
Esercizi 1
1) Sia K un campo.

Mostrare che per ogni a ∈ K si ha (−1) · a = −a.
Mostrare che, se a ∈ K ed esiste b ∈ K tale che a+ b = b, si ha a = 0.
Mostrare che, se a ∈ K ed esiste un elemento non nullo b ∈ K tale che a·b = b,
si ha b = 1.

2) Sia K un campo e sia V uno spazio vettoriale su K.
Mostrare che per ogni v ∈ V si ha 0 ·V v = 0v.
Mostrare che per ogni v ∈ V si ha (−1) ·V v = −v.
Mostrare che, se v ∈ V ed esiste w ∈ V tale che v +V w = w, si ha v = 0.
Mostrare che, se a ∈ K, si ha a ·V 0V = 0V .
Mostrare che, se a ∈ K e v ∈ V è un vettore non nullo tale che a ·V v = 0V ,
si ha a = 0.

3) Quali, fra i seguenti, sono sottospazi vettoriali di K[x]? Perché?1.
U := {p ∈ K[X] : p(1) = 0}.
V := {p ∈ K[X] : p′(2) = 0}.
Z := {p ∈ K[X] : p(1) = 0, p′(2) = 0}2 .
W := {p ∈ K[X] : p(1)p′(2) = 0}.

4) Mostrare che se V è uno spazio vettoriale e U e W sono sottospazi
vettoriali di V tali che U ̸⊆ W e W ̸⊆ U allora l’unione U ∪ W non è un
sottospazio vettoriale di V . Usare questo esercizio per rispondere all’ultima
domanda dell’esercizio 2).

5) Sia K un campo e sia Ψ : K[x] → Funz(K,K) la funzione che associa al
polinomio p la funzione che manda ogni elemento a ∈ K nel valore p(a) ∈ K,
che si ottiene calcolando p in a. Mostrare che, se K è infinito, la funzione Ψ
è iniettiva3.

Suggerimento: Usare la regola di Ruffini: se p ∈ K[x], a ∈ K e p(a) = 0,
allora esiste un polinomio q ∈ K[x] tale che p = (x− a)q

Mostrare che, se K = F2 (il campo con 2 elementi), Ψ non è iniettiva.

6) Mostrare che il sottospazio Span
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1Fornire una dimostrazione (in caso di risposta affermativa)o un controesempio (in caso
di risposta negativa).

2p’ è il polinomio che si ottiene derivando p. Esplicitamente se p(x) = anx
n +

an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 allora p′(x) = nanx

n−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · ·+ a1.

3Cioè che se p ̸= q allora Ψ(p) ̸= Ψ(q).
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