Esercizi 2

1) Risolvere i seguenti sistemi lineari a coefficienti reali nelle variabili z;, x2

T3 € Ty4.
(521 + 32y + 323 + 42y = 3
31’1+ZL’2—|—I3+21’4:1 s

\$1+IE2—|—$3+1’4=1

5x1 + 319 + 3x3 +4x4 = 3
3r1+ a0+ 23+ 204 =1 ,

(71t 22+ 23 =1

(533’1+3£L‘2+3.’133+4$4:3
3$1+I2+$3+2£L’421 y
\ZL’1—|—I2+ZL’3+JI4:0

2)Sia S un sistema lineare e M matrice completa associata ad S. Supponiamo

che M sia a scala. Come deve essere M affinché M sia compatibile?
3) Stabilire quali fra le seguenti affermazioni sono vere !:

0 1 2 3

i) ! €< ! L ! >
1 117121711 ’
1 2 3 6
-1 1 2 3
1 1 1 1

i1) 1 €< ool | >,
-2 2 3 6

i) 2° + 2+ + 7€ < 2® + 1022 + 2+ 5,2° + 22 + 5,102 + 3,3 >,
)2+t x4+ 7€ <2+ 1027 + 2+ 5,22° + 227, 2% + 102, 2% >,
v) <2®+1027 + 2+ 5,22° + 227 2% + 102, 2° >= R1]<3

1 2 3
viy< [1],[1],]1] >=R?
1 2 1

In questo esercizio tutti gli spazi vettoriali considerati sono su R.



4) Quante soluzioni ammette il seguente sistema lineare a coefficienti nel
campo [Fy con 2 elementi?
x|+ xo + T3 = 1
{ (4)
T+ X3 = 0

Quali sono le possibili cardinalita dell’insieme delle soluzioni di un sistema
lineare a coefficienti in Fs.

5) Sia V' uno spazio vettoriale e siano p + W e ¢ + U sottospazi affini di
V' (dotato della struttura natuarale di spazio affine associato ad uno spazio
vettoriale). Mostare che I'intersezione (insiemistica) (p+ W) N (¢+ U) & un
sottospazio affine se non e vuota.

6) Sia V uno spazio vettoriale su K e siano py,ps, - - p, elementi di V.
Sia pr, pa, - - - py il sottospazio affine generato da pq, pa, - - - p,. Mostrare che

PD2, P ={tip1 +topa + - +tupn 1t €EKViety +ty+---+t, =1}

7) Quali, fra i seguenti, sono sottospazi affini di K[z] (dotato della strut-
tura natuarale di spazio affine associato ad uno spazio vettoriale)? Perché??.
U:={peK[X]:p(l) =1}

Vi={peK[X]:p(0) =1}
Z = {p € K[X] : p(1) = 1,p'(0) = 0},
W= {p € K[X] : p(1)p'(0) = 0}.

Suggerimento per 'ultimo punto: usare che se V' e uno spazio vettoriale
e V1 e V5 sono sottospazi vettoriali di V' tali che Vi € Vo e Vo € V; allora
I'unione V; U V5 non € un sottospazio vettoriale di V.

8) Mostrare che la circonferenza unitaria

C::{(i) € RQ;x2+y2:1}

non ¢ un sottospazio affine di R?.
9) Quali, fra i seguenti sottoinsiemi di Ms5(K), sono sottospazi affini di
M, 5(K) (dotato della struttura natuarale di spazio affine associato ad uno

2Fornire una dimostrazione (in caso di risposta affermativa)o un controesempio (in caso
di risposta negativa).

3p’ & il polinomio che si ottiene derivando p. Esplicitamente se p(z) = anz" +
an_12" L+ +ayx + ag allora p'(2) = na,z™ '+ (n — Va1 2+ +ay.



spazio vettoriale)? Perché?

W= {A € My(K) : AA =0},
7 = {A € Myy(K) : A+ AT = G D}

10) Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e sia A uno spazio affine con
giacitura V. Sia W4 : A x A — V la funzione che definisce la struttura di
spazio affine su A.

Sia &4 : A x V — A la funzione definita associando a (p,v) € A x V
I'unico punto ¢ € A tale che W4(p,q) = v (tale ¢ esiste per la proprieta 1)
della definizione di spazio affine).

Mostrare che *

a) (Pa(Pa(p,v1),v2) = Pa(p,v1 + v2) per ogni p € A e per ogni vy, v, € V,
b) per ogni p,q € A esiste unico v € V tale che ®4(p,v) = q.

Sia ora V' uno spazio vettoriale sul campo K e sia A un insieme non vuoto
esia ®4: A xV — A una funzione che soddisfi a) e b).

Sia U,y : AX A — V la funzione definita associando ad ogni (p,q) € Ax A
lunico vettore v € V' tale che ®4(p,v) = ¢ (tale v esiste per b)).

Dimostrare che la funzione W, : A x A — V definisce sull’insieme A una
struttura di spazio affine con giacitura V.

4Nel linguaggio dell’algebra a) afferma che ® 4 definisce un’azione (destra) del gruppo
abeliano V' su A e b) che tale azione ¢ libera e transitiva.



