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Prefazione

I primi passi che portarono alla redazione di questo libro furono intrapresi
nel 2001 per le esigenze di un insegnamento del secondo anno di Analisi
Armonica presso un Corso di Laurea sulle basi scientifiche, in particolare
matematiche, della comunicazione multimediale che era recentemente stato
istituito presso I'Universita di Roma “Tor Vergata” e che allora si chiamava
“Scienza dei Media e della Comunicazione” La opportunita di introdurre
l'analisi di Fourier in qualsiasi corso di studi a base matematica non richiede
spiegazioni. Peraltro, gli studenti di quello specifico Corso di Laurea erano
molto piu interessati alla comunicazione multimediale che non alla matema-
tica, e per questo tentammo di fornirgli ulteriore motivazione inserendo nel
programma dell’insegnamento di Analisi Armonica una applicazione concreta
di loro interesse, cruciale per la ricostruzione nel tempo di segnali noti solo
su una successione equispaziata discreta di campioni: il teorema del campio-
namento di Shannon. L’approccio rigoroso a tale risultato mecessita solo di
un fatto classico dell’analisi di Fourier, la formula di somma di Poisson: pero
la sua visualizzazione precisa, la sua collocazione naturale nell’ambito della
teoria di Fourier e lo studio dell’errore nel caso in cui le condizioni del teo-
rema siano solo approssimate richiedono di visualizzare © segnali campionati
come distribuzioni discrete. Poiché uno degli obiettivi del processo formativo
era la trattazione matematica rigorosa ed esauriente, questo portava ad un
ampliamento notevole del programma abituale di analisi di Fourier. D’al-
tra parte, la necessita imprescindibile di trattare le serie di Fourier portava
inevitabilmente anche ad esporre gli spazi di Hilbert, ed era opportuno da-
re almeno un cenno sulla trasformata rapida di Fourier e la trasformata di
Fourier discreta. Divenne subito chiaro che il numero di libri di testo da sug-
gerire, e la quantita di incisi e divagazioni necessarie a visualizzare concetti
cosi sofisticati in un insegnamento del secondo anno, eccedeva le capacita di
sintesi degli studenti: era pertanto necessario redigere le note del corso sotto
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forma di un libro unitario.

In quel periodo, si tento anche di fornire agli studenti libri di testo per tutti
i corst, disponibili gratuitamente online, ed aggiornabili di lezione in lezione
sulla base dei risultati didattici. Come buona norma per corsi inerenti la mul-
timedialita, questi libri di testo dovevano essere navigabili, ossia dovevano
avere almeno la struttura di un ipertesto con link interni per spostarsi da un
argomento a quelli logicamente collegati. Pertanto questo libro € redatto come
documento in formato pdf, dove tutti i riferimenti matematici numerati (teo-
remi, proposizioni, lemmsi, corollari, definizioni, esempi, esercizi, riferimenti
bibliografici, riferimenti a capitoli e cosi via) sono connessioni di ipertesto.
Sottolineamo, come cautela per il lettore, che questo € l'intendimento del li-
bro: offrire a studenti generalmente con scarse basi e scarsa memoria dei
preliminar: matematici la possibilita di rintracciare immediatamente, con un
clic del mouse, ciascuno dei risultati citati. Naturalmente, cio implica che
ogni risultato che viene utilizzato viene citato esplicitamente: questo é assai
fasdtidioso per il lettore anche solo parzialmente esperto, che vede [’esposizio-
ne rallentata da continui riferimenti espliciti a fatti perfettamente noti, come
ad esempio il teorema fondamentale del calcolo o la definizione di funzione
caratteristica: ma e utile per gli studenti piu deboli, per le cui esigenze il libro
fu inizialmente concepito. Inevitabilmente, un lettore non alle prime armi
trovera la presentazione troppo prolissa: ma d’altra parte, la trattazione é
ormai molto ampia, ed e imprescindibile che @ lettori non perdano @ contat-
ti con i riferimenti interni. Un’altra consequenza fastidiosa di questo stile
espositivo € il fatto che ogni commento € formulato come Nota separata e
numerata, invece che come osservazione discorsiva incidentale.

1l nucleo_originale del libro consisteva dei Capitoli , B, Ia, B, @, , ,
, , , , ma in forma assai pit concisa. A poco a poco questi capitoli si
arricchirono di nuove sezioni o argomenti, ad esempio esercizi svolti assegnati
in classe od agli esami. In realta, il Capitolo |14 é in parte di per sé stesso un
esercizio: la sua Appendice |12.4 (e precisamente I’Esempio 77 ed il Teorema
) ¢ un elaborato e difficile esercizio sull’approssimazione uniforme ed
in S. Questo argomento ¢ esposto solo per stimolare 'intuito dei lettori su
questi argomenti invece che il ricorso a metodi piu astratti come la formula
di somma di Poisson, ma ¢ esposto mon in modo completo: il lettore non
fortemente motivato ¢é invitato ad astenersene.

Visto che il libro si stava evolvendo verso un’opera con riferimenti (in-
terni o esterni) ai preliminari necessari, cercai di incorporarvi alcuni di tali
preliminar: sui quali spesso si sorvolava negli insegnamenti precedenti: solo
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cenni alle basi concettuali del Calcolo, ovviamente, ma un trattamento un
pochino piu approfondito, sebbene non esauriente, di argomenti pit avan-
zati di Calcolo e di Analisi Reale: convergenza uniforme, serie di potenze,
uniforme continuita, calcolo in piu variabili, integrali dipendenti da un para-
metro, integrali curvilinei, forme differenziali, misura di Lebesque, spazi P,
teorema di Fubini, funzioni di variazione limitata ed assolutamente continue
e generalizzazioni del teorema fondamentale del Calcolo. Questi argomenti
sono esposti nel Capitolo preliminare |1, che, a parte [’eccezione gia citata
del Capitolo |14, € l'unico nel quale alcune dimostrazioni non sono completa-
mente sviluppate, e su dettagli talvolta delicati si sorvola, o vengono aggirati
a spese del rigore.

In effetti, i contenuti di questo Capitolo coprono gran parte dei corsi pre-
liminari di Analisi del primo e secondo anno, ma sono stati progettati pit
per coprire lacune che come libro di testo. Alcuni punti specifici sono stati
relegati ad appendici. Gli argomenti elementari del Calcolo non sono stati
ridimostrati, ma sono stati enunciati nella Sezione iniziale , che quindi
viene citata frequentemente: pero il lettore con sufficiente competenza per
capire questo libro non dovrebbe averne bisogno, e quindi il suo eventuale
ricorso a questi link ai preliminari della prima Sezione ¢ un indizio di ina-
deguatezza sul quale dovrebbe riflettere e trarre le debite consequenze. Esigui
cenni minimali di Analisi Funzionale, necessari solo per problemi specifici
pit avanzati su convergenza o divergenza di serie di Fourier e sulla nozione
di convergenza nello spazio delle distribuzioni temperate, sono succintamente
trattati nel Capitolo|d. La parte preliminare ¢ completata da una esposizione
sull’analisi_complessa in una variabile (Capitolo |3) e sull’Analisi Funzionale
(Capitolo |3), che non sono necessari per il Corso di Laurea in “Scienza e
Tecnologia per © Media”, ma potrebbero essere usati al Corso di Laurea Magi-
strale in “Matematica” come testi di insegnamenti elementari ma abbastanza
esaurienti su questi temi (manca pero lo studio delle mappe conformi e la
dimostrazione del teorema di Picard).

Ulteriori approfondimenti sulla convergenza di serie di Fourier sono inclusi
nel Capitolo |1: essi includono una dimostrazione molto piu semplice del teo-
rema di convergenza puntuale di serie di Fourier, dovuta a Chernoff (sulla
quale sono grato ad Alessandro Figa-Talamanca di aver richiamato la mia
attenzione, mettendomi anche a disposizione le sue note [12]), i criteri di con-
vergenza piv avanzati di Dini e Jordan, la convergenza delle serie di Fourier
in LP per 1 < p < oo (e quindi il teorema massimale di Hardy-Littlewood),
la divergenza di serie di Fourier in L' e L™ ed esempi di serie di Fourier di
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funzioni continue divergenti in un punto, o divergenti in insiemi di misura
zero piu vasti. Una Sezione € dedicata alla funzione coniugata, ed in essa
trova spazio il teorema di rappresentazione integrale di Poisson di funzioni
armoniche in un disco a partire dai loro valori al bordo in L', ed il prin-
cipio del massimo. Tutti questi argomenti non sono qui introdotti in vista
di applicazioni della matematica ad altre scienze, ma sono stimolanti per un
matematico interessato agli aspetti profondi dell’analisi di Fourier. A parte
la Sezione iniziale , lo stile di questo Capitolo, che tratta argomenti piu
sofisticati, € orientato a lettori piu maturi. Ovviamente, tale Capitolo richie-
de qualche cenno di Analisi Funzionale, e proprio per questo € stato scritto il
Capitolo |3, inizialmente come compendio di tali conoscenze elementari, ma
che si é poi sviluppato in una trattazione abbastanza esauriente. Proprio per
rendere possibile tale trattazione, nel Capitolo B sono state aggiunte parti re-
lative alla topologia (assiomi di separazione, proprieta degli spazi_topologici,
Lemma di Urysohn e Teorema di estensione di Tietze (Sezione IZ__]p_), e le
loro consequenze naturali, i teoremi di_Eqoroff e di Lusin sulla approssima-
bilita di funzioni misurabili (Sezione Ij) Questi argomenti sevono solo
come premessa ad alcuni aspetti dell’Analisi Funzionale e come completa-
mento su alcune questioni di densita nelle inclusioni fra spazi di funzioni.
Per rammentarne la non indispensabilita i titoli di queste Sezioni sono stati
contrassegnati con un asterisco.

Un caso emblematico ¢ la ripetizione di argomenti pressoché identici in Ca-
pitoli diversi, al fine di permetterne la lettura anche a coloro che non fossero
interessati a leggere il Capitolo |3 sull’Analisi Funzionale. Questo succede, ad
esempio, con la completezza di LP e (P, che era stata inizialmente esposta per
p > 1 nel Capitolo |1l sull’Analisi Reale mediante il Teorema di Riesz-Fischer
, e poi ripresa in maniera piu diretta nel Capitolo ,!1 sugli Spazi di Hil-
bert per presentare enunciati ed esercizi soprattutto nel caso p = 2. Questo
argomento é stato poi riutilizzato nella Sottosezione per evidenziare al-
cune proprieta insolite dei funzionali lineart sugli spazi LP e P con 0 < p < 1,
e questo ha richiesto di rielaborare il Capitolo |1 per estendere a tale range
insolito di valori di p i risultati precedentemente esposti per p > 1: ci scu-
stamo con 1 lettori non interessati se questo crea qualche piccolo disagio, e li
mwvitiamo a saltare le parti contrassegnate con asterisco.

Ma un caso piu paradossale di ripetizione si ha per ’esposizione della dualita
per spazi LP ed altri spazi di Banach, presentata nella Sezione del Capi-
tolo iniziale e riassunta nella Sezione del capitolo sulle distribuzioni, al
fine di agevolarne la comprensione a coloro che non avessere letto con cura il
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capitolo iniziale, ma naturalmente riesposta con maggiore profondita in tutto
l’arco del Capitolo |3 sull’Analisi Funzionale: alcuni enunciati e dimostrazio-
ni sono proprio triplicati!

Anche una parte del Capitolo |, e precisamente alcuni risultati piu avanzati
dovuti a Lebesque ed a Fatou sulla convergenza dei convolutori definiti dai
nuclei di Féjér e di Poisson (Sezione ), e rivolta a lettori piu maturi,
esclusivamente matematici, e non é mirata ad applicazioni (questi risultati,
comunque, sono qui esposti per completezza, e non vengono mai ripresi nel
sequito: per far presente questo fatto li abbiamo contrassegnati con dppio
asterisco).

Non sono stati inclusi argomenti di Algebra Lineare e Geometria (aparte
gli spazi di Hilbert) perché essi sono contenuti nel libro online [19] scritto
parallelamente a questo.

A questo punto, la tentazione di includere anche argomenti degli inse-
gnamenti matematici del Corso di Laurea successivi all’analisi di Fourier era
molto forte: questo avrebbe permesso di creare una sorta di libro di testo
matematico unico, ossia di collegare tutti gli argomenti matematici dell’inte-
ro processo formativo in maniera facilmente navigabile, e sviluppati con una
notazione coerente. Ho omesso gli argomenti dell’insegnamento di base di
Analisi Numerica, ma ho incluso quelli di wavelets, incorporando, nei capi-
toli @, , @ e , le note redatte per il proprio insegnamento da Sandra
Saliani, a cui esprimo la mia gratitudine. Al momento, per questi capitoli la
revisione della notazione e la predisposizione dei links di ipertesto € appena
cominciata: ce ne scusiamo con i lettori.

Naturalmente, in questo modo quest’opera si avviava a diventare un trattato
pit che un libro. Diventava importante renderla esauriente, nei limiti delle
mie conoscenze, che sono assai limitate nei settor: numerici: ma le applica-
zioni numeriche sono imprescindibili in un processo formativo inizialmente
pensato per le applicazioni della matematica al trattamento di segnali acusti-
ct, video e piu in generale multimediali. Un tema importante e naturale era
quello degli errori numerici nel calcolo della FFT e della DFT, presentato
nel Capitolo . Alcuni ulteriori argomenti furono originati dalla direzione
di tesi di ricerca, ad esempio sulla trasformata_di Fourier a finestre e la
deconvoluzione, e sono ora inclusi nel Capitolo , che contiene un link ad
un segnale acustico il quale, ovviamente, ¢ fruibile solo nella versione online
del libro, ma non in una eventuale versione stampata. Sono grato a Raffaele
Presciutti ed a Stefano Daino per aver messo a mia disposizione la propria
competenza in merito a questi argomenti. Nessuno di questi argomenti €
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trattato nel Corso di Laurea in “Scienze e Tecnologie per i Media” (il nome
attuale del precedente “Scienza dei Media e della Comunicazione”), o, per
quanto mi consta, in altri corsi di studio in Italia.

C’¢ un intero altro settore, legato sia all’analisi di Fourier sia al trattamen-
to dei segnali, che si basa sull’analisi complessa. L’ambizioso obiettivo di
presentarlo si é sviluppato nei Capitoli {18 (trasformata di Laplace), (tra-
sformata zeta) e (applicazioni della trasformata zeta ai sistemi a tempo
discreto ed al filtraggio di segnali discreti). La analoga trattazione delle appli-
cazioni della trasformata di Laplace alla risoluzione di equazioni differenziali
lineari ordinarie non é stata intrapresa, e forse lo sara in futuro. Anche que-
sti argomenti non sono trattati nell’ambito del Corso di Laurea in “Scienze
e Tecnologie per © Media”.

In effetti, le prime due Parti di quest’opera vertono su temi generali, spesso
non applicati, e la terza tratta temi generali che preludono ad applicazioni
(con la notevole eccezione del Capitolo |1 sugli approfondimenti sulle serie di
Fourier, che tratta di temi classici fortemente legati all’analisi funzionale e
non appare in alcun modo appicabile, ma non poteva essere inserito nella pri-
ma Parte perché richiede la conoscenza di serie e tyrasformata di Fourier).
Da questo punto in poi lo spirito cambia: le ultime tre Parti si indirizzano
soprattutto a tematiche numerico-applicative (con la parziale eccezione del
capitolo sulla trasformata di Laplace). Per il momento, pero, la sesta parte,
ossia la trattazione di un argomento di valenza naturalmente applicativa co-
me le wavelets, ¢ stata mantenuta nelle linee di una trattazione puramente
analitica e non numerica.

Un’opera cost vasta, ma pur sempre mirata alla didattica elementare per
studenti di media qualita, inevitabilmente deve molto alle fonti bibliografiche:
it contributi originali in questo libro spesso si limitano alla rielaborazione di
argomenti gia presenti in letteratura, ed a volte solo alla realizzazione di note
esplicative e dei moltissimi riferimenti incrociati. Colgo questa opportunitd
per elencare con gratitudine quelle fra le fonti bibliografiche che mi sono state
pit utili o mi hanno ispirato di piu: [10], |14], [18], [22], |23]; per le parti
preliminari pit elementari, desidero citare anche [1], [3].

Da questo resoconto dovrebbe essere ormai chiaro che quest’opera non
vuole essere una esposizione compiuta e finita, bensi un lavoro in corso,
in evoluzione, da ampliare, approfondire e correggere dopo ogni lezione, o
comunque frequentemente (questa ¢ infatti un’altra ragione, oltre alla navi-
gabilita dell’ipertesto, per mantenerla nella versione online). Ad esempio,
nuovi capitoli o sezioni sono in preparazione. Alla data odierna, i prossimi
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dovrebbero riguardare una trattazione piu esauriente (ma forzatamente molto
incompleta) dei filtri digitali, ad esempio la loro realizzazione come reticoli
o grafi, i filtri di fase minima e 'invertibilita e la fattorizzazione spettrale,
ed una trattazione della compressione di immagini tramite wavelets. Al pre-
liminari di Calcolo verranno aggiunti gli integrali di superficie ed il teorema
della divergenza e del rotore.
Manca un indice analitico, per ora. Sarebbe molto utile in un libro di questa
mole, anche se il formato di ipertesto permette di sostituirlo con gli stru-
menti di ricerca del computer. Poiché i tag di riferimento all’indice analitico
non son stati inseriti nel corso della stesura in TeX, farlo a posteriori ¢ un
compito molto laborioso e tedioso... ma, col tempo, spero che verra fatto.
Pertanto, anche questa prefazione é un lavoro in corso. Il quadro sinottico
delle propedeuticita fra i capitoli, alla data odierna € nella prossima pagina.
Frecce tratteggiate indicano propedeuticita facilmente evitabili con una lieve
riscrittura del testo: elenchiamone @ casi piu tipici. Una prima, banale frec-
cia tratteggiata e legata al fatto che, per studiare [’analisi funzionale su spazi
di Banach, occorre ricordarsi cosa sia la completezza, e quindi le successions
di Cauchy. Una freccia tratteggiata pitu significativa e dovuta al fatto che gli
operatort lineari invarianti nel tempo siano convolutori e che la loro limi-
tatezza su L™ equivalga alla appartenenza a L' del nucleo di convoluzione,
spiegato nel Capitolo |17 ed utilizzato anche nel capitolo @; un’altra ha a che
fare con la formula per i coefficienti dello sviluppo di Laurent, ricavata nel
Capitolo |4 ed utilizzata anche nel Capitolo ; questi fatti sono richiamati
(ed in un caso brevemente ridimostrati) laddove vengono utilizzati. A wvolte
invece si tratta di argomenti propedeutici delicati, come il teorema di unifor-
me limitatezza e nel teorema di Banach-Alaoglu sulla compattezza debole* del
Capitolo 3, utilizzati pesantemente per la divergenza di_serie di Fourier nel
Capitolo 1, ma anche, per breve cenno, nel Capitolo per chiarire la no-
zione di convergenza nello spazio delle distribuzioni temperate: in effetti qui
vengono rienunciati succintamente, senza dimostrazione, il che é sufficiente
per il tipico studente che legge questo libro. Ancora minore é l'utilizzazione
del teorema di categoria di Baire, limitata ad un cenno sugli insiemi di di-
vergenza delle serie di Fourier. Pertanto, non e indispensabile per il lettore
sequire il flusso delle frecce tratteggiate.
A questo proposito, osserviamo anche che vari risultati piu profondi, ed un
intero capitolo (il Capitolo H), sono esposti per completezza culturale ma
non vengono ripresi nel sequito. Quando questo accade, i singoli enuncia-
ti 0o una intera sottosezione o sezione, o in un caso l’intero capitolo sono
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contrassegnati con una stelletta.

Anche la terminologia ha a volte un carattere provvisorio, legato a con-
venienze didattiche momentanee. Un esempio emblematico é la scelta del
periodo delle funzioni periodiche da sviluppare in serie di Fourier: nei Capi-
toli | (sviluppi in serie di Fourier) e E (approfondimenti sulla convergenza
di serie di Fourier), e nella Sezione m (nuclei di Féjer e di Poisson), vie-
ne scelto, per motivi_storici, il periodo 2, e quindi i coefficienti di Fourier
prendono la forma f(n) = 5= [T f(t)e ™ dt. Invece negli altri Capitoli,
dove il paragone fra il caso di funzioni periodiche e quello di funzioni in
LY(R) ¢ a wolte piu stringente e si vogliono avere identiche costanti di nor-
malizzazione, scegliamo il periodo 1 ed i coefficienti di Fourier diventano

~ 1 . N
f(n) = ff% f(t)e 2™t dt. E auspicabile che anche questa anomalia venga

prima o poi corretta, con il mantenere periodo 21 (ed esponenziali €™ ) in
tutta la trattazione.

Ringrazio vari colleghi che hanno contribuito allo sviluppo di quest’opera:
Andrea Pagano per la stesura in TgXdei capitoli del nucleo originario (circa
un terzo della mole attuale: un compito gia molto laborioso), Federica An-
dreano per la prima revisione di quei capitoli, ed Enrico Valdinoci e Francesco
Fidaleo per la segnalazione di vari errori e suggerimenti e consigli per alcune
estensions.

Massimo Picardello Roma, luglio 2010
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Parte 1

Panoramica su Calcolo, Analisi

Reale, Analisi Complessa, Spazi

Vettoriali Topologici ed Analisi
Funzionale






Capitolo 1

Appofondimenti di calcolo
differenziale ed integrale e di
analisi reale

In questo capitolo riassumiamo, sinteticamente e talvolta senza dimostra-
zioni, vari argomenti di Calcolo e di Analisi Reale preliminari allo studio
dell’analisi matematica, ed in particolare dell’analisi di Fourier.

Per quanto riguarda 1’ Analisi Reale, la maggior parte dell’esposizione ¢ tratta
da [22]: rinviamo a questo eccellente riferimento bibliografico per maggiori
dettagli ed approfondimenti. L’esposizione delle disuguaglianze di Holder e
di Minkowski e della dualita per spazi LP segue invece un approccio piu ra-
pido ed elegante (si veda, ad esempio, [21]). Le sezioni |1.1d,]1.2d, |1.24, |1.2d,
h, 1.28 ed i risultati principali di E sono interamente tratti da [22]. La
Sezione [1.23 ¢ tratta da [18].

1.1 Fatti elementari ben noti

Non e possibile comprendere i concetti basilari dell’analisi di Fourier senza
una completa assimilazione del Calcolo e dell’Algebra Lineare. Questo libro e
sviluppato per essere consultabile online: per facilitarne la navigazione iper-
mediale, ci sforziamo di citare ogni risultato utilizzato, anche se questo rende
pignola ’esposizione per chi lo legge in versione scritta invece che interattiva.
E sorprendente scoprire quanti pochi siano i risultati preliminari elementari
di Calcolo necessari (quelli meno elementari verranno presentati in dettaglio

5
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in seguito, anche se dovrebbero essere gia noti). E ancora pitl sorprendente
osservare che la grande maggioranza di questi risultati sono utilizzati solo per
la comprensione di questo capitolo preliminare e non della analisi di Fourier
che sviluppiamo nel resto del libro. Per comodita del lettore, e per evita-
re collegamenti ipermediali a documenti esterni, enunciamo i prerequisiti di
base in questa Sezione introduttiva: le dimostrazioni si possono trovare il
qualunque libro di testo di calcolo, ad esempio [5] (o [19] per la numerabilita
dei razionali, il teorema di Weierstrass sull’esistenza di massimi e minimi di
funzioni continue sui compatti e I'esistenza dei limiti du funzioni monotone
limitate).

Rammentiamo per prima cosa la definizione di punto di accumulazione
di un insieme E in R™ (o piu in generale in uno spazio topologico):

Definizione 1.1.1. Un punto x ¢ un punto di accumulazione di E se per
ogni aperto O che contiene x esistono punti di E diversi da x ed appartenenti
a O. Se E ¢ un sottoinsieme di un insieme A, un punto z € A ¢ un punto
limite di E se per ogni intorno O di x esistono punti di F appartenenti ad
O: in particolare, ogni punto di £ € un punto limite.

Inoltre, rammentiamo la definizione di infinitesimo:

Notazione 1.1.2. Date due funzioni f, g a valori reali o complessi definite
su un insieme F ed un punto xy di accumulazione di F (ad esempio un
suo punto interno), diciamo che f = o(g) per x — xo se lim,_,,, % =0,
e che f = O(g) per © — z se esiste una costante C' > 0 tale che, se x

appartiene ad un intorno appropriato di xqy (escluso il punto z stesso) si ha

|[f ()] < Clg()].

Infine, richiamiamo la definizione di funzione caratteristica:

Definizione 1.1.3. Per ogni insieme I C R, la funzione caratteristica y; e
la funzione che vale 1 in I e 0 al di fuori.

Nelle dimostrazioni, useremo talvolta il (si veda [19, Capitolo 1, Appendice]).
Ecco la lista degli enunciati elementari di cui faremo uso nel seguito:

e Numerabilita dei razionali: Q € un insieme numerabile.

o Continuita e controimmagini di aperti: una funzione f : X — Y fra
due spazi topologici X e Y ¢ continua se e solo se la controimmagine


http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.principio di induzione dei numeri naturali
http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Q_numerabile
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f7YO) di ogni aperto O C Y ¢ un aperto in X (II lettore non abituato
alla nozione di spazio topologico e di insieme aperto riscriva questa
proprieta nel caso in cui X = R™", Y = R™ e O sia la sfera di centro
a € R™ e raggio ¢ > 0: allora dire dire che la controimmagine di
ogni tale O e aperta equivale a dire che, per ogni punto x tale che
f(z) appartenga a O, essa contiene la sfera di centro x e raggio 0 per
qualche § > 0. Si verifichi per esercizio che questo fatto e equivalente

alla proprieta lim,_,, f(z) = f(a).)

o Definizione e caratterizzazione degli insiemi compatti: K si dice com-
patto se da ogni ricoprimento di K con insiemi aperti si puo estrarre un
sottoricoprimento finito. I compatti K in R", e piu in generale in uno
spazio metrico, sono caratterizzati dalla proprieta che ogni successio-
ne in K ammette una sottosuccessione convergente ad un punto di K
(in uno spazio non metrico questa proprieta ¢ segue dalla compattezza
ma non € equivalente). Da questo fatto segue anche che i sottoinsiemi
chiusi di un compatto sono anch’essi compatti.

Inoltre i compatti hanno anche altre proprieta interessanti che vedremo
in seguito: ad esempio la proprieta dell’intersezione finita (Nota [1.9.7)
e la proprieta di Bolzano—Weierstrass (Teorema [1.9.6): queste proprie-
ta sono conseguenze della compattezza, e sono ad essa equivalenti in
uno spazio metrico. Per questi approfondimenti si veda la Sezione 77.

e Definizione di esponenziale complesso: e = cost + isint. O equiva-
lentemente, cost = 3 (e + e7*) e sint = - (¢ — ™)

o L’esponenziale diverge piu rapidamente dei polinomi: per ogni «, 5 > 0
si ha lim,_, o €2 /2P = 0co. Equivalentemente, lim,_, (logz)? /2% =
0

 Esistenza del limite per funzioni monotone: se f : [a,b] — R & mono-
tona non decrescente, allora esiste lim,_; f(x) se e solo se f ¢ limitata
superiormente, ed in tal caso lim,_,,- f(z) = sup,<,<;, f(z). Analogo
enunciato vale se f & non crescente, nel qual caso il limite esiste se f e
limitata inferiormente e coincide con I'estremo inferiore dei valori di f,
e se I'intervallo di definizione ¢ illimitato (ad esempio tutto R); in que-
st’ultimo caso abbiamo un teorema identico per successioni monotone
(cioe per funzioni monotone definite su N anziché R.


http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.succ_decrescenti_hanno_limite
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o Punti di discontinuita di funzioni monotone: una funzione monotoona
su un intervallo ¢ ivi continua tranne che per una successione di punti
di salto, quindi al piu con una quantita numerabile di salti.

e Se A ¢ un insieme arbitrario di indici a e ¢, > 0, la serie Zae 4 Ca
¢ definita come sup{}_, ., caCa;}. Se la serie converge, allora A
e un insieme numerabile. In particolare, una funzione f : R — R
monotona in un intervallo pud solo avere un insieme numerabile di
punti di discontinuita, tutti di tipo salto con ampiezza finita.

e Criterio di Cauchy per la convergenza di successioni: _una successioni
di numeri reali o complessi ¢ di Cauchy (Definizione [1.2.1]) se e solo se
& convergente.

o Teorema del confronto: se f < g < h sono tre funzioni a valori reali
definite in un sottoinsieme £ di uno spazio topologico (o piu restritti-
vamente di R™) e zp ¢ un punto di accumulazione di E (o piu restritti-
vamente, un punto interno di E), allora se lim, ., f(z) = lim,_,,, h(z),
anche g ha limite per x — xg e lim,_,,, g(x) = lim, ., f(z) = lim,_,,, h(x).
Un enunciato analogo vale per successioni.

o Teorema del confronto per serie: combinando i due enunciati precedenti
si ottiene il seguente: se una serie ¢ a termini non negativi ed i suoi
termini sono maggiorati da quelli di una serie convergente, allora la
serie data ¢ convergente.

o Teorema del confronto di una serie con un integrale: se f ¢ una funzione
positiva non crescente definita nella semiretta > 1, la serie Y .- | f(k)

e l'integrale fl x)dzr convergono entrambi oppure dlvergono en-
trambi. Nel prlmo caso si ha Y o, f(k) < f1 <3 1 f(k).
Pill precisamente, ponendo s,,,, = Zk L J(k)e tmn f f(z)dz, ot-

teniamo per ogni m, n le disuguaglianze 5m+1,n < tmn < Smpt quindi
o la serie e I'integrale divergono entrambi oppure convergono entrambi
con la stessa velocita, nel senso che le code > 07 f(k) e [* f(x)dx
sono infinitesime dello stesso ordine rispetto a m.

e Teorema di Weierstrass: una funzione a valori reali continua su un
compatto (ad esempio su un intervallo limitato e chiuso in R, o su un
plurirettangolo limitato e chiuso in R™) ammette massimo e minimo.


http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Teorema_Weierstrass_max_e_min_su_compatti
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e Teorema della permanenza del segno: se f € una funzione continua a
valori reali e f(z) > 0 in un punto z interno al dominio di definizione
di f, allora esiste un intorno aperto O di = tale che f > 0 in O. Piu
in generale, se f & continua a valori complessi e f(z) # 0, allora f &
diversa da zero in un intorno di x.

o Confronto asintotico fra polinomi ed esponenziali: lim,_,,, z"e % =0
perognin e N, a >0

o Continuita di funzione composta: se f : A — B e g: B — C sono
continue, allora la loro composizione go f : A — C' & continua.

e Regola di derivazione di funzione composta: se A, B,C CRe f: A—
B e g: B — C sono derivabili, allora la loro composizione gof : A — C

& derivabile, e (go f)'(z) = ¢ (f(2)) f'(x).
e Se una funzione derivabile e pari la sua derivata e dispari, e viceversa.

« Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue: se f : [a,b] — R
e continua, allora essa assume in [a, b] tutti i valori intermedi fra f(a)

e f(b).

e Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue sui connessi in
R": la proprieta precedente vale per le funzioni continue su un insieme
connesso in R™. In tal caso f assume tutti i valori intermedi fra il
proprio valore minimo e massimo, o comunque fra due qualsiasi valori
assunti. (per dimostrarlo, nel caso non fosse gia noto, basta rammen-
tare che un insieme connesso in R™ € connesso per archi, nel senso della
successiva Proposizione [1.29.46, e considerare una curva continua fra il
punto in cui viene assunto il primo valore e quello in cui viene assunto
il secondo. La restrizione della funzione f all’immagine di questa curva
e una funzione continua su un intervallo di R, e si applica il risultato
precedente.)

o Teorema del valor medio di Lagrange: se f : [a,b] — R & continua su
[a, b] e derivabile in (a,b), allora esiste x € (a,b) tale che f(b) — f(a) =
J'(x) (b = a).

e Regola della derivata nulla: se due funzioni f e g derivabili su un
insieme connesso verificano ' = ¢’, allora f — g ¢ costante.
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o Teorema della media integrale: se f : [a,b] — R & continua su |a, b],
allora ¢ integrabile su [a,b] ed esiste x € [a,b] tale che fabf(t) dt =

(b—a)f(z).

o Integrabilita di funzioni monotone: se f : [a,b] — R & monotona e
limitata, allora f e |f| sono integrabili su [a, b] con integrale finito.

o Teorema Fondamentale del Calcolo: si veda I’enunciato piu sotto, Teo-
rema [L.27.1].

o Teorema di integrazione per sostituzione: se f : [a,b] — [c, d] ha deriva-
. . . d F(b)
ta continua e g & continua su [¢, d], allora [ g(x) do = ff(a) g(f(t) f'(t)dt.
(Grazie al Teorema fomdamentale del calcolo enunciato piu sopra,
questo teorema e equivalente alla precedente regola di derivazione di
funzione composta.)

e Regola di derivazione del prodotto: se f e g sono derivabili, allora
(fg) = f'g+ fg’. Tterando si ottiene che, se le due funzioni sono
derivabili n volte,

D"(fg) =Y (Z) Dhf D"
k=0

n

") = Wlk)" ed il fattoriale n! & il

dove (Z) ¢ il simbolo combinatorio (
prodotto 1+2---n.

Con lo stesso argomento si prova il Teorema del Binomio di Newton:
perogni a, be R, n e N,

(a+b)" = Xn: (Z) a" bk

k=0

o Teorema di integrazione per parti: se f e g hanno derivata continua su
b b
[a,b], allora [ f(z) g'(z) dz = f(b) g(b) — f(a) g(a) — [, f'(z) g() dz.
(Grazie al Teorema Fondamentale del Calcolo enunciato piu sopra,
questo teorema e equivalente alla precedente regola di derivazione del
prodotto.)

o Formula di somma geometrica: se ¢ € C, ¢ # 1, allora ZQLO q" =

1_qN+1
1—q
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o Condizione necessaria per la convergenza di una serie numerica (ma
non sufficiente, visto il prossimo enunciato) ¢ che il suo termine generale
tenda a 0.

o La serie ) n~® & convergente se e solo se o > 1.

Si noti che nessuna stima sul tasso di decrescenza dei termini implica
la divergenza di una serie a meno che i termini siano monotoni de-
crescenti. Infatti, sia {a,} tale che ) |a,| < oo, e consideriamo una
nuova successione di indici {ny}. Poniamo b, = 0 a meno che n = ny,
e b,, = ag. I valori non nulli dei b, sono gli stessi degli a,, ma piu
distanziati: quindi ) |b,| = >_ |a,| < oo, ma la successione b, tende
a zero in maniera arbitrariamente lenta se gli ny crescono in maniera
arbitrariamente veloce. Invece, se la successione dei termini € non cre-
scente, le cose vanno diversamente. Poiché questo fatto non appare di
solito nei manuali di Calcolo, lo dimostriamo qui:

Lemma 1.1.4. Sia {a, > 0} una successione non crescente con lim,, a,,
0. Se la serie ), a, converge, allora a, = o(1/n), ossia lim, na, = 0.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che lim, a,, # 0. Per defi-
nizione di limite, allora deve esistere €5 > 0 tale che per ogni £k € N
esiste ny > k con ka,, > £¢ (osserviamo in particolare che si possono
scegliere gli nj in maniera che crescano in modo arbitrariamente velo-
ce). In altre parole, esiste £ > 0 ed una sottosuccessione {a,, } tale
che an, > £o/k, e gli indici della sottosuccessione si possono scegliere a
crescita arbitrariamente veloce. D’altra parte, grazie alla monotonia,
per tutti gli indici m con ng_y < m < ny si ha a,, > a,, = o/k.
Quindi

Nk
N — Ng—1
Sk = E Ay, = —€¢ -
n
nk_l—i-l k

Ora, se gli n, crescono in modo abbastanza veloce, limy (ng—ng_1)/ny, =
1, equindi Sy ~ege D 2 an =D pey Sk = 00. Questa contraddizione
prova l’enunciato. 0

o Una proprieta analoga a quella precedente per le serie vale per gli inte-
c . . 19e . . 1 s - oo 1

grali impropri: l'integrale improprio di < ¢ divergente: fl ~dr = +00.

A maggior ragione, per § < 1, ffo m%d:v = +4o00; invece, per a > 1,

floogciadx < 00.



12 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

o Riordinamento di serie: una serie converge alla stessa somma qua-
lunque sia l'ordine con cui si sommano i suoi termini se e solo se ¢
assolutamente convergente (ossia la serie dei moduli dei suoi termini &
convergente).

e Stime di Leibnitz per il resto di una serie a segni alterni: se la suc-
cessione a; > 0 ¢ non crescente da un certo indice in poi, ossia se
esiste kg tale che ar; < ai per ogni k > ko, ed ¢ infinitesima, ossia
limy, o ax = 0, allora la serie a segni alterni >, ,(—1)¥a; ¢ (sempli-
cemente) convergente, ed il suo resto n-simo & maggiorato dal primo
termine omesso:

n

Z(_l)kak - Z<_1)kak < Qpyr -

k=0

o Teorema di Taylor: se f : (a,b) — R & derivabile n volte in un
punto xg € (a,b), allora esiste un unico polinomio P, di grado n
che approssima [ a meno di infinitesimi rispetto a (z — xy)", ossia
f(z) = Py(x) + o((x —x0)") per x — xg, e questo polinomio, detto
polinomio di Taylor di grado n, ¢ dato da

"R (g i
Py(x) =) fk—(')(x — z)"
k=0 )

Inoltre, se n > 0 e f ¢ derivabile n+1 volte in xo, si ha f(z) — P,(z) =
! ((::1))(,5) (x — z)"*! per qualche ¢ € [zg,z]. Il polinomio di Taylor &
I'unico polinomio di grado n le cui prime n derivate in xy coincidono

con quelle di f.

Completiamo questa Sezione presentando due criteri di convergenza per
serie numeriche che estendono le stime di Leibnitz, i quali potrebbero non
essere noti ad alcuni lettori. Per questo ne presentiamo anche le dimostra-
zioni. Il primo dei due criteri non e necessario per il resto del libro, ma lo
presentiamo insieme ad alcune sue applicazioni a causa della loro rilevanza
in connessione con le serie di Fourier.

*Teorema 1.1.5. (Criterio di convergenza di Dirichlet.)
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(1) Seay € C eb, € RT sono tali che by tende a zero in maniera monotona
per k — oo e le somme parziali A, =Y _, ax sono limitate da qualche
costante C > 0, allora la serie ZZO:O arbr € convergente.

(17) Se invece le serie sono serie di funzioni, dove le somme parziali della
successione di funzioni ap sono uniformemente limitate, e le funzio-
ni by sono uniformemente convergenti a 0 in maniera non crescente
(ossia bi(x) € non crescente per ogni x), allora la serie di funzioni
Y reo ax(z)by(z) converge uniformemente.

Dimostrazione. Dimostriamo la parte (i): la dimostrazione, pensata per
successioni di funzioni invece che di numeri, si applica parola per parola
anche per dimostrare (7).

Vogliamo applicare il criterio di Cauchy: per questo dobbiamo provare che,
per ogni € > 0, esiste IV intero tale che, per ogni n > m > N, si abbia

n
> ai
k=m
Nel primo membro di questa disuguaglianza sostituiamo a, = A, — Ap_1 per

ottenere la seguente versione discreta del teorema di integrazione per parti
citato piu sopra:

n n n—1 n—1
Z akbk = Z Akbk — Z Akbk = Z Ak (bk - bk+1> + Anbn - Amflbm .
k=m k=m k=m

<e. (1.1)

k=m—1
(1.2)
Pertanto .
> ab| <C (Z by — 1| + b + bm> . (1.3)
k=m k=m

Poiché {bx} ¢ una successione decrescente, possiamo togliere il modulo in
|br, — br—1| = bg — bg_1. Pertanto la sommatoria nel lato destro dell’ul-
tima disuguaglianza, a causa delle cancellazioni successiva, da_come som-
ma S 7! (b —bg_1) = by — b,. Quindi la disuguaglianza () diventa
1> i, axbi| < 2Cb,,. Ora ?@) segue dall’ipotesi che lim,, o b,, = 0.

O

Come applicazione, ecco un esempio che fornisce il primo risultato si-
gnificativo in questo libro sulla convergenza di serie trigonometriche. Si
confrontino i risultati con il contenuto della Sezione .
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FEsempio 1.1.6. Rimandiamo all’Appendice in Sezione per la dimostra-
zione della seguente disuguaglianza trigonometrica elementare: per ogni x #
2km, con k intero, si ha

N

E : e—inw

n——N

< 1
= |sin%|’

Da questa disuguaglianza segue che la successione e~ ha somme parziali
limitate, e quindi lo stesso vale per la parte reale cos(nz) e la parte immagi-
naria, sin(nx). Pertanto. per il criterio di Dirichlet per la convergenza di serie
numeriche (Teorema [1.1.5 (7)), per ogni successione b,, di numeri reali che
tende a zero in maniera decrescente, le serie trigonometriche » > | b, e~ ",
> b, cosnx, > o2 b, sinnz sono convergenti per x # 2k

n=19%n y 2um=1n g p .
Inoltre, in ogni intervallo [a, 2w — a] con a > 0 le suddette serie sono unifor-
memente convergenti, per il criterio di Dirichlet per la convergenza uniforme,
Teorema (i7)).

: : 0o eTin@ o cosnx o  sinnx

Ad esempio, le serie y 7 | ©o—, 30T CRE ST SR convergono puntual-
mente per x # 2km per ogni o > 0, ed uniformemente in [a, 27 — a] per a > 0.
Se o > 1 sappiamo che queste serie convergono assolutamente, dal confronto
con la serie Y > n%, ed anche uniformemente per il test di Weierstrass (Teo-
rema ), ma per 0 < a < 1 la convergenza ¢ assai meno ovvia.
g

Il secondo criterio € una variante del precedente. Verra applicato in
seguito solo ad un risultato sulla continuita radiale di serie di potenze al
bordo di convergenza (Teorema di Convergenza radiale di Abel [1.4.11], che
dimostreremo per completezza ma che non verra usato in questo libro.

*Teorema 1.1.7. (Criterio di convergenza di Abel.)

(i) Se ar sono numeri complessi tali che la serie ), aj € convergente, e
{b,} € una successione di numeri reali monotona limitata (quindi con-
vergente, ma non necessariamente al limite 0), allora la serie Y .~ apby
¢ convergente.

(17) Se invece le serie sono serie di funzioni, con la proprieta che le somme
parziali della successione di funzioni ay sono uniformemente convergen-
ti, e le funzioni by sono uniformemente limitate e per ogni x la succes-

. \ . . . . o0
sione a(x) € non crescente, allora la serie di funzioni ) ;_, ar(x)by(x)
converge uniformemente.
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Dimostrazione. la dimostrazione ¢ pressoché la stessa del criterio di Dirichlet
(Teorema ) Anche in questo caso basta dimostrare il criterio di conver-
genza per le serie numeriche: lo stesso argomento si applica riga per riga alla
convergenza uniforme. Vediamo le differenze rispetto alla dimostrazione del
criterio di Dirichlet. Nel termine di destra dell’identita (@), ora gli addendi
Apb, e A,_1by, sono successioni convergenti (perché ciascuna é il prodotto
di due successioni convergenti). Anche la somma che costituisce il restante
termine nel lato destro dell’identita converge ad un limite per n — oo, esat-
tamente per lo strsso aergomento usato nella dimostrazione del criterio di
Dirichlet. O

1.2 Spazi normati, successioni di Cauchy e
completezza

Rammentiamo la definizione di successione di Cauchy di numeri reali.

Definizione 1.2.1. (Successioni di Cauchy.)
Una successione {z,}, . di numeri reali si dice successione di Cauchy se
per ogni € > 0 esiste v € N tale che se n, m > v allora |z, — x,,| < €.

Esercizio 1.2.2. Se una successione ¢ convergente allora e di Cauchy. ad

Definizione 1.2.3. (Spazio metrico.) Una metrica su un insieme X &
una funzione d su X x X a valori reali con le seguenti proprieta:

(7) per ogniz e yin X, d(x,y) > 0, e d(z,y) = 0 se e solo se = y;
(7) per ogni z e yin X, d(x,y) = d(y,x) (proprietd riflessiva);

(7i7) per ogni =, y e z in X, d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (disuguaglianza
triangolare).

Uno spazio X munito di una metrica si chiama spazio metrico.

La disuguaglianza triangolare ha questo nome perché, nel caso della distanza
usuale nel piano, essa enuncia il fatto che un lato di un triangolo ha lunghezza
non superiore alla somma degli altri due (il lettore visualizzi per esercizio il
legame fra i due concetti ).
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Definizione 1.2.4. (Completezza.) Uno spazio metrico X si dice comple-
to se ogni successione di Cauchy converge ad un elemento di X (rispetto alla
metrica di X).

Nota 1.2.5. L’insieme dei numeri reali € uno spazio metrico completo. Questo
fatto & equivalente alla proprieta archimedea dei numeri reali [19, Cap. 1
(Appendice)]. O

Nota 1.2.6. Le precedenti definizioni mostrano che in uno spazio metrico
completo (ad esempio R) non vi ¢ alcuna differenza tra successione conver-
gente e successione di Cauchy, ossia una successione & convergente se e solo
se e di Cauchy.

Osserviamo che la proprieta di Cauchy presenta un vantaggio rispetto alla
definizione di limite: permette di dimostrare I'esistenza del limite senza che
sia necessario conoscere quale sia il limite a cui converge la successione.

O

Siano u, v € R". Ricordiamo che la distanza euclidea di v e v e definita
da

dist(u,v) = (1.4)

La distanza euclidea di u dall’origine e la norma euclidea di u , definita da

(1.5)

lull = [lull, =

n
2
v
i=1

In R™ & definito anche un prodotto scalare (-, +) associato alla norma nel senso
che Hu||2 = (u,u) per ogni u € R. La definizione ¢ la seguente: se u, v € R",

n

(u,v) = Z U;0; .

i=1

Definizione 1.2.7. Se u, v € C", il prodotto scalare ¢ definito da

(u,v) = Zuﬁ (1.6)
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Vogliamo introdurre spazi vettoriali di dimensione infinita e definire nor-
me e prodotti scalari su tali spazi.
In generale si ha

Definizione 1.2.8. (Norma.) Sia X uno spazio vettoriale su C (di dimen-
sione finita o infinita). Un’applicazione

I-: X — RYu{0}
z = |zl
si dice una norma se valgono le tre proprieta seguenti:
(@) ||lz||=0<2=0
(1) [|azx|| = |a|||z]] Ve X,VaeC
(@2i) flz +yll < =] +lyl]  per ogni z,y € X
L’ultima proprieta si chiama la disuguaglianza triangolare.

Esercizio 1.2.9. Verificare che ||+]|, definita in (@) ¢ una norma in R™.
O

Estendiamo il concetto di successione di Cauchy a uno spazio normato
qualsiasi.

Definizione 1.2.10. (Distanza. Dato un insieme V, una funzione dist :
V x V' — R si chiama una distanza se

() dist(u,v) = 0 e dist(u,v) = 0 se e solo se u = v;
(71) dist(u,v) = dist(v, u) per ogni u, v;

(17) (disuguaglianza triangolare:)per ogni w, v, w, dist(u,v) < dist(u, w) +
dist(w, v) .

Definizione 1.2.11. (Distanza in uno spazio normato.) Ricordiamo
che, se X & uno spazio normato, una distanza tra u,v in X e data da

dist(u,v) = ||[u—v|| .

Si dice che questa distanza ¢ associata alla norma. E elementare verificare
che questa distanza verifica le condizioni della Definizione [1.2.10.
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Definizione 1.2.12. (Norme e distanze equivalenti.) Due norme |- || e
Il - ||| su uno spazio vettoriale V' si dicono equivalenti se esiste una costante
C > 0 tale che per ogni vettore v € V si abbia

lo]l < Clfll]

(senza perdita di generalita, aumentando il valore di C, la disuguaglianza si
puo esprimere come disuguaglianza stretta, ed infatti di solito cosi avviene
nei libri di testo).

Analogamente, due distanze d; e dy si dicono equivalenti se esistono A,
B > 0 tali che, per ogni u, v € V, si abbia

Ady(u,v) < do(u,v) < Bdy(u,v).

In base a questa definizione, date due norme (o due distanze) equivalenti
ciascuna palla rispetto ad una delle due € contenuta in una palla dell’altra e
viceversa.

Ricordiamo la definizione di relazione di equivalenza:

Definizione 1.2.13. (Relazione di equivalenza.) Sia / un insieme e sia
~ una relazione tra gli elementi di I.
~ ¢ una relazione di equivalenza se:

l.ar~a Vael
2. a~bseesoloseb~a Vabel

3.sear~bebrcalloraa~c Va,bcel

FEsercizio 1.2.14. Verificare che I'equivalenza di norme ¢ una relazione di equi-
valenza.
a

Per la dimostrazione del seguente celebre enunciato rinviamo, ad esempio, a
[19, Appendice, Sezione 2].

Proposizione 1.2.15. (Tutte le norme sono equivalenti in dimen-
stone finita.) In spazi vettoriali di dimensione finita, tutte le norme sono
equivalenti.
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Come vedremo in seguito, qusto enunciato non e vero su spazi a dimensione
infinita. Questo fatto ¢ la principale fonte di varieta e sottigliezza della
geometria degli spazi normati, della loro struttura di convergenza e del resto
di questo libro.

Norme equivalenti inducono la stessa nozione dei convergenza in V', ai
sensi della prossima definizione.

Definizione 1.2.16. (Successioni convergenti e successioni di Cauchy
in uno spazio normato.) Una successione {,}, .y il uno spazio normato
X si dice convergente ad un limite u € X se per ogni € > 0, esiste v € N tale
che, se n > v, allora ||u,, — u|| < €. La successione si dice di Cauchy se per
ogni € > 0, esiste v € N tale che, se n > v, m > v, allora ||u, — u,|| <.

Nota 1.2.17. Uno spazio normato, essendo in particolare uno spazio metrico,
si dice completo se le successioni di Cauchy sono convergenti. ad

Come ¢ naturale studiare la convergenza di successioni, cosi lo ¢ quella di
serie.

Definizione 1.2.18. (Serie convergenti ed assolutamente sommabili
in uno spazio normato.) Una serie di vettori v; in uno spazio normato X
e convergente ad un vettore somma s se converge a s la successione delle sue

S — sz\; Ui

sommabile se Y2, ||| < oo.

= 0. La serie si dice assolutamente

somme parziali: limy_,s

Nota 1.2.19. Su R, le serie assolutamente sommabili sono anche convergenti
(ma non & vero il viceversa: si pensi alla serie a segni alterni > .~ (—1)"/n).
Pero, se lo spazio non e completo, non tutte le serie assolutamente con-
vergenti sono convergenti. Consideriamo ad esempio il sottospazio Q dei
razionali. Esso € un sottospazio di R e quindi € uno spazio normato, ma non
e completo. Percio esistono successioni in Q che convergono ad un limite
in R ma non in Q (ad esempio, la successione degli approssimanti decimali
di un qualsiasi numero irrazionale). Consideriamo una tale successione di
numeri razionali {v;,7 =0,1,2,...} assolutamente sommabile ad un nume-
ro irrazionale v, e formiamo la successione delle sue differenze consecutive
wy = vy € {w; =v; —v;_1,i =1,2,...}. La somma parziale di ordine N
della successione {w;} vale
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Zwi = (vy —on—1) + (v —oN—2) + -+ (V1 — Vo) + Vo

che converge al numero irrazionale v per N — co. Pertanto la serie ) w;
¢ assolutamente sommabile in @Q ma non & convergente in Q (lo & invece nello
spazio completo R). O

Nota 1.2.20. I termini di una serie convergente in norma tendono
a 0 in norma.) Se una serie di vettori )~ v, converge in norma, allora
lim,, o0 [|n|| = 0.

Dimostrazione. La proprieta di Cauchy, applicata alla serie convergente del-
I’enunciato, asserisce che per ogni € > 0 esiste un intero N = N, tale che, se
N <k<m,siha | ", v,|| <e. Prendendo m =k > N concludiamo che,
per ogni €, esiste IV tale che [jvg|| < € se k > N: per definizione di limite,
questo equivale a dire che ||vg|| — 0. O

In seguito utilizzeremo il seguente criterio di completezza per spazi nor-
mati.

Lemma 1.2.21. Uno spazio normato X € completo se e solo se ogni serie
assolutamente sommabile ¢ convergente in X.

Dimostrazione. Supponiamo che X sia completo e consideriamo una serie
assolutamente sommabile ) v;. Allora per ogni € > 0 esiste un intero N > 0
tale che » ..y [lvil| < . Indichiamo con s, le somme parziali s, = > " v;.
Allora, se n, m > N, si ha

n n 00
Isn—sul = | 32wl < 32 il < 3 fuill <.
1=m+1 i=m+1 i=m+1

Pertanto la successione {s,} ¢ di Cauchy (Definizione ), e dal momento
che X e completo essa converge in X.

Viceversa, supponiamo che le serie assolutamente sommabili in X siano
convergenti e consideriamo una successione {v,} di Cauchy. Vogliamo pro-
vare che questa successione converge in X. Grazie alla proprieta di Cauchy
esiste una successione crescente di numeri interi ny, tali che ||v, — v,,| < 27F
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se n, m > ny. Consideriamo la sottosuccessione v, e formiamo la successio-
ne delle sue differenze consecutive w; = v; e w; = v,, — v,,_,. Come nella
Nota , la somma parziale N-sima Zf\il w; vale vy. Ma abbiamo visto
che |Joy|| < 27V. Quindi la serie Y w; & assolutamente sommabile, e percio
converge ad un vettore v € X.

A questo punto basta mostrare che lim,,_,, v, = v. Usiamo il fatto che {v,}
¢ di Cauchy: per ogni ¢ esiste N tale che ||v, —v,| < /2 se n, m > N.
D’altra parte, poiché v,, — v, esiste K tale che ||v,, —v|| <¢&/2se k > K.
Ora, se scegliamo k£ > K cosi grande che n; > N, abbiamo

£
[0 = 0ll < llow = v, |l + llow, = vl < 5+ 5 =¢,

€
2
e quindi v,, — v. O

Definizione 1.2.22. (Prodotto scalare.) Sia X uno spazio vettoriale su
C. Un’applicazione

(.,): XxX —C
(x,y) = ()

si dice prodotto scalare se

L. (y,z) = (xr,y) Vz,yeX

2. (x4y,2) =(x,2) +(y,2) Vz,y,ze€X
3. (ax,y) =a(z,y) Vz,ye X, VaecC
4. (z,2) 20 VeeXe(r,x)=02=0

FEsercizio 1.2.23. Verificare che (-, ) definita in () ¢ un prodotto scalare in
cn. O

Nota 1.2.24. Ogni prodotto scalare da luogo ad una norma

[+l X =0, +00)

1/2
v el = (z,2)"
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1.3 Convergenza uniforme

1.3.1 Convergenza di successioni di funzioni

Cominciamo con la definizione di convergenza puntuale per una successione
di funzioni.

Definizione 1.3.1. (Convergenza puntuale.) Sia z una variabile in un
insieme A C R (0 C) e {fu(2)}, oy, una successione di funzioni. La successio-
ne {f(z)},cy converge puntualmente alla funzione f(z), se per ogni ¢ > 0
esiste v(e,x) € N tale che

Vn>wv(e ) |fulz) = fl@)] <e
cioe se, per ogni z in A, si ha
lim f,,(z) = f(x)
con velocita di convergenza che puo dipendere dalla scelta di z.
Esempio 1.3.2. Poniamo f,(x) = e con z € [0, 1]. Allora

I nz ) 1 se =0
e ” T 0 se 0<a<l

Osserviamo che, pur essendo le f,(z) funzioni continue per ogni n € N il
loro limite puntuale & una funzione discontinua in zq = 0. a

Esempio 1.3.3. Poniamo f,(z) = L arctan(nz). Allora

lim — arctan(nz) = 0.
n—oo N

In questo caso sia le f,(z) che la funzione limite (che & la funzione identica-

mente uguale a zero) sono continue.
Ci chiediamo quale sia il comportamento della successione delle derivate,
11

ossia della successione f; (7) = 1 Tl =

1
14 (nz)?
I 1 J 1 se =0
n—>ool—|—(nx)2_ 0 se x#0
Quindi la successione delle derivate non converge alla derivata della funzione
limite di f,(x). O
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. . 1 se z€n,n+1
Esempio 1.3.4. Poniamo f,(x) = Xpny(®) = {0 e x¢ {n n—i—l%

Allora
hHolo X[n,n+1] (JI) = 0.

n—

Quindi la funzione limite é la funzione identicamente uguale a zero.
Osserviamo che

oo} n+1
/ X[nnt1)(7) dox = / de =1 VnéeN,

o0 n

mentre I'integrale della funzione limite ¢ ovviamente zero.
Quindi non ¢ possibile passare al limite sotto il segno di integrale, ossia

[e.9] oo

i [ pasy(@)de =120 = [ lim oy (o) do

n—oo
—00 —00

O

Abbiamo visto (Esempio ) che la continuita delle funzione f,(x) non
implica la continuita della funzione limite.
Ci chiediamo allora sotto quali condizioni si puo ottenere la continuita della
funzione limite nel caso in cui le funzioni f,(z) siano tutte continue.
In altre parole, sia { f,()},,cy una successione di funzioni continue in zy € A,
cioe le funzioni f,(x) verifichino

lim f,(x) = fu(x9) Vn€N.

T—rT0

Ci stiamo domandando sotto quali condizioni si avra lim,_,,, f(z) = f(zo).
In altri termini, ci chiediamo quando e possibile scambiare i limiti

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).
T—x0 N—00 n—00 T—xQ
Una condizione sufficiente a permettere di scambiare i due limiti e la

convergenza uniforme della successione { f,(x)}, oy

Definizione 1.3.5. (Convergenza uniforme.) Una successione di funzio-
ni {f(2)}, ey converge uniformemente a f(x) in A se per ogni € > 0 esiste
v(e) (che dipende da e, ma non dal punto z) tale che per n > v(e) e per ogni
r € Asihalf,(z)— f(x)] <e.
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Chiaramente si ha:

Corollario 1.3.6. [l limite uniforme di una successione di funzioni, se esiste,
¢ anche il suo limite puntuale (ma non viceversa: il limite puntuale puo
esistere ma non essere anche limite uniforme).

Nota 1.3.7. Se le funzioni f,(x) sono a valori reali per ogni n € N, la
disuguaglianza | f,,(z) — f(z)| < € € equivalente alle due disuguaglianze

flx) —e < fulz) < f(x)+¢ (1.7)
O
Le disuguaglianze (@) sono vere per ogni n > v(e), indipendentemente

dal punto z € A. Quindi se n > v(e), allora il grafico di f,(x) & contenuto
in un intorno tubolare di ampiezza 2¢ centrato nel grafico di f(x).

Figura 1.1: Approssimanti di f nella norma uniforme

Nota 1.3.8. Sia I C R e sia B(I) lo spazio delle funzioni limitate definite su
I con la norma

£l Zilér;lf(m)l-

Allora una successione f, converge a f nello spazio normato B(I) se e solo
se f, converge a f uniformemente. In altre parole la convergenza uniforme
in I coincide con la convergenza rispetto alla norma ||-||_ O

Esempio 1.3.9. La successione f,(z) = e ™ con x € [0,1] non converge
uniformemente alla sua funzione limite.
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Infatti

)= sl ={ L 20 520

se O0<z<1

= ||fo— fllo = sup |fu(x) — f(z)| =1.

z€[0,1]

Quindi
sup [ fo(2) — f(2)]
z€(0,1]
non tende a zero per n — oo e quindi la successione f,(x) non converge
uniformemente alla funzione f(z), ma solo puntualmente.
Vedremo in seguito che cio si sarebbe potuto dedurre dalla discontinuita
della funzione limite f(z). O

FEsercizio 1.3.10. () Si mostri che la successione
fn(x) — anQe—nZIQ

non converge uniformemente in (0, +00), ma che per ogni a > 0, la
successione {f,,} converge uniformemente in (a,+00).

(#7) Si mostri che esiste finito il limite

—+00
lim fn(z) dx
mJo

ed & maggiore di zero. Quindi le {f,} convergono puntualmente a zero

in (@, +00) (e uniformememte in ogni semiretta propriamente contenuta

in (0, +00), ma il loro integrale non tende a zero.
Svolgimento. Sia

g(z) = ze™

Allora f,(x) = ng(nz). Nella semiretta positiva, la funzione g ha un solo
punto di massimo zg, a destra del quale e decrescente, e tende a zero all’infi-
nito. I valori della funzione h,,(z) := g(nx) sono gli stessi di ¢ (la funzione h,,
si ottiene da g comprimendone orizzontalmente il grafico di un fattore n), e
quindi per la norma uniforme di f,, = nh, si trova || f,|lcc = n|g||cc — +00.
D’altra parte, se n ¢ cosi grande che zo/n < a, il punto di massimo zo/n
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della funzione h,, € minore di a, ed allora, come abbiamo visto, la funzione h,,
¢ decrescente in (a,4+00). Percio lo ¢ anche f,,, e quindi la norma uniforme
in (a,+00) €

sup fn(z) = fula) = ndale

{z>a}
che tende a zero quando n — oco. Questo prova la parte (i). Per la parte
(11), basta applicare il teorema di integrazione per sostituzione (z — nx) per

ottenere
+oc0

fo(z)de = n/0+00 g(nx)de = /O+Oo g(x)dx,

indipendente da n. O

0

Esempio 1.3.11.

1
fu(z) = —arctan(nz) — 0.
n n

Quindi la funzione limite puntuale ¢ f =0, e

arctan(nz)
() = f(2)] = | ———
n
da cui
sup arctan(nz) 0
z€R n n

per n — oco. Pertanto la convergenza e uniforme.

Consideriamo la successione delle derivate f!(z) = m La funzione
limite e
1 se =0
o) = { 0 se x#0
e quindi
0 se =0
/ p—
|fo(x) — ¢(x)] = { —1+(71m)2 se x#0
Allora

sup [ f,(z) — ¢(z)] = 1

zeR

e non tende quindi a zero per n — oo.
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In questo esempio, pur essendo f,(z) una successione uniformemente
convergente, f/(z) converge puntualmente a ¢(x) ma non uniformemente.
g

Esempio 1.3.12. fu(x) = Xpnnt1) ().
Abbiamo visto che f,(x) converge puntualmente a zero. Ci chiediamo se
tale convergenza sia uniforme.

sup ‘X[n,nJrl] (I)‘ =1
Tz€R

non tende a zero per n — 0o, quindi la successione non converge uniforme-

mente a zero.
O

Teorema 1.3.13. (Limiti uniformi di successioni di funzioni limi-
tate.) Sia f, una successione di funzioni limitate uniformemente conver-
gente ad una funzione limite f. Allora anche f é una funzione limitata.

Dimostrazione. Poiché f,, — f nella norma uniforme, fissato ¢ esiste n tale
che, per ogni z, vale la disuguaglianza |f(x) — f.(x)| < €. Pertanto, per ogni
'1:7

—falle —e < fulz) —e < fz) < falz) +e < | fullw +

e quindi f e limitata. O

Esempio 1.3.14. Per n > 0, consideriamo la successione di funzioni limitate
fn definite sulla semiretta {z > 0} da

i) ={

x se x € [0,n)
n se T € [n,+00)

Questa successione non converge uniformemente in conseguenza del Teo-
rema [1.3.13, perché il suo limite puntuale ¢ la funzione f(z) = x, che &
illimitata, e quindi non puo esserne limite uniforme (Teorema [1.3.13). Senza
usare questo teorema, si puo arrivare alla stessa conclusione direttamente
dalla definizione di convergenza uniforme (Definizione [L.3.5), e dal suo Co-
rollario [L.3.6: basta osservare che per ogni n si ha ||f, — f|lec = +00.

O
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Figura 1.2: Gli approssimanti puntuali della bisettrice non sono approssimanti uniformi

Teorema 1.3.15. (Criterio di Cauchy per la convergenza uniforme
di successioni di funzioni.)

Sia { fn(x)},cn una successione di funzioni definite in un intervallo I .
Allora f,(z) converge uniformemente a una funzione f(x) in I < per ogni
e > 0, esiste n. tale che , per ogni x € I, se n, m > n.,

(@) = fm(2)] < e

Dimostrazione.
(=) Sia € > 0. Dato che f,(z) converge uniformemente a f(z), esiste n.
tale che se n > n,

|fulx) — f(7)] <€ Veel.

Sia m > n., allora anche
\fm(z) — f(x)| <e  Vzel.
Quindi

[fa(2) = fm(@)] = |fu(x) = f(2) + f(2) = fm ()]
< (@) = @)+ [f(2) = fn(2)] < 2¢

Quindi
|fn(x) = frm()| < 2¢ Voeel
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(<) Supponiamo che, per ogni £ > 0, esista n. tale che, se n, m > n., allora
|fn(z) = fin(x)| < € per ogni x € I. Quindi la successione { f,(z)}, oy © di
Cauchy e dunque {f,(z)}, oy converge.
Sia

f(x):nlg{)lofn(x)v rel.

Vogliamo fare vedere che { f, ()}, oy converge a f(x) uniformemente in I.
Sia € > 0. Allora esiste n. tale che se n, m > n,

[fu(@) = fm(2)] <e.

Supponiamo che m > n e scriviamo quindi m = n + k con k € N. Allora se
n > n,

| fu(z) = fosn(z)| <e VEeN,Vzel
Quindi
kh_{go |fn(x) - fn+k(l')| < €.

D’altra parte
B [fu) = fusl@)] = [Fale) = Jmn fupi(0)] = |fule) = £(2)],

e allora
|fu(z) = f(2)] <e Vel

Quindi, se n > n.
fal@) — f(2)] <e Vael

cioe { fn(2)}, ey converge uniformemente a f(z).
O

Teorema 1.3.16. (Limiti uniformi di successioni di funzioni conti-
nue.) Sia {f.(r)}, oy una successione di funzioni definite in un intervallo I
e sia xg € 1. Se le funzioni f,(x) sono tutte continue in xy e se la successione
{fa(@)},,en converge uniformemente a una funzione f(x) in I, allora f(x) é
continua in xg.

Dimostrazione. Dato che {f,(x)},oy converge uniformemente a f(z), per
ogni € > 0, esiste n. tale che per ogni n > n. e per ogni x € [ si ha

[fnlz) = fz)] <e.



30 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

D’altra parte le funzioni f,(z) sono tutte continue in xg, quindi se si fissa un
indice 7 tale che I > n., esiste ¢ tale che se |z — x| < 0 si ha

| fa(z) = fa(zo)| <e.

Quindi, per ogni € > 0, esiste 6 > 0 tale che se |x — zg| <

|f(z) = f(xo)] = [f(x) = falx) + falz) — falzo) + falro) — f(20)]
< |f(@) = falx)] + [falz) — falxo)| + [ falwo) — f(20)| < 3,

cioe f(x) e continua in zg. O

Teorema 1.3.17. (Convergenza uniforme e passaggio al limite sot-
to il segno di integrale.) Sia {f.(x)}, .y una successione di funzioni
continue in un intervallo [a,b]. Se {f.(x)} converge uniformemente a una
funzione f(x) in [a,b] allora

b

lim i fulz)dx = /abgl_{r;of”(@ dx = /ab f(z)dx.

n—oo

Dimostrazione. Dato che {f,(z)} converge uniformemente a f(z) in [a, ],

f(z) risulta essere continua in [a,b] e quindi ha senso scrivere fab f(x)dx.
Sia € > 0. Per la convergenza uniforme della successione {f,(x)}, esiste
n. tale che per ogni n > n. e per ogni x € |a, b

[fulz) = f2)] <e.

Allora per ogni n > n,

/abfn(:v) dx — /abf(:c) dx

/ (fule) - f(2)) da

b

b
< |fn(z) — f(2)] dxg/ edr =¢e(b—a).

a

e quindi
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Esempio 1.3.18. Il precedente Teorema di passaggio al limite sotto
il segno di integrale vale per successioni uniformemente convergenti su un
compatto [a, b], ma non vale su insiemi illimitati.

Infatti, sia f,(x) = 1/2n se —n < & < n e fy(x) = 0 altrimenti. Allora
| fallzee®) = 1/2n tende a zero per n — oo, e quindi f,, converge uniforme-
mente alla funzione nulla su tutto R, ma ffooo fn(z)dx = 1. Pero la stessa
dimostrazione data per questo Teorema prova che, se {f,(x)}, oy una suc-
cessione di funzioni continue in un un insieme misurabile A di misura finita
(si veda la definizione nella successiva Sottosezione [1.9.1)) e {f,(z)} converge
uniformemente in A ad una funzione f(z), allora

lim bfn(x) dx = /b ILm fulz)de = /b f(x)dx.

n—oo a

O

Teorema 1.3.19. (Convergenza uniforme e derivabilita.) Sia {f,(z)}
una successione di funzioni di classe C*([a,b]) tale che

neN

1. per qualche xy € [a,b], fu.(xo) converge a f(xo);
2. f! converge uniformemente ad una funzione g in [a,b].

Allora f € C'([a,b]) e f'(x) = g(x) per ogni x € [a,b]. Inoltre anche f,
converge uniformemente a f in [a,b].

Dimostrazione. Per il Teorema Fondamentale del Calcolo integrale (Teorema
1.27.1) abbiamo che per ogni n € N

(@) = fulzo) + /x fr(t)dt, perogni z € [a,b].

Allora

n—oo

i f,(2) = lim (fnm) + [ dt)
= tiw foo) + i [ F(0) .

Per ipotesi

lim f,(x¢) = f(xo) .

n—oo
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Inoltre la_successione {f} converge uniformemente a g e quindi, per il
Teorema [1.3.1

lim [ f(t)dt = / lim f/(t)dt = / g(t)dt.

Quindi i
ﬂmzﬂm+/g@ﬁ. (18)

zo

Analogamente, f,(z) = f.(x) + f;} fL(t)dt. Poiché f! converge uniforme-
mente a g, per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che, per ogni n > N, si ha
|fl(t) — g(t)] < e per ogni t € [a,b]. Pertanto, per ogni n > N, prendendo n
sufficientemente grande perché si abbia |f,,(zo) — f(x0)| < €, otteniamo

[fn(@) = f(@)] < [fnl2o) — f(0) +

ugm@—ww4

e+t lr—zole<(b—a+1)e

e quindi f,, converge uniformemente a_f in [a, b].
Ora deriviamo ambo i membri di ([L.§):

ﬂmzé(ﬁmm@.

Per il Teorema Fondamentale del Calcolo (Teorema )

& ([ o) =

quindi f" = ¢ e il teorema ¢ dimostrato. O

Nota 1.3.20. La nozione di convergenza richiesta nell’enunciato del Teore-
ma [1.3.19 puo essere formulata in termini di una norma, in analogia con
quanto accade per la convergenza uniforme. Nel caso in oggetto la norma
& fller = | fllso + || f|loo- Essa si chiama che si chiama norma C*, ovvero
norma nello spazio C'([a,b]) delle funzioni derivabili con derivata continua
nell'intervallo_[a.b]. Questa norma verra studiata piu approfonditamente
nell’Esempio w O
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Nota 1.3.21. Tutti i precedenti teoremi di questa Sezione continuano a va-
lere, con dimostrazione analoga, se invece di considerare una successione di
funzioni f, indicizzata da in indice intero n si prende in esame una famiglia
di funzioni fs indicizzata da un parametro reale (o complesso) § che tende
ad un limite dy. A titolo di esempio formuliamo la prossima definizione ed il
prossimo teorema in questa senso. O

Il prossimo risultato € un parziale reciproco del Teorema : infat-
ti esso mostra che, se il limite ¢ continuo, allora la convergenza puntuale
implica quella uniforme, purché abbia luogo su un compatto ed in maniera
puntualmente decrescente. A questo fine anticipiamo 1'uso della nozione di
compattezza (e di sottoricoprimenti finiti), per la quale rinviamo alla succes-
siva Definizione [1.9.4. Per concretezza, anticipiamo anche che gli intervalli
limittio e chiusi su R sono compatti.

Teorema 1.3.22. (Dini.) Sia K un insieme compatto e siano f, : K — R
funzioni continue che convergono puntualmente ovunque ad una funzione
continua f in maniera monotona non crescente, ossia fni1(x) < fo(x) per
ogni x € K. Allora la convergenza é uniforme.

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > 0. Poiché le f; convergono puntualmente a
f ed f & continua, per ogni y € K esistono un indice 5 ed un sottoinsieme
aperto U(y,j) C K tali che

fix) = fa)] <e (1.9)

per ogni x € Ul(y, j): infatti, f;(y) converge a f(y) e quindi (@) ¢ verificata
per o = g, e gl s € Dl () = 0] < 15) = 0]+
Ifi(y) = f)| + |f(y) — f(z)|. Quindi (L.9) segue dalla continuita di f;.

Allora la famiglia U(y, j) forma un ricoprimento aperto di K. Per la compat-
tezza, esiste un sottoricoprimento finito U(y1,71),- .., U(Ym,Jm) di K. Sia
k = max{ji,...,jm}. Poiché la successione f; ¢ non crescente, sappiamo che
per ogni ¢ si ha | fy(x)— f(x)] < |f;,(x)—f(z)| < esex € U(y;, ji;). Ma poiché
I'unione degli U(y;, j;) € tutto K, abbiamo che |fy(x) — f(z)| < & ovunque.
Ora, di nuovo per la monotonia, || f, — f|l« < € per ogni n > k. 0

Esercizio 1.3.23. Si consideri la successione di funzioni

()

o
C l4erx




34 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Dimostrare che nella semiretta {z > 0} la successione { f,,} converge unifor-
memente a 0.

Suggerimento: per x > 0,

T T 1

< = .
1+ erx eny 1+en

Invece, per x = 0, si ha f,(0) = 0 per ogni n. O

FEsercizio 1.3.24. Studiare la convergenza uniforme della successione di fun-
zioni f,(x) = (nsinx + cosx)/(2n + 1) per x € R.
g

Esercizio 1.3.25. In quali sottoinsiemi di R la serie
n3
n=1
converge uniformemente? O

1.3.2 Convergenza uniforme di serie di funzioni

Una serie di funzioni ¢ una serie il cul termine n-esimo ¢ una funzione
E In (:E)
n

Definizione 1.3.26. La successione delle somme parziali della serie di fun-
zioni »  fn(x) € la successione di funzioni

Spl(z) = ka(ac) VneN, zel.
k=0

Definizione 1.3.27. (Convergenza uniforme di serie.) Una serie di
funzioni ), fi(x) definite in I converge uniformemente ad una funzione f
definita in I se la successione delle sue somme parziali {5, ()}, oy converge
uniformemente a f(x) in I. In tal caso scriviamo che

ka(x) = f(x) uniformemente € I.
k=0
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Teorema 1.3.28. (Criterio di Cauchy per la convergenza unifor-
me di serie di funzioni.) Una serie di funzioni ) f,(z) converge
uniformemente in I se e solo se per ogni € > 0, esiste n. tale che se n > n,

n+p

> el

k=n+1

<e VpeN zel

Dimostrazione. Consideriamo la successione delle somme parziali della serie

Su() =Y fulz) Vzel

Allora il teorema si dimostra applicando a tale successione il criterio di Cau-
chy per la convergenza uniforme di successioni di funzioni(Teorema )
g

Teorema 1.3.29. (Test di Weierstrass o della convergenza totale.)
Sia {M,}, o una successione di numeri non negativi tale che

|fo()| < M, VYneN,Vxel.

Sta, inoltre, Y~ M, una serie numerica convergente.
Allora la serie di funzioni )~ fn(x) converge uniformemente in I.

Dimostrazione. Dato che, per ogni n € N e z € I, si ha |f,(z)] < M,,
otteniamo

n-+p n-+p n-+p
Yo A< D A< Y] M
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

La serie numerica Y~ M, & convergente e quindi per ogni € > 0, esiste n.
tale che se n > n,

n—+p n-+p
j{: M, = 2{: M| <e VpeN.
k=n+1 k=n+1

Allora per ogni € > 0 esiste n. tale che se n > n.

n+p n+p
ka($)<ZMk<€ VpeN, Ve el.
k=n+1 k=n+1

Ma la condizione di Cauchy é equivalente alla convergenza uniforme della
serie y o fu(x) (Teorema [1.3.28). 0
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Esempio 1.3.30. Convergenza puntuale ed uniforme di serie di fun-
zioni a supporti disgiunti.) 1l presente esempio anticipa, limitatamente
a cio che riguarda la convergenza puntuale ed uniforme di serie, un esempio
analogo (Esercizio [11.17.32) che estenderemo anche alla convergenza nel sen-
so delle distribuzioni. Consigliamo fortemente al lettore di tracciare i grafici
dei termini delle serie e delle loro somme parziahl i er evitare confusioni (i

termini delle serie che studieremo nell’Esempio [11.17.32 hanno grafici piu
semplici: in caso di dubbio il lettore puo considerare quelle funzioni invece

di queste).

Sia ¢ la funzione che vale sinx nell'intervallo [—m, 7] e 0 altrove, e sia
¢, il suo traslato di passo 2nm, che vale quindi sin(z — 27n) = sinz in
2mn — 7, 2mn+ 7] = [(2n — )7, (2n + 1)7] e O altrove. Consideriamo la
serie

Z cn() .
n=1

(1) La serie converge puntualmente? La serie converge uniformemente?

La serie converge puntualmente alla funzione S(x) che vale ¢,(z) nel-
I'intervallo [(2n — 1)7, (2n + 1)7]. In altre parole, la funzione S somma
della serie vale sinx negli intervalli [(2n — 1)7, (2n + 1)7] al variare di
n, e quindi vale sin x su tutto R.

Infatti, poiché questi intervalli sono adiacenti, per ogni z si ha ¢, (z) =0
per tutti gli interi n tranne che per I'unico valore di n (che indichiamo
con n,) che verifica (2n—1)7 < z < (2n+1)7 (qui il segno di minore o
uguale a sinistra si potrebbe rimpiazzare col segno di minore, perché ai
punti —§ + 2n7 tutti gli addendi sono nulli). Questo valore n, ¢ facile

da calcolare, anche se non serve farlo: in effetti si ha n, = [%} :

Quindi, per ogni z, ¢’ al piu soltanto un termine non nullo nella serie,
da cui la convergenza puntuale: pertanto ogni somma parziale S, (x)
vale 0 per n < n,, e per tutti gli n > n, vale sinz. In altre parole,
passato n, il valore delle somme parziali S, (x) diventa costante rispetto
a n, e quindi ovviamente esse convergono.

La serie pero non converge uniformemente. Se la convergenza fosse
uniforme, le somme parziali convergerebbero uniformemente alla som-
ma puntuale S(z) calcolata nella parte precedente. Quindi, indicando
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con Sy la somma parziale Sy = ZnN:]_ (), il resto N-simo S — Sy
verificherebbe
lim ||S — Sy, =0.
N—o0
Invece,
S(z) = Sn(x) = Y calx)
n=N+1

vale sin = se x appartiene ad un intervallo del tipo [(2n — 1)7, (2n + 1)7]
con n > N, e 0 altrimenti (ossia se © > (2N — 1)7). Poiché in questi
intervalli il seno raggiunge il valore massimo 1 si ha [|S — Sy||,, =1
per ogni N, e pertanto non si ha convergenza uniforme.

Una variante di questo ragionamento, pitt semplice perché non richiede
il calcolo preliminare della somma S della serie, segue dal criterio di
Cauchy (Teorema [1.3.2§): per il momento lasciamo questa variante per
esercizio, rinviando i lettori che non fossero in grado di affrontarlo alla
spiegazione dettagliata che troveranno nel seguito alla Nota [1.2.20.

Consideriamo ora invece la serie

Z n%c,(z).

Come cambiano le risposte precedenti se a = 17

In questo caso n® = n. Come prima, al piu soltanto un termine della
serie € non nullo per ciascun z, e quindi la serie converge puntualmente.
Pero questo termine ora vale nsinz. Quindi la somma della serie
illimitata per  — oo (vale n nel punto x = 7§ 4 2nm, dove il seno vale
1), e la serie diverge nella norma uniforme.

Come cambiano le risposte precedenti se @ = —%?

Come prima, la serie converge puntualmente perché per ogni x c’e’
al pit un solo addendo non nullo: si tratta del termine con n = n,,
come sempre. Ora pero questo termine si maggiora, in valore assoluto,

1

con il massimo del seno (che ovviamente vale 1) moltiplicato per n, 2.

Quindi la somma parziale n-sima della serie € nulla a destra dei primi
. i : S . _1

n intervalli, e su ciascuno di essi si maggiora con n~2. Pertanto ora
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S(x)=Sn(z) =D 0 N1 n~2¢,(z) si maggiora uniformemente con (N +

1 . . . .
1)~ 2, che tende a 0 con N, e quindi la serie converge uniformemente.

Cautela: nell’'ultimo passaggio non si puo applicare il test di Weierstrass
(Teorema [1.3.29), perché la serie numerica dei maggioranti, > n"%,non
converge (Sezione b) Ed in effetti, qui la convergenza uniforme non
segue in realta dal fatto che gli addendi diventino piccoli rapidamente,
bensi dal fatto che diventano piccoli anche se lentamente ma i loro
supporti sono disgiunti...

O
FEsercizio 1.3.31. Discutere in dettaglio I’analogo del precedente Esempio
se la funzione ¢q & ridefinita cosi: co(x) = cosx se © € [—%,ﬂ e
0 altrove. O

Esercizio 1.3.32. (i) Sia x,, la funzione caratteristica dell'intervallo [n,n +
1) (quella definita nella Sezione [L.]f che vale 1 se n <z <n+1e0
altrove). Si mostri che la serie Y 2y, converge puntualmente alla
costante 1 ma non converge uniformemente.

(1) Sia 1), la funzione caratteristica dell'intervallo [0,n). Si mostri che
la serie > 7 1, non converge puntualmente: pitt precisamente, che
essa diverge per ogni x.

(73i) Sia 0, la funzione caratteristica dell’intervallo [0,1/n). Si mostri che
la serie > ° 6, diverge in x = 0 ma converge puntualmente per
ogni x # 0, e converge uniformemente in ogni intervallo chiuso che non
contiene 0. (Suggerimento: per ogni fissato x # 0, solo un numero
finito dei numeri 6,,(x) sono non nulli.)

O

Dai teoremi sulla continuita e derivabilita ed il passaggio al limite sot-
to il segno di integrale dimostrati per le successioni di funzioni seguono i
relativi teoremi per le serie di funzioni (si dimostrano considerando la suc-
cessione delle somme parziali della serie e applicando i suddetti teoremi a
tale successione).

Teorema 1.3.33. (Convergenza uniforme e continuita di serie di
funzioni.) Se una serie di funzioni continue in I, Y >, f.(z), converge
uniformemente a una funzione f(x) in I, allora f(x) é continua in I
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Teorema 1.3.34. (Convergenza uniforme ed integrabilita per se-
rie.) Sia Y . fo(z) una serie di funzioni continue in un intervallo [a,b].
Se la serie converge uniformemente a f(x) in |a,b], allora

/abf(x)dx:ni:%/abfn(x)dx

Teorema 1.3.35. (Convergenza uniforme e derivabilita per serie.)
Sia Y07 o falx) una serie di funzioni di classe C*(I) tale che

LYo fn

AP i
Allora f € CHI) e g(z) = f'(x) in I

() converge uniformemente a f(x) in I;
(x

) converge uniformemente a una funzione g(x) in I.

1.4 Serie di potenze

Definizione 1.4.1. Sia a, una successione a valori reali o complessi. Una
serie della forma

[o.¢]
Z%Z—ZO , z€C (oppure z€R)

n=1
e detta serie di potenze. A meno di una traslazione, quindi senza perdita di

generalita, assumeremo in tutti gli enunciati che sia zy = 0.

Teorema 1.4.2. (Disco di convergenza di serie di potenze.) Sia

o0
E an 2", zeC
n=1

una serie di potenze, e sia

R— ! (1.10)

lim sup,,_, ., V/|an]

dove conveniamo che sia R = 0 se il denominatore € infinito, e r = +00 se
il denominatore é zero. Allora la serie converge assolutamente per |z| < R e
non converge per |z| > R. Inoltre, la serie converge uniformemente in ogni
compatto contenuto nel disco Br(0) = {|z| < R}.
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Dimostrazione. Per la convergenza, basta applicare il criterio della radice
(Sezione [L.1]), ed osservare che limsup,, ., ¥/|a,z"| = |z|/R.
Proviamo la convergenza uniforme sui compatti. Per il Teorema di Weier-
strass sull’esistenza dei massimi di funzioni continue sui compatti (Sezio-
ne @), in ogni compatto K contenuto nel disco di convergenza cé un punto
w a distanza massima dall’origine, perche, per definizione di continuita, la
distanza € una funzione continua. Poiché il disco di convergenza ha raggio R,
per ogni z € K si ha |z| < |w| < R. Allora |a,2"| < |a,w"|, ¢ la convergenza
uniforme segue da questa maggiorazione uniforme rispetto a z e dalla pri-
ma parte della dimostrazione grazie al test di Weierstrass (Teorema 1.3.2§).
O

Nota 1.4.3. Se esiste, finito od infinito, il limite

. (079
lim
n—oo

an+1

allora anche questo limite € uguale al raggio di convergenza: basta applicare
il criterio del rapporto (Sezione [L.1)) anziché quello della radice. O

Corollario 1.4.4. Nel suo disco aperto di convergenza, una serie di potenze
converge ad una funzione continua.

Esempio 1.4.5. Le serie Y o 2™ S>> 2"/n, > 2 2" /n* hanno tutte e tre
raggio di convergenza uguale a 1, quindi il disco di convergenza ¢ la palla
con centro l'origine e raggio 1. Sul bordo del disco di convergenza (la cir-
conferenza con centro 'origine e raggio 1) il comportamento delle tre serie e
diverso: lo determiniamo sulla base dei criteri di convergenza enunciati nella
Sezione [1.1l. La prima non converge, perché il termine generico non tende a
zero. L’ultima converge ovunque, perché i coefficienti decrescono in modulo
a velocita 1/n?. La serie Y~ 2"/n diverge per z = 1 dove i coefficienti
valgono 1/n, e converge puntualmente sul resto della circonferenza per il

criterio di Dirichlet (Teorema [L.1.5. In particolare essa converge a z = —1
per il criterio di Leibnitz sulle serie a segni alterni, che il criterio di Dirichlet
estende agli altri punti z = € con t # 2kn (k € Z). 0

FEsempio 1.4.6. Determiniamo il raggio di convergenza della serie

Zn! ",

n
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Qui a, = n!, e quindi

|
R = lim 0] = lim v lim n+1=0.
n—+too [app1|  notoo (R4 1)1 nodtoo

Pertanto la serie converge solo per z = 0. ad

*Teorema 1.4.7. Sviluppabilita in serie di potenze rispetto a diversi
centri di sviluppo.) Sia f(z) = > " an (2 —20)" una serie di potenze con
raggio di convergenza R > 0, e sia z1 tale che il disco Bs(z1) é contenuto nel
disco di convergenza Bgr(zp), ossia tale che

Allora per ogni k € N la serie

o0

=Y (Z) an (21 — 20)"

n=~k

¢ convergente, e nel disco Bs(z1) la funzione somma f ¢ sviluppabile in serie
di potenze con centro zy: per ogni z € Bg(z1),

Fz) =) bi(z—=)". (1.12)

Dimostrazione. Dal Teorema del Binomio di Newton (Sezione ) si ha

" /n
(z—2)"=(z—2n1+2—2)" = Z (k) (z—2)% (21 — 20)" . (1.13)
k=0
Allo stesso modo si ha
n - n k n—k
(|2 = 21| + |21 — 20])" = (k)]z—zll |21 — 20" 7" (1.14)
k=0

Poniamo u(n, k) = (}) an(z — 21)¥(z1 — 20)" * se 0 < k < n, e u(n, k) =0
<i

altrimenti. Allora da j) abbiamo

F(2) =" ulnk).

oo
n=0 k=

0
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Ora mostriamo che la serie doppia nel lato destro di questa identita converge
assolutamente. Sia z € Bg(z1), ossia |z — z;| < S. Poniamo w = zy + |z —
21| + |21 — 20, ed osserviamo che

lw—2o| < S+ |21 — 2 <R

dall’identita ([L.11)). Pertanto segue da () che

SN fun ) = aal (12 = 21l + 21— 2" = 3 laa] (w = 20)",
n=0 k=0 n=0 n=0

ma questa serie di potenze converge perché |w — zo| & inferiore al suo raggio
di convergenza R. Abbiamo quindi convergenza assoluta della serie, e quindi
possiamo riordinarne i termini (Section ) scambiando l'ordine delle due
somme, ossia_ sommando prima rispetto a n e poi rispetto a k: in tal modo
si ottiene (@) O

Lemma 1.4.8. Una serie di potenze Y - a,z" e la serie delle derivate
> o> nay, 2"t hanno lo stesso raggio di convergenza. Rem: in questo enun-
ciato, per maggiore generalita, la derivata € quella per funzioni di variabile
complessa (si veda in sequito la Definizione ) 1l lettore per cui que-
sta mozione sia per ora poco familiare puo limitare [’attenzione, nel presente
enunciato, a serie di potenze reali.

Dimostrazione. Basta osservare che limsup,, . {/|na,| = limsup,,_, . /|ax|,
perché lim,,_,o {/n = 1 (infatti /n = €'°6™/" e logn diverge pitl lentamente
di n (Sezione )) 0

Teorema 1.4.9. (Derivazione di serie di potenze.) Se la serie di
potenze Y " a, 2" converge nel disco di raggio R ed ha somm z), allora
in questo disco f é derivabile (in senso complesso, Definizione |1.22.13) e la
derivata si ottiene derivando per serie, cioé termine a termine:

f'(z) = inan P

In particolare, se una serie di potenze di una variabile reale converge in un
segmento, al suo interno essa € derrivabile termine a termine e la derivata
della serie coincide con la serie delle derivate.
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Dimostrazione. Segue immediatamente dal precedente Lemma e dal
teorema di derivazione per serie, Teorema 1.3.35. O

Corollario 1.4.10. (Ogni serie di potenze é integrabile termine a
termine.) In ogni intervallo chiuso all’interno del suo intervallo aperto di
convergenza, ogni serie di potenze reale f(x) =Y~ a, (x—xo)" € integrabile
termine a termine, ossia il segno di integrale commuta con quello di serie.
In altre parole, per ogni x tale che |z — xo| < R:

‘ S ’ n o . Qn n+1
/IO f(t)dt:nz;an/%(t—xo) dt_;nH(x—%) +1

Dimostrazione. La serie converge uniformemente in [z, z] per il teorema
di convergenza (Teorema [1.4.2). 1l risultato segue quindi dal teorema di
integrazione per serie (Teorema [1.3.34)). O

*Teorema 1.4.11. (Teorema di convergenza radiale di Abel.) Con-
sideriamo uno sviluppo in serie di potenze f(x) = >~ a,x" convergente
nell’intervallo aperto (—r,r). Se la serie converge anche al punto x = r, al-
lora esiste il limite lim,_,,— f(x) e vale Y ", a, r". Equivalentemente, se la
serie di potenze e di variabile complessa e converge puntualmente su un rag-
gio del disco di convergenza, estremo incluso, allora la sua somma ha limite
radiale lungo quel raggio, ed € continua su tutto il raggio estremo incluso.

Dimostrazione. Se la serie converge al punto x = r allora il suo raggio
spettrale R verifica la disuguaglianza R > r. Scriviamo » - ja,z" =
> g an (%)n r™ e consideriamo la convergenza di questa serie nell’intervallo
[0,7]. Poiché £ < 1, la successione di funzioni ¢ ¢ uniformemente limitata, ed
inoltre & monotona non crescente. Per ipotesi, la serie geometrica >~ a, "
¢ convergente. Quindi la serie a secondo membro converge uniformemente
in_questo intervallo per il criterio di convergenza uniforme di Abel (Teorema
1.1.7 (i7)): in particolare, la sua somma ¢ una funzione continua in [0, 7], ed
analogamente in (—r,r]. 0

FEsercizio 1.4.12. Studiare la convergenza della serie

27" log 1—i 2",
S 2iog (1- )

n
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dove o > 0. Swolgimento. Sia a, = 27"log (1 — n%), allora il raggio di
convergenza della serie

R= tim 1l _ 9
n—-+oo ‘anJrl‘

Quindi la serie in esame converge assolutamente per |z| < 2 e non converge
per |z| > 2. Inoltre, per |z| = 2 la serie converge assolutamente se o > 1:
infatti, se 2 = 2¢ (0 € R), allora dalle stime di Leibnitz (Sezione ) per
lo sviluppo di Taylor al primo ordine del logaritmo a = = 1 (che & a segni
alterni), o pitt semplicemente dal fatto che il logaritmo & concavo e quindi il
suo grafico sta sotto alla retta tangente al punto x = 1, si vede che

1 .
'2—” log (1 — —) oneint
nOc

e la convergenza segue dal confronto con la serie Y - (Sezione ) Analo-
gamente, dallo sviluppo del logaritmo al secondo ordine, segue che

1 .
’2—" log <1 — —) oneind| >
na

< —
\TLO‘

1 1 1

>
n® 2p2a " 2po

=

se n ¢ sufficientemente grande. Quindi, per a < 1, la serie diverge se |z| = 2,
sempre grazie al criterio del confronto. O

FEsercizio 1.4.13. Studiare la convergenza della serie
Z v o,

Svolgimento. Qui a, = 2V™. Quindi

B 1 B 1

1
lim ]a,]  lim V2vn  lim 2%

n—+00 n—+o00 n—-+o0

=1

Il raggio di convergenza ¢ R = 1, quindi la serie in esame converge per
|z] < 1 e non converge per |z| > 1. Si vede inoltre che per |z| = 1 la serie
non converge perche in tal caso il termine generale non tende a zero.

a
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Esercizio 1.4.14. Studiare la convergenza della serie

Z(n —v/ncosn) 2"

n

Svolgimento. Poiché a,, = n — y/n cosn, il raggio di convergenza della serie ¢

) || _ |n — \/ncosn|
R= lim =
n—+00 |dp 1) n—+oo In + 1 —+/n+ 1cos(n + 1)
\Vn

|1 — ¥=cosn

= lim =1.

noteo |14 4 YL oog(n 4 1))

Quindi la serie converge assolutamente per |z| < 1 e non converge per |z| > 1.
Si vede inoltre che per |z| = 1 la serie non converge perche in tal caso il
termine generale non tende a zero. O

Esercizio 1.4.15. Studiare la convergenza della serie

(22)"
En: n+3vn

al variare del parametro reale x.
Svolgimento. Qui a, = m, ed il raggio di convergenza della serie di

potenze Z n—l—Z—B\/ﬁ e

R= lim 1%

=1.
n—-+4o0o ’an+1’

Quindi la serie converge assolutamente per |z| < 1/2 e non converge per

|z| > 1/2. Dal criterio del confronto (Sezione si vede che per z = 1/2 la
serie diverge. Dal Criterio di Leibnitz (Sezione [L.1)) si vede che per x = —1/2
la serie converge. O

Esercizio 1.4.16. Per k > 0 intero, la serie

[
>
n=1
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converge puntualmente in (0,1)?7 Converge uniformemente in (0,1)? Swvol-
gimento. 1l raggio di convergenza di queste serie, calcolato come in (),
e 1 per ogni k, quindi le serie convergono tutte puntualmente in (0,1). I
loro termini sono funzioni crescenti e continue, estendibili con continuita al-
I'intervallo (0, 1], dove hanno massimo al punto x = 1 con valore massimo
1: quindi la norma uniforme sull’intervallo (0,1) di ciascun termine vale 1.
Per lo stesso motivo le somme parziali m-sime sono crescenti in (0, 1), hanno
senso anche in (0, 1], e la loro norma uniforme diverge. Non si ha convergenza
uniforme per nessun k intero positivo. a

1.5 Ulteriori esercizi sulla convergenza uni-
forme

Esercizio 1.5.1. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [—2,2] la serie

x
2
n=1 n
converge uniformemente? O
FEsercizio 1.5.2. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie
i e_kl'r‘
>
k=1

converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].

2. Si dimostri inoltre che le somme parziali della serie al punto (a),

e_k‘xl

k5

5.3

k=1
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formano una successione di Cauchy.

Suggerimento: si maggiorino le somme

N i
Y. T
k=M+1
per M, N sufficientemente grandi.)
O
FEsercizio 1.5.3. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie

= arctan(z — k)
D

k=1
converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].

2. Si dimostri inoltre che le somme parziali delle serie al punto (a),

n

S5 - Z arctan(x — k)

k3
k=1

formano una successione di Cauchy.

(Suggerimento: si maggiorino le somme

XN: arctan(z — k)

L3
k=M1
per M, N sufficientemente grandi.)
O
FEsercizio 1.5.4. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie
S e—(x—k)2
Yo

k=1

converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].
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2. Si dimostri inoltre che le somme parziali della serie al punto (a),

n e—(;t—k)2

S”:Z k2

k=1

formano una successione di Cauchy.

(Suggerimento: si maggiorino le somme

N o o—(a—k)?
> &
k=M+1

per M, N sufficientemente grandi.)

O
Esercizio 1.5.5. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie
. cos x*
>
k=1

converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].

2. Si dimostri inoltre che le somme parziali della serie al punto (a),

n
COS l’k

Se=Y

k=1

formano una successione di Cauchy.

(Suggerimento: si maggiorino le somme
N
cos z*
>
k=M+1

per M, N sufficientemente grandi.)

Esercizio 1.5.6. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [0, 4] la serie

; (\g)

converge uniformemente? O
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FEsercizio 1.5.7. In quali sottoinsiemi dell’intervallo (—1, +00) la serie

2. (log(z + 1))"
;( g(n4 )

converge uniformemente?

FEsercizio 1.5.8. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [—1, 1] la serie

00

x2n
Z n3
n=1

converge uniformemente?

FEsercizio 1.5.9. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [—1, 1] la serie

00

x2n
Z 7’L3
n=1

converge uniformemente?

FEsercizio 1.5.10. Utilizzando il test di Weierstrass dimostrare che la serie

= arctan(x — n)
>
n=1

converge uniformemente su tutto R.

Esercizio 1.5.11. In quali sottoinsiemi di R la serie
2
n=1 n

converge uniformemente?

Esercizio 1.5.12. In quali sottoinsiemi di R la serie

o0

xn

n4
n=1

converge uniformemente?

49
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Esercizio 1.5.13. In quali sottoinsiemi di R la serie

o
Z arctan (x —n)
n=1

converge uniformemente?

Esercizio 1.5.14. In quali sottoinsiemi di R la serie

o0 2

>
2

n=1 n

converge uniformemente?
Esercizio 1.5.15. In quali sottoinsiemi di R la serie
. cos(x —n)

converge uniformemente?

Esercizio 1.5.16. In quali sottoinsiemi di R la serie

2 arctan(z — n)
P
n=1

converge uniformemente?

FEsercizio 1.5.17. In quali sottoinsiemi di R la serie

= sin(x + n)
>

n=1

converge uniformemente?

Esercizio 1.5.18. In quali sottoinsiemi di R la serie
o0 :L.Zn
n?
n=1

converge uniformemente?
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Esercizio 1.5.19. In quali sottoinsiemi di R la serie
o0 xn

2

n=1 n

converge uniformemente? O

Esercizio 1.5.20. In quali sottoinsiemi di R la serie

ie

n=1

CE’ILQ

converge uniformemente? O

FEsercizio 1.5.21. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [—a, a] con a € R la serie
3
n=1 n

converge uniformemente? O

Esercizio 1.5.22. Data la successione di funzioni f,,(z) = “%* con @ € R
stabilire in quali sottoinsiemi di R converge uniformemente. ad

FEsercizio 1.5.23. In quali intervalli [a,b] di R la serie

i $+n

n=1

converge uniformemente? ad

Esercizio 1.5.24. Studiare la convergenza uniforme della successione di fun-
zioni f,(z) = (y/x)" nell’intervallo [0, 1].
O

Esercizio 1.5.25. Studiare la convergenza uniforme della successione di fun-
zioni fp(x) = S“jEL—;”)
O
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Esercizio 1.5.26. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [—2,2] la serie

[e%s)
n=1

converge uniformemente? O

%

3

S

Esercizio 1.5.27. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [—2,2] la serie
5%
n2
n=1
converge uniformemente? O

Esercizio 1.5.28. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [0, 4] la serie

3 (V)

3
n=1 n

converge uniformemente? O

FEsercizio 1.5.29. In quali sottoinsiemi dell’intervallo (0, +00) la serie

n

i : -
n2

n=1

converge uniformemente? O

Esercizio 1.5.30. Sia f(x) = 1/(1 + 2?). La successione di funzioni f,(x) =
f(z/n) converge puntualmente su R? Converge uniformemente sui compat-
ti? Converge uniformemente su tutto R?

Svolgimento. E evidente che falz) 1 puntualmente per ogni x. La
convergenza non ¢ uniforme su R, perché, per ogni n, si ha ||f, — 1| =
SUp,er 1 — fo(x) =1, visto che lim, 100 1 — fr(2) =1 —lim, 400 fr, = 1. Si
osservi che ’estremo superiore non € un massimo, visto che non viene raggiun-
to in un punto di R ma solo approssimato all’infinito: questo non contraddice
il Teorema di Weierstrass sui massimi e minimi delle funzioni continue sui
compatti (Sezione ) perché stiamo studiando la funzione 1 — f,, sull’intera
retta e non su un compatto. Pertanto questo estremo superiore non puo
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essere localizzato annullando la derivata di f,,: in tal modo si localizzerebbe
il minimo, raggiunto in 0.

Consideriamo ora la convergenza uniforme sui compatti. Ogni compatto in
R & contenuto in un intervallo [a, b], con a < b, quindi, senza perdita di gene-
ralita, limitiamo l'attenzione ad un tale intervallo. Consideriamo dapprima
il caso a < 0 < b. Osserviamo che la funzione 1 — f,(z) = 1 — 55575 ¢l

dilatato di 1 — ﬁ = 17,7 € quindi ¢ una funzione monotona crescente in
[0, b] e monotona decrescente in [a, 0]. Quindi 1 — f,, ‘ha minimo in 0, come
gia sapevamo, ma nell'intervallo [0,b] ha massimo nel punto b, per mono-
tonia, e nell’intervallo [a, 0] ha massimo nel punto a, per la stessa ragione.
Quindi il massimo della funzione 1 — f,, nell'intervallo [a, b] & il pit grande
fra i due valori che essa assume in a ed in b; inoltre la funzione 1 — f,,, come
la funzione f, & pari, e quindi il suddetto punto di massimo e assunto nel piu
lontano da 0 fra i punti a e b. Senza perdita di generalita, supponiamo che
il pitt lontano sia il punto b. Allora || f, — 1|, =1 — fu(b) =1 — m
tende a zero per n — 0o, e quindi si ha convergenza uniforme in [a, b] di f,
alla funzione 1.

Se l'intervallo [a, b] & tutto contenuto in R o R™, la convergenza uniforme

segue per restrizione dal caso di intervalli che contengono 1’origine. O

Esercizio 1.5.31. Sia f(z) = 1/(1 + 2?) e fu(z) = f(z — 1/n). Determinare
se f, converge uniformemente

1. sui compatti;

2. su tutto R.

Svolgimento. B chiaro che il limite puntuale delle funzioni f, & f, dal momen-
to che 1/n tende a zero con n. Per quanto riguarda la convergenza uniforme,
osserviamo che si ha

1 1 1 2z +
U= D) = I " T5 2 nl+ e+ 1P

~— 3 |

(L+a7)

Quindi, visto che m < 1, abbiamo

n

[fu(z) = f2)] <

perché 2|z| < 1+ 2% (questo equivale al fatto che (z £+ 1)? > 0). Quindi f,
converge uniformemente a f su tutto R.

12lz|++  12z[+1 1
— < — <

n 1+ 22 n 1+ 22 n

)
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A maggior ragione si ha convergenza uniforme su ogni compatto. Osservia-
mo che su un compatto, che senza perdita di generalita, come nell’esercizio
precedente, possiamo scegliere come [a, b, con a < 0 < b, la funzione f, — f
assume un massimo, per il Teorema di Weierstrass citato nell’Esercizio prece-
dente, ma questo massimo non viene raggiunto negli estremi dell’intervallo:
a differenza dell’esercizio precedente, ora la funzione f,, — f non ¢ monotona
in [a, 0] e in [0, b). O

FEsercizio 1.5.32. Sia f come nel problema precedente e f,(x) = f(x —n) =
1/(14 (x—n)?). Determinare se la serie Y - f,,(x) converge uniformemente

1. sui compatti;
2. su tutto R.

Svolgimento. Le funzioni f, sono tutte traslate della stessa funzione f, e
quindi hanno tutte la stessa norma uniforme: || f,,||oc = 1 per ogni n. Pertanto
la serie non converge uniformemente su R in base alla Nota @

Diversa ¢ la situazione sui compatti: 1i la serie converge uniformemente. Per
questo, come negli esercizi precedenti, basta restringere l'attenzione ad un
intervallo [a, b]. Il massimo della funzione f,, & raggiunto al punto x = n.
A sinistra del loro punto di massimo, le f, sono crescenti. Pertanto, se
limitiamo ’attenzione agli indici » > b (in tal modo trascuriamo solo un
numero finito di termini, e la convergenza della serie non ne ¢ affetta), le f,
sono tutte crescenti in [a, b], e quindi il loro massimo su questo intervallo
viene assunto all’estremo destro b, e vale || f,]|eep,5) = 1/(1+ (b —n)?): si
tratta di un infinitesimo dell'ordine di 1/n?, e quindi || fu||pcp,y < C/n?
per qualche costante C' > 0, e la serie converge uniformemente per il test di

Weierstrass (Teorema ) a

1.6 Serie di Taylor

1.6.1 Sviluppabilita in serie di Taylor

Per ragioni di enfasi, dedichiamo questa Sezione specifica a reinterpretare
le serie di potenze come serie di Taylor. Al fine di chiarezza, ritorniamo a
considerare serie di potenze con centro non necessariamente in zy = 0.
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Corollario 1.6.1. (Ogni serie di potenze é una serie di Taylor.) Al-
Uinterno del suo disco di convergenza, ogni serie di potenze Y - a, (2 —2p)"
¢ derivabile infinite volte. Inoltre, ponendo f(z) =Y a, 2", i coefficienti
a, sono necessariamente i coefficienti di Taylor di f al centro di sviluppo:

f(”)(zo) .

[ |
n.

Dimostrazione. La prima asserzione si ottiene applicando iterativamente
il precedente Teorema [1.4.9. Da questa parte dell’enunciato il resto segue
derivando successivamente la funzione somma f: per k < n,

o0

f® (2 Zn n—1)---(n—k+1)a, (z—z)" Z (z—2)" %,

n:k

Ponendo z = zy in questa uguaglianza sopravvive solo il termine con n = k,
da cui I’enunciato. O

Esempio 1.6.2. (Lo sviluppo in serie dell’esponenziale.) Determiniamo
il raggio di convergenza della serie

oo Zn
2T
n=0 n:
Sia a, = #: allora
a . n+1)! .
R = lim [an| lim g = lim n+1=+o0.
n—-+o0o |an+1| n—-+oo TL' n—-+00

Zn
Quindi la serie converge per ogni valore di z € C. La serie Z —~ e detta
n!

n
serie esponenziale. Osserviamo che, se scriviamo f(z) = €, si ha f#¥)(z) =
f(2) = €* qualunque sia k. Pertanto i coefficienti di Taylor a zp = 0 della
funzione esponenziale valgono proprio %, e quindi, grazie al Corollario [1.6.1],
si ha che f(z) =>7, 2—7: per ogni z; in particolare, restringendo 'attenzione
ad una variabile reale, I'identita vale per I’esponenziale reale per ogni z € R.
Poiché si tratta di una serie di potenze, il raggio di convergenza ¢ infinito ed
in particolare la serie converge uniformemente su ogni compatto. O




56 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Definizione 1.6.3. Data una funzione f € C'*° in un intorno aperto di zy,

L (n)
la serie di potenze Y~ fn—fz‘))

centro di sviluppo in 2.

(z — 2z9)™ si chiama serie di Taylor di f con

In base al Teorema di Taylor (Sezione ) il resto n-simo della serie di
Taylor di f con centro in xy verifica

fD(E)

TS (z — o)™ (1.15)

n ( % i
B £) = @) — 0 TN (o =

per qualche £ € [xg,z]. La serie di Taylor converge al punto x se e solo se
lim,, o En(x;20; f) = 0, quindi dall’uguaglianza (h) e dal fatto ovvio che
il fattoriale cresce piu rapidamente dell’esponenziale segue:

Corollario 1.6.4. Se esiste una costante C' > 0 tale che | f™(z)| < C™ per
tutti gli interi n, allora la serie di Taylor di f converge al punto x.

FEsempio 1.6.5. La serie di Taylor della funzione esponenziale converge ovun-
que alla funzione esponenziale, perché la derivata di e* vale ancora e*, e
quindi non dipende da n (per una dimostrazione alternativa si usi il pros-
simo Teorema ) Analogamente, le serie di Taylor di sinz e di cosx
convergono ovunque alle stesse funzioni, perché le loro derivate n-sime sono
sempre uguali a £ cos x o £ sin z, e quindi maggiorate da 1 in valore assoluto.

O

Enunciamo il seguente criterio di convergenza della serie di Taylor. Per
la dimostrazione, si veda [, Capitolo 9, Sezione 20).

Teorema 1.6.6. (Criterio di convergenza di Bernstein.) Sia f €
C>®[xg, xo+ al. Se f e tutte le sue derivate sono non negative in [xo, To + al,
allora la serie di Taylor di f converge in ogni punto x € [xg, xo + ).

1.6.2 *Funzioni analitiche reali

Definizione 1.6.7. Una funzione che coincide con la somma della sua serie
di Taylor laddove questa converge si dice amalitica reale.

Nota 1.6.8. Se una funzione e sviluppabile in serie di Taylor convergente in
un disco con centro zp, non € detto che in questo disco la serie di Taylor



1.6. SERIE DI TAYLOR 57

converga alla funzione che ’ha generata, tranne ovviamente al centro di svi-
luppo zg. Ovviamente, se f € la somma della serie, allora f ¢ C'* nel disco di
convergenza e la serie € la serie di Taylor di f, ma potrebbe esistere un’altra
funzione g # f tale che la serie sia la serie di Taylor anche della funzione g. In
altre parole, stiamo asserendo che possono esistere due diverse funzioni C'*°
in un intorno di 2y con le tutte le derivate uguali in zy, per ciascun ordine.
Dimostriamo questo asserto con un esempio. O

Esempio 1.6.9. (Una funzione non analitica reale.) Mostriamo che la

funzione , : )
_ e (sex #0
fw) = { 0 (sex = 0)

e di classe C'*° su tutto R, e le sue derivate in 0 sono tutte nulle: quindi la
serie di Taylor di questa funzione coincide con la serie di Taylor della funzione
identicamente 0, ossia la serie nulla.

E evidente che f & derivabile infinite volte in ogni punto z # 0, per
il teorema di derivazione di funzione composta (Sezione@); dimostriamo
quindi che in z = 0 tutte le derivate esistono e sono nulle.

Per determinare le derivate nell’origine ¢ necessario calcolare esplicita-
mente l'esistenza ed il valore del limite del rapporto incrementale: non e
infatti possibile ricorrere alla regola di derivazione delle funzioni composte
(Sezione ) perché nell’origine cambia la regola in base alla quale la funzione
¢ definita.

Cominciamo con la derivata prima. Il rapporto incrementale in 0 ¢

f(z) = f(0)

X

1 1
= —€ z2

x
ed ha limite 0 per x — 0 perché il polinomio al denominatore si annulla con
ordine di infinitesimo inferiore a quello dell’esponenziale.
Calcoliamo allora la derivata seconda in 0. In ogni = # 0 la regola di deriva-

_T .
zione di funzione composta fornisce il risultato f/(z) = e~ 3%. Pertanto il

rapporto incrementale di f in 0 & %e_ac%, che per la stessa ragione di prima
tende a zero per x — 0.

Per 2 # 0, abbiamo calcolato la derivata prima f'(z) = x%e*w% grazie alla
regola di derivazione del prodotto e quella di funzione composta (Sezione )
Iterando l'applicazione di questa regola troviamo la derivata seconda per

x#0: f'(z) = (& + %) ¢~ 37, Generalizzando, asseriamo che la derivata
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n-sima ™, per x # 0, ¢ data da

F™(z) =P, (1) e 32

X

dove P, é un polinomio di grado 3n.

Dimostriamo questa asserzione per induzione su n (Sezione @) Abbiamo
mostrato che 'asserzione ¢ vera per n = 1 (e anche per n = 2). Supponiamo
che sia vera per un intero ny e mostriamo che rimane vera per no+1. L’ipotesi

quindi ¢ che
n Iy o
P = Py (1)

dove P, & un polinomio di grado 3ny. Applicando ancora la regola di deriva-
zione del prodotto e quella di funzione composta ora otteniamo

1 1 2 1 1
F(n +1 _ —

Poiché la derivata P, ¢ un polinomio di grado 3ng — 1, il primo termine
dentro la parentesi ¢ un polinomio nella variabile % di grado 3ng + 1. Invece
il secondo termine dentro la parentesi e un polinomio nella variabile % di
grado 3ng + 3: quindi l'intera parentesi ¢ un polinomio di grado 3ng + 3.
Questo prova l'asserzione.

Ora finalmente possiamo calcolare la derivata n-sima nell’origine, come limite
del rapporto incrementale. Mostriamo che questa derivata vale zero per ogni
n. Procediamo ancora per induzione. Abbiamo gia visto che f’(0) = 0.
Supponiamo che f™(0) = 0 e mostriamo che allora anche f"*1(0) = 0. 1l
rapporto incrementale da utilizzare e

[ () — fF(0) Lp (1) =

8

X

i T

In questa rapporto incrementale, il termine che moltiplica 1’esponenziale e
un polinomio nella variabile % (di grado 3n + 1, ma il valore del grado ora ¢
inessenziale). Come prima, il limite del prodotto fra polinomio ed esponen-
ziale e lo stesso che avremmo se ci fosse solo ’esponenziale e non anche il
polinomio, ossia zero. Quindi anche la derivata f"*1 vale zero nell’origine.

0
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Esempio 1.6.10. (Approssimazione C'* del gradino.) Abbiamo visto nel
precedente Esempio m che per ogni a > 0 la funzione

B e~ (2 (se x £ 0)
f"‘(x)_{ 0 (sex =0)

e di classe C'° su tutto R, e le sue derivate in 0 sono tutte nulle. Abbiamo
studiato nel precedente Esempio il caso a = 1, nel quale questa funzione
ha grafico assai prossimo all’asse = per |z| < 1 ed assai prossimo alla retta
{y = 1} per |z| > 1. Quando « cresce il grafico si avvicina sempre di piu a
quello della funzione che vale 0 per |z| < 1 e 1 altrimenti.

Allora anche la funzione

0 (se z < 0)
o
ha (@) = { e~ )’ (se z > 0)

e di classe C'* su tutto R, e le sue derivate in 0 sono tutte nulle, e lo stesso
accade per h_ (z) = ht(—x). I grafici di queste due funzioni rappresentano
due gradini arrotondati, il primo a livello zero fino all’origine e a salire fino
al livello asintotico 1 man mano che ci si sposta a destra dell’origine, il
secondo invece a scendere dal livello asintotico 1 (a —oo) fino al livello zero
raggiunto all’origine e poi mantenuto a destra dell’origine. All’aumentare del
parametro positivo « i grafici si avvicinano sempre di piu ai gradini ideali.
Traslando queste funzioni otteniamo gradini arrotondati centrati in un punto
reale qualsiasi.

Moltiplicando due tali traslati otteniamo una forma arrotondata dell’onda
quadra: ad esempio, la funzione ¢,(x) = ht(x + 1) h; (z — 1) ha per grafico
un arrotondamento di classe C* della funzione caratteristica dell’intervallo
[—1,1] (Definizione [L.1.3). 0

1.6.3 *La serie binomiale

Definizione 1.6.11. (Coefficienti binomiali generalizzati.) Comincia-
mo con l'estendere il coefficiente binomiale (Z) al caso di a reale e non so-
lamente intero: poniamo (?) = a(a —1)(a —2)---(a —n+1)/n! . Un
elementare argomento per induzione prova l'identita di Tartaglia

() =62 () 19
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Proposizione 1.6.12. (La serie binomiale.) Per ogni a € R, per ogni
x € (—1,1), vale lo sviluppo in serie di potenze

(1+2)" = i (Z) " (1.17)

n=0

Si osservi che, se a € un intero positivo, per ogni intero n > a il coefficiente
binomiale si annulla, e quindi la serie é una somma finita, e si riottiene il
Teorema del Binomio di Newton (Sezione )

Dimostrazione. La derivata della funzione f(z) = (1—x)* e Df(z) = —a(1—
x)* 1 la derivata seconda ¢ D?f(z) =a(a—1)(1—-2)"2=—a(l—a) (1 —
7)* 2 e la sua derivata di ordine n & D"f(z) = —a(l —a)(2—a)---(n —

1 —a) (1 —x)* ™. In particolare, osserviamo due cose: la prima ¢ che

D"f(0) = (~1)"nl <_“> : (1.18)

n

la seconda ¢ che per a < 0 e x < 1 tutte le derivate di f sono non negative:
quindi grazie al criterio di Bernstein (Teorema [L.6.6) si conclude che la serie
di Taylor di f converge nell’intervallo aperto con centro in o = —1 e raggio
2. Per il teorema sul cambiamento di centro di sviluppo (Teorema [1.4.7), la
serie di Taylor di f converge quando si fissa come centro il punto z; = 0 e
raggio 1 (quindi nellintervallo aperto —1 < z < 1). D’altra parte, lo sviluppo
di Taylor di f con centroin 0 & >, Dk,f!(o) z*, e quindi segue da () che
pera <0ex e (—1,1) si ha

(1+2)" = i <_n“> (—1)"z" = i (_na) (—z)".

Da qui, scambiando z con —uz, si ottiene l'identita () dell’enunciato per
ogni a < 0.

Ora, per —1 < x < 1, integriamo fra 0 e x entrambi i membri dell’identita
() appena dimostrata, ed otteniamo
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da cui
“a+1 (a = fa+1
1 a+1_1 a nJrl:l n+1
(et =1a g (1) e =1 (0]
(a+1\ , ~=[a+ n
B LS
n=1 n=0

In tal modo abbiamo esteso l'identita () un passo piu a destra, ossia per
tutti gli @ < 1. Iterando il procedimento otteniamo l’enunciato per tutti gli
a € R. a

1.7 Spazi /*
Definizione 1.7.1. (Spazi /*.) Siax = {x1,23,...,x,,... } una successione

di numeri complessi.
Per ogni p > 1 poniamo

1

OO P

Hxllpz(E Irvjl”) :
j=1

Se [|z||, < oo diciamo che z € (7.

Si notino i due importanti casi particolari seguenti:

o0
lzlly =l
j=1

ol = (fj)

j=1

Nota 1.7.2. La norma ||+||, ¢ generata, nel senso della Nota , al prodotto

scalare .
(,y) = vaﬂz
i=1
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Infatti
n n
(z,2) = Z%Tz = Z jzi* = ]l
i=1 =1
]

FEsercizio 1.7.3. A titolo di richiamo, proponiamo al lettore di dimostrare
la convessita della funzione R 3 x +— |x|P per p > 1. Chi non ci riuscisse
verificando direttamente la definizione di convessita puo trovare in seguito
un approccio alternativo nella dimostrazione del Teorema [1.16.10. a

Definizione 1.7.4. (Spazio (*°.) Sia x = {z1,29,23,...,2,,...} una
successione di numeri complessi.
Se p = 400, definiamo

2]l = sup |1
JEN
Se ||z]|, < oo diciamo che z € [*.

Intendiamo ora presentare le relazioni di inclusione fra gli spazi /. L’ap-
proccio che seguiamo richiede un calcolo che scorporiamo in un lemma sepa-
rato.

Lemma 1.7.5. Sel <p<ooea, b>0,
(a+Db)P =>a? + 7.

La disuguaglianza é stretta per p > 1, mentre ¢ una identita per p = 1.
Invece, per 0 < p < 1,
(a+Db)P <a +0b".

Dimostrazione. Se p = 1 & ovvio che nell’enunciato vale 1'uguaglianza.
Supponiamo allora p £ 1, p > 0. Per ¢t > 0 poniamo

b(t) = (a+ th)P — aP — 7P

Allora ¥(0) = 0, e ¥/(t) = pb(a + tb)P~! — ptP~'bP non si annulla mai per
t > 0, perché altrimenti, per il teorema di Rolle (Sezione si dovrebbe
avere ¢'(t) = 0 per qualche ¢ > 0: ma allora si avrebbe (a+tb)P~! = P~ 1pr~1:
ma poiché a, b e t sono positivi questo equivale a a+tb = tb, assurdo. Inoltre



1.7. SPAZI (¥ 63

Y'(0) = pba?~! > 0 (questo ¢ il passo che viene meno nel caso p < 1 della
seconda parte dell’enunciato, dove p < 1 e la funzione t — t*~! non tende
a zero per t — 01). Percio ¢ ha derivata positiva per ¢ > 0, e quindi
(1) > ¥(0) = 0. Poiché ¥(1) = (a + b)? — a? — bP questo dimostra che vale
la disuguaglianza desiderata in senso stretto.

Nel caso 0 < p < 1, di nuovo ¢’ non si annulla mai in 0 < ¢t < 1, ma ora

lim ¢/(¢) = lim pb(a + th)?~' — pt’ 10 = pba’~" — pb? lim ¥ ! = —cc.
t—0+ t—0+ t—0+
Quindi ¢' < 0 in (0, 1], e rispetto a prima la disuguaglianza si rovescia.
g

Fsercizio 1.7.6. Si mostri che per p > 1 'enunciato del precedente Lemma
¢ un caso particolare della disuguaglianza di Jensen che enunceremo e
dimostreremo nella Proposizione [1.15.10.

Suggerimento: si consideri una funzione su [0, 1] che assume valore costante
a in una meta dell’intervallo e b nell’altra meta. O

Proposizione 1.7.7. (Inclusioni fra spazi (*.) Se 0 < p < ¢ < o0,
allora P C (1.

Dimostrazione. L’enunciato equivale ad asserire che, per ogni 0 < p < g,
esiste C' = C,, > 0 tale che per ogni successione {a, } valga la disuguaglianza

[{an}l, = Cpql{an}ll, -

Proveremo questa disuguaglianza con C' = 1, ovvero

{an}l, = lI{an}l, - (1.19)

Anzitutto proviamo l'inclusione ¢! C ¢9. Segue dal Lemma che per
ogni ¢ > 1, per ogni successione {a,} di numeri complessi e per ogni intero

N si ha
N q N
(Sal) =3
n=1 n=1

Prendendo I'estremo superiore rispetto a N otteniamo |[{a,}|, = [[{an},-
Quindi ¢! C 19.
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Ora prendiamo 0 < p < ¢. Mostriamo che [[{a, }|, > [[{a.}[,, cio¢ che

00 1/p 00 1/q
(zw) . (zwnw) |
n=1 n=1

Poniamo b, = |a,|’. Allora {b,} appartiene a ¢! e I'ultima disuguaglianza

diventa
0o 1/p 0o 1/q
() = (2]
n=1 n=1

00 o p/q
by > b/P .
o> (3]

n=1

cioe

Quindi la disuguaglianza da provare ¢ [[{bn}[l; > [[{bn}ll,/,: questa disu-

guaglianza ¢ vera per la prima parte della dimostrazione, dal momento che
q/p > 1. O

FEsercizio 1.7.8. Si consideri lo spazio bidimensionale V' delle successioni
a = {ap,a1,0,0,...} nulle tranne che per i primi due indici. Si verifichi
che l'inclusione della precedente Proposizione [1.7.7, ossia la disuguaglianza
lall, < llall, se 0 < p < g < o0, equivale alla disuguaglianza provata nel
lemma , ed alle inclusioni fra sfere unitarie illustrate nelle Figure della
successiva Nota [1.7.10. a

Nota 1.7.9. (Completezza di (P.) Dimostreremo in seguito (Corollario

.16.30) che gli spazi P sono spazi metrici completi, per tutti i p > 0 (ma
)1/p

sono spazi normati solo per p > 1, dove la quantita ||{z, }|, = 3 .~ [P
verifica la disuguaglianza triangolare e quindi € una norma; per p < 1, invece,
non ¢ cosl, ed infatti le sfere unitarie non sono convesse, come vedremo nella
seguente Nota [L.7.10). Per il caso p = 2 una dimostrazione alternativa (ma
di fatto analoga) viene sviluppata nell’Esercizio §.4.3). O

Nota 1.7.10. (Sfere unitarie in sottospazi di dimensione finita in
¢?.) Consideriamo il sottospazio V' di ¢ che consiste delle successioni con
solo i primi due valori non nulli (ovviamente isomorfo a C?):

x = (x1,22,0,0,...)
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Lo spazio V & chiuso rispetto alla somma e alla moltiplicazione per uno sca-
lare, quindi & un sottospazio vettoriale di 7. Ovviamente V & isomorfo a C?,
quindi P contiene un sottospazio isomorfo a C2. Studiamo la forma geome-
trica della sfera unitaria di questo sottospazio nelle norma ¢P. Consideriamo
il caso di sottospazi di dimensione due solo per semplicita: gli argomenti val-
gono per qualsiasi dimensione. Sempre per semplicita limitiamo ’attenzione
a sottospazi reali, cioé a successioni di numeri reali. Sappiamo gia (Defi-
nizione ) che su uno spazio a dimensione finita tutte le norme sono
equivalenti, e quindi che queste sfere unitarie, a meno di dilatazione, devono
essere inscatolate una nell’altra; di piu, dalla disuguaglianza (|L.19) segue che
la sfera unitaria di /7 ¢ all’interno della sfera unitaria di ¢¢ per p < q.

Determiniamo la forma di queste sfere: in V' (=2 R?) consideriamo la sfera
unitaria nelle norme ¢P per i diversi valori di p.

e (Caso p = 1: I'equazione della circonferenza unitaria e

[l = faa] + [l

La sfera (o palla) unitaria e

|[)31| + |ZE2| < 1.

Nel primo quadrante abbiamo x; > 0 e x5 > 0. Quindi

|z1| 4+ |22 K1 & 24+ a:<1E 29<1—x

e percio si ottiene la figura seguente:

Nel secondo quadrante 1 < 0 e x5 > 0, e quindi

‘$1’—|—|.§C2|<1 & 4 r<les < l4

da cui la seguente figura:

Nel terzo quadrante z; < 0 e x5 < 0, da cui

lZ1| |22 K1 & -z -—1<le n<—1-m

e pertanto la figura e la seguente:
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Figura 1.3: La parte nel primo quadrante della sfera unitaria di R? nella norma ¢!

Figura 1.4: La parte nel secondo quadrante della sfera unitaria di R? nella norma ¢
Nel terzo quadrante z; > 0 e x5 < 0, da cui

o1 |+ 22| <1 & z1—22<1& 1< —1+m

ed otteniamo la seguente figura:

Mettendo insieme i vari quadranti, troviamo che 'intera palla unitaria
¢ quella disegnata nella seguente figura:

e (Caso p = 2: in questo caso '’equazione della circonferenza unitaria
diventa

D=

lly = (Jzaf® + fa=l*)



1.7. SPAZI (¥ 67

Figura 1.5: La parte nel terzo quadrante della sfera unitaria di R? nella norma £}

Figura 1.6: La parte nel quarto quadrante della sfera unitaria di R? nella norma ¢

Pertanto la palla unitaria ¢
o1+ 2P <1 & 22 +25<1

cioe il cerchio unitario di raggio 1 e centro l'origine.

p=+o0

el = sup fas| = ma {Jas] ]}
]:’
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AN
\ 1

Figura 1.7: Sfera unitaria di R? nella norma ¢!

1N
N

Figura 1.8: Sfera unitaria di R? nella norma ¢2

In questo caso la palla unitaria e

]l < 1.

e Casol < p < 2: la palla unitaria di £ contiene la palla unitaria di £* ed
¢ contenuta in quella di £2. In effetti, le sfere unitarie si ingrandiscono
al crescere di p: questo fatto ¢ una conseguenza della disuguaglianza
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Figura 1.9:

1
(2 + [22f”) 7 = (Ja]" + [2]")

Sfera unitari di R? nella norma ¢

1
r

se p < r. Lasciamo questa disuguaglianza per esercizio. Suggerimento:

un modo tedioso di ris

olvere l'esercizio & quello di fissare, diciamo, 0 <

x1 < 1, ricavare xo come funzione di p dall’equazione (|z1|P + |z2]?) =
1 e mostrare che la soluzione positiva per xy ¢ crescente al crescere
di p (e quella negativa ¢ decrescente: cioe la soluzione o = z5(p) &

tale che |zo(p)| cresce

la Proposizione

intelligente delleprieté della convessita: si vedano la Sezione [L.15 e

con p). Un modo piu brillante consiste nell’uso

17 nel seguito.

Si osservi che la sfera unitaria nella norma ¢% ¢ rotonda, cio¢ in ogni
punto ha retta tangente ortogonale al raggio che termina in quel punto. Ci
si puo aspettare un fenomeno di questo genere solo per p = 2, perché solo

per questo valore di p la no

rma proviene da un prodotto scalare, nel senso

introdotto nella Nota ([1.2.24). Infatti, 'ortogonalita & definita solo grazie ad

un prodotto scalare.

O

Nota 1.7.11. Come nella Nota , immergiamo lo spazio euclideo C" come
sottospazio in 7 nel modo seguente:

{z1,29,. .., 2} = {21, 29,...,2,,0,0,...}.
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N |
\J

Figura 1.10: Sfere unitarie di R? nelle norme ° per 1 < p < 2

L’immagine di questa immersione e un sottospazio chiuso di /7, e se p = 2
I'immersione & una isometria. In particolare, non c¢’e ambiguita nell’aver
usato lo stesso simbolo per la norma euclidea in ([L.5) e per la norma di ¢?
nella Definizione [1.7.1]. a

1.8 Uniforme continuita

I contenuti di questa Sezione dovrebbero essere gia noti dai corsi elementari
di Calcolo: li riportiamo qui per completezza.

Nota 1.8.1. Rammentiamo che una funzione e continua se per ogni x nel suo
dominio di definizione e per ogni ¢ > 0 esiste 6 > 0, 6 = 0, , tale che, per
ogni y nel dominio di definizione che verifica |y—x| < § si ha |f(y)— f(x)] < e.
Questa definizione equivale a richiedere che il limite di f valga f(z) quando
la variabile tende a = (ovviamente per ogni x tale che il limite abbia senso,
ossia tale che in ogni sfera con centro in x ci sia almeno un altro punto y dove
f e definita: un tale punto z si chiama punto di accumulazione del dominio
di f). O

Definizione 1.8.2. (Uniforme continuita.) Una funzione f & uniforme-
mente continua se per ogni € > 0 esiste 0 = J. > 0 tale che, per ogni z, y
dove f ¢ definita, si abbia |f(y) — f(z)| < €. Questa definizione si esten-
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de a funzioni definite su R™ o C" semplicemente sostituendo il modulo in
|f(y) — f(z)] con la rispettiva norma euclidea introdotta in ()

E chiaro che ogni funzione uniformemente continua & anche continua. Si noti
che la differenza fra continuita ed uniforme continuita consiste nel fatto che
per la seconda § dipende da € ma non da x, ovvero che, per ogni punto di
accumulazione z del dominio, il limite di f ¢ il valore f(x) e la velocita di
convergenza ¢ uniforme rispetto a x.

La definizione di uniforme continuita, Definizione , si puo riformulare
come segue.

Definizione 1.8.3. (Modulo di continuita.) Data una funzione f su R,
il suo modulo di continuita ¢ la funzione w = wy su R data da

w(t) = sup{|f(z) = f(Y)| : |z —yl <t}.

Nota 1.8.4. La funzione modulo di continuita ¢ chiaramente non decrescente
sulla semiretta positiva. Segue direttamente dalla Definizione [1.8.2 che f &
uniformemente continua se e solo se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
w(t) <ese0<t<d, ossiase e solo se limy o+ w(t) = 0. 0

FEsercizio 1.8.5. (i) La funzione x & uniformemente continua.

(ii) La funzione x? & uniformemente continua in ogni intervallo limitato,

ma non lo € su tutto R.

(737) La funzione della parte (i7) ha derivata divergente se x tende all’infi-
nito, ma la divergenza della derivata non ¢ condizione sufficiente per
la perdita della uniforme continuita: ad esempio, la funzione /x &
uniformemente continua.

(1v) La funzione tan(x) ¢ uniformemente continua in ogni intervallo chiuso

contenuto in (—7, 5), ma non lo ¢ nell'intero intervallo aperto (-7, 7 );
piu in generale, ogni funzione che ha un asintoto verticale non ¢ unifor-
memente continua in un intervallo aperto che contiene al suo interno

o ad un suo estremo il punto di singolarita.

T

O

Teorema 1.8.6. (Heine.) Sia K un compatto (ossia un insieme limitato e
chiuso, grazie al Teorema di Bolzano—Weierstrass |1.9. 5) inR™ (0o C"). Ogni
funzione continua su K vé anche uniformemente continua.
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Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che f sia continua su K ma non
uniformente continua. Questo vuol dire che esiste ¢ > 0 tale che per ogni
intero n, esistono punti x, e y, in K con

|Tn — yn| < % (1.20)
|f(zn) = flyn)| > €. (1.21)

Per la proprieta di Bolzano—Weierstrass illustrata nel Teorema , da cia-
scuna delle successioni {x,} e {y,} si puo estrarre una sottosuccessione (ri-
spettivamente {z; } e {y;,}) convergente ad un limite, ed i due limiti coin-
cidono grazie a (@) Sia x questo limite comune. Allora, poiché f &
continua, deve essere lim,, f(z;,) = f(z) = lim, f(y;,). Questo contraddice

(.21 0

1.9 Misura ed integrale di Lebesgue

L’integrale di Riemann di una funzione f continua, definita in un interval-
lo [a,b] C R si ¢ definito partendo da una partizione dell’intervallo [a,b] e
costruendo le somme inferiori di rettangoloidi inscritti nel sottografico del-
la funzione in esame e le somme superiori dei rettangoloidi circoscritti. Si
dimostrava che, al variare di tutte le possibili partizioni di [a, b] ciascuna som-
ma inferiore € minore o uguale di ogni somma superiore, ed esistono somme
superiori e somme inferiori i cui valori sono arbitrariamente vicini.
Si & quindi definito l'integrale di f su [a,b],

/ o) dr

come il numero / tale che ogni somma inferiore ¢ minore o uguale a I e ogni
somma inferiore € maggiore o uguale a I. In altre parole, come I’elemento di
separazione delle due classi, ovvero 'estremo superiore delle somme inferio-
ri, coincidente con l'estremo inferiore delle somme superiori (assioma delle
sezioni di Dedekind: si veda [19, Appendice Capitolo 1]

Vogliamo ora definire un integrale (I'integrale di Lebesgue) per cui sia
possibile integrare funzioni pitt generali di quelle integrabili secondo Riemann,
su una classe di insiemi pitt ampia (gli insiemi misurabili).
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Per definire 'integrale di Riemann si parte suddividendo in sottointervalli
il dominio in cui ¢ definita la funzione f. Invece per definire I'integrale di
Lebesgue costruiamo rettangoloidi basati su partizioni piu complicate. Gli
insiemi che compongono la partizione non sono piu intervalli contigui. In
effetti non sono piu intervalli: persino per una funzione continua, di solito,
ciascun insieme della partizione ¢ una unione di intervalli disgiunti. La par-
tizione del dominio di definizione si ottiene partendo da una partizione in
intervalli disgiunti contigui, non nel dominio di definizione , ma nell’imma-
gine di f. In particolare, possiamo prendere intervalli J, tutti di lunghezza
uguale . Allora, i corrispondenti insiemi [, della partizione del dominio della
funzione f sono

Ii={x: f(x) € Lk} = f(J).

Figura 1.11: Partizione delle ordinate per costruire I'integrale di Lebesgue

Questo metodo si adatta di piu alla funzione e come conseguenza vedremo
che e possibile applicarlo a funzioni meno regolari.

Siamo interessati dunque alla misura di insiemi del tipo f~!([a, b]).
Non tutti gli insiemi sono adatti ad essere misurati. Noi consideriamo sol-
tanto funzioni tali che f~'([a,b]) sia misurabile in un senso appropriato, che
presenteremo piu oltre nella Definizione [1.9.8.
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1.9.1 Insiemi aperti ed insiemi misurabili

Definizione 1.9.1. (Insiemi aperti.) Un sottoinsieme aperto di R ¢ un
insieme O tale che, per ogni x € O, esiste un intervallo aperto I, tale che
x € I, C O. Per ogni aperto O, il complementare R\ O si chiama un insieme
chiuso.

Nota 1.9.2. E facile vedere che un insieme K & chiuso in R se e solo se per
ogni successione di elementi di K che converge ad un limite in R, il limite
appartiene anch’esso a K. a

Vale il seguente risultato elementare, che non dimostriamo (per la parte
(1) si veda [22, Cap. 2, Sezione 5, Proposizione 8|, per la parte (i7) [22, Cap. 2,
Sezione 5, Proposizione 15 e Cap. 7, Sezione 7, Corollario 23]).

Lemma 1.9.3. (i) Ogni insieme aperto in R é unione di una famiglia
numerabile di intervalli aperti disgiunti.

(it) (Heine-Borel.) Un insieme C C R ¢ limitato e chiuso se e solo se,
per ogni famiglia O, di aperti (indicizzati da un indice o non neces-
sariamente intero) tale che C C U,O,, esiste una sottofamiglia finita
O1,...,0, tale che C C U7_,0;.

Definizione 1.9.4. (Insiemi compatti.) Una famiglia O, come nel Lem-
ma (1) si chiama un ricoprimento aperto di C. La sottofamiglia
O1,...,0, si chiama un sottoricoprimento finito. Un insieme C' tale cha
da ogni suo ricoprimento aperto si puo estrarre un sottoricoprimento finito
si chiama un insieme compatto.

Nota 1.9.5. Alla luce della precedente Definizione , il Lemma (17)

asserisce che i sottoinsiemi di R limitati e chiusi sono compatti: questo fatto e
alla base del Teorema di Weierstrass sulla esistenza dei massimi e dei minimi
delle funzioni continue su un intervallo limitato e chiuso (si veda [19, Cap. 16
(Appendice)]). O

Dimostriamo una proprieta dei compatti che in realta & una loro caratte-
rizzazione, e che vale, con opportune varianti e con una dimostrazione diver-
sa, per compatti non solo in R™ ma in qualsiasi spazio metrico [22, Cap. 7,
Sezione 7]) o topologico [22, Cap. 9, Sezione 2, Proposizione 7]).
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Teorema 1.9.6. (Bolzano - Weierstrass.) Sia K un compatto in R™.
Allora da ogni successione {x;} a wvalori in K si puo estrarre una sotto-
successione convergente ad un punto limite v € K; equivalentemente, ogni
successione in K ha un punto di accumulazione.

Dimostrazione. Se la successione ¢ finita (ossia consiste di un numero finito di
punti ripetuti) il risultato ¢ ovvio, quindi assumiamo che sia infinita. Poiché
K ¢ limitato, e racchiuso in un cubo, di lato, diciamo A. Procediamo per
bisezioni successive: dividiamo a meta ogni lato del cubo, generando quindi
2" sottocubi di lato %. Poiché la successione ¢ infinita, ad almeno uno di tali
sottocubi devono appartenere infiniti punti della successione. Consideriamo
la sottosuccessione costituita da questi punti, che giacciono in un cubo di lato
é, ed iteriamo il procedimento di bisezione. Continuando cosi selezioniamo,
per ogni intero m, una sottosuccessione infinita di {z;} che giace in un cubo
Cy, di lato 4. Sia z;, il primo punto della successione {z;} che giace in Cj:
allora la sottosuccessione z;, ¢ di Cauchy, e quindi convergente ad un punto
x € R™. Poiché K e chiuso, = deve appartenere a K.

Per provare 'equivalenza di questa proprieta con l'esistenza di punti di
accumulazione, osserviamo per prima cosa che é chiaro che x ¢ un punto di
accumulazione di {z;}. Viceversa, se un punto x ¢ di accumulazione per una
successione {x;}, allora per ogni intero m ci deve essere un indice j,, tale che
xj, disti da x meno di %, e la sottosuccessione x;, converge a x. a

Nota 1.9.7. (Proprieta dell’intersezione finita.) Nel corso della dimo-
strazione del precedente Teorema [1.9.6 abbiamo provato che la successione
di sottocubi ottenuta tramite bisezioni successive si stringe ad un punto, nel
senso che 'intersezione infinita dei sottocubi inscatolati C € non vuota (e
consiste, ovviamente, di un unico punto). Pil in generale, si ha una ulteriore
caratterizzazione della compattezza, chiamata la proprieta dell’intersezione
finita: un insieme K e compatto se ogni famiglia di suoi sottoinsiemi C,,

tale che per qualunque famiglia finita di indici oy, ..., «, 'intersezione finita
Mj=1,..,nCa; € non vuota ha la proprieta che I'intersezione totale N,C, ¢ non
vuota. O

Ora introduciamo famiglie di sottoinsiemi di R su cui definire il concetto
di integrale:

Definizione 1.9.8. (Insiemi misurabili e o-algebre.) Sia V' una famiglia
di sottoinsiemi di R (questa definizione vale pit in generale per qualsiasi
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spazio ambiente X al posto di R). Estendiamo V' ad una famiglia M di
sottoinsiemi di R che soddisfa le seguenti proprieta:

1. R € M, ed ogni elemento di V' appartiene a M

2. se A € M, allora R\ A € M (vogliamo poter integrare nel complemen-
to!)

3. se A, € Mallora |J,._, A, € M (vogliamo poter integrare un insieme
tramite esaustione!)

Allora la famiglia M di insiemi si chiama la famiglia (o o-algebra) degli
instems misurabili in R generata da V.

Veniamo ora alla definizione centrale di questa sottosezione: quella di
insiemi misurabili secondo Lebesgue. Una definizione alternativa, che segue
una costruzione dovuta a Caratheodory, ¢ presentata nell’Appendice

Definizione 1.9.9. (0-algebra di Borel: insiemi misurabili secondo
Lebesgue.) La o-algebra SR generata dagli aperti si chiama famiglia (o o-
algebra) di Borel, ma in questo libro, dove consideriamo raramente misure
diverse da quella di Lebesgue, indicheremo sempre questi insiemi come gli
insiemi misurabili (secondo Lebesgue).

Nota 1.9.10. Ovviamente tutti gli aperti sono misurabili secondo Lebesgue.
Passando ai complementari, tutti i chiusi sono misurabili secondo Lebesgue.
Pero gli insiemi misurabili formano una famiglia molto piu vasta degli aperti
e dei chiusi: costruire insiemi non misurabili non ¢ un obiettivo elementare
(si veda [22, Chapter 3, Sect. 4]).

E invece facile mostrare che per ogni insieme A misurabile secondo Lebesgue
e non vuoto esistono compatti K C A ed aperti V' O A non vuoti. Questo e
vero in R, in R™ e piu in generale in qualunque spazio topologico che verifica
la seguente proprieta di separazione di Hausdorff: dati due punti, esisto-
no un intorno aperto del primo ed un intorno aperto del secondo disgiunti
(esercizio). O

Definizione 1.9.11. (Misure di Borel e misure regolari.) Sia R la
o-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue. Una misura (o piu pre-
cisamente una misura di Borel) positiva ¢ una funzione m : R — [0, o0]
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(possono esistere insiemi di misura infinital) che sia numerabilmente additi-
va, ossia tale che se {A,} ¢ una famiglia numerabile di sottoinsiemi a due a
due disgiunti di R, allora

m (U An> => m(A,). (1.22)

Se i valori di m sono reali ma non positivi, m si chiama una misura (non
positiva). In maniera analoga si definisce una misura complessa m : R —
C U oo, 0 una misura complessa finita m : R — C.

Una misura di Borel si dice regolare se per ogni insieme misurabile £ e per
ogni € > (0 esistono un insieme compatto K ed un insieme aperto V' tali che
K C E C V (si veda la precedente Nota [1.9.10) e u(V \ K) < e: in altre
parole, se ogni boreliano puo essere invaso da compatti e contornato da aperti
in maniera esaustiva nel senso della misura.

Tutte le misure in questo libro sono tacitamente assunte regolari e o —finite,
nel senso che nello spazio X dove la misura ¢ definita esiste una succes-
sione numerabile di di sottoinsiemi misurabili X, di misura finita tali che
U, X, = X.

Si dice che una misura non ha atomi se ogni insieme di misura positiva
contiene un sottoinsieme di misura strettamente inferiore ma ancora positiva.

Corollario 1.9.12. Sia m una misura positiva e consideriamo una famiglia
decrescente di insiemi misurabili {E, ,n =1,2,...} (cioé tale che E, 1 C E,
per ogni n), con m(E;) < oco. Allora m (N, E,) = lim,, oo m (E,).

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che la positivita della misura e la con-
dizione di decrescenza, F, 1 C E, per tutti gli n, assicurano che {m (F,)}
sia una successione monotona non crescente di numeri non negativi: pertanto
esiste il limite lim,, o, m (E,) (Sezione ) In generale questo limite puo
essere finito o infinito, ma nel nostro caso, poiché abbiamo fatto I’ipotesi che
la misura di E; sia finita, il limite e anch’esso finito.

Poniamo £ = N E, e F,, = E, \ E,;. Allora E e gli F,, sono insiemi
disgiunti e Ey = EUJ,~, F,,. Da ([L.22) si ha

m (Ey) =m(E) + Y _m(F,) . (1.23)
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D’altra parte, anche E, = F, .1 U (E, \ Eny1) = E,y1 U F, & una decompo-
sizione disgiunta, e quindi, di nuovo, m (F,) = m (E,) — m (E,41). Percio
possiamo riscrivere (123) COs:

m(E) = m(E)+> m(E,\ Eun)

k—1

= m(E) + ,}ggO;m (En \ Ent1)

— m(E)+m(E) - lim o (E)

Poiché abbiamo supposto che m(E;) sia finito, possiamo semplificsrlo ad
entrambi i membri, de cosl otteniamo il risultato. a

Esercizio 1.9.13. Si costruisca un esempio che mostri che I’enunciato del Co-
rollario [1.9.12 non vale nel caso in cui la misura sia infinita. Ad esempio, si
consideri R munito della misura di Lebesgue, che verra definita nella succes-
siva Definizione [1.9.2(J, ma che possiamo anticipare dicendo che la misura di
Lebesgue di un intervallo ¢ la sua lunghezza, e quindi la misura di Lebesgue di
tutto R ¢ infinita. Si prenda la seguente successione di insiemi: Fy =R, F; =
U 2n2n+1], B =, 2n.2n+1],... B, = U [2n,2n + 2.
Allora tutti gli insiemi Fj hanno misura infinita, ma la loro intersezione con-
siste dell’insieme numerabile Z, che ha misura zero.

O

Nota 1.9.14. E chiaro dalle Definizioni e che ogni misura ¢ uni-

vocamente determinata dai suoi valori su una famiglia di generatori della
o-algebra su cui ¢ definita. Questo vale non solo per le misure di Borel,
ma piu in generale per oc—algebre e misure definite in un qualsiasi spazio
ambiente X, nel senso della Definizione [1.9.8.

O

Definizione 1.9.15. Se E e un insieme misurabile, F si dice di misura nulla
se m(E) = 0.

Definizione 1.9.16. Una proprieta si dice verificata quasi ovunque (q.0.) se
I’insieme su cui non ¢ verificata ¢ di misura nulla.
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Esempio 1.9.17. Due funzioni f: S — R e g: S — R sono uguali q.0. se

m({z € 5: f(x) #9(z)}) =0

Dalla additivita numerabile della misura segue:

Corollario 1.9.18. Se {F,,} ¢ una famiglia numerabile di sottoinsiemi di R
tutti di misura nulla, allora \J, F,, ha misura nulla.

Ancora grazie alla additivita numerabile, dal Lemma (i) segue im-
mediatamente:

Corollario 1.9.19. Una misura ¢ univocamente determinata dai suoi valori
sugli intervalli aperti (o equivalentemente, passando ai complementari, sugli
intervalli chiusi).

Definizione 1.9.20. (Misura di Lebesgue.) La misura m definita su ogni
intervallo aperto (a, b) da

m(a,b) = |b— al

si chiama la misura di Lebesque su R. Perché questa definizione sia compa-
tibile con la Definizione di misura di Borel, occorre mostrare che la
misura di Lebesgue ¢ numerabilmente additiva: questa dimostrazione viene
posposta all’Appendice (Proposizione )

Nota 1.9.21. Per futuro riferimento, osserviamo che la definizione di misura,
ed in particolare di misura di Lebesgue, si generalizza immediatamente allo
spazio vettoriale n—dimensionale R", con coordinate xq,...x,. Basta sosti-
tuire gli intervalli aperti con i rettangoli (multidimensionali) {a; < 27 < by,
ag < xg < by, ... , a, < x, < by,}: su un tale rettangolo, la misura di
Lebesgue vale |(by — a1)(by — az) ... (b, — a,)|. 0

Esempio 1.9.22. (Una misura di Borel puramente atomica: la mi-
sura che conta.) Si prenda come spazio ambiente non R ma un qualsiasi
insieme numerabile X, ad esempio gli interi Z o gli interi positivi N (ma
anche i razionali Q). Come generatori di una o-algebra scegliamo i singoli
punti, cioé gli insiemi costituiti da un punto solo (che spesso si chiamano
singletons). A ciascun singleton diamo misura 1. La misura definita su di
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essi si estende in maniera unica alla o-algebra che essi generano, come os-
servato nella Nota [1.9.14. E chiaro che questa o-algebra consiste di tutti i
sottoinsiemi di X (X & numerabile, e quindi ogni suo sottoinsieme & unione
numerabile di singoli punti!), e che la misura m cosi ottenuta ¢ quella che su
ogni sottoinsieme U di X ha per valore il numero di punti di U (la sua cardi-
nalita). Questa misura m si chiama la misura che conta (counting measure).

O

FEsempio 1.9.23. Un punto, o un insieme finito o numerabile, ha misura nulla,
grazie a ([l.22). Se ad un insieme misurabile aggiungiamo o eliminiamo un
insieme di misura nulla la misura di Lebesgue non cambia.

In particolare, il campo Q dei numeri razionali ¢ un sottoinsieme di R di
misura nulla, dato che ¢ un insieme numerabile (Sezione ) O

FEsercizio 1.9.24. Si provi che il sottoinsieme £ C R dato da E = (U:{i%En) \
Q, dove

|1 1 1 N 1
"oo10m 10mH 10m 0 107 ]

¢ misurabile secondo Lebesgue, e se ne calcoli la misura.

Svolgimento. Osserviamo dapprima che gli insiemi E,, sono disgiunti: questo

segue immediatamente dalla disuguaglianza

1 1 1 1

< —_—
101 1072 S T0r 100

che vale per ogni n perché equivale a 1/10 — 1/100 < 1 — 1/10, banalmente
vera. Percio dalla numerabile additivita della misura (Definizione [1.9.11]) (e
dall’invarianza per traslazione della misura di Lebesgue) segue

- > 1 1 > 1 2
m(UnE"):ZMEn):Zm{_W’ W]:z 00 9
n=0 n=1

n=0

Poiché I'insieme FE differisce da questa unione solo per un insieme di misura
nulla (contenuto in Q), la misura di E (ossia la differenza delle misure) ¢ la
stessa. O

Definizione 1.9.25. (Misure assolutamente continue e misure sin-
golari.) Una misura reale o complessa m; si dice assolutamente continua
rispetto ad un’altra misura msy definita sulla stessa o-algebra (ad esempio
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quella di Borel, a cui restringeremo ’attenzione nel seguito) se per ogni in-
sieme misurabile E tale che my(E) = 0 anche m,(£) = 0.

Si dice che una misura m ha supporto in un insieme misurabile S se m(E) =
m(E N S) per ogni insieme misurabile E, o, equivalentemente (esercizio), se
m(E) = 0 per ogni insieme misurabile £ disgiunto da S.

Si dice che due misure m; e my sono mutuamente singolari se esistono due
insiemi disgiunti S; e S5 tali che m; ha supporto in S;, 1 = 1,2..

Notazione 1.9.26. Useremo spesso nel resto di questa Sezione la notazione
p(E) = [, dp, e pitu in generale anticipiamo la notazione [, f du ed alcune
proprieta ovvie dell’integrale rispetto ad una misura di Borel: per la defini-
zione esplicita di integrale rispetto ad una misura di Borel rinviamo il lettore
alla successiva sottosezione (dove l'attenzione si limita alla misura di
Lebesgue, ma la costruzione vale in generale).

Il prossimo enunciato, che non dimostriamo, & un risultato classico sulla
teoria della misura. Si veda [22, Cap. 11, Sezione 6, Teorema 23|, o [23,
Teorema 6.9].

Teorema 1.9.27. (Radon—Nikodym.)

(1) Siano my e my due misure su R (rispetto alla stessa o-algebra, ad
esempio due misure di Borel) con la proprietd che my € assolutamente
continua rispetto a mo, nel senso della precedente Definizione |1.9.24.
Allora esiste una funzione misurabile g con integrale finito rospetto a
mo tale che, per ogni insieme misurabile W, si ha

i) = [ g(t)dma(t) = [ g(6) xar(t)dma(t
w R
dove xw € la funzione caratteristica di W (Definizione ) Se le
due misure sono positive, allora g é una funzione positiva.
Ovviamente vale anche "tmplicazione inversa.

(17) Se invece my non é assolutamente continua rispetto a ma, allora esi-
stono e sono uniche una misura mg singolare rispetto a mo ed una
funzione g di integrale finito rispetto a mo tali che, per ogni insieme
misurabile K

mi(E) = my(E) + / g(t) dma(t) .

E
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(1ii) Secrivendo fi(x) = myi(—o0,z) e fs(x) = ms(—o0,x), abbiamo f| = g
e fI =0 quasi ovunque.

Definizione 1.9.28. La funzione misurabile g del precedente Teorema
si chiama la derivata di Radon—Nykodim di my rispetto a ms, e si scrive

o dm1

= dmy
Definizione 1.9.29. Sia p una misura reale su R o R" assolutamente con-
tinua rispetto alla misura di Lebesgue m (la quale, per R™ verra definita
in seguito nella Definizione [1.9.29). con derivata di Radon—Nykodim ¢ (nel
senso della precedente Definizione ) Consideriamo le due misure posi-
tive py e p_ assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue le cui
derivate di Radon-Nykodim sono, rispettivamente, du/dm = max{g,0} e
dp_/dm = —min{g,0}. Allora, ovviamente, si ha u = py — p_. Definia-
mo wvariazione totale della misura p la misura |u| (assolutamente continua
rispetto a m) data da |u| = pus + p_.

Se u € una misura complessa assolutamente continua rispetto a m, allora
spezziamo j come la combinazione lineare di due misure reali, © = Re p +

iIm p, e definiamo la variazione totale di p come |u] = |Re p| + | Im .
Si introduce una norma sulle misure finite su R™ nel modo seguente:
]l = [l (R™) .

Una misura di norma finita si dice una misura finita.

Nota 1.9.30. E facile verificare che, se my € una misura reale finita e m,
¢ assolutamente continua rispetto a mag, allora ¢ = dmy/dmy appartiene
a L'(ma) e ||gllrims) = [ lgldma < [|gldlms] = |mi]|. Ovviamente si
ha l'uguaglianza se my € una misura positiva: in tal caso d|mq|/dms =
lg|. Lasciamo al lettore il compito di stabilire le corrispondenti relazioni per
misure complesse. O

Dalla precedente Nota segue subito questo risultato:

Corollario 1.9.31. Se p e una misura complessa su R", allora per ogni
f e LY (u) e per ogni insieme misurabile W,

‘/Wfdu'éfw|f|d|u|-
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Notiamo anche la seguente generalizzazione ovvia del teorema classico
della media integrale (Sezione [L.1)):

Proposizione 1.9.32. Se u é una misura di Borel positiva finita e f € una
funzione limitata su un insieme misurabile E, allora

u(E) - min f < /Efdu < u(E) - max f.

In particolare, se E ¢ connesso e f é continua, allora esiste & € E tale che
S Fdp = pu(E) f(€) (quest’ultima asserzione seque dalla precedente grazie al
teorema det valori intermedi per le funzioni continue sui connessi, Sezione

1.4

Chiudiamo questa sottosezione con un altro risultato elementare sugli in-
siemi misurabili secondo Lebesgue, che non dimostriamo (si veda [22, Cap. 2,
Sezione 3, Proposizione 15 (ii)]). In combinazione con il Lemma (1), il
prossimo lemma prova in maniera precisa un enunciato suggestivo ma vago
che asserisce che ogni insieme misurabile ¢ approssimativamente una unio-
ne numerabile di intervalli. In realta si puo provare in maniera precisa un
enunciato piu forte, che si chiama il primo principio di Littlewood, e che in
maniera vaga si enuncia dicendo che ogni insieme misurabile ¢ approssima-
tivamente una unione finita di intervalli [22, Cap. 2, Sezione 3, Proposizione
15 (vi)].

Lemma 1.9.33. Per ogni insieme E C R misurabile secondo Lebesgque e
per ogni 0 > 0 esiste un aperto O D E tale che la misura di Lebesque del
complemento O \ E verifica la disuguaglianza m(O \ FE) < 6, ed un chiuso
C' C FE tale che m(E \ C) < 4. In particolare, la misura di Lebesque é una
misura di Borel regolare nel senso della Definizione |1.9.11. Se m(E) < oo
si pud trovare un tale C' limitato (cioé compatto). Inoltre, esiste una unione

finita A di intervalli aperti tale che m({A\ E}U{E\ A}) <.

1.9.2 Relazione tra insiemi misurabili ed integrabilita
secondo Riemann

Definizione 1.9.34. Sia f definita in un intorno di un punto x e tale che

i o [ 150~ ol =0,

-



84 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

ossia che la variazione di f tenda a zero all’avvicinarsi a . Un punto x con
questa proprieta si chiama un punto di Lebesque di f.

Nota 1.9.35. 1l valore f(z) che rende xy un punto di Lebesgue di f, se esiste,
¢ univocamente determinato. Infatti, supponiamo che, se si sceglie f(xg) =
Yo, il punto xq risulti un punto di Lebesgue, ossia lim, ,o+ 1/(2r) f;jﬂr lyo —
f(t)|dt = 0. Mostriamo che, se invece si assegna f(xg) = y1 # Yo, il punto

xo smette di essere un punto di Lebesgue di f. Infatti, dalla disuguaglianza
triangolare [y1 — f()| = [|y1 — vol — [yo — f(?)]], segue

1 z+r 1 z+r
— — f(t)|dt > — - - — f(t)]| dt
5w | = r1des 5 [ =l = o= 0
1 T+r
> [ =l = - s af
r T—r
1 z+r
= (|1 — ol — — — f(t)|dt
[ R (It
e per  — 0 il secondo membro tende a |y; — yo| > 0. O

FEsercizio 1.9.36. Ogni punto di continuita di una funzione f & anche un punto
di Lebesgue di f. O

Teorema 1.9.37. (Lebesgue.) Le funzioni integrabili secondo Riemann so-
no le funzioni continue quasi ovunque. Se una funzione é integrabile secondo
Lebesque, allora é misurabile (si veda la Definizione subito oltre) e qua-
st ogni x € un punto di Lebesque di f nel senso della precedente Definizione
_9.3.

FEsempio 1.9.38. La funzione che vale 1 su Q e 0 altrimenti non é integrabile
secondo Riemann. 0

La classe di funzioni integrabili secondo Lebesgue ¢ piu ampia. Definiamo

quindi le funzioni misurabili.

1.9.3 Funzioni misurabili secondo Lebesgue

Definizione 1.9.39. (Funzioni misurabili.) Una funzione f : S — R si
dice misurabile (rispetto ad una misura assegnata, che in questa Sezione si



1.9. MISURA ED INTEGRALE DI LEBESGUE 85

sottintende essere la misura di Lebesgue) se gli insiemi f~*(a,b), f~(a, +00)
e f~!(—o00,b) sono misurabili, per ogni a,b € R. (Naturalmente, grazie alle
proprieta delle c—algebre, basta assumere una sola di queste condizioni).

Nota 1.9.40. Dal fatto che il complemento, 'intersezione finita e 1'unione
numerabile di insiemi misurabili sono misurabili segue che, se f~1(a,+00) ¢
misurabile per ogni a, lo sono anche f~![a,+o0), f~1(—o00,b), f~1(—0c0,]
e f7!(a,b), per ogni b: quindi nella definizione di funzione misurabile basta
richiedere una qualsiasi di queste condizioni. O

Esercizio 1.9.41. Se f e g sono funzioni misurabili, allora le loro combinazioni
lineari sono misurabili, e le funzioni max{f, g} e min{f, g} sono misurabili.
Se E ed E5 sono due insiemi disgiunti e f; € una funzione misurabile definita
su E; ed fy € una funzione misurabile definita su Fj,, allora la funzione f
definita su E; U By dall’incollamento di f; e fy, ossia f(x) = fi(z) se x € By
e f(z) = fa(x) se x € Ey, ¢ anch’essa misurabile.

Se f, sono misurabili, allora f(z) = lim, f,(x), g(x) = sup,, fa(z) e h(z) =
inf,, f,(x) sono anch’esse misurabili. O

Cominciamo con il definire I'integrale di Lebesgue per una classe di fun-
zioni misurabili elementari.

1.9.4 Costruzione dell’integrale di Lebesgue

Definizione 1.9.42. (Funzioni semplici.) Sia {4,,,n=1,2,..., N} una
successione finita di insiemi misurabili disgiunti tali che UY_; A, = R, x, la
funzione caratteristica di A,, (Definizione E) e{c, €C,n=1,2,...,N}.
Allora la funzione 0 = Zivzl CnXn Si chiama funzione semplice.

Nota 1.9.43. Se E ¢ un insieme misurabile allora la sua funzione caratteristica
X e € una funzione misurabile.
Infatti, se 1 € (a,b), allora l'insieme controimmagine x5'(a,b) = E & misu-
rabile. Se 0 € (a,b) allora x5'(a,b) = R\ E & misurabile. Se infine 0 ¢ (a,b)
e 1¢ (a,b), allora x5'(a,b) = 0 & misurabile.

Quindi xz'(a,b) un insieme misurabile per tutti gli a, b € R, e quindi yz
¢ misurabile in virtu della Definizione .

Pertanto tutte le funzioni semplici sono misurabili. Ovviamente esse sono
anche limitate, perché assumono un numero finito di valori. O
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Definiamo [’integrale di Lebesgue di una funzione semplice su un insieme
misurabile.

Definizione 1.9.44. Sia F un insieme misurabile e sia s la funzione semplice
s(x) =) ajxa,(@).
j=1

Se m ¢ una misura, si definisce integrale di s su F rispetto a m la quantita

/Es(a:) dx = Zajm(Aj NE).

Generalmente limiteremo l'attenzione al caso della misura di Lebesgue, e
chiameremo l'integrale cosi definito integrale di Lebesgue di funzioni semplici.
Si osservi che, nel caso particolare in cui A; = [a;,b;) siano intervalli tutti
contenuti in F, si ottiene

/ s(z)dr = Zaj b; — a;|
E =

e quindi, per queste particolari funzioni, che nel seguito chiameremo funzioni
a gradini (Definizione [1.18.1))), I'integrale di Lebesgue coincide con quello di
Riemann.

FEsercizio 1.9.45. Sia s(x) = X[o.4] + 3)([; 5]~ 2X[§71]- Allora 'integrale di

Lebesgue di s vale %. O

A partire dall’integrale delle funzioni semplici si definisce l'integrale di
Lebesgue delle funzioni misurabili. Per fare cio abbiamo bisogno del seguente

Teorema 1.9.46. Sia f una funzione misurabile non negativa. Allora esiste
una successione {s,} di funzioni semplici tali che

L.0<sp<sa<---< f
2. su(x) = f(x) per n — oo per ogni x.

Quindi
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Definizione 1.9.47. (Integrale di Lebesgue.) Se f ¢ una funzione mi-
surabile non negativa ed E € un insieme misurabile, l'integrale di f su E e

definito da
/f(x) dazzsup/ s(z) dx
E E

dove dx denota la misura di Lebesgue, e 'estremo superiore ¢ preso su tutte
le funzioni semplici tali che 0 < s < f.

In questo modo abbiamo definito l'integrale di Lebesgue di una funzione
misurabile non negativa. Estendiamo la definizione al caso di funzioni a valori
reali o complessi.

Se f ¢ una qualsiasi funzione misurabile reale scriviamo f = f, — f_ con
fr =max{f,0} e f- = —min{f,0}. Quindi f, e f_ sono positive o nulle.
Se f & misurabile complessa scriviamo f = (uy —u_) + i(vy —v_), e quindi
I'integrale di Lebesgue di f su un insieme misurabile £ ¢ definito come la
seguente combinazione lineare dei corrispondenti integrali dei termini non
negativi costituenti:

/Ef(x)dx:/Eu+(x>dx—/Eu_<x>dx+i/Eu+(x>dx—z'/Ev_(x)dx.

Una definizione analoga si pone per ogni misura m, e stabilisce la nozione
di integrale rispetto a questa misura. La misura che utilizziamo comunemente
in questo libro e quella che su ogni intervallo finito in R ha per valore la sua
lunghezza: ma ad esempio, se si considera la misura che conta m introdotta
nell’Esempio [1.9.22, lo spazio L” si identifica con lo spazio ¢P della Definizione
1.7.1), i cui elementi sono successioni (esercizio.)

Nota 1.9.48. (Paragone fra gli integrali di Lebesgue e di Riemann.)
Abbiamo gia osservato che, per le funzioni a gradini (Definizione ), che
sono un caso particolare delle funzioni semplici, 'integrale di Lebesgue coin-
cide con l'usuale integrale di Riemann (si veda la Definizione [1.9.44). Poiché
quest’ultimo, per funzioni f > 0 piu generali, ¢ definito come I’estremo supe-
riore delle funzioni a gradini minoranti f, segue che l'integrale di Lebesgue
coincide con quello di Riemann per tutte le funzioni integrabili secondo Rie-
mann, non negative e a supporto compatto (le funzioni a gradini sono nulle
al di fuori di un intervallo limitato). Se invece f & a valori reali ma di segno
non costante, la scindiamo come somma delle sue parti positiva e negativa
come abbiamo fatto nella costruzione dell’integrale di Lebesgue (Definizione
). In tal modo vediamo subito che, se f & a supporto compatto ed &
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integrabile secondo Riemann, di nuovo l'integrale di Lebesgue coincide con
quello di Riemann. Se invece E = supp f non e compatto, allora I'integrale
di Riemann e costruito diversamente, come integrale improprio, cioe come
limite di integrali di troncamenti di f a intervalli limitati via via piu grandi
che invadono E. In questo caso puo succedere che f sia misurabile ed inte-
grabile secondo Riemann, ma non nel senso di Lebesgue. Infatti, per essere
integrabile secondo Lebesgue, come abbiamo visto nella costruzione, devo-
no essere separatamente integrabili la sua parte positiva e negativa. Quando
questo non succede, puo pero’ accadere che le oscillazioni di segno producano
cancellazioni di aree fra intervalli consecutivi tali da rendere finito 'integrale
improprio di Riemann. Vedremo nel Lemma 5.19.3‘ che questo ¢ il caso per la
funzione f(z) = Si‘;x, x > 0, che invece non ¢ integrabile secondo Lebesgue
perché le sue parti positive e negative decrescono in media con la velocita
di 1/z, e quindi il loro integrale non ¢ finito (Sezione [L.1)). Per funzioni non
negative queste compensazioni dovute ai segni non ci sono, ed allora se esiste
I'integrale di Riemann, proprio od improprio, esso coincide con l'integrale
di Lebesgue (ma potrebbe esistere l'integrale di Lebesgue senza che esista
quello di Riemann: ad esempio la funzione caratteristica dell’insieme dei nu-
meri razionali ha integrale 0 secondo Lebesgue — si vedano gli Esempi [1.9.2
e [1.9.49 — ma lasciamo al lettore la facile verifica che essa non e integrabile
secondo Riemann).

Osserviamo a questo proposito che, a differenza dalle funzioni a gradini,
le funzioni semplici, pur avendo un numero finito di valori, non hanno neces-
sariamente supporto compatto (i valori sono costanti su insiemi misurabili
non necessariamente limitati, si veda la Definizione [1.9.42). Pertanto non si
definisce un integrale improprio nel senso di Lebesgue: la costruzione del-
I'integrale di Lebesgue di una funzione ¢ la stessa sia che il suo supporto sia
limitato, sia che sia illimitato. a

Esempio 1.9.49. Segue dall’Esempio che, se i valori di f vengono cam-
biati in un insieme finito di punti, o pitt in generale in un insieme di misura
nulla, 'integrale di Lebesgue di f non cambia. O

Esercizio 1.9.50. Rivedere 'Esecizio e mostrare che la funzione ca-
ratteristica x dellinsieme E ivi definito (definita nella Definizione [L.1.3) ha
integrale di Lebesgue % (ovviamente: uguale alla misura di Lebesgue di E),
ma non ¢ integrabile secondo Riemann (basta mostrare che su ogni E, la pit
piccola funzione a gradini maggiorante di y ¢ 1 e la piu grande ¢ 0). O
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Proposizione 1.9.51. Sia {f, :R - C,n=1,2,...} una successione di
funzioni misurabili secondo Lebesque. Se esiste quasi ovunque il limite
f(z) = lim, o fu(x), 0, nel caso le funzioni f, siano a valori reali, l’estremo
superiore f(x) = sup,, fu(x) (oppure Uestremo inferiore f(x) = inf, f,(z)),
allora la funzione f e misurabile secondo Lebesgue.

Dimostriamo ora tre teoremi, fra loro equivalenti, di fondamentale im-
portanza per il passaggio al limite sotto il segno di integrale. Enunciamo
questi teoremi per l'integrale di Lebesgue, ma le dimostrazioni sono le stesse
per integrali rispetto a qualsiasi misura positiva definita su una o-algebra di
insiemi, non necessariamente di Borel e non necessariamente in R.

Teorema 1.9.52. (Lemma di Fatou.) Sia E C R un sottoinsieme misu-
rabile (ad esempio R stesso) e {f, : E— Rt n=1,2,...} una successione
di funzioni misurabili a valori reali non negativi.

Allora la funzione iminf, ., f,(x) é misurabile secondo Lebesque, grazie
alla Proposizione |1.9.51, e si ha:

/ liminf f,(z) dx < liminf / folz
E N—oo n—00

(gli integrali possono essere finiti o infiniti).

Dimostrazione. Sia f = liminf, .. f,. Passando ad una sottosuccessio-
ne, possiamo assumere che f,(x) — f(x) per quasi ogni z. Per definizione
di integrale (Definizione [1.9.47), basta dimostrare che, se ¢ ¢ una funzione
semplice non negativa con ¢ < f, allora

/}3¢<ligic>r<)1f[Efn. (1.24)

Consideriamo dapprima il caso in cui |[ z® = oo. Poiché le funzioni
semplici assumono solo un numero finito di valori (Definizione [1.9.42), in
questo caso un valore positivo, diciamo a, di ¢ deve essere assunto su un
insieme misurabile A di misura infinita. Consideriamo la famiglia di insiemi

A, ={z e E : felx) >aVk>=n}.

Gli A, sono misurabili perché le funzioni f, lo sono (Definizione ),
e sono una famiglia crescente con n. Inoltre U,A,, D A dal momento che
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¢ < lim, f,,, e quindi lim,, m (A,) > m(A) = co. Pertanto fE fn > fAn fn >
am (A,) — oo, ed il teorema vale in questo caso particolare.

Allora assumiamo |’ @ < oo. Allora, sempre per il fatto che le funzioni
semplici assumono solo un numero finito di valori, A = {zx € F : ¢(z) > 0}
¢ un insieme misurabile di misura finita. Denotiamo con M il massimo valore
di ¢, scegliamo un € > 0 arbitrario e consideriamo gli insiemi

A, ={z e E : fi(v) > 1 —e)p(x)VEk>=n}.

Per la stessa ragione di prima, I'unione della famiglia crescente di insiemi
misurabili A,, contiene A. Percio {A\ A,} & una famiglia decrescente con
intersezione vuota, e quindi segue dal Corollario [1.9.12 che lim,, m (A \ 4,) =
0. Osservando che ¢ = 0 su F'\ A, e quindi ngb—fA\Ak o= quﬁ—fA\Ak o=
/ 4, &, ora possiamo scrivere che, per k > n

[ = RETEE Ak¢:<1—e>{/¢—/A\Ak¢]
> 1—5/¢ A\Ak¢ /aﬁ—e(/ ¢+M))

Poiché € > 0 e arbitrario, la precedente disuguaglianza vale anche quando si
prende 'estremo inferiore rispetto a €, in altre parole quando si pone € = 0,
da cui il risultato. O

Teorema 1.9.53. (Teorema di convergenza monotona.)

Sia E C R un sottoinsieme misurabile (ad esempio R stesso) e {f, : E —
R*,n=1,2,...} una successione monotona di funzioni misurabili a valori
reali non negativi, cioé tale che, per ogni x € R, si ha f,(z) < for1(z). Sia
f(z) = lim, o fru(x) (il limite esiste, finito o infinito, grazie alla condizione
di monotonia (Sezionel|l 1), ed é una funzione misurabile secondo Lebesque
grazie alla Proposizione |1.9.51).
Piu in generale, abbandonando la condizione di monotonia che da nome al
teorema, supponiamo solo che f, converga a f quasi ovunque e che 0 < f,, <

3

Allora
(gli integrali possono essere finiti o infiniti).
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Dimostrazione. La condizione f,, < f implica [ g fn < / r [, e pertanto, dal
Lemma di Fatou (Teorema [1.9.52)

/ f < liminf / fn < limsup / fn < / [

e quindi il massimo e minimo limite coincidono (e quindi esiste il limite), e
coincidono con [, f. 0

Teorema 1.9.54. (Teorema di convergenza dominata di Lebesgue.)

Sia E C R un sottoinsieme misurabile (ad esempio R stesso) e g una fun-
zione misurabile su E tale che [,|g| < co. Sia {f,: E—-Cn=12...}
una successione di funzioni misurabili con la proprieta di essere tutte simul-
taneamente maggiorate da g: cioé |f,(x)| < g(x) per ogni n e per quasi
ogni x € E. Se per quasi ogni x esiste, finita od infinita, la funzione limite
f(z) = lim, o fu(x), allora

nli_{xolo/Efn(x)da::/Ef(:U)dx

(gli integrali possono essere finiti o infiniti).

Dimostrazione. Spezzando gli integrali delle parti reale ed immaginaria di
fn e f, osserviamo che basta dimostrare il teorema per funzioni f, a valori

reali. Allora g + f, e g — f, sono entrambe non negative, e dal Lemma di
Fatou (Teorema [1.9.52) segue Ju(g+ f) <liminf, [ (9+ fa) e [p(g—f) <
liminf, [, (g — fn), da cui

/fgliminf/fnglimsup/fng/f.
E E E E

Da questo il risultato segue come nella dimostrazione del Teorema di Con-
vergenza Monotona (Teorema ) 0

Esercizio 1.9.55. Calcolare fo x) dx, dove k € un intero positivo e

n=1

sono le serie di potenze introdotte nell’Esercizio .
Svolgimento. Abbiamo visto nell’Esercizio [1.4.16 che queste serie convergono
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puntualmente ma non uniformemente in (0,1). Nondimeno, i loro termini
sono positivi e quindi, per ogni 0 < z < 1, le loro somme parziali s§k)(a:) =

J_,x™ crescono al crescere di j. Pertanto possiamo integrare termine a

termine in base al Teorema di Convergenza Monotona (Teorema [1.9.53). 1l

risultato ¢
1 0 1 e’}
1
®) () do — / n* dp — E -
s\ (x) dx E " dx ,

che diverge per £ = 1 ma converge se k > 1. O

FEsercizio 1.9.56. (i) Nellintervallo {—n/4 < x < 7/4} definiamo

ntanzx
@) = T
Calcolare lim,,_,, f_% folz)dz.

(#7) Nell'intervallo {—7/4 < x < w/4} definiamo

(sinzx)”
A Py

Calcolare lim,,_, f_%z gn(T)dz .
4
(¢43) Nell'intervallo {—7n/4 < x < w/4} definiamo

n(sinz)"
hn(z) = Tr i

Calcolare lim,,_, f_% h () d .

Suggerimento: non si provi a calcolare esplicitamente la primitiva; si usi
invece il Teorema di Convergenza Dominata [1.9.54 oppure il Teorema di
Convergenza monotona [1.9.53, a seconda dei casi.

Svolgimento. Per la parte (i), osserviamo che, nell'intervallo [0,7/4] la
funzione tangente & crescente e convessa, e tan(w/4) = 1. Quindi, per
ogni x € [0,7/4], abbiamo tanz < 4x/7m < 2z, e per parita abbiamo
|tanz| < 2|z| per ogni x € [—7/4,7/4]. Quindi, nel nostro dominio di
integrazione, |f,(z)| < 2n|z|/(1 + n*z?). Poniamo u(x) = 2|z|/(1 + z?), ed
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osserviamo che u ¢ una funzione limitata (0 < u(z) < 1: il valore esatto di
[|w||Lo<[o,z) & irrilevante). Abbiamo quindi

|fu(@)| < n|z|/(1+n2?) = unz) < |lulle <1,

e quindi possiamo applicare il Teorema di Convergenza Dominata nel-
intervallo [—7 /4, m/4]. Poiché u(nx) = n/(1 + n*z?) — 0 per n — oo per
ogni « € I = [—7/4,7/4], anche f,(z) = u(nz) tanz tende a 0 con n, ed il
limite di [, f, da vale 0.

Osserviamo che, a parte un numero finito di termini iniziali, la convergenza a
0 di n/(1+n2x?) ¢ monotona decrescente, quindi avremmo pitt semplicemente
potuto applicare il Teorema di Convergenza Monotona [1.9.53, e risparmiarci
la stima uniforme, che abbiamo invece dato per completezza.

Per la parte (i7), il procedimento & identico. Questa volta maggioriamo
|sinz| < sinm/4 = 1/4/2, e quindi |g,(2)] < cn(z) := 1/(22 (1 + n’z?)), che
tende a zero in maniera monotona. Quindi il limite di f‘ Nagn| dz < f ;Cndx e
di nuovo 0, per il Teorema di Convergenza monotona [1.9.53. Anche in questo
caso, osserviamo che la disuguaglianza |g,| < ¢, implica che le funzioni g,
sono tutte equilimitate da una costante: le ¢, sono evidentemente minori
di 1. Quindi lo stesso risultato segue anche dal teorema di Convergenza
Dominata. In questo caso la maggiorazione uniforme ¢ banale, ma il fatto
che la convergenza sia anche monotoéna lo ¢ altrettanto.

Per la parte (i7i) usiamo l'ultima maggiorazione che abbiamo provato,
|sinz| < 1/v/2, da cui

n2-z
hp(z)] < ———.
hn(@)| S 10202
Poiché n < 24 per ogni n € N, abbiamo

2- %
)] < due) = T
e le funzioni d,, tendono a zero in maniera monotona, e sono anche equili-
mitate dalla costante 1. Quindi [ 7 haldr < i) ; dn dx tende a zero, sia per il
Teorema di Convergenza Dominata [1.9.54; sia per il Teorema di Convergenza

monotona [1.9.53. O

Esercizio 1.9.57. Sianon € N e
T

falw) = 1+erx
la successione di funzioni dell’Esercizio .




94 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

(1) Da quell’Esercizio sappiamo che tale successione converge a zero unifor-
memente in [0, 00). Mostrare che da questo segue che lim,, fob folz)de =
0 per ogni b > 0, e ritrovare lo stesso risultato sia in base al Teorema di
Convergenza Dominata , sia in base al Teorema di Convergenza
monotona [1.9.53.

Suggerimento: per applicare il Teorema di Convergenza Dominata oc-
corre maggiorare tutte le f(n), simultaneamente al variare di n € N
(ossia uniformemente rispetto a n) con un’unica funzione in L'[0,5]. A
questo scopo si tenga presente che, per ogni z € [0, bl

T T

< =e " <1
1 +enx ~ erx h
(#4) Si consideri ora la successione
re *
€T) =
gn(2) 14 enx

nella semiretta {x > 0}. Usando le disuguaglianze dell’Esercizio ,
od anche la disuguaglianza precedente, si osservi che f,, tende a ze-
ro uniformemente in [0,00). Da questo fatto perd non segue piu che
lim,, 00 fooo gn(z) dx = 0, perché il dominio di integrazione ora ¢ illimi-
tato (si veda I’Esempio i.3.18). Mostrare che invece questo risultato
segue sia dal Teorema di Convergenza Dominata [1.9.54], sia dal Teore-
ma di Convergenza monotona [1.9.53.

Suggerimento: per identificare una funzione f € L'[0,00) che domina
le g,, si osservi che
re

14+ erx

< ze

per ogni xz > 0.
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1.10 *Topologie e proprieta di separazione

Definizione 1.10.1. (Topologia.) Una topologia T su un insieme V' & una
famiglia di sottoinsiemi di V', detti aperti, che contiene l'insieme vuoto e
I'insieme V' ed & chiusa sotto le operazioni di unione (qualsiasi, non neces-
sariamente finita o numerabile) e di intersezione finita. I complementi degli
insiemi aperti si chiamano gli insiemi chiusi.

Data una famiglia 7 di sottoinsiemi di V', la piu piccola topologia che con-
tiene tutti gli insiemi in 7T si dice la topologia generata da 7. Ad esempio, la
topologia su R generata da tutti gli intervalli aperti ¢ la consueta topologia
che da luogo alla nozione usuale di convergenza, basata su intorni aperti.
Una base per la topologia ¢ un sottoinsieme di aperti dai quali tutti gli altri
si ottengono grazie all’operazione di unione (qualsiasi, non solo numerabi-
le): in altre parole, una famiglia di aperti ¢ una base se ogni aperto della
topologia contiene qualche insieme di questa famiglia. Una base locale ad un
punto x consiste di quegli aperti della base che contengono x, e le cui unioni
quindi generano tutti gli intorni aperti di z: ovvero, una famiglia di intorni
aperti di x ¢ una base locale se ogni intorno aperto di x contiene un insieme
di questa famiglia. Una sottobase ¢ una famiglia di aperti le cui intersezioni
finite formano una base.

Definizione 1.10.2. Si dice che uno spazio topologico X:

() verifica la proprieta di Hausdorff (o Ty) se per ogni x # y € X esistono
intorni aperti O, di x e O, di y disgiunti;

(17) e normale, ovvero verifica la proprieta Ty, se i punti sono insiemi chiusi
e per ogni coppia di sottoinsiemi chiusi C7, Co C X disgiunti esistono
aperti disgiunti O; e Oy tali che C; C O1 e C7 C Oy

Corollario 1.10.3. In uno spazio topologico di Hausdorff il limite é unico:
se lim, oo x, = x e lim, o x, =y allora x =y.

Dimostrazione. Ovvio: se x # y allora esistono due intorni aperti disgiunti
O, e O, rispettivamente di = e y, e quindi, se i punti z,, appartengono
definitivamente a O,, non possono appartenere definitivamente anche a O,,.

a

Pertanto, la seguente nozione di continuita ha senso negli spazi di Hau-
sdorff:
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Definizione 1.10.4. Dati due spazi topologici di Hausdorff X e Y, una fun-
zione f : X — Y sidice continua per successioni al punto z se lim,,_,o, f(z,) =
f(z) quando lim,,_, ©, = z.

In seguito ci sara utile la seguente osservazione:

Proposizione 1.10.5. Se X e Y sono spazi topologici di Hausdorff, una
funzione f : X — Y continua é continua per successioni, nel senso della
precedente Definizione |1.10.4. Viceversa, se un punto x di X ha una base
locale numerabile per la topologia, allora se f é continua a x € anche continua
per successiont a .

Dimostrazione. E chiaro che una funzione f continua & anche continua per
successioni, perché se V' C Y & un intorno aperto di f(x) e denotiamo con
U laperto U = f~1(V) C X, allora ogni successione x, — z appartiene
definitivamente a U, e quindi f(z,) appartiene definitivamente a V', il che
equivale a dire che lim,, o f(z,) = f(x).

Viceversa, fissato z, sia U, una base locale numerabile di aperti che con-
tengono x. Se per assurdo f non fosse continua a x, esisterebbe un intorno
V CY di f(x) tale che f~(V) non & un intorno di z, e quindi f~'(V') non
conterrebbe qualcuno degli aperti U,. Questo significa dire che per ogni n
esiste un z,, € U, tale che z,, ¢ f~1(V). All'aumentare di n abbiamo allora
z, — x ma f(z,) ¢ V e quindi f(z,) - f(z). Allora f non & continua per
successioni al punto x, e questo contraddice I'ipotesi. a

Lemma 1.10.6. Gli insiemi chiusi in uno spazio topologico compatto K sono
compatti.
Gli insiemi compatti in uno spazio di Hausdorff X sono chiusi.

Dimostrazione. Proviamo la prima asserzione. Sia C' C K chiuso. Si con-
sideri un ricoprimento aperto U, di C' tale che x € U, per ogni z € C.
Completiamo questo ricoprimento ad un ricoprimento aperto di tutto K ag-
giungendo un ulteriore aperto, ossia il complemento CC' = K \ C, dal quale
¢ possibile estrarre un sottoricoprimento finito per la Definizione [1.9.4 di
compattezza (si osservi che questo sottoricoprimento finito contiene ancora
'aperto CC' a meno che C' = K, nel qual caso non c¢’era bisogno di aggiungere
al ricoprimento iniziale 'aperto K \ C' = )). Ora che abbiamo estratto un
sottoricoprimento finito di K, questo ¢ anche un sottoricoprimento finito di
C C K. Quindi abbiamo dimostrato che da ogni ricoprimento aperto di C' si
puo estrarre un sottoricoprimento finito: questo significa che C' ¢ compatto.
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Ora proviamo la seconda asserzione. Sia K C X un compatto. Per
ogni v € K ey ¢ K si scelgano due intorni aperti disgiunti U, e U, come
nella Definizione . Allora la famiglia U, : z € K forma un rico-
primento aperto di K, dal quale & possibile estrarre un sottoricoprimento
finito. Sia {U,,,...,U,,} questo sottoricoprimento finito. Allora l'insieme
W = N, U, ¢ disgiunto da K perché K C U U, ed ¢ aperto perché
intersezione finita di aperti. Quindi ogni y nel complemento di K appartiene
ad un aperto W C CK: in altre parole, il complemento di K ¢ aperto.

g

Proposizione 1.10.7. Un sottoinsieme chiuso G di uno spazio completo X

¢ completo (ossia, le sue successioni di Cauchy a valori in G convergono a
punti di G ).

Dimostrazione. Sia {x,} una successione di Cauchy con z,, € G. Poiché
G C X e X e completo, questa successione di Cauchy converge ad punto
limite z, in X. Poiché X ¢ metrico, x,, ¢ un punto di accumulazione di G.
Ma G ¢ chiuso, e quindi z, € G. O

Proposizione 1.10.8. Siano K e Y spazi topologici con K compatto,
(1) Se f: K =Y é continua allora Y é compatto.

(1) Se'Y ¢ di Hausdorff e la funzione continua f é biunivoca, allora f ha
tmversa continua.

Dimostrazione. Sia Y un ricoprimento aperto di Y, e K la famiglia delle
controimmagini f~!(A) per A € Y. Poiché f & continua, le controimmagini
O = f71(A) sono aperti in K, e ogni punto k € K appartiene a qualcuno di
essi, perché f(k) appartiene a qualche A € ). Pertanto K & un ricoprimento
aperto di K, e dal momento che K e compatto esiste un sottoricoprimento
finito. Le immagini sotto f di questo sottoricoprimento finito formano un
sottoricoprimento finito di . Quindi Y & compatto, e la parte (i) & provata.
Ora supponiamo che Y sia uno spazio di Hausdorff e f sia biunivoca (ba-
sterebbe assumere che sia iniettiva, e restringere I'attenzione al sottoinsieme
compatto di Y dato dalla sua immagine). Se C' C K & chiuso, allora esso ¢
compatto in base alla prima parte del Lemma . Grazie alla parte prece-
dente ne segue che f(C') ¢ compatto in Y, ed allora, per la seconda parte del
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Lemma , f(C) & chiuso in Y. Questo prova che f(C) e chiuso per ogni
chiuso C in K: scrivendo C = (f~1)7}(C) (perché f ¢ biunivoca) vediamo
che f~1 & continua(infatti una funzione & continua se la controimmagine di
ogni aperto ¢ aperta, e quindi se la controimmagine di ogni chiuso ¢ chiusa).

O

Esercizio 1.10.9. Se uno spazio topologico X ¢ di Hausdorff, esso rimane di
Hausdorff in ogni topologia piu forte. Se invece X e compatto, esso rimane
compatto in ogni topologia piu debole. Se X e compatto e di Hausdorff,
la sua topologia 7 & unica, nel senso che in ogni topologia strettamente piu
forte X non & compatto, ed in ogni topologia strettamente pitu debole non e
di Hausdorff.

Svolgimento. Le prime due asserzioni sono ovvie. Per dimostrare la terza,
consideriamo una topologia 7" piu debole di 7 e la mappa identica di X in
sé. Questa mappa € ovviamente biunivoca e continua, e quindi ha inversa
continua in base alla precedente Proposizione [1.10.8. Pertanto 7 e 7/ sono
topologie equivalenti. Lo stesso argomento vale se si considera una topologia
piu forte di 7. a

Proposizione 1.10.10. (i) Uno spazio topologico X ha la proprietd che
i punti sono insiemi chiusi se e solo se, per ogni x, y € X, esiste un
aperto O di ciascuno dei due che non contiene laltro (questa proprietd
di solito si indica come proprieta 17 ).

(17) Uno spazio topologico che verifica la proprieta di Hausdorff Ty verifica
anche la proprieta T .

(13i) Uno spazio topologico che wverifica la proprieta Ty wverifica anche la
proprieta Ts.

(7v) Uno spazio topologico di Hausdorff é normale, ossia verifica Ty, se e
solo se per ogni chiuso C' ed aperto A tali che C"C A esiste un aperto
V' che li separa nel senso che C C'V CV C A.

(v) Se X é di Hausdorff, K C X é compatto e x ¢ K, allora esistono due
aperti disgiunti U e V' che separano x da K: ossia x € U e K C V.
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(vi) Uno spazio compatto e di Hausdorff ha la proprieta Ty (terminologia
della Definizione |1.10.2): dati due chiusi disgiunti C' e K esistono due
aperti disgiunti che li contengono. Piu in generale, dati un compatto
K ed un chiuso C' disgiunti in uno spazio di Hausdorff, esistono due
aperti disgiunti Ok e O¢ tali che K C Ok e C C O¢ (se X é compatto
questa forma dell’enunciato chiaramente si riduce a quella precedente,
perché i_compatti in uno spazio di Hausdorff sono chiusi, in base al
Lemma ).

(vii) Se X é uno spazio localmente compatto di Hausdorff, U é un aperto in
X e K C U é compatto, esiste un aperto V' a chiusura compatta che li
separa, ossia tale che K CV CV CU.

Dimostrazione. L’insieme costituito dal solo punto x e chiuso se e solo se
il suo complemento e aperto, ossia se e solo se esiste un intorno di ciascun
y # x che non contiene x. Questo prova (i), ed a questo punto (i7) e (7i7)
sono ovvie.

Per provare la parte (iv), consideriamo due chiusi C; e Cy disgiunti e 'aperto
A = 0Cs. la disgiunzione O} N Cy = () equivale a C; ¢ A. Analogamente,
siano O; e Oy i due aperti disgiunti della proprieta Ty, tali che C; C O; e
Cy C O,: di nuovo grazie alla disgiunzione, ponendo G := 0O, otteniamo un
chiuso tale che O; & G. Allora anche la chiusura O, deve essere contenuta
in GG, perché la chiusura di O; e I'intersezione di tutti i chiusi che contengo-
no O;. Pertanto abbiamo C; € O; e O; C A, e che queste inclusioni sono
equivalenti a C; C Oy e Cy C O,. L’enunciato della parte (iv) coincide con
questo se poniamo C; =C e Oy =V.

Veniamo alla parte (v). Per ogni k € K sappiamo che k # x. Poiché X &
di Hausdorff, esistono intorni aperti disgiunti U, > x e Vi, 2 k. Allora gli
insiemi V},, al variare di k£ € K, formano un ricoprimento aperto del compat-
to K, dal quale possiamo estrarre un sottoricoprimento finito {V,...,V,}.
Allora I'unione finita V := U}, V; € un aperto che contiene K, ed e disgiunto
dall’aperto dato dalla intersezione finita U := N}_,U; che contiene z.

Un argomento simile a quello della parte (v) prova la parte (vi). Conside-
riamo K,C C X disgiunti, con K compatto e C' chiuso. Per ogni x € K
ey € C, sappiamo che x # y perché K e C sono disgiunti. Poiché X & di
Hausdorft, esistono aperti disgiunti O, > x e V,, > y. Poiché K ¢ compatto,
da questo ricoprimento aperto {O, : x € K} si puo estrarre un sottoricopri-
mento {Oy, ..., 0,} finito. Allora I'unione finita O := U}, O, e 'intersezione
finita V' := N, V; sono due aperti disgiunti tali che K C O, C' C V.
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Infine, proviamo la parte (viz). X e localmente compatto se e solo se ogni
punto z ha un intorno O, a chiusura compatta. In tal caso, consideriamo di
nuovo il ricoprimento aperto di K dato da {O, : x € K} ed estraiamone un
sottoricoprimento finito {Oy,...,0,}. Allora 'unione finita O := U ,0; &
un aperto a chiusura compatta (perché I'unione ¢ finita) che contiene K. Se
O & X, consideriamo l'insieme chiuso C' := X \ O. Dalla parte (vi) sappiamo
che, per ogni x € C, ¢’¢ un aperto V, D K tale che x ¢ V. Pertanto la fami-
glia degli insiemi {CNONV, : x € C} ha intersezione vuota. Ma poiché O &
compatto, questi insiemi, essendo intersezione di chiusi, sono chiusi e quindi
sono compatti per la prima parte del Lemma [1.10.6. Allora, per la proprieta
dell’intersezione finita (Nota [1.9.7), esiste una scelta di z1,...,x, € C che
producono una intersezione finita vuota: ossia, esistono zq,...,z, € C tali
che N"*_,CNONV,, =0. Allora 'aperto V = N_,0 N V,, & contenuto nel
compatto V = N7 ,0NV,, e questo compatto & disgiunto da C. O

Nota 1.10.11. Le proprieta 17, T3 e T, della Definizione e della Pro-
posizione sono tre cosiddetti assiomi di separazione che fanno parte
di una famiglia di cinque, ciascuno dei quali implica i precedenti. La pro-
prieta Tj si enuncia dicendo che, per ogni coppia di punti z, y € X, esiste
un aperto O di uno dei due che non contiene 'altro. La proprieta T3 vale
se i punti sono chiusi e per ogni chiuso C' C X e per ogni punto z > C
esistono aperti disgiunti O; e O, tali che z € O; e C C Os. E ormai ovvio
che Ty = T5 =T, =T, = T.

In questo libro, pero, ci servono solo le proprieta Ty e Ty (ed anche T} ma
solo per poter definire T}). O

FEsercizio 1.10.12. Tutti gli spazi metrici hanno la proprieta Ty, ed in parti-
colare la proprieta di Hausdorff.

Suggerimento: basta porre, nella Definizione , O,={z€ X :d(z,2) <
d/2, dove d ¢ la distanza da C e Cy, ossia d := inf{d(z,y) : x € C1, y € Cs}.
Gli insiemi Oy e Oy sono aperti perché in uno spazio metrico la distanza ¢ una
funzione continua (per definizione di spazio metrico), e sono necessariamente
disgiunti a causa della disuguaglianza triangolare (Definizione @) Si noti
che la distanza d e finita, ed anzi ’estremo inferiore che la definisce ¢ un
minimo, perché dati due punti z e y a distanza assegnata k, nel calcolare
I’estremo inferiore si puo restringere ’attenzione alla sfera di raggio k intorno
a x, e quindi ad un compatto. a
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Teorema 1.10.13. (Lemma di Urysohn.) Siano A e B due insiemi chiusi
disgiunti in uno spazio topologico X normale (ossia che verifica la proprieta
di separazione T della Definizione |1.10.4). Allora esiste una funzione f
continua su X a valori reali compresi fra 0 e 1 tale che f =0suAe f=1
su B.

Dimostrazione. Fissiamo un intero n > 0 e consideriamo i razionali diadici
Tmn = m/2", m = 1,2,...2" — 1. Ripetendo iterativamente la costruzione
della parte (iv) della Proposizione [1.10.1( otteniamo una famiglia crescente
di aperti V,, , ossia Vi, & Vg1, tali che A C V., € Vinn C B. Ora
aumentiamo la risoluzione di scala passando all’intero n+1: i razionali diadici
si raddoppiano, nel senso che 74,11 = Ty se B = 2m e 14,41 ¢ la media
aritmetica di 1y, , € Tpy1., S€ K = 2nm + 1. Allora possiamo di nuovo iterare
la precedente costruzione ed estenderla ai razionali diadici di generazione
n + 1. Pertanto, per induzione, abbiamo che, per tutti i razionali diadici in
r,s € (0,1), esistono aperti V, taliche ACV,, V,C BeV, ¢ V,ser < s.
Ora definiamo una funzione f : X — [0, 1] nel modo seguente:

f(z) :=inf{r : x € V,, r razionale diadico in (0,1)}. (1.25)

Allora f =0su Ae f=1su B. Resta solo da dimostrare che la funzione f
¢ continua.

Fissato x € X, per mostrare che f & continua al punto x, per ogni € > 0
consideriamo lintervallo aperto I := {s € (0,1) : f(z) < s < f(z) + €}
Per ogni s € I l'aperto V; contiene x; inoltre per y € O, = Vj \Vf(:c)—e
abbiamo 0 < |f(y) — f(x)| < e. Quindi O, ¢ un intorno aperto di x tale che
|f(y) — f(x)] < e per ogniy € O,. Pertanto f ¢ continua al punto x.

O

Come conseguenza del Lemma di Urysohn abbiamo:

Teorema 1.10.14. (Teorema di estensione di Tietze.) Sia X uno spazio
topologico normale, ossia che verifica la proprieta Ty della Definizione 1.10.5
(ad esempio uno spazio metrico, come osservato nell’Esercizio |1.10.19). Sia
C C X un sottoinsieme chiuso, ed f : C'— R una funzione continua. Allora
esiste una funzione continua su tutto X a wvalori reali che coincide con f su

C.

Dimostrazione. Normalizziamo f ponendo h(z) = f(z)/(1 4+ |f(x)]). Allora
h ¢ continua a valori reali su C' e |h(z)| < 1 per ogni € C. Consideriamo
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gli insiemi chiusi A :=={x € C': h(z) < =1/3} e B:={x € C: h(zx) > 1/3}.
Per il Lemma di Urysohn (Teorema |1.10.13 esiste una funzione continua a
valori reali u : X — [—1/3, 1/3] che vale —1/3 su A, 1/3 su B e che verifica
la disuguaglianza |u(z)| < 1/3 per ogni x € X. Da queste disuguaglianze
segue che |h —u| < 2/3 su tutto C' (non su tutto X perché h ¢ definita solo
in C).

Riapplichiamo allora lo stesso ragionamento alla funzione h — u. Proceden-
do ricorsivamente in questo modo otteniamo una successione di funzioni u,
continue su X a valori reali tali che, per ogni x € X,

12"
- — 1.2
un(a)] < 3 (1.26)
per ogni x € C
n 2n
W) =S w(z)] < =—. 1.7
0= ) < 5 (1.27)

La disuguaglianza ([1.26) implica che le somme ). ; u;(z) convergono uni-

formemente su tutto X ad una funzione g tale che |u| < "7, 27;—; =1. La
disuguaglianza ([1.26) implica che in C' queste somme convergono uniforme-
mente alla funzione h.

D’altra parte, di nuovo per il Lemma di Urysohn sappiamo che esiste
una funzione continua v : X — [0,1] che vale 1 su C' e 0 su B := {x €
X : u(x) = 1}. Allora la funzione g = wv/(1 — |uv|) & definita ovunque su
X, perché il denominatore non si annulla in quanto 0 < u < 1, [v] < 1e
|luv| < 1 dal momento che v = 0 laddove u = 1. Da questo segue anche
che g e continua a valori reali su tutto X. Infine, g estende f come richiesto
nell’enunciato: infatti essa coincide con f su C, perché i v =1, u = h e

h/(1 —h) = f in base alla definizione h = f/(1+ |f|). O

Un’altra conseguenza interessante del lemma di Urysohn [1.10.13 ¢ la
seguente:

Lemma 1.10.15. (Partizione dell’unita.) Sia X wuno spazio topologi-
co di Hausdorff localmente compatto, K C X wun sottoinsieme compatto e
{O1,...,0,} un ricoprimento aperto finito di K, ossia K C U ,0;. Allora
esistono funzioni continue f; con supporto in O; tali che Y. | fi =1 su K.

Dimostrazione. Dato x € K sia ¢ = i(x) I'indice tale che x € V. Poiché
X ¢ localmente compatto, ogni x € K ha un intorno aperto U, a chiusura
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compatta, e considerando al posto di U, l'intersezione U, N V() possiamo
assumere U, C V; = Vj,). Restringendo ulteriormente U, se necessario,
dalla parte (vii) della Proposizione possiamo supporre anche che, per
ogni € K, U, sia un compatto contenuto in qualcuno dei V;. Estraiamo
un sottoricoprimento finito {U,, ,...,U,,} del compatto K. Fissato i =
1,...,n,sia J; = U,{U,, : U, C Vi}. Chiaramente, K C U;J;. Inoltre,
poiché J; & unione finita di compatti, J; € un compatto, quindi ¢ un_chiuso
perché X ¢ di Hausdorff (si rammenti la seconda parte del Lemma [1.10.6),
ed inoltre J; C V;. Allora, in base al lemma di Urysohn [1.10.13, esistono
funzioni continue g; a valori reali ed a supporto compatto tali che g; = 1 su
J; ed il supporto di g; € contenuto in V;.

Poniamo infine fi = ¢1, foc(1 —q1)go,-.-, fn = L —¢g1) ... (1 — gn-1) G-
Osserviamo che

fitf=g+0—0np=1—(1—-ag)1-g¢).

In maniera analoga, come si verifica immediatamente per induzione,

n

S h=1-T[0 0. (129

=1

Poiché K C U;J;, ogni x € K appartiene ad almeno un J;, per il cui indice
i_quindi si ha g;(z) = 1. Allora il prodotto a secondo membro dell’identita
(Ilgé) ¢ identicamente nullo su K, e quindi ) ;" | fi = 1 su K. 0

In R™ vale una versione infinitamente differenziabile di questo stesso
enunciato:

Corollario 1.10.16. (Partizione dell’unitda C* in R™.) Sia {S,,} una
famiglia numerabile di palle aperte in R™ che formano un ricoprimento di
R™ e tali che ogni compatto interseca solo un numero finito di queste palle.
Allora esistono f,, € C*(R") con supporto in S, tali che Y oo fm =1 su
tutto R™.

Dimostrazione. E un facile esercizio per induzione, che utilizza le proprieta
dei limiti di forme indeterminate date dal prodotto di esponenziali per po-
linomi (Sezione [L.1]), il mostrare che la funzione h su R definita da h(t) =
exp(t?/(t* — 1)) se |t| < 1 e h(t) = 0 altrimenti ¢ C*°, ha supporto in [—1, 1]
ed ha valori in [0,1]. Chiamiamo 7, il raggio della palla S,, e x,, il suo
centro, ed indichiamo con u,, la funzione con supporto in S,, definita da
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U () = h(||z — xp||*/72) (qui la norma ¢ la norma Euclidea in R™). Per
ogni x, la serie Y °_ u,,(x) ¢ una somma finita perché x appartiene solo
ad un numero finito delle palle S,,, che formano i supporti dei termini della
serie. Quindi la serie converge puntualmente ad una funzione C*° sempre
strettamente positiva (il fatto che sia strettamente positiva € conseguenza
immediata dell’ipotesi U,,S,, = R").

La somma della serie, pero, non e la costante 1. Pertanto normalizziamo,

ponendo
um

—_—.
Zm:l Um

Allora anche le f,, sono funzioni C*° non negative con supporto in S,,, la
serie Y fm(x) ha, per ogni z, un numero finito di termini non nulli e

quindi converge ovunque ad una funzione C'°, e grazie alla normalizzazione
. oo R n
abbiamo >~ f, =1 su tutto R". O

Jm =

1.11 *Caratterizzazione della compattezza

A titolo di approfondimento, esaminiamo i legami fra varie nozioni collegate
alla compattezza.

*Teorema 1.11.1. (Generalizzazione della proprieta di
Bolzano—Weierstrass.) Dato un sottoinsieme chiuso K di uno spazio to-
pologico X che soddisfa la proprietd di separazione di Hausdorff (parte (i)
della Definizione |1.10.4), consideriamo le sequenti tre proprieta:

(a) K é compatto;

(b) ogni successione a wvalori in K ha una sottosuccessione convergente
(ovvero, ogni sottoinsieme infinito di K ha almeno un punto limite);

(¢) X € uno spazio metrico e K ¢é totalmente limitato, nel senso che, per
ogni € > 0, K puo essere ricoperto da una famiglia finita di palle di
raggio € (si noti che la nozione di palla, e quindi questa definizione di
totale limitatezza, hanno senso solo in uno spazio metrico).

I legami fra queste proprieta sono i sequenti: (a) implica (b); se X & uno
spazio metrico, (b) implica (c); se X é uno spazio metrico completo, (c)
implica (a). In particolare, in uno spazio metrico completo le tre proprieta
sono equivalents.
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Dimostrazione. Dimostriamo che (a) implica (b). Assumiamo, per assurdo,
che esista una successione {z, } in K senza punti limite. Grazie alla proprieta
di separazione di Hausdorff, per ogni n esistono aperti disgiunti Oy ,...,0,
tali che x; appartiene a O; per j = 1,...,n. Infatti, questo ¢ esattamen-
te 'enunciato della proprieta di Hausdorff se n = 2. Invece, per n > 2
supponiamo per induzione che O, ..., 0, _; si possano prendere disgiunti, e
procediamo come segue. Prendiamo un aperto O, ; > z,, e un aperto 4; > z;
disgiunti (esistono, di nuovo per la proprieta di Hausdorff), e rimpiazziamo
O1 con By := 01N Ay, Oy con By := Oy N Ay e cosl via fino a rimpiazzare
Op—1 con B,,_1 := O,_1NA,_1 (si noti che queste intersezioni B; sono ancora
insiemi aperti a due a due disgiunti, perch’e erano disgiunti gli O,). Infine,
rimpiazziamo O,, con B,, := 0, N A, 1 N A,20---NA,,_1: € ora chiaro che
B, ¢ un aperto disgiunto da ciascuno dei B; per 1 < j < n.

Ma allora, si consideri la successione infinita di aperti a due a due disgiun-
ti B, © x,, e gli si aggiunga l'aperto By := X \ U,{x,}. La famiglia
{B, : n > 0} & un ricoprimento di K, perché tutti i punti di K tranne
gli x,, appartengono a By, e ciascun x, appartiene al rispettivo B,. Ma se
si esclude da questa famiglia anche un solo B,,, i restanti aperti smettono
di ricoprire K (se m > 0 viene omesso x,,, se m = 0 vengono omessi tutti i
punti di K tranne gli z,,). Quindi dal ricoprimento aperto {B,, : n > 0} non
si puo estrarre un sottoricoprimento finito, e questo contraddice il fatto che
K sia compatto. Pertanto (a) implica (b).

Ora assumiamo che X sia uno spazio metrico e proviamo che (b) implica
(¢). Cominciamo a scegliere una successione finita di punti x, € K a di-
stanza almeno e: ossia, d(z;,z;) > € per ogni 1 < 4,5 < n. Dall'ipotesi che
ogni successione infinita abbia una sottosuccessione convergente segue che la
successione {z,} debba terminare dopo un numero finito n di passi. Questo
significa che non possiamo trovare un ulteriore punto z,,; in K a distanza
maggiore di € dai precedenti 1, ..., x,, e quindi che K viene ricoperto da n
palle di raggio . Pertanto K ¢ totalmente limitato, e (b) implica (c).

Infine, assumiamo che valga (c¢), ma per assurdo non a): in tal caso esiste
un ricoprimento aperto € di K senza sottoricoprimenti finiti. D’altra par-
te, in base allipotesi (¢), K & coperto da un numero finito di palle chiuse
Ki,..., K,, di diametro non superiore a 1 (le chiusure delle palle aperte di
diametro minore di 1 prescritte da (¢)), quindi almeno una di esse (chia-
miamola Bj) non puo essere ricoperta da un numero finito di aperti di C.
Ora, By € un chiuso nel compatto K, e quindi & compatto (Lemma )
Allora ripetiamo questa analisi per By invece che K: il compatto By, una
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sfera chiusa di diametro minore o uguale a 1, & ricoperto da un numero finito
di palle chiuse di diametro minore o uguale a 1/2 almeno una delle qua-
li (chiamiamola Bs) non puo essere coperta da un numero finito di aperti
di C. Iterando il ragionamento costruiamo una successione di palle chiuse
By D By D By D ... tali che B, ha diametro minore o uguale a 1/2" e non
¢ ricopribile con un numero finito di aperti di €. A causa della condizione
sui diametri, i centri b,, delle palle B,, costituiscono una successione di Cau-
chy (esercizio per il lettore: la stessa asserzione rimane vera se si sceglie b,
arbitrariamente in B,, invece che al centro). Ma fra le ipotesi in (¢) c’¢e la
completezza di K: quindi la succcessione {b,} converge ad un punto b in
N, B,.Questo punto b deve appartenere ad almeno uno degli aperti di €, che
chiamiamo O. D’altra parte, v appartiene a tutte le palle B,, le quali hanno
diametro che tende a zero: ne segue che B,, C V per n abbastanza grande.
Ma allora tali B,, sono ricoperti da un numero finito di aperti di €, anzi da
uno solo di essi, V. Questo contraddice la precedente costruzione, e quindi
nega l'ipotesi di assurdo che K non sia compatto. Pertanto (c¢) implica (a).

O

1.12 *Equicontinuita e teorema di Ascoli-Arzela

*Definizione 1.12.1. (Equicontinuita.) Sia K uno spazio topologico e
F una famiglia di funzioni f : K — C. La famiglia F si dice equicontinua
se per ogni € > 0 e x € K esiste un intorno V' =V, C K (indipendente da
f € F) tale che |f(x) — f(y)| <eperogniy e Ve feF.

Esercizio 1.12.2. Per ogni sottoinsieme connesso K C R e M > 0, conside-
riamo la famiglia delle funzioni f che verificano la seguente disuguaglianza
di Lipschitz: esiste My > tale che, per ogni z,y € K,

72 f(@) = f)l < Mylz =yl (1.29)

La costante M/ (indipendente da z e y) si chiama la costante di Lipschitz.
Per M > 0 sia F), la famiglia delle funzioni Lipschitziane su K con costanti
di Lipschitz M; < M. Allora ¢ banale verificare che Fj; ¢ una famiglia
equicontinua. O

*Teorema 1.12.3. (Ascoli-Arzela.) Sia K un compatto in R (o piu in
generale in uno spazio topologico) e F una famiglia di funzioni continue
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su K che sia equicontinua nel senso della precedente Definizione , e
dominata da un’unica funzione a valori finiti, ossia

sup | f(z)] < o0 (1.30)
fer

per ogni x. Allora F ¢é un sottoinsieme totalmente limitato in C(K).

Dimostrazione. Per x € K, sia V, I'intorno dato dalla Definizione .
Dal ricoprimento aperto {V,} estraiamo un sottoricoprimento finito {V; =
Viy -ooy Vi = Vg, }. Pertanto, per ogni € K, abbiamo |f(x) — f(z;)| < &
quando f € F ei e l'indice (o un indice) per cui x € V;. Ora, in base alla
disuguaglianza () applicata separatamente in tutti gli aperti V;, vediamo
che la famiglia F & equilimitata, nel senso che esiste C' > 0 tale che || f||o < C
per ogni f € F.

Il fatto che F sia equilimitata ha questa conseguenza cruciale: se D e il disco
complesso di centro l'origine e raggio M, la mappa p(f) = (f(x1), ..., f(x,)),
p : F — D" ha valori nel polidisco D™ C_C", che ¢ compatto, e quindi
totalmente limitato, in virtu del Teorema ) Cio vuol dire che, per
ogni f € Fee >0, esistono fi,..., fn € F tali che la distanza euclidea
da p(f) ad uno dei punti p(fy) € D™ (k = 1,...,m) ¢ inferiore a ¢ . In
particolare, esiste un indice k fra 1 e m tale che |f(z;) — fr(x;)| < € per ogni
i da 1 a n. Allora, consideriamo un qualsiasi punto x € K e sia i = i(x)
tale che x € V;. L’ipotesi di equicontinuita asserisce che |f(x) — f(z;)| <e e
|fe(x) — fr(x;)] <e. Quindi, dato z in K, f € F e ¢ > 0 arbitrari,

[f (@) = (o)l < |f(2) = flaa)l + [f (i) = felws)| + [fuzi) = frl@)] < 3e.

Questo significa che F ¢ un insieme totalmente limitato. O

“*Corollario 1.12.4. Per ogni compatto K in uno spazio topologico X che
soddisfa la proprieta di separazione di Hausdorff, la chiusura uniforme di
una famiglia equicontinua ed equilimitata F C C(K) é compatta, ed in par-
ticolare ogni successione in F contiene una sottosuccessione uniformemente
convergente.

Dimostrazione. Poiché C'(K) € uno spazio metrico completo, i suoi sottoin-
siemi totalmente limitati sono compatti (implicazione (¢) = (a) del Teorema
IL.11.1)). L’ultima asserzione dell’enunciato segue dalla implicazione (a) = (b)
dello stesso Teorema. O
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1.13 *Topologie deboli indotte da famiglie di
funzioni

Definizione 1.13.1. Date due topologie 71 e 75 su uno spazio tolopogico X,
si dice che 7 & piu debole di 75 (0 viceversa che la 75 & piu forte di 71) se ogni
aperto della prima topologia ¢ contenuto anche nella seconda: m C 7.

Proposizione 1.13.2. Consideriamo due topologie 7y C To su uno $pazio
topologico X tali che 7 sia di Hausdorff e 1o sia compatta (ossia renda X
uno spazio compatto). Allora 71 = T5. In altre parole, ogni topologia pit
debole di 1 non ¢é piu di Hausdorff, ed ogni topologia piu forte di 7 non é
pit compatta: esiste un’unica topologia compatta e di Hausdorff.

Dimostrazione. Basta dimostrare che ogni insieme C' chiuso rispetto a 7
¢ chiuso anche rispetto a 7. Infatti, se e cosi, lo stesso vale per i loro
complementi, ossia tutti gli aperti di 7, appartengono a 7 e quindi 7 C 7.
D’altra parte, se C' C X e chiuso rispetto a 7o, allora ¢ compatto, grazie alla
prima asserzione del precedente Lemma , perché X e compatto nella
topologia 15. Allora C' deve essere compatto anche nella topologia piu debole
71, perché ogni ricoprimento di C' con aperti di 7; € anche un ricoprimento
con aperti di 7 e quindi si puo estrarne un sottoricoprimento finito, visto che
X e m-compatto. Adesso segue dalla seconda asserzione del Lemma
che C, essendo compatto nella topologia di Hausdorff 7, deve essere chiuso
in 7. Questo conclude la dimostrazione. O

Rivolgiamo ora 'attenzione a famiglie di funzioni su X.

Definizione 1.13.3. Sia F := {f : X — Y}} una famiglia di funzioni su X,
dove le immagini sono spazi topologici che possono essere differenti al variare
di f. Sia 7x la topologia su X generata dagli insiemi f~1(V) al variare di f
in questa famiglia e di V' aperto in Y;. La topologia 7 si chiama la topologia
debole indotta dalla famiglia di funzioni F. Nel seguito scriveremo spesso 7,
invece di 7.

Il seguente fatto € ovvio:

Esercizio 1.13.4. La topologia debole 7z indotta da F := {f : X — Y;} nel
senso della precedente Definizione 1.133 ¢ la piu debole topologia su X che
rende tutte le funzioni f continue (¢ perché avesse senso questa continuita
che abbiamo dovuto assumere che le immagini Y} fossero spazi muniti di una
topologial). 0
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Definizione 1.13.5. Si dice che una famiglia F di funzioni su un insieme X
separa i punti di X se per ogni x # y in X esiste una funzione f € F tale

che f(z) # f(y)-

Esercizio 1.13.6. Se una famiglia F := {f : X — Y;} di funzioni su un insie-
me X separa i punti nel senso della precedente Definizione [1.13.5 e tutti gli
spazi immagine Y} sono spazi topologici di Hausdorff (Definizione [L.10.2). al-
lora la topologia debole indotta da F su X nel senso della Definizione [1.13.
e di Hausdorff.

Svolgimento. Dal momento che F separa i punti, per ogni x # y in X esiste
almeno una funzione f € F tale che f(z) # f(y). Poiché la topologia di
Y; ¢ di Hausdorff, esistono in Yy due aperti disgiunti V, > f(z) e V, 2
f(y). Le controimmagini U, = f~*(V,) e U, = f~'(V,) devono quindi essere
necessariamente disgiunte, ed appartengono alla topologia debole indotta da
F proprio per la sua definizione (Definizione [1.13.3). O

FEsercizio 1.13.7. Sia F una famiglia di funzioni a valori reali su un insieme
X. Si mostri quanto segue:

(1) Una base per la topologia debole 7, indotta da F su X consiste degli

insiemi Oy = Oy(; f1,..., fu) ={z: |filz) = fily)| <e,i=1,..., n}
al variarediy € X, e >0e f1,..., fp € F.

(17) Questa topologia 7, € di Hausdorff (ossia Ty: Definizione ) se e
solo se la famiglia F separa i punti di X, nel senso che per ogni x # y
esiste f € F tale che f(z) # f(y).

(731) Se F & una famiglia di funzioni continue su uno spazio topologico X (la
cui topologia indichiamo con 7), allora una base per la topologia debole
Tw generata dalla famiglia F € piu debole della topologia originale 7, e
le due topologie coincidono se F separa i punti, nel senso che, per ogni

x,y € X con x # vy, esiste f € F tale che f(x) # f(y).

(iv) Su uno spazio topologico che verifica la proprieta T) (o anche solo T5)
della Definizione [1.10.2 la topologia debole indotta dalla famiglia di
tutte le funzioni continue coincide con la topologia originale.

Svolgimento. E chiaro che gli insiemi della parte (7) sono tutti contenuti in
ogni topologia che rende continue le funzioni f € F, ed e banale verificare che
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formano una base per una tale topologia, nel senso della Definizione
(questo e vero perché gli insiemi Oy (e; fi, ..., fn) sono le intersezioni (finite)
degli insiemi Oy (e; f;): per questo tutti gli aperti della topologia si ottengono
da unioni qualsiasi ed intersezioni finite di insiemi di questo tipo).
Questa topologia € T se e solo se per ogni x # y esistono due aperti di base
O, 2 x e O, > y disgiunti. In particolare y ¢ O,, e quindi per qualche
funzione f € F si ha f(y) # f(z). Viceversa, se f(z) # f(y), allora la
continuita di f assicura che, per qualche € > 0, gli insiemi aperti di base
O.(g; f) e Oy(e; f) sono disgiunti. Questo prova la parte (7).
Veniamo alla parte (i7). La topologia debole 7, ¢ la pit debole che rende
tutte le f € F continue. Ma poiché abbiamo assunto che queste funzioni
siano gia continue nella topologia originale 7, la topologia debole deve essere
non piu forte della topologia 7. Dobbiamo provare che ogni aperto della
seconda € gia contenuto nella prima purché per ogni chiuso e per ogni punto
fuori di esso ci sia una funzione in F che li separa.
Siano z,y € X con x # y. Poiché f & continua, esistono allora intorno aperti
U, di f(x) e U, di f(y) disgiunti. le loro controimmagini sotto f sono due
intorni disgiunti O, di = e O, di y della topologia debole, che quindi ¢ di
Hausdorff.
Infine, se lo spazio topologico X verifica la proprieta T3, le funzioni continue
separano i punti dai chiusi, e quindi la parte (iv) segue dalla parte (ii7).
O

1.14 *Approssimazione di funzioni misurabili
con funzioni continue e semicontinue

Le funzioni misurabili, ed in particolare quelle integrabili, si possono appros-
simare con funzioni continue o semicontinue.

Definizione 1.14.1. (Funzioni semicontinue.) Una funzione a valori
reali (o +00) si dice semicontinua superiormente se per ogni a € R I'insieme
{z : f(x) > a} & aperto, e semicontinua inferiormente se per ogni a € R
I'insieme {z : f(z) < a} ¢ aperto.

Nota 1.14.2. Una funzione a valori reali ¢ continua se e solo se la contro-
immmagine di ogni intervallo aperto ¢ aperta,ossia se ¢ allo stesso tempo
semicontinua superiormente ed inferiormente. O
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FEsercizio 1.14.3. (i) Le funzioni caratteristiche (Definizione ) degli in-
siemi aperti sono semicontinue inferiormente, quelle dei chiusi sono
semicontinue superiormente.

(77) Le funzioni semicontinue sono misurabili (Suggerimento: si veda la
Nota [1.9.40).

(7i7) Se f e semicontinua superiormente, per ogni € > 0 e z esiste un intorno
aperto I, O x tale che, per ogni t € I, si ha f(t) — f(z) > e.

(17i) Come conseguenza della parte (7i7), se f ¢ semicontinua superiormente
allora la funzione F(z) = [ f(t)dt verifica |F(z) — F(y)| > €|z — y|
per ogni y in un intorno aperto sufficientemente piccolo di z.

(iv) Se f & semicontinua inferiormente, per ogni € > 0 e x esiste un intorno
aperto I, > x tale che, per ogni t € I, si ha f(t) — f(z) <e.

(v) Come conseguenza della parte (iv), se f € semicontinua inferiormente
allora la funzione F(z) = [ f(t)dt verifica |F(z) — F(y)| < €|z — y|
per ogni y in un intorno aperto sufficientemente piccolo di x.

(vi) L’estremo superiore di una famiglia di funzioni semicontinue inferior-

mente & una funzione semicontinua inferiormente; 1’estremo inferiore

di una famiglia di funzioni semicontinue superiormente ¢ semicontinuo
superiormente.

g

Ecco la proprieta di approssimazione con funzioni semicontinue:

Teorema 1.14.4. (Vitali-Carathéodory.) Sia X uno spazio di misura
munito di una misura di Borel regolare u, ad esempio la retta reale con
la misura di Lebesgue. Per ogni f : X — R e ¢ > 0 esistono funzioni u
e v semicontinue su X rispettivamente superiormente ed inferiormente tali
che u < f < v, u é limitata superiormente, v ¢ limitata inferiormente e

Jx(w—u)dp <e.

Dimostrazione. Basta dimostrare ’enunciato per f > 0, perché, una volta
trattato questo caso particolare, ogni funzione a valori reali f si spezza come
somma f = fT — f~ delle sue parti positiva e negativa, dal caso particolare
si ricavano per queste due funzioni non negative gli approssimanti semicon-
tinui inferiore e superiore u™ < f* <vtewu” < f~ < v, e si ottengono gli
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approssimanti semicontinui di f come ut —v” < f =t — f~ <ot —u”
Assumiamo quindi f > 0. Sappiamo dal Teorema che esiste una
successione crescente di funzioni semplici s < s < -+ < 5, < ... tale

che f(z) = lims,(x) per ogni . Ponendo sy = 0 e considerando le diffe-
renze consecutive d, = s, — s,_1 otteniamo [ = Zzozl d,. Le funzioni d,
sono semplici, e quindi sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche
(Definizione [1.1.3). Questo significa che esistono costanti ¢; > 0 ed insiemi
misurabili £; C X (non necessariamente disgiunti, visto che f non é neces-
sariamente una funzione semplice) tali che f =3 2, ¢; xp,. Poiché i termini
di questa serie sono positivi, le somme parziali sono non decrescenti. Allora,
dal Teorema di Convergenza Monotona (Teorema ) segue

oo

[ pau=Y (). (131)

=1

L’ipotesi f € L'(X, ) implica quindi che la serie a secondo membro converga.
Ora, in base alla Definizione @ di misura regolare ed al Lemma [1.9.33,
per ogni 7 possiamo scegliere un compatto K; ed un aperto V; tali che K; C
E; CViecu(Vi \ K;) < g/27%1. Osserviamo che con questa scelta si ha

D epVi\K) <. (1.32)

Allora le funzioni v := Y .7, ¢; Xv; e, per ogni intero N fissato, u := > ¢; Xk,
sono semicontinue rispettivamente inferiormente e superiormente, in base
all’Esercizio [1.14.3, e u < f < v. Osserviamo che

N 00 0o 00
’U—uzzci(XVi_XKi)"‘ Z CiXVigzg(XVi—XKi)—k Z Ci XE; -
i=1 i=N+1 i=1 1=N+1

Allora scegliamo N cosi grande che si abbia > >~ ¢; u(E;) < /2 (questo
¢ possibile perché la serie a secondo membro di ) converge). Da questo
fatto e dalla disuguaglianza [L.32 segue

= - £ €
/)((U_U)dM:;Ci(M%_MK¢>+;CiM(Ei)<§+§:5-

O

Il prossimo enunciato mostra che le funzioni misurabili si approssimano
in misura con funzioni semplici e con funzioni continue.
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Proposizione 1.14.5. Sia f una funzione misurabile su [a,b] finita quasi
ovunque. Allora, per ogni € > 0, esiste una funzione continua g tale che
|f — g| < e tranne che su un insieme di misura minore di €. Inoltre, se
m < f < M, si puo scegliere g tale che m < g < M.

Dimostrazione. Anzitutto, mostriamo che, dato ¢ > 0, esiste M tale che
|f] < M tranne che su un insieme di misura minore di €/3: in effetti, questo
equivale all'ipotesi che la misura ay; dell'insieme {x : |f(z)| > M} tenda a
zero per M — oo.

Ora mostriamo che, dati questi M e ¢, sull'insieme {z : |f(z)| < M} esiste
una funzione semplice h tale che |f — h| < e. Infatti, basta scegliere una
successione equispaziata di passo minore di € di punti yo = —M < y; <
- <yn =M, porre E; :={x € [a,b] : y; < f(x) < y;+1} e scegliere come h
la combinazione lineare delle funzioni caratteristiche degli insiemi (disgiunti!)
E; data da h = ). y;xp,. Poiché f ¢ misurabile (Definizione [1.9.39), gli E;
sono insiemi misurabili e quindi h € una funzione semplice, ed & ovvio dalla
sua costruzione che verifica la disuguaglianza |f — h| < € laddove |f| < M, e
m<h< Msem< f<M.

D’altra parte, la misura di Lebesgue ¢ regolare (Proposizione , e quindi
gli insiemi £; sono approssimabili con unioni finite A; di intervalli aperti a
meno di misura £/3 (Lemma [1.9.33). Pertanto le corrispondenti combinazioni
lineari delle funzioni caratteristiche di questi intervalli aperti formano una
funzione a gradini k tale che |h — k| <cem <k < Msem < h< M.

Ora, ogni funzione a gradini k si approssima con una funzione continua g
tale che g(z) = k(x) eccetto che in un insieme di misura minore di /3, e se
m < k < M possiamo scegliere m < g < M: infatti, basta rendere continua
la funzione a gradini rimpiazzandola con raccordi lineari negli intervalli di
ampiezza /3K centrati ai suoi K punti di salto.

Combinando queste tre approssimazioni si ottiene 1’enunciato. O

Anche se ¢ gia contenuto nella dimostrazione della precedente Proposizio-
ne , rienunciamo (e ridimostriamo) il seguente fatto come conseguenza
a sé stante:

FEsercizio 1.14.6. Sia f una funzione misurabile su [a, b] finita quasi ovunque.
Allora, per ogni € > 0, esiste una funzione a gradini ¢ tale che |f —t| < &
tranne che su un insieme di misura minore di €. Inoltre, se m < f < M, per
ogni & > 0 si puo scegliere t tale che m — 0 <t < M + 6.

Svolgimento. In base alla Proposizione , esiste una funzione continua g
che approssima uniformemente f a meno di £/2 tranne che su un insieme di
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misura inferiore a ¢, e se i valori di f sono compresi fra m e M si puo scegliere
g entro gli stessi limiti. D’altra parte, per il Teorema di Heine sulla uniforme
continuita (Sezione ), ¢ ¢ uniformemente continua in [a, b] o equivalente-
mente esiste una funzione a gradini ¢ che approssima g uniformente ovunque
a meno di £/2 (per maggiori dettagli si consulti la dimostrazione della parte
(7) del Lemma p.13.4 nel seguito). Ora il risultato segue dalla disuguaglianza
triangolare. O

Nota 1.14.7. L’argomento che permette di passare da funzioni a gradini a
funzioni continue alla fine della dimostrazione della Proposizione [1.14.5 e
che e riformulato in maniera diversa nel precedente Esercizio [1.14.6 verra
riutilizzato per dimostrare che le funzioni C''[a, b] sono uniformemente dense
nelle funzioni continue su [a, b] (Lemma p.13.4). O

Ora veniamo al cosiddetto terzo principio di Littlewood, il cui senso &
che ogni successione puntualmente convergente di funzioni misurabili & quasi
uniformemente convergente. Cominciamo con una variante piu debole della
versione generale. Questa variante asserisce che le successioni {f,} di fun-
zioni misurabili che convergono puntualmente quasi ovunque su un insieme
di misura finita si avvicinano al loro limite anche uniformemente a meno di
insiemi di misura arbitrariamente piccola purché l'indice n sia abbastanza
grande, ma per ora l'indice al quale I'approssimazione uniforme diventa vera
dipende dalla misura dell’insieme eccezionale.

Lemma 1.14.8. Sia m(E) < oo e f, una successione di funzioni misurabili
su E tale che, per quasi ogni x € E, esiste f(x) tale che lim, f,(z) = f(z).
Per ognie, 6 > 0 esistono un sottoinsieme misurabile A C E con m(E\ A) <
d e N >0 tali che |f,(z) — f(z)| < e per ogni x € E'\ A.

Dimostrazione. Sappiamo che il limite puntuale f & ancora una funzione
misurabile (Esercizio ) Pertanto l'insieme B, := {z : |f.(x) — f(x)| >
e} & misurabile, e lo ¢ anche

Ey = U B, ={x: |fu(z) — f(z)| 2 e per qualche n > N}.
n=N

La famiglia di insiemi Ey ¢ decrescente, e per quasi ogni x € FE esiste N
tale che z ¢ Ey, perché f,(z) — f(x) quasi ovunque. Quindi l'intersezione
(y En ha misura zero, e, visto che Ey.; C Ex e m(E) < oo, possiamo
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invocare il Corollario per concludere che limy En = 0. Questo significa
che, per ogni § > 0, esiste N tale che m(Ey) < 0. Abbiamo provato che

m{{z: |fu(x) — f(z)| 2 e perqualche n>N})<d.

Questo insieme Ey & quindi 'insieme A dell’enunciato. O

Piu in generale:

Corollario 1.14.9. (Teorema di Egoroff.) Sia m(E) < oo e f, una
successione di funzioni misurabili su E tale che converge a f puntualmente
quasi ovunque. Allora per ogni n > 0 esiste A C E misurabile tale che
m(A) <n e f, converge a f uniformemente su E \ A.

Dimostrazione. Applichiamo il Lemma con € tendente a zero, diciamo
e = 1/n, e 0 = 27", per ottenere un sottoinsieme misurabile A, C F
con m(E\ A,) < 27"p e N > 0 tali che |f,(x) — f(z)| < 1/n per ogni
x € E\ A,. Siosservi che, per x € F\ NpoyA, = UpsnA, := By, tutte
le funzioni f,, con n > si avvicinano a f a meno di 1/N. La famiglia By
¢ crescente: By C Byyi. Grazie alla additivita numerabile della misura,
m(By) < Yoy 27" /' 1. Quindi, ponendo A := Uy By, abbiamo m(A) =
n, e su £\ A le funzioni f, convergono uniformemente a f. ad

Infine, il prossimo risultato, talora chiamato secondo principio di Lit-
tlewood, illustra 'approssimabilita di funzioni misurabili con funzioni conti-
nue.

Teorema 1.14.10. (Lusin.) Sia X wno spazio di misura munito di una
misura di Borel regolare pi, e A C X un insieme misurabile di misura finita:
u(A) < oo (ad esempio un compatto in R con la misura di Lebesque). Per
ogni f : X — C misurabile (o meglio, in L*(R, p)) con supporto in A, e
per ogni € > 0, esiste una funzione g continua a supporto compatto su X che
approssima f in misura, nel senso che p({z: f(z) # g(x)}) < e.

Inoltre si puo scegliere g in modo che ||g|loo < ||f|loo

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che si puo restringere l'attenzione al
caso in cui A sia compatto, perché la misura e regolare, ovvero (Proposizione
1.18.G) ogni insieme di misura finita contiene un sottoinsieme compatto di mi-
sura arbitrariamente vicina. Fissato n > 0, sappiamo dal Teorema di Egoroff
(Corollario [1.14.9) che esiste un sottoinsieme misurabile B C A con misura
m(B) < n/2 ed una successione di funzioni misurabili {f, : n=1,2,...} su
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A che convergono uniformemente a f in A\ B: ad esempio possiamo scegliere
fn in modo che sup g\ p | fn — f| < 1/n.

Ora, in base alla Proposizione , ciascuna funzione f,, si puo approssi-
mare a meno di 1/n con una funzione continua g, tranne che su un insieme
E,, di misura minore di 17/2,,+1. Allora l'insieme F := U,>1 F, ha misura

()< Ym(B) <3 ot =1,

n=1

I'insieme B U E ha misura minore di 7 ed in A\ (B U E) si ha

11 2
sup [gn — fl < sup lgn — fol +sup|fn — fl < =+ - = =.
n n n n n n

Quindi le funzioni g,, sono continue in A\ (B U E) ed ivi convergono unifor-
memente a f. Pertanto f ¢ continua in D := A\ (BU E) (Teorema )
e m(A\ D) =m(BUEFE) <n. Pero a noi serve un approssimante di f che sia
continuo in tutto A.

Di nuovo perché la misura e regolare (Lemma ), I'insieme D C A di
misura finita contiene un sottoinsieme compatto C' di misura arbitrariamente
vicina, diciamo m(D \ C') < n. In particolare, A\ C' = (A\ D)U (D\ C) e
m(A\ C)=m(A\ D)+ m(D\ C) < 2n. Inoltre, per il Teorema di
estensione di Tietze, esiste una funzione continua ¢ su tutto A che coincide
con f sull’insieme chiuso C'. Questa funzione g verifica quindi la condizione
dell’enunciato se si pone n = ¢/2. O

1.15 Funzioni convesse e disuguaglianza di Jen-
sen

Le proprieta elementari delle funzioni convessa di una variabile sono oggetto
di studio nei corsi di base di Analisi Matematica. Le presentiamo qui in
maniera piu completa.

Definizione 1.15.1. (Convessita) Una funzione ¢ definita su un intervallo
aperto (a,b) & convessa se per ogni v, 0 < o < 1, e per ogni z,y in (a,b) vale
la disuguaglianza

plax + (1 —a)y) < ad(z) + (1 —a)o(y)
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Nota 1.15.2. Geometricamente, la proprieta di convessita si esprime dicendo
che la corda che unisce ogni coppia di punti del grafico di ¢ in (a, b) (di ascisse,
diciamo, x e y) sta al di sopra del grafico di ¢ in (x,y). La proprieta opposta
si chiama concavitda. Le funzioni lineari sono simultaneamente concave e
convesse, e sono le uniche funzioni con questa proprieta. O

Definizione 1.15.3. Dati due intervalli (z,y) e (2/,¢') in R, diciamo che il
secondo comincia a destra del primo se x < 2/, e finisce a destra del primo
sey <y

Con questa notazione si ha:

Lemma 1.15.4. Se ¢ ¢ convessa in (a,b) e x,y, ', y € (a,b) sono tali che
x <y, x <y elintervallo I, = (2',y’) comincia a destra e finisce a destra
di I = (z,y), allora la pendenza della corda sottesa dai punti estremi del

grafico di_ ¢ in I_ € non superiore a quella della corda sottesa da ¢ in I,
(Figura |1.13):

Oy) = ox) _ oY) — ¢(2')
y—x oy -a

Figura 1.12: La pendenza della corda dell’intervallo di destra & maggiore di quello di
sinistra

Dimostrazione. Per comodita consideriamo solo il caso in cui i quattro punti
sono distinti: il caso generale si dimostra allo stesso modo (le disuguaglianza
possono essere uguaglianze).

Supponiamo dapprima che i due intervalli si intersechino, cioé che si abbia
x <z’ <y <y Intal caso, in conseguenza della interpretazione geometrica
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della convessita enunciata nella Nota , il punto (2, ¢(z")) del grafico
di ¢ sta al di sotto (o meglio, non strettamente al di sopra) della corda
che congiunge i punti (z,¢(z)) e (y,¢(y)), e quindi della retta che contiene
tale corda. Viceversa il punto (v, ¢(y')) sta al di sopra di tale retta, perché
altrimenti la corda da (2/, ¢(2')) a (v, #(y')) passerebbe al di sopra del punto
(y, o(y)). Questi fatti equivalgono all’enunciato in questo caso.

Se invece z < y < 2’ < g/, allora il punto (y, ¢(y)) sta al di sotto (cioe non
al di sopra) della retta che congiunge i punti (z, ¢(z)) e (z/, ¢(2'), e quindi la
pendenza della corda fra (x,¢(x)) e (y,#(y)) & non superiore a quella della
corda fra (z, ¢(x)) e (2/, ¢(2'). D’altra parte, per lo stesso ragionamento, tale
pendenza € non superiore a quella della corda sottesa da (y, ¢(y)) e (2, ¢(2'),
la quale a sua volta & non superiore alla pendenza della corda fra (y, ¢(y))
e (v,6(y'), che infine & non superiore a quella della corda fra (z/, ¢(2')) e
(v, o(y')). Questo completa la dimostrazione. O

Definizione 1.15.5. Siano ¢ convessa in (a,b) e xy € (a,b) un punto in
cui esistono finite le derivate destra e sinistra di ¢. Consideriamo una retta
generica che tocca il grafico di ¢ in zg € (a,b) (ossia di equazione y =
o(xo) + m(x — ). Diciamo che una tale retta ¢ subordinata a ¢ al punto
xo se giace al di sotto del suo grafico, cioe se ¢(xg) + m(x — zg) < ¢(x) per
ogni z € (a,b).

Corollario 1.15.6. Nella terminologia della precedente Definizione ,
una retta é subordinata a ¢ al punto xq se e solo se D_¢p(xg) < m < Dyo(xg).
Se le due derivate coincidono, esiste un’unica retta subordinata al punto xg
ed é la retta tangente al grafico.

La geometria delle corde sottese o subordinate al grafico di una funzione
convessa ¢ illustrata anche nelle Figure [1.13 e [1.14.

Proposizione 1.15.7. Se ¢ é convessa in (a,b), allora ¢ é continua in ogni
sottointervallo chiuso di (a,b). Inoltre le derivate destra D¢ e sinistra D_¢
esistono ovunque e coincidono tranne che su un insieme al piv numerabile.
D¢ e D_¢ sono due funzioni monotone non decrescenti tali che, per ogni
x in (a,b), si ha D_¢(z) < Dig(z).

Dimostrazione. Fissiamo a < ¢ < d < b. Per ogni x,y nell'intervallo chiuso
[c, d] segue dal Lemma [1.15.4 che
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Figura 1.13: La pendenza delle corde cresce se il punto finale si sposta a destra

Blc) — dla) _ oly) — ol)

c—a h y—x b—d

Sia M = max {¢(C)_¢(“), ¢(bl)):¢(d) } Allora per ogni x,y in [c, d|

c—a d
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Figura 1.14: Varie rette subordinate: ai punti di derivabilita c‘@ solo la tangente
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0(y) — o) < [M]ly — x|

e quindi ¢ ¢ continua in [c, d].
Ancora per il Lemma [1.15.4, per ogni z( in (a,b) la funzione rapporto

incrementale
#(z) — ¢(wo)

T — TIg

X —

¢ monotona non decrescente, e quindi, a causa dell’esistenza dei limiti di
funzioni monotone, ha limiti destro e sinistro finiti per * — xo: quindi
D ¢(z0) e D_¢(x) esistono finiti per ogni z in (a, b), e D_¢(zo) < Dyd(zo).

Ora prendiamo a < xg < yp < b, e |h| < yo — xy. Sia z = z¢ + h,
y = yo + h: allora x < yy e zy < y, quindi Uintervallo (yo,y) comincia e
finisce a destra di (zq.2) (la terminologia ¢ quella della Definizione [1.15.3).
Ancora dal Lemma [1.15.4 segue che

¢(xo +h) — d(zo) _ O(x) — d(z0) _ 9(y) — d(yo) _ ¢(yo + 1) — d(yo)

= < —
h T—z Y —Yo h

9

e pertanto ciascuna delle due derivate al punto zy € non superiore a ciascuna
di esse a yy: piu precisamente,

D_o(x0) < Dyd(x0) < D-¢(yo) < D+ (o) - (1.33)

Quindi entrambe le derivate sono monotone, e sono uguali in ogni punto in
cui una di esse ¢ continua (perché se limy _,,  D_¢(x9) = D_¢p(yo), allora
implica che anche

lim D ¢(x0) = D-¢(yo) (1.34)

To—Yo

e quindi anche 'altra derivata ha lo stesso limite a x(, ed allora nessuna delle
due puo avere salti e, grazie a (), devono essere uguali.

Infine, una funzione monotona puo avere solo un insieme numerabile di
salti, perché la serie dei salti non puo superare ’escursione dei valori della
funzione. Quindi le due derivate devono essere continue ovunque tranne che
in un insieme al piu numerabile. O

Abbiamo cosi provato che la convessita implica la monotonia delle deri-
vate. Viceversa:
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Proposizione 1.15.8. Se ¢ ¢ continua su (a,b) ed ammette derivata sinistra
(oppure destra) non decrescente, allora ¢ é convessa.

Dimostrazione. Supponiamo che la derivata destra di ¢ sia non decrescente.
In questa dimostrazione, per semplicita, scriviamo crescente invece che non
decrescente, e se necessario denoteremo come strettamente crescente le fun-
zioni che finora abbiamo chiamato crescenti; analogamente per le funzioni
decrescenti.

Dire che ¢ & convessa in (a, b) equivale a dire che per ogni a < z <y < b
la funzione differenza

»(t) = olty + (1 — t)a] — to(y) — (1 — t)d(x)

¢ negativa o nulla nellintervallo [0, 1]. Osserviamo che ¥(0) = 0 = (1),
et Dy(t) = (y— x)Diofty + (1 — t)x] — ¢(y) + ¢(x) & anch’essa una
funzione crescente di ¢ in [0, 1].

Poiché v e continua ha un punto di massimo. Sia t; tale punto. Se {5 = 1
allora il valore massimo di ¢ ¢ (1) = 0, e quindi ¥ ¢ negativa o nulla ed
il risultato ¢ dimostrato. Se invece t, < 1 allora D, (ty) = 0. D’altra
parte, poiché D 1 & crescente, questo implica D¢ < 0 in [0,%]. Allora
Y(to) < (0) =0, e quindi il massimo valore di ¢ ¢ negativo o nullo. O

Una conseguenza immediata di questi due risultati € continuamente usata
nello studio del grafico delle funzioni:

Corollario 1.15.9. Una funzione derivabile due wvolte e convessa in un
intervallo aperto se e solo se ha derivata seconda non negativa in tutto

Uintervallo

Proposizione 1.15.10. (Disuguaglianza di Jensen.) Se ¢ é una funzione
convessa su R e f una funzione integrabile definita in [0, 1],

o[ 1f(t>dt) < [ ot (1.35)

Se invece [ € definita in un intervallo [a,b] la disuguaglianza diventa

o (4 [ roa) < [ouma. (1,36
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Dimostrazione. Sia f una funzione integrabile sull’intervallo [0,1] e I =
fol f(t) dt e consideriamo una retta subordinata a ¢ al punto I, nel senso del
Corollario [1.15.6. Scriviamo I'equazione di questa retta y = ¢(I) +m(z —1I).
Dalla definizione di retta subordinata segue che

o(f(t) = ¢(I) +m(f(t) = 1)

per ogni 0 < t < 1. Poiché I = fol f(t)dt, integrando entrambi i termini
di questa equazione sull'intervallo [0, 1] si ottiene la disuguaglianza (]L.35).

Se invece f ha supporto in [a, b] poniamo [ = f; f(t)dt ed otteniamo ([L.36)
dallo stesso argomento.
O

La disuguaglianza di Jensen asserisce che il valore di una funzione con-
vessa ¢ al baricentro di una distribuzione di massa f non ¢ piu grande del
baricentro dei valori. La definizione di convessita [L.15.1 afferma la stessa co-
sa nel caso in cui la distribuzione consista di due soli punti materiali di massa
rispettivamente z e y. Si noti che, iterando questa definizione, si ottiene che,

N
se Y _gan =1,

N N
¢ (Z an:vn) < and(zy) |
n=0 n=0

che & una versione discreta della forma integrale della disuguaglianza di
Jensen (@)

1.16 Spazi L?

Un altro esempio di spazi vettoriali di dimensione infinita & si ottiene, per
1 < p < 00, nel modo seguente:

Definizione 1.16.1.

L= {f : R — C misurabile : /

—00

|f(z)P dx < oo} (1.37)

Se le funzioni sono definite non su tutto R ma solo su un sottoinsieme mi-
surabile secondo Lebesgue I C R, I'integrale in ([L.37) ovviamente si effettua
solo su I, e la sua finitezza individua le funzioni nello spazio LP(I).
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Quando abbiamo bisogno di utilizzare 'integrale rispetto ad una specifica
misura m diversa da quella che ad un intervallo associa la sua lunghezza,
allora scriviamo LP(m), oppure LP(I,m).

Consideriamo la seguente espressione, tramite la quale definiremo una

norma per LP:
i1, = ([ rac)’ (139)

Sia ora p = co. Vogliamo definire uno spazio L>(R) (o L*(I)). Per fare cio
occorre definire [’estremo superiore essenziale di una funzione f.

Definizione 1.16.2. (Estremo superiore essenziale e mnorma L>.)
Sia g una funzione definita su R a valori non negativi. Sia S l'insieme di
tutti i numeri reali « tali che

m (g7 (a,00]) =m ({z: a < g(z) < o0}) =0.

Se S = 0, poniamo 3 = +oo.

Se S # (), poniamo 3 = inf S.

Allora f3 si dice estremo superiore essenziale di g, e siscrive § = ess sup, g g(z).
Poniamo

[flloe = ess sup, [ f(z)]. (1.39)

Esercizio 1.16.3. Si mostri che ess sup,cp f(2) = inf{sup,cg g(t)} dove l'e-
stremo inferiore e preso sull’insieme delle funzioni g che coincidono con f
quasi ovunque.

Equivalentemente, si mostri che ess sup, g f(x) = inf{8: m{t: f(t) > 8} =
0}. 0

Il primo passo per mostrare che, per p > 1, () € una norma € pro-
vare la disuguaglianza triangolare, che nel caso della norma in L” si chiama
disuguaglianza di Minkowski. Potremmo darne una dimostrazione diretta (si
veda ad esempio [22, Cap. 6, Sezione 2], ma preferiamo ottenerla in modo
piu elegante come conseguenza di un’altra disuguaglianza, la disuguaglianza
di Hélder, la quale a sua volta richiede un breve calcolo che presenteremo
come lemma separato.
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Definizione 1.16.4. (Indici coniugati.) Siano 1 < p, ¢ < oco. Diciamo
che p e ¢ sono indici coniugati se
1

1
__|__:1
P q

dove si intende é =0.

Lemma 1.16.5. Siano 1 < p, g < oo due indici coniugati (1/p+1/q=1),
ea, b>0. Allora

ab < 1ap + lbq )
p q
Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo assumere 1 < p < ¢ <
oo. Poiché 1/p + 1/q = 1 questo implica p < 2 < ¢._Percio la funzione
¢(x) = 2971 & convessa per x > 0 (si riveda I'Esercizio [1.7.3, oppure, se non
si e svolto quell’esercizio, si applichi il Corollario [1.15.9). Osserviamo anche
che la condizione 1/p + 1/q = 1 equivale a p + ¢ = pq, e quindi

(p—D(g—1)=pg—p—q+1=1. (1.40)

Percid la funzione inversa ¢! ¢ data da ¢! (y) =y~
Si consideri il grafico di ¢, illustrato nella figura seguente:

111

Figura 1.15: Grafico di a = b1

La regione I ha area [, a?'da = a? /p. La somma delle aree delle regioni
IT e IIT ¢ fob bi~tdb = b?7/q. Quindi il rettangolo di base b ed altezza a
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costituito dall'unione di I e I ha area inferiore a a?/p + b7/q. Questo prova
la disuguaglianza. O

Teorema 1.16.6. (Disuguaglianza di Hoélder.) Se p e q sono indici
coniugati (nel senso della precedente Definizione ) efell ge L,
allora

/ ol < 1ol (1.41)

Vale l'uguaglianza se e soltanto se una fra f e g é nulla quasi ovunque (cioé
se f o g e la funzione nulla nella classe di equivalenza di Lebesgue), oppure
se |f|P é un multiplo di |g|9.

Dimostrazione. 1l caso p = 1, ¢ = oo (0 viceversa) & ovvio, percio assumiamo
1 < p, ¢ < co. La disuguaglianza ¢ ovvia se f o g ¢ nulla quasi ovunque,
perché allora lo ¢ anche il prodotto |fg|. Se entrambe le funzioni non sono
quasi ovunque nulle le loro norme rispettivamente in LP e L9 sono positive.
Normalizziamo in maniera da avere ||f||, = 1 = ||g//4, ed applichiamo il
Lemma al prodotto f(x)g(z), ottenendo

1 o1 U
/ f@g()do < / f@P ot / ga)ffde =+ =1, (142)

Abbiamo gia notato che si ha pg = p+¢q. Percio p = p+qg—q = pg —
q¢ = q(p —1). Quindi, se |f[? & un multiplo di |g|?, allora |g| = M|f|P/? =
M| fP~t. In questo caso ¢ ovvio che nella disuguaglianza di Holder vale
l'uguaglianza. Viceversa, se vale l'uguaglianza, allora applicando il Lemma
1.16.5 al prodotto di a = |f(x)| e b = |g(x)| si deve avere I'uguaglianza per
quasi ogni . Questo significa che la regione 111 nella figura si restringe ad un
solo punto per quasi ogni z, e cio¢ che a = |f(x)| = ¢(b) = b~ = |g(x)]|9!
quasi ovunque. Poiché abbiamo mostrato che ¢ — 1 = 1/(p — 1), questo
equivale a dire che |f|P = |g|? a meno di normalizzazione (per ottenere (|1.42)
abbiamo normalizzato f e g).

Corollario 1.16.7. (Calcolo della norma L? per dualita sulla sfera
unitaria di L1.) Per ogni f € L, 1 < p < o0,

||f||p=sup{‘ / fg‘: ||g||q=1}=sup{||fg||1 gl =1} . (143)
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Dimostrazione. Segue dalla disuguaglianza di Holder () che ||f||, ¢ mag-
giore o uguale dell’estremo superiore sul lato destro dell’'uguaglianza. Ab-
biamo visto alla fine della dimostrazione del Teorema [1.16.6 che vale I'ugua-
glianza se scegliamo |g(x)| multiplo di |f(x)[P~! quasi ovunque.

O

Gli stessi argomenti che provano la disuguaglianza di Holder per gli spa-
zi LP si applicano parola per parola alle successioni invece che alle funzioni
(dopo aver rimpiazzato gli integrali con serie), e cioé agli spazi 7 della De-
finizione [1.7.1] (pit in generale, si applicano agli spazi LP(u) dove p é una
qualsiasi misura di Borel, inclusa la misura discreta nella quale LP(u) = ¢P:
si vedano nel seguito la Definizione [1.9.11, I’Esempio @ e la fine della
Definizione )

Si ha quindi:

Corollario 1.16.8. (i) Se p e q sono indici coniugati (Definizione )
e fetr geli allora

S 1 fagnl <M fleellgles -
n=1

Vale l'uguaglianza se e soltanto se una fra f e g € la successione nulla
oppure se |f[P & un multiplo di |g|?.

(17) Per ogni f € P, 1 < p < 0,

7l =0 {|3° o] = gller = 1} =sup {1 fgllo = gl =1}

Nota 1.16.9. Il fatto che con la stessa dimostrazione si provi la disuguaglianza
di Holder in forma integrale per gli spazi L? ed in forma discreta (di serie)
per gli spazi /P non ¢ una coincidenza fortuita. Infatti, in entrambi i casi in
realta abbiamo usato le stesse stime per integrali, ma nel caso discreto questi
integrali non sono stati definiti in termini della misura di Lebesgue, bensi di
una misura discreta, la misura che conta, introdotta nell’Esempio [1.9.22. Gli
integrali rispetto a questa misura sugli interi sono serie. O

Teorema 1.16.10. (Disuguaglianza di Minkowski.) Per ogni coppia di
funzioni misurabili f e g, per ogni p tale che 1 < p < 00,vale la disuguaglianza
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1+ gllo < [[fllp + llgllp -

Vale l'uguaglianza se e solo se una delle due funzioni é identicamente nulla
oppure ¢ un multiplo dell’altra con un fattore di proporzionalita positivo.

Dimostrazione. La disuguaglianza ¢ chiara se p =1 (e p = 00). In generale,

da questo fatto e dall’identita
segue:

If+ gl = sup{(f+9)hly - |[Ally =1}
< sup{[[fhlls : [lAlly = 1} +sup{llghlly : [IAlly =1}
= N fllp + llgllp -

O

Esercizio 1.16.11. Nell’Appendice diamo una dimostrazione diretta della
disuguaglianza di Minkowski che permette di considerare anche il caso 0 <
p < 1, e che mostra che per questi valori di p la disuguaglianza vale nel
verso opposto (Nota [L.31.1)), e quindi I'espressione || f||, non ¢ pitt una norma
perché non verifica la disuguaglianza triangolare. Rivedendo per analogia
la forma delle sfere negli spazi 7 (Nota @), si determini la forma di
queste sfere per 0 < p < 1 e si osservi che smette di essere convessa. Si
deduca questo fatto dal fatto che non vale la disuguaglianza triangolare. Per
ulteriori approfondimenti si veda la Nota ??, che il presente esercizio anticipa.

O

Nota 1.16.12. Ad essere precisi, 'espressione || « ||, cosl definita non ¢ una
norma. Infatti esistono funzioni f non identicamente nulle con ||f|, = 0.
Un esempio ¢ dato dalla funzione caratteristica dei numeri razionali, o piu in
enerale dalla funzione caratteristica di un insieme di misura nulla (Esempi
ﬁ.9.49 e [1.9.23).

Per ovviare a questo problema e far si che [|-||, sopra definita sia una nor-
ma, si ridefinisce lo spazio LP(R) come uno spazio costituito non da funzioni,
bensi da classi di equivalenza di funzioni. O
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La nozione di relazione di equivalenza ¢ stata gia rammentata nella De-
finizione . Una relazione di equivalenza su un insieme determina una
partizione in classi di equivalenza:

Definizione 1.16.13. Sia a € I. La classe di equivalenza di a ¢ costituita
da tutti gli elementi b € I tali che b ~ a e si indica con [a]. Quindi

a| ={bel:b~a}.

Definizione 1.16.14. (Equivalenza quasi ovunque.) Sull'insieme delle
funzioni misurabili introduciamo la seguente relazione di equivalenza:

f =~ g se e solo se f =g quasi ovunque (nel senso stabilito nella Defini-
zione )

FEsercizio 1.16.15. Verificare che tale relazione ¢ una relazione di equivalenza.
g

Ridefiniamo quindi correttamente gli spazi L”:

Definizione 1.16.16. (Definizione precisa degli spazi L?.) Gli elementi
di LP(R) sono classi di equivalenza di funzioni misurabili (secondo la relazione
di equivalenza quasi ovunque definita sopra).

Nota 1.16.17. Se una classe di equivalenza LP contiene una funzione con-
tinua, questa ¢ l'unico rappresentante continuo della classe. Infatti, se ci
fossero due rappresentanti continui diversi f e g, allora f — g sarebbe una
funzione continua non nulla. Prendiamo un punto z in cui f(z) # g(x). Per
il teorema degli zeri per le funzioni continue (o teorema di permanenza del
segno: Sezione ) esiste un intorno di aperto O di x tale che f(t) # g(t) per
ogni t € O. Poiché O contiene un intervallo aperto, ha misura strettamente
positiva. Pertanto [, |f—gl? > [, |f —g|” > 0, e questo contraddice I’assun-
zione che f e g fossero nella stessa classe di equivalenza L”. Il ragionamento
¢ analogo per le classi di equivalenza L*°: visto che f e g non coincidono
su un insieme O di misura positiva, ess sup |f — g| deve essere strettamente
positivo (esercizio). 0

Sugli elementi degli spazi LP(R) cosi definiti I’espressione

= ([ rpar)

risulta essere una norma.
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FEsercizio 1.16.18. (i) Si controlli che_||-|| verifica le tre proprieta della
definizione di norma (Definizione )

(*ii) Invece, per 0 < p < 1, questa quantita non verifica la disuguaglianza
triangolare, e quindi non & una norma.

Suggerimento: la dimostrazione si basa sul Lemma (in caso di
difficolta la si puo trovare nella Sottosezione B.23.1)).

O

Nota 1.16.19. Se I = [a, b] € un intervallo reale, o pill in generale un sottoin-
sieme di R di misura di Lebesgue positiva, possiamo ora definire LP([) come
I'insieme delle classi di equivalenza di funzioni misurabili su [a, b] tali che

/ab|f<x>|pdas<oo.

Nel caso p = oo, lo spazio L*(I) é I'insieme delle classi di equivalenza di fun-
zioni misurabili su [ tali che ess sup; f(z) < oo. Si noti che ¢ indispensabile
far ricorso all’estremo superiore essenziale, che & per sua definizione identico
per tutti i rappresentanti della stessa classe di Lebesgue (Definizione
ed Esercizio ) L’estremo superiore ordinario non sarebbe invece ben
definito sulla classe di Lebesgue, perché cambia da rappresentante a rappre-
sentante: infatti esso dipende dai singoli valori f(x) a ciascun punto, e non
solo a meno di insiemi di x di misura zero. O

FEsercizio 1.16.20. Se la classe di equivalenza quasi ovunque di f € L*> con-
tiene una funzione continua g, allora ess sup |f| = sup, |g(x)|. (Si noti che
questa proprieta ha senso grazie all'unicita del rappresentante continuo (No-
ta [1.16.17).
O

Notazione 1.16.21. In analogia a quanto osservato nel precedente Esercizio
1.16.2(), spesso nel seguito, con abuso di notazione, scriveremo la norma L
come sup, |f(z)| invece che, correttamente, come ess sup, |f(z)|.

Esempio 1.16.22. Presentiamo una semplice proprieta delle classi di equiva-
lenza LP la cui dimostrazione ci ¢ stata suggerita da E. Valdinoci (comuni-
cazione personale): per ogni intervallo J esistono funzioni f € LP(J) tali che
nella classe di equivalenza LP di f non esiste alcun rappresentante g che sia



1.16. SPAZI L* 131

una funzione continua quasi ovunque. A maggior ragione lo stesso enunciato
vale per ogni f € LP(R). Senza perdita di generalita, a meno di cambiamenti
di scala, possiamo assumere J = [0, 1].

Per mostrare questa asserzione, consideriamo un aperto denso in A C
[0,1] con misura di Lebesgue 0 < m(A) < 1. Un tale insieme A si puo
costruire ad esempio nel modo seguente. Si consideri un insieme numera-
bile denso @ C [0,1], ad esempio i razionali, ed indicizziamolo nel modo
ovvio: A = {xg, z1,...}. Per ogni n € N sia [, un intervallo aperto
di lunghezza 37" che contiene z,,. Ora poniamo A = U° I, ed abbiamo
m(A) <Y 07 37" <1, mam(A) >m(l;) >0e ADQ, quindi A & denso in
[0, 1].

Sia f la funzione caratteristica di A. Se nella sua classe di equivalenza esistes-
se una funzione g continua quasi ovunque, allora osserviamo che l'insieme G
dei punti in cui g non assume i valori 0 oppure 1 avrebbe misura zero: infatti,
se G avesse misura positiva, dovrebbe contenere qualche punto di continuita
zo di g (perché i punti di discontinuita hanno misura 0) con g(xg) # 0 e
g(xg) # 1. Per il Teorema di permanenza del segno (vedere Sezione [L.1)
esisterebbe un intervallo aperto K con z € K e g(x) # 0 e g(z) # 1 in K.
Pertanto f # g su tutto K, e poiché l'intervallo aperto K ha misura positiva
questo contraddice il fatto che f e g siano uguali quasi ovunque.

Ma d’altra parte, l'insieme Z := {z : g(x) = 0} deve avere misura zero,
perché altrimenti, per lo stesso argomento di prima, Z dovrebbe contenere
un punto di continuita xg di g in cui g(z¢) = 0. Di nuovo per il Teorema di
permanenza del segno esisterebbe un intervallo aperto X > z( tale che g < %
su K. Poiché A & un aperto denso esisterebbe allora un intervallo aperto
J C KN A. Evidentemente su J avremmo g < % ma f = 1, perché per
costruzione f =1 su A. Quindi, di nuovo, f e g non sarebbero uguali quasi
ovunque.

A questo punto sappiamo che, se nella classe di equivalenza di f esiste una
funzione ¢ continua quasi ovunque, allora g = 1 quasi ovunque. Ma in tal
caso, 1 = fol g = fol f =m(A) <1, una contraddizione. 0

Nota 1.16.23. Come ¢* (Nota ), anche LP(R) contiene un sottospazio
V isomorfo a C? (o0 anche R?). Infatti sia V' il sottospazio di LP(R) costituito
da tutte le funzioni tali che
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ty se z€l0,1]
fx) =14 ta se x€]l,2]
0 altrimenti

con t1,ty € C.

Al variare di t;,ty in C l'insieme di tali funzioni costituisce uno spazio
vettoriale isomorfo a C2.

E interessante osservare che questo sottospazio € isometricamente isomor-
fo al sottospazio analogo di ¢P costruito nella Nota [L.7.10: in altre parole,
la norma LP ristretta a V' coincide con la norma ¢ sullo spazio complesso
di dimensione 2. Se p = 2, allora la norma L? ristretta a_V/ coincide con la
norma euclidea (cosl come la norma £2: si riveda la Nota [1.7.11)). O

Nota 1.16.24. Come nel caso di ¢?, anche la norma di L?(R) proviene da
un prodotto scalare, nel senso della Nota 1.7. Infatti, su L*(R) il questo
prodotto scalare e

(f,9) = /Oo f(z)g(x) dz.
O

FEsercizio 1.16.25. Verificare che si tratta di un prodotto scalare, come intro-
dotto nella Definizione [1.2.7.
g

La norma ||+|| proviene da tale prodotto scalare, infatti:

o0

= TRy 2
df) = [ s@F@de= [ \ra)fde= 115
Teorema 1.16.26. (Teorema di Riesz-Fischer.) Sial < p < oco. Allora
LP(R) & uno spazio normato completo. La stessa cosa vale per LP(I), dove
I C R ¢ un insieme misurabile di misura di Lebesque positiva, ad esempio
un intervallo.

Dimostrazione. 1l caso p = oo ¢ ben noto e facile: le successioni di Cauchy
nella norma uniforme) di funzioni limitate sono limitate (si veda il Teorema
in seguito).

Assumiamo quindi 1 < p < o0, ed utilizziamo il criterio della conver-
genza di serie assolutamente sommabili (Lemma [L.2.21)). Sia ) f,, una serie
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assolutamente sommabile: le somme parziali SN || £, | , Sono tutte simulta-
neamente limitate da qualche costante M > 0. Poniamo g, (z) = > ,_, | fxl-
La disuguaglianza di Minkowski () implica [|gn|l, < > 5y I fxll, < M.
D’altra parte, per ogni z, g,(x) & una successione non decrescente di numeri
reali (positivi!), e quindi converge oppure tende a +oo. La funzione limite
¢ misurabile (Proposizione ), e grazie al Lemma di Fatou (Teorema
1.9.59) si ha |g|” < M. In particolare, g ¢ finita quasi ovunque.
Percio, per quasi ogni z, la serie Y f,(z) € una serie assolutamente som-
mabile di numeri reali, e quindi convergente ad una somma s(x). Per co-
modita, nei punti = in cui la serie ¢ divergente poniamo s(x) = 0. In tal
modo, quasi ovunque, la funzione s ¢ il limite puntuale delle somme parziali
Sn = Y p_y fe(z), e quindi ¢ una funzione misurabile. Inoltre |s(z)| < g(x)
perché |s,(x)| < D7 |fr()] = gn(x) < g(x). Quindi la funzione s appartie-
nea L? e |s,(z) — s(x)] < 2g(z). Ora dal Teorema di Convergenza Dominata
(Teorema @), applicato alle funzioni |s,(x) — s(z)|", segue che s,, con-
verge a s nella norma di L?, e quindi la serie ) f,, converge ad una funzione
somma in LP. 0

(71) dell’Esercizio J). Pero la dimostrazione del precedente Teorema
di Riesz—Fischer G vale riga per riga anche in questo caso, e prova la
completezza di LP per tutti i p > 0 rispetto alla distanza d(f,g) = [ |f — g/
(per maggiori dettagli si veda la Sottosezione B.23.1)). O

*Nota 1.16.27. Per 0 < F < 1, lo spazio LP non & uno spazio normato (parte

Esercizio 1.16.28. La dimostrazione che abbiamo dato del Teorema di Riesz—
Fischer [1.16.26, basata sul criterio della convergenza di serie assolutamente
sommabili (Lemma [1.2.21]), & un po’ astratta. Il lettore trovi una dimostra-
zione piu diretta basata sul prossimo Corollario , che e di interesse
intrinseco. O

Corollario 1.16.29. Da ogni successione f,, di Cauchy in LP si puo estrarre
una sottosuccessione che converge puntualmente quasi ovunque.

Dimostrazione. 11 caso p = oo ¢ relativamente facile e viene lasciato per
esercizio al lettore. Prendiamo 0 < p < co. Poiché {f,} ¢ di Cauchy, esiste
una sottosuccessione di indici n; tale che

anj+1 o fnij < 277 (1'44)
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Poniamo allora g, = Y& — [l e g = >3 [fan — [l La di
suguaglianza di Minkowski () e la precedente disuguaglianza (|L.44
implicano che ||gi|l, < 1 per ogni k, ed a questo punto dal Lemma di Fa-
tou (Teorema ) segue |lg|l, < 1. Pertanto g(x) < oo quasi ovunque, e
quindi la serie

~—

= fo + Z Foier = fl) (1.45)

converge assolutamente per quasi ogni x (si rammenti la definizione di con-
vergenza assoluta di una serie data nella Sezione ) Per comodita, nell’in-
sieme di misura nulla dove la serie non converge poniamo f = 0, in modo
che f sia definita ovunque. Ora ¢ chiaro che le somme parziali

k-1
fni + Z(f’ni+l - fm) = fTLk
i=1
convergono alla somma f(z) in () per quasi ogni . O

Se rimpiazziamo le funzioni con successioni e gli integrali con serie nume-
riche, lo stesso argomento dimostra il risultato analogo per gli spazi 7, che
era stato annunciato nella Nota [1.7.9:

Corollario 1.16.30. Per 0 < p < 00, gli spazi (P sono completi.

Nota 1.16.31. Per p > 1 gli spazi L” sono completi rispetto alla distanza

indotta dalla norma
Ny = 1l = (/\fl”) |

in seguito al fatto che tale norma & definita tramite I'integrale di Lebesgue:
infatti nella dimostrazione della completezza abbiamo usato il Lemma di
Fatou (Teorema [1.9.52), che vale per 'integrale di Lebesgue (& stato usato
per dimostrare il Corollario [1.16.29). Invece, se si fosse definita la norma
usando l'integrale di Riemann, il Lemma di Fatou non sarebbe stato vero
e non avremmo avuto la completezza. Ad esempio, se intorno a ciascun
razionale g, si considera l'intervallo di diametro 27%/n centrato in gy, allora
la funzione caratteristica y, dell'unione di questi intervalli ha norma finita
in L? e la norma tende a zero se n — oo: in effetti yx,, tende alla funzione
caratteristica dei razionali, che equivale alla funzione zero in LP di Lebesgue,
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ma non ¢ integrabile secondo Riemann. La successione y,, ¢ di cauchy in L?
(secondo Lebesgue e secondo Riemann), ma non converge in L? di Riemann.
Cautela: per 0 < p <1, la quantita N, = ||-||, non ¢ una norma (Esercizio
1.16.18), ma NI € una distanza nella quale LP ¢ completo: si veda la Nota
1.16.27). O

Esercizio 1.16.32. Siano f € LP e g € L*. Il prodotto puntuale fg appartiene
a LP.

Svolgimento. L’enunciato & banale se p = oo, quindi assumiamo p < co. E
sufficiente dimostrare il risultato per f a valori non negativi, perché altrimenti
si applica il ragionamento separatamente alle parti positiva e negativa di f:
quindi assumiamo f > 0. Per ogni ¢ > 0 esistono una funzione semplice u
minorante f ed una funzione semplice v maggiorante f tali che [(v—u)? <
ellg|l%,. Ora poniamo U = —||g||cctw € V = ||g]|cov. Allora U(z) < f(z)g(z) <
V(z), ed inoltre [(V — U)P < e: quindi fg € LP. O

1.17 Inclusioni fra spazi L’ e fra spazi ¥

Proposizione 1.17.1. (Inclusioni fra spazi LP.) Se I = [a,b] é un
intervallo di lunghezza finita e p < q < oo, allora LA(1) C LP(I).

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che per ogni p < ¢ esiste una costante
C = C,, tale che, per ogni f € LI([), si abbia

1Fllp < Cliflla- (1.46)

Per maggiore chiarezza consideriamo dapprima il caso p = 1. In tal caso
la disuguaglianza da provare ¢

(/I|f(t)\dt)q<M/l|f(t)|th (1.47)

dove M = (7. Ma questa e una conseguenza diretta della disuguaglianza di
Jensen () per funzioni sull'intervallo [a,b], applicata alla funzione con-
vessa t — [t|? (Esercizio [L.7.3); anzi di piu, da quella disuguaglianza vediamo
che 1/M & la misura dell’intervallo .

Ora consideriamo il caso generale p < ¢g. Il modo piu semplice di proce-
dere ¢ quello di ridursi al caso precedente, ponendo g = |f|P. Applicando la
disuguaglianza precedente alle norme di g in L'(I) e L%?(I) si ottiene
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112 = gl < Mgl = (/ <|f|p>q/p) _If (as)

da cui, se si estrae la radice p—esima di entrambi i lati, segue ([L.46).
O

Nota 1.17.2. Osserviamo che la famiglia di inclusioni dimostrata per gli spazi
LP[a,b] (cioeé che questi spazi diventano piu piccoli al crescere di p) € inversa
di quella provata per gli spazi ¢ (Proposizione @)

Generalizzando quanto abbiamo fatto nella Nota , possiamo im-
mergere lo spazio /P di successioni nello spazio LP(R) di funzioni, nel modo se-
guente. Sia x, la funzione caratteristica dell'intervallo [n,n + 1) (Definizione
). Allora I'immersione eé:

0o
{l‘l,zg, .. } — Z[L‘nxn .
n=1

Poiché la norma LP di ciascuna delle funzioni caratteristiche y,, di am-
piezza 1 vale 1, I'immersione ¢ una isometria. In particolare, quindi, negli
spazi LP(R) non puo valere U'inclusione LP(R) C L"(R) per r < p, che vale
negli spazi LP|[a,b|, perché gli spazi LP(R) contengono isometricamente gli
spazi /P per cui vale 'inclusione opposta; ma in essi non puo neppure va-
lere I'inclusione opposta, perché contengono isometricamente LP[a,b] (basta
prendere una funzione L definita in [a, b] e prolungarla a tutto R ponendola
zero al di fuori di questo intervallo).

A titolo di esempio, osserviamo che la funzione f(x l/xsex € (

e zero altrove appartiene a L'(R) ma non appartlene a LQ(R) mentre la

funzione g(x) = 1/x se & > 1 e zero altrove appartiene a L*(R) ma non a
L'(R) (esercizio!). O

1.18 Le funzioni continue e le funzioni sem-
plici sono dense in L7

Definizione 1.18.1. (Funzioni a gradini.) Siax = {zo <z, <--- <zpn}

una successione finita, e denotiamo con I, gli intervalli da essa generati:

I, =[xy, Tpi1). Sia x, la funzione caratteristica di I, (Definizione [L.1.3).
. N-T oo . . .

La funzione ¢ =) ' X, si chiama la funzione a gradini, o funzione a scala
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generata dalla successione «; essa ¢ definita nell’intervallo [zg, xy]. Denotia-
mo allo stesso modo la funzione definita su tutto R prolungando ¢ in modo
che valga 0 fuori di tale intervallo.

Analogamente, si definisce funzione a gradini a supporto non compatto la
funzione costruita allo stesso modo ma a partire da una successione bilatera
{"" <z 9<z_1<z0<m <29 <...},0ssia da una partizione di R in un
numero infinito di intervalli.

Lemma 1.18.2. Sia I un sottoinsieme misurabile di R. Per ogni funzione
f e L>(I) (limitata e misurabile secondo Lebesgue) e per ogni € > 0 esiste
una funzione semplice 0 (Definizione |1.9.49) tale che

0(2)] < [f(2)] (1.49)
[f(x) = 0(z)] <e. (1.50)

Inoltre, per ogni €, > 0 esistono una funzione a gradini ¢ ed un insieme
misurabile E con misura di Lebesque minore di 0 tali che, per ogni x ¢ E, si
ha

[o(2)] < |f(2)]
[f(z) —¢(z)| <e.

Se f ¢ a wvalori reali allora si possono scegliere 0 e ¢ a valori reali, e
quindi 0 < ¢(z) < f(z) dove f(x) 20 e f(x) < ¢(x) <0 dove f(x) <0, ed
analogamente per 6.

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > 0 e k € N tale che % <e. Sial, = [%, ”TH)
Gli [,, formano una famiglia di intervalli disgiunti la cui unione ¢ tutto R.
Poiché f e limitata, la sua immagine & contenuta nell’'unione di un sottoin-
sieme finito degli I,,. Scriviamo, ad esempio, Im(f) per 'immagine di f (cioe
I'insieme Im(f) = {y : y = f(z) per qualche z € R}), e poniamo || f||.c < M
e N = kM: allora abbiamo Im(f) € UN__ | I,. Per questi valori di n
poniamo J, = f7'(I,). Allora {J, : n=—-N —1,...,N} & una famiglia
finita di insiemi misurabili disgiunti tali che UN__ . ,J, = R, i quali sono
misurabili in seguito alla Definizione [1.9.39.
Ora costruiamo una funzione semplice che approssima f uniformemente. Il
modo piu facile di procedere, che pero non verifica il requisito dell’appros-

simazione per difetto, e il seguente. Per comodita scriviamo la funzione
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caratteristica di J,, come X, invece che con la notazione x;, che abbiamo
usato nella Definizione [1.1.3, e consideriamo la funzione p = 25:7 N_1 fnXn,
dove f, = f(x,) per qualche z,, € J,. In realta & necessaria una scelta piu
precisa: per definizione, i valori di f nell’intervallo J, appartengono a I,,,
ma rammentiamo che i valori di f € L sono fissati solo quasi ovunque,
possono essere modificati su un insieme di misura zero. Ora, rammentiamo
che I'estremo inferiore essenziale di una funzione f su un insieme A ¢ definito
come

ess inf 4 f = sup{ eirjgof(x) O C A, m(0)=0} (1.51)

ed in maniera simmetrica si definisce ’estremo superiore essenziale. Allo-
ra I, = [essinfiea,; f(2), esssup,eqa,, f(7)) € Iintervallo compreso fra gli
estremi inferiore e superiore essenziali dei valori di f. In J, ci puo essere un
sottoinsieme Z,, di J,, di misura nulla al quale i valori di f non appartengono.
D’altra parte, i valori di f non sono neppure definiti su un insieme di misu-
ra nulla finché non fissiamo una scelta di f nella sua classe di equivalenza
di Lebesgue i cui valori siano definiti ovunque: allora, se facciamo questa
scelta, bisogna scegliere x,, € J, \ Z,. Con questa clausola, la funzione p
¢ una funzione semplice tale che ||f — pllc < € quasi ovunque: infatti, se
x € Jy,, allora f(z) e f, = f(x,) appartengono entrambi all’intervallo I,
di lunghezza % < €. Questo dimostra la parte dell’enunciato che riguarda
I'approssimazione con funzioni semplici (le disuguaglianze (1.4d) e ([L.50)).
Consideriamo ora l'approssimazione con funzioni a gradini, che & solo leg-
germente piu complicata. Per la Nota [1.9.33, per ogni § > 0 fissato e
per ogni n = —N — 1,..., N esiste un insieme aperto O, D J, tale che
m(O, \ Jn) < /(2N +2). Sia B = UY__\ 0, \ J,. Allora m(E) < .
Inoltre, per il Lemma [1.9.3 (i), per ogni n esiste una famiglia numerabile di
intervalli aperti disgiunti A,;, j = 1,2,..., tale che O, = U32;A,;. Anche
se gli A,; sono disgiunti per un dato n, ¢ possibile che un intervallo A,,;,
intersechi un intervallo A, ;, con ny diverso da n,, perché gli aperti O,, si
sovrappongono parzialmente: ma questo puo accadere solo su O,,, N O,, che
¢ un insieme di misura minore di ¢ (anzi in realta minore di § /(N +1), perché

Ono N Om = (Ono N Onl) \ (Jno N Jm) - (Ono \ Jno) N (Om \ Jm) )

dove la prima identita vale dal momento che gli insiemi J,, sono disgiunti.

Ora costruiamo una funzione a gradini che approssima f uniformemente a
meno di un insieme di misura minore di 4. Come prima, se non ci interessasse
il requisito dell’approssimazione per difetto, il modo piu semplice sarebbe il
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seguente. Scriviamo la funzione caratteristica di A,; come x,;, e consideria-
mo la funzione a gradini ¢ = Zivszfl Zj; frjXni, dove fn; = f(x,;) per
qualche x,; € J,, (di nuovo, piu precisamente scegliamo x,; € J,, \ Z,.)

Di nuovo, per quasi ogni x € A,;NJ,, = A,;\ E, entrambi f(x) e f,; = f(xn;)
appartengono all’intervallo [,, di lunghezza % < e€: quindi

[f(x) = fojl < (1.52)

se v € A, \ E. Percio la funzione a gradini (un insieme numerabile di
gradini) v approssima uniformemente f a meno di ¢ al di fuori dell’insieme
E di misura minore di .

Per provare l'enunciato sulla approssimazione dal di sotto, |¢| < |f] (ri-
spettivamente || < |f]), occorre scegliere funzioni a gradini ¢ (rispettiva-
mente, funzioni semplici #) tali che, rispettivamente in J,, ed in A,; \ E, i
loro valori siano quasi ovunque di modulo inferiore a quelli di f. A questo
fine e sufficiente scegliere ¢,; = essinf;, |f(z)| (definito di nuovo come in
(@) in tal modo ¢,; verifica la stessa disuguaglianza ([L.52), ed inoltre
cny < |f(x)] se x € Apj \ E C J,. Percio la funzione a (infiniti) gradini
d=>._ N Zj‘;l CnjXn; soddisfa le disuguaglianze richieste. Analogamente,

. . y . . . o N 0
la funzione semplice dell’enunciato si costruisce come 6 = >, > 77 tuXa,

con t, = ess inf,ey |f(z). E ovvio dalla costruzione che ¢ & a valori reali se
oo f. 0

Lemma 1.18.3. (L N L? é denso in LP per ogni p.) See >0, K >0
e f € LP conp < oo, esiste una funzione misurabile fx a supporto compatto
tale che |fx| < K e | f — fxl, <e.

Dimostrazione. Poiché f € LP, esiste un insieme E C R al di fuori del quale
si ha fR\E |f|P < eP/2. Poniamo f uguale a zero fuori di F.

Supponiamo dapprima che f sia a valori reali. Per ogni n > 0 poniamo
folz) = f(x) se |f(x)] < n, e f(x) = n (rispettivamente, —n) se f(z) > n
(rispettivamente, f(x) < —n). Allora |f,| < n e per quasi ogni = si ha
fo(z) — f(x) se n — oco. Inoltre |f — f,| < |f|, e quindi, dal momento che
la funzione ¢t — t? (t > 0) & crescente, ne segue che |f — f,|" < |f[’. Per il
Teorema di Convergenza Dominata (Teorema [1.9.54)) si ha

lim [[f — f,[” = Tim /\f—fn!p=0-
n—oo n—oo
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Pertanto, per qualche K abbastanza grande, [, |f — fx|’ < e”/2. Allora
8p 817
Ju-ser=[1r-nr+ [ -pr<S+T-e
R E R\E 22

da cui 'enunciato: ||f — fk|l, <e.

Se f e a valori complessi si applica questo argomento separatamente alla
parte reale ed immaginaria: le due funzioni a gradini o e 3 cosi generate
formano la parte reale ed immaginaria della funzione a gradini richiesta.
L’approssimazione rimane valida perché, scrivendo u = Ref e v = Im f,
abbiamo || f — (a +i0)|l, < ||u — a||, + ||[v — B]|,, grazie alla disuguaglianza
triangolare per la norma. O

Proposizione 1.18.4. (Le funzioni a gradini sono dense in LP.) Se
1<p<ooefell perogniec >0 esiste una funzione a gradini ¢ tale che
If —oll, <e

Lo stesso enunciato vale per p = oo pur di prendere una funzione a
gradini non a supporto compatto, cioé associata ad una partizione infinita di
R (Definizione |1.18. Z)

Dimostrazione. Nel caso p = oo 'enunciato segue direttamente dal Lem-
ma [1.18.2. Prendiamo quindi 1 < p < oo. Fissiamo ¢ > 0. Anzitutto
osserviamo che, senza perdita di generalita, possiamo assumere che f abbia
supporto K compatto. Infatti, per ogni € > 0, esiste un compatto K tale che
[ 1f(@)[Pde < €?/2. Allora, se 'enunciato del teorema vale sui compatti,
la funzione f e approssimabile in K con una funzione a gradini ¢) in K nel
senso che [ |f — ¢|Pdx < £P/2: pertanto, la funzione a gradini ¢ ottenuta
quando si prolunga 1) a tutto R ponendola zero al di fuori di K approssima f
in norma L? a meno di ¢, per lo stesso argomento visto nella disuguaglianza
(5}

Assumiamo quindi p < coe f € LP a supporto compatto K. Per il Lemma
i.18.3 esiste una funzione fy; € L™ tale che [fu| < M e |[f — full, < e
la costruzione di questa funzione mostra che |fy| < |f| ovunque. e quindi
anche fj; ha supporto in K. Poniamo 6 = €P. Per il Lemma esiste
una funzione a gradini ¢ tale che |¢p| < |fy| < M ovunque e |fy — @] <
e/m(K)'? tranne che su un insieme £ di misura minore di ¢, dove peraltro

\far = o) < |ful + 0] < 2M.
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Allora
=0l = [ 1 —oP+ [ 1fu—op
E K\E
< / | fur — off +/ |far — OF < (2M)PS + P = (1 + 2P MP)eP .
E K
Da questo segue che || far — 8||,, < Ce, dove C' = (1 + 2P MP)L/P . Quindi

1f = ¢ll, < W = farll, + 1far = 0ll, < (14 C)e.

Questo conclude la dimostrazione per p < oo (se si preferisce avere e
invece che (14 C)e nell’ultimo membro della precedente disuguaglianza basta
rimpiazzare ovunque € con £/(1 + C)). 0

Lo stesso argomento dimostra che le funzioni a gradini e le funzioni sem-
plici approssimano le funzioni non negative, sia nella norma di LP sia pun-
tualmente in maniera monotona, e quindi estende il Lemma . Diamo
la dimostrazione per le funzioni semplici:

Corollario 1.18.5. Per ogni f € LP(I), f > 0, esiste una successione di
funzioni semplici sq,s,... su I tale che s,(x) < Spi1(x) per ognin e x e
lim, s, (x) = f(x) per quasi ogni x e nel senso di LP.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca quella del LeIr e del-
1.18.3)

la Proposizione [1.18.4 (si veda anche quella del Lemma . pertanto
e sufficiente accennarla. Fissato M > 0 approssimiamo f con la funzione
fu(x) = min{ f(x), M'}: come nel caso della dimostrazione della Proposizio-
ne , e sufficiente dimostrare che le funzioni semplici approssimano ogni
fur nella norma di LP e puntualmente quasi ovunque in maniera monotona.
Per ogni € > 0 sia N tale che % < ¢. Per ogni n poniamo

Jn:{m : %éf(x)<n+1}

N

e sia x,, la funzione caratteristica di .J,, (Definizione ) Osserviamo che
& < M se e solo se n < NM. Allora la funzione semplice s, = Zf:f:]\g N Xn

verifica, per ogni n e =z,

n+1

0<sule) < farle) e farle) = sale) <

1<
=—<e.
N

==
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Questo prova la convergenza puntuale monotona; la convergenza in LP se-

ue dal Teorema di Convergenza Dominata 1.9.5%, come nella Proposizione
i.18.4

O

Dimostriamo ora ’approssimabilita delle funzioni in L? con funzioni con-
tinue.
Indichiamo con C,,(R) lo spazio delle funzioni continue a supporto compatto
su R. Vogliamo dimostrare il risultato seguente:

Proposizione 1.18.6. (Le funzioni continue a supporto compatto
sono dense in [P.) Sel < p < oo e f € LP, per ogni ¢ > 0 esiste una
funzione g € C,, tale che ||f — g, < €. (Quindi anche il sottospazio di L?
costituito da funzioni continue che tendono a zero all’infinito, che contiene
quello delle funzioni continue a supporto compatto, é denso in LP(R) per ogni
1<p<o0).

Dimostrazione. Di questo enunciato si possono dare due diverse dimostra-
zioni, una elegante e trasparente ma sofisticata, 'altra artigianale e legata
ad un fatto elementare della teoria della misura che abbiamo appena accen-
nato (I'ultima asserzione del Lemma [1.9.33, utilizzata in effetti nel prossimo
Lemma 1.18.5).
La dimostrazione elegante si basa sul Teorema di Lusin , in base al
quale ogni funzione misurabile su un insieme finito differisce da una funzione
continua solo su un insieme di misura arbitrariamente piccola. Allora, se
si considera lo spazio LP su un insieme compatto, questo rende ovvio che,
data f € LP, per ogni ¢ > 0 esiste g € C,, tale che ||f — g||, < e. Nel caso
generale, invece, occorre prima osservare che, data f, esiste un compatto K
tale che || f|lrocx) < €/2, e poi approssimare la funzione f in norma LP, a
meno di £/2, su un intorno U di K a chiusura compatta con una funzione g
continua ovunque ed a supporto in U (non basta approssimare f con g in K
perché la funzione g sarebbe continua in K, ma potrebbe avere discontinuita
sulla frontiera di K: ma se si prende per g una funzione continua ovunque a
supporto compatto che approssima f in K il problema scompare.

La dimostrazione artigianale ma elementare, invece, ¢ un corollario diretto
ed ovvio dei prossimi Lemmi [1.18.7 e [L.18.8. O

Lemma 1.18.7. Per ogni 1 < p < oo, per ogni funzione a gradini ¢ e
per ogni € > 0 esiste una funzione continua h tale che ||¢ — hl|, < . Se
la funzione a gradini é a supporto compatto (cioé¢ nulla al di fuori di un
intervallo di lunghezza finita) si puo prendere anche h a supporto compatto.
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Dimostrazione. La funzione a gradini e costruita su una partizione finita
(se & a supporto compatto) o numerabile, cioé ha una successione finita o
numerabile di punti di salto x,, (n = 0,1,2,...). Sia s, il corrispondente
valore del salto di ¢.

Sia dapprima p < oo. Consideriamo l'intervallo chiuso J, di ampiezza
27"eP /s, centrato in x,. Costruiamo una funzione continua h in modo che
coincida con ¢ al di fuori dei J, (cioe nelle zone dove ¢ & costante), ed in
J, interpoli linearmente i valori destro e sinistro di ¢: in altre parole, in
maniera che ivi il suo grafico costituisca un raccordo rettilineo che congiunge
i tratti costanti del grafico di ¢. Chiaramente h € continua, ed in I, si ha
|p — h| < %sn. E anche chiaro che h & a supporto compatto se lo & ¢.

Ora,

Sn
2

NE

lo=hlE < D 16— hllt, < m(Jy)
n=1

= %iQ‘”sp =eP.
n=1

I
o

n

O

Lemma 1.18.8. Per ogni 1 < p < oo, per ogni funzione semplice s e per
ogni € > 0 esiste una funzione a gradini ¢ tale che ||s — ¢||, < ¢.

Dimostrazione. Questo risultato ¢ conseguenza diretta dell’'ultima asserzione
del Lemma [1.9.33 (approssimazione in misura di insiemi misurabili con unioni
finite di intervalli). 0

1.19 Dualita fra spazi L”

Anticipiamo qui le definizioni ed i risultati essenziali della teoria dei fun-
zionali lineari continui su spazi normati, che sara trattata estesamente nelle
Sezioni B.12 e K.6, e vastamente ampliata nel Capitolo . Le definizioni ed
i risultati _della presente Sezione saranno poi brevemente ripresi ed estesi in
Sezione [11.2, e molto approfonditi e generalizzati nel Capitolo B.

Se V' e uno spazio normato, dire che T" & continuo significa dire che

lim T'(v) = T'(vo)

v—U0
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(spesso scriviamo T'v invece che T'(v)).

Proposizione 1.19.1. Se V,W sono spazi normati e T : 'V — W ¢é un
operatore lineare, allora T € continuo se e solo se esiste C' > 0 tale che, per
ogniv €'V

[Tollw < Cllo]lv.

Dimostrazione: viene lasciata come esercizio al lettore, il quale, in caso di
difficolta, puo trovare la stessa dimostrazione formulata in un ambito piu
generale nella Proposizione nel seguito.

Definizione 1.19.2. Se V,W sono spazi normati e 7" : V. — W ¢ un
operatore lineare continuo, allora si chiama norma di 7" il numero

IT| = inf {C > 0: |Tv|lw < C|lv|ly Yo € V}

Definizione 1.19.3. (Spazio duale.) Sia X uno spazio normato. Lo spazio
normato di tutti i funzionali continui su X si chiama spazio duale di X, e si
indica con X".

Definizione 1.19.4. (Funzionali reali e funzionali positivi.) Un fun-
zionale lineare T' su L? si dice reale se T(f) € R per ogni f € LP a valori
reali; si dice positivo se T(f) > 0 per ogni f € LP a valori non negativi (si
noti che ogni funzionale positivo ¢ anche reale).

Lemma 1.19.5. (i) Ogni funzionale lineare T su LP si spezza in modo
unico comeT = ReT +iImT, con ReT eImT reali. SeT é continuo,
lo sono anche ReT eImT.

(i1) Ogni funzionale lineare reale T su LP si spezza in modo unico come
T=T,-T_, conTy eT_ positivi. SeT e continuo, lo sono anche Ty
eT_.

Dimostrazione. Per ogni funzionale lineare T" definiamo (ReT')(f) = Re T'(f)
per tutte le funzioni f a valori reali. E ovvio che ReT ¢ un funzionale
lineare, e |(ReT)(f)| < |T(f)] < T fllp, da cui la continuitd di ReT}
analoga dimostrazione vale per Im T'. Infine, se f non & a valori reali, T'(f) =
T(Re f)+iT(Im f) = (ReT) f+i(ImT) f, percio T coincide con Re T'+i Im T’
sulle funzioni a valori reali; poiché ogni f € LP ¢ combinazione lineare di due
funzioni reali, f = Re f +Im f, si ha T'=ReT +iImT. Questo prova (i).
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Per ogni funzionale reale T' e per ogni f a valori reali definiamo T’y (f) =
sup{T'(h) : 0 < h < f}. Ty ¢ un funzionale positivo: infatti, se f < 0, si ha
T, (f) = T (0) = 0. Osserviamo anche che, se f > 0, allora T'(f) = T (f).
Inoltre, per ogni f a valori reali, esprimiamo f come differenza delle sue parti
positiva e negativa, f = f, — f_ con f, = max f,0e f. = —min f,0. Ora
0 < f+ <|f], eanalogamente per f_. Quindi [T (f)| < |14 (f+) |+ T (f-)] =
TS+ 1T(f)] < 2[T(f)], pertanto [[T4]] < 2||T||. Infine, per ogni f a
valori reali, T(f) =T(f+) = T(f-) =T+ (f) = T_(f),dacui T =T, —T_.
Questo prova (7). 0

Il prossimo teorema e il risultato principale di questa Sezione. Esso as-
serisce che il duale di LP coincide con L7, dove 1 < p < oo e ¢ e l'indice
coniugato a p. Nel caso p = 2 si ottiene che il duale dello spazio di Hilbert
L? & lo stesso spazio L2, un fatto che verra esteso a tutti gli spazi di Hilbert
nel Teorema di rappresentazione di Riesz §.6.4.

Teorema 1.19.6. (Dualita fra LP e L?.) Sia I C R un insieme di misura
di Lebesgue positiva, 1 < p < oo e f € LP(I). Sia q l'indice coniugato, ossia
tale che 1/p+1/q = 1 (Definizione 1.16./2). Allora f genera un funzionale
lineare continuo Ty su LI(I), con ||Ty|| = || fllp, nel modo sequente:

Ty(g) = / f(2) g(x) d

Viceversa, per ogni funzionale lineare continuo su Li(I) esiste una tale g.
Quindi il duale di LP(I) é isometricamente isomorfo a Li(1).

Pit in generale, l'enunciato vale, oltre che per LP(I,m) dove m éla misura
di Lebesgue, anche per qualunque altro spazio di misura di Borel, ad esempio
per la misura discreta equidistribuita su Z (misura che conta), ossia per gli
spazi (P,

Dimostrazione. Per la disuguaglianza di Holder , Ty ¢ un funzionale
lineare continuo su L” con norma non superiore a || f|,. Inoltre, grazie al
Corollario [L.16.7, si ha I'isometria: ||T%|| = || f||,- Pertanto, quello che rimane
da provare e che, dato un funzionale continuo 7" su LP, esiste una funzione
f € L9 tale che T'=T}.

Grazie al Lemma , T ¢ combinazione lineare di quattro funzionali
continui positivi nel senso della Definizione [1.19.4, percio basta provare il
risultato per tali funzionali. Supponiamo quindi che 7T sia positivo. Poiché R
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si puo invadere con sottoinsiemi misurabili I di misura finita, si puo assumere
che I sia di misura finita.

Ora costruiamo una misura positiva associata a 7', nel modo seguente. Per
ogni insieme misurabile A C I definiamo p(A) = T'(xa) dove x4 ¢ la funzione
caratteristica di A (Definizione @) Poiché x4 > 0 si ha p(A) > 0. Se
{A,,n=1,2,...} ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili disgiunti

e A=U,A,, allora lim, x4, = Xa nella norma di LP, per il Teorema
di Convergenza Monotbn Poiché T' ¢ continuo, ne segue che p(A) =
> . i(Ay), e quindi g ¢ una misura positiva (Definizione [1.9.11)). Come
sempre, denotiamo la misura di Lebesgue con m; osserviamo che, se m(A) =
0, allora x4 ¢ la funzione nulla in L?, e quindi u(A) = 0. Possiamo quindi
applicare il Teorema di Radon-Nikodym [1.9.27: esiste una funzione g €
LY(I), g > 0, tale che

T(xa) = / o) xa(e) da

per ogni insieme misurabile A.

Sia ora h € LOO% ]% una funzione non negativa. Poiché m(/) < oo, h € LP(I).
Per il Lemma [1.18.2; esiste una successione di funzioni semplici h,, > 0 tali
che, per ogni z € I, h,(x) / h(z) (la convergenza ¢ monotona per ogni
x quando n — o0), ed ogni h,, essendo una funzione semplice (Definizio-
ne i.9.42), ¢ una combinazione lineare finita di funzioni caratteristiche di
intervalli A,, disgiunti. Di nuovo per il Teorema di Convergenza monoto-
na 1.9.55, lim, [|h, — h||, = 0, e poiché g ¢ limitata anche [|gh, — ghl||, <
19lloc [ — B[, — 0. Poiché T & continuo,

Per ogni K > 0, poniamo Ix = {z_: g(z) < K}, e h = ¢ 'x;,.. Poiché p e ¢
sono indici coniugati (Definizione ), grazie a () si ha
1 1

P(q—l):p/(p—l):mzl—/qZQ-

Percio si ha
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/IK g(x)? = T(h) < |7 (/IK g<q_1)pdx);
— i /gd)

Dividendo a sinistra e a destra per [ 1. 9(x)? si ottiene

1

( /IKgW)q <17l

Poiché ¢ ¢ limitato, al crescere di K la famiglia Iy = {x : g(z) < K}

1
invade I, e quindi <fIK g(x)q>q — |lglly < |T||. Quindi g € LY(I). Questo
completa la dimostrazione per LP(I,m) quando m éla misura di Lebesgue.
La dimostrazione per qualunque altra misura di Borel eéidentica. O

Definizione 1.19.7. (Biduale.) Dato uno spazio normato X, il duale del
suo spazio duale (lo spazio normato X') si chiama il biduale di X, e si indica
con X".

Notazione 1.19.8. Per indicare 'azione di un elemento g di X’ sugli ele-
menti f dello spazio X, scriveremo (g, f) invece che T,(f).

Nota 1.19.9. Prendiamo in esame lo spazio normato completo X = LP. X si
immerge isometricamente nel proprio biduale. Infatti, se f € X e g € X", la
applicazione lineare
f= A9, f)

identifica f con un funzionale continuo su X’ di norma uguale alla norma di
f, per il Teorema di Dualita [1.19.6.

Piu in generale, lo stesso risultato € vero per tutti gli spazi normati
completi: si veda [25, Cap. 4, Sezione 5. O

Definizione 1.19.10. (Spazi riflessivi.) Uno spazio normato completo si
chiama riflessivo se ¢ isometricamente isomorfo al proprio biduale.

Nota 1.19.11. Dal Teorema di Dualita L segue che, se 1 < p < o0,
LP ¢ riflessivo. Invece L* non ¢ riflessivo: il suo duale contiene L' ma ¢
strettamente piu grande, ed il suo biduale e strettamente piu grande di L
stesso. Si vedano maggiori commenti in Sezione . O
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1.20 Integrali multipli e scambio dell’ordine
di integrazione

Definizione 1.20.1. (Misura prodotto.) Siano m; una misura sullo spa-
zio X e my una misura su Y. La loro misura prodotto m; X msy sul prodotto
cartesiano X X Y ¢ la misura che, sugli insiemi dati dal prodotto cartesiano
E; x Ey (dove E; & un qualsiasi insieme misurabile rispetto a m;, i = 1,2)
vale

mq X mg(El X EQ) = m1<E1)m2(E2).

Notazione 1.20.2. Dato un insieme E nel prodotto cartesiano X x Y, per
ogniz € X ey €Y scriviamo E, = {y: (z,y) € E} e EY ={z : (z,y) € E}.
Gli insiemi F, e EY si chiamano le sezioni di E. Analogamente, se f ¢ una
funzione su X x Y, denotiamo le sue sezioni f,(y) = f(z,y) e f¥(x) = f(z,y)
con f, : Y - Ce f¥: X — C, rispettivamente.

Il prossimo risultato & una semplice verifica che non dimostriamo (si veda
[23, Cap. 7, Teoremi 5 e 6]).

Lemma 1.20.3. Se f ¢é misurabile in X X Y rispetto a my X me, allora
le sue sezioni f, e fY sono misurabili rispetto a my e mso, rispettivamente.
Inoltre, per ogni EE C X XY misurabile rispetto alla misura prodotto, le
funzioni ¢(x) = mo(E,) e ¥(y) = myi(EY) sono misurabili rispetto a my e
ma, rispettivamente, e quﬁdml = fywdmg. Infine, se g € misurabile su R,
la funzione (x,y) — g(z —y) ¢ misurabile su R?.

Suggerimento: sebbene non dimostriamo questo lemma tecnico, vogliamo
suggerire almeno come dimostrare 1'ultima asserzione. In base alla Defini-
zione [1.9.39, si tratta di dimostrare che, per ogni a > 0, l'insieme F, :=
{(z,y) : g(z,y) > a} & misurabile. Poniamo B, := {t € R : ¢(t) > a}.
Questo insieme ¢ misurabile per ogni o perché g ¢ una funzione misurabile (
si veda nuovamente la Definizione [1.9.39). Ora, E, = {(z,y) : * +y € B,}.
Si tratta di dimostrare che questo insieme ¢ misurabile usando il fatto che
e la controimmagine sotto la addizione (una funzione continua) di un insie-
me misurabile (B,). Cautela: questo fatto non ¢ automatico, richiede una
dimostrazione accurata, che lasciamo come esercizio. O

Grazie al precedente Lemma , ha senso il prossimo enunciato:
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Teorema 1.20.4. (Fubini.)

(4)

(i)

(Teorema di Tonelli.) Sia my una misura su uno spazio X, mq
una misura su uno spazio Y, e f : X XY — R wuna funzione non
negativa misurabile rispetto a my X mo. Consideriamo gli integrali delle
sezioni, ¢(x) = [, fodmy e p(y) = [y fydmy (che hanno senso grazie
al Lemma |1.20.3, e che per brevitd denotiamo integrali sezionali).

Se f >0, allora ¢ é misurabile rispetto a my, e misurabile rispetto a
my e valgono le sequenti formule di riduzione (o formule di integrazione
iterata):

/ odmy = fd(my x my) = / WY dms . (1.54)
X XxY Y

(Teorema di Fubini.) Se f € L'(my X my), allora f, € L'(msy) per

quasi ogni x € X (rispetto a my), f¥ € L'(my) per (mo—)quasi_ogni
yeY,pe L' (my), v € LY(my) evalgono le formule di riduzione @

Dimostrazione.

(4)

(i)

Consideriamo dapprima il caso elementare delle funzioni caratteristiche
degli insiemi S x T" con S nella g-algebra della misura m; e T" in quella
di mo. In questo caso il risultato desiderato e contenuto nel Lemma
. Pertanto, prendendo combinazioni lineari, il risultato vale per
tutte le funzioni semplici m; X mo—misurabili.

Passiamo allora al caso generale: f > 0 e una funzione m; x mo—mi-
surabile. Per il Corollario esiste una successione s, di fun-
zioni semplici su X X Y e my X mp—misurabili che approssimano f
puntualmente in maniera monotona: 0 < sy(z,y) < sa(x,y) < ... e
lim, s, (x,y) = f(x,y) per ogni x, y. Denotiamo con ¢, e v, gli inte-
grali sezionali gb 1 dell’enunciato associati a s,,. Allora sappiamo che
[x On(@)dmy(z) = [y sn(z,y)d(my x me) = [, ¥n(y)dma(y). Per
ogni x, le funzioni ¢, e v, convergono rispettivamente a ¢ e ¢ (per il
Teorema di Convergenza Monotona [1.9.53) in maniera non decrescen-
te, e quindi () segue da una seconda applicazione del Teorema di
Convergenza Monotona.

Per linearita basta provare il teorema per funzioni a valori reali, dal
momento che quelle a valori complessi sono combinazioni leneari dei
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due funzioni reali (la loro parte reale ed immaginaria). D’altra parte,
ogni funzione a valori reali f ¢ la differenza di due funzioni non negative,
la parte positiva f, e la parte negativa f_ (definite nella dimostrazione
del Lemma 1.19é), e fu, f- <|f]. Siano ¢, ¢_ gli integrali sezionali
¢ associati a f,, f_. Ora dalla parte (i) segue che ¢, ¢_ € L*(my).
Osserviamo che f, = (f4 )z — (f-)z, € dalla parte (7) le funzioni (f;),
e (f-). hanno integrale finito per ogni x tale che ¢, ¢_ sono finite
(rispettivamente). Poiché ¢, ¢_ € L'(m;), questo accade m;—quasi
ovunque. Per questi z, si ha ¢(x) = ¢.(z) — ¢_(x), ed quindi ¢ €
L'(my). Percio le formule di riduzione ([l.54) valgono separatamente
per fi e ¢y eper f_ e ¢_: per sottrazione esse valgono per f e ¢. La
dimostrazione della formula analoga per ¢ e identica.

O

Corollario 1.20.5. Sia in generale f a valori complessi e poniamo ¢.(x) =
Iy |)f]xdm2. Se ¢, & integrabile, cioé se [ ¢p.dmy < oo, allora f € L'(my X
mo ).

Dimostrazione. Basta applicare il precedente Teorema (i) alla funzione
£ 0

Definizione 1.20.6. (Misura di Lebesgue in R" e variazione tota-
le). Definiamo la misura di Lebesgue su R™ nel modo seguente, a partire
dalla famiglia dei pluriintervalli (detti anche plurirettangoli) aperti (a,b) =
(a1,b1) X - -+ X (an, b,) (che genera la o-algebra dei Boreliani di R™):

m(a,b) = m(ay,by) m(azg, bs) -+ m(ay,by) .

Esempio 1.20.7. Scriviamo [ f(z,y) dz dy per gli integrali rispetto alla misura
di Lebesgue su R?. Dalle formule di riduzione ([1.54)) si ha quindi:

[ teact= [ ([ i) ao= [ ([ swaar) ay

e per ogni rettangolo R = [a,b] X [c,d]

[reariy= [ ([ swna)ar= [( [ i) a.
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Naturalmente, le formule per la riduzione di integrali multipli ad integrali
unidimensionali iterati sono uno strumento fondamentale anche per il calco-
lo di integrali multipli nel senso di Riemann. Vediamo esempi di integrali
doppi in due o tre coordinate, come richiamo di argomenti che il lettore ha
probabilmente gia studiato in corsi precedenti.

FEsercizio 1.20.8. Sia T il triangolo sotteso dall’origine e dai punti (0,1) e
(1,0). Osserviamo che i lati di T" giacciono sulle tre rette 2 = 0, y = 0 e
x + 1y = 1. Quindi dalle formule di riduzione si ottiene

[reaay= ([ swna)as= [ ([ ) ar

O

FEsercizio 1.20.9. Sia V il tetraedro sotteso dall’origine e dai punti (0,0, 1),
(0,1,0) e (1,0,0). Osserviamo che le facce di V' giacciono sui piani x = 0,
y=0,2z=0ex+y+2z=1. Fissato z = 2, fra 0 e 1, la Sezione del tetraedro
con il piano z = zy ¢ il triangolo 2 = 25, 0 <y <1 — 20, 0 < <1 —y — 2.

Quindi dalle formule di riduzione si ottiene

/Vf(x,y,z) du dy dz — /01 (/OH (/Ol_y_zf(:v,y, 2) dm) dy) dz:

Scrivere le formule di riduzione nell’ordine opposto di integrazione (prima z,
poi y, poi x). Calcolare I'integrale su V' della funzione 1/(2? +y*+ 22)%, dove
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a € R. Per quali valori di a I'integrale ¢ finito? Come cambia la risposta se
I'integrando invece ¢ 1/(z +y + 2)*? O

Esercizio 1.20.10. Risolvere I'esercizio precedente rimpiazzando il tetraedro
V con il cono C con base il disco nel piano z = 0 centrato nell’origine e di
raggio 1, e con vertice nel punto (0,0,1). Dimostrare che si ottengono le
formule di riduzione

/Cf(x,y,z)dazdydz:/ol (/Olz (/_\/\/;f(:c,y,ddﬂf) dy> dz;.

O

Esercizio 1.20.11. Risolvere I’esercizio precedente rimpiazzando il cono con
la sfera S con centro l'origine e raggio 1. Dimostrare che si ottengono le
formule di riduzione

1 V1—z2 \/1—y2—22
d = .
fortmnasayas= ([ 77 o) a) o

O

1.21 Limiti e continuita in piu variabili

Sebbene sia difficilmente concepibile che chi si accinge a leggere un trattato
come questo non conosca gia alla perfezione il contenuto della presente Se-
zione, innumerevoli esempi contrari fra gli studenti universitari ci inducono
ad includerla qui.

Siccome R™ ¢ uno spazio normato, la nozione di limite ¢ la stessa della
Sezione [L.2, ma ora la vediamo pil in dettaglio. La definizione di limite e di
continuita ¢ arcinota.

Definizione 1.21.1. Sia 2° un punto di accumulazione di un insieme A C R"
(se il lettore non vuole rammentare la nozione di punto di accumulazione,
puo semplificarsi la vita restringendo I'attenzione ad un punto interno ad A).
Si dice che una funzione f : A — C ha limite ¢ per x — 2" se per ogni
intorno aperto V' C C di ¢ esiste un intorno aperto U C R™ di 2° tale che
f(UNA)\ {2°} C V. Piu esplicitamente, lim,_,,0 f(z) = £ se e solo se, per
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ogni € > ( esiste § > 0 tale che, per ogni x € A con 0 < ||z — 2°|| < 4, si ha
|f(x) —{] <e.
Se 2° € A (e quindi f & definita al punto 2°; si dice che f & continua a g se

lim,_,,0 f(z) = f(2°).

Per semplicita, limitiamo 'attenzione a n = 2. Il seguente enunciato e
ovvio:

Corollario 1.21.2. Sia f una funzione definita in un aperto A C R2?,
(20, y°) € A. Se f ha limite £ per (z,y) — (2° %), allora la restrizione
g(t) = f(z(t), y(t)) di f a qualsiasi curva (z(t), y(t)) (con 0 <t < 1) che
tende a (2°, y°) (nel senso che x(t) — 2° e y(t) — 4° per t — 17 ) verifica
lim; - g(t) = L.

Un enunciato analogo vale per funzioni su R™.

Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente dal fatto che, visto
che (z(t), y(t)) tende a (2°,y°) per t — 17, abbiamo che, comunque si scelga
un intorno aperto U di (z°,4°), per t sufficientemente vicino a 1, i punti
(z(t), y(t)) glacciono in U. Lasciamo ulteriori dettagli al lettore. O

Esempio 1.21.3. 1l precedente Corollario permette di trovare condizioni ne-
cessarie all’esistenza del limite in pit dimensioni a partire da opportuni limiti
unidimensionali (lungo curve che tendono al punto limite (2°, y°). Limitia-
mo anche qui I'attenzione al caso bidimensionale e ad alcuni esempi tipici
Sia f una funzione definita in un aperto A C R?, (2, ¢°) € A.

(4)
r) =1 = lim (lim f(z =/
Ll (@) I (lim, f(a.9)) = ¢.
e lo stesso enunciato vale se a destra scambiamo ’ordine dei due limiti
iterati.

Questo enunciato vale in base al precedente Corollario, perché il limite
iterato corrisponde al limite lungo la curva poligonale consistente di
due segmenti, il primo dei quali & quello verticale da (z,y) a (z,y°), ed
il secondo da (x,y") a (2°,y").

| ) o
oim @) =0 =l f(a +ta,y’ 4 1h) =
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per ogni a, b non simultaneamente nulli (il caso @ = b = 0 non parame-
trizza una retta che passa per (2°,4°), bensi il punto costante (2°,°)).
Questo enunciato vale in base al precedente Corollario, perché il limite
unidimensionale corrisponde al limite lungo la retta da (z,y) a (z°,y°).

(i17) Per meglio chiarire il punto precedente, si scelga 2° = y° = 0. Allora,
se lim(g ) (0,0) f(x) = ¢, si ha lim;_,q f(ta,tb) = ¢ per ogni a, b non
simultaneamente nulli.

(tv) Se limy )00 f(x) = £, allora lim,_,g f(at, bt*) = ¢ per ogni a, b non
simultaneamente nulli: infatti, il limite unidimensionale corrisponde a
muoversi verso l'origine lungo la parabola (at, bt?).

(v) Lasciamo al lettore il compito di scrivere analoghe relazioni per curve
che tendono all’origine polinomialmente con grado maggiore di 2.

Ne segue che, se il limite unidimensionale non esiste lungo una delle curve
in R? sopra utilizzate, oppure se esiste ma dipende dalla scelta della cur-
va (ad esempio, cambia al cambiare dei parametri a e b), allora il imite
bidimensionale non esiste. O

Nota 1.21.4. Cautela: purtroppo, l'esistenza dei limiti unidimensionali al la-
to di destra delle precedenti identita ¢ solo una condizione necessaria per I'e-
sistenza del limite multidimensionale, come vedremo nel successivo Esempio
1.21.7. O

Per chiarire meglio la situazione, riscriviamo la nozione di limite bidimen-
sionale della precedente Definizione in termini di un limite unidimensionale,
ma questa volta con una condizione necessaria e sufficiente per 'esistenza
del limite bidimensionale. Senza perdita di generalita, ma sicuri di facilitare
il lettore, consideriamo solo il caso 2 = y° = 0, dal quale si passa al caso
generale con una semplice traslazione nel piano.

Corollario 1.21.5. Sia f una funzione definita in un aperto A C R?, (0,0) €
A, e consideriamo la funzione trasformata in coordinate polari:

f(r, 0) = f(rcos@, rsind).

La funzione f ha limite  per (z,y) — (0,0) se e solo se

lim sup |f(r,0)—¢ =0. (1.55)

r—0% 0<o<2n
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Dimostrazione. La funzione f ha limite ¢ per (z,y) — (0,0) se e solo se per
ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che, quando la distanza r di (z,y) da (0,0) &
minore di §, allora il valore f(r cosf, rsinf) dista da ¢ meno di £, qualunque
sia 0. Questo equivale a dire che lim, o+ supy |f(rcos@, rsinf) — £| = 0.

g

Nota 1.21.6. Si noti che sarebbe scorretto enunciare la condizione della dimo-
strazione precedente dicendo che il limite per r — 07 di f(rcos@, rsinf) —¢
deve valere 0 indipendentemente da 6: 'enunciato giusto e che tale limite vale
0 uniformemnete rispetto a 6. Se dicessimo indipendentemente da 6, cio si-
gnificherebbe che il limite & sempre lo stesso (ossia zero) per qualunque fissato
6, ossia quando ci si muove in linea retta verso 'origine ad angolo 6 (rispetto
al semiasse z positivo), il che ¢ la stessa condizione soltanto necessaria della
parte (zii) dell’Esempio 1.21.5. 0

Esempio 1.21.7. (i) Sia

[ wetw)
f(x,y)—{o sex=9y=20

Allora f non ¢ continua in (0,0). Infatti, lungo le semirette (x;,y:) =
(at,bt), con a, b non simultaneamente nulli e ¢t > 0, si ha f(zy,y;) =
ab/(a® + b*), quindi f su ciascuna di queste semirette ¢ costante, ma
la costante dipende dalla scelta di a e b, ovvero della semiretta.
Alcuni lettori preferiscono scrivere le semirette con 1’equazione carte-
siana invece che parametrica. Qui, ad esempio, se scegliamo y = mx
con m € R, troviamo f(z,mz) = m/(1 + m?), un valore costante che
pero dipende dalla semiretta (dipende dalla sua pendenza m. Nelle
prossime parti di questo esempio utilizzeremo semirette e parabole in
forma cartesiana, ma occorre stare attenti al fatto che in tal modo si
puo perdere qualche semiretta o curva: ad esempio, la retta verticale
x = 0 non si scrive come y = mx perché la sua pendenza ¢ infinita
rispetto all’asse x: occorre invece scriverla nella forma x = ky, in tal
caso con k = 0.

(ii) Sia
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(i)

La funzione g non é continua in (0,0). In questo caso, per ogni semiret-
ta (zy,y:) = (at,bt), con a, b non simultaneamente nulli e ¢ > 0, si ha
g(zs,y;) = ab®t/(a® + b*t?), ed il limite per ¢t — 0 lungo ogni tale semi-
retta vale 0: infatti, se a # 0, allora il denominatore non ¢ infinitesimo
ma il numeratore si, mentre per a = 0 il numeratore ¢ identicamen-
te nullo ma il denominatore ¢ positivo perché b # 0 (rammentiamo
che non & lecito scegliere sia a sia b uguali a 0). Quest’ultima retta e
quindi eccezionale: qui il valore limite 0 non proviene dal fatto che il
denomintore non si avvicina a 0, bensi dal fatto che il numeratore ci si
avvicina troppo: ¢ identicamente nullo! Si ottiene ovviamente lo stesso
risultato dalla rappresentazione cartesiana y = mx oppure x = my.
Nondimeno, la funzione non e continua: la condizione era solo ne-
cessaria. Sappiamo che la funzione g non é continua in (0,0) perché
g(z,y) = f(z,y?), dove f & la funzione discontinua della precedente
parte (7): ossia, g si ottiene da f grazie ad un cambiamento (quadra-
tico) di variabili, y — y* quindi basta considerare quelle curve le cui
controimmagini sotto questo cambiamento di variabili sono le semirette
che evidenziano la discontinuita di f. A questo fine si devono consi-
derare gli archi di parabola x = ky?, e si ottiene, come prima per f,
il seguente risultato: g(ky? y) = k/(k* 4+ 1), una costante che dipende
dalla scelta di k. Si osservi che le parabole (ky?,y) si avvicinano all’ori-
gine tangenzialmente all’asse y, ovvero la retta verticale che costituisce
la direzione eccezionale considerata prima).

Si noti che la scelta giusta delle curve ¢ data da una espressione mono-
miale di grado tale da simmetrizzare i gradi risultanti nelle variabili x

ey.

Nella parte precedente di questo esempio abbiamo studiato una fun-
zione discontinua nell’origine il cui limite lungo ogni semiretta verso
lorigine ¢ 0. Dimostriamo che questa funzione ¢ discontinua col meto-
do difficile: passando in coordinate polari ed utilizzando la proprieta
equivalente () (nota: di solito questo metodo ¢ quello piu facile
quando invece la funzione ¢ continual)

Allora abbiamo

rcosf sin? g
cos2f + r2sintf
Ancora una volta, dobbiamo mettere in guardia il lettore e prevenir-
lo da calcolare semplicemente il limite per r — 0% ignorando #: in

g(r, 0) = g(rcosf, rsinf) =



1.21.

LIMITI E CONTINUITA IN PIU VARIABILI 157

tal modo si calcolerebbe semplicemente il limite di g sulle semirette
0 = costante, che sappiamo essere 0. Invece occorre calcolare prima
I’estremo superiore rispetto a 6:

rcosf sin’ @

rlgcl)L os;ipgﬂ cos2 6 + r2sin* 0

(qui non serve prendere il valore assoluto perché il limite ¢ 0 e |0] = 0).
Al fine di stimare sup,{r cos sin?6/(cos?§ + r?sin* )} & opportuno
prima chiedersi, per ogni r fissato, quale sia il valore di # che rende il
piu grande possibile la frazione. Chiamiamo questo valore 6,.. 1l fattore
2 al denominatore induce a pensare che il secondo addendo, r%sin 6,
conti meno del primo, cos? 8, per piccoli valori di r, ma cosi non & nel
caso 0, si avvicini al valore § = 7/2 per il quale cos @ = 0: pero sappia-
mo che questo caso (corrispondente alla retta verticale) comporta che il
numeratore sia identicamente nullo. Nell'incertezza su come bilanciare
I'importanza dei due addendi al denominatore, e opportuno in primo
luogo verificare cosa succede quando essi sono ugualmente grandi, ossia
per 6, tale che

cos? 0, = r?sin 0, . (1.56)

Poiché cos? 6, = 1 — sin?#,., I'ultima identita ¢ un’equazione biquadra-
tica in sin 6,., risolvibile algebricamente (dopo occorre applicare 1’arco-
seno per trovare 6,.), ma & piu comodo risolverla trigonometricamente.
Prima pero chiediamoci se esiste una soluzione #, per tutti i valori
piccoli di 7. Per ogni r > 0, al variare di 6 fra 0 e /2, la funzione
0 — r?sin? @ cresce da 0 a 72, mentre cos? § decresce da 1 a 0: quindi,
per il Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue (si veda
la solita Sezione [L.1]) esiste una soluzione 6, per ogni r, e, per la mo-
notonia, una sola. Quando r & piccolo, la funzione # — r2sin*6 e
uniformemente piccola, e quindi 6, ¢ tale che anche cos? 0, sia vicino a
0: pertanto 6, deve avvicinarsi a m/2. Possiamo scegliere 6, indifferen-
temente minore o maggiore di 7/2, dal momento che le due funzioni
cos?6 e r?sin* @ sono simmetriche intorno a § = 7/2. Facciamo una
scelta, ad esempio 6, < 7/2, ma 6, — /2 per r — 0.

Quindi, non sorprendentemente, la curva r — 6, sulla quale vogliamo
mostrare che la frazione si mantiene grande per r — 0, & asintotica
a 0 = m/2, ossia alla semiretta verticale {z = 0,y > 0} (in realta,
visto che i termini del denominatore sono elevati al quadrato, anche la
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semiretta {z = 0,y > 0} va ugualmente bene).
Rammentiamo che volevamo trovare 6, tale che valga I’equazione ([L.5G).
Ma ora non serve pit! Infatti, ora sappiamo che 6, esiste, e, da (|[L.56),
cos B, = rsin 0, (poiché abbiamo scelto 0 < 6, < 7/2, il coseno & posi-
tivo) ed il segno a primo membro nell’estrazione della radice & positivo).
Pertanto

rcos @, sin?6, r? sin* 6, 1

g(T7 ‘97") = =5

cos? 0 + r2sin*6,  2r? sin*h, 2

e quindi, su questa curva r — #,, la funzione & costantemente uguale
a 1/2, 'estremo superiore su # non tende a zero con r e la funzione ¢&
discontinua.

O

1.22 Calcolo differenziale in piu variabili e
cambiamento di variabili negli integrali
multipli

Vogliamo considerare alcuni esempi pitu complessi di calcolo di integrali mul-
tipli. Questi esempi presumibilmente sono gia noti da precedenti corsi di
Analisi Matematica: pertanto 1’esposizione ¢ sintetica, per maggiori dettagli
si veda un qualunque libro di Analisi Matematica (ad esempio [1] e [B], che
hanno ispirato questa presentazione). Essi sono basati sul cambiamento di
variabili, analogamente al Teorema di Integrazione di Sostituzione per inte-
grali unidimensionali (Sezione [L.1). Questo teorema asserisce che, se ¢ ¢ una
mappa biunivoca da [a,b] a [c,d] e di classe C* (cio¢ derivabile con derivata
continua), allora per ogni funzione integrabile su [c, d] la funzione composta
f o ¢ ¢ integrabile su [c,d] e

a )
JRCLE /¢ L H6@) (@) da

(©)

Poiché ¢ ¢ biunivoca e di classe C', ¢ facile vedere che essa ¢ monotona (non
decrescente oppure non crescente). Nel primo caso ¢~ 1(c) = a e ¢~1(d) = b,
nel secondo avviene il viceversa. Spesso, per semplicita e senza perdita di



1.22. CALCOLO IN PIU VARIABILI E CAMBIO DI VARIABILI NEGLI INTEGRALI159

generalita, questo teorema viene enunciato nel caso in cui ¢ sia non decre-
scente. Il caso non crescente e identico, ma porta ad un rovesciamento del-
I'ordine di integrazione, e quindi ad un cambiamento di segno dell’integrale.
Di conseguenza, se si rinuncia ad assumere che ¢ sia biunivoca, il teorema
diventa

Teorema 1.22.1. (Integrazione per sostituzione in una variabile.)
Nelle condizioni e con la notazione suesposte,

| = [ sotide) .

1.22.1 Derivate parziali e differenziale

Per estendere a piu dimensioni il precedente Teorema dobbiamo in-
trodurre I'analogo multidimensionale della funzione ¢’. Cominciamo col
richiamare la ben nota definizione di derivata parziale:

Definizione 1.22.2. (Derivate parziali e direzionali.) Sia f : R" — C.
Per i = 1,..., n si dice che f ¢ derivabile in senso parziale rispetto a x; al
punto 2° € R™ se la funzione F(t) = f(zf,..., 20 ,a) + ¢, 20,,,...,20) &
derivabile al punto ¢t = 0. La derivata parziale si denota con D; f(x°) oppure
con g—i(xo), e vale D;f(x%) = F’(0). Tl vettore le cui componenti sono le
derivate parziali al punto z° si chiama il gradiente di f a 2° e si indica
con V f(z°) oppure con grad f(z°). Se n & un versore in R, scriviamo ora
F(t) = f(2° + tn), e definiamo la derivata direzionale di f in direzione n
come g—fl(xo) = F'(0) (la definizione precedente di derivata parziale i-sima ¢
il caso particolare di questa che corrisponde a scegliere al posto di n I'i-simo
vettore della base canonica).

Vale il seguente lemma sullo scambio dell’ordine di derivazione, la_cui
dimostrazione, basata sul teorema del valor medio di Lagrange (Sezione [L.1))
lasciamo per esercizio al lettore, che puo trovarla in qualunque libro di Calcolo
in piu variabili (ad esempio, [5, 279 parte, Cap. II, Sez. 7]):

Lemma 1.22.3. (Schwarz.) Se E C R" é un aperto e f : E — R é una
funzione di classe C?, allora per ognii, j =1,..., n e per ogni x € E si puo
scambiare 'ordine delle derivate parziali: D; D, f(x) = D;D, f(z).
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In pit dimensioni la derivabilita in senso parziale non implica la conti-
nuita (ad esempio, la funzione che vale 1 sugli assi coordinati e zero altrove
nell’origine ha derivate parziali nulle ma non & continua). La nozione di
differenziabilita che assicura la continuita ¢ la seguente.

Definizione 1.22.4. (Differenziale.) Sia A un aperto in R" e f: A —
C. Si dice che f ¢ differenziabile in 2° € A se esiste un funzionale lineare
¢ : R — R (Definizione ) che approssima f a meno di infinitesimi, nel
senso che la differenza fra f(x) e 'approssimazione lineare f(z%) + ¢(z — 2°)
¢ infinitesima, per x — 2°, di ordine superiore al primo:

i F@) = 1) = oo — )

z—x0 ”ZL’ —270”

=0.

In altre parole,

f(@) = f(zo) + ¢z — 2") + ¢(x)
dove € & un infinitesimo per x — 0 (ossia una funzione di  con limite 0 se x
tende a zero).
Il funzionale lineare ¢ si chiama il differenziale di f al punto z°, e si indica
con df 0.

Nota 1.22.5. (Interpretazione geometrica del differenziale.) Si osservi
che, se n = 1, ovvero in una dimensione, la nozione di differenziabilita e di
derivabilita coincidono, e (per funzioni di variabile reale a valori reali) coin-
cidono entrambe con l'esistenza della retta tangente al grafico. Per funzioni
di variabile complessa a valori complessi questa visualizzazione geometrica ¢
ancora vera in un senso opportuno, ma bisogna considerare rette complesse:
il grafico ¢ in C? anziché R?, e si devono considerare rette in questo spa-
zio bidimensionale complesso (per questioni correlate si veda nel seguito la
nozione di derivata complessa (Definizione [1.22.13).

Invece in piu dimensioni non e cosi. Poiché il grafico di una applicazione
lineare su R™ & un piano a dimensione n in R"*!, una funzione f ¢ differen-
ziabile in 2° se e solo se il suo grafico ammette piano tangente al punto 2°:
questo piano ha per equazione y = f(z2°) + ¢(x — 2°), dove ora y, z e 2° sono
punti in R". a

Si dimostra facilmente il seguente teorema di derivazione:

Teorema 1.22.6. Sia f : R™ — R differenziabile al punto x° con differenziale
¢. Allora per ogni versore n esiste la derivata direzionale di f nella direzione
n, e vale %(:UO) = (Vf(2"),n), dove (,) denota il prodotto scalare.
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Viceversa:

Teorema 1.22.7. Sia f una funzione di classe C' ad un punto x (cioé, le
derivate parziali di f esistono in un intorno di x e sono continue in x. Allora
f e differenziabile in x.

Il Teorema ¢ un caso particolare della regola di derivazione di
funzione composta, detta regola della catena (Corollario [1.22.17), per illu-
strare la quale occorre estendere la definizione di differenziale a funzioni

f:R* > R™.

Definizione 1.22.8. (Differenziale in pitu variabili e matrice Jacobia-
na.) Sia A un aperto in R" e f: A — R™. Si dice che f ¢ differenziabile in
1% € A se esiste una applicazione lineare ¢ : R® — R™ (Definizione B.3.14))
che approssima f a meno di infinitesimi:

@) = ) = o — )

z—20 ”l’ —.Z'O”

=0.

L’operatore lineare ¢ si chiama il differenziale di f al punto 2°, e si indica
con df (z°). La matrice che rappresenta ¢ nelle basi canoniche di R" e R™ si
chiama la matrice Jacobiana di f in 2°, e si indica con J: se f; : R — R
¢ la i-sima componente di f, allora la matrice J ¢ data da Ji; = 9% (20) =

Ox;

Nota 1.22.9. E immediato vedere che f & differenziabile se e solo se lo sono
tutte le sue componenti. O

FEsempio 1.22.10. La condizione sufficiente per la differenziabilita enunciata
nel Teorema [1.22.7 € spesso scomoda da verificare, e non deve mascherare
il fatto che la nozione di differenziabilita e nient’altro che una condizione di
sviluppabilita al primo ordine di Taylor (Definizione ) Ad esempio, sia

\/x2+y2781n(\/ac2+y2)
_ — se (z,9) # (0,0)
fl,y) e

3 se x=0=y

Non occorre calcolare derivate per mostrare che f ¢ differenziabile nell’origi-
ne. Basta mostrare che f e sviluppabile secondo Taylor al primo ordine: in
particolare, mostriamo che

(zy)—=(0,0) /a2 +y?

=0.
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Infatti, questo equivale a dire che f e differenziabile nell’origine con diffe-
renziale nullo. Per calcolare il limite nell’ultima espressione, osserviamo che

essa equivale a
\/ 224y?—sin(y/x2+y?)

1
(\/x2+y2)3 6

Vi —sin(y/72+y?) 1 (VI + ).

=o(1),

ossia

Erger 6

Questo equivale a dire che

ossia X
P . o 4
p—g—smp—O(p )

e quest’ultima relazione equivale al ben noto sviluppo di Taylor della funzione
seno (in una sola variabile) al terzo ordine.
Si osservi che, se avessimo invece considerato

@2+y2_ 4
E —— se T, 0,0
o | (2,9) # (0,0)
1 se r=0=y

ossia o_1
e J—
g(z,y) = h(p) == .

la funzione g sarebbe stata continua nell’origine, ma il differenziale non sa-
rebbe stato nullo, perché e# = 14 p+3p*+0(p?), e quindi h(p) = 1+1p+o(p).
In altre parole, w # o(1). Questo equivale a dire che la funzione g non
ha differenziale nullo nell’origine, ossia non ha piano tangente orizzontale.
In effetti, non e differenziabile, perché non ha derivate parziali nell’origine.
Infatti, la funzione g € a simmetria radiale, e quindi tutte le derivate direzio-
nali coincidono. Calcolaimo allora la derivata parziale D} ¢(0,0) nell’origine
nella direzione del semiasse x positivo:

o er—1 1 r_ ]
D7 ¢(0,0) := lim 9,0 =9(0.0) _ ), = =1 S T

1
z—0t xT z—0t xT z—0t 2 2’
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di nuovo dallo sviluppo di Taylor, questa volta dell’esponenziale, al primo
ordine. Ora, se calcoliamo la derivata nella direzione del semiasse x negativo,
otteniamo di nuovo

elrl—1
_ =1
D;g(0,0) := lim 9(x,0) — 9(0,0) — lim
x—0~ x z—0~ x
el -1 — x| 1
= lim —m8M8M— = ——.
20— x|z 2

Quindi, nell’origine, le derivate parziali sinistra e destra rispetto a x non
coincidono, e quindi non esiste la derivata parziale. Pertanto f non e dif-
ferenziabile, in base alla condizione necessaria del Teorema [1.22.6.
O

Nota 1.22.11. Possiamo generalizzare quanto osservato per la funzione g nella
seconda parte del precedente Esempio [1.22.1(. A questo scopo, rammentia-
mo che, per funzioni di una variabile derivabili e pari, la derivata e dispari
(Sezione h), e quindi la derivata nell’origine deve essere nulla. Analoga-
mente, se una funzione g in piu variabili e differenziabile nell’origine ed ha
simmetria radiale (e quindi & tale che tutte le sue sezioni lungo rette pas-
santi per l'origine sono funzioni pari di una variabile), allora g deve avere
derivate direzionali tutte nulle nell’origine. Se per semplicita limitiamo 1’at-
tenzione a due sole variabili (ma il caso generale ¢ analogo) e scriviamo di

nuovo h(p) = h(\/2%2+y?) = g(x,y), allora questo significa che g non ¢
differenziabile nell’origine a meno che si abbia

o 12) = RO

p—0 p

=0,

ossia h(p) = h(0) + o(p). In particolare, h deve avere derivata nulla in 0.
g

Nota 1.22.12. (Il significato della notazione sul differenziale: forme
differenziali esatte.) In questa Nota, poiché dovremo trattare fianco a
fianco vettori in R™ e coordinate, per evitare ambiguita indichiamo in gras-
setto i vettori in R™.

Nel caso particolare di dimensione 1, la notazione che abbiamo introdotto
per il differenziale di una funzione nella Definizione [1.22.4 sembra portare,
apparentemente, ad una certa ambiguita. Prendiamo ad esempio la funzione
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f(z) = x: allora il suo differenziale df,o viene indicato con lo stesso simbolo
dx che appare nella notazione per gli integrali. Sappiamo che, in entrambi i
casi, questo simbolo trae le sue radici storiche dalla nozione di incremento li-
neare z —2”: ma abbiamo la capacita di chiarirne la natura formale? Nel caso
dell’integrale, il simbolo dx fu introdotto senza una definizione esplicita, piu
o meno come la parentesi destra di una coppia di parentesi (la parentesi di
sinistra essendo il simbolo [ di integrale). Pero, nel contesto dell’integrale, al
simbolo dx e stata associata una regola di calcolo formale, quella del teorema
di cambiamento di variabile, che nel calcolo formale si traduce nella regola
simbolica df (z) = f'(x)dx, dove f & un cambiamento di variabili di classe
C! (rimandiamo il lettore al teorema di integrazione per sostituzione nella
Sezione , anche nella forma del successivo Teorema @) Nell’ambito di
n variabili 1, ..., z,, € possibile introdurre una analoga regola di calcolo for-
male per una espressione del tipo fi(x)dzy + -+ -+ fu(x) dz,, dove fi,..., fn
sono funzioni continue a valori scalari su R". e lo faremo in seguito, parlando
di forme differenziali nella Sottosezione sugli integrali a valori scalari
di campi vettoriali lungo curve. Qui, invece, vogliamo concentrarci in via
preliminare sulla natura formale di questo concetto (e quindi, in particolare,
anche del consueto simbolo dx per 'integrale in una dimensione).

Ritorniamo quindi all’ambiente di R™. Dal Teorema [1.22.6 sappiamo che
dfyo(x — x%) = (Vf(x°), x — x%). Questo equivale a scrivere dfyo(x) =
(Vf(x°), x) ed a considerare il differenziale al punto x° come il funzionale
lineare su R™ associato al prodotto scalare con il vettore V f(x?). Per essere
pill precisi, qui stiamo applicando il funzionale associato a V f(x?) ai vettori
dello spazio tangente al grafico di f al punto x°, ma tutti questi spazi tan-
genti coincidono con 'unico spazio duale (R™)* ~ R"™. Senza addentrarci qui
nella terminologia degli spazi affini, possiamo far ricorso ad una terminologia
cara ai fisici, che sono interessati a questi concetti perché da essi dipende
la modellizzazione del lavoro fatto da un campo di forze su un corpo che si
muove lungo una curva (si veda il successivo Esercizio ), e pensare
come ai vettori in questo spazio tangente al punto x° come vettori applicati
a x%. Denotiamo con e; i vettori della base canonica di R™, e con e*; i vettori
della base duale in (R™)*: ovvero, (e*;, ;) = 1sei=je0sei# j. I funzio-
nali €*; sono nient’altro che le proiezioni canoniche sugli assi, nel senso che
(e*;, X) = x; per ogni vettore x € R™ e per ogni ¢ = 1,..., n. Con diversa
notazione (quella per le funzioni, senza usare prodotti scalari), e*;(x) = x;.
Qui stiamo ora pensando a e*; come una funzione da R™ a R (lineare!), la
funzione coordinata i— esima: spesso, per semplicita, questa funzione si indi-
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ca con x;. Poiché questa funzione e lineare ed omogenea, essa coincide con
il proprio differenziale, ma e naturale indicarne il differenziale con dx;. Se
utilizziamo questa ulteriore notazione, abbiamo

dfyo = ZD f(x ZD f(x°) dz; . (1.57)

Al variare di x° la funzione lineare x° +— dfyo = >° | D;f(x°) dz;, da R™
a (R™")* ~ R", si chiama un forma differenziale esatta. Piu in generale, con
questa stessa notazione, data una n—pla di funzioni continue aq,...,a, su
R™, la funzione lineare x° — Y | a;(x°) dz;, da R™ a (R™)* ~ R™, si chiama
una forma differenziale lineare. Per uno studio di questi concetti rinviamo

il lettore alla Definiziona [1.29.41] ed alle corrispondenti Sottosezioni [1.29.5,
1207, [1.29.4 O

1.22.2 *Derivata in senso complesso, differenziabilita
ed equazioni di Cauchy—Riemann

Anticipiamo qui la definizione di derivata in senso complesso, che verra
studiata in profondita nella Sezione

Consideriamo funzioni di variabile complessa e a wvalori complessi, f :
C — C. Per queste funzioni, la nozione di derivata ¢ quella naturale (essa
verra ripetuta nella Definizione , in un contesto in cui si studieranno le
sue propriet‘a peculiari, che qui non servono).

Definizione 1.22.13. (Derivata in senso complesso.) . Sia f : C — C,
e sia zp un punto interno al dominio di definizione di f. Si dice che f e
derivabile (in senso complesso) al punto zj se esiste finito il limite

che in tal caso si chiama la derivata di f a zj.

1.22.3 Regola della catena, invertibilita locale

Teorema 1.22.14. (Differenziale di funzione composta.) Se f : R" —
R™ ¢ differenziabile in 2° € A C R™ e g : R™ — RF ¢ differenziabile in
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f(z%) € B C R™, allora la funzione composta h = go f : R* — RF ¢
differenziabile in 2° ed il suo differenziale é la composizione dei differenziali
di f eg:

dh(a®) = dg(f(«°)) df (2°) .

Nota 1.22.15. In termini matriciali, la matrice Jacobiana di fog ¢ il prodotto
righe per colonne delle matrici Jacobiane di g e f (in questo ordine).
g

Nota 1.22.16. Ovviamente il precedente Teorema sul differenziale di
funzione composta vale anche nel caso di funzioni da f : R — R, dove i
differenziali sono le applicazioni lineari banali su R date dalla moltiplicazione
per un numero (la derivata di f: in questo caso la regola di derivazione di
funzione composta si traduce nel fatto che la derivata di tale funzione ¢ il
prodotto delle derivate dei due fattori nei punti corrispondenti: (fog)'(z) =
f'(g(x)) ¢'(x). La stessa regola vale per funzioni f : C — C derivabili in
senso complesso (si veda anche la Proposizione 77?). O

Corollario 1.22.17. (Regola della catena.) Sia A C R"™ un aperto e
f:A—=R. Sia BCRF un aperto e ¢: B— A. Se ¢ ¢ differenziabile in
2% € A e f ¢ differenziabile in yo = ¢(2°) € A, la funzione composta h = fo¢
ammette tutte le derivate parziali al punto 2° e per ognii =1,..., n si ha

Dih(x) = Dif(y°) Digsi(°).

Definizione 1.22.18. (Jacobiano.) Se una funzione f : R" — R" ¢ dif-
ferenziabile, il determinante della sua matrice Jacobiana j(x) = det J(x)

(Definizione ) si chiama la funzione jacobiana, o piu brevemente lo
Jacobiano di f.

Definizione 1.22.19. (Funzioni localmente invertibili.) Siano A ¢ B
due aperti in R™ e f una funzione da A a B. Si dice che f & localmente
invertibile in x € A se esistono un aperto U C A contenente x ed un aperto
V' C B contenente f(z) tali che f: U — V sia biunivoca. La funzione f &
localmente invertibile in A se ¢ localmente invertibile in tutti i punti di A.

Ad esempio, la trasformazione delle coordinate polari, fi(r,8) = rcosb,
fi(r,0) =rsinf, 0 < r < oo, # € R, non ¢ invertibile perché non ¢ iniettiva
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per r =0 (quando r = 0, fi(r,0) = fo(r,0) = 0 qualunque sia 6). Se si limita
il dominio di f all’aperto r > 0, di nuovo f non ¢ invertibile perché non e
iniettiva: f(r,0 + 2m) = f(r,0). Pero ora f ¢ localmente invertibile: basta
limitare 'attenzione all’aperto A = {r > 0,0 < 0 < 27}.

Rinviamo il lettore a [5, 29 parte, Cap. VII, Sez. 5] per una dimostra-
zione del risultato seguente:

Teorema 1.22.20. (Invertibilita locale di funzioni differenziabili.)
Siano A e B due aperti in R" e f una funzione da A a B di classe C1(A).
Se il determinante jacobiano j(x) € non nullo per un x € A, allora f ¢
localmente invertibile in x e linversa ¢ differenziabile e di classe C* in un
intorno del punto f(x).

Esempio 1.22.21. Nel caso di una funzione da R? a R3, il Teorema di inverti-
bilita locale ha una visualizzazione geometrica interessante. Fissiamo
una delle tre coordinate nel dominio di definizione: allora la mappa f, al va-
riare delle altre due coordinate, descrive una superficie bidimensionale in R3
(si tratta di una sezione bidimensionale dell'immagine di f). Ad esempio,
consideriamo le coordinate sferiche in R?, che saranno studiate per gli scopi
dell’integrazione nel successivo Esercizio , e che sono definite dalla

seguente mappa f : (p,0,¢) — (z,y, 2):

x = pcosfsiny

y = psinfsin

Z=pcosy,
con p=>0,0<0<2r, 0 < p <.
Fissiamo un valore del parametro p > 0, che rappresenta la distanza dal-
lorigine. Allora, al variare degli angoli di longitudine # e di latitudine ¢,
I'immagine di f e la superficie sferica di raggio p. Fissiamo p = 1 per sem-
plicita. Consideriamo le curve di livello & = costante o ¢ = costante, ovvero

i paralleli
P, (0) = cos O sin peq + sin b sin e, + cos e

ed i meridiani
my(p) = cos fsin ey + sin f sin peq + cos pes .
Siamo interessati ai vettori tangenti a queste curve, ossia a

p',(0) = Dym’(6) = — sin fsin ey + cos O sin pe,
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m’y(¢) = Dym’y(p) = cos b cos pe; + sin b cos pes — sin pes .

Se non avessimo posto p = 1 ora avremmo avuto meridiani e paralleli de-
notati da m,g(p) e p,,(0), ed i loro vettori tangenti denotati da m’,y(¢)
e p',,(0), mal'unica differenza nelle formule sarebbe solo la moltiplicazione
per un fattore p.

E facile verificare, e geometricamente ovvio, che questi vettori tangenti, al-
lo stesso punto (6, ) della superficie sferica, sono perpendicolari. E anche
chiaro che i paralleli per ¢ = 0 (polo Nord) e ¢ = 7 (polo Sud) sono curve
costanti (i due poli), ed i vettori tangenti sono nulli, come immediatamente
verificato visto che sin ¢ = 0 in questi due casi. Quindi, ai due poli, la mappa
f non ¢ iniettiva, e quindi non e localmente invertibile.

Per verificare a questi due punti la perdita di invertibilita locale in base

all’enunciato del Teorema [1.22.2(J occorre calcolare il determinante jacobiano
J(p,0,¢) di f.
Lasciamo al lettore la verifica del fatto seguente: j(p,0, ) € la norma del
prodotto vettoriale dei vettori tangenti m’,p e p’, . Il prodotto vettoriale
di questi due vettori tangenti ¢ necessariamnete un vettore radiale, ossia
perpendicolare alla superficie sferica p = costante. lasciamo la lettore il
calcolo della sua norma, che risulta essere p? sin . Osserviamo che la norma,
e quindi il determinante jacobiano, si annullano ai due poli, dove si perde
I'invertibilita locale.

In questo esempio, la perdita dell’invertibilita locale ¢ dovuta al fatto che,
ai due poli, uno dei due vettori tangenti alle curve di livello diventa nullo.
C’¢, in generale, un altro modo di perdere I'invertibilita locale. Immaginiamo
una superficie di livello che, a differenza della sfera, sia fatta come un nastro
che si stringa ad un punto come quando un foglio di carta viene stretto fra due
dita. In tal caso i vettori tangenti possono non annullarsi, ma allora devono
diventare paralleli, ed il loro prodotto vettore quindi si annulla. O

1.22.4 Integrazione per cambiamento di variabile

Enunciamo infine il teorema di cambiamento di variabili per l'integrale di
Lebesgue in R™ (denotando con dz la misura di Lebesgue). Questo teorema
estende a piu dimensioni il Teorema di Integrazione per Sostituzione in una
dimensione (Teorema [1.22.1)). Nel caso dell'integrale di Riemann, in cui c¢’¢
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differenza fra integrali propri ed impropri, il teorema dovrebbe essere enun-
ciato per funzioni su aperti limitati. Per la dimostrazione, assai complessa,
rimandiamo a [1, Cap. 15].

Teorema 1.22.22. (Cambiamento di variabili negli integrali mul-
tipli.) Sia A un aperto in R" e ¢ : A — R™ una funzione di classe C*(A) e
tale che il suo determinante jacobiano j(x) sia non nullo per ogni x € A. Se

f < Lt (gb(A)), allora
/qu) flayde = [ Floe)lio]dr

FEsercizio 1.22.23. (Integrazione in coordinate polari.) Come gia visto,
la trasformazione ¢ definita sul dominio p > 0, 0 > 6 < 27 dalla regola

pcost
= psinf,

e non ¢ invertibile (e neppure localmente invertibile) perché non é iniettiva
a p = 0 (altrove & non solo localmente invertibile, ma anche invertibile. Il
dominio dove si perde I'invertibilita ha misura di Lebesgue zero, e quindi il
Teorema [1.22.22 continua a valere.

Si calcoli il determinante jacobiano e si provi che vale r. Da qui segue la
formula di integrazione in coordinate polari:

/_: /_Z fla,y)dedy = /:ﬂ /OOO Flp,0)pdpde,

dove f ¢ la funzione composta f(p, 0) = f(z(p,0),y(p,0)). O

E immediato trasportare questo esercizio a tre dimensioni:

FEsercizio 1.22.24. (Integrazione in coordinate cilindriche.) La trasfor-
mazione in coordinate cilindriche con asse z ¢

x = pcosb
= psinf

Y
(z = 2).
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Provare, come prima, che lo jacobiano vale p, e che quindi vale la formula di
cambiamento di variabili

00 ) ] 00 2m 00
/ / / fz,y,2) dxdydz:/ / / f(p,0,2)pdpdf dz.
—o0 J—o00 J—0 0 0 —o0o

FEsercizio 1.22.25. (Integrazione in coordinate sferiche.) La trasforma-
zione in coordinate sferiche in tre dimensioni ¢ espressa in termini degli angoli
¢ di latitudine e @ di longitudine (detti angoli di Fulero) gia introdotti nelle
identita (?7?) come segue:

O

x = pcosfsing
y = psinfsin

Z = pcosy,

conp>0,0<0<2m,0< p <.

x5 2)

pcosd

\

Figura 1.16: Angoli di Eulero e coordinate sferiche
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Di nuovo, si perde U'invertibilita, anche locale, nei dominii ¢ = 0 (polo
Nord) e ¢ = 7 (polo Sud), ma questi domini hanno misura nulla e quindi
il Teorema di cambiamento di Variabili 1.22.2§ continua a valere. Si calcoli
lo Jacobiano della trasformazione, che risulta uguale a p?sin ¢. Pertanto dal
Teorema di Cambiamento di Variabili segue

oo 0o oo oo 27 L
/ / / f(rc,y,Z)dfcdydz:/ / / f(p,0,2) p*sinpdpdf dp .
—o0 J—o00 J—0 0 0 0

Si ottenga lo stesso risultato scomponendo la trasformazione in coordinate
sferiche come composizione di trasformazioni in coordinate cilindriche, ed
applicando il teorema di composizione per i differenziali, Teorema [1.22.14.

g

1.23 Integrali dipendenti da un parametro

1.23.1 Derivazione sotto il segno di integrale

Cominciamo con il dimostrare una proprieta di derivazione sotto il segno di
integrale su un compatto, che in seguito estenderemo a integrali su domini
non compatti (quindi impropri, per 'integrale di Riemann).

Teorema 1.23.1. (Derivazione sotto il segno di integrale su un
compatto.) Sia R il rettangolo R = {a < x < b, ¢ <y < d}, e sia f
una funzione definita su R tale che, per ogni ¢ < y < d, integrale F(y) =
f: f(z,y) dx esista finito, e la derivata rispetto a y, Daf, sia continua su R.
Allora F ¢é derivabile per ogniy € [c,d] e

sz/nﬁmwm.

Dimostrazione. Dal momento che la funzione D, f € continua sul compatto
R, per il Teorema di Heine sulla uniforme continuita (Teorema ), essa
¢ uniformemente continua: per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che, se (z,y) e
(2',y') € R distano meno di 0, allora

Daf(2,y) = Daf(a,y)] < <. (1.58)
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Per il Teorema del Valor Medio di Lagrange (Sezione ), per ogni x € |a, b]

¢ y,yo € le,d] esiste n = n(z,y,50) € [yo,y] tale che f(z,y) — f(z,50) =
D2f(‘r7 77)
Consideriamo allora il rapporto incrementale di F' a yo. Si ha:

F( F(yo) /faty f(z,90) /DQfasn

Ora fissiamo € > 0 ed il § ad esso associato che rende vera ([l.5§). Inoltre
prendiamo |y —yg| < d. Allora anche ||(x,n) — (z,y0)|| < d per ogni x € [a, b];
pertanto, per (|L.5§),

'—F(y; 0 / Dsf(z,y0)d

/ Dof (2, 1) — Daf (v, 0)| de
elb—ad| (1.59)

e quindi lim,,_,,, W = F'(yo)- O

Un argomento analogo porta alla generalizzazione seguente:

Corollario 1.23.2. (Derivazione sotto il segno di integrale su uno
spazio di misura finita.) Sia A un aperto in R o C, [a,b] un intervallo
in R, o pit in generale [a,b] = [ai,b1] X -+ X [an,b,] un pluriintervallo
in R™, e p una misura di Borel finita su [a,b]. Sia Q = [a,b] X A, e sia
f una funzione definita su Q tale che, per ogni y € A, lUintegrale F(y) =
ffll- o ff: f(z,y) du(x) esista finito, e la derivata rispetto ay, Dof (nel senso
reale se A C R o complesso della Definizione |1.22.13 se A C C) sia continua
su R. Allora F ¢ derivabile per ogniy € A e

F'(y) = - Dy f(x,y) du(z) .

Dimostrazione. Fissiamo yy € A e sia Ag C A un disco aperto con centro
in yo, e Ay la sua chiusura, ancora contenuta in A. Procedendo come nella
dimostrazione del precedente Teorema , applicata al compatto )y =
[a,b] x Ay, grazie al Corollario [1.9.31] arriviamo al seguente analogo della
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disuguaglianza ([1.59),

F(y)— F
EOZEW) [ Do) die)
Y—"%Y% [a,b]
< /[ ’ | Do f (,n) = Dof (2, y0)| d|ul(x) < ]pl([a, 0]) ,
da cui il risultato segue come prima. ad

Nota 1.23.3. 1 precedenti risultati di derivazione sotto il segno di integrale
(Teorema [1.23.1] e Corollario [L.23. j) cosl come tutte le loro varianti per in-
tegrali impropri, che illustreremo nelle prossime Sottosezioni [1.23.2 e [1.23.3,
utilizzano soltanto rapporti incrementali, differenziabilita ed il Teorema del
Valor Medio di Lagrange. e quindi valgono anche per derivate in senso com-
plesso (Definizione [L.22 13), qualora il parametro rispetto al quale si deriva
sia un parametro complesso. O

1.23.2 Integrali su domini illimitati, uniformemente con-
vergenti rispetto ad un parametro

Ora estendiamo il risultato di derivazione sotto il segno di integrale della
Sottosezione [1.23 al caso di integrali su domini illimitati. Siano O C R™ un
insieme misurabile secondo Lebesgue illimitato, A C R™, f : O x A — C.
Per ogni y € A vogliamo studiare il seguente integrale improprio sul dominio

O:

= /Of(x,y) dx . (1.60)

Definizione 1.23.4. (Integrale su un dominio illimitato, uniformemente
convergente.) Si dice che 'integrale F'(y) in () ¢ uniformemente conver-
gente rispetto a y se per ogni € > 0 esiste ry > 0, che dipende da € ma non
da vy, tale che, per ogni palla B, C R™ con raggio r > ry e centro, diciamo,
I'origine, si ha

fz,y)dx
O\B,

Poniamo F,(y) = [, f B, (x,y) dx. Allora () equivale a dire che, per r — oo,
F.(y) converge uniformemente rispetto a y € A all'integrale F (y) in (@

<e. (1.61)

~
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Questa definizione ha varie conseguenze immediate:

Corollario 1.23.5. Se f ¢ continua in O x A e lintegrale in ) é
uniformemente convergente, allora F' € continua in A

Corollario 1.23.6. Se in aggiunta alle ipotesi del precedente Corollario
1.23.1 si assume cha anche A sia misurabile secondo Lebesque e se A é
limitato o di misura finita oppure se f >0, allora

[ rwa=[ [ fandyac= [ [ repacay

Lo stesso risultato vale se invece della misura di Lebesque si considera una mi-
sura regolare di Borel assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesque
(Definizione )

Corollario 1.23.7. Se f e Dof sono continue in O x A e Uintegrale in
1.60) ¢ convergente per ogni y € A e lintegrale Fy(y) = Io Dgf(xli“ dzx ¢
uniformemente convergente, allora (Fy é continua per il Corollario [1.23.7 e
st puo scambiare la derivata con l'integrale: per ogni y, F'(y) = Fy(y), cioé

D, /O f(x,y) de = /O Dof(.y) da

Lo stesso risultato vale se invece della misura di Lebesque si considera una
misura regolare di Borel assolutamente continua rispetto alla misura di Le-
besgue.

Corollario 1.23.8. (Test di Weierstrass per la convergenza unifor-
me di integrali rispetto a un parametro.) Se esiste g € L'(O) tale che
|f(x,y)| < |g(x)| per quasi ogni x € O e per ogni y € A, allora l'integrale
Jo f[(z,y) dx é uniformemente convergente.

Lo stesso risultato vale se invece della misura di Lebesque si considera una
misura regolare di Borel assolutamente continua rispetto alla misura di Le-
besgue.

Accenniamo le dimostrazioni di questi risultati. Nelle ipotesi del Corol-
lario [1.23.5 la funzione f(x, yl ¢ continua in B, X A. Quindi U'integrale F,(y)

introdotto nella Definizione [1.23.4 ¢ una funzione continua di y e converge
uniformemente a F(y) = [, f(z,y) dz: dal Teorema 1.3.1a (che fu dimostrato
per il passaggio al limite rispetto ad un indice discreto, ma la dimostrazione
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¢ analoga in questo caso continuo) segue che F & continua su A, e quindi il
Corollario.

Analogamente si procede per dimostrare il Corollario , nelle cui
ipotesi gli integrali F,.(y) e F(y) sono continui rispetto a y € A ed il primo
converge uniformemente al secondo per r — co. Allora lim,._ Fo(x)dr =
J4 F(x)dx esiste (finito se A ¢ limitato) per il Teorema 1.3.1% (anche in
questo caso esteso a passaggi al limite rispetto ad un indice continuo anziché
discreto), e nel prodotto cartesiano B, x A si puo applicare il Teorema di
Fubini [1.20.4 (i) se f > 0 oppure 1.20.1 (77) se A € limitato o di misura finita
per ottenere

[ [remiyas= [ [ papasa - [ rwa— [ o

~ | [ #pdzdy
aJo
da cui il Corollario .

La dimostrazione del Corollario di derivazione sotto il segno di
integrale ¢ del tutto analoga: la dimostramo qui con un certo dettaglio.
Fissiamo 3y € A e sia Ay C A un disco aperto con centro in yg, e Ay la
sua chiusura, ancora contenuta in A. Poich’e I'integrale si assume unifor-
memente convergente, per ogni € > 0 esiste un compatto K in R" tale che

o o y) dula)| < =

Procedendo come nella dimostrazione del precedente Teorema , ap-
plicata al compatto Qy = K x A, grazie al Corollario [1.9.31] arriviamo al
seguente analogo della disuguaglianza ([L.59),

F(y) — F(yo)
'W _ /ODQf(x,yo) dp(z)

F(y) — F(yo)
< 'W - /Ksz(5’77yo) du(x)

< /K \Daf(2.m) — Daf (e, yo)| dlul (2) + 2 < & (1 + |l (K)) |

+e€

da cui il risultato segue come prima.
Infine, il test di Weierstrass vale perché , se la funzione maggiorante
g € L'(0), allora per ogni € > 0 esiste 7y tale che fO\B lg(z)|dx < € per
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ogni r > 19. Ma allora, poiche |f(z,y)| < |g(x)|, la stessa disuguaglianza
vale per f, e quindi il suo integtale verifica la condizione di uniformeme
convergenza data nella Definizione .

1.23.3 Integrali di funzioni con singolarita fisse, unifor-
memente convergenti

Siano ora D C R" un insieme misurabile secondo Lebesgue, U C R™, f :
D x U — C illimitata, con un unico punto z, di singolarita (cioé tale che
per ogni palla B = B,.(zg) con centro zy e raggio r > 0 arbitrario si ha che f
¢ limitata in {D \ B} x U). Anche in questo caso, per ogni y € U vogliamo
studiare l'integrale F(y) = [, f(z,y) dz, come in ()

Definizione 1.23.9. (Integrale improprio con singolaritd al finito uniforme-
mente convergente.) Si dice che 'integrale F'(y) in in ([L.60) ¢ uniformemente
convergente rispetto a y se per ogni € > 0 esiste ry > 0, che dipende da € ma
non da y, tale che, per ogni palla B = B,(() con centro zg e raggio r < rg
si ha

<e. (1.62)

Poniamo F,.(y) = fD\BT f(z,y)dz. Allora ([L.62) equivale a dire che, per
r — 0% F,.(y) converge uniformemente rispetto a y € U all’integrale F'(y) in

(f6d).

I risultati esposti per gli integrali su domini illimitati dipendenti da un
parametro si ripetono in maniera analoga in questo nuovo contesto: la loro
formulazione e dimostrazione viene lasciata per esercizio.

1.23.4 Esempio: la funzione Gamma

La funzione Gamma, introdotta da L. Euler, & I'integrale improprio

Con z € C. Questo integrale ¢ improprio sia a causa di una singolarita
a z = 0 sia perché il dominio di integrazione ¢ illimitato. Consideriamo
dapprima il caso in cui z & reale positivo (scriviamo in questo caso s invece
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di z). Mostriamo che 'integrale ¢ uniformemente convergente se il parametro
s varia in un qualsiasi intervallo finito, a < s < b. A questo scopo spezziamo

I'integrale:
oo 1 oo
/ x51e$dx:/ x81exd:v+/ ¥ e dx (1.63)
0 0 1

1 00
< / 2% Vdx —I—/ 2" e ?dr < 0o
0 1

perché t* <t per 0 < a < se 0 <t < 1, e viceversa t* < t® per s < b
et > 1. Gli ultimi due integrali sono convergenti perché a —1 > —1 e
perché la velocita di decadimento asintotico dell’esponenziale predomina sulla
crescita del polinomio (Sezione ) Pertanto l'integrale ¢ uniformemente
convergente_rispetto al parametro s € [a,b] in base al test di Weierstrass
(Corollario @ ed il suo analogo per integrali con singolarita al finito).

La derivata dell'integrando della funzione I' & t*"!Inte™, e Iintegrale
fooo t*~LInte~'dt & uniformemente convergente per lo stesso argomento che
abbiamo usato per la funzione I'.

Ritornando ora al parametro complesso z = s + iu osserviamo che [t?| =
5|t = tslent| = . Pertanto anche gli integrali complessi I'(z) =
Jo e e mdr e [Tt Inte " dt sono uniformemente convergenti quando
il parametro z verifica la condizione 0 < a < Rez < b < co._Quindi, per i
teoremi di derivazione sotto il segno di integrale (Corollario [1.23.7 ed il suo
analogo per integrali con singolarita al finito) ora sappiamo che la funzione
Gamma e derivabile rispetto al parametro sotto il segno di integrale, purché
0<a<Rez<b<oo,esiha

F'(z):/ t“Inte tdt.
0

Se il parametro z si prende complesso, i calcoli che abbiamo fatto ed i teoremi
che abbiamo usato valgono anche per la derivata in senso complesso, grazie
alla Nota [1.23.3, e quindi abbiamo provato che, nel range di variabilita del
parametro 0 < a < Rez < b < 00, la funzione Gamma ¢ derivabile in senso
complesso. Poiché a > 0 e arbitrario, questo prova che la Gamma ¢ derivabile
per ogni z con Rez > 0.

Si noti pero che 'integrale che definisce la Gamma non € uniformemente
convergente se il parametro varia in tutta la semiretta (0,400): in effetti,
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non lo € nessuno dei due integrali in cui abbiamo spezzato la Gamma in
() Infatti, per il primo integrale basta notare che, per ogni € > 0,

S

€
/ e %dr > 6_66—,
0 s
e per ¢ — 0 l'ultimo membro non tende a zero uniformemente rispetto a
s = Re z nel dominio s > 0 (tende a zero solo puntualmente).
Analogamente, per il secondo integrale,

e I'ultimo membro tende si a zero per b — 400 puntualmente per ogni s, ma
non uniformemente rispetto a s nel dominio s > 0.

1.24 Misura esterna e Lemma di Vitali

Il risultato principale di questa Sezione non viene dimostrato. Si rinvia a [22]
per la dimostrazione.

Definizione 1.24.1. (Misura esterna.) Per ogni insieme £ C R conside-
riamo le successioni numerabili di intervalli aperti I, tali che £ C U, 1, e la
serie L = m(I,) delle loro lunghezze (finita o infinita). Si definisce misu-
ra esterna di E 'estremo inferiore m*(E) di L rispetto a tutte le successioni
di intervalli come sopra.

E facile vedere che la misura esterna di un intervallo ¢ la sua lunghez-
za, e piu in generale per ogni insieme misurabile A si ha m(A4) = m*(A);
inoltre m* & subadditiva (la misura esterna_dell’'unione & minore o ugua-
le della somma delle misure (Proposizione 1.30.4!), ma non sempre additi-
va.Per il lettore interessato, diamo una presentazione della misura esterna

nell’Appendice .

Definizione 1.24.2. Sia £ C R. Si dice che una famiglia di intervalli Z e
un ricoprimento di Vitali di E' se per ogni € > 0 e x € E esiste un intervallo
I € T che contiene x e di lunghezza minore di ¢.

Presentiamo qui due lemmi di ricoprimento, dovuti a Vitali, che giocano
un ruolo cruciale, il primo in in analisi matematica, il secondo in teoria della
misura.
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Lemma 1.24.3. (Lemma di ricoprimento di Vitali.) Sia B = {B,}
una famiglia non vuota di intervalli aperti in un insieme K in R di misura
esterna finita (oppure misurabile secondo Lebesque e di misura finita), o pit
in generale di palle aperte in un insieme di misura esterna finita in R™.
Allora esiste una sottofamiglia numerabile { B, } tale che

1
m (U, By,) > m (UaBa)

dove m é la misura di Lebesque (ossia la lunghezza, nel caso unidimensionale).

Dimostrazione. Poiché K ha misura esterna finita, il numero d; := sup, m(B,)
¢ finito. Per definizione di estremo superiore, esiste oy tale che m(B,,) > %d;
per semplicita scriviamo B; invece di B,,.

Dimostriamo la seguente asserzione: senza perdita di generalita possiamo
supporre che esistano intervalli in B (o palle, nel caso di dimensione maggiore
di 1) disgiunti da By. In effetti, rammentando che ogni intervallo in B ha lun-
ghezza inferiore a %m(Bl), vediamo che, se 'asserzionen non fosse vera, 1'u-
nione U := U, B, di tutti gli intervalli sarebbe (nel caso unidimensionale) un
intervallo aperto di lunghezza non superiore a (1+23) m(By) = Y m(By),
e I'enunciato sarebbe dimostrato (la successione di palle consisterebbe della
sola palla By). Il fattore 2 ¢ dovuto al fatto che un intervallo unidimensionale
ha due punti estremi: nel caso di palle in R™ con n > 1 la disuguaglianza
triangolare ci da un risultato analogo dove il diametro dell’aperto U = U, B,,
¢ inferiore a X m(By), e quindi m(U) < (3)" m(B;). Questo dimostra 'as-
serzione.

Allora poniamo B, la famiglia di tutte le palle in B; = B che sono di-
sgiunte da B;. Come prima, esiste By € By tale che m(By) > %dz, dove
dy = sup{m(B,) : B, € By} < d;. Lo stesso argomento dell’asserzione pre-
cedente mostra che, senza perdita di generalita, si puo supporre che esistano
intervalli (o palle) in B disgiunti sia da B; sia da Bs. Sia Bj la famiglia di
tutte le palle che non intersecano né By né B,. Poiché By C B,, ogni palla
in Bs ha misura inferiore a m(K) — m(B;) — m(Bs) < m(K) — dy — 3d».
Ripetendo questa procedura, costruiamo iterativamente una successione di-
sgiunta di intervalli (o palle) B, € B di misura che tende a zero. Mostriamo
che questa successione verifica la disuguaglianza dell’enunciato.

Poiché m(B,) tende a zero e sup{m(B) : B € B,} < d, < 3 m(B,), nessuna
palla B € B puo appartenere a tutte le sottofamiglie B,,, ma appartiene solo
ad un numero finito di esse. Sia B € B e B, la palla concentrica a B, ma
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di diametro quadruplo. Sia n il pit piccolo intero tale che B ¢ B, (ossia,
per costruzione, tale che B interseca B,,_;). Allora B sta in B,,_1, e quindi
m(B) < $m(B,_1). Consideriamo il caso unidimensionale: in tal caso, come
visto prima, ogni intervallo che interseca B, _; ed ha diametro inferiore a
% del diametro di B,_; € contenuto in un intervallo concentrico a B,_; €
di diametro inferiore a 13—1 del diametro di B,,_1, e quindi, siccome % < 4,
deve essere strettamente contenuto in Bn_l. Anche nel caso multidimensio-
nale, come accennato sopra, si applica questo ragionamento e vale la stessa

inclusione. Quindi ogni B € B ¢ contenuto in U, B,,, e quindi
m (UaBa) <m <Unl§n> <m (UpBy) .
OJ

Nota 1.24.4. La scelta del fattore 1/4 nel precedente Lemma di ricoprimento
di Vitali @ puo apparire arbitraria ed innaturale. Quanto si puo mi-
gliorare? Supponiamo di voler provare che, per qualche 0 < 1 < 1, vale
la disuguaglianza m (U, B,) > nm (U,B,) per una opportuna successione
B, costruita con I'argomento del Lemma. Questo ¢ possibile, ma le scel-
te delle costanti diventano meno naturali e semplici. In effetti, il fattore
11/3 nell’asserzione fatta nella dimostrazione del Lemma si trasformerebbe

in 1+ % = %, e quindi nella definizione dei B, occorrerebbe richiedere

m(By) = 2—177 d,. Ad esempio, se si sceglie n &~ 1, allora questo ultimo fattore

si avvicina a 1/3. O

Corollario 1.24.5 (Vitali). Sia E C R di misura esterna finita e B un
ricoprimento di Vitali di E. Allora per ogni € esiste una famiglia finita
By, ..., By di intervalli in B tale che m* [E \ Uf:[:an] <e.

Dimostrazione. L’insieme E, := U,B, ¢ un aperto (perché unione di in-
tervalli) di misura finita perché contenuto in F. Per il precedente Lemma
di Vitali 1.24.5, esiste una sottofamiglia numerabile {B,} di {B,} tale che,
ponendo E; := U,B, \ U, By, si ha m(F;) < %m(Eo). Poiché U,, B,, ha misu-
ra finita, per ogni n > 0 esiste una sottofamiglia finita {B,, , B,, } tale che
m(Up2, B, \ UY_ B,,;) < 7: in particolare, esiste una tale sottofamiglia tale
che, ponendo EY := U,B, \ U"_, B, , si ha m(E}) < 2m(Ey).

Poiché {B,} € un ricoprimento di Vitali di £, la sottofamiglia {Bg} di {B.}
che consiste di tutte gli intervalli che non sono contenuti in U?lenj e un
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ricoprimento di Vitali di E?, ed iterando il ragionamento troviamo una sot-

tofamiglia finita { B, , B, } di {Bg} tale che m(EY\U\_, B,,,) < 2m(EY) <

(%)2 m(Ep). Ora uniamo le due sottofamiglie finite per produrre una nuova

sottofamiglia finita {B;, , B;,} = (U;?:anj) U (Uélemp) con la proprieta
4

che Ey := Ej \ Uy_,B;, ha misura inferiore a (5)2m(E0). Per ricorren-

za, per ogni N costruiamo cosi una sottofamiglia finita { By, , By, } tali che
m(Ey \ U,_, B, < (%)Nm(Eo). Basta scegliere N tale che (%)N < € per
avere ’enunciato. O

1.25 Derivabilita di funzioni monotone

Per ogni funzione f ci sono quattro modi di definire la sua derivata ad ogni
punto x interno al suo dominio di definizione: due derivate destre,

D* f(x) = limsup fleth) - fx)

h—0t+ h

flx+h) - fx)
h

D, f(z) = liminf

h—0t

e due derivate sinistre,

D™ f(z) = limsup f(@) - i(x —h)
h—0~

D_f(z) = liminf @) = Jle = h) :
h—0~ h
Diciamo che f e derivabile in x se queste quattro derivate sono finite ed
uguali, ed in tal caso scriviamo f’ per il valore comune delle quattro derivate.
E chiaro che per una funzione f continua in un intervallo il fatto che una delle
quattro derivate sia sempre non negativa implica che f ¢ non decrescente.
Viceversa:

Teorema 1.25.1. Sia f non decrescente in [a,b]. Allora f é derivabile quasi
ovunque con deriwata [’ finita. Inoltre f' é misurabile, e

/ o) dr < f(b) — f(a).
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Dimostrazione. Dobbiamo provare che la misura di Lebesgue dell’insieme
dove due qualsiasi delle quattro derivate sono diverse e nulla. Mostriamo
solo che ha misura nulla l'insieme E = {z : Dt f(z) > D_f(x)}: gli altri
insiemi analogamente associati altre alle derivate ed al segno di minore si
trattano allo stesso modo. Sia

E.o={z:D"f(z) >u>v>D_f(x)}.

Poiché E coincide con 'unione numerabile U, ,cqgFy,, basta provare che il
numero s = m* (E,,) vale 0 per tutti i razionali u, v.

Per ¢ > 0 troviamo un aperto O D E,, con m(0O) = m*(0) < s + ¢ (esiste
grazie alla Definizione [1.24.1] di misura esterna). Per ogni x € E,,, il fatto
che O sia aperto e D_f(x) < v implica che, per h sufficientemente piccolo,
[t — h,z] C O e f(z) — f(x — h) < vh. Questi intervalli, al variare di z e
h, formano un ricoprimento di Vitali di £, , (Definizione @) Pertanto il
Lemma di Vitali ?? assicura che le parti interne di un numero finito di essi,
diciamo I,, = (x,, — hy,2,), n =1,..., N, coprono un sottoinsieme A C E,,,
con m*(A) < s —e. Allora

> f@n) = flan—hn) <Y hy <v-m(0) <v-(s+e).

n=1

D’altra parte, poiché D% f(x) > u, per ogni y € A esiste k > 0 sufficien-
temente piccolo affinché (y,y + k) sia contenuto in qualche I, e valga la
disuguaglianza f(y+k)— f(y) > uk. Come prima, il Lemma di Vitali ci per-
mette di trovare una famiglia finita Ji, ..., Jy; di tali intervalli la cui unione
contiene un sottoinsieme di A di misura esterna minore di s —e. Sommando
su di essi si trova

Zf(yi‘f‘k?i)_f(yz‘)>U2ki>u'<3_5)-

n=1

Per ogni n sommiamo ora solo sugli intervalli J; C [,. Allora, poiche f e
crescente,

D 1w+ k) = f(i)] < flan) = flan — hn).

Adesso sommiamo su n e troviamo

v-(s+8) > D flan) = flon—ha) =D flyit ki) = flgs) > u- (s = <)
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Poiché ¢ e arbitrario, questa disuguaglianza implica vs > us: ma allora,
visto che si ha v < u, deve essere s = 0. Abbiamo quindi provato che g(z) =
limy, 0 w
f'(x) = g().
Mostriamo ora che g ¢ misurabile e finita quasi ovunque. Poniamo g, (x) =
n(f(z+2)— f(z)) (ovviamente qui si intende f(z) = f(b) se > b). Ab-
biamo appena visto che g, (x) — g(x) per quasi ogni z: quindi g ¢ misurabile
per la Nota . Inoltre g, > 0 perché g ¢ crescente: quindi possiamo
applicare il Lemma di Fatou (Teorema [1.9.52) ed ottenere

esiste quasi ovunque. Laddove g e finita f & derivabile e

b b b
1
/g < liminf/ gnzliminfn/ fle+ =) — f(z)dx
a a a n

b+1/n a+1/n atl/n
= liminf — = — lim inf
| (n/b f n/a f) f(b) =1 (n/a f)
= f(b) = f(a)

dove I'ultima disuguaglianza segue dal Teorema della Media Integrale (Sezio-
ne [L.1) perché f & crescente in |a, a + %] Quindi g ¢ integrabile con integrale
finito, e pertanto deve essere finita quasi ovunque. Pertanto f’ = g esiste
finita quasi ovunque, ed inoltre vale la disuguaglianza dell’enunciato.

O

Nota 1.25.2. Si osservi che in generale, per funzioni monotone discontinue,
la disuguaglianza f; f'(x)de < f(b) — f(a) del Teorema m non € una
uguaglianza. Per costruire un esempio basta prendere f = 0 in [-1,0] e
f=1in (0,1]: allora f’ ¢ definita e vale 0 in [—1, 1] eccetto che nel punto 0
dove non ¢ definita, ma f(1) — f(—1) = 1. O

Nota 1.25.3. Alcune proprieta della misura di Lebesgue in rapporto ad insiemi
chiusi ed aperti diventano caratterizzazioni in termini della misura esterna di
Lebesgue. In particolare, il Lemma [1.9.33 si estende al seguente enunciato,
che non viene utilizzato in questo libro e che, pertanto, non dimostriamo (per
la dimostrazione si veda [22, Cap.3, Sez.3, Prop.15]):

Per un sottoinsieme E C R le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) E é misurabile

(i1) per ogni § > 0 esiste un aperto O D E tale che m*(O \ E) < §
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(143) per ogni 6 > 0 esiste un chiuso C' C E tale che m*(E \ C) < 6.

1.26 Funzioni di variazione limitata

Definizione 1.26.1. (Variazione totale e funzioni di variazione limi-
tata.) Usiamo la seguente terminologia: per ogni numero reale a scriviamo
[a]t = max{a,0} [a]” = —min{a,0}: quindi [a|",[a]” > 0ea=[a]t —[a]".
Sia f:[a,b) > Rea=xy <z <--- <z =Dbuna partizione finita di [a, b].
Chiamiamo

k
p= Z[f(%) - f(ﬂﬁz‘—l)]Jr

la variazione positiva di f rispetto a questa partizione,

n = Z[f(l‘z) — fzic)]”

=1

la variazione negativa, e t = p + n la variazione totale. E evidente che

p—n=f(b)— fla) (1.64)
(si tratta della somma telescopica delle differenze consecutive dei valori di f
sui punti della partizione). Ora poniamo P = P’ = supp, N = N’ = supn
elTy =T = T? = supt, dove gli estremi superiori sono presi rispetto a tutte
le partizioni finite di [a,b]. Questi tre numeri si chiamano, rispettivamente,
la variazione positiva, negativa e totale di f sull’intervallo [a,b]. Se T < oo
si dice che f e di variazione limitata in [a,b] e si scrive f € BV]a,b] e
T := Varg|a, b].

Stabiliamo una definizione identica per le funzioni definite su un intervallo
[a,b] ma a valori in R™ o C", semplicemente rimpiazzando il valore assoluto
con la norma euclidea (o qualunque altra: sono tutte equivalenti a dimensione
finital).

Una definizione analoga si applica a funzioni definite su tutto R.

Esercizio 1.26.2. Dalla Definizione segue che P < T < P + N; ¢ immediato

provare che
T=P+N
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F(b) = fla)=P - N. (1.65)
O

Nota 1.26.3. E ovvio che le funzioni di variazione limitata in un intervallo
sono limitate. Il viceversa non & vero, come mostra il prossimo Esempio
1.26.4 0

Esempio 1.26.4. Non tutte le funzioni continue in un intervallo chiuso e
limitato sono a variazione limitata. Ad esempio, la funzione

0 z=0
f(:v)—{ xsin% 0<z<1

non ¢ monotona a tratti nell'intervallo [0, 1], perché oscilla attorno all’asse
2 un numero illimitato di volte quando z — 07, pero ¢ continua in [0, 1]:
I'unico punto in cui la continuita non ¢ ovvia ¢ il punto x = 0 dove segue
dal Teorema del Confronto (Sezione ) Essa non ¢ a variazione limitata

Figura 1.17: La funzione xsin% non ¢ a variazione limitata

nell'intervallo [0, 1]. Infatti, per £ > 0 consideriamo i punti

1

Lo+l = 7T a7
b + 2]€7T

nei quali il grafico della funzione ¢ tangente a quello della bisettrice del primo
quadrante (quindi f(zog41) = Tok+1), ed i punti

1
Top = 7+
o 37” + 2km
nei quali il grafico ¢ tangente all’altra bisettrice (quindi f(x9r) = —x9r). Agli

estremi dell’intervallo [y, zx] la funzione f ha segni opposti, e quindi la sua
variazione totale in quest’intervallo ¢ non inferiore a
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o0 o0 o0
Z | f(xort1) — f(zon)] Z (Togt1)| + | f (o) Z |Topr1] + [Tk
k=1

k=1 k=1

Poiché |zogi1| + |zar] = O(3), la serie diverge. O

FEsercizio 1.26.5. Si svolga lo stesso calcolo del precedente Esempio per
la funzione f(0) =0 e f(z) = 2 sin(1/2?) per z # 0 e si dimostri che questa
funzione ¢ di variazione limitata (la stima finale diventa |xopi1| + |xor] =

O(1/k2)). 0

Teorema 1.26.6. f € BV[a,b| se e solo se f la differenza di due funzioni
monotone limitate definite su [a,b].

Dimostrazione. Per x € [a,b] poniamo g(x) = P? e h(z) = NZF. Allora

g e h sono funzioni monotone non decrescenti, entrambe con valori finiti,

ossia limitate, perché 0 < P® < T® < T? < oo dal momento che f € BV, ed

analogamente per N*. Inoltre, grazie a (@), siha f(z) = f(a)+g(z)—h(x),

ed quindi f ¢ la differenza delle due funzioni monotone f(a)+ g e h.
Viceversa, se f = g — h su [a,b] con g e h non decrescenti definite (e

quindi finite) suﬁ b|, allora per ogni partizione finita {z1,..., ng} di [a, b]

1.6

si ha, come in ([L.64),

k
D () = fle)l < lg(a) — glwia |+Z|h i) — h(zi1)|
) i=1 i=1

= 9(b) = g(a) + h(b) — h(a)
e quindi TP(f) < g(b) — g(a) + h(b) — h(a) < oco. O

Corollario 1.26.7. Se la funzione f, definita su un intervallo |a,b] o su tutto
R, ¢ di variazione limitata, allora per ogni xy nel dominio di definizione di
f esistono i limiti destro e sinistro limx — . Tali limiti sono finiti se f ¢

limitata in un intorno di xq.

Dimostrazione. Questo fatto & vero per le funzioni monotone, grazie all’esi-
stenza dei loro limiti (Sezione ), e quindi anche per le funzioni di variazione
limitata, grazie al precedente Teorema [1.26.6. a

Grazie al Teorema , ora otteniamo immediatamente:
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Corollario 1.26.8. Se f ¢ di variazione limitata in [a,b], allora la derivata
f' esiste finita quasi ovunque su |a, b.

Corollario 1.26.9. Una funzione di variazione limitata in [a,b] appartiene
a L[a,b].

Dimostrazione. Questo segue immediatamente dal Teorema , perché le
funzioni monotone e limitate in [a,b] sono integrabili in [a,b] con integrale
finito (si veda la Sezione [L.1)). 0

1.27 *Il teorema fondamentale del calcolo

Questa e le restanti sezioni di questo Capitolo non sono necessarie per il
seguito, e sono incluse solo per completezza.
La forma elementare del Teorema Fondamentale del Calcolo ¢ ben nota:

Teorema 1.27.1. (Teorema Fondamentale del Calcolo per l’integrale
di Riemann, ossia per funzioni C'[a,b].)

(i) (Derivata dellintegrale.) Sia f ¢ di classe C* (cioé derivabile con
derivata continua) su un intervallo I CR e a, x € I. Allora

fla) = s = [ rayar

(i7) (Integrale della derivata.) Viceversa, se per ogni a < x < b wvale
lidentita

per qualche g continua su |a,b], allora f é di classe C' e f' = g
per ogni x in |a,b]. (In questo enunciato, l'addendo —f(a) a primo
membro € messo per eleganza e simmetria: [’enunciato resta vero anche
eliminando questo addendo, o sostituendolo con qualsiasi altra costante,
perché in tal modo il valore della derivata f' non cambia.)

In questa Sezione dimostriamo tale teorema nelle seguenti ipotesi molto
piu generali.
Sia f integrabile su [a, b] e consideriamo il suo integrale indefinito
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- / ")t (1.66)

dove ¢ < z < b. Generalizziamo il Teorema (1) mostrando che la
derivata dell’integrale & quasi ovunque uguale all'integrando: F' = f quasi
ovunque (Teorema [1.27.G). Vedremo nel Teorema [1.27.5 che il viceversa, cioe
I’asserzione analoga sull’integrale della derivata, vale se la derivata e limitata.
Anzitutto mostriamo che I'integrale di una funzione non negativa & asso-
lutamente continuo, nel senso seguente (si veda anche Sezione @)

Lemma 1.27.2. Se f ¢é una funzione integrabile (cioé con integrale di Le-
besgue finito) su un insieme misurabile E C R, allora per ogni e > 0 esiste
0 > 0 tale che, per ogni A C E con m(A) <6, si ha

Am<a

Dimostrazione. Senza perdita di generalita dimostriamo ’enunciato per | f]|
invece che f, cioe assumiamo f > 0. L’enunciato ¢ ovvio se f ¢ limitata (in
tal caso 0 = ¢/||f]l«). Se invece non lo ¢, definiamo il suo troncamento f,
come f,(z) = min{f(z),n}. Allora 0 < f, < n e f,(x) — f(x) per ogni
z € E. Per il Teorema di Convergenza Monotona [1.9.53 si ha [, fn = [, f
Sia allora N tale che [, f — fv <&/2, e scegliamo § < ¢/2N. Ora si ha

Jo=[r=tns [ av< [ 1=t mmay <55 -e.

Lemma 1.27.3. Per ogni [ integrabile (con integrale finito) su [a,b], la
funzione F in (|1.64) é continua e di variazione limitata su [a, b].

Dimostrazione. La continuita e il Lemma . Il fatto che F' sia di varia-
zione limitata ¢ una conseguenza immediata della seguente disuguaglianza,
che vale per ogni partizione a = xg < 21 < --- <z =0b:

sz;w(xi)— (2:1)] Z/ ()] dt = /|f )| dt
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Lemma 1.27.4. Se f ¢ integrabile su [a,b] e fax f(t)dt =0 per ognia < z <
b, allora f(x) =0 quasi ovunque.

Dimostrazione. Una funzione e integrabile se e solo se lo sono le parti posi-
tive e negative della sua parte reale ed immaginaria (si riveda la Definizione
). Quindi basta dimostrare ’enunciato per f > 0. In tal caso, sup-
poniamo che f > 0 su un insieme E di misura di Lebesgue m(F) > 0 e
deduciamone una contraddizione.

Poiché m(FE) > 0, sappiamo dal Lemma di poter trovare un chiuso
C' C E con m(C) > 0. Osserviamo che il fatto che f > 0 sul chiuso C' implica
Jo f > 0. Allora, poiché fff = 0, se consideriamo l'aperto O = (a,b) \ C
deve valere [, f = — [, f <0. Per il Lemma [L.9.3 (i) O si decompone come
unione disgiunta di una famiglia numerabile di intervalli aperti (a,, b,). Segue

dal Teorema di Convergenza Monotona che [, f=>", f;: f. Percio

almeno uno degli addendi & non nullo, diciamo f;:" f # 0. Ma allora

/abnof—/aanof: aijof%o,

e quindi almeno uno fra [ fe fab"” f & non nullo, il che contraddice I'ipotesi.
O

Il prossimo lemma estende a L*> il Teorema Fondamentale del Calcolo
-1.27. |)

Lemma 1.27.5. (Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni
(con derivata in) L>.) Sia f € L®[a,b] ¢ F(z) = F(a)+ [ f(t)dt.

Allora F' = f quasi ovunque in |a, b].

Dimostrazione. Per il Lemma F' ¢ continua e di variazione limitata in

[a, b], e quindi F” esiste finito quasi ovunque per il Corollario [1.26.8. Quindi,

se consideriamo il rapporto incrementale di passo %, folz) =n (F (x + %) —F (x)),
sappiamo che lim,, f,,(x) = F'(x) quasi ovunque. D’altra parte, per come F'

¢ definita si ha f,(z) = nf;H/n f(t)dt, da cui | f,] < ||f||oo- Pertanto, per il
Teorema di Convergenza Dominata (Teorema ), per ogni a < y < b si

ha
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/ayF/(:U) dr = li;n/ayfn(x) dr = li;nn/ayF (q;_|_ %) — F(z)dz

grazie al Teorema della Media Integrale (Sezione ) ed al fatto che F' ¢

continua. Ora sappiamo che per ogni y € [a.b] si ha [7 (F'(z) — f(z)) do =
0, e quindi ’enunciato segue dal Lemma [1.27.4]. a

Finalmente possiamo estendere la parte (i) del Teorema Fondamentale
del Calcolo [1.27.1] al contesto piu generale.

Teorema 1.27.6. (Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni
(con derivata in) L'[a,b].) Sia f € L'[a,b] e F(z) = f(a) + [ f(¢t)dt.
Allora F' = f quasi ovunque in [a,b]. (Qui a é un punto di Lebesque di f,
definito nel Teorema [1.9.37, e quindi in a ¢ definito il valore di f, ma in

alternativa basta scegliere f(a) a piacere, visto che la scelta non influenza la
derivata di F).

Dimostrazione. Come gia osservato nella dimostrazione del Lemma ,
basta dimostrare I’enunciato per f > 0. Osserviamo anzitutto che questo
significa che F' ¢ non decrescente. Come nella dimostrazione del Lemma
1.27.2, indichiamo con f, il troncamento di f al di sotto di n: f,(z) =
min{ f(z),n}. Allora lim, f, = f; inoltre f — f,, > 0 e quindi l'integrale

Gula) = [ -1,

¢ monotona non decrescente. Grazie al Teorema , G, esiste quasi ovun-
ue, finita e non negativa. D’altra parte, f, € limitata, e quindi, dal Lemma
i.27.57 D, fax fn = fu(z) per quasi ogni z. Pertanto, per quasi ogni x € [a, b],

F'(x) = D,G, + D, /9C fo = fulx).
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Ora facciamo tendere n a infinito, ed otteniamo F’(z) > f(x) quasi ovunque.
Da qui segue

/ab F'(z)de > /ab f(z)dz = F(b) — F(a).

D’altra parte. poiché F' & non decrescente, fab F'(xz)dz < F(b) — F(a) per il
Teorema [1.25.1. Quindi

/ab F(x)dz = F(b) — Fla) = /ab f(z) da

e pertanto [V (F'(z) = f(x)) dz = 0. Anche questa volta enunciato segue
quindi dal Lemma [1.27.4. a

Nota 1.27.7. La seconda parte del Teorema Fondamentale del Calcolo (cioe
I'enunciato del Teorema [1.27.1] (47)) non vale in un ambito cosi generale: non
& vero che, se una funzione g ¢ derivabile quasi ovunque e ¢’ € L'[a, ], allora
per ogni & € [a,b] siha g(z) = g(a)+ [ ¢/(t) dt. Ad esempio, sia g la funzione
definita nellintervallo [—1,1] che vale 0 in [—1,0) e 1 in [0,1]. Allora ¢’ ¢
definita ovunque in [—1, 1] tranne che nell’origine, e ¢’ = 0 (quasi ovunque).
Quindi la funzione integrale ffl g'(t) dt & la funzione identicamente nulla, e
non coincide con g.

Un problema interessante, che proponiamo al lettore, ¢ decidere se una
funzione g derivabile ovungue in un intervallo [a,b] con derivata in L![a, 0]
sia l'integrale della propria derivata. Una risposta parziale ¢ piu sotto nel
Teorema [1.28.9. O

1.28 *Funzioni assolutamente continue

Definizione 1.28.1. Una funzione f definita in un intervallo [a,b] C R a
valori reali si dice assolutamente continua se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale
che, per ogni famiglia finita di intervalli disgiunti [z;, y;] con lunghezza totale
> icy |y — @il <6, si abbia 330 [f(yi) — flai)| <e.

Stabiliamo una definizione identica per le funzioni definite su un intervallo
[a,b] ma a valori in R" o C", semplicemente rimpiazzando il valore assoluto
con la norma euclidea (o qualunque altra: sono tutte equivalenti a dimensione
finital).
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Nota 1.28.2. E chiaro che le funzioni assolutamente continue formano uno
spazio vettoriale contenuto in quello delle funzioni continue. Inoltre, grazie
al Lemma [1.27.2, tutti gli integrali indefiniti (di integrandi continui) sono
assolutamente continui. Una condizione sufficiente per la assoluta continuita
e ovvia: che f sia derivabile ovunque con derivata limitata. Infatti sotto
questa ipotesi il Teorema di Lagrange (Sezione ) implica immediatamente
la disuguaglianza di Lipschitz introdotta in (?7),

|f(ys) — f@:)] < M |y; — x4

per ogni z; e y;, con M = ||f||s, ed & ovvia l'osservazione che la disugua-
glianza di Lipschitz (??) implica la assoluta continuitd, e questo dimostra
quanto appena asserito: se f & derivabile ovunque e f' € L, allora f ¢
assolutamente continua.
Studieremo in maggior dettaglio la disuguaglianza di Lipschitz nella Sezione
H.11), e riprenderemo questa semplice osservazione nel Corollario 77).
Per lo_stesso motivo, una funzione continua e C*' a tratti (si veda la Defini-
zione che diamo nel seguito) in un intervallo [a, b] & assolutamente con-
tinua; analogamente, lo & una funzione continua e C* a tratti su R con punti
di singolarita isolati per la derivata (cio¢ privi di punti di accumulazione).
0

FEsempio 1.28.3. Non tutte le funzioni continue in un intervallo sono asso-
lutamente continue. Si consideri la funzione dell’Esempio [1.26.4: abbiamo
visto che essa ¢ continua in [0,1]. Questa funzione ¢ derivabile con con-
tinuita in ogni intervallo [a,1] con 0 < a < 1, e quindi & assolutamente
continua in questi intervalli, grazie alla precedente Nota [1.28.2: pero non
¢ assolutamente continua in [0, 1]. Per verificarlo, si considerino i punti zy
introdotti nell’Esempio [1.26.4, nei quali il grafico della funzione e alternati-
vamente tangente alle due bisettrici degli assi. Abbiamo visto che la serie
Yopey [ f(@rs1) — f(zy)] € divergente, e pit precisamente che il termine ge-
nerale tende a zero per k — oo esattamente come % Pertanto le somme
parziali Sp,, = > o_ |f(@k+1) — f(zx)| con n > m divergono per ogni m
quando n tende ad infinito: quindi, fissato un qualsiasi € > 0, comunque si
scelga m esiste n = n. tale che s,,,, > . D’altra parte, zo = % ed i pun-
ti {zx, k = 0,...,00} costituiscono una partizione (infinita) dell’intervallo
[0, 2]. Percid la serie > po | — T4 ¢ la lunghezza di questo intervallo, e
quindi converge. Ne segue che le somme parziali rp,, = > p_  |Tk11 — T
con n > m tendono a zero se m tende ad infinito: ossia, per ogni 6 > 0,
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esiste m = m; tale che r,,, < 0 per ogni n > m. Questo significa che, per
ogni ¢ fissato, comunque si scelga § > 0 la sottosuccessione finita costituita
dai punti xp per mg < k < n. non verifica la disuguaglianza della Definizione
1.28.1] di assoluta continuita. O

Esercizio 1.28.4. Le funzioni assolutamente continue sono anche continue,
mentre i limiti puntuali di funzioni continue non sempre lo sono. Allora, se
f; sono funzioni assolutamente continue che convergono puntualmente ad una
funzione f, non puo essere vero in generale che f sia assolutamente continua.
Eppure, se i punti x; e y; sono quelli scelti nella Definizione [1.28.1], si ha

lim; f;(y;) = f(y:) e lim; f;(z;) = f(x;), quindi in particolare

“Jm,z fi (i) — fi(2)| = Z f(yi) = fli)].

A prima vista sembra quindi che la disuguaglianza della Definizione
valga non solo per le f; ma anche per il loro limite puntuale f, e che quindi
anche f sia assolutamente continua: ma abbiamo visto che questo in generale
non ¢ vero. Dov’e lerrore? (Suggerimento: nella definizione di assoluta
continuita, ¢ dipende solo da £7) O

Esempio 1.28.5. Limiti uniformi di successioni di funzioni assolutamente con-
tinue non sono necessariamente assolutamente continui. Si consideri la fun-
zione dei precedenti Esempi [1.26.4 e [1.28.3, e la si consideri definita in un
intervallo [0, a] per qualche a > 0 (oppure [0, +00). Essa si annulla ai punti
Ty = %, una successione che converge a 0. Approssimiamo f con la funzione
fn su [0,a] definita da f,(x) =0se z > z, e fu(x) = f(z) altrimenti. Allora
f — fn & nulla al di fuori di [0,,], ed in [0, x,] coincide con f, e quindi in
quest’ultimo intervallo verifica la disiguaglianza | f(z) — f.(2)| = |f(2)| < =.
Ne segue che || f — fulloo < @, — 0, e quindi f,, converge uniformemente a f
sull’intervallo [0, a]. Le funzioni f,, sono tutte continue e C! a tratti in [0, a],
e quindi assolutamente continue in base alla Nota [1.28.2, pero il limite f non
¢ assolutamente continuo, come fu mostrato nell’Esempio [1.28.3. a

Proposizione 1.28.6. Ogni funzione assolutamente continua é di variazione
limitata.

Dimostrazione. Scegliamo € = 1 nella definizione di assoluta continuita e
prendiamo il valore corrispondente di §. Ogni partizione di [a,b] in inter-
valli disgiunti si puo spezzare (aggiungendo eventualmente ulteriori punti di
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suddivisione) in un insieme finito di, diciamo, N famiglie di intervalli tutti
mutualmente disgiunti, ciascuna di lunghezza minore di §. Osserviamo che
N ¢ limitato indipendentemente dalla partizione scelta, perche tutti gli in-
tervalli sono disgiunti, e quindi il numero di sottofamigle di lunghezza 6 non
supera |b—al|/d. Poiche f ¢ assolutamente continua, la sua variazione totale
su ciascuna di queste sottofamiglie deve essere inferiore a 1 (per come si ¢
scelto 9), e quindi la variazione totale sulla partizione originale ¢ inferiore
a N. Prendendo l'estremo superiore rispetto a tutte le partizioni otteniamo
che la variazione totale di f in [a,b] & inferiore a V. O

Ora dal Corollario segue:

Corollario 1.28.7. Ogni funzione assolutamente continua ha derivata (fini-
ta) quasi ovunque.

Ora estendiamo alle funzioni assolutamente continue una proprieta ben
nota delle funzioni continue:

Lemma 1.28.8. Se f ¢ assolutamente continua in [a,b] e f' = 0 quasi
ovunque, allora f é costante su |a,b)].

Dimostrazione. Per ogni t € [a, ] esiste un insieme E; C (a,b) di misura di
Lebesgue t —a in cui f' = 0. Per ogni x € E; e n > 0 esiste un h > 0 tale che
I'intervallo [z, x 4 h| & contenuto in [a,t] (perché E; ¢ contenuto nell’aperto
(a,b)) e |f(x+h)— f(z)| <nh (perché f'(x) =0). Grazie al Lemma @,
per ogni § > 0 esiste un sottoinsieme compatto C' C F; di misura maggiore
di 0 che puo essere coperto da una famiglia di tali intervalli. Poiché C e
compatto (Definizione SSO viene ricoperto da una sottofamiglia finita
di tali intervalli (Lemma [1.9.3 (i7)), i quali, eventualmente inserendo altri
punti di suddivisione, si possono prendere con interni disgiunti: indichiamoli
con [Tg,ykl, cona = yo < 21 <y < 3 < - <Yy, < Typyp =t . Ora
prendiamo un € > 0 e scegliamo per ¢ il numero che corrisponde a ¢ > 0
nella Definizione [1.28.1] di assoluta continuita. Ora sappiamo che

n
Z |Thy1 — Yr| <0
k=0

n

SO w) = F@)l <nd (e — k) <t —a).

k=1 k=1
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Percio segue dalla assoluta continuita di f e dalla scelta di o che

Z |f(wp1) = flun)] <e.

Dalle ultime due disuguaglianze ricaviamo

n

|f(t) = fla)] = Z(f(xkﬂ J(ye) +Z z))| <e+n(t—a).

k=0

D’altra parte, nell'ultimo membro € e 1 sono arbitrari. Prendendo 1’estremo
inferiore rispetto a queste due quantita si trova che f(t) — f(a) = 0, e quindi

f(t) = f(a) per ogni t € [a,b]. 0

Teorema 1.28.9. (Teorema Fondamentale del Calcolo e funzioni
assolutamente continue.) Se la funzione F ¢é un integrale indefinito,
cioé se verifica F(x) = F(a)+ [ f(t) dt per qualche f localmente integrabile
(ossia integrabile sui compatti), allora F' & assolutamente continua e F' = f
quast ovunque. Viceversa, se F' ¢ assolutamente continua, allora € l'integrale
indefinito della propria derivata.

Dimostrazione. La prima parte dell’enunciato ¢ il Lemma . Vice-
versa, sia F' assolutamente continua in [a,b]: allora & di variazione limita-

ta lProiosizione 1.28.&) e derivabile quasi ovunque (Corollari 1.28.E oppu-
-1 26

re .§). Inoltre F ¢ la differenza di due funzioni monotone non decre-
scenti, F' = F} — F, (Teorema ), e quindi |F'| < F{ + F). Pertan-
to, per il Teorema Fondamentale del Calcolo per L*[a,b] (Lemma [1.27.5),
f |F'(x)| de < Fy(b) + Fa(b) — Fi(a) — Fg( ) < oo, quindi F’' € L'[a,b].
Ne segue che il suo integrale indefinito G(z f F'(t / ) dt & assolutamente
continuo, di nuovo per il Lemma [1.27.2, e qu1nd1 loela dlfferenza f=F-G.
D’altra _parte, f' = F' — G’ = 0 quasi ovunque, di nuovo per il Lem-
ma [1.27.5, e quindi f & costante in [a,b] per il Lemma . Poiché

f(a) = F(a) — G(a) = F(a), ora per ogni = € [a,b] si ha

F@) = F(a) + Glz) = / TPt
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Corollario 1.28.10. Se f ¢é assolutamente continua in un intervallo [a,b],
allora la variazione totale TO(f) di f in [a,b] ¢ data da

b
T(f) = / ()] dt. (167)

Analogo risultato vale per funzioni a wvalori in R™ se dentro l’integrale si
sostituisce il valore assoluto con la norma (ad esempio euclidea).

Dimostrazione. Studiamo dapprima il caso in cui f sia a valori in uno spazio
di dimensione 1 (R o C). E elementare provare che la variazione totale T°
verifica la disuguaglianza

ﬁgfﬁmmp (1.68)

Infatti, sia {a =ty <t; < --- < t,} una partizione finita di [a, b]. Grazie al
precedente Teorema , si ha

|f(t:i) — f(tia]| < /tl |f/(t)] dt.

Quindi la variazione totale rispetto ad una qualsiasi partizione finita ¢ mag-
giorata da f; \%| dt. Passando all’estremo superiore rispetto alla partizio-
ne otteniamo ([1.68)

Dimostriamo il viceversa. Poiché f' € L'[a,b], per ogni € > 0 esistono

funzioni a gradini (Definizione [1.18.1))) g < f' < h su [a, b] tali che

/?Mﬂ—g@ﬁﬁ<5. (1.69)

Infittendo se necessario le rispettive partizioni di [a, b] possiamo supporre che

g e h siano a gradini rispetto alla stessa partizione {a =ty < t; < --- <t,, =
b}. Scriviamo allora g = > a7 x; e h =Y 1", af xi, dove x; & la funzione

caratteristica dell’intervallo A; = [t;_1,t;] della partizione, e le costanti a; ,
a;r sono rispettivamente minoranti e maggioranti di f’ quasi ovunque in tale
intervallo. Allora, per ogni u, v in A; si ha

() = f'(v)] < af —ay (1.70)
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e quindi, per ogni v € A;, segue da () che

f(t;)z:i{;(_t;_l) —f’(v)‘ < # /tljl(f/(t) — f(v)) dt (1.71)
NI )
< == [ - ol < -

Dalla disuguaglianza triangolare ora segue

() = ft)|
by —ti 1

|f()‘_a az‘_7

ed integrando rispetto a v in A; otteniamo
ti
|f(t:) = ftica)] 2 / [f' ()l dv = (af — a7 )(ti — tie1). (1.72)
ti—1

uesta disuguaglianza vale per ogni . Sommando per ¢ da 1 a m, grazie a
(IL.69) abbiamo

S 15t) ~ St > [ 17 @lde . (173

Ora prendendo I’estremo superiore al variare della partizione troviamo TP( f)

WV

f |f/(t)] dt — e. Poiché ¢ ¢ libero di variare arbitrariamente, passando all’e-
stremo inferiore rispetto a € ricaviamo

b
> / ()] dt

ossia la disuguaglianza inversa desiderata.

In seguito ci servira il caso di f a valoriin R”. La disuguaglianza diretta si
dimostra in maniera identica, ma quella inversa ¢ lievemente piu complicata.
Evidenziamo le differenze rispetto all’argomento precedente. Ora la derivata
f ¢ in L'[a,b] ma a valori vettoriali (in R™), ossia tutte le sue componenti
f} sono in L', per j = 1,...,n. Consideriamo dunque funzioni a gradini
che verificano quasi ovunque le disuguaglianze g; < fi < hy, e scriviamole
rispetto alla partizione di prima come g; = > | a;Xi € h; = S aﬁxi.
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Rammentiamo che a dimensione finita tutte le norme sono equivalenti, ed in
partlcolare equivalenti alla norma ¢!, come mostrammo esplicitamente nella

Nota . In particolare, segue da (IL.19) che

1f(w) E]f ()|

e quindi () diventa

3

1f () aj; —

J:1

ed in () basta sostituire la norma al modulo per ottenere

f zl)
t_tzl

n
—f’(U)H < a;;—aj_i.
=1

Al posto di () ora si ha
t; n
) = 5t > [ 1P @ do =3 o= it — o).
ti—1

J=1

Poiché I'ultimo addendo al lato destro coincide con 7 f:(h/j —g;), il resto
della dimostrazione procede esattamente come prima salvo per la sostituzione
dei moduli con le norme. O

Il seguente corollario ¢ un caso particolare semplicissimo di un teorema
pit ambizioso che dimostreremo subito dopo (Teorema [1.28.12).

Corollario 1.28.11. (Teorema Fondamentale del Calcolo per fun-
zioni derivabili ovunque con derivata in L>.) Sia [ una funzione defi-
nita in un intervallo [a,b], derivabile ovunque in (a,b) e tale che f' € L*>|a, b].
Allora f é assolutamente continua, ed in particolare, per ogni a, x € R,

f@—ﬂ@ﬁfﬂ@ﬁ

Dimostrazione. Notiamo anzitutto che f ¢ soddisfa la la disuguaglianza di
Lipschitz (??) e quindi e assolutamente continua, come gia osservato nella
Nota [1.28.2. Per lo stesso motivo anche la funzione
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Flz) = fa) + / o (1.74)

soddisfa la disuguaglianza di Lipschitz ed e assolutamente continua, dal
momento che, per ogni u, v € [a, ],

|F(v) = F(u)| =

/ f’(t)dt\ < [ 1701d <17 oo -

luta continuita segue anche dal Lemma oppure dal Teorema
.9). Pertanto F' — f & assolutamente continua, e, sempre per il Teorema

F’ = [’ quasi ovunque. Quindi (F' — f)" = 0 quasi ovunque in [a, b], e
pertanto F' — f & costante, per il Lemma . Visto che F(a) = f(a), ne
segue che F(z) = f(z) per ogni z, e quindi ’enunciato. O

L’ipotesi che la derivata f’ sia limitata, nel precedente Corollario ,
si puo eliminare. Per questo scopo ricorriamo ad uno strumento piu sofisti-
cato, la proprieta di approssimazione con funzioni semicontinue (Teorema di
Vitali-Carathéodory [L. 14@) ;

Teorema 1.28.12. (Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni
derivabili ovunque con derivata in L'.) Sia f una funzione definita
in un intervallo [a,b], derivabile ovunque in (a,b) e tale che f' € L'[a,b].
Allora f e assolutamente continua, ed in particolare, per ogni a, v € R,

f(2) = fla) + / C e

Dimostrazione. Basta provare la disuguaglianza

f(2) — fa) < / s (1.75)

perché allora, applicando questa stessa disuguaglianza alla funzione —f al
posto di f, ricaviamo l'uguaglianza dell’enunciato.

Se f’ fosse continua, sarebbe anche limitata grazie al Teorema di Weierstrass
(Sezione ?7), e quindi I'enunciato si ridurrebbe alla semplice proprieta del
precedente Corollario . In generale, invece, f’ non ¢ continua, ma
possiamo approssimarla con funzioni semicontinue. Infatti, per ogni ¢ > 0, il
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Teorema di Vitali-Carathéodory assicura l'esistenza di una funzione
¢ semicontinua inferiormente in [a, z] tale che f' < g e

/xg(t) dt < / Fl(t)dt + e (1.76)

Poiché [a, 2| C [a, b] ha misura limitata, possiamo aggiungere a g una costante
positiva abbastanza piccola affinché 1'ultima disuguaglianza rimanga vera e
la prima diventi f' < g. (Nota: per lo stesso teorema esiste anche una
funzione h semicontinua superiormente tale che f’ > h e gli integrali delle
due differiscono meno di €. Se utilizzassimo h al posto di g nel resto della
dimostrazione, otterremmo la disuguaglianza reciproca di ([l.75), ma ¢ piu
semplice ricavarla dall’argomento del primo paragrafo della dimostrazione
che ricorre a — f invece di f).

Ora abbiamo bisogno di una piccola approssimazione lineare. Fissiamo 7 > 0
arbitrario, e per a < y < x poniamo

Fi(y) = / “g)dt— f(y) + fa) +7(y—a). (1.77)

Si noti che F é continua, perché lo sono f (derivabile ovunque!) e la primitiva
G(y) := [ g(t)dt & continua: la seconda asserzione discende dal Teorema
del Confronto (Sezione ), perché G(y2) — G(y1) = fyyf g(t)dte

/y y (8 dt

se ¥ e sufficientemente vicino a ¥, in base alla parte (v) dell’Esercizio .
Poiché ¢ ¢ semicontinua inferiormente, l'insieme {¢ : ¢(t) > f'(y)} € un
aperto (Definizione [L.14. I), e questo aperto contiene y perché g > f'. D’altra
parte, la derivabilita di f al punto y implica che il rapporto incrementale di
f resti inferiore a f’(y) 4+ 7 in tutto un intorno aperto di y. Percio esiste un
intorno [, :={y —d, <t <y+9,} di yin cui

<

Y2
1

[ a0 dt\ < (g +©) Iy — ]

9(t) > f'(y) (1.78)

< fly)+r. (1.79)
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Segue da () e () che, per ogni t € I,
R = Fw) = [ gyt )+ fy) +7(0 - v) (1.80)
y

>=y) f'ly)—(w—y)(fly) +7)+7@—-y)=0.

Ma sappiamo che F. ¢ continua, quindi I'insieme dei suoi zeri (che € non vuoto
perché F,(a) = 0) e chiuso in [a, 2], quindi compatto, ed allora ha un punto di
massimo yo € [a, z]. Se yop = x allora F, = 0in [a, z]. Se invece yg < x, allora
F.(t) > 0 per yop < t < x. In entrambi i casi, F;(x) > 0. Allora, passando
al limite per 7 — 0 nella definizione (1_77|) si trova f(x) — f(a) < f; g(t) dt,
e da ([L.76) ora segue f(z) — f(a) < [ f'(t) dt + . Dal momento che & > 0
¢ arbitrario, prendendo l’estremo inferiore su e otteniamo ([1.75), e quindi il
risultato voluto. ad

Nota 1.28.13. 1l fatto che f’ esista ovunque non implica necessariamente che
f" appartenga a L'. Ad esempio, la funzione f(z) = 2* sin(1/z?) (per = # 0)
¢ assolutamente continua (per un ragionamento analogo a quello dell’Eser-
cizio [1.26.5), ma la sua derivata, f'(z) = 2z sin(1/2?) — 227! cos(1/z*) non
appartiene a L' in nessun intorno dell’origine, a causa della divergenza di
tipo 1/z: e facile verificare che questa funzione, anche se oscillante a causa
delll’oscillazione del coseno, ha, in valore assoluto, integrale divergente (eser-
cizio). Naturalmente questa funzione ha derivata in L'[a.b ?er ogni [a, b]
che non contenga l’origine, e quindi il precedente Teorema [1.28.12 si applica
a questi intervalli. O

Nota 1.28.14. Dal Teorema ??appiamo che, se una funzione f ¢ assolutamen-
te continua, allora e derivabile quasi ovunque, la derivata f’ & integrabile sui
compatti e f & I'integrale indefinito della propria derivata (su quei compatti);
viceversa, se f ¢ un integrale indefinito, allora ¢ assolutamente continua e
f" coincide quasi ovunque con l'integrando. Dal Teorema ?7appiamo che,
se f ¢ derivabile ovungue con f’ integrabile sui compatti, allora f ¢ assolu-
tamente continua ed e l'integrale indefinito della propria derivata. Allora e
naturale chiedersi se vale il viceversa del primo enunciato, nel senso seguen-
te: se f & derivabile quasi ovunque e f’ & integrabile sui compatti, allora f &
necessariamente l'integrale indefinito della propria derivata? Vedremo nella
Proposizione [1.28.19, forse sorprendentemente, che la risposta e no.

A questo fine sono opportuni vari preliminari sul legame fra funzioni con de-
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rivata integrabile e misure di Borel, che presentiamo nelle prossime Sezioni.
O

1.28.1 *Funzioni di variazione limitata come derivate
di Radon—Nykodim di misure di Borel

In questa Sottosezione mostriamo che le funzioni di variazione limitata sono
le primitive delle misure di Borel finite:

Teorema 1.28.15. (Funzioni di variazione limitata e misure com-
plesse.)

(1) Sia p una misura complessa su R finita (ossia u(R) € C). Allo-

ra la funzione f(x) = [* _dp = p(—oo,z) & di variazione limita-
ta, continua a sinistra (ossia f(x~) := limy - f(t) = f(z) per ogni
x, e im, , o f(z) = 0. I punti di continuita (bilatera) di f sono

precisamente gli x che non sono atomi di yu, nel senso che u({x}) = 0.

(17) Sia f una funzione di variazione limitata, continua a sinistra e tale che
lim, , o f(z) = 0. Allora esiste una misura complessa finita p su R
tale che f(x) = " du per ogni x, e la sua variazione totale ||p|| della
Definizione e legata alla variazione totale di f della Definizione
% dalla relazione T¢(x) = ||p||(—o0, x).

Dimostrazione. Dimostriamo solo la parte (:): per la dimostrazione di (i)
rinviamo a [23, Theorem 8.14]. Cominciamo con il dimostrare che la funzione
f(x) = p(—o0,x) € continua a sinistra. Sia y — x~. Allora la famiglia di
insiemi £, := (—o0, y) invade (—o0, x), nel senso che gli £, sono una famiglia
crescente di sottoinsiemi di (—oo, ). Siccome una misura complessa € la som-
ma, cone coefficienti +1 e £, di quattro misure reali positive, possiamo assu-
mere che p sia una misura positiva. Allora, grazie all’inclusione degli insiemi
E,, la funzione f(y) = u(E,) € non decrescente, e quindi ¢ sufficiente clcolare
il limite per successioni, ovvero limitare ’attenzione a successioni crescenti
T < Xy < --- <z, — x e mostrare che p(—oo,z) = pu(U; E,,) = lim; p(E,,):
ma questo segue dalla numerabile additivita della misura (identita @)
Inoltre,

Z |f(zi) — fzio1)| = Z i ([2i1, )| < |pl (=00, )
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per cui f ¢ a variazione limitata e la sua variazione totale verifica Ty(x) =
Varyla, z] < |p|(—o0, ).

Infine, scegliamo una successione decrescente x,, — —oo: per lo stesso ra-
gionamento di prima, o meglio per il Corollario [1.9.12, lim,, . f(x) =
lim,, u((—00,2,)) = u(Np(—00,2,)) = u(@) = 0. Questo dimostra la parte
(7). 0

Corollario 1.28.16. (Formula di integrazione per parti.) Sia g €
Cta,b] e f divariazione limitata su [a,b]. Sia py la misura ﬁm’ta associata a
f nella parte (ii) del Teorema |1.28.1Y, ossia tale che tale che f(x f dp.
Allora vale la sequente formula di integrazione per parti:

b b
/g(l’)du(fb)=g(b)f(b)—9(a)f(a)—/ g'(x) f(z)dx

purché [ sia continua ai punti estremi a e b. Se al punto iniziale a o al
punto finale b non vale l’ipotesi di continuitd, la precedente identitd vale an-
cora se rimpiazziamo i valori f(a) e f(b) rispettivamente con lim,_,.+ f(z) e
lim, ;- f(x) (rammentiamo che le funzioni di variazione limitata ammettono
i limiti destro e sinistro: Corollario |1.26.7).

Dimostmzione In base al Teorema Fondamentale del Calcolo (Sezione [L. )
g(z a)+ f t) dt. Quindi il primo membro dell’identita nell’enunciato

dlventa
/abg(x)d,u(a:):/a // t) dt dp(x (1.81)
= (f(b) - / e

Sia x . la funzione caratteristica di R, (ovvero la funzione che vale 1 se
la sua variabile & non negativa e zero altrimenti). Allora 'ultimo integrale

diventa
// P dt dpa // D) xs (x — t) dt du(z)

Poiché ¢’ & continua su [a,b], quindi integrabile. l'ordine di integrazione si
puo scambiare in base al Teorema di Fubini [1.20.4 (ii), e diventa

/ab /tbg’(t) dp(z) dt = /abg'(t) (F(b) — f(t)) dt




204 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

b
= —f(a) (g(b) —g(a)) + f(b) (g(b) — g(a)) —/ g'(t) f(t)dt.

Sostituendo questa identita in () otteniamo ’enunciato. O

1.28.2 **Funzioni assolutamente continue e funzioni con-
tinue singolari

Sappiamo che le funzioni assolutamente continue sono a variazione limita-
ta. Il seguente risultato illustra quali funzioni a variazione limitata sono
assolutamente continue.

Definizione 1.28.17. Una funzione continua ovunque, derivabile quasi ovun-
que con derivata nulla quasi ovunque, si chiama una funzione continua sin-
golare.

Teorema 1.28.18. (Decomposizione di Lebesgue.) Se f é di variazione
limitata su R, continua a sinistra e lim,_, ., f(z) =0, allora f" esiste quasi
ovunque, f' € L'(R), ed esiste una seconda funzione f, a variazione limitata,
continua a sinistra e tendente a zero per x — —oo, derivabile quasi ovunque
con fI =0 quasi ovunque, e tale che, per ogni x,

f(z) = fs(x) + /I f'(t)dt.

La funzione f, ¢ quindi una funzione continua singolare nel senso della pre-
cedente Definizione |1.28.17, che viene chiamata la parte singolare di f. Si
ha fs =0 se e solo se f e assolutamente continua.

Dimostrazione. In base al Teorema [1.28.15, f(z) = p(—o00,x) per qualche
misura di Borel complessa finita e per ogni x. In base al teorema di Radon—
i-1.9.2

Nykodim (parte (ii) del Teorema ), possiamo decomporre pu(E) come
p(E) = ps(E)+ [ g(t) dt, con pu, singolare rispetto a e g € L'(R) (in questo
caso rispetto alla misura di Lebesgue). Allora, ponendo fy(x) = pus(—o00, x),
segue di nuovo dal Teorema di Radon—Nykodim , parte (iii), che f! =
0 e f' = g quasi ovunque: abbiamo provato l'identita dell’enunciato. La
funzione f; & identicamente nulla se e solo se i, & la misura zero (e viceversa),
nel qual caso f(z) = [ _g(t)dt ¢ assolutamente continua per il Lemma
IL.27.2: questo prova l'ultima asserzione dell’enunciato. g
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1.28.3 **L’insieme ternario di Cantor

In questa Sottosezione mostriamo che 'ipotesi che la derivata esista ovunque,
nel Teorema [1.28.12, non si puo allentare. Infatti, come annunciato nella
Nota [1.28.19, ora mostriamo il fatto seguente:

Proposizione 1.28.19. (f non & necessariamente ’integrale di f’ se f’
esiste solo quasi ovunque.) FEsistono funzioni f derivabili quasi ovunque,
con f' € L', ma tali che f(x) # f(a)+ [ f'(t)dt. In particolare,esistono
funzioni con derivata nulla quasi ovunque ma non costanti.

Dimostrazione. La dimostrazione consiste nella costruzione di un esempio ap-
propriato. Questa costruzione e svolta nel prossimo Esempio [1.28.20.
(]

Esempio 1.28.20. (Insieme di Cantor e funzione di Cantor.) Sia
Ey=10,1], By = Ey\ (1/3, 2/3), e, per ricorrenza, FE,, un insieme costituito
dall’'unione di 2" intervalli chiusi disgiunti in [0, 1] dal quale si ottiene E, i,
rimuovendo da ciascuno di questi intervalli il terzo centrale. Si noti che E,, e
I'unione di 2" intervalli ciascuno dei quali ha lunghezza 37", e quindi la misura
di Lebesgue di E,, ¢ (2/3)". L’insieme di Cantor ¢ definito da E = ()72 Ey;
inoltre, per lo stesso motivo, anche il complemento CE,, in [0,1] & un'unione
di intervalli (aperti), ma ciascuno dista dal successivo esattamente 37", e
quindi il complemento di £ & denso in [0, 1].

L’insieme F e chiuso, perché intersezione di chiusi, e compatto perché oltre ad
essere chiuso & anche limitato, essendo contenuto in [0, 1]. Il complemento in
[0,1] di E ¢ denso, perché Per il Corollario , la sua misura di Lebesgue
e

m(E) = m(flen) ~ lim (g)n ~0.

Ora indichiamo la funzione caratteristica di E,, con Y, e rinormalizziamo
ponendo h, = (3/2)"xn. Allora ||h,||y = 1. Poniamo f,(z) = [ hn(t) dt.
Allora f,(0) =0, f,(1) = 1, f, ¢ non decrescente e costante su ciascun in-
tervallo contenuto in CE. Invece sui 2" intervalli chiusi J,, che compongono
E,, ciascuno lungo 37" si ha fJn hn(t)dt = (3/2)"37" = 27", D’altra par-
te, J, & 'unione di due intervalli chiusi di lunghezza 3=+ che sono parti
di E,41 e di un intervallo aperto centrale (della stessa lunghezza) che & nel
complemento di F, ;. Visto che h,; € normalizzata in modo da essere tre
volte maggiore di h,, sui primi due intervalli, ma questi sono tre volte piu
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corti di J,, si ritrova nuovamente [ I hps1(t) dt = 27", Pertanto, quando si
integrano h,, e h,.1, le funzioni integrali crescono ad una pendenza diver-
sa su ciascuno degli intervalli J,, di lunghezza 37" che compongono FE,: la
prima delle due cresce a pendenza costante pari a (3/2)", la seconda cre-
sce solo nel primo e nell’ultimo terzo ma con pendenza (3/2)"*! e rimane
costante nel terzo centrale. Quindi, al termine dell’intervallo J,, entrambe
queste primitive sono aumentate della stessa quantita 27", e dopo, nel suc-
cessivo intervallo nel complemento di F,, entrambe rimangono costanti. Di
conseguenza, fni1(x) = fu(x) per tutti gli x ¢ FE,. Invece, per © € E,,
diciamo per z in un intervallo dei 2" intervalli che formano E,, (chiamiamolo

J), abbiamo

frna (@) / s (£) — (1))

/]\En+l /m) (1 () = (1)) it

g) I\ B + (( ) ( ) ) (T A Bpe)
) GG i)

()

Poiché la serie Y7 | 27" ¢ convergente, dalle ultime due stime segue che {f,,}
¢ una successione di Cauchy nella norma uniforme (si completino i dettagli
per esercizio), e quindi converge ad una funzione f continua non decrescente
tale che f(0) = 0, f(1) = 1 e costante in intorni sufficientemente piccoli di
ogni x ¢ E, quindi con f'(x) = 0 fuori di E. Poiché m(F) = 0, la funzione
f' si annulla quasi ovunque, e quindi f & una funzione continua singolare
nel senso della Definizione [L.28 1/ La funzione f si chiama la funzione di
Cantor. O

|
g
:<

Nota 1.28.21. (Proprieta dell’insieme di Cantor e funzione ternaria
di Cantor.) L’insieme di Cantor ha varie proprieta interessanti.

Anzitutto, I'insieme di Cantor ¢ totalmente sconnesso: la componente con-
nessa di ciascun suo punto z ¢ proprio il singleton {z}. Infatti, se la compo-
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nente connessa contenesse anche un altro punto y, dovrebbe contenere 'inte-
ro intervallo (x,y). Chiamiamo d = |y —z| la lunghezza di tale intervallo. Sia
n tale che 37" < d. L’insieme E,, ottenuto dopo i primi n tagli non contiene
intervalli di lunghezza maggiore di 37", come si vede immediatamente per
induzione, e quindi non puo contenere (z,vy).

Esiste un modo piu chiaro ed elegante di provare questo risultato. Ogni

punto nell’intervallo [0, 1] puo essere scritto come sviluppo in base 3, ossia
come la serie convergente Y > a,/3", con a, = 0,1 o0 2. La serie parte da
n = 1 perché limitiamo attenzione a sviluppi la cui somma ¢ in [0, 1]. Per
il punto 0, tutti gli a, sono nulli; per il punto 1, tutti gli a, valgono 2, ma
in questo caso lo sviluppo non ¢ unico se si accetta che gli indici partano da
n =0, perché Y > 237" =1=140/3+0/3*+.... Osserviamo che il punto
1/3 corrisponde alla successione dei coefficienti a; = 1, ag = a3 = -+ = 0,
ma anche in questo caso lo sviluppo non & unico a causa del fatto che la serie
geometrica >~ ,237" = 2/9+2/27 + ... converge a 1/3. Analogamente,
2/3 = > 7 a,/3" con a; = 2, aa = a3 = --- = 0, ma anche a; = 1,
as = ag = --- = 2. I punti che hanno due diversi sviluppi ternari sono
quelli le cui cifre da un dato indice in poi sono tutti 2 (esattamente come, nel
caso di sviluppi decimali, i numeri con due sviluppi diversi sono quelli con
sviluppo decimale le cui cifre sono definitivamente 9).
Cio svela che i punti estremi dei sottointervalli connessi la cui unione ¢ lo
n—simo insieme F, la cui intersezione ¢ 'insieme di Cantor sono esprimibili
con due diversi sviluppi ternari, uno dei quali contiene qualche cifra 1 e ’altro
& uno sviluppo finito che non contiene la cifra 1. E altrettanto facile vedere
che i punti interni di E,, sono esprimibili con sviluppi ternari infiniti i cui
coefficienti a,, valgono 0 o 2, ma mai 1. L’insieme di Cantor F consiste
quindi di tutti i numeri in [0, 1] esprimibili con uno sviluppo ternario che non
contiene la cifra 1: se un numero ha due sviluppi ternari, viene incluso in F
se uno dei due sviluppi non contiene la cifra 1 (questo include in E tutti i
punto estremi dei 22 sottointervalli connessi che formano E,,, per ogni n).

Considerato lo sviluppo ternario, ¢ evidente che l'insieme di Cantor e
totalmente sconnesso. Infatti, dati x, y € E diversi, diciamo z < y, con svi-
luppi ternari xz = >, a,/3" ey = ., b,/3" consideriamo il primo indice
no tale che a, # b,: allora deve essere a,, = 0 e b,, = 2 (perché x < y),
ed i numeri z = 2@1 ¢n/3" con ¢, = a, =b, per 1 <n<ngecy =1
verificano x < z < y: se si scelgono non tutti i ¢ = 1 per £ > ng, questi
numeri z hanno uno sviluppo ternario unico e non appartengono a E (perché
lo sviluppo contiene la cifra 1). Quindi E ¢ totalmente sconnesso.
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Un’altra proprieta che diventa ovvia alla luce dello sviluppo ternario e il
fatto che CE sia denso in [0, 1]. Infatti, ogni numero = con sviluppo terna-
rio x = ) ., a,/3" ¢ approssimabile a meno, diciamo, di 37% con numeri

Th D ps1 a%k)/ 3" il cui sviluppo ternario contiene la cifra 1: basta prendere

aﬁf) = a, pern<kea,(€k) = 1.

Sempre lo sviluppo ternario rivela un’altra proprieta interessante: ogni
punto di £ e di accumulazione. Infatti, fissato € > 0, si fissi k intero tale che
3% < ¢. Fissato un punto z = > ms1 0n/3" di B, consideriamo l'intorno di
x di tutti gli y = >, b,/3" tali che b, = a,, per n < k, e b, arbitrario per
n > k. Questo intorno ha diametro 37% < ¢ e contiene punti di E: tutti gli
y in cui i b, restano diversi da 1 anche per n > k. Quindi esistono punti di
E diversi da x ma arbitrariamente vicini a x.

Manipolando lo sviluppo ternario si perviene ad un risultato ancora piu
sorprendente. Si consideri la funzione ¢ che manda il numeror =) ., a, /3"
appartenente a F nel numero y = ) ., b,/2" € [0, 1] tale che b, /a, /2, ossia
b, =0sea,=0eb, =1sea, =2 (peripuntidi £ che hanno due sviluppi
ternari differenti, ovviamente usiamo quello senza la cifra 1). In tal modo si
ottiene qualsiasi successione {b,} di 0 e 1, e quindi qualsiasi sviluppo binario
in [0,1]: quindi 'immagine di ¢ ¢ Uintero intervallo [0,1]. I punti z, y € E
con x < y sono dati da due sviluppi ternari in cui la prima cifra differente
(diciamo la cifra di indice k) & 0 per x e 2 per y: la mappa ¢ cambia questa
cifra 2 in 1, ma preserva l’ordinamento perché la prima cifra binaria differente
fra ¢(x) e ¢(y) € maggiore per y che per z, e quindi ¢(x) < ¢(y). In altre
parole, ¢ ¢ monotona crescente su F, ed ¢ una mappa iniettiva di £ su [0, 1].

Estendiamo il dominio di ¢ da E a [0,1]. Dato uno sviluppo ternario
T =), 0,/3" di un punto arbitrario di [0, 1] (non necessariamente di F),
tronchiamo lo sviluppo al primo indice N tale che ay = 1 (pertanto non lo
tronchiamo affatto se z € E, nel qual caso N = o0), e poniamo b,, = a,,/2 per
n<N,by=ay=1eb, =0sen > N. Allora il numero y = Zgilbnﬂ”
appartiene a [0, 1], ma ora occorre dimostrare che la mappa ¢ cosi estesa a
tutto [0,1] & ben definita, ossia che i punti con due diversi sviluppi ternari
portano allo stesso sviluppo binario. Ma due sviluppi ternari hanno la stessa
somma x esattamente quando essi coincidono fino ad un dato indice ng, € uno
dei due ha cifre a,, costantemente uguali a 2 da ng + 1 in poi (con a,, =0 o
1), mentre 'altro si ottiene dal primo ponendo a,, = 0 per tutti questi indici
maggiori di ng, ed aggiungendo 1 (modulo 3) a a,,. Possiamo supporre che
a, # 1 per n < ng, visto che I’eventuale apparire di una cifra 1 arresterebbe
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a questa cifra lo sviluppo di ¢(z) senza che la successiva sequenza di cifre 2
consecutive avesse alcuna rilevanza. Consideriamo separatamente i due casi
an, = 0 e a,, = 1, e per cisscuno di essi i due sviluppi ternari con somma =x.
Nel secondo caso, a,, = 1 = b,, € a,, = 0 per n > ny. Allora lo sviluppo
binario ¢(z) = >y bn/2" ottenuto tramite ¢ dal primo sviluppo ternario
si arresta alla cifra by = b,, = a,, = 1 e la sequenza consecutiva di cifre
2 successive non entra in gioco; invece il secondo sviluppo ternario, che ha
an, = 1+1=2ea, =2 per n > ng, viene mandato da ¢ in una sequenza
di cifre binarie b,, = 1 e b, = 0 per n > ny. Quindi le immagini sotto ¢ dei
due sviluppi ternari coincidono.

Nel primo caso, i due sviluppi ternari hanno, rispettivamente, a,, = 0 e
a, = 2 pern > ng, € a,, = 1 e a, = 0 per n > ny. Esattamente la stessa
verifica ci fa concludere che, di nuovo, le immagini sotto ¢ dei due sviluppi
coincidono. Quindi ¢ € ben definita. Dal fatto che la mappa ¢, applicata
aw =), 40a,/3", da luogo ad uno sviluppo finito y = ij:l b, /2" che si
arresta al primo indice N tale che ay = 1, ossia agli estremi sinistri degli
intervalli scavati da [0, 1] per ottenere gli insiemi E,, segue che ¢ & costante
su ogni intervallo che fa parte del complemento di E. Quindi ora ¢ e ben
definito su [0, 1], strettamente crescente su FE, costante sugli intervalli del
complemento di F, surgettivo su [0, 1], e biunivoco da F a [0, 1]. La mappa
inversa, ¢!, non ¢ continua, altrimenti ¢ sarebbe un omeomorfismo, ovvero
una equivalenza topologica, ma le topologie su E e [0, 1] non sono equivalenti
perché il primo insieme ¢ totalmente sconnesso ed il secondo ¢ connesso.
Questa estensione della funzione ¢ a tutto [0, 1] si chiama la funzione ternaria
di Cantor. O

Esempio 1.28.22. (Insiemi di Cantor di misura zero ottenuti rimuo-
vendo terzi non centrati.) Le caratteristiche dell’insieme di Cantor che
rendono vera la Proposizione non richiedono che la sua costruzione
sia cosl simmetrica come ’abbiamo effettuata, rimuovendo ogni volta i terzi
centrali. Infatti, basta scegliere una qualsiasi successione {4, } monotona de-
crescente con 0p = 1 e lim,, §,, = 0 e costruire insiemi FE,, costituiti dall’'unione
di 2" intervalli disgiunti di lunghezza 27"9,,, ottenendo ricorsivamente FE,
rimuovendo da ciascuno di questi intervalli che formano F,, un segmento di
lunghezza 27"(d,, — d,41), in modo che ciascun intervallo in E,, dia luogo a
due intervalli di lunghezza 2-*+15, . ;. Allora gli insiemi chiusi F,, costitui-
scono una famiglia decrescente tale che m(E,,) = d,, e quindi E = (2, E, ¢
ancora un compatto non vuoto di misura zero. La costruzione, pero, ¢ meno
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elegante perché non e piu possibile definire in maniera algebrica la funzione
ternaria di Cantor introdotta prima. O

Esempio 1.28.23. (Insiemi di Cantor generalizzati, di misura po-
sitiva.) Una variante di misura o > 0 dellinsieme di Cantor, chiamato
insieme di Cantor generalizzato E® | si ottiene rimuovendo iterativamente
da Efla) 2" segmenti centrali di lunghezza non 3~(+1) (come nel caso del
terzo centrale), ma a3~ Tutti le deduzioni esposte precedentemente
continuano a valere, e F(® ¢ un compatto non vuoto tutti i cui punti so-
no di accumulazione ed il cui complemento ¢ denso in [0, 1], ma adesso la
misura di £ non ¢ zero. Infatti, la misura dell'insieme ternario di Can-
tor E & zero perché ad ogni passo della costruzione sottraiamo ad FE, 2"
intervalli di lunghezza 3~("*1) (ovviamente disgiunti da quelli sottratti al
passo precedente), e quindi alla fine cio che sottraiamo complessivamente &
1/342/32+4/3% 4+ ... =3 2"71/3" = 1. Nel caso generalizzato, sot-
trajamo invece da ES* 27 segmenti centrali di lunghezza a3~ e quindi
in totale sottraiamo o) oo, 2"71/3" = /3 > (2/3)" = a. Pertanto
m(E@) =1-a. O

Nota 1.28.24. Si consideri I'insieme di Cantor E di misura zero ottenuto ri-
muovendo ricorsivamente i terzi centrali a partire dall’intervallo [0,1]. Che
relazione intercorre fra la funzione ternaria di Cantor ¢ introdotta nella Nota
e la funzione di Cantor f(x) = [ xp costruita alla fine dell’Esempio
1.28.207

Naturalmente la funzione di Cantor f e definibile piu in generale, su insie-
mi di Cantor ottenuti rimuovendo segmenti non centrati (Esempio [1.28.22)
od anche per insiemi di Cantor generalizzati di misura positiva (Esempio
), mentre la funzione ternaria di Cantor no, perché la sua costruzio-
ne si basa su una serie ottenuta proprio dall’aritmetica in base 3. Ma se si
considera 'insieme di Cantor dei terzi centrali, allora che relazione c ¢ ?
Entrambe hanno derivata nulla in ciascuno degli intervalli (terzi centrali) via
via rimossi, sono continue, monotone non decrescenti, valgono 0 in 0 e 1 in
1 ed in particolare la loro immagine & tutto l'intervallo [0,1]. Si potrebbe
provare a dimostrare che le due funzioni coincidono, usando il fatto che f e
approssimata dalle funzioni f, date dalle primitive delle funzioni caratteristi-
che xg, dopo le prime n generazioni di rimozioni di terzi centrati, mentre ¢
€ espressa come una serie convergente approssimata dalle sue somme parziali
n-sime ¢,,, le quali sono il troncamento alle prime n cifre ternarie, poi divise
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per 2 al fine che I'immagine di ¢,, sia tutto 'intervallo [0, 1] (cautela: questo
¢ un esercizio difficile). 0

1.29 “Integrali curvilinei e forme differenziali

1.29.1 Curve regolari

Definizione 1.29.1. Una curva continua in R™ ¢ una funzione r : [a,b] —
R™, continua sull’intervallo di definizione [a, b]. In questo libro restringiamo
I’attenzione a curve continue, quindi con ’espressione curva intendiamo curva
continua. Le curve continue si indicano anche con curve di classe C°.

Una curva di classe C* & una funzione r : [a,b] — R™ derivabile k volte
con derivate continue (agli estremi a e b dell'intervallo ovviamente la derivata
¢ quella rispettivamente sinistra o destra).

Una curva si dice chiusa se r(a) = r(b).

Una curva si dice semplice se ¢ una funzione biunivoca di [a, b] sulla sua
immagine, tranne ovviamente per l'unica eccezione r(a) = r(b) nel caso di
una curva chiusa.

In maniera analoga si definiscono le curve a valori in C". Si noti che
una curva € una funzione, quindi una legge oraria di percorso, e non la sua
immagine, cioe il percorso geometrico.

Definizione 1.29.2. (Curve equivalenti.) Due curve r e s di classe C¥,
definite rispettivamente in [a,b] e [c,d] si dicono equivalenti come curve C*
se esiste un cambiamento di parametrizzazione di classe C* che manda 1'una
nell’altra, ossia una funzione biunivoca u : [a,b] — [¢,d] di classe C* insieme
alla sua inversa e tale che r = s o u (e quindi anche s =rowu™ .

FEsercizio 1.29.3. Mostrare che questa nozione di equivalenza di curve ¢ una
relazione di equivalenza nel senso della Definizione , cioe che gode delle
proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva. O

Nota 1.29.4. E ovvio che se due curve sono equivalenti e la prima & semplice
allora lo e anche la seconda. O

Nota 1.29.5. (Verso di percorrenza.) Consideriamo le funzioni continue e
biunivoche u : [a,b] — [c, d]. Poiche ogni funzione continua da R a R assume
in ogni intervallo tutti i valori intermedi fra ogni coppia di valori assunti
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(Teorema dei Valori Intermedi, Sezione ), una tale funzione u € biunivoca
solo se € monotona; inoltre, se ¢ derivabile con inversa anch’essa derivabile,
deve essere monotona in senso stretto (altrimenti nei punti di monotonia non
stratta 'inversa non avrebbe derivata finita). Quindi si danno solo due casi:

e ula)=c e u(b) =d
e ula)=d e u(b) =c¢

Nel primo caso si dice che ’equivalenza conserva il verso, ovvero che le due
curve equivalenti hanno lo stesso verso; nel secondo caso si dice che hanno
verso opposto. In questo senso, 'avere lo stesso verso e una nuova relazio-
ne di equivalenza, piu fine, su ogni classe di equivalenza di curve: questa
nuova relazione di equivalenza ha solo due classi, che si chiamano i versi di
percorrenza della curva. O

Esempio 1.29.6. E interessante il caso in cui si limita l'attenzione a curve
equivalenti tutte definite sullo stesso intervallo [a, b]. In tal caso, un cambia-
mento di legge oraria che rovescia il verso di percorrenza e precisamente una
funzione u da [a,b] in sé, biunivoca e monotona decrescente: ad esempio la
funzione u(t) = a + b —t, dove t € [a,b]. Quindi per ogni curva r un rap-
presentante della classe di equivalenza di verso opposto ¢ s(t) =r(a+b—1).

g

Notazione 1.29.7. La classe di equivalenza delle curve dello stesso verso di
r si indica con r, quella delle curve di verso opposto con r_.

Nota 1.29.8. E chiaro che due curve equivalenti hanno la stessa immagine. Il
viceversa non ¢ vero: ad esempio, le curve a valori in R? definite da

r(t) = (cost,sint) 0<t<2r
s(t) = (cost,sint) 0<t<4n

hanno entrambe per immagine la circonferenza in R? di raggio 1 e centro
I'origine, ma non sono equivalenti, perché la prima ¢ semplice e la seconda
no (Nota [1.29.4)).

Pero, se due curve continue r e s sono semplici ed hanno la stessa im-
magine, allora la funzione u = s™! or & un cambiamento di legge oraria da
[a, b] in sé biunivoco, che quindi da luogo ad una equivalenza fra le due curve.
Pertanto due curve continue semplici sono equivalenti se e solo se hanno la
stessa immagine. O
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Esempio 1.29.9. La curva r : [0, 7] — R? definita (come nella Nota )
da

r(t) = (cost,sint) 0<t<2rm

¢ una curva semplice di classe C* ed ha per immagine la semicirconferenza
di raggio 1 e centro 'origine giacente nel semipiano superiore. Un’altra curva
con la stessa immagine ¢

s()= (t,VI—2) —1<t<1.

Questa seconda curva ha la stessa immagine della prima, ¢ semplice e di classe
C° ma non C! perché la sua derivata diverge agli estremi. Le due curve quindi
sono equivalenti come curve di classe C° grazie a quanto osservato nella Nota
1.29.8, ma non sono equivalenti in classe C* con k > 0. Le due curve hanno
versi opposti: in base all’Esempio , una curva equivalente a r e dello
stesso verso e

p(t) = (—t,VI—£) —1<t<1.

O

Esempio 1.29.10. (Curve di classe C*° possono avere cuspidi.) Anche la
regolarita di una curva e una proprieta della legge oraria, non della geometria
dellimmagine. Ad esempio, la curva r(t) = (t3,t%), per t € [—1, 1], & di classe
C*°, perché le sue componenti sono polinomi, ed ha per immagine 1’arco da
= —1az =1 del grafico della funzione f(z) = ||3, che ha una cuspide
nell’origine.

Cio che avviene in questo caso ¢ che il vettore velocita v'(t) = (3t2,2t)
si annulla per ¢ = 0, cio¢ nell’istante in cui la curva passa per l'origine. E
chiaro che, nei punti in cui il vettore velocita ¢ non nullo, esso costituisce un
vettore tangente all'immagine della curva, che quindi in quei punti ammette
un vettore tangente e pertanto non ha cuspidi.

Si badi pero che 'annullarsi del vettore velocita non comporta sempre
I’esistenza di cuspidi. Ad esempio, modifichiamo la curva precedente scam-
biandone le componenti, ovvero poniamo s(t) = (t3,¢3), con t € [—1,1].
Questa nuova curva ¢ ancora polinomiale, quindi di classe C*°, ed il suo vet-
tore velocita si annulla ancora per ¢t = 0. Pero questa volta I'immagine della
curva giace sul grafico della funzione g(z) = |z|2, che nell’origine non ha una
cuspide (& tangente all’asse x). 0
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Definizione 1.29.11. (Concatenazione di curve.) Siano r : [a,b] — R"
es: [bc] — R due curve continue. Se s(b) = r(b) allora la curva r&s :
[a,c] — R™ definita da r&s =rset € [a,b] e r&s = s se t € [b, | ¢ continua:
essa si chiama la concatenazione dir e s.

Si puo dimostrare il seguente risultato intuitivo ma non elementare:

Teorema 1.29.12. (Teorema di Jordan.) Sia r una curva (continua)
semplice chiusa in R?, e C la sua immagine (osserviamo che, poiché r ¢
continua ed il suo intervallo dei parametri ¢ compatto, anche C é un insieme
compatto, quindi limitato; si veda la Sezione ) Allora R?*\ C' consiste
di due componenti connesse, entrambe con frontiera C', di cui una limitata
(detta interno di C') e l’altra illimitata (detta esterno).

1.29.2 Curve di lunghezza finita

Notazione 1.29.13. Una curva r : [a,b] — R™ continua di variazione limi-
tata (Definizione ) si dice di lunghezza finita, o anche rettificabile. La

variazione totale di r si chiama la sua lunghezza e si indica con £(r).
Dalla Definizione di variazione limitata segue immediatamente:

Corollario 1.29.14. Sic o = {a =1ty <t; <...<t, =b} una partizione
finita di [a,b]. La variazione della curva r rispetto a questa partizione é la
lunghezza della spezzata poligonale da essa sottesa, cioe

ple) = Z [rt:) = (i)l -

La variazione totale { di r quindi é data da ¢ = sup,, p(«).
Se una curva e di lunghezza finita allora tutte le curve ad essa equivalenti
sono anch’esse di lunghezza finita, con la stessa lunghezza.
La lunghezza della concatenazione di due_curve continue, nelle ipotesi in cui
questa nozione si definisce (Definizione ) e la somma delle lunghezze

Dimostrazione. L’unico punto non completamente ovvio e 1'ultimo, che lo
diventa se si osserva che una partizione di [a, ¢] si scinde in una partizione di
[a,b] ed una di [b, c] se essa contiene il punto b, e se non lo contiene possiamo
aggiungerglielo, passando in tal modo ad una partizione piu fine. O
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Nota 1.29.15. La lunghezza di una curva e un invariante della legge oraria
di curve, e non della geometria dell'immagine della curva. Infatti, due curve
non equivalenti con la stessa immagine possono non avere la stessa lunghezza:
ad esempio, le due curve della Nota [1.29.8§ hanno entrambe per immagine la
circonferenza con centro l'origine e raggio 1, ma la prima ha lunghezza 27 e
la seconda 4. 0

Esempio 1.29.16. Esistono curve continue non di lunghezza finita. Ad esem-
pio, abbiamo mostrato nell’Esempio [1.26.4 che la curva

0 t=0
r(t)_{ tsinl  —1<t<0

¢ continua ma non a variazione limitata, quindi non ¢ di lunghezza finita.
O

Nota 1.29.17. Consideriamo_le curve assolutamente continue (Definizione
). Per la Proposizione @ esse sono tutte di lunghezza finita.

Per il Teorema @, le curver : [a, b] — R™ assolutamente continue sono
precisamente quelle per le quali esiste una funzione integrabile ¢ : [a, b] — R"
tale che, per ogni a < a’' <V < b, si ha

b/
r(b') —r(d) = / g(t)dt.

Inoltre, g = r’ quasi ovunque. In base alla Nota , una classe par-

ticolare di queste curve & costituita dalle curve continue e C' a tratti (ad

esempio le poligonali). Per la definizione precisa di curva C! a tratti si veda

la Definizione p.11.§ che diamo nel seguito. O

Dal Corollario [1.28.1( si ha la seguente identita per la lunghezza di una

curva assolutamente continua r : [a,b] — R™

Corollario 1.29.18. ((r) = [ |[¢'(t)] dt.

1.29.3 Integrale lungo una curva di una funzione a va-
lori scalari

Definizione 1.29.19. Sia f una funzione continua definita sull’immagine di
una curva assolutamente continua r : [a,b] — R"™. Allora f or & continua, e
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' appartiene a L'[a, b], quindi vi appartiene anche ||r'||. Grazie all'Esercizio
1.16.32, il prodotto for(t)||r'||(t) appartiene a L'[a, b] (se non si vuole usare
I’Esercizio [1.16.32, basta imporre la condizione piu forte che la curva r sia di
classe C! a tratti: questa condizione ¢ sufficiente per i risultati nel resto di
questo libro).

Si definisce integrale di f lungo la curva r il numero

/rfds - /abfor(f) e’ (2)]| dt .

Le seguenti proprieta dell’integrale seguono direttamente dalla definizio-
ne, tranne la proprieta (i7i) che € nient’altro che il Corollario [1.29.18.

Proposizione 1.29.20. (Proprietd dell’integrale curvilineo di un
campo scalare.) Sia r : [a,b] — R" una curva assolutamente continua, R
la sua immagine in R™ e f una funzione continua su R. Allora

(1) L’integrale curvilineo é un funzionale lineare sullo spazio delle funzioni
continue.

(17) (Teorema della media.) Questo funzionale é continuo, nel senso (si
veda la Sezione|{.4) che

m}%nf-é(r) < /rfds <mgxf-€(r).
Inoltre, esiste ty € [a,b] tale che [, fds= f(r(ty)) [[x'(to)]-
(143) L(r) = [ 1ds.

(1v) (Additivita rispetto al dominio di integrazione.) Se p : [¢,d] — R™ ¢é
una seconda curva assolutamente continua che comincia al punto finale
dir, ossia tale che p(c) = r(b), allora l'integrale sulla curva concatenata
r&s (Definizione ) ¢ la somma degli integrali separati:

3 fds:/rfds+/fds.

FEsempio 1.29.21. Se il campo scalare da integrare rappresenta la densita di
un materiale, allora il significato fisico del suo integrale curvilineo lungo una
curva, intesa come un filo di materiale, & la massa totale della curva.

g
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Il prossimo risultato mostra che l'integrale curvilineo di una funzione
dipende solo dalla geometria dell’immagine della curva, non dalla sua legge
oraria.

Proposizione 1.29.22. Sianor e p due curve di classe C* equivalenti come
curve di classe C' (nel senso della Definizione ), e f una funzione
continua sulla loro comune immagine. Allora frfds = fpfds. La stessa
identita vale per curve di classe C' a tratti equivalenti nel senso che ciascun
tratto della prima é equivalente nel senso di C' al corrispondente tratto della
seconda.

Dimostrazione. Basta assumere che le curve siano di classe C?, perché, una
volta dimostrato 1’enunciato per curve di classe O, esso si estende alle curve
di classe C! a tratti per 'additivita rispetto al dominio di integrazione. Sia
u : [a,b] = [e,d] il cambiamento di parametrizzazione, cioé I’applicazione
biunivoca e C! con la sua inversa, che implementa ’equivalenza fra r e p,
ossia tale che r = pou. Abbiamo gia osservato che u € strettamente monotona
(Nota [1.29.5), e quindi »/ non si annulla mai. Osserviamo che se u & crescente,
cioe se ' > 0, allora si ha u(a) = ¢ e u(b) = d, altrimenti il viceversa.
Inoltre, per il Teorema di Derivazione di Funzione Composta (Sezione [L.1)
si ha v/(t) = p/(u(t))u/(t), da cui [|v/(t)|| = ||p’(u(t))|||w'(t)]. Pertanto segue

dal Teorema di integrazione per sostituzione che

u™! (b)

[ras = [ seoywana= [ L, | RO [P ) a
- /f D e ds = [ gas.

g

Nota 1.29.23. Segue dalla Proposizione che 'integrale curvilineo di un
campo scalare & costante sulla classe di equivalenza della curva rispetto alla
quale ¢ definito, ossia € invariamnte per equivalenza, e quindi in particolare
non dipende dal verso di percorrenza. ad

1.29.4 Altre nozioni di integrale curvilineo

Nella precedente sottosezione [1.29.22 abbiamo definito integrali curvilinei di
campi scalari, ed abbiamo mostrato che per essi valgono linearita, teorema
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della media, additivita rispetto alla concatenazione di curve di integrazione
(Proposizione [1.29.2()) ed invarianza per equivalenza (Proposizione ):
in particolare essi non dipendono dal verso di percorrenza.

Presentiamo qui due altre varianti diverse di questa definizione, che ci saranno
utili nel seguito.

La irima variante non ¢ innovativa: ¢ la copia identica della Definizio-

ne [1.29.19 nel caso che la funzione da integrare abbia valori vettoriali (la
chiamiamo un campo vettoriale.

Definizione 1.29.24. (Integrale curvilineo a valori vettoriali di un
campo vettoriale.) Sia f : R” — R* un campo vettoriale e r : [a,b] — R
una curva assolutamente continua a valori nel dominio di definizione di f.
Chiamiamo integrale a wvalori vettoriali di £ lungo la curva r il seguente

vettore in R*: .
/f ds — / £(e()) (1) dt

Esercizio 1.29.25. Mostrare che 'integrale curvilineo della precedente Defi-
nizione [1.29.24 ha proprieta analoghe a quello di campi scalari: linearita,
additivita rispetto alla concatenazione di curve di integrazione, teorema del-
la media per la norma dell’integrale (Proposizione ) ed invarianza per
equivalenza (Proposizione ): in particolare esso non dipende dal verso
di percorrenza. O

Esempio 1.29.26. Se il campo vettoriale ¢ f(x) = x, allora il significato fisico
dell’integrale curvilineo a valori vettoriali di un campo vettoriale ¢ quello del
baricentro della curva, intesa come un filo di materiale a densita costante.

g

Definizione 1.29.27. (Integrale curvilineo a valori vettoriali di un
campo scalare.) Sia f : R® — R un campo scalare e r : [a,b] — R”
una curva assolutamente continua a valori nel dominio di definizione di f.
Chiamiamo integrale a wvalori vettoriali di f lungo la curva r il seguente
vettore in R™:

/rfds - /abf(r@))r’(t) dt .

FEsempio 1.29.28. Se il campo scalare f rappresenta la densita di un materiale,
allora il significato fisico del suo integrale curvilineo a valori vettoriali lungo
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una curva e quello del baricentro della curva, intesa come un filo di materiale
a densita data da f. O

Esercizio 1.29.29. Mostrare che I'integrale curvilineo della Definizione
gode delle proprieta di linearita, additivita rispetto alla concatenazione di
curve di integrazione, teorema della media per la norma dell’integrale (Pro-
posizione [1.29.2(), ma non della invarianza per equivalenza (Proposizione
). Infatti esso dipende dal verso di percorrenza, ed ¢ invariante solo
per cambi di parametrizzazione della curva che preservano il verso; se si ro-
vescia il verso, esso cambia di segno, proprio come l'integrale normale su un
intervallo (che in effetti ne ¢ un caso particolare: si veda la prossima Defini-
zione [1.29.30)).
O

Definizione 1.29.30. (Integrale curvilineo di funzioni complesse.)
Un integrale fab f(z) dx (normale, non curvilineo) ¢ un caso particolare di un
integrale curvilineo, in cui la parametrizzazione della curva & r(t) = t. La
definizione analoga per funzioni di variabile complessa a valori complessi e
particolarmente interessante; l'integrale si definisce come un integrale unidi-
mensionale lungo una curva assolutamente continua z : [a,b] — C in analogia
al caso reale appena visto, nel modo seguente:

/rf(Z) dz = /abf(z(t))z’(t) dt |

dove il prodotto nell’integrando e la moltiplicazione complessa. Si osservi
che l'integrale che si ottiene ¢ un numero complesso, ma lo spazio complesso
C, come spazio vettoriale sui reali, & isomorfo a R2. Questo integrale si puo
allora considerare come una nuova versione di integrale a valori vettoriali di
un campo vettoriale f : R? — R? lungo una curva r : [a,b] — R?. Poiché
la moltiplicazione complessa mescola le componenti reale ed immaginaria,
questa nuova definizione di integrale a valori vettoriali di un campo vettoriale,
che vale solo in due dimensioni reali, non coincide con quella precedentemente

introdotta per R" (Definizione i.29.24‘).

Esercizio 1.29.31. Mostrare che l'integrale complesso introdotto nella Defi-
nizione gode delle proprieta di linearita, additivita rispetto alla con-
catenazione di curve di integrazione, teorema della media, invarianza sotto
equivalenza di curve che preservano il verso di percorrenza, e che esso cambia
di segno se si rovescia il verso di percorrenza. ad
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Notazione 1.29.32. Se C' C C e I'immagine della curva r, scriveremo spesso
Jo [(2) dz invece che [ f(z)dz. Sinoti perd che questa notazione ¢ ambigua,
perché l'integrale dipende non solo dall'immagine della curva, ma anche dal
suo verso di percorrenza, che quindi occorre esplicitare, e (grazie all’additivita
per concatenazione) dal numero di giri percorsi lungo la curva se essa e chiusa
(di solito assumeremo che la curva sia semplice, quindi che si percorra solo
un giro.

Esempio 1.29.33. Mostriamo che, se C' ¢ la circonferenza di raggio r e centro
I'origine nel piano complesso, percorsa una volta in senso antiorario, allora

/dezz{()' se k# —1
o 271 se k=-—1

Infatti, parametrizziamo la curva come z(t) = re®, per 0 < ¢t < 27. Allora

2 2
/ Fdr = / rFe* irett dt = irktt / e kDt gt
c 0 0

e 'ultimo integrale si annulla se k+1 # 0 perché le sue parti reale cos((k+1)t)
ed immaginaria sin((k+1)t) sono a media nulla sul periodo, mentre se k+1 =
0 l'integrando vale identicamente 1 ed il risultato e 2.

Pertanto, se poniamo Indgo(0) = ﬁ fc % dz, il valore dell’integrale e il
numero di volte che la curva gira intorno a 0 nel percorrere la circonferenza C,
con segno positivo o negativo a seconda che il verso di percorrenza sia orario
o antiorario. Analogamente, per una circonferenza con centro in w € C, il
numero di avvolgimenti intorno a w di una curva chiusa che ha per immagine
la circonferenza ¢ dato dall’indice di avvolgimento

Inde(w) L/C ! dz (1.82)

T omi z—w
i
Il precedente Esempio conduce alla seguente definizione:

Definizione 1.29.34. (Indice di avvolgimento.) Definiamo indice di
avvolgimento di una curva r : [a,b] — C intorno ad un punto w € C il
seguente integrale:

1 1 L[t
Indr(w)——/ PR L (O

Comi Joz—w  2mif, r(t)—w
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Nota 1.29.35. Estendendo I’Esempio , dimostreremo nella Nota
che l'indice di avvolgimento di una curva chiusa r rispetto ad un punto w
misura il numero di giri che la curva compie intorno a w, o, per essere piu
precisi, 'incremento dell’argomento del numero complesso r(t) —w al variare
di ¢ nell’intervallo di parametrizzazione della curva. O

Osserviamo che in questo contesto il Teorema Fondamentale del Calcolo
1.27.1] assume una forma interessante:

Proposizione 1.29.36. (Teorema di Cauchy per una derivata.) Se
f: C — C é derivabile in senso complesso (Definizione |1.22.13) con derivata

continua, allora per ogni curva chiusar di classe C' a tratti (o assolutamente
continua) si ha [ f'(z)dz = 0.

Dimostrazione. Scriviamo r_: [a,b] — C e z(t) = r(¢). Per il Teorema
Fondamentale del Calcolo [1.27.1, l'integrale curvilineo vale [ f'(z)dz =
f; f'(z(t) Z(t)dt = f(2(b)) — f(z(a)) = 0 perché z(b) = z(a) (la curva &
chiusa). 0

Zn+l
n+1"’

Poiché per ogni n # —1 la funzione 2" ¢ la derivata di da qui

abbiamo la seguente generalizzazione dell’Esempio :
Corollario 1.29.37. Per ogni curva chiusa C' si ha:

(i) Jo2"dz=0pern=0,1,...

(i) [,2"dz=0pern=—-2-3,...50¢C

La prossima variante della nozione di integrale curvilineo ¢ di fondamen-
tale interesse. Ad essa, nella terminologia alternativa di integrale di una
forma differenziale, ¢ dedicato il resto dell’intera Sezione.

Definizione 1.29.38. (Integrale curvilineo a valori scalari di un cam-
po vettoriale.) Sia f : R” — R™ un campo vettoriale e r : [a,b] — R"
una curva assolutamente continua a valori nel dominio di definizione di f.
Chiamiamo integrale di f lungo la curva r il numero

/rf ds = /abf(r(t)) ()t

Quando non c’¢ adito a confusione, denotiamo questo integrale anche con
f f-dr.
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FEsempio 1.29.39. Se f rappresenta un campo di forze, il significato fisico
dell’integrale f f - dr ¢ il lavoro svolto dal campo su un punto che si muove
lungo la curva. O

Esercizio 1.29.40. Mostrare che l'integrale a valori scalari di un campo vet-
toriale, cioé il lavoro svolto dal campo, ha le proprieta di linearita, additivita
rispetto alla concatenazione di curve, invarianza sotto equivalenza di curve
che preservano il verso di percorrenza, e cambia di segno se si rovescia il ver-
so di percorrenza; infine, mostrare che esso gode della proprieta della media
nella forma seguente:
/ f-ds
r

e, se il campo e una funzione continua,

< £(r) max |[£(r(2))]

a<t<b

/ £.ds = £(r(to)) - 1'(ko)

r

per qualche opportuno ¢y € [a, b] (qui £(r) & la lunghezza della curva; per I'ul-
tima uguaglianza si applichi il Teorema della Media Integrale (Sezione ))
O

1.29.5 Integrale curvilineo di un campo vettoriale e
forme differenziali

Nella Definizione abbiamo introdotto 'integrale di un campo vetto-

riale lungo una curva in R”,

b b n
/ f.ds= / f(r(t)) - r'(¢)dt = / Z Fi(x(6)ri(t) dt .

Nella Nota abbiamo chiamato una espressione di questo tipo una for-
ma differenziale esatta. Rammentiamo la definizione, rinviando alla suddetta
Nota per quanto concerne la terminologia.

Definizione 1.29.41. (i) Data una n—pla di funzioni continue a; , ..., a,
in un dominio aperto A C R™, la funzione lineare w : x +— > | a;(z) dz;,
da R™a (R™)* ~ R", si chiama una forma differenziale lineare del primo
ordine.
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(ii) Se esiste una funzione f : A C R" — R di classe C' tale che a; =
D;f per ogni ¢ = 1,..., n, la forma differenziale df : = — df,
Yo Dif(x) dx; si dice un forma differenziale esatta.

Una forma differenziale si dice di classe C* se i suoi coefficienti sono
funzioni in C*(A) (derivate parziali continue fino all’'ordine k). Si noti che,
se f & una funzione di classe C**! in A, allora df & una forma differenziale
di classe C*.

Definiamo l'integrale di una forma differenziale lineare w del primo ordine
lungo una curva r in un aperto A C R" in accordo con la Definizione [1.29.38:

Definizione 1.29.42. Sia w = Z?:l a; dx; una forma differenziale lineare
del primo ordine in un aperto A C R" er : [a,b] — A una curva di classe C!
con immagine in A (non necessariamente chiusa). L’integrale di w lungo r si
definisce come

w= [ > ai(x(t))rj(t)dt.

r @ =1

Nota 1.29.43. Data una forma differenziale lineare del primo ordine, i suoi
coefficienti a;(z),...,a,(x) formano una campo vettoriale f. Rammentia-
mo che I'integrale di una forma differenziale lungo una curva ha il significato
fisico del lavoro svolto dal campo su un corpo che si muove lungo la curva
(Esercizio [1.29.40): [ w = [ V[-dt nel senso della Definizione 1.29.35. Per-
tanto, per le forme differenziali lineari del primo ordine valgono le proprieta
dell’Esercizio [1.29.40. In particolare, I'integrale di una forma differenziale
lungo una curva ¢ lo stesso per tutte le curve nella sua classe di equivalenza
positiva di orientamento (introdotta nella Notazione [1.29.7), ossia percorse
nello stesso verso, mentre e 'opposto per le curve orientate in senso opposto.
Quindi l'integrale dipende solo dal verso di percorrenza (per il suo segno),
ma non dalla velocita di percorrenza della curva.

Nel seguito ci riferiremo alle forme dofferenziali lineari del primo ordine
semplicemente come forme differenziali lineari. O

1.29.6 Insiemi connessi

In questa breve sottosezione ci limitiamo a definire gli insiemi connessi in R?
e gli insiemi semplicemente connessi in R? (o equivalentemente in C).
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Definizione 1.29.44. (Insiemi connessi.) Un insieme E in uno spazio
topologico, ad esempio R", si dice sconnesso se esistono due aperti A e B
taliche E=AUBe ANB=ANDB=.

Con questa notazione, sia V il complementare di A e W il complementare
di B. Allora questa definizione equivale a dire che E ¢ sconnesso se e solo
se E C VUW, dove V e W sono due chiusi ciascuno dei quali interseca F,
ma tali che ENV NW = (). Pertanto, se E ¢ sconnesso e chiuso, allora F &
I'unione di due chiusi disgiunti non vuoti (ENV e ENW).

Un insieme che non ¢ sconnesso si dice connesso.

Vale il seguente risultato

Proposizione 1.29.45. L’immagine di un insieme connesso sotto una fun-
zione continua € un insieme connesso.

Dimostrazione. Sia C' un insieme connesso, X uno spazio topologico e f :
C' — X una funzione continua. Supponiamo per assurdo che f(X) non sia
connesso: allora esistono due aperti disgiunti A e B C f(X) tali che f(X) =
AU B. La controimmagine di un aperto sotto una funzione continua ¢ un
aperto (questa proprieta e equivalente al;la definizione di continuita, si veda la
Sezione h) Pertanto si avrebbe C' = f~!(A)U f~!(B), una decomposizione
di C come unione disgiunta di due aperti. Questo contraddice il fatto che C
sia connesso. 0O

Una dimostrazione analoga prova il seguente enunciato:

Proposizione 1.29.46. Sia E un aperto connesso in R™, Per ogni x, y € F
esiste una curva C* a tratti con immagine in E il cui punto iniziale é x ed
il punto finale é y.

Dimostrazione. Basta mostrare che x e y sono congiunti da una curva poligo-
nale (e quindi parametrizzabile in modo lineare a tratti, percio C! a tratti).
Poiché FE ¢ aperto, esiste un intorno sferico aperto O di = (una palla aperta
con centro x) tutto contenuto in E: questa palla & convessa, ed i suoi punti
sono congiunti a z da segmenti, quindi da curve C*, giacenti in O. Questo
prova che il sottoinsieme A di E di punti congiunti a z da curve C! a tratti
con immagine contenuta in £ € non vuoto. Inoltre, se w € A, allora w € F e
quindi esiste una palla aperta con centro w contenuta in F, i cui punti, come
prima, sono congiunti a w da segmenti: questo prova che A ¢ aperto. ma
ora, sia B = E'\ A. L'insieme B consiste dei punti di £ non congiunti a = da
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curve C! a tratti con immagine in E. Di nuovo, se z € B, esiste una palla
aperta con centro z contenuta in F, la quale deve essere contenuta anche in
B, perché, se un suo punto w fosse in '\ B = A, esso sarebbe congiungibile
a z da una curva C! a tratti r in £, ma allora lo sarebbe anche z (basterebbe
concatenare r con il segmento da w a z. Quindi anche B ¢ aperto. D’altra
parte, poiché E e connesso, non si puo scomporre £ = AU B come unione di
due aperti disgiunti non vuoti. Visto che A # (), deve essere B = () e quindi
A=FE. O

1.29.7 Campi conservativi e forme differenziali esatte

Teorema 1.29.47. Sia w una forma differenziale lineare di classe C° (o0ssia
a coefficienti continui) in un aperto connesso E. La forma differenziale w é
esatta se e solo se vale la proprieta sequente:

per ogni coppia di punti z, y € E, l'integrale di w assume lo stesso valore su
ogni curva C! a trattiin £ da z ay

(ossia con punto iniziale x e punto finale y: ovviamente, se si scambiano fra
loro i punti iniziale e finale, ossia il verso di percorrenza, l'integrale della
forma sulla curva cambia di segno, come osservato nella Nota |1.29.43). Tali
curve esistono in base alla Proposizione |1.29.44.

Inoltre, sia w una forma esatta su E e f una funzione di classe C' su E
tale che w = df. Allora, ser ¢ una curva C' a tratti in E da x a vy, si ha
Jow = f(y) = f(x). (Per questo motivo, una f tale che df = w si chiama
una primitiva di w).

Dimostrazione. Sia w = Z?Zl a;jdz; una forma di classe C° che soddisfa la
proprieta di indipendenza dell’integrale dalla curva esposta nell’enunciato.
Vogliamo mostrare che esiste una funzione f di classe C* tale che w = df.
Fissiamo un punto w € E e poniamo f(z) = [ w dove r ¢ una curva di
classe O! a tratti in £ da w a x: questa definizione ha senso proprio grazie
all’ipotesi che l'integrale non dipenda dalla scelta della curva. Poiché E ¢
aperto, esiste una palla aperta in £ con centro in z, chiamiamo 2p il suo
raggio. Sia e; 1'i—esimo vettore canonico di base e s(t) = = + pte;, con
0 <t <1, una curva che ha per immagine un segmento da x a x + pe; € E.
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Allora, concatenando le curve come nella Definizione [1.29.11] otteniamo

f(x—irpei):/r&sw:/rw—ir/sw:f(x)—l—/oléaj(s(t))s;(t)dt
x)+p/oliaj(x+ptei)dt—f(x)+p/Olai(:v+ptei)dt.

Poiché a; ¢ continua per ipotesi, segue da questa identita e dal Teorema
della media integrale (Sezione [I.1]) oppure, se si preferisce, dal Teorema
Fondamentale del Calcolo [L.27.1, che

D;f(x) = lim flztpei) = /) = lim/1 a;(z+ pte;) dt = a;(x).
0

p—0 P p—0

Quindi df = w.

Viceversa, sia w una forma differenziale esatta, e f tale che w = df. Sia
r: [a,b] = E una curva di classe C' a tratti da z a y. Siano tg = a < t; <
ty < -+ <ty = b tali che r; sia di classe C' negli intervalli [t; 1, ¢;], con
j=1,...,m. Allora

w= Z/ sz‘ﬂr(t))?“;(t) dt . (1.83)

Sappiamo, dal Teorema di derivazione di funzione composta in piu variabili
(regola della catena, Corollario ), che

> Vi (e() i(t) = DI o)1),
Quindi () diventa
/ o= Z / fo Z(f(r(tj)) - f(e(t;-1))
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Corollario 1.29.48. In un dominio aperto connesso in R™, l'integrale di una
forma differenziale w di classe C° su una qualsiasi curva di classe C* a tratti
dipende solo dai punti iniziale e finale della curva (ossia, il campo vettoriale
associato a w & conservativo, ossia ancora, il lavoro fatto su una curva C' a
tratti chiusa é zero) se e solo w ¢ esatta.

1.29.8 *Insiemi semplicemente connessi e forme diffe-
renziali esatte di classe C!

Nel Teorema abbiamo dimostrato una condizione di esattezza di una

forma di classe CY equivalente all’indipendenza dal percorso. Questa con-

dizione e difficile da applicare, perché ¢ scomodo cercare di verificarla per

ogni curva regolare a tratti. Una condizione pit comoda vale per forme

differenziali di classe C!, come dimostriamo in questa Sottosezione.
Osserviamo prima una condizione necessaria:

Proposizione 1.29.49. Sia w = " | a;dz; una forma differenziale esatta
di classe C' in un aperto E C R™. Allora le componenti di w hanno derivate
incrociate uguali: per ogni i, 7 =1,..., n st ha

Djai = Diaj (184)
identicamente in E.

Dimostrazione. Richiedere che w sia esatta di classe C"! significa richiedere che
esista una funzione primitiva f di classe C? tale che w = df. La condizione
dell’enunciato equivale all'identita D;D;f = D;D;f, che ¢ vera in base al
Lemma di Schwarz [1.22.3. O

In generale, pero, la condizione () non ¢ sufficiente ad assicurare che
una forma differenziale C' a tratti non dipenda dal percorso (e quindi sia
esatta, in base al Teorema [1.29.47), come rivela il seguente esempio:

Esempio 1.29.50. Sia F = R?\ {0}, e

x Y
w= dy — dx
1'2 + y2 Y 1'2 + y2

(quando si hanno due sole variabili, & pit comodo scriverle come x, y invece
che 1, z3). Sia 0 <t < 27 e s(t) = (cost, sint) una curva C'* chiusa la cui
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immagine ¢ la circonferenza di raggio 1 percorsa una volta in senso antiorario.
Allora la condizione ([1.84)) ¢ verificata ovunque, e

2w
/w—/ (cos?t +sin?t) dt = 27,

quindi l'integrale sulla curva chiusa s non ¢ nullo e la forma w non ¢ esatta
(il campo non & conservativo).

Osserviamo pero che il dominio dove & definibile questa forma e il piano
bucato: se ad esempio avessimo scelto w = xdy — ydx, allora la forma
sarebbe stata definita ovunque e non esatta, ma non sarebbe stata verificata
la condizione ([1.84). O

Definizione 1.29.51. (Insiemi semplicemente connessi.) Un sottoin-
sieme connesso F del piano si dice semplicemente connesso se non esiste alcun
punto w ¢ FE ed alcuna curva chiusa r con immagine in £ tale che l'indice
di avvolgimento Ind,(w) (introdotto nella Definizione [1.29.34)) sia non nullo:
ovvero, se non esiste alcuna curva in £ che gira intorno a punti fuori di £
(cioe, se l'interno dell'immagine delle curve in E & tutto contenuto in FE,
senza buchi: quest’ultima osservazione per ora intuitiva verra resa precisa
grazie alla nozione di equivalenza omotopica nella Sezione

Teorema 1.29.52. Se E ¢ un aperto semplicemente connesso in R" e w é
una forma differenziale lineare di classe C* su E, allora la condizione )
¢ sufficiente affinché w sia esatta.

Dimostrazione. In realta non diamo qui la dimostrazione in dettaglio, ma
rinviamo il lettore ad una dimostrazione simile in un altro capitolo successi-
vo. L’idea ¢ la seguente: per prima cosa (Teorema P.4.6) si dimostra che due
curve omotope possono essere portate I'una nell’altra con un’omotopia linea-
re a tratti (ossia, realizzando una interpolazione poligonale, lineare a tratti,
dall'immagine della prima a quella della seconda); poi si dimostra che, sotto
questo tipo di omotopia, I'integrale di una forma differenziale C! a tratti ¢
lo stesso per le due curve (Teorema R.4.7); infine, si sceglie come prima curva
una curva chiusa e si utilizza il fatto che il dominio & semplicemente connes-
so per scegliere la seconda curva costante (ovvero avente per immagine un
punto solo), e su di essa ovviamente l'integrale & zero. I succitati riferimenti
in realta hanno a che fare con integrali lungo curve di funzioni olomorfe su C
(che introdurremo nel successivo Capitolo%, nella Definizione R.2.4), le qua-
li, come vedremo, verificano automaticamente la condizione ([L.84)) in base
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alla parte (iv) del Teorema (equazioni di Cauchy-Riemann). Quin-
di la dimostrazione a cui abbiamo rinviato il lettore & solo apparentemente
in un altro contesto, tranne per il fatto che lo spazio ambiente, un aper-
to semplicemente connesso in C ~ R? ha due sole dimensioni reali (ma la
generalizzazione a piu dimensioni non dovrebbe essere difficile). O
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1.30 Appendice: approccio di Carathéodory
alla misura di Lebesgue

In questa Appendice, tratta da [22, Chapter 3, Section 3], introduciamo
gli insiemi misurabili secondo Lebesgue mediante un approccio alternativo
dovuto a Carathéodory e basato sulla misura esterna.

1.30.1 Misura esterna

Ripetiamo, per comodita del lettore, la Definizione :

Definizione 1.30.1. (Misura esterna.) Per ogni insieme £ C R conside-
riamo le successioni numerabili di intervalli aperti I, tali che £ C U, 1, e la
serie L = ) m(I,) delle loro lunghezze (finita o infinita). Si definisce misu-
ra esterna di E 1'estremo inferiore m*(E) di L rispetto a tutte le successioni
di intervalli come sopra.

Una definizione analoga vale in R™ se si prendono, al posto degli intervalli
unidimensionali, pluriintervalli n-dimensionali (ossia prodotti cartesiani di
n intervalli sugli n assi coordinati), ed al posto della loro lunghezza il loro
iper-volume.

Nota 1.30.2. Se A C B allora ogni ricoprimento di B e un ricoprimento di
A, e quindi m*(A) < m*(B). O

Proposizione 1.30.3. La misura esterna di un intervallo I é la sua lunghezza

o).

Dimostrazione. Sia I = [a, b] un intervallo chiuso e limitato. Poiché per ogni
e > 0 l'intervallo (a — &,a + ¢) ricopre I, si ha m*(I) < b — a. Dobbiamo
dimostrare che, se I C U,(ay,,b,), allora

an—an>b—a. (1.85)
Per la proprieta di Heine-Borel (parte (i7) del Lemma ) possiamo limi-
tare lattenzione a ricoprimenti finiti {O,, = (a,,b,),n = 0,..., N}. Poiché
I C U,0,, esiste 0 < ny < N tale che a € (ay,,b,,), ossia a,, < a < by,.
Se b < b,,, allora vale la disuguaglianza (@), quindi possiamo assumere
b,, < b. D’altra parte, b,, non appartiene all'intervallo (ay,,b,,), e quindi
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deve esistere 0 < ny < N tale che b,, € (an,,by,). Iterando il ragionamento
otteniamo una successione n; € [0,..., N] con la proprietd a,, < b,, , < by,.
Poiché I'insieme degli indici e finito, il procedimento termina dopo un numero
finito di passi, ossia con un indice ny tale che b € (a,,, b,, ). Ne segue che

k

an—an Zme—ani > by, — Gp,
n

=1

(la disuguaglianza ¢ stretta perché due intervalli O, consecutivi si interse-
cano: contengono entrambi b, ). Siccome, per costruzione, si ha a,, < a <
b < by,, abbiamo dimostrato la disuguaglianza ([1.85), ¢ quindi ’enunciato,
per ogni intervallo limitato e chiuso.

D’altra parte, dato un qualunque € > 0, ogni intervallo limitato / ¢ contenu-
to in un intervallo limitato e chiuso K tale che () > ((K) —e = m*(K) —e:
ne segue che I'enunciato continua a valere per ogni intervallo limitato.
Infine, se I & un intervallo illimitato, ossia una semiretta o 'intera retta, es-
so contiene intervalli limitati di lunghezza arbitrariamente grande e quindi,
ovviamente, la sua misura esterna e infinita. a

Proposizione 1.30.4. La misura esterna é (numerabilmente) subadditiva:
m (UnAn) <Y m*(A).

Dimostrazione. L’enunciato € ovvio se m*(A,) = oo per un indice n, quindi
possiamo restringere ’attenzione al caso in cui_tutti gli insiemi A,, hanno
misura esterna finita. Allora, per la Definizione [1.24.1] di misura esterna, per
ogni n, € esiste un ricoprimento di A,, con intervalli aperti {O,; ien} tale
che Y. 0(0,;) < m*(A,) +¢/2". Allora la famiglia numerabile di intervalli
aperti {Oy,; nien} € un ricoprimento di U, A, tale che

m*(Und,) <) Z UOn) <Y m*(Ay) +2"e =+ Y m*(A,),

da cui 'enunciato. O

Il seguente facile esercizio mostra che la misura esterna ¢ si definita per
ogni insieme, ma purtroppo non e numerabilmente additiva.

Esercizio 1.30.5. Ogni insieme numerabile ha misura esterna nulla. O
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1.30.2 Insiemi misurabili secondo Lebesgue

Reintroduciamo qui gli insiemi misurabili secondo Lebesgue sulla base di
questa definizione dovuta a Carathéodory:

Definizione 1.30.6. Un insieme F C R ¢ misurabile se per ogni insieme
A C R vale I'identita m*(A) = m*(ANE) +m*(ANCE) (indichiamo con CE
il complemento R\ E).

Nota 1.30.7. E ovvio che un insieme ¢ misurabile se e solo se lo € il suo
complemento, e ) e R sono misurabili. O

Lemma 1.30.8. Tutti gl insiems di misura esterna nulla sono misurabili.

Dimostrazione. Supponiamo m*(E) = 0. PoichéANE C Ee AULE C A,
segue dalla Nota [1.30.2 che m* (AN E) < m*"(E) =0, e m*(A) > m*(AN
CE) = m*(ANCE) + m*(ANE). La disuguaglianza opposta segue di nuovo
dalla Nota [L.30.2. O

Proposizione 1.30.9. L’unione di due insiemi misurabili ¢ misurabile.

Dimostrazione. Siano E, e Ey due insiemi misurabili. La misurabilita di Es
b
per definizione, implica

m*(ANCE) =m*(ANCE, N Ey) + m*(ANCE, NCE,) . (1.86)

Osserviamo anche che AN (E; U Ey) = (AN E) U (AN E;NCE,) (i punti di
A che stanno in F; o in Fy devono essere in F; o se no essere in F, ma non
in F). Quindi, come al solito in base all’additivita (Nota [1.30.2),

m* (AN (B, U Ey)) <m* (AN E) +m* (AN Ey;NCE). (1.87)
Questo ci fa concludere che F; U Fy & misurabile. Infatti, in base a ([1.86),

m* (AN (B, U Ey)) +m*(ANC(E, U Ey))
== m*(A N (E1 U EQ)) + m*(A N CEl N BEQ)
< m*(A N El) -+ m*(A N E2 N CEl) + m*(A N CEl N CEQ)

ed in base a ([L.87)

m*(A N El) + TTL*(A N E2 N CEl) + m*(A N CEl N EEQ)



1.30. APPENDICE: MISURA DI LEBESGUE SECONDO CARATHEODORY?233

(I'ultima uguaglianza vale perché F; & misurabile). O

Abbiamo cosi provato che la famiglia degli insiemi misurabili contiene ()
e R ed e chiusa rispetto alle operazioni di complemento ed unione finita (in
tal caso si dice che ¢ un’algebra di insiemi). Vogliamo provare che ¢ anche

una o-algebra (Definizione §), ossia che & chiusa rispetto all’'operazione
di unione numerabile.

Proposizione 1.30.10. La famiglia degli insiemi misurabili ¢ una o-algebra
(Definizione ].9.3).

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che, se {E,} ¢ una successione di in-
siemi misurabili, anche E := U,>¢FE, ¢ misurabile. Osserviamo anzitutto
che ¢ sufficiente limitare I'attenzione a successioni {£,} di insiemi a due
a due disgiunti, perché se non sono disgiunti basta rimpiazzarli con gli in-
siemi B, := E, \ UZ;IOEm, che invece lo sono, ed hanno la stessa unione:
Un>an = Un}OEn-

Per mostrare che E ¢ misurabile occorre provare che, per ogni insieme A,
si ha m*(A) = m* (AN E) + m*(ANCE) (Definizione [1.30.6). Siccome la
disuguaglianza m*(A) < m*(AN E) + m*(ANCE) ¢ evidente grazie alla su-
badditivita finita della misura esterna (un caso particolare della Proposizione
), occorre mostrare solo la disuguaglianza inversa,

m*(A) = m* (AN E) + m*(ANCE) (1.88)

A causa della subadditivita numerabile della misura esterna (Proposizione
1.30.4) abbiamo m*(ANE) < > 2 m*(AN Ey). Percio la disuguaglianza
([L.88) & certamente vera purché sia vero che

m*(A) =Y m (AN E) +m*(AnCE).
k=0

A sua volta, questa disuguaglianza e certamente vera purché per ogni intero
n sia vero che

m*(A) > anm*<AmEk) +m*(ANCE). (1.89)

Infatti in quest’ultima disuguaglianza il primo membro non dipende da n, e
quindi, facendo tendere n ad infinito, da essa si ottiene la precedente.
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Sia U,, := U}_,Ek: questo insieme ¢ unione finita di insiemi misurabili e
quindi e un insieme misurabile grazie alla Proposizione 1.30.@. Da questo
1.30 ﬂ

fatto, dall’ovvia relazione di contenimento CU, D CE e dalla Nota
abbiamo

m*(A) =m*(ANU,) +m*(AnCU,) =m*(AnU,) +m*(ANCE).

Da questa disuguaglianza segue la disuguaglianza ([1.89), il che completa la
dimostrazione, purché proviamo che I'unione di una famiglia finita di insie-
mi misurabili disgiunti Ey, (k = 0,..., n) verifica la proprieta di additivita
seguente:

m* (AN (Ur_,Ey)) Zm (AN Ey).

Quest’ultimo passo viene dimostrato come enunciato separato nel prossimo
Lemma [1.30 1I O

Lemma 1.30.11. La misura esterna di insiemi disqiunti ¢ finitamente ad-
ditiva: se {Ey : k = 0,...,n} & una famiglia finita di insiemi misurabili
disgiunti, allora

(Aﬂ Uk OEk Zm AﬂEk

Dimostrazione. Dimostriamo l'enunciato per induzione su n. Per n = 0 ¢
ovvio. Quindi, grazie all’ipotesi di induzione, dobbiamo solo provare che, per
ogni n,

m* (AN (Ui_oEr)) = m* (AN E,) + m* (AN (U3 Ey)) - (1.90)

D’altra parte, poiché gli insiemi Ej, sono disgiunti, abbiamo (U}_,E;) NE, =
E,, e (U Ex)NCE, = U} E). Allora (@) segue dalla Definizione |1.30.a
di misurabilita e dal fatto che I'unione finita U}_jFEj ¢ misurabile. 0

1.30.3 I Boreliani sono misurabili

Ora mostriamo che i Boreliani (ovvero gli elementi della o-algebra generata
dagli intervalli aperti, Definizione |1.9.§) sono insiemi misurabili secondo la
definizione di Carathéodory.




1.30. APPENDICE: MISURA DI LEBESGUE SECONDO CARATHEODORY?235

Lemma 1.30.12. Per ogni a € R, la semiretta (a,00) é misurabile.

Dimostrazione. Per ogni insieme A poniamo B := AN (a,00) e C := AN
(—o00,al. Allora A = BUC, e, di nuovo grazie alla subadditivita finita della
misura esterna (come nella dimostrazione della Proposizione [1.30.10), basta
provare che

m*(A) = m*(B) + m*(C). (1.91)

Questo e certamente vero se m*(A) = oo, quindi assumiamo m*(A) < co. In
tal caso, per la Definizione [1.24.1 di misura esterna, per ogni € > 0 esiste un
ricoprimento numerabile di A con intervalli aperti I,, tale che

D UIL) <mi(A) +e. (1.92)

Adesso poniamo J,, := I,N(a,0) e K, := I,,N(—00,a. Gli insiemi J,, e K,
sono o vuoti o intervalli disgiunti contigui, e quindi

UI,) = 0(Jy) + U(Ky) = m*(J,) + m*(K,) (1.93)

(I'ultima identita segue dal Lemma ) Ora notiamo che B C U, J, e
C C U,K,. Allora dalla monotonia della misura esterna (Nota ) e dal-
la sua subadditivita numerabile (Proposizione ) segue rispettivamente

m*(B) < m*(Uy,J,) < >, m*(J,) e m*(C) < m*(U,K,) <> m*(K,).
Sommando queste due disuguaglianze, in base alla identita () ed alla
disuguaglianza ([1.92) otteniamo

m*(B) +m*(C) < Y (m*(Jn) + m*(K,)) = Y U(I,) < m*(A) + €.

n

Poiché e ¢ arbitrario da qui segue ([L.91)). O

Proposizione 1.30.13. [ Boreliani sono misurabili.

Dimostrazione. Questo enunciato si dimostra con una estensione standard
a partire dalle semirette considerate nel Lemma precedente. Gli insiemi mi-
surabili formano una o-algebra (Proposizione 1.30.1”) e (a,00) ¢ misurabile
(Lemma [1.30.12). Pertanto, per ogni a, il suo complemento (—oo,al & mi-
surabile e lo ¢ anche (—00,a) = U,~o(—00,a — 1/n]. Allora ogni intervallo
aperto (a,b) = (—o0,b) N (a,00) & misurabile: dunque la o-algebra di Bo-
rel, che ¢ generata dagli intervalli aperti, ¢ contenuta nella o-algebra degli
insiemi misurabili. O
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1.30.4 Misura di Lebesgue

Definizione 1.30.14. Chiamiamo misura di Lebesgue m la restrizione della
misura esterna m* (definita su tutti gli insiemi) alla o-algebra degli insiemi
misurabili.

Proposizione 1.30.15. Per ogni successione E, di insiemi misurabili si ha
m(UpEn) < >, m(E,). Se in aggiunta gli insiemi E, sono a due a due
disgiunti, allora m(U,E,) =Y. m(E,).

n

Dimostrazione. La disuguaglianza segue direttamente dalla proprieta cor-
rispondente per la misura esterna (Proposizione [1.30.4). Proviamo allora
I'identita nel caso di una famiglia di insiemi a due a due disgiunti: ancora
una volta grazie alla subadditivita (numerabile) della misura esterna, basta
provare

m(U, Ey) =Y m(E,) . (1.94)

Consideriamo una famiglia finita di insiemi misurabili F,, a due a due di-
sgiunti: dal Lemma 1.30.1i segue la finita additivita di m, ovvero l'iden-
tita dell’enunciato, m(U,E,) = > m(E,). Ora passiamo a considerare
una famiglia {E,} infinita di insiemi misurabili a due a due disgiunti. Per
ogni k, segue dalla Nota i.30.2 e dalla finita additivita che 22:1 m(E,) =
m(UE_ E,) < m(U E,). Da qui, facendo tendere n a infinito, otteniamo
la disuguaglianza ([L.94). 0

~
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1.31 Appendice: dimostrazione diretta della
disuguaglianza di Minkowski

Seguendo [22] diamo una dimostrazione della disuguaglianza di Minkowski
(Teorema [1.16.10) che non richiede la disuguaglianza di Holder , e che
permette di studiare anche il caso 0 < p < 1.

Dimostrazione(diretta della disuguaglianza di Minkowski, Teorema )
La disuguaglianza e chiara se p = 0o, ed anche nei casi in cui ||f]| o ||g|| =0,
perché in questi casi f o g sono nulle quasi ovunque. Supponiamo allora che
I<p<ooel|f||l=a#0,]|g|]| =8 #0. Normalizziamo, in modo che le
norme diventino uguali a 1: cioé poniamo fy = é|f|, go = %|g| Scriviamo

A=3%;. Allora 1 — A = 2= Allora

[f(@) +9@)I" < (If @)+ lg@))" = (afolz) + Bgo(x))”
= (a4 8)" (Mfolx) + (1 = A)go(x))”
< (a4 9) (Mo(@)” + (1 = Ngo(2)”)

dove 'ultima disuguaglianza segue dalla Definizione di convessita per-
ché la funzione t — P & convessa per t > 0 e p > 1 (Esercizio [L.7.3, oppure,
se non si & svolto quell’esercizio, si applichi il Corollario [1.15.9). Se p > 1
questa disuguaglianza e stretta a meno che fy = go ed f e g abbiano due
valori complessi della stessa fase per ogni x.

Integrando entrambi i termini di questa disuguaglianza si ottiene

If +gll, < (a+B)" (Al + (1= Nllgoll})
< (at+ 87 = (7115 + llgllp)” -

Otteniamo la disuguaglianza di Minkowski estraendo le radici p-esime di
entrambi i lati.

Se 1 < p < oo la disuguaglianza e stretta a meno che f, = gg quasi
ovunque ed f e g abbiano quasi ovunque lo stesso angolo di fase: questo
equivale a dire che f e g sono multipli una dell’altra per un fattore positivo
(o nullo, naturalmente).

g

Nota 1.31.1. Se 0 < p < 1, la stessa dimostrazione, ed il fatto che per questi
p la funzione t — tP € concava per t > 0 mostrano che la disuguaglianza vale
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nel verso opposto, e quindi per questi p I'espressione || f||” non ¢ una norma
perché non verifica la disuguaglianza triangolare. O



Capitolo 2

Analisi complessa

Questo capitolo presenta cenni della parte elementare della teoria delle fun-
zioni f : C — C derivabili in senso complesso. L’esposizione ¢ ispirata a (ed
in gran parte tratta da) [23, Chapter 10] ed a [ll, Chapter 16].

2.1 *Derivata in senso complesso, differenzia-
bilita ed equazioni di Cauchy—Riemann

In questa sottosezione consideriamo funzioni di variabile complessa e a valori
complessi, f : C — C. Per queste funzioni, la nozione di derivata ¢ quella
ovvia:

Definizione 2.1.1. (Derivata in senso complesso.) . Sia f : C — C,
e sia zp un punto interno al dominio di definizione di f. Si dice che f ¢
derivabile (in senso complesso) al punto zj se esiste finito il limite

f(z) = f(20)

Z—20 zZ— 20

che in tal caso si chiama la derivata di f a zg.

Nota 2.1.2. (Equazioni di Cauchy—Riemann.) Possiamo calcolare il li-
mite del rapporto incrementale di f : C — C lungo, ad esempio, la direzione

239



240 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

dell’asse reale e dell’asse immaginario: se zy = xq + 2y otteniamo

f(z +iyo) — flzo+iy) _ Of

f'(20) = lim (20) (2.1)

r—x0 T — X 833'
. f(zo +iy) — f(@o + 1yo Lof
f,(ZO) = lim ( ) ; ( ) = - —(Zo) .
Y=o 1 — 1Yo 1 Oy
Questo equivale a reinterpretare f come funzione da C a R? e considera-
re le sue derivate parziali complesse %(zo) e g—i(z()). A causa del fattore

¢ al denominatore nella derivata al variare di y, le precedenti identita ora
diventano

9 (2) = —i 2 (z). (2.2)

Si osservi che queste derivate parziali sono numeri complessi. Ora separia-
mone la parte reale dalla parte immaginaria:

of ORef n Olm f

—— 7

ox ox ox
ed analogamente per la derivata parziale rispetto a y. Ora e elementare

verificare che I'uguaglianza (R.2) si spezza nel seguente sistema di equazioni
(Equazioni di Cauchy—Riemann):

(2.3)

R 01
OR 01
ot o =5 ).

O

Nota 2.1.3. Per una funzione f : C — C derivabile in senso complesso, grazie
all’'unidimensionalita (in senso complesso) del dominio e dell'immagine la
nozione di derivabilita e di differenziabilita sono equivalenti (Nota [1.22.5).
Piu precisamente, entrambe le nozioni equivalgono alla seguente:

f(z) = f(20)+ f'(20) (2 —20) +0(|z—20]) := f(20)+f'(20) (z—20) + (2 —20)€(2)
(2.5)

dove €(z) ¢ infinitesimo per z — z.
Questo sviluppo soddisfa la Definizione di differenziale, perché la mol-

tiplicazione per il numero f’(zg) €, ovviamente, un funzionale lineare sullo
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spazio complesso unidimensionale C (e tutti i funzionali lineari su uno spa-
zio unidimensionale sono moltiplicazioni per un numero). Ma se separiamo le
parti reale ed immaginaria, questo funzionale diventa un funzionale lineare su
R2, che, nella base canonica, ¢ rappresentato da una matrice bidimensionale.
Quale e la matrice?

Per semplicita, scegliamo zy = 0 (non c¢’¢ perdita di generalita, perché ci
si riconduce a questo caso con una traslazione, che non altera derivate e
differenziali). Scriviamo f'(0) = a +ib e z = x +iy. Allora (@) diventa

f(2) = f(0)+(a+ib)(z+iy)+o(||z+iy|) = ax—by+i(bz+ay)+o(v/ 2% + y?)

(2.6)
dove chiaramente il simbolo o(]|z||) rappresenta un infinitesimo rispetto a || z||
(Sezione ), quindi del tipo ze(z). Ora reinterpretiamo f : C — C come
una funzione f : R? — R?%: allora dall’uguaglianza (2.6) si ricava la seguente
espressione reale dell’operatore lineare su R? determinato dal differenziale
complesso, in termini di una matrice reale 2 x 2:

e (5)-(50)(5)

Ma la matrice che rappresenta il differenziale di una funzione reale fR? — R?
¢ data dalla matrice Jacobiana (Definizione [1.22.§), espressa in termini delle
derivate parziali di f come segue:

ORe f ORe f
o0 o)

df

df|0,0) =
8Imf(0) 0Imf<0)
ox dy

Confrontando le differenti espressioni del differenziale reale calcolate nelle due
uguaglianze precedenti, ritroviamo le equazioni di Cauchy—Riemann (R.4)).

Infine, la funzione f : C — C si puo considerare come una funzione da C
a R2. In questo caso il suo differenziale & un operatore lineare da C a R?, e
quindi e rappresentato nelle basi canoniche da una matrice consistente di una
sola riga, i cui coefficienti sono le derivate parziali complesse di f rispetto
alle variabili z e y, introdotte nella Nota 2.1.2. La nozione di differenziabilita
per questa riformulazione diventa

of of

f(2) =f(0)+a—x(0)x+a—y(0) +o([l=]) (2.7)
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ed e chiaro che, esprimendo le derivate parziali complesse in termini di quelle
reali (ossia delle loro parti reali ed immaginarie) come in (2.3), questa nozione
di differenziabilita equivale a quella complessa in (R.6), e quindi a quella da
R? a R2. O

Riassumendo, nella precedente Nota abbiamo mostrato che una fun-
zione f : C +— C e derivabile in senso complesso se e solo se ¢ differenziabile
in senso complesso, e se lo ¢ allora e differenziabile in senso reale (come fun-
zione da R? in sé), e anche come funzione da C a R?, e le sue derivate parziali
(in senso reale) sono legate dalle equazioni di Cauchy—Riemann. Il prossimo
risultato, Proposizione 2.1.5, mostra il viceversa: se f ¢ differenziabile in
senso reale e le sue derivate parziali soddisfano le equazioni di Cauchy, allora
f e derivabile in senso complesso. Premettiamo una notazione utile.

Notazione 2.1.4. Denotiamo con 0 e 0 i seguenti operatori differenziali
sulle funzioni f : R? — R? derivabili in senso parziale:

170 .0
— 1/0 .0

Proposizione 2.1.5. (Condizioni equivalenti alla derivabilita in sen-
so complesso.) Per una funzione f : C— C, ad ogni punto zy interno al
suo dominio di definizione le sequenti proprieta sono equivalenti:

(1) f é derivabile in zy in senso complesso;

(17) f e differenziabile in zy in senso complesso (cioé nel senso in cui il
differenziale ¢ visto come applicazione lineare da C a C);

(i17) f, o meglio la funzione f : R? — R? che si ottiene suR? separandone le
parti reale ed immaginaria, ¢ differenziabile al punto zq (nel senso di R?)
e_le sue derivate parziali soddisfano le equazioni di Cauchy—Riemann

(2.4);

(iv) f, vista come funzione da C a R?, ¢ differenziabile al punto zy (nel
senso di ) e le_sue derivate parziali soddisfano le equazioni di
Cauchy—-Riemann );

(v) Of = 0.
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Dimostrazione. L’equivalenza fra (i) e (ii) ed il fatto che ciascuna di queste
due proprieta implica (i7i) e che (iii) implica (iv) ¢ stata dimostrata nella
precedente Nota P.1.3. Basta quindi mostrare che (iv) implica (v) e che (v)
impica (z). Se f: C — R? ¢ differenziabile al punto zy = g + iy nel senso
di ) e le sue derivate parziali soddisfano le equazioni di Cauchy—Riemann
(R.4), allora la funzione f : C — C generata dalle componenti f; e f di f
ovvero f = f; + ifs, € derivabile in senso complesso al punto zy. In realta,
vedremo che lo stesso ragionamento prova non solo che (iv) implica (i), ma
che queste due proprieta sono equivalenti. Come prima, senza perdita di
generalita limitiamo l’attenzione al punto z = 0.

Nell'uguaglianza (@) sostituiamo z = 1(z2+2) e y = 5-(z — z) ed otteniamo

10 =10+ 3 (o -igo) s+ 5 (Fo+idlo)

— 0£(0)z + F(0)% + 2€(2)

dove, come prima, € ¢ un infinitesimo.
Dividendo entrambi i membri per z # 0 otteniamo 1’espressione del rapporto
incrementale di f in O:

= 0(0) +TF(0) +<(2).

La funzione f e derivabile in z = 0 se e solo se esiste finito il limite di
questo rapporto incrementale. Perché questo accada, bisogna che il limite
non dipende dal percorso che z segue nel tendere a zero. D’altra parte,
z/z vale costantemente 1 se z giace sull’asse reale, e costantemente —1 se
giace sull’asse immaginario: quindi il limite non esiste a meno che non si
abbia df(0) = 0, e se invece questa condizione ¢ verificata il limite esiste
(e vale 0f(0)). Per concludere la dimostrazione basta solo osservare che
la condizione di esistenza del limite, ovvero Jf (0) = 0, non & altro che le
equazioni di Cauchy—Riemann (2.4). 0

2.2 Funzioni olomorfe ed armoniche; funzione
armonica coniugata

D’ora in poi, una funzione derivabile in senso complesso in un insieme aperto
del piano complesso verra chiamata olomorfa:



244 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

Definizione 2.2.1. Una funzione ¢ olomorfa se e derivabile in senso com-
plesso in ogni punto dell’aperto in cui e definita, ossia se soddisfa le equazioni
di Cauchy-Riemann (@) ad ogni punto.

Per questa definizione, una funzione f olomorfa ha derivate parziali ri-
spetto ad entrambe le variabili (reali) x e y. Supponiamo che queste derivate
parziali siano derivabili a loro volta in senso parziale con continuita (vedremo
che questo & sempre vero: Corollario R.5.4). Allora, derivando rispetto a x
la prima equazione di Cauchy—Riemann (R.4) e rispetto a y la seconda, ed
applicando il Lemma di Schwartz [1.22.3, otteniamo

82 2
ox?  0y?

Af =0.

Definizione 2.2.2. L’operatore A si chiama [’operatore di Laplace. Una
funzione che verifica 'identita Af = 0 in un aperto £ del piano si chiama
armonica in E. Quindi ogni funzione olomorfa € armonica.

Sia f olomorfa in un aperto connesso E e scriviamo v := Re f e v := Im f.
Nel caso che u sia identicamente nulla, le equazioni di Cauchy-Riemann, nella
forma 0f = 0 (parte (v) della Proposizione pR.1.5) portano a

ov v
— = —i—.
Ox dy
Poiché v e a valori reali, questo implica che
ov _ 0= Ov
Ox T oy

Pertanto v e costante in E. Analogo ragionamento mostra che, se v = 0,
allora u e costante in £. Abbiamo quindi provato:

Corollario 2.2.3. Se f = u + 1w é definita in un aperto connesso £ C C,
allora data u ¢’é al pit una sola funzione v, a meno di costanti additive, per
cut f risulta olomorfa in E. Le funzioni u e v sono funzioni armoniche reali,
e la funzione v si chiama la funzione armonica coniugata di w.

Notazione 2.2.4. Le funzioni derivabili in senso complesso, oltre che olo-
morfe, sono dette anche analitiche, nella regione in cui sono derivabili.

I quoziente di due funzioni olomorfe, laddove definito (ossia dove il denomi-
natore non si annulla) si chiama una funzione meromorfa.
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Le funzioni meromorfe sono esattamente quelle funzioni olomorfe tranne
che in un insieme senza punti di accumulazione nel dominio di definizione (gli
zeri del denominatore) che consiste di singolarita polari. (Per un dimostra-
zione accurata di questa caratterizzazione, che richiede vari concetti molti
dei quali saranno sviluppati in questo Capitolo, si veda [23, Theorem 16.8]).
Rammentiamo che per le funzioni olomorfe valgono i risultati della Sottose-
zione [1.22.9; in particolare il legame fra le derivate parziali delle parti reale ed
immaginaria di f stabilito dalle equazioni di Cauchy—Riemann (Nota R.1.2),
e la regola di derivazione di funzione composta (Nota [1.22.16).

Inoltre, useremo continuamente le proprieta, presentate nelle Sezioni @
e [1.G, delle funzioni f rappresentabili come serie di potenze, ed in particolar
modo il fatto che, se f(z) = >~ an (2—2)", allora la convergenza ¢ unifor-
me nei compatti contenuti nel disco aperto si convergenza, f e di classe C*°
all’interno di questo disco, e la serie di potenze ¢ la serie di Taylor di f con
centro zg, ossia a, = D™ f(z)/n! per ogni n. Infine, useremo senza ulteriori
commenti la nozione di integrale curvilineo di funzioni complesse (Defini-

zione [1.29.3(}), e come caso particolare assai frequente quella dell’indice di
i.29.34

avvolgimento (Definizione ).

Teorema 2.2.5. Sia X uno spazio topologico in cui ¢ definita una misura
di Borel complessa finita p (Definizione ) Allora, per ogni funzione
misurabile ¢ : X — C e per ogni z ¢ ¢(X), la funzione integrale

1
16) = [ st (2.10)

e sviluppabile in serie di potenze, e quindi in particolare olomorfa.

Dimostrazione. Sia @ C C un aperto tale che QN @p(X)=0,a € Qer >0
tale che il disco B,(a) con centro a e raggio r sia contenuto in 2. Allora per
ogni x € X la distanza |¢(z) — a| ¢ maggiore di r, e quindi, se z € B,(a),
abbiamo

z—a

¢(r) —a

<1.

0=
Percio la serie geometrica

> ()

n=0
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converge a 11q = iET (Sezione [L.1]). e la convergenza ¢ uniforme rispetto a

x € X grazie al test di Weierstrass [1.3.29. Pertanto la serie

[e.e]

i (¢(f)j“j;n+l B ¢<x>1 —a Z (ﬁ)

=0

1
¢(x)—=
sta serie nell’integrando di ) e scambiare la serie con l'integrale (Teorema

di integrazione per serie ) In tal modo, per z € B,(a), otteniamo

converge a uniformemente rispetto a x. Allora possiamo sostituire que-

o)
f2)=) an(z—a)"
n=0
dove a, = [ FE@aT du(x) (questo integrale e convergente perché l'in-
tegrando non si annulla mai, visto che il modulo del suo denominatore ¢
maggiore di r"*1). 0

2.3 Indice di avvolgimento

Notazione 2.3.1. D’ora in avanti, con percorso chiuso, o ciclo, intendiamo
una curva chiusa di classe C'! a tratti a valori in C, o anche solo assolutamente
continua (e quindi tale che su di essa ha_senso l'integrale curvilineo delle
funzioni f : C +— C, si veda la Definizione )

Teorema 2.3.2. (Indice di avvolgimento.) Siano r : [a,b] — C un
percorso chiuso con immagine C' = Image(r), Q0 = C\ Image(r), e z € Q.
Poniamo w = r(t), e, sequendo la terminologia sviluppata nella Notazione
e nella Definizione |1.29.34, scriviamo

Ind,(2) = L/ ! dw .
c

271 w—z

Allora Ind, e una funzione su ) a wvalori interi, costante sulle componenti
connesse di ) e nulla sulla componente illimitata.

Dimostrazione. Sappiamo dal Teorema che 'indice di avvolgimento e
olomorfo in {2, quindi in particolare continuo. Poiché I'immagine continua di
un insieme connesso € connessa (Proposizione [1.29.45), se i valori dell’indice
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di avvolgimento sono interi, allora essi devono essere costanti in ciascuna
componente connessa di {2. Proviamo quindi che questi valori sono interi.
In base alla Definizione [1.29.30, 'integrale curvilineo si scrive come

Indr(z):%/a #dt, (2.11)

ed il fatto che l'indice di avvolgimento abbia valori interi equivale alla se-

guente asserzione:
(5) = exp (/ #(t_)z dt) (2.12)

la funzione
verifica la condizione ¢(b) = 1.
Osserviamo che la funzione ¢ ¢ data da un esponenziale e quindi non si
annulla mai. Inoltre, poiché z ¢ Im(r), il denominatore della frazione nel-
I'integrando non si annulla mai. Pertanto, per il Teorema di derivazione di
funzione composta ed il Teorema fondamentale del calcolo (Sezione El), ¢ e
continua ovunque e derivabile laddove r lo & (quindi ovunque tranne che in
un insieme finito), e

¢'(s) _ w'(s)

o(s)  w(s) =z~
Quindi la funzione continua w‘(bs()‘glz é derivabile quasi ovunque; la sua derivata

¢'(s) (w(s) — z) — ¢(s) w'(s)
((w(s) —2))?

che vale zero grazie a , tranne che in un insieme finito di punti. Dal
momento che questa funzione ¢ continua, essa ¢ costante: poiché ¢(a) = 1
ne segue che

(2.13)

e

w(s) — z

ols) = (2.14)

w(a) — z
per ogni a < s < b. Ma il percorso r & chiuso e pertanto w(b) = w(a), da cui
¢(b) = 1. In tal modo abbiamo provato 1’asserzione sul valore intero.

Infine, sulla componente illimitata di €2 il denominatore nell’integrale
puo essere reso arbitrariamente grande (basta scegliere z sufficientemente
lontano dall’immagine del percorso r), e quindi il valore intero dell’indice di
avvolgimento in questa componente deve essere zero. O
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Nota 2.3.3. La formula () mostra che, all’aumentare di s in |a. b|, I'incre-
mento della parte immaginaria della funzione ¢(s) definita in (R.12) misura
I'incremento dell’argomento del numero complesso r(s) — z durante il per-
corso di r intorno a z, e che questo incremento vale 27 Ind,(z). Quindi il
precedente Teorema asserisce che per ogni giro che il percorso chiuso r
compie intorno a z 'indice di avvolgimento aumenta di 1 se il giro € percor-
so in senso antiorario (il segno positivo dell’incremento dell’argomento dei
numeri complessi), e diminuisce di 1 se il giro ¢ in senso antiorario. Questo
fatto spiega la terminologia indice di avvolgimento. O

2.4 Invarianza per omotopia e teorema di Cau-
chy

In questa Sezione dimostriamo che, in opportuni dominii, I'integrale di una
funzione derivabile su un percorso chiuso vale zero (per una forma prelimina-
re di un enunciato simile si veda la Proposizione [1.29.3¢). La dimostrazione
che presentiamo si applica a domini semplicemente connessi, introdotti nella
Definizione [1.29.51 e ridefiniti in maniera piu operativa nel seguito (I’equiva-
lenza delle due definizioni sara mostrata nella prossima Sezione). A questo
fine dovremo deformare con continuita i percorsi sui quali calcolare I'inte-
grale curvilineo. Il significato di questa deformazione continua e dato dalla
seguente nozione di omotopia (rinviamo all’Appendice @ i lettori interes-
sati solo ad una versione del teorema di Cauchy su insiemi piu elementari,
ad esempio insiemi convessi). .

Definizione 2.4.1. (Omotopia.) Siano ry e r; due curve definite entrambe
sullo stesso intervallo [a,b] e

(a) con gli stessi punti iniziali e finali in C, oppure
(b) entrambe chiuse.

(Rammentiamo che le curve si intendono continue, come sempre in questo
libro: si veda la Definizione )
Sia A C C un insieme che contiene le immagini di entrambe le curve. Si

dice che le due curve sono omotope in A se esiste una funzione continua
h:la,b] x [0,1] — A tale che
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e h(t,0) =ro(t) perognit € [a,b] (ossia h(+,0) e la prima delle due
curve);

e h(t,1)=ry(t) perognité€ [a,b] (ossia h(-,1) ¢ la seconda curva);

o nel caso (a), h(a,s) = ro(a) =ri(a) e h(b,s) = ro(b) = ri(b), ovvero
la deformazione conserva i punti iniziali e finali nelle curve intermedie;

o nel caso (b), h(a,s) = h(b,s) per ogni s € [0,1], ovvero la deforma-
zione conserva il fatto che le curve intermedie siano tutte chiuse.

La funzione h si chiama una omotopia.
Se una delle due curve omotope, diciamo ry, & costante, ossia ri(t) = z; per
ogni t € [a,b], allora si dice che rg & omotopa al punto z.

Esercizio 2.4.2. 1 omotopia ¢ una relazione di equivalenza sull’insieme delle
curve. Osservazione: per dimostrare la proprieta transitiva si deve usare
la concatenazione di omotopie: se hg e hy sono le omotopie fra ry e ry e
rispettivamente fra r; e ry, allora 'omotopia fra ry e ry € la concatenazione
fra hg e hq; lasciamo trovare al lettore la definizione precisa. O

Nota 2.4.3. La nozione di omotopia permette di rendere rigorosa la nozione
di insieme senza buchi annunciata nella Definizione . Infatti, date
due curve rjy e r; omotope in un insieme A, possiamo considerare I'immagine
della omotopia h(t, s) come un’area (o meglio una supeficie) contenuta in A e
parametrizzata dai parametri t e s: si tratta dell’area spazzata dalla famiglia
di curve intermedie h(-, s) al variare di s in [0, 1]. Ad esempio, se r( e r; hanno
gli stessi punti estremi e le curve intermedie sono tutte contenute nell’insieme
il cui perimetro ¢ dato dalle immagini di ry e ry, allora si intuisce che questa
superficie & proprio questo insieme. Ora, se ry € una curva chiusa omotopa ad
un punto, questa intuizione ci fa concludere che il suo interno e senza buchi.
Cio porta alla seguente generalizzazione della Definizione . O

Definizione 2.4.4. (Nozione omotopica di dominii semplicemente
connessi.) Un insieme A C C ¢ semplicemente connesso se ogni curva
chiusa con immagine in A ¢ omotopa in A ad un punto.

Esempio 2.4.5. (Omotopia lineare.) Se l'insieme A ha la proprieta che,
per ogni t € [a,b], il segmento che congiunge i punti ro(t) e ri(¢) sia tutto
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contenuto in A, allora le curve ry e ry sono omotope: I'omotopia e la combi-
nazione convessa h(t,s) = sro(t) + (1 — s)ry(¢). Questa omotopia si chiama
omotopia lineare.

In particolare, in un insieme convesso tutte le curve con gli stessi punti estre-
mi sono omotope, e tutte le curve chiuse sono omotope ad un punto.

O

Teorema 2.4.6. (Interpolazione poligonale a tratti fra curve.) Siano
ro e ry due curve omotope in un aperto A C C. Allora esiste un numero finito
di curve lineari a trattt qq, .., qn_1 tali che, ponendo qy = ry € q, = ry,
ciascuna q; € omotopa in A alla curva_successiva tramite una omotopia
lineare (definita nel precedente Esempio |2.4.9).

Dimostrazione. Sia h : [a,b] x [0,1] — A l'omotopia fra ry e r;. Poiché
I'insieme [a, b] x [0,1] C R? ¢ compatto e h & ivi continua, allora h & unifor-
memente continua, per il Teorema di Heine . Pertanto, per ogni € > 0,
esiste § > 0 tale che, se due coppie (s,t), (s',t') distano nel piano complesso
meno di ¢, allora le loro immagini sotto h distano meno di €. Scegliamo due
partizioni {tg,t1,...,t,} in [a,b] e {so, s1,..., 8, } in [0, 1] tali che i rettangoli
[ti, tit1] X [S}, Sj+1] abbiano tutti diametro minore di 0 (per ogni i e j). Allora
ciascuno di tali rettangoli ha immagine sotto h contenuta in un disco A4;; C C
di diametro minore di €. Poiché A e aperto, se si sceglie ¢ sufficientemente
piccolo si ha che A;; € contenuto in A (in realta quanto sia grande il diametro
di questi dischi ¢ inessenziale per questo ragionamento, quello che importa ¢
che siano interamente contenuti in A).

Sia allora r,; la curva intermedia data da r,, = h(t, s;), per 0 < j < n. Con-
sideriamo la curva lineare a tratti q; ottenuta congiungendo con segmenti i
punti consecutivi h(t;, s;) per 0 < i < n, e poniamo gy = ry, g, = r;. Osser-
viamo che, per il modo in cui sono stati definiti i dischi A;;, i punti q;(¢;),
q;(tit1), qj+1(t;) e dj+1(tis1) appartengono ad A;;. Poiché A;; & convesso, i
segmenti

qu—i-l(t) + (1 - S)qj(t)

giacciono in A;; per ogni (¢, s) € [t;,t;41] %[0, 1]. Poiché tutti i dischi A;; sono
interni ad A, questo vuol dire che tutti questi segmenti che congiungono le
due curve qj, q;4+1 sono contenuti in A. Quindi le due curve sono linearmente
omotope in A. O

Ora applichiamo 'omotopia agli integrali curvilinei:
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Teorema 2.4.7. (Invarianza per omotopia.) Sia f una funzione olo-
morfa in un aperto A, eccetto al pit su un insieme finito di punti in cui
¢ almeno continua. Siano ro e vy due curve C' a tratti (o assolutamente
continue) omotope in A. Allora

/rfdz—/rfdz.

Dimostrazione. Grazie al teorema di interpolazione lineare a tratti, possiamo
limitarci a considerare il caso in cui le due curve sono linearmente omotope.
Assumiamo cioe che per ogni 0 < s < 1 il punto ry(t) = sry(t) + (1 — s)ro(t)
appartenga ad A per ogni t € [a,b]. Allora r, ¢ una curva C' a tratti (o
assolutamente continua) con immagine in A.

Per a < t < b scriviamo d(t) = ry(t) —ro(t) e riscriviamo le curve intermedie
come rg(t) = ro(t) + sd(t). Osserviamo che

Cry(t) = d(t), (2.15)

e quindi, indicando con r’, la derivata rispetto alla variabile ¢, abbiamo

0 / o/
STl = (1), (2.16)

I vettori in R? in queste identita si possono identificare con numeri complessi.
In tal modo ha senso l'integrale curvilineo

o(s) = / )z = / F(ra(6)) X (1) dt

introdotto nella Definizione . Dobbiamo provare che ¢(1) = ¢(0);
mostreremo (equivalentemente) che ¢ ¢ costante.

Ora per semplicita di notazione continuiamo ad identificare i vettori in R?
con numeri complessi e scriviamo zs(t) = rs(t) e w(t) = d(t). Allora

gzs(t) = w(t) e %z;

Derivando sotto il segno di integrale (grazie al Teorema ed applicando
i teoremi di derivazione del prodotto e di funzione composta (), da (R.15),

(1) = w'(t). (2.17)
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(R-16) e () otteniamo

2h/(f0%X)’()ﬁ—i/b( (f 0 2)(t) + (fon@)afgﬂ>dt

:/ f’(zs(t))% 2 dt+/ Flz(D) —z()dt
S OO / Fea®) i (8) dt

—/b(fozs.w)'(t)dt—fozs-w\z, (2.18)

dove i prodotti nell’ultima riga sono le consuete moltiplicazioni complesse.
Poiché le curve rj e r; sono omotope, si ha w(a) = d(a) =ri(a) —ro(a) =0,
ed analogamente w(b) = 0. Pertanto l'ultimo termine in (@) si annulla, e
I’enunciato & dimostrato. O

Corollario 2.4.8. L’indice di avvolgimento ¢ un invariante omotopico: se

ro e ry sono due curve chiuse omotope in un insieme A C C e z ¢ A, allora
Ind,, (w) = Ind,, (w).

Nota 2.4.9. 1l precedente corollario mostra che la nozione di insieme sempli-
cemente connesso presentata nella Definizione 1.29.5i in_termini dell’indice
di avvolgimento Ind,(w) (Definizione [1.29.34 e Sezione R.3) equivale a quella
espressa in termini di omotopia (Definizione @ O

~—

Corollario 2.4.10. (Teorema di Cauchy in dominii semplicemente
connessi.) Sia [ una funzione olomorfa in un aperto A, eccetto al pit su
un insieme finito di punti in cui ¢ almeno continua. Su ogni curva C* a
tratti (o assolutamente continua) r omotopa in A ad un punto si ha

RECE

In particolare, se A é semplicemente connesso (Definizione ), I’integrale
curvilineo di f si annulla su ogni curva chiusa C* a tratti (o assolutamente
continua,).
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Dimostrazione. Basta osservare che, se r ¢ omotopa ad_una curva costante
q(t) = 2o, in base al precedente Teorema di invarianza I'integrale vale

f: f(a(t)) d'(t) dt, che & nullo perché q'(t) = 0. 0
Chiaramente, possiamo riscrivere questo risultato come segue:

Corollario 2.4.11. Sia f una funzione olomorfa su un dominio A sempli-
cemente connesso, u,w € A e vy, Vo due curve C' a tratti (o assolutamente
continua) da v a w. Allora Uintegrale di f da uw a w é indipendente dal

PETCOTSO: f% fdz= f,ﬂ fdz.

Nota 2.4.12. Sia r una curva semplice chiusa in C, e consideriamo il suo
interno [ ed il suo esterno £, nel senso del Teorema di Jordan . Se
29 € E, allora r ¢ omotopa ad un punto in [ e I'integrando ﬁ dell’indice
di avvolgimento e ivi olomorfo, quindi, per il teorema di Cauchy (Corollario
), I'indice di avvolgimento intorno a zy € nullo. Invece, se zy € I, allora
Z_IZO ¢ olomorfo in I\ {2}, e r & omotopa in I\ {z} ad una circonferenza
intorno a zy percorso una volta in senso antiorario od in senso orario: pertanto
in questi due casi, per il Teorema di invarianza omotopica , I'indice di
avvolgimento vale rispettivamente 1 o —1. Nel primo caso diciamo che la
curva € orientata positivamente, nel secondo che ¢ orientata negativamente.

O

Notazione 2.4.13. D’ora in avanti, con curva o percorso intendiamo una
curva di classe C! a tratti (o anche solo assolutamente continua).

Un altro corollario del teorema di invarianza omotopica € cosi importante
che gli dedichiamo l'intera prossima Sezione.

2.5 Ricostruzione di funzioni olomorfe dai lo-
ro valori al bordo: la formula integrale di
Cauchy

Il prossimo risultato permette di ricostruire i valori di una funzione olomorfa
dentro un dominio semplicemente connesso tramoite un integrale curvilineo
dei suoi valori sul bordo. Il lettore che fosse interessato a questo risultato
solo su insiemi convessi puo ignorare la precedente trattazione dell’invarianza
omotopica e fare riferimento alla presentazione del teorema di Cauchy in tali
insiemi data nell’Appendice, Sezione .



254 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

Corollario 2.5.1. (Formula integrale di Cauchy in un insieme sem-
plicemente connesso.) Se A C C ¢é un aperto semplicemente connesso,
C una curva chiusa in A e f una funzione olomorfa su A, allora per ogni

z€ A\ C siha
f(w)

w—z

dw .

Tnde(2) f(2) = ﬁ /C

Dimostrazione. La funzione h definita su A da h(w) = % sew # z, e

h(z) = f'(2), & continua su A ed olomorfa in A\ {z}. Quindi [, h(w)dw =0
per il teorema di Cauchy (Corollario R.4.10), e

%M/C%dw—lndc(z)f(z):L./Ch(w)dw:()-

211

O

Corollario 2.5.2. (Formula di Cauchy per le derivate in un insieme
semplicemente connesso.) Nelle ipotesi del precedente Corollario ,
per ogni z € A e per ogni n > 0 la derivata n-sima di [ soddisfa l’identita

Inde(2) f™(2) = n /c _fw) dw (2.19)

C 270 Jo (w— 2)n

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n (se necessario si veda la
Sezione @ per riferimenti a questa tecnica di dimostrazione). Il caso n =0
e il precedente Corollario Se ora (R.19) vale per un dato n, allora,
derivando sotto il segno di integrale (in base al Teorema [1.23.1]), si ricava

Inde(2)f™(z) = n_' /C(n + 1)ﬂ dw

270 (w—2)nt2

che ¢ precisamente 'identita () per n + 1. O

Corollario 2.5.3. (Le funzioni olomorfe sono serie di potenze.) Per
ogni aperto A C C, le funzioni olomorfe su A sono sviluppabili in serie di
potenze ad ogni punto zy € A, convergente nel piu grande disco aperto con
centro zp contenuto in A.

Dimostrazione. Sia zyg € A e R > 0 tale che il disco aperto con centro zg
e raggio R sia contenuto nell’aperto A. Per ogni r < R sia C) la curva
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data dalla circonferenza con centro z, e raggio r, percorsa una volta in senso
antiorario. Per il precedente Corollario R.5.1 per ogni z tale che |z — zo| <7

si ha
/ f

(sinoti che basta applicare il teorema di Cauchy su dischi: una dimostrazione
diretta del teorema di Cauchy per questo ambiente semplice e nell’Appendice,
Sezione P2.16).
Ora possiamo applicare il Teorema , con X = [0,27], ¢(t) = e e du(t) =
f(o(t)) ¢'(t) dt e concludere che f e sviluppabile in serie di potenze con centro
in zy. I coefficienti dello sviluppo sono i coefficienti di Taylor di f (Corollario
ﬁ), che dipendono solo dai valori di f in intorni arbitrariamente piccoli
di 29, quindi non dipendono dalla scelta di r < R. Quindi si puo scegliere
r arbitrariamente vicino a R ottenendo sempre lo stesso sviluppo: quindi la
serie converge nell’intero disco aperto di raggio R. ad

Corollario 2.5.4. Le funzioni olomorfe su un aperto A C C sono tutte e
sole le funzioni sviluppabili in serie di Taylor con centro in ogni punto di
A (e raggio di convergenza dato dalla distanza dal centro di sviluppo alla
frontiera di A). Ogni funzione derivabile una volta in senso complesso in A
e derivabile infinite volte.

Dimostrazione. Dal precedente Corollario sappiamo che le funzioni
olomorfe sono sviluppabili in serie di potenze, quindi in serie di Taylor (Co-
rollario [L.6.1]). Viceversa, ogni funzione sviluppabile in serie di potenze con
centro in un punto ¢ derivabile infinite volte in quel punto (Teorema [1.4.9).

a

Lemma 2.5.5. Sia A C C un aperto convesso, e f una funzione olomorfa su
A. Allora esiste g olomorfa su A tale che ¢’ = f. Lo stesso risultato vale se

esiste un sottoinsieme finito ' C A tale che f é continua su A ed olomorfa
in A\ F.

Dimostrazione. Per ogni fissato a € A il segmento |a, z| che congiunge a con
un qualsiasi altro punto z di A giace in A, a causa della convessita. Allora
possiamo definire una funzione g su A in questo modo:
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Sempre per la convessita, per ogni altro punto zo € A il triangolo con vertici
a, z e zg giace in A. L’integrale di f lungo il perimetro di questo trian-
golo vale 0 per il teorema di Cauchy (Corollario R.4.10). Qui in realta il
teorema di Cauchy ci serve solo sui triangoli: in questo ambiente lo ripro-
veremo separatamente nell’Appendice, Sezione @ (Lemma ) Poiché
f[zmz] dw = z — zp, questo equivale, per z # zj, all'identita

9(2) — 9(z0) 1 /
LY )= [ @ S ae @20
Poiché f e continua in zg, per ogni € > esiste 6 > 0 tale che, se |w — zy| < 4,
si ha |f(w) — f(20)| < e. Quindi, per z — zp, il secondo membro di ()
tende a zero: pertanto ¢'(z9) = f(z0). La stessa asserzione nel caso in cui
f sia olomorfa solo in A\ F si dimostra nello stesso modo, grazie al fatto
che il teorema di Cauchy sul triangolo di vertici a, z e zy continua a valere
nell’ipotesi_che f sia continua ovunque ed olomorfa in A meno un punto
(Lemma E'16-1.)- O

11 seguente celebre risultato & un inverso del teorema di Cauchy (Corollario
E.él. 10).

Corollario 2.5.6. (Teorema di Morera.) Se A C C ¢ apertoe f : A— C
é continua e tale che [, f(z)dz = 0 per ogni percorso chiuso contenuto in A
(0 anche solo per il perimetro di ogni triangolo interamente contenuto in A),
allora f & olomorfa in A.

Dimostrazione. Poiché A e aperto, intorno ad ogni suo punto z 'insieme A
contiene un disco aperto D , che € convesso. In base al precedente Lemma
.5.5, esiste una funzione olomorfa g su D tale che ¢ = f. Osserviamo
che, per quanto illustrato nella dimostrazione del Lemma , qui basta
considerare curve la cui immagine sia il perimetro di un triangolo contenuto
in A e che contiene z.
Sappiamo dal Corollario che le derivate di funzioni olomorfe sono olo-
morfe: quindi f & olomorfa al generico punto z € A. a

Dai teoremi di Cauchy e di Morera segue questo sorprendente risultato di
rigidita per i limiti di funzioni olomorfe: la convergenza uniforme sui compatti
rispetta ’olomorfia.

Corollario 2.5.7. Se una successione f, di funzioni olomorfe in un aperto
A converge uniformemente sui compatti, allora il limite f & una funzione
olomorfa in A.
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Dimostrazione. 1l limite uniforme sui compatti ¢ continuo (Teorema ):
quindi possiamo integrarlo lungo le curve assolutamente continue (di solito
si riduce l'attenzione a curve di classe C! a tratti) nel senso della Definizione
1.29.30). Consideriamo una tale curva la cui immagine C' sia interamente
contenuta in un disco aperto contenuto in A. Per la convergenza uniforme si
puo passare al limite sotto il segno di integrale (Teorema 1.3.1%), e quindi
poiché il disco & convesso, segue dal teorema di Cauchy (Corollario R.4.10

che
/ f(z)dz = lim/ fa(2)dz=0
c el

(qui di nuovo basterebbe limitare 1’attenzione a curve triangolari ed applicare
il teorema di Cauchy su triangoli, Lemma P.16.1). In base al teorema di
Morera (ossia al precedente Corollario R.5.6), questo implica che il limite
f =lim, f, & olomorfo in A. O

~—

Lemma 2.5.8. Sia D C C un dominio aperto in C.

(1) Sia {h:} una famiglia di funzioni olomorfe in un dominio D C C
al variare di t in un intervallo [a,b] in R o piu in generale in un
pluriintervallo [a,b] in R™, tali che per ogni z € D la funzione H,(t) =
hi(z) appartenga a L'([a,b]) ed la derivata “Lh, sia continua su [a,b] x
D. Allora per ogm' misura p di Borel finita su |a,b] la funzione h(z) =
f---f[ab ht u(t) ¢ olomorfa e si puo derivare sotto il segno di

integrale: I'(z) = [-- f[a b hi(z) du(t).

(17) Lo stesso teorema di derivazione sotto il segno di integrale vale nelle
tpotest piu generali che la misura p su R o su R" sia solo sigma-
finita nel senso della Definizione |1.9.11, o piu precisamente finita sui
compatti, e la funzione H(t) = sup,cp he(2) appartenga a L'(|ul).

Dimostrazione. La prima parte € conseguenza immediata del Corollario
1.23.2. Per provare la seconda parte si consideri un plurirettangolo K = [a,b]
in R™ e siano h(z) = [o. he(2) dpu(t) =/ f[a . he(2) du(t): dalla pri-
ma parte sapplamo che hgi e olomorfa e si_puo derlvare sotto il segno di
integrale. D’altro lato, in base al Corollario [1.9 Si

e @< [ @O < [ Ol
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L’ultimo integrale tende a zero quando K invade R", grazie all’ipotesi fatta
su H. Quindi hx tende uniformemente a h quando K invade R", e pertan-
to anche h & olomorfa, grazie al precedente Corollario R.5.7. Per lo stesso
motivo h) converge uniformemente a ', e poiché per la prima parte di que-
sta dimostrazione sappiamo che R (z) = [ hi(z) du(t), lo stesso vale per la
funzione h. a

2.6 Zeri di funzioni olomorfe

Teorema 2.6.1. (Ordine degli zeri.) Sia A C C e f olomorfa su A.
Sia Z ={z € A: f(z) = 0} il luogo degli zeri di f. Allora o Z = A (cioé
f € identicamente nulla), oppure Z non ha punti di accumulazione in A
(Definizione ) ed ¢ un insieme finito o numerabile. In tal caso, per ogni
20 € Z, esiste un unico intero m > 0 (che dipende da zy) ed una funzione
olomorfa g su A tali che g(z9) # 0 e

f(z) = (2= 20)" g(2) (2.21)

per ogni z € A. L’intero m si chiama l'ordine dello zero di f al punto zy, e
chiaramente coincide con l’ordine di infinitesimo di f.

Dimostrazione. Sia W linsieme dei punti di accumulazione di Z. E chiaro
dalla continuita di f che W ¢ un sottoinsieme di Z. Per ogni 2, € W consi-
deriamo un disco B,(zy) C A di raggio r > 0. Sappiamo che f & sviluppabile
in serie di potenze con centro in zp: lo sviluppo f(z) = > 07 a, (2 — 2o)"
converge per ogni z € B,(zy) (Corollario ﬁj) La funzione f e identica-
mente nulla in B,.(z) se e solo se tutti i coefficienti a, sono nulli: in tal
caso zp € un punto interno di Z. SE questo non accade, consideriamo il
pit piccolo intero m tale che a,, # 0, e poniamo g(z) = (z — 20)"™ f(2)
per z € A\ {20}, e g(20) = as,. Questa funzione ¢ olomorfa in A\ {z}
perché ivi z — 2z non si annulla, e verifica g(z) = Y 7 j amin(z — 29)" per
ogni z € B,(z), perché 'ultima serie di potenze ha lo stesso raggio di con-
vergenza di f(z) = Y 0" a, (2 — 2)". Quindi g ¢ sviluppabile in serie di

otenze con centro in zg, e pertanto & olomorfa anche al punto z, (Corollario
@) Poiché ¢(zp) = a., # 0, la funzione g rimane non nulla in un intorno
di zp. Quindi 2y € un punto isolato: ma questo contraddice I'ipotesi che sia
un punto di accumulazione. Quindi tutti i punti di W sono punti interni, e
pertanto W e aperto. D’altra parte, ¢ chiaro dalla Definizione che se
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un punto v non ¢ di accumulazione per Z allora esiste un disco con centro
in v che non contiene punti di z, e quindi che consiste di punti che non sono
di accumulazione per Z: ma allora il complemento di W ¢ aperto, quindi W
¢ chiuso.

In tal modo si conclude che W ¢ allo stesso tempo aperto e chiuso, e quindi
che A & sconnesso, contrariamente all’ipotesi, a meno che non sia W = A
oppure W = (). Nel primo caso Z = A e f ¢ identicamente nulla; nel
secondo caso, per ogni compatto K l'intersezione W U K deve essere vuota
oppure finita (perché le successioni infinite in un compatto hanno un punto di
accumulazione, in virtu del Teorema di Bolzano—Weierstrass [1.9.G). D’altra
parte, C, e quindi A, & unione numerabile di compatti (basta considerare i
dischi chiusi con centro ad esempio l'origine e raggio intero positivo): quindi
W & unione numerabile di insiemi al piu finiti, e quindi ¢ un insieme al piu
numerabile. O

Corollario 2.6.2. (Unicita del prolungamento.) Se due funzioni olo-
morfe in un aperto connesso coincidono in un sottoinsieme che ha qualche
punto di accumulazione, allora coincidono dovunque.

2.7 Singolarita rimovibili e singolarita essen-
ziali

Definizione 2.7.1. Se A ¢ un aperto, f: A— C, zp € A e f & olomorfa in
A\ {20}, si dice che f ha una singolarita isolata al punto zy. Se ¢ possibile
definire f in 2y in modo tale da renderla olomorfa su tutto A si dice che la
singolarita ¢ rimouvibile. Se invece per ogni r > 0 I'immagine sotto f del disco
bucato B,zp\ {20} ¢ densa in C, allora si dice che zy ¢ un punto di singolarita
essenziale.

Lemma 2.7.2. Se A é un aperto e f : A+ C é olomorfa in A\ {z} e
limitata in un intorno di zy allora in zy la funzione f ha una singolarita
rimouvibile.

Dimostrazione. La funzione g : A — C definita da g(z) = (2 — 20)? f(2)
for z # zy and g(z) = 0 ¢ olomorfa in A\ {2z}, ed in z, il suo rapporto
incrementale vale (z — zg) f(2), che tende a 0 per z — 2 perché f ¢ limitata
in un intorno di zy. Quindi ¢ € olomorfa in A, ed in particolare sviluppabile
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in serie di potenze (Corollario ), ed ¢ infinitesima del secondo ordine
a zo. Quindi il suo sviluppo in serie di Taylor a z, si scrive cosi: g(z) =
> oo o an(z — 29)" 2. Ora, per ogni z # 2o in un disco aperto di centro z, si
ha f(z) = D> 07 an(z — 20)", e questa identita vale anche in z, se poniamo
f(z0) = ag. Quindi f & sviluppabile in serie di Taylor convergente in un
intorno di 2, e pertanto olomorfa anche in zy (Corollario ) O

Teorema 2.7.3. (Classificazione delle singolarita.) Se A C C ¢ un
aperto, zg € A e f: A C é olomorfa in A\ zy, allora vale una ed una sola
delle sequenti tre proprieta:

(1) zo € un punto di singolarita rimovibile per f (in particolare, in questo
caso si ha |f(2)| = oo se z = z);

(1) esistono ai,..., ay € C, con a; # 0, tali che f(2) — > 7, (Z_a—éo)j ha
una singolarita rimovibile in zy;

(1ii) zo € un punto di singolaritd essenziale.

Dimostrazione. In base alla Definizione , se zg non ¢ un punto di singo-
larita essenziale, devono esistere r > 0, ¢ > 0 e w € C tali che |f(2) —w| > ¢
se 0 < |z — 29| < r. In tal caso, la funzione g(z) = ﬂz)%w ¢ olomorfa nel
disco bucato 0 < |z — zp| < r; poich¢ in tale dominio si ha anche |g(z)| < 1,
g € olomorfa anche in zy per il precedente Teorema P.7.2. Ora, consideriamo
i due casi g(z9) = 0 e g(29) # 0. Nel primo caso, per la continuita, g rimane
non nulla in un intorno del punto 2y, e quindi esistono una costante M > 0 ed
un disco chiuso centrato in zj tale che per ogni z in esso si ha g(z) > M (per
’esistenza dei minimi di funzioni continue sui compatti: si veda la Sezione

). Allora in questo disco si ha |f(z) — w| < 57, € quindi|[f(z) < |w| 4+ 5
ossia f ¢ ivi limitata. Pertanto, per il precedente Teorema P.7.2, f ¢ olomorfa
anche in zy e questo punto costituisce una singolarita rimovibile. Abbiamo
provato ().

Consideriamo ora il secondo caso, g(z9) = 0._Sia m > 0 Pordine di zero
di g a zg, definito nell’enunciato del Teorema R.6.1: per quel Teorema ora
si ha g(z) = (2 — 20)™ h(z) per ogni z nel disco |z — zy| < r, dove h ¢ una
funzione olomorfa in questo disco tale che h(zp) # 0. Questa funzione h non
si annulla neppurev nel resto del disco, perché non vi si annulla g per il modo
in cui ¢ stata definita. Allora il suo reciproco k = fraclh ¢ olomorfo e mai
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nullo in questo disco; la funzione k verifica

B(z) = ﬁ = (2 — )" (f(2) — w). (2.22)

e quindi si ha f(z) —w = (2 — 29) 7™ k(z). Poiché k ¢ olomorfa nel disco,
essa si sviluppa in serie uniformemente convergente k(z) = > - a, (z—20)".
Sostituendo questo sviluppo in (R.22) otteniamo (7). O

Corollario 2.7.4. Se una funzione f € olomorfa in un disco aperto D ma
in nessun disco piu grande con lo stesso centro, allora f ha un punto di
singolarita non rimovibile sulla frontiera di D.

Dimostrazione. L’enunciato segue immediatamente dal Corollario
O

2.8 Crescita di funzioni olomorfe

Definizione 2.8.1. (Funzioni intere.) Una funzione olomorfa su tutto C
si dice intera.

Teorema 2.8.2. (Liouwville.) Una funzione intera limitata é costante.

Dimostrazione. Sia f una funzione intera: allora essa e sviluppabile in serie
di potenze su tutto il piano complesso. Consideriamo il suo sviluppo con
centro, ad esempio, in 2y = 0: lo sviluppo converge uniformemente su tutto C
(Corollario R.5.3): f(z) = Y .~ an, 2". Lasciamo variare z sulla circonferenza
di raggio r fissato: lo sviluppo si scrive come

f(re?y = Z ap ™ e’ (2.23)
n=0

Questa serie e uniformemente convergente, e quindi I'integrale che rappresen-
ta i coefficienti di Fourier della sua somma f(re?) commuta con la somma.
Grazie all’ortogonalita degli esponenziali complessi € il coefficiente di Fou-
rier n-simo della funzione f, () = f(re') & precisamente a,, r™: quindi la serie
in (@) ¢ nient’altro che la serie di Fourier di f,. Dalla disuguaglianza di
Bessel (Corollario (m)) ora segue

S Janl? 2 = 1A < A% - (2.24)
n=0
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Ora, se f e limitata, la serie in questa identita e limitata: ma le sue somme
parziali crescono in maniera illimitata al crescere di r, e quindi la limitatezza
si puo avere solo se a,, = 0 per tutti gli n > 0. Pertanto f(z) = ay per ogni
z: f e costante. a

Corollario 2.8.3. (Teorema del massimo modulo, o principio del
massimo.) Sia f una funzione olomorfa in un aperto A C C. Per ogni
z € A er >0 tali che il disco con centro z e raggio r sia contenuto in
A, il punto di massimo di |f| su questo disco si trova sulla sua frontiera, o
equivalentemente

[F()] < max [ f(z 4 re]

Si ha l'uguaglianza per qualche z e per qualche r > 0 se e solo se [ é costante
su tutto A.

Di consequenza, se f & olomorfa in un aperto D e continua in D, il massimo
del modulo di f viene raggiunto unicamente sulla frontiera di questo aperto:

[ llzoey = 1 F ey € [[fllzoer by < [ llz(py:

Dimostrazione. Se vale | f(z + re)| < |f(z)| per ogni 0 < 6 < 2, allora,
grazie alla disuguaglianza di Bessel analogamente a (2.24), si ha

o0

D lanl* P < () = Jaol* -

n=0

Lo stesso argomento della dimostrazione del Teorema di Liouville ora
mostra che a,, = 0 per ogni n > 0, ossia che f e costante. L’ultima asserzione
dell’enunciato ¢ una conseguenza diretta di questo fatto. a

Corollario 2.8.4. (Teorema fondamentale dell’algebra.) Ogni polino-
mio di grado n a coefficienti complessi, P(z) = >_,_,ax 2*, ha esattamente
n radici, contate con la loro molteplicita (ossia il loro ordine di zero definito
nell’enunciato del Teorema |2.6.1).

Dimostrazione. Per induzione sul grado n, ¢ sufficiente provare che il poli-
nomio P ha una radice, ossia si puo scrivere come P(z) = (z — 21) Q(z) per
qualche z; € C. Rinormalizzando, possiamo limitarci a polinomi del tipo
P(z) =00 a 2% + 2"
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Se r e abbastanza grande si ha

n—1
r" > E |akrk‘
k=0

perché il termine di grado massimo cresce piu velocemente degli altri. Ne
segue che, per questi valori di r e per 0 < 6 < 27 si ha

n—1 n—1
[Pre®)] = 5" =3 Jawrt| =07 =3 larr*] + Jaol > 1£(0)] -
k=1 k=0
Quindi, se P non ha zeri, il suo reciproco f = % e una funzione intera che
verifica | f(0)] > | f(re™)| per tutti i 6 e per r sufficientemente grande: questo
contraddice il Teorema del Massimo Modulo (Corollario R.8.3). O

Corollario 2.8.5. (Stime di Cauchy.) Se f ¢é olomorfa nel disco di centro
2o € raggio v > 0, ed il suo modulo e ivi limitato da una costante M, allora
per ogni n > 0 la derivata n-sima verifica la stima

Dimostrazione. Segue immediatamente dall’identita () che i coefficienti

(n) : : . ~ .
a, = fn—EZO) dello sviluppo di Taylor di f.(6) = f(re?) con centro in 2,
verificano |a,, 7| < M per ogni 0 < r < R. Prendendo l'estremo superiore
rispetto a r si ottiene ’enunciato. O

Corollario 2.8.6. Se f ¢é intera e |f(2)] < C (1 + |2|*) per qualche o < 1,
allora f € costante.

Dimostrazione. Poiché |f(Re")| < C' (1 + R*) < C' R* per qualche costante
(', facendo tendere R a infinito nelle stime di Cauchy del precedente Corol-
lario P.8.5 si ottiene che tutte le derivate di f sono nulle in z = 0, e quindi il
suo sviluppo di Taylor consiste solo del termine costante. a

Da queste stime si deduce il seguente altro sorprendente risultato di rigidi-
ta, relativo alle proprieta di convergenza di funzioni olomorfe: la convergenza
uniforme sui compatti di funzioni olomorfe equivale alla convergenza in C'*°
(Definizione )
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Corollario 2.8.7. Se una successione f,, di funzioni olomorfe in un aperto
A converge uniformemente sui compatti, allora per ogni k la successione
fy(Lk) delle derivate k-sime converge uniformemente sui compatti alla derivata
k-sima del limite, f®.

Dimostrazione. Sappiamo gia (Corollario ) che il limite f = lim, f,
esiste ed ¢ olomorfo in A. E sufficiente provare 'enunciato per la derivata
prima: applicandolo poi iterativamente lo si trasorta ad una derivata qualsia-
si. Per ogni z € A, consideriamo la distanza d(z,0A di z dalla frontiera 0A
(se A = C allora questa distanza ¢ infinita). Osserviamo che tale distanza e
una funzione continua (Nota ): quindi su ogni compatto K interamente
contenuto in A essa ammette minimo, necessariamente strettamente positi-
vo: d(K,0A = min,cx d(z,0A) > 0. Quindi, per ogni raggio r < d(K,0A),
il disco chiuso B, (z) con centro z € K e raggio r ¢ interamente contenuto in
A. L’unione di questi dischi ¢ un compatto che indichiamo con U. Quindi
su U si ha convergenza uniforme: lim,, || f, — f||zec@) = 0. Per ogni z € K
applicando nel disco B,(z) la stima di Cauchy del precedente Corollario
otteniamo

[fa(2) = F ) < M fa = fllze@w) = 0,

da cui la convergenza uniforme delle derivate. O

2.9 Lo sviluppo di Laurent in una corona cir-
colare

Sia f una funzione olomorfa nel disco Bgr(zp) con centro in 2y e raggio R.
Allora f e sviluppabile in serie di potenze convergente in tale disco: se |z —
zo] < Rsiha f(z) =) 2 cn(z— 20)" per_opportuni ¢, € C. Se R = o0
allora f ¢ una funzione intera (Definizione

Per semplicita, per il momento scegliamo 2z, = 0. La sostituzione z %
trasforma f nella funzione ﬁ) = f (%) Per la regola di derivazione di
funzione composta (Sezione [L.1)), g ¢ olomorfa nell’anello {z : |z| > £}, ed
ammette il seguente sviluppo in serie:
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Ora, se consideriamo un’altra funzione h, olomorfa nel disco Bg/(0) con R’ <
R, ossia ivi sviluppabile come h(z) = > d, 2", la somma u = g + h
soddisfa u(z) = 0" a,z" nell’anello {5 < |z| < R'}, dove a, = c_, se
n<0ea,=d,sen>0;sen =0 possiamo assumere ¢y = 0 e ag = d.

. . . _ o0 n : .
Notazione 2.9.1. Una serie doppia u(z) = >~ _ a,2" in cui le somme
sugli indici positivi e su quelli negativi convergono separatamente si chiama
serie di Laurent di f.

Abbiamo quindi provato:

Corollario 2.9.2. Siano R’ e R, rispettivamente, i raggi di convergenza
delle serie di potenze Y " a,z" e > = a,z". Se % < R' la serie doppia
> o anz™ converge ad una funzione olomorfa nell’anello {+ < |z| < R'}.

n=—oo

Risultati analoghi si ottengono per funzioni sviluppabili in dischi con centro
in zgp # 0: in tal caso, invece che g(z) = f (%), occore traslare l'origine al

1
Z—20

punto zp, ossia scegliere g(z) = f
Viceversa:

Teorema 2.9.3. (Sviluppo di Laurent.) Se 0 < ro <ry e f ¢ olomorfa
nell’anello A ={z : 1y < |z — 2| <11}, allora f si spezza in A come somma
f = fo+ fi, dove la parte principale fy e la parte regolare f; sono definite
da

folz) =3 (z = 20)" (2.25)

f(z) =D ez —2)" (2.26)

e le due serie convergono separatamente in A in maniera uniforme (la serie di
fo converge nel disco B, (zy); la serie di fi converge nel complemento del disco
chiuso By, (20). I coefficienti dello sviluppo sono univocamente determinati

dalle identita .
o = L / @, (2.27)
c

21 Jo (2 — 20)" Tt

dove C ¢ una curva semplice chiusa che percorre in senso antiorario una
circonferenza con centro zy contenuta nell’anello A (cioé tale che il suo raggio
r verifica ro < r < r1) (od equivalentemente una curva omotopicamente
equivalente a questa).
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Dimostrazione. Per ogni z € A, la funzione h definita su A da h(w) =
% se w # z, e h(z) = f'(z), & continua su A ed olomorfa in A\ {z}.
Quindi Vintegrale H, = [, h(w)dw = 0 & indipendente da r (con ry < r <
r1), per il teorema di invarianza omotopica (Teorema P.4.7) (qui le curve C,
sono linearmente omotope sotto I’omotopia data dalla dilatazione con centro

2p). In particolare, Hy = Hi: questa uguaglianza si riscrive come

f(2) (/c wl—zdw_/c wl_zdw): g w(iu)zdw— g w(iuldw

(2.28)
D’altra parte, 2+m Jo wl_z dw = Inde(z) € 'indice di avvolgimento del percorso
C'intorno a z (Definizione [1.29.34)). Nel nostro caso, z € esterno a Cj, quindi
