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Prefazione

I primi passi che portarono alla redazione di questo libro furono intrapresi
nel 2001 per le esigenze di un insegnamento del secondo anno di Analisi
Armonica presso un Corso di Laurea sulle basi scientifiche, in particolare
matematiche, della comunicazione multimediale che era recentemente stato
istituito presso l’Università di Roma “Tor Vergata” e che allora si chiamava
“Scienza dei Media e della Comunicazione”. La opportunità di introdurre
l’analisi di Fourier in qualsiasi corso di studi a base matematica non richiede
spiegazioni. Peraltro, gli studenti di quello specifico Corso di Laurea erano
molto più interessati alla comunicazione multimediale che non alla matema-
tica, e per questo tentammo di fornirgli ulteriore motivazione inserendo nel
programma dell’insegnamento di Analisi Armonica una applicazione concreta
di loro interesse, cruciale per la ricostruzione nel tempo di segnali noti solo
su una successione equispaziata discreta di campioni: il teorema del campio-
namento di Shannon. L’approccio rigoroso a tale risultato necessita solo di
un fatto classico dell’analisi di Fourier, la formula di somma di Poisson: però
la sua visualizzazione precisa, la sua collocazione naturale nell’ambito della
teoria di Fourier e lo studio dell’errore nel caso in cui le condizioni del teo-
rema siano solo approssimate richiedono di visualizzare i segnali campionati
come distribuzioni discrete. Poiché uno degli obiettivi del processo formativo
era la trattazione matematica rigorosa ed esauriente, questo portava ad un
ampliamento notevole del programma abituale di analisi di Fourier. D’al-
tra parte, la necessità imprescindibile di trattare le serie di Fourier portava
inevitabilmente anche ad esporre gli spazi di Hilbert, ed era opportuno da-
re almeno un cenno sulla trasformata rapida di Fourier e la trasformata di
Fourier discreta. Divenne subito chiaro che il numero di libri di testo da sug-
gerire, e la quantità di incisi e divagazioni necessarie a visualizzare concetti
così sofisticati in un insegnamento del secondo anno, eccedeva le capacità di
sintesi degli studenti: era pertanto necessario redigere le note del corso sotto

xiii
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forma di un libro unitario.
In quel periodo, si tentò anche di fornire agli studenti libri di testo per tutti

i corsi, disponibili gratuitamente online, ed aggiornabili di lezione in lezione
sulla base dei risultati didattici. Come buona norma per corsi inerenti la mul-
timedialità, questi libri di testo dovevano essere navigabili, ossia dovevano
avere almeno la struttura di un ipertesto con link interni per spostarsi da un
argomento a quelli logicamente collegati. Pertanto questo libro è redatto come
documento in formato pdf, dove tutti i riferimenti matematici numerati (teo-
remi, proposizioni, lemmi, corollari, definizioni, esempi, esercizi, riferimenti
bibliografici, riferimenti a capitoli e così via) sono connessioni di ipertesto.
Sottolineamo, come cautela per il lettore, che questo è l’intendimento del li-
bro: offrire a studenti generalmente con scarse basi e scarsa memoria dei
preliminari matematici la possibilità di rintracciare immediatamente, con un
clic del mouse, ciascuno dei risultati citati. Naturalmente, ciò implica che
ogni risultato che viene utilizzato viene citato esplicitamente: questo è assai
fasdtidioso per il lettore anche solo parzialmente esperto, che vede l’esposizio-
ne rallentata da continui riferimenti espliciti a fatti perfettamente noti, come
ad esempio il teorema fondamentale del calcolo o la definizione di funzione
caratteristica: ma è utile per gli studenti più deboli, per le cui esigenze il libro
fu inizialmente concepito. Inevitabilmente, un lettore non alle prime armi
troverà la presentazione troppo prolissa: ma d’altra parte, la trattazione è
ormai molto ampia, ed è imprescindibile che i lettori non perdano i contat-
ti con i riferimenti interni. Un’altra conseguenza fastidiosa di questo stile
espositivo è il fatto che ogni commento è formulato come Nota separata e
numerata, invece che come osservazione discorsiva incidentale.

Il nucleo originale del libro consisteva dei Capitoli 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14, 15, ma in forma assai più concisa. A poco a poco questi capitoli si
arricchirono di nuove sezioni o argomenti, ad esempio esercizi svolti assegnati
in classe od agli esami. In realtà, il Capitolo 12 è in parte di per sé stesso un
esercizio: la sua Appendice 12.4 (e precisamente l’Esempio ?? ed il Teorema
12.3.7) è un elaborato e difficile esercizio sull’approssimazione uniforme ed
in S. Questo argomento è esposto solo per stimolare l’intuito dei lettori su
questi argomenti invece che il ricorso a metodi più astratti come la formula
di somma di Poisson, ma è esposto non in modo completo: il lettore non
fortemente motivato è invitato ad astenersene.

Visto che il libro si stava evolvendo verso un’opera con riferimenti (in-
terni o esterni) ai preliminari necessari, cercai di incorporarvi alcuni di tali
preliminari sui quali spesso si sorvolava negli insegnamenti precedenti: solo
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cenni alle basi concettuali del Calcolo, ovviamente, ma un trattamento un
pochino più approfondito, sebbene non esauriente, di argomenti più avan-
zati di Calcolo e di Analisi Reale: convergenza uniforme, serie di potenze,
uniforme continuità, calcolo in più variabili, integrali dipendenti da un para-
metro, integrali curvilinei, forme differenziali, misura di Lebesgue, spazi Lp,
teorema di Fubini, funzioni di variazione limitata ed assolutamente continue
e generalizzazioni del teorema fondamentale del Calcolo. Questi argomenti
sono esposti nel Capitolo preliminare 1, che, a parte l’eccezione già citata
del Capitolo 12, è l’unico nel quale alcune dimostrazioni non sono completa-
mente sviluppate, e su dettagli talvolta delicati si sorvola, o vengono aggirati
a spese del rigore.
In effetti, i contenuti di questo Capitolo coprono gran parte dei corsi pre-
liminari di Analisi del primo e secondo anno, ma sono stati progettati più
per coprire lacune che come libro di testo. Alcuni punti specifici sono stati
relegati ad appendici. Gli argomenti elementari del Calcolo non sono stati
ridimostrati, ma sono stati enunciati nella Sezione iniziale 1.1, che quindi
viene citata frequentemente: però il lettore con sufficiente competenza per
capire questo libro non dovrebbe averne bisogno, e quindi il suo eventuale
ricorso a questi link ai preliminari della prima Sezione è un indizio di ina-
deguatezza sul quale dovrebbe riflettere e trarre le debite conseguenze. Esigui
cenni minimali di Analisi Funzionale, necessari solo per problemi specifici
piú avanzati su convergenza o divergenza di serie di Fourier e sulla nozione
di convergenza nello spazio delle distribuzioni temperate, sono succintamente
trattati nel Capitolo 3. La parte preliminare è completata da una esposizione
sull’analisi complessa in una variabile (Capitolo 2) e sull’Analisi Funzionale
(Capitolo 3), che non sono necessari per il Corso di Laurea in “Scienza e
Tecnologia per i Media”, ma potrebbero essere usati al Corso di Laurea Magi-
strale in “Matematica” come testi di insegnamenti elementari ma abbastanza
esaurienti su questi temi (manca però lo studio delle mappe conformi e la
dimostrazione del teorema di Picard).
Ulteriori approfondimenti sulla convergenza di serie di Fourier sono inclusi
nel Capitolo 7: essi includono una dimostrazione molto più semplice del teo-
rema di convergenza puntuale di serie di Fourier, dovuta a Chernoff (sulla
quale sono grato ad Alessandro Figà-Talamanca di aver richiamato la mia
attenzione, mettendomi anche a disposizione le sue note [12]), i criteri di con-
vergenza più avanzati di Dini e Jordan, la convergenza delle serie di Fourier
in Lp per 1 < p < ∞ (e quindi il teorema massimale di Hardy–Littlewood),
la divergenza di serie di Fourier in L1 e L∞ ed esempi di serie di Fourier di
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funzioni continue divergenti in un punto, o divergenti in insiemi di misura
zero più vasti. Una Sezione è dedicata alla funzione coniugata, ed in essa
trova spazio il teorema di rappresentazione integrale di Poisson di funzioni
armoniche in un disco a partire dai loro valori al bordo in L1, ed il prin-
cipio del massimo. Tutti questi argomenti non sono qui introdotti in vista
di applicazioni della matematica ad altre scienze, ma sono stimolanti per un
matematico interessato agli aspetti profondi dell’analisi di Fourier. A parte
la Sezione iniziale 7.2, lo stile di questo Capitolo, che tratta argomenti più
sofisticati, è orientato a lettori più maturi. Ovviamente, tale Capitolo richie-
de qualche cenno di Analisi Funzionale, e proprio per questo è stato scritto il
Capitolo 3, inizialmente come compendio di tali conoscenze elementari, ma
che si è poi sviluppato in una trattazione abbastanza esauriente. Proprio per
rendere possibile tale trattazione, nel Capitolo 1 sono state aggiunte parti re-
lative alla topologia (assiomi di separazione, proprietà degli spazi topologici,
Lemma di Urysohn e Teorema di estensione di Tietze (Sezione 1.10), e le
loro conseguenze naturali, i teoremi di Egoroff e di Lusin sulla approssima-
bilità di funzioni misurabili (Sezione 1.14). Questi argomenti sevono solo
come premessa ad alcuni aspetti dell’Analisi Funzionale e come completa-
mento su alcune questioni di densità nelle inclusioni fra spazi di funzioni.
Per rammentarne la non indispensabilità i titoli di queste Sezioni sono stati
contrassegnati con un asterisco.
Un caso emblematico è la ripetizione di argomenti pressoché identici in Ca-
pitoli diversi, al fine di permetterne la lettura anche a coloro che non fossero
interessati a leggere il Capitolo 3 sull’Analisi Funzionale. Questo succede, ad
esempio, con la completezza di Lp e `p, che era stata inizialmente esposta per
p ⩾ 1 nel Capitolo 1 sull’Analisi Reale mediante il Teorema di Riesz-Fischer
1.16.26, e poi ripresa in maniera più diretta nel Capitolo 4 sugli Spazi di Hil-
bert per presentare enunciati ed esercizi soprattutto nel caso p = 2. Questo
argomento è stato poi riutilizzato nella Sottosezione 3.23.1 per evidenziare al-
cune proprietà insolite dei funzionali lineari sugli spazi Lp e `p con 0 < p < 1,
e questo ha richiesto di rielaborare il Capitolo 1 per estendere a tale range
insolito di valori di p i risultati precedentemente esposti per p ⩾ 1: ci scu-
siamo con i lettori non interessati se questo crea qualche piccolo disagio, e li
invitiamo a saltare le parti contrassegnate con asterisco.
Ma un caso più paradossale di ripetizione si ha per l’esposizione della dualità
per spazi Lp ed altri spazi di Banach, presentata nella Sezione 1.19 del Capi-
tolo iniziale e riassunta nella Sezione 11.3 del capitolo sulle distribuzioni, al
fine di agevolarne la comprensione a coloro che non avessere letto con cura il
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capitolo iniziale, ma naturalmente riesposta con maggiore profondità in tutto
l’arco del Capitolo 3 sull’Analisi Funzionale: alcuni enunciati e dimostrazio-
ni sono proprio triplicati!
Anche una parte del Capitolo 6, e precisamente alcuni risultati più avanzati
dovuti a Lebesgue ed a Fatou sulla convergenza dei convolutori definiti dai
nuclei di Féjèr e di Poisson (Sezione 6.2), è rivolta a lettori più maturi,
esclusivamente matematici, e non è mirata ad applicazioni (questi risultati,
comunque, sono qui esposti per completezza, e non vengono mai ripresi nel
seguito: per far presente questo fatto li abbiamo contrassegnati con dppio
asterisco).
Non sono stati inclusi argomenti di Algebra Lineare e Geometria (aparte
gli spazi di Hilbert) perché essi sono contenuti nel libro online [19] scritto
parallelamente a questo.

A questo punto, la tentazione di includere anche argomenti degli inse-
gnamenti matematici del Corso di Laurea successivi all’analisi di Fourier era
molto forte: questo avrebbe permesso di creare una sorta di libro di testo
matematico unico, ossia di collegare tutti gli argomenti matematici dell’inte-
ro processo formativo in maniera facilmente navigabile, e sviluppati con una
notazione coerente. Ho omesso gli argomenti dell’insegnamento di base di
Analisi Numerica, ma ho incluso quelli di wavelets, incorporando, nei capi-
toli 21, 22, 23 e 24, le note redatte per il proprio insegnamento da Sandra
Saliani, a cui esprimo la mia gratitudine. Al momento, per questi capitoli la
revisione della notazione e la predisposizione dei links di ipertesto è appena
cominciata: ce ne scusiamo con i lettori.
Naturalmente, in questo modo quest’opera si avviava a diventare un trattato
più che un libro. Diventava importante renderla esauriente, nei limiti delle
mie conoscenze, che sono assai limitate nei settori numerici: ma le applica-
zioni numeriche sono imprescindibili in un processo formativo inizialmente
pensato per le applicazioni della matematica al trattamento di segnali acusti-
ci, video e più in generale multimediali. Un tema importante e naturale era
quello degli errori numerici nel calcolo della FFT e della DFT, presentato
nel Capitolo 16. Alcuni ulteriori argomenti furono originati dalla direzione
di tesi di ricerca, ad esempio sulla trasformata di Fourier a finestre e la
deconvoluzione, e sono ora inclusi nel Capitolo 17, che contiene un link ad
un segnale acustico il quale, ovviamente, è fruibile solo nella versione online
del libro, ma non in una eventuale versione stampata. Sono grato a Raffaele
Presciutti ed a Stefano Daino per aver messo a mia disposizione la propria
competenza in merito a questi argomenti. Nessuno di questi argomenti è
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trattato nel Corso di Laurea in “Scienze e Tecnologie per i Media” (il nome
attuale del precedente “Scienza dei Media e della Comunicazione”), o, per
quanto mi consta, in altri corsi di studio in Italia.
C’è un intero altro settore, legato sia all’analisi di Fourier sia al trattamen-
to dei segnali, che si basa sull’analisi complessa. L’ambizioso obiettivo di
presentarlo si è sviluppato nei Capitoli 18 (trasformata di Laplace), 19 (tra-
sformata zeta) e 20 (applicazioni della trasformata zeta ai sistemi a tempo
discreto ed al filtraggio di segnali discreti). La analoga trattazione delle appli-
cazioni della trasformata di Laplace alla risoluzione di equazioni differenziali
lineari ordinarie non è stata intrapresa, e forse lo sarà in futuro. Anche que-
sti argomenti non sono trattati nell’ambito del Corso di Laurea in “Scienze
e Tecnologie per i Media”.
In effetti, le prime due Parti di quest’opera vertono su temi generali, spesso
non applicati, e la terza tratta temi generali che preludono ad applicazioni
(con la notevole eccezione del Capitolo 7 sugli approfondimenti sulle serie di
Fourier, che tratta di temi classici fortemente legati all’analisi funzionale e
non appare in alcun modo appicabile, ma non poteva essere inserito nella pri-
ma Parte perché richiede la conoscenza di serie e tyrasformata di Fourier).
Da questo punto in poi lo spirito cambia: le ultime tre Parti si indirizzano
soprattutto a tematiche numerico-applicative (con la parziale eccezione del
capitolo sulla trasformata di Laplace). Per il momento, però, la sesta parte,
ossia la trattazione di un argomento di valenza naturalmente applicativa co-
me le wavelets, è stata mantenuta nelle linee di una trattazione puramente
analitica e non numerica.

Un’opera così vasta, ma pur sempre mirata alla didattica elementare per
studenti di media qualità, inevitabilmente deve molto alle fonti bibliografiche:
i contributi originali in questo libro spesso si limitano alla rielaborazione di
argomenti già presenti in letteratura, ed a volte solo alla realizzazione di note
esplicative e dei moltissimi riferimenti incrociati. Colgo questa opportunità
per elencare con gratitudine quelle fra le fonti bibliografiche che mi sono state
più utili o mi hanno ispirato di più: [10], [14], [18], [22], [23]; per le parti
preliminari più elementari, desidero citare anche [1], [5].

Da questo resoconto dovrebbe essere ormai chiaro che quest’opera non
vuole essere una esposizione compiuta e finita, bensì un lavoro in corso,
in evoluzione, da ampliare, approfondire e correggere dopo ogni lezione, o
comunque frequentemente (questa è infatti un’altra ragione, oltre alla navi-
gabilità dell’ipertesto, per mantenerla nella versione online). Ad esempio,
nuovi capitoli o sezioni sono in preparazione. Alla data odierna, i prossimi
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dovrebbero riguardare una trattazione più esauriente (ma forzatamente molto
incompleta) dei filtri digitali, ad esempio la loro realizzazione come reticoli
o grafi, i filtri di fase minima e l’invertibilità e la fattorizzazione spettrale,
ed una trattazione della compressione di immagini tramite wavelets. Ai pre-
liminari di Calcolo verranno aggiunti gli integrali di superficie ed il teorema
della divergenza e del rotore.
Manca un indice analitico, per ora. Sarebbe molto utile in un libro di questa
mole, anche se il formato di ipertesto permette di sostituirlo con gli stru-
menti di ricerca del computer. Poiché i tag di riferimento all’indice analitico
non son stati inseriti nel corso della stesura in TeX, farlo a posteriori è un
compito molto laborioso e tedioso... ma, col tempo, spero che verrà fatto.

Pertanto, anche questa prefazione è un lavoro in corso. Il quadro sinottico
delle propedeuticità fra i capitoli, alla data odierna è nella prossima pagina.
Frecce tratteggiate indicano propedeuticità facilmente evitabili con una lieve
riscrittura del testo: elenchiamone i casi più tipici. Una prima, banale frec-
cia tratteggiata è legata al fatto che, per studiare l’analisi funzionale su spazi
di Banach, occorre ricordarsi cosa sia la completezza, e quindi le successioni
di Cauchy. Una freccia tratteggiata più significativa è dovuta al fatto che gli
operatori lineari invarianti nel tempo siano convolutori e che la loro limi-
tatezza su L∞ equivalga alla appartenenza a L1 del nucleo di convoluzione,
spiegato nel Capitolo 17 ed utilizzato anche nel capitolo 20; un’altra ha a che
fare con la formula per i coefficienti dello sviluppo di Laurent, ricavata nel
Capitolo 2 ed utilizzata anche nel Capitolo 19; questi fatti sono richiamati
(ed in un caso brevemente ridimostrati) laddove vengono utilizzati. A volte
invece si tratta di argomenti propedeutici delicati, come il teorema di unifor-
me limitatezza e nel teorema di Banach-Alaoglu sulla compattezza debole∗ del
Capitolo 3, utilizzati pesantemente per la divergenza di serie di Fourier nel
Capitolo 7, ma anche, per breve cenno, nel Capitolo 11 per chiarire la no-
zione di convergenza nello spazio delle distribuzioni temperate: in effetti qui
vengono rienunciati succintamente, senza dimostrazione, il che è sufficiente
per il tipico studente che legge questo libro. Ancora minore è l’utilizzazione
del teorema di categoria di Baire, limitata ad un cenno sugli insiemi di di-
vergenza delle serie di Fourier. Pertanto, non è indispensabile per il lettore
seguire il flusso delle frecce tratteggiate.
A questo proposito, osserviamo anche che vari risultati più profondi, ed un
intero capitolo (il Capitolo 7), sono esposti per completezza culturale ma
non vengono ripresi nel seguito. Quando questo accade, i singoli enuncia-
ti o una intera sottosezione o sezione, o in un caso l’intero capitolo sono
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contrassegnati con una stelletta.
Anche la terminologia ha a volte un carattere provvisorio, legato a con-

venienze didattiche momentanee. Un esempio emblematico è la scelta del
periodo delle funzioni periodiche da sviluppare in serie di Fourier: nei Capi-
toli 5 (sviluppi in serie di Fourier) e 7 (approfondimenti sulla convergenza
di serie di Fourier), e nella Sezione 6.2 (nuclei di Féjèr e di Poisson), vie-
ne scelto, per motivi storici, il periodo 2π, e quindi i coefficienti di Fourier
prendono la forma f̂(n) = 1

2π

∫ π
−π f(t) e

−int dt. Invece negli altri Capitoli,
dove il paragone fra il caso di funzioni periodiche e quello di funzioni in
L1(R) è a volte più stringente e si vogliono avere identiche costanti di nor-
malizzazione, scegliamo il periodo 1 ed i coefficienti di Fourier diventano
f̂(n) =

∫ 1
2

− 1
2

f(t) e−2πint dt. È auspicabile che anche questa anomalia venga
prima o poi corretta, con il mantenere periodo 2π (ed esponenziali eint) in
tutta la trattazione.

Ringrazio vari colleghi che hanno contribuito allo sviluppo di quest’opera:
Andrea Pagano per la stesura in TEXdei capitoli del nucleo originario (circa
un terzo della mole attuale: un compito già molto laborioso), Federica An-
dreano per la prima revisione di quei capitoli, ed Enrico Valdinoci e Francesco
Fidaleo per la segnalazione di vari errori e suggerimenti e consigli per alcune
estensioni.

Massimo Picardello Roma, luglio 2010
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Capitolo 1

Appofondimenti di calcolo
differenziale ed integrale e di
analisi reale

In questo capitolo riassumiamo, sinteticamente e talvolta senza dimostra-
zioni, vari argomenti di Calcolo e di Analisi Reale preliminari allo studio
dell’analisi matematica, ed in particolare dell’analisi di Fourier.
Per quanto riguarda l’Analisi Reale, la maggior parte dell’esposizione è tratta
da [22]: rinviamo a questo eccellente riferimento bibliografico per maggiori
dettagli ed approfondimenti. L’esposizione delle disuguaglianze di Hölder e
di Minkowski e della dualità per spazi Lp segue invece un approccio più ra-
pido ed elegante (si veda, ad esempio, [21]). Le sezioni 1.15, 1.20, 1.24, 1.26,
1.27, 1.28 ed i risultati principali di 1.19 sono interamente tratti da [22]. La
Sezione 1.23 è tratta da [18].

1.1 Fatti elementari ben noti
Non è possibile comprendere i concetti basilari dell’analisi di Fourier senza
una completa assimilazione del Calcolo e dell’Algebra Lineare. Questo libro è
sviluppato per essere consultabile online: per facilitarne la navigazione iper-
mediale, ci sforziamo di citare ogni risultato utilizzato, anche se questo rende
pignola l’esposizione per chi lo legge in versione scritta invece che interattiva.
È sorprendente scoprire quanti pochi siano i risultati preliminari elementari
di Calcolo necessari (quelli meno elementari verranno presentati in dettaglio

5
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in seguito, anche se dovrebbero essere già noti). È ancora più sorprendente
osservare che la grande maggioranza di questi risultati sono utilizzati solo per
la comprensione di questo capitolo preliminare e non della analisi di Fourier
che sviluppiamo nel resto del libro. Per comodità del lettore, e per evita-
re collegamenti ipermediali a documenti esterni, enunciamo i prerequisiti di
base in questa Sezione introduttiva: le dimostrazioni si possono trovare il
qualunque libro di testo di calcolo, ad esempio [5] (o [19] per la numerabilità
dei razionali, il teorema di Weierstrass sull’esistenza di massimi e minimi di
funzioni continue sui compatti e l’esistenza dei limiti du funzioni monotòne
limitate).

Rammentiamo per prima cosa la definizione di punto di accumulazione
di un insieme E in Rn (o più in generale in uno spazio topologico):

Definizione 1.1.1. Un punto x è un punto di accumulazione di E se per
ogni aperto O che contiene x esistono punti di E diversi da x ed appartenenti
a O. Se E è un sottoinsieme di un insieme A, un punto x ∈ A è un punto
limite di E se per ogni intorno O di x esistono punti di E appartenenti ad
O: in particolare, ogni punto di E è un punto limite.

Inoltre, rammentiamo la definizione di infinitesimo:

Notazione 1.1.2. Date due funzioni f , g a valori reali o complessi definite
su un insieme E ed un punto x0 di accumulazione di E (ad esempio un
suo punto interno), diciamo che f = o(g) per x → x0 se limx→x0

f(x)
g(x)

= 0,
e che f = O(g) per x → x0 se esiste una costante C > 0 tale che, se x
appartiene ad un intorno appropriato di x0 (escluso il punto x0 stesso) si ha
|f(x)| < C|g(x)|.

Infine, richiamiamo la definizione di funzione caratteristica:

Definizione 1.1.3. Per ogni insieme I ⊂ R, la funzione caratteristica χI è
la funzione che vale 1 in I e 0 al di fuori.

Nelle dimostrazioni, useremo talvolta il (si veda [19, Capitolo 1, Appendice]).
Ecco la lista degli enunciati elementari di cui faremo uso nel seguito:

• Numerabilità dei razionali: Q è un insieme numerabile.

• Continuità e controimmagini di aperti: una funzione f : X → Y fra
due spazi topologici X e Y è continua se e solo se la controimmagine

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.principio di induzione dei numeri naturali
http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Q_numerabile
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f−1(O) di ogni aperto O ⊂ Y è un aperto in X (Il lettore non abituato
alla nozione di spazio topologico e di insieme aperto riscriva questa
proprietà nel caso in cui X = Rn, Y = Rm e O sia la sfera di centro
a ∈ Rm e raggio ε > 0: allora dire dire che la controimmagine di
ogni tale O è aperta equivale a dire che, per ogni punto x tale che
f(x) appartenga a O, essa contiene la sfera di centro x e raggio δ per
qualche δ > 0. Si verifichi per esercizio che questo fatto è equivalente
alla proprietà limx→a f(x) = f(a).)

• Definizione e caratterizzazione degli insiemi compatti: K si dice com-
patto se da ogni ricoprimento di K con insiemi aperti si può estrarre un
sottoricoprimento finito. I compatti K in Rn, e più in generale in uno
spazio metrico, sono caratterizzati dalla proprietà che ogni successio-
ne in K ammette una sottosuccessione convergente ad un punto di K
(in uno spazio non metrico questa proprietà è segue dalla compattezza
ma non è equivalente). Da questo fatto segue anche che i sottoinsiemi
chiusi di un compatto sono anch’essi compatti.
Inoltre i compatti hanno anche altre proprietà interessanti che vedremo
in seguito: ad esempio la proprietà dell’intersezione finita (Nota 1.9.7)
e la proprietà di Bolzano–Weierstrass (Teorema 1.9.6): queste proprie-
tà sono conseguenze della compattezza, e sono ad essa equivalenti in
uno spazio metrico. Per questi approfondimenti si veda la Sezione ??.

• Definizione di esponenziale complesso: eit = cos t + i sin t. O equiva-
lentemente, cos t = 1

2
(eit + e−it) e sin t = 1

2i
(eit − e−it)

• L’esponenziale diverge più rapidamente dei polinomi: per ogni α, β > 0
si ha limx→+∞ eαx/xβ = ∞. Equivalentemente, limx→+∞(log x)β/xα =
0

• Esistenza del limite per funzioni monotòne: se f : [a, b] → R è mono-
tòna non decrescente, allora esiste limx→b f(x) se e solo se f è limitata
superiormente, ed in tal caso limx→b− f(x) = supa⩽x⩽b f(x). Analogo
enunciato vale se f è non crescente, nel qual caso il limite esiste se f è
limitata inferiormente e coincide con l’estremo inferiore dei valori di f ,
e se l’intervallo di definizione è illimitato (ad esempio tutto R); in que-
st’ultimo caso abbiamo un teorema identico per successioni monotòne
(cioè per funzioni monotòne definite su N anziché R.

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.succ_decrescenti_hanno_limite
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• Punti di discontinuità di funzioni monotòne: una funzione monotoòna
su un intervallo è ivi continua tranne che per una successione di punti
di salto, quindi al più con una quantità numerabile di salti.

• Se A è un insieme arbitrario di indici α e cα > 0, la serie
∑

α∈A cα
è definita come sup{

∑
α1, ...,αn∈A cαj

}. Se la serie converge, allora A
è un insieme numerabile. In particolare, una funzione f : R 7→ R
monotòna in un intervallo può solo avere un insieme numerabile di
punti di discontinuità, tutti di tipo salto con ampiezza finita.

• Criterio di Cauchy per la convergenza di successioni: una successioni
di numeri reali o complessi è di Cauchy (Definizione 1.2.1) se e solo se
è convergente.

• Teorema del confronto: se f ⩽ g ⩽ h sono tre funzioni a valori reali
definite in un sottoinsieme E di uno spazio topologico (o più restritti-
vamente di Rn) e x0 è un punto di accumulazione di E (o più restritti-
vamente, un punto interno di E), allora se limx→x0 f(x) = limx→x0 h(x),
anche g ha limite per x→ x0 e limx→x0 g(x) = limx→x0 f(x) = limx→x0 h(x).
Un enunciato analogo vale per successioni.

• Teorema del confronto per serie: combinando i due enunciati precedenti
si ottiene il seguente: se una serie è a termini non negativi ed i suoi
termini sono maggiorati da quelli di una serie convergente, allora la
serie data è convergente.

• Teorema del confronto di una serie con un integrale: se f è una funzione
positiva non crescente definita nella semiretta x ⩾ 1, la serie

∑∞
k=1 f(k)

e l’integrale
∫∞
1
f(x) dx convergono entrambi oppure divergono en-

trambi. Nel primo caso si ha
∑∞

k=2 f(k) ⩽
∫∞
1
f(x) dx ⩽

∑∞
k=1 f(k).

Più precisamente, ponendo sm,n =
∑n

k=m f(k) e tm,n =
∫ n
m
f(x) dx, ot-

teniamo per ogni m, n le disuguaglianze sm+1,n ⩽ tm,n ⩽ sm,n: quindi
o la serie e l’integrale divergono entrambi oppure convergono entrambi
con la stessa velocità, nel senso che le code

∑∞
k=m f(k) e

∫∞
m
f(x) dx

sono infinitesime dello stesso ordine rispetto a m.

• Teorema di Weierstrass: una funzione a valori reali continua su un
compatto (ad esempio su un intervallo limitato e chiuso in R, o su un
plurirettangolo limitato e chiuso in Rn) ammette massimo e minimo.

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Teorema_Weierstrass_max_e_min_su_compatti
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• Teorema della permanenza del segno: se f è una funzione continua a
valori reali e f(x) > 0 in un punto x interno al dominio di definizione
di f , allora esiste un intorno aperto O di x tale che f > 0 in O. Più
in generale, se f è continua a valori complessi e f(x) 6= 0, allora f è
diversa da zero in un intorno di x.

• Confronto asintotico fra polinomi ed esponenziali: limx→∞ xne−ax = 0
per ogni n ∈ N, a > 0

• Continuità di funzione composta: se f : A → B e g : B → C sono
continue, allora la loro composizione g ◦ f : A→ C è continua.

• Regola di derivazione di funzione composta: se A, B, C ⊂ R e f : A→
B e g : B → C sono derivabili, allora la loro composizione g◦f : A→ C
è derivabile, e (g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) f ′(x).

• Se una funzione derivabile è pari la sua derivata è dispari, e viceversa.

• Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue: se f : [a, b] → R
è continua, allora essa assume in [a, b] tutti i valori intermedi fra f(a)
e f(b).

• Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue sui connessi in
Rn: la proprietà precedente vale per le funzioni continue su un insieme
connesso in Rn. In tal caso f assume tutti i valori intermedi fra il
proprio valore minimo e massimo, o comunque fra due qualsiasi valori
assunti. (per dimostrarlo, nel caso non fosse già noto, basta rammen-
tare che un insieme connesso in Rn è connesso per archi, nel senso della
successiva Proposizione 1.29.46, e considerare una curva continua fra il
punto in cui viene assunto il primo valore e quello in cui viene assunto
il secondo. La restrizione della funzione f all’immagine di questa curva
è una funzione continua su un intervallo di R, e si applica il risultato
precedente.)

• Teorema del valor medio di Lagrange: se f : [a, b] → R è continua su
[a, b] e derivabile in (a, b), allora esiste x ∈ (a, b) tale che f(b)− f(a) =
f ′(x) (b− a).

• Regola della derivata nulla: se due funzioni f e g derivabili su un
insieme connesso verificano f ′ ≡ g′, allora f − g è costante.
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• Teorema della media integrale: se f : [a, b] → R è continua su [a, b],
allora è integrabile su [a, b] ed esiste x ∈ [a, b] tale che

∫ b
a
f(t) dt =

(b− a) f(x).

• Integrabilità di funzioni monotòne: se f : [a, b] → R è monotòna e
limitata, allora f e |f | sono integrabili su [a, b] con integrale finito.

• Teorema Fondamentale del Calcolo: si veda l’enunciato più sotto, Teo-
rema 1.27.1.

• Teorema di integrazione per sostituzione: se f : [a, b] → [c, d] ha deriva-
ta continua e g è continua su [c, d], allora

∫ d
c
g(x) dx =

∫ f(b)
f(a)

g(f(t)) f ′(t) dt.
(Grazie al Teorema fomdamentale del calcolo enunciato più sopra,
questo teorema è equivalente alla precedente regola di derivazione di
funzione composta.)

• Regola di derivazione del prodotto: se f e g sono derivabili, allora
(fg)′ = f ′g + fg′. Iterando si ottiene che, se le due funzioni sono
derivabili n volte,

Dn(fg) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Dkf Dn−kg ,

dove
(
n
k

)
è il simbolo combinatorio

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! , ed il fattoriale n! è il
prodotto 1 · 2 · · ·n.
Con lo stesso argomento si prova il Teorema del Binomio di Newton:
per ogni a, b ∈ R, n ∈ N,

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
ak bn−k .

• Teorema di integrazione per parti: se f e g hanno derivata continua su
[a, b], allora

∫ b
a
f(x) g′(x) dx = f(b) g(b) − f(a) g(a) −

∫ b
a
f ′(x) g(x) dx.

(Grazie al Teorema Fondamentale del Calcolo enunciato più sopra,
questo teorema è equivalente alla precedente regola di derivazione del
prodotto.)

• Formula di somma geometrica: se q ∈ C, q 6= 1, allora
∑N

n=0 q
n =

1−qN+1

1−q .
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• Condizione necessaria per la convergenza di una serie numerica (ma
non sufficiente, visto il prossimo enunciato) è che il suo termine generale
tenda a 0.

• La serie
∑
n−α è convergente se e solo se α > 1.

Si noti che nessuna stima sul tasso di decrescenza dei termini implica
la divergenza di una serie a meno che i termini siano monotòni de-
crescenti. Infatti, sia {an} tale che

∑
|an| < ∞, e consideriamo una

nuova successione di indici {nk}. Poniamo bn = 0 a meno che n = nk,
e bnk

= ak. I valori non nulli dei bn sono gli stessi degli an, ma più
distanziati: quindi

∑
|bn| =

∑
|an| < ∞, ma la successione bn tende

a zero in maniera arbitrariamente lenta se gli nk crescono in maniera
arbitrariamente veloce. Invece, se la successione dei termini è non cre-
scente, le cose vanno diversamente. Poiché questo fatto non appare di
solito nei manuali di Calcolo, lo dimostriamo qui:

Lemma 1.1.4. Sia {an > 0} una successione non crescente con limn an =
0. Se la serie

∑
n an converge, allora an = o(1/n), ossia limn nan = 0.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che limn an 6= 0. Per defi-
nizione di limite, allora deve esistere ε0 > 0 tale che per ogni k ∈ N
esiste nk > k con kank

> ε0 (osserviamo in particolare che si possono
scegliere gli nk in maniera che crescano in modo arbitrariamente velo-
ce). In altre parole, esiste ε0 > 0 ed una sottosuccessione {ank

} tale
che ank

> ε0/k, e gli indici della sottosuccessione si possono scegliere a
crescita arbitrariamente veloce. D’altra parte, grazie alla monotonia,
per tutti gli indici m con nk−1 < m ⩽ nk si ha am ⩾ ank

= ε0/k.
Quindi

Sk :=

nk∑
nk−1+1

am ⩾ nk − nk−1

nk
ε0 .

Ora, se gli nk crescono in modo abbastanza veloce, limk(nk−nk−1)/nk =
1, e quindi Sk ∼ ε0 e

∑∞
n=0 an =

∑∞
k=0 Sk = ∞. Questa contraddizione

prova l’enunciato. tu

• Una proprietà analoga a quella precedente per le serie vale per gli inte-
grali impropri: l’integrale improprio di 1

x
è divergente:

∫∞
1

1
x
dx = +∞ .

A maggior ragione, per β < 1,
∫∞
1

1
xβ
dx = +∞; invece, per α > 1,∫∞

1
1
xα
dx <∞.
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• Riordinamento di serie: una serie converge alla stessa somma qua-
lunque sia l’ordine con cui si sommano i suoi termini se e solo se è
assolutamente convergente (ossia la serie dei moduli dei suoi termini è
convergente).

• Stime di Leibnitz per il resto di una serie a segni alterni: se la suc-
cessione ak > 0 è non crescente da un certo indice in poi, ossia se
esiste k0 tale che ak+1 ⩽ ak per ogni k > k0, ed è infinitesima, ossia
limk→∞ ak = 0, allora la serie a segni alterni

∑∞
k=0(−1)kak è (sempli-

cemente) convergente, ed il suo resto n-simo è maggiorato dal primo
termine omesso: ∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

(−1)kak −
n∑
k=0

(−1)kak

∣∣∣∣∣ ⩽ an+1 .

• Teorema di Taylor: se f : (a, b) → R è derivabile n volte in un
punto x0 ∈ (a, b), allora esiste un unico polinomio Pn di grado n
che approssima f a meno di infinitesimi rispetto a (x − x0)

n, ossia
f(x) = Pn(x) + o ((x− x0)

n) per x → x0, e questo polinomio, detto
polinomio di Taylor di grado n, è dato da

Pn(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k .

Inoltre, se n ⩾ 0 e f è derivabile n+1 volte in x0, si ha f(x)−Pn(x) =
f (n+1)(ξ)
(n+1)!

(x − x0)
n+1 per qualche ξ ∈ [x0, x]. Il polinomio di Taylor è

l’unico polinomio di grado n le cui prime n derivate in x0 coincidono
con quelle di f .

Completiamo questa Sezione presentando due criteri di convergenza per
serie numeriche che estendono le stime di Leibnitz, i quali potrebbero non
essere noti ad alcuni lettori. Per questo ne presentiamo anche le dimostra-
zioni. Il primo dei due criteri non è necessario per il resto del libro, ma lo
presentiamo insieme ad alcune sue applicazioni a causa della loro rilevanza
in connessione con le serie di Fourier.

∗Teorema 1.1.5. (Criterio di convergenza di Dirichlet.)
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(i) Se ak ∈ C e bk ∈ R+ sono tali che bk tende a zero in maniera monotòna
per k → ∞ e le somme parziali An =

∑n
k=0 ak sono limitate da qualche

costante C > 0, allora la serie
∑∞

k=0 akbk è convergente.

(ii) Se invece le serie sono serie di funzioni, dove le somme parziali della
successione di funzioni ak sono uniformemente limitate, e le funzio-
ni bk sono uniformemente convergenti a 0 in maniera non crescente
(ossia bk(x) è non crescente per ogni x), allora la serie di funzioni∑∞

k=0 ak(x)bk(x) converge uniformemente.

Dimostrazione. Dimostriamo la parte (i): la dimostrazione, pensata per
successioni di funzioni invece che di numeri, si applica parola per parola
anche per dimostrare (ii).
Vogliamo applicare il criterio di Cauchy: per questo dobbiamo provare che,
per ogni ε > 0, esiste N intero tale che, per ogni n > m ⩾ N , si abbia∣∣∣∣∣

n∑
k=m

akbk

∣∣∣∣∣ < ε . (1.1)

Nel primo membro di questa disuguaglianza sostituiamo ak = Ak−Ak−1 per
ottenere la seguente versione discreta del teorema di integrazione per parti
citato più sopra:
n∑

k=m

akbk =
n∑

k=m

Akbk −
n−1∑

k=m−1

Akbk =
n−1∑
k=m

Ak (bk − bk+1) + Anbn − Am−1bm .

(1.2)
Pertanto ∣∣∣∣∣

n∑
k=m

akbk

∣∣∣∣∣ ⩽ C

(
n−1∑
k=m

|bk − bk−1|+ bn + bm

)
. (1.3)

Poiché {bk} è una successione decrescente, possiamo togliere il modulo in
|bk − bk−1| = bk − bk−1. Pertanto la sommatoria nel lato destro dell’ul-
tima disuguaglianza, a causa delle cancellazioni successiva, dà come som-
ma

∑n−1
k=m (bk − bk−1) = bm − bn. Quindi la disuguaglianza (1.3) diventa

|
∑n

k=m akbk| ⩽ 2Cbm. Ora (1.1) segue dall’ipotesi che limn→∞ bm = 0.
tu

Come applicazione, ecco un esempio che fornisce il primo risultato si-
gnificativo in questo libro sulla convergenza di serie trigonometriche. Si
confrontino i risultati con il contenuto della Sezione 5.15.
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Esempio 1.1.6. Rimandiamo all’Appendice in Sezione 12.5 per la dimostra-
zione della seguente disuguaglianza trigonometrica elementare: per ogni x 6=
2kπ, con k intero, si ha ∣∣∣∣∣

N∑
n=−N

e−inx

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

| sin x
2
|
,

Da questa disuguaglianza segue che la successione e−inx ha somme parziali
limitate, e quindi lo stesso vale per la parte reale cos(nx) e la parte immagi-
naria, sin(nx). Pertanto, per il criterio di Dirichlet per la convergenza di serie
numeriche (Teorema 1.1.5 (i)), per ogni successione bn di numeri reali che
tende a zero in maniera decrescente, le serie trigonometriche

∑∞
n=1 bn e

−inx,∑∞
n=1 bn cosnx,

∑∞
n=1 bn sinnx sono convergenti per x 6= 2kπ.

Inoltre, in ogni intervallo [a, 2π − a] con a > 0 le suddette serie sono unifor-
memente convergenti, per il criterio di Dirichlet per la convergenza uniforme,
Teorema 1.1.5 (ii)).
Ad esempio, le serie

∑∞
n=1

e−inx

nα ,
∑∞

n=1
cosnx
nα ,

∑∞
n=1

sinnx
nα convergono puntual-

mente per x 6= 2kπ per ogni α > 0, ed uniformemente in [a, 2π−a] per a > 0.
Se α > 1 sappiamo che queste serie convergono assolutamente, dal confronto
con la serie

∑∞
n=1

1
nα , ed anche uniformemente per il test di Weierstrass (Teo-

rema 1.3.29), ma per 0 < α ⩽ 1 la convergenza è assai meno ovvia.
tu

Il secondo criterio è una variante del precedente. Verrà applicato in
seguito solo ad un risultato sulla continuità radiale di serie di potenze al
bordo di convergenza (Teorema di Convergenza radiale di Abel 1.4.11, che
dimostreremo per completezza ma che non verrà usato in questo libro.
∗Teorema 1.1.7. (Criterio di convergenza di Abel.)
(i) Se ak sono numeri complessi tali che la serie

∑
k ak è convergente, e

{bn} è una successione di numeri reali monotòna limitata (quindi con-
vergente, ma non necessariamente al limite 0), allora la serie

∑∞
k=0 akbk

è convergente.

(ii) Se invece le serie sono serie di funzioni, con la proprietà che le somme
parziali della successione di funzioni ak sono uniformemente convergen-
ti, e le funzioni bk sono uniformemente limitate e per ogni x la succes-
sione ak(x) è non crescente, allora la serie di funzioni

∑∞
k=0 ak(x)bk(x)

converge uniformemente.
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Dimostrazione. la dimostrazione è pressoché la stessa del criterio di Dirichlet
(Teorema 1.1.5). Anche in questo caso basta dimostrare il criterio di conver-
genza per le serie numeriche: lo stesso argomento si applica riga per riga alla
convergenza uniforme. Vediamo le differenze rispetto alla dimostrazione del
criterio di Dirichlet. Nel termine di destra dell’identità (1.2), ora gli addendi
Anbn e Am−1bm sono successioni convergenti (perché ciascuna è il prodotto
di due successioni convergenti). Anche la somma che costituisce il restante
termine nel lato destro dell’identità converge ad un limite per n→ ∞, esat-
tamente per lo strsso aergomento usato nella dimostrazione del criterio di
Dirichlet. tu

1.2 Spazi normati, successioni di Cauchy e
completezza

Rammentiamo la definizione di successione di Cauchy di numeri reali.

Definizione 1.2.1. (Successioni di Cauchy.)
Una successione {xn}n∈N di numeri reali si dice successione di Cauchy se

per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N tale che se n, m > ν allora |xn − xm| < ε.

Esercizio 1.2.2. Se una successione è convergente allora è di Cauchy. tu

Definizione 1.2.3. (Spazio metrico.) Una metrica su un insieme X è
una funzione d su X ×X a valori reali con le seguenti proprietà:

(i) per ogni x e y in X, d(x, y) ⩾ 0, e d(x, y) = 0 se e solo se x = y;

(i) per ogni x e y in X, d(x, y) = d(y, x) (proprietà riflessiva);

(iii) per ogni x, y e z in X, d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y) (disuguaglianza
triangolare).

Uno spazio X munito di una metrica si chiama spazio metrico.
La disuguaglianza triangolare ha questo nome perché, nel caso della distanza
usuale nel piano, essa enuncia il fatto che un lato di un triangolo ha lunghezza
non superiore alla somma degli altri due (il lettore visualizzi per esercizio il
legame fra i due concetti ).
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Definizione 1.2.4. (Completezza.) Uno spazio metrico X si dice comple-
to se ogni successione di Cauchy converge ad un elemento di X (rispetto alla
metrica di X).

Nota 1.2.5. L’insieme dei numeri reali è uno spazio metrico completo. Questo
fatto è equivalente alla proprietà archimedea dei numeri reali [19, Cap. 1
(Appendice)]. tu

Nota 1.2.6. Le precedenti definizioni mostrano che in uno spazio metrico
completo (ad esempio R) non vi è alcuna differenza tra successione conver-
gente e successione di Cauchy, ossia una successione è convergente se e solo
se è di Cauchy.
Osserviamo che la proprietà di Cauchy presenta un vantaggio rispetto alla
definizione di limite: permette di dimostrare l’esistenza del limite senza che
sia necessario conoscere quale sia il limite a cui converge la successione.
tu

Siano u, v ∈ Rn. Ricordiamo che la distanza euclidea di u e v è definita
da

dist(u, v) =

√√√√ n∑
i=1

(ui − vi)2. (1.4)

La distanza euclidea di u dall’origine è la norma euclidea di u , definita da

‖u‖ ≡ ‖u‖2 =

√√√√ n∑
i=1

u2i (1.5)

In Rn è definito anche un prodotto scalare 〈·, ·〉 associato alla norma nel senso
che ‖u‖2 = 〈u, u〉 per ogni u ∈ R. La definizione è la seguente: se u, v ∈ Rn,

〈u, v〉 =
n∑
i=1

uivi .

Definizione 1.2.7. Se u, v ∈ Cn, il prodotto scalare è definito da

〈u, v〉 =
n∑
i=1

uivi (1.6)

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/#algebralineare.proprieta_archimedea
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Vogliamo introdurre spazi vettoriali di dimensione infinita e definire nor-
me e prodotti scalari su tali spazi.
In generale si ha

Definizione 1.2.8. (Norma.) Sia X uno spazio vettoriale su C (di dimen-
sione finita o infinita). Un’applicazione

‖·‖ : X → R+ ∪ {0}
x 7→ ‖x‖

si dice una norma se valgono le tre proprietà seguenti:

(i) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

(ii) ‖αx‖ = |α| ‖x‖ ∀ x ∈ X, ∀α ∈ C

(iii) ‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖ per ogni x, y ∈ X

L’ultima proprietà si chiama la disuguaglianza triangolare.

Esercizio 1.2.9. Verificare che ‖·‖2 definita in (1.5) è una norma in Rn.
tu

Estendiamo il concetto di successione di Cauchy a uno spazio normato
qualsiasi.

Definizione 1.2.10. (Distanza. Dato un insieme V , una funzione dist :
V × V → R si chiama una distanza se

(i) dist(u, v) ⩾ 0 e dist(u, v) = 0 se e solo se u = v;

(ii) dist(u, v) = dist(v, u) per ogni u, v;

(ii) (disuguaglianza triangolare:)per ogni u, v, w, dist(u, v) ⩽ dist(u,w) +
dist(w, v) .

Definizione 1.2.11. (Distanza in uno spazio normato.) Ricordiamo
che, se X è uno spazio normato, una distanza tra u, v in X è data da

dist(u, v) = ‖u− v‖ .

Si dice che questa distanza è associata alla norma. È elementare verificare
che questa distanza verifica le condizioni della Definizione 1.2.10.
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Definizione 1.2.12. (Norme e distanze equivalenti.) Due norme ‖ · ‖ e
‖| · ‖| su uno spazio vettoriale V si dicono equivalenti se esiste una costante
C > 0 tale che per ogni vettore v ∈ V si abbia

‖v‖ ⩽ C‖|v‖|

(senza perdita di generalità, aumentando il valore di C, la disuguaglianza si
può esprimere come disuguaglianza stretta, ed infatti di solito così avviene
nei libri di testo).

Analogamente, due distanze d1 e d2 si dicono equivalenti se esistono A,
B > 0 tali che, per ogni u, v ∈ V , si abbia

Ad1(u, v) < d2(u, v) < Bd1(u, v) .

In base a questa definizione, date due norme (o due distanze) equivalenti
ciascuna palla rispetto ad una delle due è contenuta in una palla dell’altra e
viceversa.

Ricordiamo la definizione di relazione di equivalenza:

Definizione 1.2.13. (Relazione di equivalenza.) Sia I un insieme e sia
≈ una relazione tra gli elementi di I.

≈ è una relazione di equivalenza se:

1. a ≈ a ∀ a ∈ I

2. a ≈ b se e solo se b ≈ a ∀ a, b ∈ I

3. se a ≈ b e b ≈ c allora a ≈ c ∀ a, b, c ∈ I

Esercizio 1.2.14. Verificare che l’equivalenza di norme è una relazione di equi-
valenza.
tu

Per la dimostrazione del seguente celebre enunciato rinviamo, ad esempio, a
[19, Appendice, Sezione 2].

Proposizione 1.2.15. (Tutte le norme sono equivalenti in dimen-
sione finita.) In spazi vettoriali di dimensione finita, tutte le norme sono
equivalenti.

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.norme_equivalenti_a_dim_finita
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Come vedremo in seguito, qusto enunciato non è vero su spazi a dimensione
infinita. Questo fatto è la principale fonte di varietà e sottigliezza della
geometria degli spazi normati, della loro struttura di convergenza e del resto
di questo libro.

Norme equivalenti inducono la stessa nozione dei convergenza in V , ai
sensi della prossima definizione.

Definizione 1.2.16. (Successioni convergenti e successioni di Cauchy
in uno spazio normato.) Una successione {un}n∈N in uno spazio normato
X si dice convergente ad un limite u ∈ X se per ogni ε > 0, esiste ν ∈ N tale
che, se n > ν, allora ‖un − u‖ < ε. La successione si dice di Cauchy se per
ogni ε > 0, esiste ν ∈ N tale che, se n > ν, m > ν, allora ‖un − um‖ < ε.

Nota 1.2.17. Uno spazio normato, essendo in particolare uno spazio metrico,
si dice completo se le successioni di Cauchy sono convergenti. tu

Come è naturale studiare la convergenza di successioni, così lo è quella di
serie.

Definizione 1.2.18. (Serie convergenti ed assolutamente sommabili
in uno spazio normato.) Una serie di vettori vi in uno spazio normato X
è convergente ad un vettore somma s se converge a s la successione delle sue
somme parziali: limN→∞

∥∥∥s−∑N
i=1 vi

∥∥∥ = 0. La serie si dice assolutamente
sommabile se

∑∞
i=1 ‖vi‖ <∞.

Nota 1.2.19. Su R, le serie assolutamente sommabili sono anche convergenti
(ma non è vero il viceversa: si pensi alla serie a segni alterni

∑∞
i=1(−1)n/n).

Però, se lo spazio non è completo, non tutte le serie assolutamente con-
vergenti sono convergenti. Consideriamo ad esempio il sottospazio Q dei
razionali. Esso è un sottospazio di R e quindi è uno spazio normato, ma non
è completo. Perciò esistono successioni in Q che convergono ad un limite
in R ma non in Q (ad esempio, la successione degli approssimanti decimali
di un qualsiasi numero irrazionale). Consideriamo una tale successione di
numeri razionali {vi, i = 0, 1, 2, . . . } assolutamente sommabile ad un nume-
ro irrazionale v, e formiamo la successione delle sue differenze consecutive
w0 = v0 e {wi = vi − vi−1, i = 1, 2, . . . }. La somma parziale di ordine N
della successione {wi} vale
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N∑
i=0

wi = (vN − vN−1) + (vN−1 − vN−2) + · · ·+ (v1 − v0) + v0

= vN

che converge al numero irrazionale v per N → ∞. Pertanto la serie
∑
wi

è assolutamente sommabile in Q ma non è convergente in Q (lo è invece nello
spazio completo R). tu

Nota 1.2.20. I termini di una serie convergente in norma tendono
a 0 in norma.) Se una serie di vettori

∑∞
n=0 vn converge in norma, allora

limn→∞ ‖vn‖ = 0.
Dimostrazione. La proprietà di Cauchy, applicata alla serie convergente del-
l’enunciato, asserisce che per ogni ε > 0 esiste un intero N = Nε tale che, se
N ⩽ k ⩽ m, si ha ‖

∑m
n=k vn‖ < ε. Prendendo m = k ⩾ N concludiamo che,

per ogni ε, esiste N tale che ‖vk‖ < ε se k ⩾ N : per definizione di limite,
questo equivale a dire che ‖vk‖ → 0. tu

In seguito utilizzeremo il seguente criterio di completezza per spazi nor-
mati.

Lemma 1.2.21. Uno spazio normato X è completo se e solo se ogni serie
assolutamente sommabile è convergente in X.

Dimostrazione. Supponiamo che X sia completo e consideriamo una serie
assolutamente sommabile

∑
vi. Allora per ogni ε > 0 esiste un intero N > 0

tale che
∑

i⩾N ‖vi‖ < ε. Indichiamo con sn le somme parziali sn =
∑n

i=1 vi.
Allora, se n, m > N , si ha

‖sn − sm‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

vi

∥∥∥∥∥ ⩽
n∑

i=m+1

‖vi‖ ⩽
∞∑

i=m+1

‖vi‖ < ε .

Pertanto la successione {sn} è di Cauchy (Definizione 1.2.16), e dal momento
che X è completo essa converge in X.

Viceversa, supponiamo che le serie assolutamente sommabili in X siano
convergenti e consideriamo una successione {vn} di Cauchy. Vogliamo pro-
vare che questa successione converge in X. Grazie alla proprietà di Cauchy
esiste una successione crescente di numeri interi nk tali che ‖vn − vm‖ ⩽ 2−k
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se n, m > nk. Consideriamo la sottosuccessione vnk
e formiamo la successio-

ne delle sue differenze consecutive w1 = v1 e wi = vni
− vni−1

. Come nella
Nota 1.2.19, la somma parziale N -sima

∑N
i−1wi vale vN . Ma abbiamo visto

che ‖vN‖ ⩽ 2−N . Quindi la serie
∑
wi è assolutamente sommabile, e perciò

converge ad un vettore v ∈ X.
A questo punto basta mostrare che limn→∞ vn = v. Usiamo il fatto che {vn}
è di Cauchy: per ogni ε esiste N tale che ‖vn − vm‖ < ε/2 se n, m > N .
D’altra parte, poiché vnk

→ v, esiste K tale che ‖vnk
− v‖ < ε/2 se k > K.

Ora, se scegliamo k > K così grande che nk > N , abbiamo

‖vn − v‖ ⩽ ‖vn − vnk
‖+ ‖vnk

− v‖ ⩽ ε

2
+
ε

2
= ε ,

e quindi vn → v. tu

Definizione 1.2.22. (Prodotto scalare.) Sia X uno spazio vettoriale su
C. Un’applicazione

〈·, ·〉 : X ×X → C
(x, y) 7→ 〈x, y〉

si dice prodotto scalare se

1. 〈y, x〉 = 〈x, y〉 ∀ x, y ∈ X

2. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 ∀ x, y, z ∈ X

3. 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉 ∀ x, y ∈ X, ∀α ∈ C

4. 〈x, x〉 ⩾ 0 ∀ x ∈ X e 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0

Esercizio 1.2.23. Verificare che 〈·, ·〉 definita in (1.6) è un prodotto scalare in
Cn. tu

Nota 1.2.24. Ogni prodotto scalare dà luogo ad una norma

‖·‖ : X → [0,+∞)

x 7→ ‖x‖ = 〈x, x〉1/2

tu
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1.3 Convergenza uniforme
1.3.1 Convergenza di successioni di funzioni
Cominciamo con la definizione di convergenza puntuale per una successione
di funzioni.

Definizione 1.3.1. (Convergenza puntuale.) Sia x una variabile in un
insieme A ⊂ R (o C) e {fn(x)}n∈N, una successione di funzioni. La successio-
ne {fn(x)}n∈N converge puntualmente alla funzione f(x), se per ogni ε > 0
esiste ν(ε, x) ∈ N tale che

∀n > ν(ε, x) |fn(x)− f(x)| < ε,

cioè se, per ogni x in A, si ha

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

con velocità di convergenza che può dipendere dalla scelta di x.

Esempio 1.3.2. Poniamo fn(x) = e−nx con x ∈ [0, 1]. Allora

lim
n→∞

e−nx =

{
1 se x = 0
0 se 0 < x ⩽ 1

Osserviamo che, pur essendo le fn(x) funzioni continue per ogni n ∈ N, il
loro limite puntuale è una funzione discontinua in x0 = 0. tu

Esempio 1.3.3. Poniamo fn(x) = 1
n
arctan(nx). Allora

lim
n→∞

1

n
arctan(nx) = 0.

In questo caso sia le fn(x) che la funzione limite (che è la funzione identica-
mente uguale a zero) sono continue.

Ci chiediamo quale sia il comportamento della successione delle derivate,
ossia della successione f ′

n(x) =
1
n

1
1+(nx)2

n = 1
1+(nx)2

lim
n→∞

1

1 + (nx)2
=

{
1 se x = 0
0 se x 6= 0

Quindi la successione delle derivate non converge alla derivata della funzione
limite di fn(x). tu
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Esempio 1.3.4. Poniamo fn(x) = χ[n,n+1](x) =

{
1 se x ∈ [n, n+ 1]
0 se x /∈ [n, n+ 1]

Allora
lim
n→∞

χ[n,n+1](x) = 0.

Quindi la funzione limite è la funzione identicamente uguale a zero.
Osserviamo che ∫ ∞

−∞
χ[n,n+1](x) dx =

∫ n+1

n

dx = 1 ∀n ∈ N,

mentre l’integrale della funzione limite è ovviamente zero.
Quindi non è possibile passare al limite sotto il segno di integrale, ossia

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
χ[n,n+1](x) dx = 1 6= 0 =

∫ ∞

−∞
lim
n→∞

χ[n,n+1](x) dx

tu

Abbiamo visto (Esempio 1.3.2) che la continuità delle funzione fn(x) non
implica la continuità della funzione limite.
Ci chiediamo allora sotto quali condizioni si può ottenere la continuità della
funzione limite nel caso in cui le funzioni fn(x) siano tutte continue.
In altre parole, sia {fn(x)}n∈N una successione di funzioni continue in x0 ∈ A,
cioè le funzioni fn(x) verifichino

lim
x→x0

fn(x) = fn(x0) ∀n ∈ N.

Ci stiamo domandando sotto quali condizioni si avrà limx→x0 f(x) = f(x0).
In altri termini, ci chiediamo quando è possibile scambiare i limiti

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) .

Una condizione sufficiente a permettere di scambiare i due limiti è la
convergenza uniforme della successione {fn(x)}n∈N.

Definizione 1.3.5. (Convergenza uniforme.) Una successione di funzio-
ni {fn(x)}n∈N converge uniformemente a f(x) in A se per ogni ε > 0 esiste
ν(ε) (che dipende da ε, ma non dal punto x) tale che per n > ν(ε) e per ogni
x ∈ A si ha |fn(x)− f(x)| < ε.
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Chiaramente si ha:

Corollario 1.3.6. Il limite uniforme di una successione di funzioni, se esiste,
è anche il suo limite puntuale (ma non viceversa: il limite puntuale può
esistere ma non essere anche limite uniforme).

Nota 1.3.7. Se le funzioni fn(x) sono a valori reali per ogni n ∈ N, la
disuguaglianza |fn(x)− f(x)| < ε è equivalente alle due disuguaglianze

f(x)− ε < fn(x) < f(x) + ε (1.7)

tu

Le disuguaglianze (1.7) sono vere per ogni n > ν(ε), indipendentemente
dal punto x ∈ A. Quindi se n > ν(ε), allora il grafico di fn(x) è contenuto
in un intorno tubolare di ampiezza 2ε centrato nel grafico di f(x).

f(x)+ε

f(x)-ε

f(x)

f  (x)
n

f(x)

f  (x)
n

f  (x)f  (x)

f(x)+

Figura 1.1: Approssimanti di f nella norma uniforme

Nota 1.3.8. Sia I ⊂ R e sia B(I) lo spazio delle funzioni limitate definite su
I con la norma

‖f‖∞ = sup
x∈I

|f(x)|.

Allora una successione fn converge a f nello spazio normato B(I) se e solo
se fn converge a f uniformemente. In altre parole la convergenza uniforme
in I coincide con la convergenza rispetto alla norma ‖·‖∞ tu

Esempio 1.3.9. La successione fn(x) = e−nx con x ∈ [0, 1] non converge
uniformemente alla sua funzione limite.
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Infatti

|fn(x)− f(x)| =
{

0 se x = 0
e−nx se 0 < x ⩽ 1

⇒ ‖fn − f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = 1 .

Quindi
sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)|

non tende a zero per n → ∞ e quindi la successione fn(x) non converge
uniformemente alla funzione f(x), ma solo puntualmente.

Vedremo in seguito che ciò si sarebbe potuto dedurre dalla discontinuità
della funzione limite f(x). tu

Esercizio 1.3.10. (i) Si mostri che la successione

fn(x) = n3x2e−n
2x2

non converge uniformemente in (0,+∞), ma che per ogni a > 0, la
successione {fn} converge uniformemente in (a,+∞).

(ii) Si mostri che esiste finito il limite

lim
n

∫ +∞

0

fn(x) dx

ed è maggiore di zero. Quindi le {fn} convergono puntualmente a zero
in (a,+∞) (e uniformememte in ogni semiretta propriamente contenuta
in (0,+∞), ma il loro integrale non tende a zero.

Svolgimento. Sia
g(x) = xe−x

2

.

Allora fn(x) = ng(nx). Nella semiretta positiva, la funzione g ha un solo
punto di massimo x0, a destra del quale è decrescente, e tende a zero all’infi-
nito. I valori della funzione hn(x) := g(nx) sono gli stessi di g (la funzione hn
si ottiene da g comprimendone orizzontalmente il grafico di un fattore n), e
quindi per la norma uniforme di fn = nhn si trova ‖fn‖∞ = n‖g‖∞ → +∞.
D’altra parte, se n è così grande che x0/n < a, il punto di massimo x0/n
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della funzione hn è minore di a, ed allora, come abbiamo visto, la funzione hn
è decrescente in (a,+∞). Perciò lo è anche fn, e quindi la norma uniforme
in (a,+∞) è

sup
{x⩾a}

fn(x) = fn(a) = n3a2e−n
2a2

che tende a zero quando n → ∞. Questo prova la parte (i). Per la parte
(ii), basta applicare il teorema di integrazione per sostituzione (x→ nx) per
ottenere ∫ +∞

0

fn(x) dx = n

∫ +∞

0

g(nx) dx =

∫ +∞

0

g(x) dx ,

indipendente da n. tu

Esempio 1.3.11.
fn(x) =

1

n
arctan(nx) →

n
0 .

Quindi la funzione limite puntuale è f = 0, e

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣arctan(nx)n

∣∣∣∣
da cui

sup
x∈R

∣∣∣∣arctan(nx)n

∣∣∣∣→n 0

per n→ ∞. Pertanto la convergenza è uniforme.
Consideriamo la successione delle derivate f ′

n(x) =
1

1+(nx)2
. La funzione

limite è

φ(x) =

{
1 se x = 0
0 se x 6= 0

e quindi

|f ′
n(x)− φ(x)| =

{
0 se x = 0

1
1+(nx)2

se x 6= 0

Allora
sup
x∈R

|f ′
n(x)− φ(x)| = 1

e non tende quindi a zero per n→ ∞.
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In questo esempio, pur essendo fn(x) una successione uniformemente
convergente, f ′

n(x) converge puntualmente a φ(x) ma non uniformemente.
tu

Esempio 1.3.12. fn(x) = χ[n,n+1](x).
Abbiamo visto che fn(x) converge puntualmente a zero. Ci chiediamo se

tale convergenza sia uniforme.

sup
x∈R

∣∣χ[n,n+1](x)
∣∣ = 1

non tende a zero per n → ∞, quindi la successione non converge uniforme-
mente a zero.

tu

Teorema 1.3.13. (Limiti uniformi di successioni di funzioni limi-
tate.) Sia fn una successione di funzioni limitate uniformemente conver-
gente ad una funzione limite f . Allora anche f è una funzione limitata.

Dimostrazione. Poiché fn → f nella norma uniforme, fissato ε esiste n tale
che, per ogni x, vale la disuguaglianza |f(x)− fn(x)| < ε. Pertanto, per ogni
x,

−‖fn‖∞ − ε ⩽ fn(x)− ε < f(x) < fn(x) + ε ⩽ ‖fn‖∞ + ε

e quindi f è limitata. tu

Esempio 1.3.14. Per n > 0, consideriamo la successione di funzioni limitate
fn definite sulla semiretta {x ⩾ 0} da

fn(x) =

{
x se x ∈ [0, n)
n se x ∈ [n,+∞)

Questa successione non converge uniformemente in conseguenza del Teo-
rema 1.3.13, perché il suo limite puntuale è la funzione f(x) = x, che è
illimitata, e quindi non può esserne limite uniforme (Teorema 1.3.13). Senza
usare questo teorema, si può arrivare alla stessa conclusione direttamente
dalla definizione di convergenza uniforme (Definizione 1.3.5), e dal suo Co-
rollario 1.3.6: basta osservare che per ogni n si ha ‖fn − f‖∞ = +∞.
tu
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Figura 1.2: Gli approssimanti puntuali della bisettrice non sono approssimanti uniformi

Teorema 1.3.15. (Criterio di Cauchy per la convergenza uniforme
di successioni di funzioni.)

Sia {fn(x)}n∈N una successione di funzioni definite in un intervallo I .
Allora fn(x) converge uniformemente a una funzione f(x) in I ⇔ per ogni
ε > 0, esiste nε tale che , per ogni x ∈ I, se n, m > nε,

|fn(x)− fm(x)| < ε.

Dimostrazione.
(⇒) Sia ε > 0. Dato che fn(x) converge uniformemente a f(x), esiste nε

tale che se n > nε
|fn(x)− f(x)| < ε ∀ x ∈ I.

Sia m > nε, allora anche

|fm(x)− f(x)| < ε ∀ x ∈ I.

Quindi

|fn(x)− fm(x)| = |fn(x)− f(x) + f(x)− fm(x)|
⩽ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)| ⩽ 2ε

Quindi
|fn(x)− fm(x)| ⩽ 2ε ∀ x ∈ I
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(⇐) Supponiamo che, per ogni ε > 0, esista nε tale che, se n, m > nε, allora
|fn(x)− fm(x)| ⩽ ε per ogni x ∈ I. Quindi la successione {fn(x)}n∈N è di
Cauchy e dunque {fn(x)}n∈N converge.
Sia

f(x) = lim
n→∞

fn(x), x ∈ I.

Vogliamo fare vedere che {fn(x)}n∈N converge a f(x) uniformemente in I.
Sia ε > 0. Allora esiste nε tale che se n, m > nε

|fn(x)− fm(x)| ⩽ ε .

Supponiamo che m > n e scriviamo quindi m = n + k con k ∈ N. Allora se
n > nε

|fn(x)− fn+k(x)| ⩽ ε ∀ k ∈ N, ∀ x ∈ I.

Quindi
lim
k→∞

|fn(x)− fn+k(x)| < ε.

D’altra parte

lim
k→∞

|fn(x)− fn+k(x)| =
∣∣∣fn(x)− lim

k→∞
fn+k(x)

∣∣∣ = |fn(x)− f(x)| ,

e allora
|fn(x)− f(x)| ⩽ ε ∀ x ∈ I.

Quindi, se n > nε
|fn(x)− f(x)| ⩽ ε ∀ x ∈ I.

cioè {fn(x)}n∈N converge uniformemente a f(x).
tu

Teorema 1.3.16. (Limiti uniformi di successioni di funzioni conti-
nue.) Sia {fn(x)}n∈N una successione di funzioni definite in un intervallo I
e sia x0 ∈ I. Se le funzioni fn(x) sono tutte continue in x0 e se la successione
{fn(x)}n∈N converge uniformemente a una funzione f(x) in I, allora f(x) è
continua in x0.

Dimostrazione. Dato che {fn(x)}n∈N converge uniformemente a f(x), per
ogni ε > 0, esiste nε tale che per ogni n > nε e per ogni x ∈ I si ha

|fn(x)− f(x)| < ε.
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D’altra parte le funzioni fn(x) sono tutte continue in x0, quindi se si fissa un
indice n tale che n > nε, esiste δ tale che se |x− x0| < δ si ha

|fn(x)− fn(x0)| < ε.

Quindi, per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che se |x− x0| < δ

|f(x)− f(x0)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(x0) + fn(x0)− f(x0)|
⩽ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)| < 3ε,

cioè f(x) è continua in x0. tu

Teorema 1.3.17. (Convergenza uniforme e passaggio al limite sot-
to il segno di integrale.) Sia {fn(x)}n∈N una successione di funzioni
continue in un intervallo [a, b]. Se {fn(x)} converge uniformemente a una
funzione f(x) in [a, b] allora

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx .

Dimostrazione. Dato che {fn(x)} converge uniformemente a f(x) in [a, b],
f(x) risulta essere continua in [a, b] e quindi ha senso scrivere

∫ b
a
f(x) dx.

Sia ε > 0. Per la convergenza uniforme della successione {fn(x)}, esiste
nε tale che per ogni n > nε e per ogni x ∈ [a, b]

|fn(x)− f(x)| < ε.

Allora per ogni n > nε∣∣∣∣∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(fn(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣
⩽

∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx ⩽
∫ b

a

ε dx = ε(b− a).

e quindi

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

tu
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Esempio 1.3.18. Il precedente Teorema 1.3.17 di passaggio al limite sotto
il segno di integrale vale per successioni uniformemente convergenti su un
compatto [a, b], ma non vale su insiemi illimitati.
Infatti, sia fn(x) = 1/2n se −n ⩽ x ⩽ n e fn(x) = 0 altrimenti. Allora
‖fn‖L∞(R) = 1/2n tende a zero per n → ∞, e quindi fn converge uniforme-
mente alla funzione nulla su tutto R, ma

∫∞
−∞ fn(x) dx = 1. Però la stessa

dimostrazione data per questo Teorema prova che, se {fn(x)}n∈N una suc-
cessione di funzioni continue in un un insieme misurabile A di misura finita
(si veda la definizione nella successiva Sottosezione 1.9.1) e {fn(x)} converge
uniformemente in A ad una funzione f(x), allora

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx .

tu

Teorema 1.3.19. (Convergenza uniforme e derivabilità.) Sia {fn(x)}n∈N
una successione di funzioni di classe C1([a, b]) tale che

1. per qualche x0 ∈ [a, b], fn(x0) converge a f(x0);

2. f ′
n converge uniformemente ad una funzione g in [a, b].

Allora f ∈ C1([a, b]) e f ′(x) = g(x) per ogni x ∈ [a, b]. Inoltre anche fn
converge uniformemente a f in [a, b].

Dimostrazione. Per il Teorema Fondamentale del Calcolo integrale (Teorema
1.27.1) abbiamo che per ogni n ∈ N

fn(x) = fn(x0) +

∫ x

x0

f ′
n(t) dt, per ogni x ∈ [a, b] .

Allora

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

(
fn(x0) +

∫ x

a

f ′
n(t) dt

)
= lim

n→∞
fn(x0) + lim

n→∞

∫ x

a

f ′
n(t) dt, .

Per ipotesi
lim
n→∞

fn(x0) = f(x0) .



32 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Inoltre la successione {f ′
n} converge uniformemente a g e quindi, per il

Teorema 1.3.17

lim
n→∞

∫ x

x0

f ′
n(t) dt =

∫ x

x0

lim
n→∞

f ′
n(t) dt =

∫ x

x0

g(t) dt .

Quindi
f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

g(t) dt . (1.8)

Analogamente, fn(x) = fn(x0) +
∫ x
x0
f ′
n(t) dt. Poiché f ′

n converge uniforme-
mente a g, per ogni ε > 0 esiste N > 0 tale che, per ogni n ⩾ N , si ha
|f ′
n(t)− g(t)| < ε per ogni t ∈ [a, b]. Pertanto, per ogni n ⩾ N , prendendo n

sufficientemente grande perché si abbia |fn(x0)− f(x0)| < ε, otteniamo

|fn(x)− f(x)| ⩽ |fn(x0)− f(x0) +

∣∣∣∣∫ x

x0

|f ′
n(t)− g(t)| dt

∣∣∣∣
⩽ ε+ |x− x0|ε ⩽ (b− a+ 1)ε

e quindi fn converge uniformemente a f in [a, b].
Ora deriviamo ambo i membri di (1.8):

f ′(x) =
d

dx

(∫ x

x0

g(t) dt

)
.

Per il Teorema Fondamentale del Calcolo (Teorema 1.27.1)

d

dx

(∫ x

x0

g(t) dt

)
= g(x),

quindi f ′ = g e il teorema è dimostrato. tu

Nota 1.3.20. La nozione di convergenza richiesta nell’enunciato del Teore-
ma 1.3.19 può essere formulata in termini di una norma, in analogia con
quanto accade per la convergenza uniforme. Nel caso in oggetto la norma
è ‖f‖C1 = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞. Essa si chiama che si chiama norma C1, ovvero
norma nello spazio C1([a, b]) delle funzioni derivabili con derivata continua
nell’intervallo [a, b]. Questa norma verrà studiata più approfonditamente
nell’Esempio 9.1.6. tu
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Nota 1.3.21. Tutti i precedenti teoremi di questa Sezione continuano a va-
lere, con dimostrazione analoga, se invece di considerare una successione di
funzioni fn indicizzata da in indice intero n si prende in esame una famiglia
di funzioni fδ indicizzata da un parametro reale (o complesso) δ che tende
ad un limite δ0. A titolo di esempio formuliamo la prossima definizione ed il
prossimo teorema in questa senso. tu

Il prossimo risultato è un parziale reciproco del Teorema 1.3.16: infat-
ti esso mostra che, se il limite è continuo, allora la convergenza puntuale
implica quella uniforme, purché abbia luogo su un compatto ed in maniera
puntualmente decrescente. A questo fine anticipiamo l’uso della nozione di
compattezza (e di sottoricoprimenti finiti), per la quale rinviamo alla succes-
siva Definizione 1.9.4. Per concretezza, anticipiamo anche che gli intervalli
limittio e chiusi su R sono compatti.

Teorema 1.3.22. (Dini.) Sia K un insieme compatto e siano fn : K → R
funzioni continue che convergono puntualmente ovunque ad una funzione
continua f in maniera monotòna non crescente, ossia fn+1(x) ⩽ fn(x) per
ogni x ∈ K. Allora la convergenza è uniforme.

Dimostrazione. Fissiamo ε > 0. Poiché le fj convergono puntualmente a
f ed f è continua, per ogni y ∈ K esistono un indice j ed un sottoinsieme
aperto U(y, j) ⊂ K tali che

|fj(x)− f(x)| < ε (1.9)

per ogni x ∈ U(y, j): infatti, fj(y) converge a f(y) e quindi (1.9) è verificata
per x = y, e, per gli altri x ∈ U(y, j), |fj(x) − f(x)| ⩽ |fj(x) − fj(y)| +
|fj(y)− f(y)|+ |f(y)− f(x)|. Quindi (1.9) segue dalla continuità di fj.
Allora la famiglia U(y, j) forma un ricoprimento aperto di K. Per la compat-
tezza, esiste un sottoricoprimento finito U(y1, j1), . . . , U(ym, jm) di K. Sia
k = max{j1, . . . , jm}. Poiché la successione fj è non crescente, sappiamo che
per ogni i si ha |fk(x)−f(x)| < |fji(x)−f(x)| < ε se x ∈ U(yi, ji). Ma poiché
l’unione degli U(yi, ji) è tutto K, abbiamo che |fk(x) − f(x)| < ε ovunque.
Ora, di nuovo per la monotonia, ‖fn − f‖∞ < ε per ogni n ⩾ k. tu

Esercizio 1.3.23. Si consideri la successione di funzioni

fn(x) =
x

1 + enx
.
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Dimostrare che nella semiretta {x ⩾ 0} la successione {fn} converge unifor-
memente a 0.

Suggerimento: per x > 0,
x

1 + enx
<

x

enx
=

1

1 + en
.

Invece, per x = 0, si ha fn(0) = 0 per ogni n. tu

Esercizio 1.3.24. Studiare la convergenza uniforme della successione di fun-
zioni fn(x) = (n sin x+ cos x)/(2n+ 1) per x ∈ R.
tu

Esercizio 1.3.25. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

x2n

n3

converge uniformemente? tu

1.3.2 Convergenza uniforme di serie di funzioni
Una serie di funzioni è una serie il cui termine n-esimo è una funzione∑

n

fn(x)

Definizione 1.3.26. La successione delle somme parziali della serie di fun-
zioni

∑
n fn(x) è la successione di funzioni

Sn(x) =
n∑
k=0

fk(x) ∀n ∈ N, x ∈ I.

Definizione 1.3.27. (Convergenza uniforme di serie.) Una serie di
funzioni

∑
k fk(x) definite in I converge uniformemente ad una funzione f

definita in I se la successione delle sue somme parziali {Sn(x)}n∈N converge
uniformemente a f(x) in I. In tal caso scriviamo che

∞∑
k=0

fk(x) = f(x) uniformemente ∈ I.
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Teorema 1.3.28. (Criterio di Cauchy per la convergenza unifor-
me di serie di funzioni.) Una serie di funzioni

∑
n fn(x) converge

uniformemente in I se e solo se per ogni ε > 0, esiste nε tale che se n > nε∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < ε ∀p ∈ N, x ∈ I.

Dimostrazione. Consideriamo la successione delle somme parziali della serie

Sn(x) =
n∑
k=0

fk(x) ∀x ∈ I.

Allora il teorema si dimostra applicando a tale successione il criterio di Cau-
chy per la convergenza uniforme di successioni di funzioni(Teorema 1.3.15).

tu

Teorema 1.3.29. (Test di Weierstrass o della convergenza totale.)
Sia {Mn}n∈N una successione di numeri non negativi tale che

|fn(x)| ⩽Mn ∀n ∈ N, ∀x ∈ I.

Sia, inoltre,
∑∞

n=0Mn una serie numerica convergente.
Allora la serie di funzioni

∑∞
n=0 fn(x) converge uniformemente in I.

Dimostrazione. Dato che, per ogni n ∈ N e x ∈ I, si ha |fn(x)| ⩽ Mn,
otteniamo ∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ⩽
n+p∑

k=n+1

|fk(x)| ⩽
n+p∑

k=n+1

Mk.

La serie numerica
∑∞

n=0Mn è convergente e quindi per ogni ε > 0, esiste nε
tale che se n > nε

n+p∑
k=n+1

Mk =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

Mk

∣∣∣∣∣ < ε ∀p ∈ N.

Allora per ogni ε > 0 esiste nε tale che se n > nε∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ⩽
n+p∑

k=n+1

Mk ⩽ ε ∀p ∈ N, ∀x ∈ I.

Ma la condizione di Cauchy è equivalente alla convergenza uniforme della
serie

∑∞
n=0 fn(x) (Teorema 1.3.28). tu



36 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Esempio 1.3.30. Convergenza puntuale ed uniforme di serie di fun-
zioni a supporti disgiunti.) Il presente esempio anticipa, limitatamente
a ciò che riguarda la convergenza puntuale ed uniforme di serie, un esempio
analogo (Esercizio 11.17.32) che estenderemo anche alla convergenza nel sen-
so delle distribuzioni. Consigliamo fortemente al lettore di tracciare i grafici
dei termini delle serie e delle loro somme parziali, per evitare confusioni (i
termini delle serie che studieremo nell’Esempio 11.17.32 hanno grafici più
semplici: in caso di dubbio il lettore può considerare quelle funzioni invece
di queste).

Sia c0 la funzione che vale sin x nell’intervallo [−π, π] e 0 altrove, e sia
cn il suo traslato di passo 2nπ, che vale quindi sin(x − 2πn) = sin x in
[2πn− π, 2πn+ π] = [(2n− 1)π, (2n+ 1)π] e 0 altrove. Consideriamo la
serie

∞∑
n=1

cn(x) .

(i) La serie converge puntualmente? La serie converge uniformemente?

La serie converge puntualmente alla funzione S(x) che vale cn(x) nel-
l’intervallo [(2n− 1)π, (2n+ 1)π]. In altre parole, la funzione S somma
della serie vale sin x negli intervalli [(2n− 1)π, (2n+ 1)π] al variare di
n, e quindi vale sin x su tutto R.

Infatti, poiché questi intervalli sono adiacenti, per ogni x si ha cn(x) = 0
per tutti gli interi n tranne che per l’unico valore di n (che indichiamo
con nx) che verifica (2n−1)π ⩽ x < (2n+1)π (qui il segno di minore o
uguale a sinistra si potrebbe rimpiazzare col segno di minore, perché ai
punti −π

2
+ 2nπ tutti gli addendi sono nulli). Questo valore nx è facile

da calcolare, anche se non serve farlo: in effetti si ha nx =
[
(x+π)
2π

]
.

Quindi, per ogni x, c’è al più soltanto un termine non nullo nella serie,
da cui la convergenza puntuale: pertanto ogni somma parziale Sn(x)
vale 0 per n < nx, e per tutti gli n ⩾ nx vale sin x. In altre parole,
passato nx il valore delle somme parziali Sn(x) diventa costante rispetto
a n, e quindi ovviamente esse convergono.

La serie però non converge uniformemente. Se la convergenza fosse
uniforme, le somme parziali convergerebbero uniformemente alla som-
ma puntuale S(x) calcolata nella parte precedente. Quindi, indicando
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con SN la somma parziale SN =
∑N

n=1 cn(x), il resto N -simo S − SN
verificherebbe

lim
N→∞

‖S − SN‖∞ = 0.

Invece,

S(x)− SN(x) =
∞∑

n=N+1

cn(x)

vale sin x se x appartiene ad un intervallo del tipo [(2n− 1)π, (2n+ 1)π]
con n > N , e 0 altrimenti (ossia se x ⩾ (2N − 1)π). Poiché in questi
intervalli il seno raggiunge il valore massimo 1 si ha ‖S − SN‖∞ = 1
per ogni N , e pertanto non si ha convergenza uniforme.
Una variante di questo ragionamento, più semplice perché non richiede
il calcolo preliminare della somma S della serie, segue dal criterio di
Cauchy (Teorema 1.3.28): per il momento lasciamo questa variante per
esercizio, rinviando i lettori che non fossero in grado di affrontarlo alla
spiegazione dettagliata che troveranno nel seguito alla Nota 1.2.20.

(ii) Consideriamo ora invece la serie

∞∑
n=1

nαcn(x) .

Come cambiano le risposte precedenti se α = 1?
In questo caso nα = n. Come prima, al più soltanto un termine della
serie è non nullo per ciascun x, e quindi la serie converge puntualmente.
Però questo termine ora vale n sin x. Quindi la somma della serie è
illimitata per x→ ∞ (vale n nel punto x = π

2
+ 2nπ, dove il seno vale

1), e la serie diverge nella norma uniforme.

(iii) Come cambiano le risposte precedenti se α = −1
2
?

Come prima, la serie converge puntualmente perché per ogni x c’e’
al più un solo addendo non nullo: si tratta del termine con n = nx,
come sempre. Ora però questo termine si maggiora, in valore assoluto,
con il massimo del seno (che ovviamente vale 1) moltiplicato per n− 1

2
x .

Quindi la somma parziale n-sima della serie è nulla a destra dei primi
n intervalli, e su ciascuno di essi si maggiora con n− 1

2 . Pertanto ora
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S(x)−SN(x) =
∑∞

n=N+1 n
− 1

2 cn(x) si maggiora uniformemente con (N+

1)−
1
2 , che tende a 0 con N , e quindi la serie converge uniformemente.

Cautela: nell’ultimo passaggio non si può applicare il test di Weierstrass
(Teorema 1.3.29), perché la serie numerica dei maggioranti,

∑
n− 1

2 , non
converge (Sezione 1.1). Ed in effetti, qui la convergenza uniforme non
segue in realtà dal fatto che gli addendi diventino piccoli rapidamente,
bensì dal fatto che diventano piccoli anche se lentamente ma i loro
supporti sono disgiunti...

tu

Esercizio 1.3.31. Discutere in dettaglio l’analogo del precedente Esempio
1.3.30 se la funzione c0 è ridefinita così: c0(x) = cos x se x ∈

[
−π

2
, π
2

]
e

0 altrove. tu

Esercizio 1.3.32. (i) Sia χn la funzione caratteristica dell’intervallo [n, n+
1) (quella definita nella Sezione 1.1 che vale 1 se n ⩽ x < n + 1 e 0
altrove). Si mostri che la serie

∑∞
n=−∞ χn converge puntualmente alla

costante 1 ma non converge uniformemente.

(ii) Sia ψn la funzione caratteristica dell’intervallo [0, n). Si mostri che
la serie

∑∞
n=−∞ ψn non converge puntualmente: più precisamente, che

essa diverge per ogni x.

(iii) Sia θn la funzione caratteristica dell’intervallo [0, 1/n). Si mostri che
la serie

∑∞
n=−∞ θn diverge in x = 0 ma converge puntualmente per

ogni x 6= 0, e converge uniformemente in ogni intervallo chiuso che non
contiene 0. (Suggerimento: per ogni fissato x 6= 0, solo un numero
finito dei numeri θn(x) sono non nulli.)

tu

Dai teoremi sulla continuità e derivabilità ed il passaggio al limite sot-
to il segno di integrale dimostrati per le successioni di funzioni seguono i
relativi teoremi per le serie di funzioni (si dimostrano considerando la suc-
cessione delle somme parziali della serie e applicando i suddetti teoremi a
tale successione).

Teorema 1.3.33. (Convergenza uniforme e continuità di serie di
funzioni.) Se una serie di funzioni continue in I,

∑∞
n=0 fn(x), converge

uniformemente a una funzione f(x) in I, allora f(x) è continua in I
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Teorema 1.3.34. (Convergenza uniforme ed integrabilità per se-
rie.) Sia

∑∞
n=0 fn(x) una serie di funzioni continue in un intervallo [a, b].

Se la serie converge uniformemente a f(x) in [a, b], allora∫ b

a

f(x) dx =
∞∑
n=0

∫ b

a

fn(x) dx.

Teorema 1.3.35. (Convergenza uniforme e derivabilità per serie.)
Sia

∑∞
n=0 fn(x) una serie di funzioni di classe C1(I) tale che

1.
∑∞

n=0 fn(x) converge uniformemente a f(x) in I;

2.
∑∞

n=0 f
′
n(x) converge uniformemente a una funzione g(x) in I.

Allora f ∈ C1(I) e g(x) = f ′(x) in I

1.4 Serie di potenze
Definizione 1.4.1. Sia an una successione a valori reali o complessi. Una
serie della forma

∞∑
n=1

an (z − z0)
n, z ∈ C (oppure z ∈ R)

è detta serie di potenze. A meno di una traslazione, quindi senza perdita di
generalità, assumeremo in tutti gli enunciati che sia z0 = 0.

Teorema 1.4.2. (Disco di convergenza di serie di potenze.) Sia
∞∑
n=1

an z
n, z ∈ C

una serie di potenze, e sia

R =
1

lim supn→∞
n
√

|an|
(1.10)

dove conveniamo che sia R = 0 se il denominatore è infinito, e r = +∞ se
il denominatore è zero. Allora la serie converge assolutamente per |z| < R e
non converge per |z| > R. Inoltre, la serie converge uniformemente in ogni
compatto contenuto nel disco BR(0) = {|z| < R}.



40 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Dimostrazione. Per la convergenza, basta applicare il criterio della radice
(Sezione 1.1), ed osservare che lim supn→∞

n
√
|anzn| = |z|/R.

Proviamo la convergenza uniforme sui compatti. Per il Teorema di Weier-
strass sull’esistenza dei massimi di funzioni continue sui compatti (Sezio-
ne 1.1), in ogni compatto K contenuto nel disco di convergenza cè un punto
w a distanza massima dall’origine, perchè, per definizione di continuità, la
distanza è una funzione continua. Poiché il disco di convergenza ha raggio R,
per ogni z ∈ K si ha |z| ⩽ |w| < R. Allora |anzn| ⩽ |anwn|, e la convergenza
uniforme segue da questa maggiorazione uniforme rispetto a z e dalla pri-
ma parte della dimostrazione grazie al test di Weierstrass (Teorema 1.3.29).

tu

Nota 1.4.3. Se esiste, finito od infinito, il limite

lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣
allora anche questo limite è uguale al raggio di convergenza: basta applicare
il criterio del rapporto (Sezione 1.1) anziché quello della radice. tu

Corollario 1.4.4. Nel suo disco aperto di convergenza, una serie di potenze
converge ad una funzione continua.

Esempio 1.4.5. Le serie
∑∞

n=1 z
n,
∑∞

n=1 z
n/n,

∑∞
n=1 z

n/n2 hanno tutte e tre
raggio di convergenza uguale a 1, quindi il disco di convergenza è la palla
con centro l’origine e raggio 1. Sul bordo del disco di convergenza (la cir-
conferenza con centro l’origine e raggio 1) il comportamento delle tre serie è
diverso: lo determiniamo sulla base dei criteri di convergenza enunciati nella
Sezione 1.1. La prima non converge, perché il termine generico non tende a
zero. L’ultima converge ovunque, perché i coefficienti decrescono in modulo
a velocità 1/n2. La serie

∑∞
n=1 z

n/n diverge per z = 1 dove i coefficienti
valgono 1/n, e converge puntualmente sul resto della circonferenza per il
criterio di Dirichlet (Teorema 1.1.5. In particolare essa converge a z = −1
per il criterio di Leibnitz sulle serie a segni alterni, che il criterio di Dirichlet
estende agli altri punti z = eit con t 6= 2kπ (k ∈ Z). tu

Esempio 1.4.6. Determiniamo il raggio di convergenza della serie∑
n

n! zn.
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Qui an = n!, e quindi

R = lim
n→+∞

|an|
|an+1|

= lim
n→+∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→+∞
n+ 1 = 0.

Pertanto la serie converge solo per z = 0. tu

∗Teorema 1.4.7. Sviluppabilità in serie di potenze rispetto a diversi
centri di sviluppo.) Sia f(z) =

∑∞
n=0 an (z−z0)n una serie di potenze con

raggio di convergenza R > 0, e sia z1 tale che il disco BS(z1) è contenuto nel
disco di convergenza BR(z0), ossia tale che

|z1 − z0|+ S ⩽ R . (1.11)

Allora per ogni k ∈ N la serie

bk =
∞∑
n=k

(
n

k

)
an (z1 − z0)

n−k

è convergente, e nel disco BS(z1) la funzione somma f è sviluppabile in serie
di potenze con centro z1: per ogni z ∈ BS(z1),

f(z) =
∞∑
k=0

bk (z − z1)
k . (1.12)

Dimostrazione. Dal Teorema del Binomio di Newton (Sezione 1.1) si ha

(z − z0)
n = (z − z1 + z1 − z0)

n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(z − z1)

k (z1 − z0)
n−k . (1.13)

Allo stesso modo si ha

(|z − z1|+ |z1 − z0|)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
|z − z1|k |z1 − z0|n−k . (1.14)

Poniamo u(n, k) =
(
n
k

)
an (z − z1)

k(z1 − z0)
n−k se 0 ⩽ k ⩽ n, e u(n, k) = 0

altrimenti. Allora da (1.13) abbiamo

f(z) =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

u(n, k) .
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Ora mostriamo che la serie doppia nel lato destro di questa identità converge
assolutamente. Sia z ∈ BS(z1), ossia |z − z1| < S. Poniamo w = z0 + |z −
z1|+ |z1 − z0|, ed osserviamo che

|w − z0| < S + |z1 − z0| ⩽ R

dall’identità (1.11). Pertanto segue da (1.14) che
∞∑
n=0

∞∑
k=0

|u(n, k)| =
∞∑
n=0

|an| (|z − z1|+ |z1 − z0|)n =
∞∑
n=0

|an| (w − z0)
n ,

ma questa serie di potenze converge perché |w − z0| è inferiore al suo raggio
di convergenza R. Abbiamo quindi convergenza assoluta della serie, e quindi
possiamo riordinarne i termini (Section 1.1) scambiando l’ordine delle due
somme, ossia sommando prima rispetto a n e poi rispetto a k: in tal modo
si ottiene (1.12). tu

Lemma 1.4.8. Una serie di potenze
∑∞

n=0 an z
n e la serie delle derivate∑∞

n=1 n an z
n−1 hanno lo stesso raggio di convergenza. Rem: in questo enun-

ciato, per maggiore generalità, la derivata è quella per funzioni di variabile
complessa (si veda in seguito la Definizione 1.22.13). Il lettore per cui que-
sta nozione sia per ora poco familiare può limitare l’attenzione, nel presente
enunciato, a serie di potenze reali.

Dimostrazione. Basta osservare che lim supn→∞
n
√
|n an| = lim supn→∞

n
√

|an|,
perché limn→∞

n
√
n = 1 (infatti n

√
n = elogn/n e log n diverge più lentamente

di n (Sezione 1.1)). tu

Teorema 1.4.9. (Derivazione di serie di potenze.) Se la serie di
potenze

∑∞
n=0 an z

n converge nel disco di raggio R ed ha somma f(z), allora
in questo disco f è derivabile (in senso complesso, Definizione 1.22.13) e la
derivata si ottiene derivando per serie, cioè termine a termine:

f ′(z) =
∞∑
n=1

n an z
n−1 .

In particolare, se una serie di potenze di una variabile reale converge in un
segmento, al suo interno essa è derrivabile termine a termine e la derivata
della serie coincide con la serie delle derivate.
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Dimostrazione. Segue immediatamente dal precedente Lemma 1.4.8 e dal
teorema di derivazione per serie, Teorema 1.3.35. tu

Corollario 1.4.10. (Ogni serie di potenze è integrabile termine a
termine.) In ogni intervallo chiuso all’interno del suo intervallo aperto di
convergenza, ogni serie di potenze reale f(x) =

∑∞
n=0 an (x−x0)n è integrabile

termine a termine, ossia il segno di integrale commuta con quello di serie.
In altre parole, per ogni x tale che |x− x0| < R:∫ x

x0

f(t) dt =
∞∑
n=0

an

∫ x

x0

(t− x0)
n dt =

∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− x0)
n+1 .

Dimostrazione. La serie converge uniformemente in [x0, x] per il teorema
di convergenza (Teorema 1.4.2). Il risultato segue quindi dal teorema di
integrazione per serie (Teorema 1.3.34). tu

∗Teorema 1.4.11. (Teorema di convergenza radiale di Abel.) Con-
sideriamo uno sviluppo in serie di potenze f(x) =

∑∞
n=0 an x

n convergente
nell’intervallo aperto (−r, r). Se la serie converge anche al punto x = r, al-
lora esiste il limite limx→r− f(x) e vale

∑∞
n=0 an r

n. Equivalentemente, se la
serie di potenze è di variabile complessa e converge puntualmente su un rag-
gio del disco di convergenza, estremo incluso, allora la sua somma ha limite
radiale lungo quel raggio, ed è continua su tutto il raggio estremo incluso.

Dimostrazione. Se la serie converge al punto x = r allora il suo raggio
spettrale R verifica la disuguaglianza R ⩾ r. Scriviamo

∑∞
n=0 an x

n =∑∞
n=0 an

(
x
r

)n
rn e consideriamo la convergenza di questa serie nell’intervallo

[0, r]. Poiché x
r
⩽ 1, la successione di funzioni x

r
è uniformemente limitata, ed

inoltre è monotòna non crescente. Per ipotesi, la serie geometrica
∑∞

n=0 an r
n

è convergente. Quindi la serie a secondo membro converge uniformemente
in questo intervallo per il criterio di convergenza uniforme di Abel (Teorema
1.1.7 (ii)): in particolare, la sua somma è una funzione continua in [0, r], ed
analogamente in (−r, r]. tu

Esercizio 1.4.12. Studiare la convergenza della serie∑
n

2−n log

(
1− 1

nα

)
zn,
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dove α > 0. Svolgimento. Sia an = 2−n log
(
1− 1

nα

)
, allora il raggio di

convergenza della serie è

R = lim
n→+∞

|an|
|an+1|

= 2

Quindi la serie in esame converge assolutamente per |z| < 2 e non converge
per |z| > 2. Inoltre, per |z| = 2 la serie converge assolutamente se α > 1:
infatti, se z = 2 eiθ (θ ∈ R), allora dalle stime di Leibnitz (Sezione 1.1) per
lo sviluppo di Taylor al primo ordine del logaritmo a x = 1 (che è a segni
alterni), o più semplicemente dal fatto che il logaritmo è concavo e quindi il
suo grafico sta sotto alla retta tangente al punto x = 1, si vede che∣∣∣∣2−n log(1− 1

nα

)
2neinθ

∣∣∣∣ ⩽ 1

nα

e la convergenza segue dal confronto con la serie
∑

1
nα (Sezione 1.1). Analo-

gamente, dallo sviluppo del logaritmo al secondo ordine, segue che∣∣∣∣2−n log(1− 1

nα

)
2neinθ

∣∣∣∣ ⩾ 1

nα
− 1

2n2α
>

1

2nα

se n è sufficientemente grande. Quindi, per α ⩽ 1, la serie diverge se |z| = 2,
sempre grazie al criterio del confronto. tu

Esercizio 1.4.13. Studiare la convergenza della serie∑
n

2
√
n zn.

Svolgimento. Qui an = 2
√
n. Quindi

R =
1

lim
n→+∞

n
√

|an|
=

1

lim
n→+∞

n
√
2
√
n
=

1

lim
n→+∞

2
√
n
n

= 1

Il raggio di convergenza è R = 1, quindi la serie in esame converge per
|z| < 1 e non converge per |z| > 1. Si vede inoltre che per |z| = 1 la serie
non converge perchè in tal caso il termine generale non tende a zero.
tu
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Esercizio 1.4.14. Studiare la convergenza della serie∑
n

(n−
√
n cosn) zn.

Svolgimento. Poiché an = n−
√
n cosn, il raggio di convergenza della serie è

R = lim
n→+∞

|an|
|an+1|

= lim
n→+∞

|n−
√
n cosn|

|n+ 1−
√
n+ 1 cos(n+ 1)|

= lim
n→+∞

|1−
√
n
n
cosn|

|1 + 1
n
−

√
n+1
n

cos(n+ 1)|
= 1 .

Quindi la serie converge assolutamente per |z| < 1 e non converge per |z| > 1.
Si vede inoltre che per |z| = 1 la serie non converge perchè in tal caso il
termine generale non tende a zero. tu

Esercizio 1.4.15. Studiare la convergenza della serie∑
n

(2x)n

n+ 3
√
n

al variare del parametro reale x.
Svolgimento. Qui an = 1

n+3
√
n
, ed il raggio di convergenza della serie di

potenze
∑
n

zn

n+ 3
√
n

è

R = lim
n→+∞

|an|
|an+1|

= 1.

Quindi la serie converge assolutamente per |x| < 1/2 e non converge per
|x| > 1/2. Dal criterio del confronto (Sezione 1.1) si vede che per x = 1/2 la
serie diverge. Dal Criterio di Leibnitz (Sezione 1.1) si vede che per x = −1/2
la serie converge. tu

Esercizio 1.4.16. Per k > 0 intero, la serie
∞∑
n=1

xn
k



46 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

converge puntualmente in (0, 1)? Converge uniformemente in (0, 1)? Svol-
gimento. Il raggio di convergenza di queste serie, calcolato come in (1.10),
è 1 per ogni k, quindi le serie convergono tutte puntualmente in (0, 1). I
loro termini sono funzioni crescenti e continue, estendibili con continuità al-
l’intervallo (0, 1], dove hanno massimo al punto x = 1 con valore massimo
1: quindi la norma uniforme sull’intervallo (0, 1) di ciascun termine vale 1.
Per lo stesso motivo le somme parziali m-sime sono crescenti in (0, 1), hanno
senso anche in (0, 1], e la loro norma uniforme diverge. Non si ha convergenza
uniforme per nessun k intero positivo. tu

1.5 Ulteriori esercizi sulla convergenza uni-
forme

Esercizio 1.5.1. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [−2, 2] la serie
∞∑
n=1

xn

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.2. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie
∞∑
k=1

e−k|x|

k5

converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].

2. Si dimostri inoltre che le somme parziali della serie al punto (a),

Sn =
n∑
k=1

e−k|x|

k5
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formano una successione di Cauchy.
Suggerimento: si maggiorino le somme

N∑
k=M+1

e−k|x|

k5

per M,N sufficientemente grandi.)
tu

Esercizio 1.5.3. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie
∞∑
k=1

arctan(x− k)

k3

converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].

2. Si dimostri inoltre che le somme parziali delle serie al punto (a),

Sn =
n∑
k=1

arctan(x− k)

k3

formano una successione di Cauchy.
(Suggerimento: si maggiorino le somme

N∑
k=M+1

arctan(x− k)

k3

per M,N sufficientemente grandi.)
tu

Esercizio 1.5.4. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie
∞∑
k=1

e−(x−k)2

k2

converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].
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2. Si dimostri inoltre che le somme parziali della serie al punto (a),

Sn =
n∑
k=1

e−(x−k)2

k2

formano una successione di Cauchy.
(Suggerimento: si maggiorino le somme

N∑
k=M+1

e−(x−k)2

k2

per M,N sufficientemente grandi.)
tu

Esercizio 1.5.5. 1. Utilizzando il test di Weierstrass si dimostri che la serie
∞∑
k=1

cos xk

k4

converge uniformemente in ogni intervallo limitato contenuto in [0, 1].

2. Si dimostri inoltre che le somme parziali della serie al punto (a),

Sn =
n∑
k=1

cos xk

k4

formano una successione di Cauchy.
(Suggerimento: si maggiorino le somme

N∑
k=M+1

cos xk

k4

per M,N sufficientemente grandi.)
tu

Esercizio 1.5.6. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [0, 4] la serie
∞∑
n=1

(
√
x)n

n3

converge uniformemente? tu
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Esercizio 1.5.7. In quali sottoinsiemi dell’intervallo (−1,+∞) la serie
∞∑
n=1

(log(x+ 1))n

n4

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.8. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [−1, 1] la serie
∞∑
n=1

x2n

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.9. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [−1, 1] la serie
∞∑
n=1

x2n

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.10. Utilizzando il test di Weierstrass dimostrare che la serie
∞∑
n=1

arctan(x− n)

n3

converge uniformemente su tutto R. tu

Esercizio 1.5.11. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

e−(x−n)2

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.12. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

xn

n4

converge uniformemente? tu
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Esercizio 1.5.13. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

arctan(x− n)

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.14. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

e−x
2+n

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.15. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

cos(x− n)

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.16. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

arctan(x− n)

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.17. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

sin(x+ n)

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.18. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

x2n

n2

converge uniformemente? tu
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Esercizio 1.5.19. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

xn

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.20. In quali sottoinsiemi di R la serie
∞∑
n=1

e−(x−n)2

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.21. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [−a, a] con a ∈ R la serie

∞∑
n=1

xn

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.22. Data la successione di funzioni fn(x) = cosx
nα con α ∈ R+

stabilire in quali sottoinsiemi di R converge uniformemente. tu

Esercizio 1.5.23. In quali intervalli [a, b] di R la serie

∞∑
n=1

(x+ n)3

n5

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.24. Studiare la convergenza uniforme della successione di fun-
zioni fn(x) = (

√
x)n nell’intervallo [0, 1].

tu

Esercizio 1.5.25. Studiare la convergenza uniforme della successione di fun-
zioni fn(x) = sin(nx)

n2 .
tu
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Esercizio 1.5.26. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [−2, 2] la serie
∞∑
n=1

xn

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.27. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [−2, 2] la serie
∞∑
n=1

xn

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.28. In quali sottoinsiemi dell’intervallo [0, 4] la serie
∞∑
n=1

(
√
x)n

n3

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.29. In quali sottoinsiemi dell’intervallo (0,+∞) la serie
∞∑
n=1

e−
n
x2

n2

converge uniformemente? tu

Esercizio 1.5.30. Sia f(x) = 1/(1 + x2). La successione di funzioni fn(x) =
f(x/n) converge puntualmente su R? Converge uniformemente sui compat-
ti? Converge uniformemente su tutto R?
Svolgimento. È evidente che fn(x) ↗ 1 puntualmente per ogni x. La
convergenza non è uniforme su R, perché, per ogni n, si ha ‖fn − 1‖∞ =
supx∈R 1− fn(x) = 1, visto che limx→±∞ 1− fn(x) = 1− limx→±∞ fn = 1. Si
osservi che l’estremo superiore non è un massimo, visto che non viene raggiun-
to in un punto di R ma solo approssimato all’infinito: questo non contraddice
il Teorema di Weierstrass sui massimi e minimi delle funzioni continue sui
compatti (Sezione 1.1) perché stiamo studiando la funzione 1− fn sull’intera
retta e non su un compatto. Pertanto questo estremo superiore non può
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essere localizzato annullando la derivata di fn: in tal modo si localizzerebbe
il minimo, raggiunto in 0.
Consideriamo ora la convergenza uniforme sui compatti. Ogni compatto in
R è contenuto in un intervallo [a, b], con a < b, quindi, senza perdita di gene-
ralità, limitiamo l’attenzione ad un tale intervallo. Consideriamo dapprima
il caso a < 0 < b. Osserviamo che la funzione 1 − fn(x) = 1 − 1

1+x2/n2 è il
dilatato di 1 − 1

1+x2
= x2

1+x2
, e quindi è una funzione monotòna crescente in

[0, b] e monotòna decrescente in [a, 0]. Quindi 1− fn ‘ha minimo in 0, come
già sapevamo, ma nell’intervallo [0, b] ha massimo nel punto b, per mono-
tonia, e nell’intervallo [a, 0] ha massimo nel punto a, per la stessa ragione.
Quindi il massimo della funzione 1 − fn nell’intervallo [a, b] è il più grande
fra i due valori che essa assume in a ed in b; inoltre la funzione 1− fn, come
la funzione f , è pari, e quindi il suddetto punto di massimo è assunto nel più
lontano da 0 fra i punti a e b. Senza perdita di generalità, supponiamo che
il più lontano sia il punto b. Allora ‖fn − 1‖L∞[a, b] = 1− fn(b) = 1− 1

1−b2/n2

tende a zero per n → ∞, e quindi si ha convergenza uniforme in [a, b] di fn
alla funzione 1.
Se l’intervallo [a, b] è tutto contenuto in R+ o R−, la convergenza uniforme
segue per restrizione dal caso di intervalli che contengono l’origine. tu

Esercizio 1.5.31. Sia f(x) = 1/(1 + x2) e fn(x) = f(x − 1/n). Determinare
se fn converge uniformemente

1. sui compatti;

2. su tutto R.

Svolgimento. È chiaro che il limite puntuale delle funzioni fn è f , dal momen-
to che 1/n tende a zero con n. Per quanto riguarda la convergenza uniforme,
osserviamo che si ha

(fn − f)(x) =
1

1 + (x+ 1
n
)2

− 1

1 + x2
=

1

n

2x+ 1
n

(1 + (x+ 1
n
)2)(1 + x2)

.

Quindi, visto che 1
1+(x+ 1

n
)2

⩽ 1, abbiamo

|fn(x)− f(x)| ⩽ 1

n

2|x|+ 1
n

1 + x2
<

1

n

2|x|+ 1

1 + x2
<

1

n
,

perché 2|x| ⩽ 1 + x2 (questo equivale al fatto che (x ± 1)2 ⩾ 0). Quindi fn
converge uniformemente a f su tutto R.
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A maggior ragione si ha convergenza uniforme su ogni compatto. Osservia-
mo che su un compatto, che senza perdita di generalità, come nell’esercizio
precedente, possiamo scegliere come [a, b], con a < 0 < b, la funzione fn − f
assume un massimo, per il Teorema di Weierstrass citato nell’Esercizio prece-
dente, ma questo massimo non viene raggiunto negli estremi dell’intervallo:
a differenza dell’esercizio precedente, ora la funzione fn− f non è monotòna
in [a, 0] e in [0, b]. tu

Esercizio 1.5.32. Sia f come nel problema precedente e fn(x) = f(x− n) =
1/(1+(x−n)2). Determinare se la serie

∑∞
n=0 fn(x) converge uniformemente

1. sui compatti;

2. su tutto R.

Svolgimento. Le funzioni fn sono tutte traslate della stessa funzione f , e
quindi hanno tutte la stessa norma uniforme: ‖fn‖∞ = 1 per ogni n. Pertanto
la serie non converge uniformemente su R in base alla Nota 1.2.20.
Diversa è la situazione sui compatti: lì la serie converge uniformemente. Per
questo, come negli esercizi precedenti, basta restringere l’attenzione ad un
intervallo [a, b]. Il massimo della funzione fn è raggiunto al punto x = n.
A sinistra del loro punto di massimo, le fn sono crescenti. Pertanto, se
limitiamo l’attenzione agli indici n > b (in tal modo trascuriamo solo un
numero finito di termini, e la convergenza della serie non ne è affetta), le fn
sono tutte crescenti in [a, b], e quindi il loro massimo su questo intervallo
viene assunto all’estremo destro b, e vale ‖fn‖L∞[a, b] = 1/(1 + (b − n)2): si
tratta di un infinitesimo dell’ordine di 1/n2, e quindi ‖fn‖L∞[a, b] < C/n2

per qualche costante C > 0, e la serie converge uniformemente per il test di
Weierstrass (Teorema 1.3.29). tu

1.6 Serie di Taylor

1.6.1 Sviluppabilità in serie di Taylor
Per ragioni di enfasi, dedichiamo questa Sezione specifica a reinterpretare
le serie di potenze come serie di Taylor. Al fine di chiarezza, ritorniamo a
considerare serie di potenze con centro non necessariamente in z0 = 0.
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Corollario 1.6.1. (Ogni serie di potenze è una serie di Taylor.) Al-
l’interno del suo disco di convergenza, ogni serie di potenze

∑∞
n=0 an (z−z0)n

è derivabile infinite volte. Inoltre, ponendo f(z) =
∑∞

n=0 an z
n, i coefficienti

an sono necessariamente i coefficienti di Taylor di f al centro di sviluppo:

an =
f (n)(z0)

n!
.

Dimostrazione. La prima asserzione si ottiene applicando iterativamente
il precedente Teorema 1.4.9. Da questa parte dell’enunciato il resto segue
derivando successivamente la funzione somma f : per k ⩽ n,

f (k)(z) =
∞∑
n=k

n·(n−1) · · · (n−k+1) an (z−z0)n−k =
∞∑
n=k

n!

(n− k)!
an (z−z0)n−k .

Ponendo z = z0 in questa uguaglianza sopravvive solo il termine con n = k,
da cui l’enunciato. tu

Esempio 1.6.2. (Lo sviluppo in serie dell’esponenziale.) Determiniamo
il raggio di convergenza della serie

∞∑
n=0

zn

n!
.

Sia an = 1
n!
: allora

R = lim
n→+∞

|an|
|an+1|

lim
n→+∞

(n+ 1)!

n!
= lim

n→+∞
n+ 1 = +∞.

Quindi la serie converge per ogni valore di z ∈ C. La serie
∑
n

zn

n!
è detta

serie esponenziale. Osserviamo che, se scriviamo f(z) = ez, si ha f (k)(z) =
f(z) = ez qualunque sia k. Pertanto i coefficienti di Taylor a z0 = 0 della
funzione esponenziale valgono proprio 1

n!
, e quindi, grazie al Corollario 1.6.1,

si ha che f(z) =
∑∞

n=0
zn

n!
per ogni z; in particolare, restringendo l’attenzione

ad una variabile reale, l’identità vale per l’esponenziale reale per ogni x ∈ R.
Poiché si tratta di una serie di potenze, il raggio di convergenza è infinito ed
in particolare la serie converge uniformemente su ogni compatto. tu
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Definizione 1.6.3. Data una funzione f ∈ C∞ in un intorno aperto di z0,
la serie di potenze

∑∞
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)
n si chiama serie di Taylor di f con

centro di sviluppo in z0.

In base al Teorema di Taylor (Sezione 1.1) il resto n-simo della serie di
Taylor di f con centro in x0 verifica

En(x; x0; f) ≡ f(x)−
n∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 (1.15)

per qualche ξ ∈ [x0, x]. La serie di Taylor converge al punto x se e solo se
limn→∞En(x; x0; f) = 0, quindi dall’uguaglianza (1.15) e dal fatto ovvio che
il fattoriale cresce più rapidamente dell’esponenziale segue:

Corollario 1.6.4. Se esiste una costante C > 0 tale che
∣∣f (n)(z0)

∣∣ ⩽ Cn per
tutti gli interi n, allora la serie di Taylor di f converge al punto x.

Esempio 1.6.5. La serie di Taylor della funzione esponenziale converge ovun-
que alla funzione esponenziale, perché la derivata di ex vale ancora ex, e
quindi non dipende da n (per una dimostrazione alternativa si usi il pros-
simo Teorema 1.6.6). Analogamente, le serie di Taylor di sin x e di cos x
convergono ovunque alle stesse funzioni, perché le loro derivate n-sime sono
sempre uguali a ± cos x o ± sin x, e quindi maggiorate da 1 in valore assoluto.

tu

Enunciamo il seguente criterio di convergenza della serie di Taylor. Per
la dimostrazione, si veda [1, Capitolo 9, Sezione 20].

Teorema 1.6.6. (Criterio di convergenza di Bernstein.) Sia f ∈
C∞[x0, x0 + a]. Se f e tutte le sue derivate sono non negative in [x0, x0 + a],
allora la serie di Taylor di f converge in ogni punto x ∈ [x0, x0 + a).

1.6.2 ∗Funzioni analitiche reali
Definizione 1.6.7. Una funzione che coincide con la somma della sua serie
di Taylor laddove questa converge si dice amalitica reale.

Nota 1.6.8. Se una funzione è sviluppabile in serie di Taylor convergente in
un disco con centro z0, non è detto che in questo disco la serie di Taylor
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converga alla funzione che l’ha generata, tranne ovviamente al centro di svi-
luppo z0. Ovviamente, se f è la somma della serie, allora f è C∞ nel disco di
convergenza e la serie è la serie di Taylor di f , ma potrebbe esistere un’altra
funzione g 6= f tale che la serie sia la serie di Taylor anche della funzione g. In
altre parole, stiamo asserendo che possono esistere due diverse funzioni C∞

in un intorno di z0 con le tutte le derivate uguali in z0, per ciascun ordine.
Dimostriamo questo asserto con un esempio. tu

Esempio 1.6.9. (Una funzione non analitica reale.) Mostriamo che la
funzione

f(x) =

{
e−x

2
(sex 6= 0)

0 (sex = 0)

è di classe C∞ su tutto R, e le sue derivate in 0 sono tutte nulle: quindi la
serie di Taylor di questa funzione coincide con la serie di Taylor della funzione
identicamente 0, ossia la serie nulla.

È evidente che f è derivabile infinite volte in ogni punto x 6= 0, per
il teorema di derivazione di funzione composta (Sezione 1.1); dimostriamo
quindi che in x = 0 tutte le derivate esistono e sono nulle.

Per determinare le derivate nell’origine è necessario calcolare esplicita-
mente l’esistenza ed il valore del limite del rapporto incrementale: non è
infatti possibile ricorrere alla regola di derivazione delle funzioni composte
(Sezione 1.1) perché nell’origine cambia la regola in base alla quale la funzione
è definita.
Cominciamo con la derivata prima. Il rapporto incrementale in 0 è

f(x)− f(0)

x
=

1

x
e−

1
x2

ed ha limite 0 per x→ 0 perché il polinomio al denominatore si annulla con
ordine di infinitesimo inferiore a quello dell’esponenziale.
Calcoliamo allora la derivata seconda in 0. In ogni x 6= 0 la regola di deriva-
zione di funzione composta fornisce il risultato f ′(x) = 2

x3
e−

1
x2 . Pertanto il

rapporto incrementale di f ′ in 0 è 2
x4
e−

1
x2 , che per la stessa ragione di prima

tende a zero per x→ 0.
Per x 6= 0, abbiamo calcolato la derivata prima f ′(x) = 2

x3
e−

1
x2 grazie alla

regola di derivazione del prodotto e quella di funzione composta (Sezione 1.1).
Iterando l’applicazione di questa regola troviamo la derivata seconda per
x 6= 0: f ′′(x) =

(
6
x4

+ 4
x6

)
e−

1
x2 . Generalizzando, asseriamo che la derivata
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n-sima f (n), per x 6= 0, è data da

f (n)(x) = Pn

(
1

x

)
e−

1
x2

dove Pn è un polinomio di grado 3n.
Dimostriamo questa asserzione per induzione su n (Sezione 1.1). Abbiamo
mostrato che l’asserzione è vera per n = 1 (e anche per n = 2). Supponiamo
che sia vera per un intero n0 e mostriamo che rimane vera per n0+1. L’ipotesi
quindi è che

f (n0)(x) = Pn0

(
1

x

)
e−

1
x2

dove Pn è un polinomio di grado 3n0. Applicando ancora la regola di deriva-
zione del prodotto e quella di funzione composta ora otteniamo

f (n0+1)(x) =

(
− 1

x2
P ′
n0

(
1

x

)
− 2

x3
Pn0

(
1

x

))
e−

1
x2 .

Poiché la derivata P ′
n0

è un polinomio di grado 3n0 − 1, il primo termine
dentro la parentesi è un polinomio nella variabile 1

x
di grado 3n0 + 1. Invece

il secondo termine dentro la parentesi è un polinomio nella variabile 1
x
di

grado 3n0 + 3: quindi l’intera parentesi è un polinomio di grado 3n0 + 3.
Questo prova l’asserzione.
Ora finalmente possiamo calcolare la derivata n-sima nell’origine, come limite
del rapporto incrementale. Mostriamo che questa derivata vale zero per ogni
n. Procediamo ancora per induzione. Abbiamo già visto che f ′(0) = 0.
Supponiamo che f (n)(0) = 0 e mostriamo che allora anche f (n+1)(0) = 0. Il
rapporto incrementale da utilizzare è

f (n)(x)− f (n)(0)

x
=

1

x
Pn

(
1

x

)
e−

1
x2 .

In questa rapporto incrementale, il termine che moltiplica l’esponenziale è
un polinomio nella variabile 1

x
(di grado 3n+ 1, ma il valore del grado ora è

inessenziale). Come prima, il limite del prodotto fra polinomio ed esponen-
ziale è lo stesso che avremmo se ci fosse solo l’esponenziale e non anche il
polinomio, ossia zero. Quindi anche la derivata f (n+1) vale zero nell’origine.

tu
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Esempio 1.6.10. (Approssimazione C∞ del gradino.) Abbiamo visto nel
precedente Esempio 1.6.9 che per ogni α > 0 la funzione

fα(x) =

{
e−(αx)2 (se x 6= 0)
0 (se x = 0)

è di classe C∞ su tutto R, e le sue derivate in 0 sono tutte nulle. Abbiamo
studiato nel precedente Esempio il caso α = 1, nel quale questa funzione
ha grafico assai prossimo all’asse x per |x| < 1 ed assai prossimo alla retta
{y = 1} per |x| > 1. Quando α cresce il grafico si avvicina sempre di più a
quello della funzione che vale 0 per |x| < 1 e 1 altrimenti.
Allora anche la funzione

h+α (x) =

{
0 (se x ⩽ 0)

e−(αx)2 (se x > 0)

è di classe C∞ su tutto R, e le sue derivate in 0 sono tutte nulle, e lo stesso
accade per h−α (x) = h+α (−x). I grafici di queste due funzioni rappresentano
due gradini arrotondati, il primo a livello zero fino all’origine e a salire fino
al livello asintotico 1 man mano che ci si sposta a destra dell’origine, il
secondo invece a scendere dal livello asintotico 1 (a −∞) fino al livello zero
raggiunto all’origine e poi mantenuto a destra dell’origine. All’aumentare del
parametro positivo α i grafici si avvicinano sempre di più ai gradini ideali.
Traslando queste funzioni otteniamo gradini arrotondati centrati in un punto
reale qualsiasi.
Moltiplicando due tali traslati otteniamo una forma arrotondata dell’onda
quadra: ad esempio, la funzione qα(x) = h+α (x + 1) h−α (x− 1) ha per grafico
un arrotondamento di classe C∞ della funzione caratteristica dell’intervallo
[−1, 1] (Definizione 1.1.3). tu

1.6.3 ∗La serie binomiale
Definizione 1.6.11. (Coefficienti binomiali generalizzati.) Comincia-
mo con l’estendere il coefficiente binomiale

(
a
n

)
al caso di a reale e non so-

lamente intero: poniamo
(
a
n

)
= a (a − 1) (a − 2) · · · (a − n + 1)/n! . Un

elementare argomento per induzione prova l’identità di Tartaglia(
a+ 1

n

)
=

(
a

n− 1

)
+

(
a

n

)
. (1.16)



60 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Proposizione 1.6.12. (La serie binomiale.) Per ogni a ∈ R, per ogni
x ∈ (−1, 1), vale lo sviluppo in serie di potenze

(1 + x)a =
∞∑
n=0

(
a

n

)
xn . (1.17)

Si osservi che, se a è un intero positivo, per ogni intero n > a il coefficiente
binomiale si annulla, e quindi la serie è una somma finita, e si riottiene il
Teorema del Binomio di Newton (Sezione 1.1).

Dimostrazione. La derivata della funzione f(x) = (1−x)a è Df(x) = −a (1−
x)a−1, la derivata seconda è D2f(x) = a (a− 1) (1− x)a−2 = −a (1− a) (1−
x)a−2, e la sua derivata di ordine n è Dnf(x) = −a (1 − a) (2 − a) · · · (n −
1− a) (1− x)a−n. In particolare, osserviamo due cose: la prima è che

Dnf(0) = (−1)n n!

(
−a
n

)
; (1.18)

la seconda è che per a < 0 e x < 1 tutte le derivate di f sono non negative:
quindi grazie al criterio di Bernstein (Teorema 1.6.6) si conclude che la serie
di Taylor di f converge nell’intervallo aperto con centro in x0 = −1 e raggio
2. Per il teorema sul cambiamento di centro di sviluppo (Teorema 1.4.7), la
serie di Taylor di f converge quando si fissa come centro il punto x1 = 0 e
raggio 1 (quindi nell’intervallo aperto −1 < x < 1). D’altra parte, lo sviluppo
di Taylor di f con centro in 0 è

∑∞
k=0

Dkf(0)
k!

xk, e quindi segue da (1.18) che
per a < 0 e x ∈ (−1, 1) si ha

(1 + x)a =
∞∑
n=0

(
−a
n

)
(−1)nxn =

∞∑
n=0

(
−a
n

)
(−x)n .

Da qui, scambiando x con −x, si ottiene l’identità (1.17) dell’enunciato per
ogni a < 0.

Ora, per −1 < x < 1, integriamo fra 0 e x entrambi i membri dell’identità
(1.17) appena dimostrata, ed otteniamo

1

a+ 1
(1 + x)a+1 − 1

a+ 1
=

∞∑
n=0

(
a

n

)
xn+1

n+ 1
,
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da cui

(1 + x)a+1 = 1 +
∞∑
n=0

a+ 1

n+ 1

(
a

n

)
xn+1 = 1 +

∞∑
n=0

(
a+ 1

n+ 1

)
xn+1

= 1 +
∞∑
n=1

(
a+ 1

n

)
xn =

∞∑
n=0

(
a+ 1

n

)
xn .

In tal modo abbiamo esteso l’identità (1.17) un passo più a destra, ossia per
tutti gli a < 1. Iterando il procedimento otteniamo l’enunciato per tutti gli
a ∈ R. tu

1.7 Spazi `p

Definizione 1.7.1. (Spazi `p.) Sia x = {x1, x2, . . . , xn, . . . } una successione
di numeri complessi.
Per ogni p ⩾ 1 poniamo

‖x‖p =

(
∞∑
j=1

|xj|p
) 1

p

.

Se ‖x‖p <∞ diciamo che x ∈ `p.

Si notino i due importanti casi particolari seguenti:

p = 1

‖x‖1 =
∞∑
j=1

|xj| .

p = 2

‖x‖2 =

(
∞∑
j=1

|xj|2
) 1

2

.

Nota 1.7.2. La norma ‖·‖2 è generata, nel senso della Nota 1.2.24, al prodotto
scalare

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.
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Infatti
〈x, x〉 =

n∑
i=1

xixi =
n∑
i=1

|xi|2 = ‖x‖22 .

tu

Esercizio 1.7.3. A titolo di richiamo, proponiamo al lettore di dimostrare
la convessità della funzione R 3 x 7→ |x|p per p ⩾ 1. Chi non ci riuscisse
verificando direttamente la definizione di convessità può trovare in seguito
un approccio alternativo nella dimostrazione del Teorema 1.16.10. tu

Definizione 1.7.4. (Spazio `∞.) Sia x = {x1, x2, x3, . . . , xn, . . . } una
successione di numeri complessi.
Se p = +∞, definiamo

‖x‖∞ = sup
j∈N

|xj|.

Se ‖x‖∞ <∞ diciamo che x ∈ l∞.

Intendiamo ora presentare le relazioni di inclusione fra gli spazi `p. L’ap-
proccio che seguiamo richiede un calcolo che scorporiamo in un lemma sepa-
rato.

Lemma 1.7.5. Se 1 ⩽ p <∞ e a, b > 0,

(a+ b)p ⩾ ap + bp .

La disuguaglianza è stretta per p > 1, mentre è una identità per p = 1.
Invece, per 0 < p < 1,

(a+ b)p ⩽ ap + bp .

Dimostrazione. Se p = 1 è ovvio che nell’enunciato vale l’uguaglianza.
Supponiamo allora p 6= 1, p > 0. Per t ⩾ 0 poniamo

ψ(t) = (a+ tb)p − ap − tpbp .

Allora ψ(0) = 0, e ψ′(t) = pb(a + tb)p−1 − ptp−1bp non si annulla mai per
t > 0, perché altrimenti, per il teorema di Rolle (Sezione 1.1 si dovrebbe
avere ψ′(t) = 0 per qualche t ⩾ 0: ma allora si avrebbe (a+tb)p−1 = tp−1bp−1:
ma poiché a, b e t sono positivi questo equivale a a+ tb = tb, assurdo. Inoltre
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ψ′(0) = pbap−1 > 0 (questo è il passo che viene meno nel caso p < 1 della
seconda parte dell’enunciato, dove p < 1 e la funzione t 7→ tp−1 non tende
a zero per t → 0+). Perciò ψ ha derivata positiva per t ⩾ 0, e quindi
ψ(1) > ψ(0) = 0. Poiché ψ(1) = (a+ b)p − ap − bp questo dimostra che vale
la disuguaglianza desiderata in senso stretto.
Nel caso 0 < p < 1, di nuovo ψ′ non si annulla mai in 0 < t ⩽ 1, ma ora

lim
t→0+

ψ′(t) = lim
t→0+

pb(a+ tb)p−1 − ptp−1bp = pbap−1 − pbp lim
t→0+

tp−1 = −∞ .

Quindi ψ′ < 0 in (0, 1], e rispetto a prima la disuguaglianza si rovescia.
tu

Esercizio 1.7.6. Si mostri che per p ⩾ 1 l’enunciato del precedente Lemma
1.7.5 è un caso particolare della disuguaglianza di Jensen che enunceremo e
dimostreremo nella Proposizione 1.15.10.

Suggerimento: si consideri una funzione su [0, 1] che assume valore costante
a in una metà dell’intervallo e b nell’altra metà. tu

Proposizione 1.7.7. (Inclusioni fra spazi `p.) Se 0 ⩽ p < q ⩽ ∞,
allora `p ⊂ `q.

Dimostrazione. L’enunciato equivale ad asserire che, per ogni 0 ⩽ p < q,
esiste C = Cp,q > 0 tale che per ogni successione {an} valga la disuguaglianza

‖{an}‖p ⩾ Cp,q ‖{an}‖q .

Proveremo questa disuguaglianza con C = 1, ovvero

‖{an}‖p ⩾ ‖{an}‖q . (1.19)

Anzitutto proviamo l’inclusione `1 ⊂ `q. Segue dal Lemma 1.7.5 che per
ogni q ⩾ 1, per ogni successione {an} di numeri complessi e per ogni intero
N si ha (

N∑
n=1

|an|

)q

⩾
N∑
n=1

|an|q .

Prendendo l’estremo superiore rispetto a N otteniamo ‖{an}‖1 ⩾ ‖{an}‖q.
Quindi `1 ⊂ lq.
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Ora prendiamo 0 ⩽ p < q. Mostriamo che ‖{an}‖p ⩾ ‖{an}‖q, cioè che(
∞∑
n=1

|an|p
)1/p

⩾
(

∞∑
n=1

|an|q
)1/q

.

Poniamo bn = |an|p. Allora {bn} appartiene a `1 e l’ultima disuguaglianza
diventa (

∞∑
n=1

bn

)1/p

⩾
(

∞∑
n=1

bq/pn

)1/q

,

cioè
∞∑
n=1

bn ⩾
(

∞∑
n=1

bq/pn

)p/q

.

Quindi la disuguaglianza da provare è ‖{bn}‖1 ⩾ ‖{bn}‖q/p: questa disu-
guaglianza è vera per la prima parte della dimostrazione, dal momento che
q/p > 1. tu

Esercizio 1.7.8. Si consideri lo spazio bidimensionale V delle successioni
a = {a0, a1, 0, 0, . . . } nulle tranne che per i primi due indici. Si verifichi
che l’inclusione della precedente Proposizione 1.7.7, ossia la disuguaglianza
‖a‖q ⩽ ‖a‖q se 0 ⩽ p < q ⩽ ∞, equivale alla disuguaglianza provata nel
lemma 1.7.5, ed alle inclusioni fra sfere unitarie illustrate nelle Figure della
successiva Nota 1.7.10. tu

Nota 1.7.9. (Completezza di `p.) Dimostreremo in seguito (Corollario
1.16.30) che gli spazi `p sono spazi metrici completi, per tutti i p > 0 (ma
sono spazi normati solo per p ⩾ 1, dove la quantità ‖{xn}‖p = (

∑∞
n=0 |xn|p)

1/p

verifica la disuguaglianza triangolare e quindi è una norma; per p < 1, invece,
non è così, ed infatti le sfere unitarie non sono convesse, come vedremo nella
seguente Nota 1.7.10). Per il caso p = 2 una dimostrazione alternativa (ma
di fatto analoga) viene sviluppata nell’Esercizio 4.4.3). tu

Nota 1.7.10. (Sfere unitarie in sottospazi di dimensione finita in
`p.) Consideriamo il sottospazio V di `p che consiste delle successioni con
solo i primi due valori non nulli (ovviamente isomorfo a C2):

x = (x1, x2, 0, 0, . . . )
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Lo spazio V è chiuso rispetto alla somma e alla moltiplicazione per uno sca-
lare, quindi è un sottospazio vettoriale di `p. Ovviamente V è isomorfo a C2,
quindi `p contiene un sottospazio isomorfo a C2. Studiamo la forma geome-
trica della sfera unitaria di questo sottospazio nelle norma `p. Consideriamo
il caso di sottospazi di dimensione due solo per semplicità: gli argomenti val-
gono per qualsiasi dimensione. Sempre per semplicità limitiamo l’attenzione
a sottospazi reali, cioè a successioni di numeri reali. Sappiamo già (Defi-
nizione 1.2.12) che su uno spazio a dimensione finita tutte le norme sono
equivalenti, e quindi che queste sfere unitarie, a meno di dilatazione, devono
essere inscatolate una nell’altra; di più, dalla disuguaglianza (1.19) segue che
la sfera unitaria di `p è all’interno della sfera unitaria di `q per p < q.

Determiniamo la forma di queste sfere: in V (∼= R2) consideriamo la sfera
unitaria nelle norme `p per i diversi valori di p.

• Caso p = 1: l’equazione della circonferenza unitaria è

‖x‖1 = |x1|+ |x2|.

La sfera (o palla) unitaria è

|x1|+ |x2| ⩽ 1.

Nel primo quadrante abbiamo x1 > 0 e x2 > 0. Quindi

|x1|+ |x2| ⩽ 1 ⇔ x1 + x2 ⩽ 1 ⇔ x2 ⩽ 1− x1

e perciò si ottiene la figura seguente:

Nel secondo quadrante x1 < 0 e x2 > 0, e quindi

|x1|+ |x2| ⩽ 1 ⇔ −x1 + x2 ⩽ 1 ⇔ x2 ⩽ 1 + x1

da cui la seguente figura:

Nel terzo quadrante x1 < 0 e x2 < 0, da cui

|x1|+ |x2| ⩽ 1 ⇔ −x1 − x2 ⩽ 1 ⇔ x2 ⩽ −1− x1

e pertanto la figura è la seguente:
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Figura 1.3: La parte nel primo quadrante della sfera unitaria di R2 nella norma ℓ1

Figura 1.4: La parte nel secondo quadrante della sfera unitaria di R2 nella norma ℓ1

Nel terzo quadrante x1 > 0 e x2 < 0, da cui

|x1|+ |x2| ⩽ 1 ⇔ x1 − x2 ⩽ 1 ⇔ x2 ⩽ −1 + x1

ed otteniamo la seguente figura:

Mettendo insieme i vari quadranti, troviamo che l’intera palla unitaria
è quella disegnata nella seguente figura:

• Caso p = 2: in questo caso l’equazione della circonferenza unitaria
diventa

‖x‖2 =
(
|x1|2 + |x2|2

) 1
2 .
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Figura 1.5: La parte nel terzo quadrante della sfera unitaria di R2 nella norma ℓ1

Figura 1.6: La parte nel quarto quadrante della sfera unitaria di R2 nella norma ℓ1

Pertanto la palla unitaria è

|x1|2 + |x2|2 ⩽ 1 ⇔ x21 + x22 ⩽ 1

cioè il cerchio unitario di raggio 1 e centro l’origine.

p = +∞
‖x‖∞ = sup

j=1,2
|xj| = max {|x1|, |x2|} .
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Figura 1.7: Sfera unitaria di R2 nella norma ℓ1

Figura 1.8: Sfera unitaria di R2 nella norma ℓ2

In questo caso la palla unitaria è

‖x‖∞ ⩽ 1.

• Caso 1 < p < 2: la palla unitaria di `p contiene la palla unitaria di `1 ed
è contenuta in quella di `2. In effetti, le sfere unitarie si ingrandiscono
al crescere di p: questo fatto è una conseguenza della disuguaglianza
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Figura 1.9: Sfera unitari di R2 nella norma ℓ∞

(|x1|p + |x2|p)
1
p ⩾ (|x1|r + |x2|r)

1
r

se p < r. Lasciamo questa disuguaglianza per esercizio. Suggerimento:
un modo tedioso di risolvere l’esercizio è quello di fissare, diciamo, 0 <
x1 < 1, ricavare x2 come funzione di p dall’equazione (|x1|p + |x2|p) =
1 e mostrare che la soluzione positiva per x2 è crescente al crescere
di p (e quella negativa è decrescente: cioè la soluzione x2 = x2(p) è
tale che |x2(p)| cresce con p). Un modo più brillante consiste nell’uso
intelligente delle proprietà della convessità: si vedano la Sezione 1.15 e
la Proposizione 1.17 nel seguito.

Si osservi che la sfera unitaria nella norma `2 è rotonda, cioè in ogni
punto ha retta tangente ortogonale al raggio che termina in quel punto. Ci
si può aspettare un fenomeno di questo genere solo per p = 2, perché solo
per questo valore di p la norma proviene da un prodotto scalare, nel senso
introdotto nella Nota (1.2.24). Infatti, l’ortogonalità è definita solo grazie ad
un prodotto scalare. tu

Nota 1.7.11. Come nella Nota 1.7.10, immergiamo lo spazio euclideo Cn come
sottospazio in `p nel modo seguente:

{x1, x2, . . . , xn} 7→ {x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . . } .
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Figura 1.10: Sfere unitarie di R2 nelle norme ℓp per 1 ⩽ p ⩽ 2

L’immagine di questa immersione è un sottospazio chiuso di `p, e se p = 2
l’immersione è una isometria. In particolare, non c’è ambiguità nell’aver
usato lo stesso simbolo per la norma euclidea in (1.5) e per la norma di `2
nella Definizione 1.7.1. tu

1.8 Uniforme continuità
I contenuti di questa Sezione dovrebbero essere già noti dai corsi elementari
di Calcolo: li riportiamo qui per completezza.

Nota 1.8.1. Rammentiamo che una funzione è continua se per ogni x nel suo
dominio di definizione e per ogni ε > 0 esiste δ > 0, δ = δx,ε , tale che, per
ogni y nel dominio di definizione che verifica |y−x| < δ si ha |f(y)−f(x)| < ε.
Questa definizione equivale a richiedere che il limite di f valga f(x) quando
la variabile tende a x (ovviamente per ogni x tale che il limite abbia senso,
ossia tale che in ogni sfera con centro in x ci sia almeno un altro punto y dove
f è definita: un tale punto x si chiama punto di accumulazione del dominio
di f). tu

Definizione 1.8.2. (Uniforme continuità.) Una funzione f è uniforme-
mente continua se per ogni ε > 0 esiste δ = δε > 0 tale che, per ogni x, y
dove f è definita, si abbia |f(y) − f(x)| < ε. Questa definizione si esten-
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de a funzioni definite su Rn o Cn semplicemente sostituendo il modulo in
|f(y)− f(x)| con la rispettiva norma euclidea introdotta in (1.5).
È chiaro che ogni funzione uniformemente continua è anche continua. Si noti
che la differenza fra continuità ed uniforme continuità consiste nel fatto che
per la seconda δ dipende da ε ma non da x, ovvero che, per ogni punto di
accumulazione x del dominio, il limite di f è il valore f(x) e la velocità di
convergenza è uniforme rispetto a x.

La definizione di uniforme continuità, Definizione 1.8.2, si può riformulare
come segue.

Definizione 1.8.3. (Modulo di continuità.) Data una funzione f su R,
il suo modulo di continuità è la funzione ω = ωf su R+ data da

ω(t) = sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| < t} .

Nota 1.8.4. La funzione modulo di continuità è chiaramente non decrescente
sulla semiretta positiva. Segue direttamente dalla Definizione 1.8.2 che f è
uniformemente continua se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che
ω(t) < ε se 0 < t < δ, ossia se e solo se limt→0+ ω(t) = 0. tu

Esercizio 1.8.5. (i) La funzione x è uniformemente continua.

(ii) La funzione x2 è uniformemente continua in ogni intervallo limitato,
ma non lo è su tutto R.

(iii) La funzione della parte (ii) ha derivata divergente se x tende all’infi-
nito, ma la divergenza della derivata non è condizione sufficiente per
la perdita della uniforme continuità: ad esempio, la funzione

√
x è

uniformemente continua.

(iv) La funzione tan(x) è uniformemente continua in ogni intervallo chiuso
contenuto in (−π

2
, π
2
), ma non lo è nell’intero intervallo aperto (−π

2
, π
2
);

più in generale, ogni funzione che ha un asintoto verticale non è unifor-
memente continua in un intervallo aperto che contiene al suo interno
o ad un suo estremo il punto di singolarità.

tu

Teorema 1.8.6. (Heine.) Sia K un compatto (ossia un insieme limitato e
chiuso, grazie al Teorema di Bolzano–Weierstrass 1.9.6) in Rn (o Cn). Ogni
funzione continua su K vè anche uniformemente continua.



72 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che f sia continua su K ma non
uniformente continua. Questo vuol dire che esiste ε > 0 tale che per ogni
intero n, esistono punti xn e yn in K con

|xn − yn| <
1

n
(1.20)

ma
|f(xn)− f(yn)| > ε . (1.21)

Per la proprietà di Bolzano–Weierstrass illustrata nel Teorema 1.9.6, da cia-
scuna delle successioni {xn} e {yn} si può estrarre una sottosuccessione (ri-
spettivamente {xjn} e {yjn}) convergente ad un limite, ed i due limiti coin-
cidono grazie a (1.20). Sia x questo limite comune. Allora, poiché f è
continua, deve essere limn f(xjn) = f(x) = limn f(yjn). Questo contraddice
(1.21). tu

1.9 Misura ed integrale di Lebesgue
L’integrale di Riemann di una funzione f continua, definita in un interval-
lo [a, b] ⊂ R si è definito partendo da una partizione dell’intervallo [a, b] e
costruendo le somme inferiori di rettangoloidi inscritti nel sottografico del-
la funzione in esame e le somme superiori dei rettangoloidi circoscritti. Si
dimostrava che, al variare di tutte le possibili partizioni di [a, b] ciascuna som-
ma inferiore è minore o uguale di ogni somma superiore, ed esistono somme
superiori e somme inferiori i cui valori sono arbitrariamente vicini.

Si è quindi definito l’integrale di f su [a, b],∫ b

a

f(x) dx

come il numero I tale che ogni somma inferiore è minore o uguale a I e ogni
somma inferiore è maggiore o uguale a I. In altre parole, come l’elemento di
separazione delle due classi, ovvero l’estremo superiore delle somme inferio-
ri, coincidente con l’estremo inferiore delle somme superiori (assioma delle
sezioni di Dedekind: si veda [19, Appendice Capitolo 1]

Vogliamo ora definire un integrale (l’integrale di Lebesgue) per cui sia
possibile integrare funzioni più generali di quelle integrabili secondo Riemann,
su una classe di insiemi più ampia (gli insiemi misurabili).
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Per definire l’integrale di Riemann si parte suddividendo in sottointervalli
il dominio in cui è definita la funzione f . Invece per definire l’integrale di
Lebesgue costruiamo rettangoloidi basati su partizioni più complicate. Gli
insiemi che compongono la partizione non sono più intervalli contigui. In
effetti non sono più intervalli: persino per una funzione continua, di solito,
ciascun insieme della partizione è una unione di intervalli disgiunti. La par-
tizione del dominio di definizione si ottiene partendo da una partizione in
intervalli disgiunti contigui, non nel dominio di definizione , ma nell’imma-
gine di f . In particolare, possiamo prendere intervalli Jk tutti di lunghezza
uguale ε. Allora, i corrispondenti insiemi Ik della partizione del dominio della
funzione f sono

Ik = {x : f(x) ∈ Jk} = f−1(Jk) .

Figura 1.11: Partizione delle ordinate per costruire l’integrale di Lebesgue

Questo metodo si adatta di più alla funzione e come conseguenza vedremo
che è possibile applicarlo a funzioni meno regolari.

Siamo interessati dunque alla misura di insiemi del tipo f−1([a, b]).
Non tutti gli insiemi sono adatti ad essere misurati. Noi consideriamo sol-
tanto funzioni tali che f−1([a, b]) sia misurabile in un senso appropriato, che
presenteremo più oltre nella Definizione 1.9.8.
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1.9.1 Insiemi aperti ed insiemi misurabili
Definizione 1.9.1. (Insiemi aperti.) Un sottoinsieme aperto di R è un
insieme O tale che, per ogni x ∈ O, esiste un intervallo aperto Ix tale che
x ∈ Ix ⊂ O. Per ogni aperto O, il complementare R\O si chiama un insieme
chiuso.

Nota 1.9.2. È facile vedere che un insieme K è chiuso in R se e solo se per
ogni successione di elementi di K che converge ad un limite in R, il limite
appartiene anch’esso a K. tu

Vale il seguente risultato elementare, che non dimostriamo (per la parte
(i) si veda [22, Cap. 2, Sezione 5, Proposizione 8], per la parte (ii) [22, Cap. 2,
Sezione 5, Proposizione 15 e Cap. 7, Sezione 7, Corollario 23]).

Lemma 1.9.3. (i) Ogni insieme aperto in R è unione di una famiglia
numerabile di intervalli aperti disgiunti.

(ii) (Heine-Borel.) Un insieme C ⊂ R è limitato e chiuso se e solo se,
per ogni famiglia Oα di aperti (indicizzati da un indice α non neces-
sariamente intero) tale che C ⊂ ∪αOα, esiste una sottofamiglia finita
O1, . . . , On tale che C ⊂ ∪nj=1Oj.

Definizione 1.9.4. (Insiemi compatti.) Una famiglia Oα come nel Lem-
ma 1.9.3 (ii) si chiama un ricoprimento aperto di C. La sottofamiglia
O1, . . . , On si chiama un sottoricoprimento finito. Un insieme C tale cha
da ogni suo ricoprimento aperto si può estrarre un sottoricoprimento finito
si chiama un insieme compatto.

Nota 1.9.5. Alla luce della precedente Definizione 1.9.4, il Lemma 1.9.3 (ii)
asserisce che i sottoinsiemi di R limitati e chiusi sono compatti: questo fatto è
alla base del Teorema di Weierstrass sulla esistenza dei massimi e dei minimi
delle funzioni continue su un intervallo limitato e chiuso (si veda [19, Cap. 16
(Appendice)]). tu

Dimostriamo una proprietà dei compatti che in realtà è una loro caratte-
rizzazione, e che vale, con opportune varianti e con una dimostrazione diver-
sa, per compatti non solo in Rn ma in qualsiasi spazio metrico [22, Cap. 7,
Sezione 7]) o topologico [22, Cap. 9, Sezione 2, Proposizione 7]).

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Teorema_Weierstrass_max_e_min_su_compatti
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Teorema 1.9.6. (Bolzano - Weierstrass.) Sia K un compatto in Rn.
Allora da ogni successione {xj} a valori in K si può estrarre una sotto-
successione convergente ad un punto limite x ∈ K; equivalentemente, ogni
successione in K ha un punto di accumulazione.

Dimostrazione. Se la successione è finita (ossia consiste di un numero finito di
punti ripetuti) il risultato è ovvio, quindi assumiamo che sia infinita. Poiché
K è limitato, è racchiuso in un cubo, di lato, diciamo A. Procediamo per
bisezioni successive: dividiamo a metà ogni lato del cubo, generando quindi
2n sottocubi di lato A

2
. Poiché la successione è infinita, ad almeno uno di tali

sottocubi devono appartenere infiniti punti della successione. Consideriamo
la sottosuccessione costituita da questi punti, che giacciono in un cubo di lato
A
2
, ed iteriamo il procedimento di bisezione. Continuando così selezioniamo,

per ogni intero m, una sottosuccessione infinita di {xj} che giace in un cubo
Ck di lato A

2k
. Sia xjk il primo punto della successione {xj} che giace in Ck:

allora la sottosuccessione xjk è di Cauchy, e quindi convergente ad un punto
x ∈ Rn. Poiché K è chiuso, x deve appartenere a K.

Per provare l’equivalenza di questa proprietà con l’esistenza di punti di
accumulazione, osserviamo per prima cosa che è chiaro che x è un punto di
accumulazione di {xj}. Viceversa, se un punto x è di accumulazione per una
successione {xj}, allora per ogni intero m ci deve essere un indice jm tale che
xjm disti da x meno di 1

m
, e la sottosuccessione xjm converge a x. tu

Nota 1.9.7. (Proprietà dell’intersezione finita.) Nel corso della dimo-
strazione del precedente Teorema 1.9.6 abbiamo provato che la successione
di sottocubi ottenuta tramite bisezioni successive si stringe ad un punto, nel
senso che l’intersezione infinita dei sottocubi inscatolati Ck è non vuota (e
consiste, ovviamente, di un unico punto). Più in generale, si ha una ulteriore
caratterizzazione della compattezza, chiamata la proprietà dell’intersezione
finita: un insieme K è compatto se ogni famiglia di suoi sottoinsiemi Cα
tale che per qualunque famiglia finita di indici α1, . . . , αn l’intersezione finita
∩j=1,..., nCαj

è non vuota ha la proprietà che l’intersezione totale ∩αCα è non
vuota. tu

Ora introduciamo famiglie di sottoinsiemi di R su cui definire il concetto
di integrale:

Definizione 1.9.8. (Insiemi misurabili e σ-algebre.) Sia V una famiglia
di sottoinsiemi di R (questa definizione vale più in generale per qualsiasi
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spazio ambiente X al posto di R). Estendiamo V ad una famiglia M di
sottoinsiemi di R che soddisfa le seguenti proprietà:

1. R ∈ M, ed ogni elemento di V appartiene a M

2. se A ∈ M, allora R \A ∈ M (vogliamo poter integrare nel complemen-
to!)

3. se Am ∈ M allora
⋃∞
m=1Am ∈ M (vogliamo poter integrare un insieme

tramite esaustione!)

Allora la famiglia M di insiemi si chiama la famiglia (o σ-algebra) degli
insiemi misurabili in R generata da V .

Veniamo ora alla definizione centrale di questa sottosezione: quella di
insiemi misurabili secondo Lebesgue. Una definizione alternativa, che segue
una costruzione dovuta a Caratheodory, è presentata nell’Appendice 1.30.

Definizione 1.9.9. (σ-algebra di Borel: insiemi misurabili secondo
Lebesgue.) La σ-algebra R generata dagli aperti si chiama famiglia (o σ-
algebra) di Borel, ma in questo libro, dove consideriamo raramente misure
diverse da quella di Lebesgue, indicheremo sempre questi insiemi come gli
insiemi misurabili (secondo Lebesgue).

Nota 1.9.10. Ovviamente tutti gli aperti sono misurabili secondo Lebesgue.
Passando ai complementari, tutti i chiusi sono misurabili secondo Lebesgue.
Però gli insiemi misurabili formano una famiglia molto più vasta degli aperti
e dei chiusi: costruire insiemi non misurabili non è un obiettivo elementare
(si veda [22, Chapter 3, Sect. 4]).
È invece facile mostrare che per ogni insieme A misurabile secondo Lebesgue
e non vuoto esistono compatti K ⊂ A ed aperti V ⊃ A non vuoti. Questo è
vero in R, in Rn e più in generale in qualunque spazio topologico che verifica
la seguente proprietà di separazione di Hausdorff : dati due punti, esisto-
no un intorno aperto del primo ed un intorno aperto del secondo disgiunti
(esercizio). tu

Definizione 1.9.11. (Misure di Borel e misure regolari.) Sia R la
σ-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue. Una misura (o più pre-
cisamente una misura di Borel) positiva è una funzione m : R → [0,∞]
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(possono esistere insiemi di misura infinita!) che sia numerabilmente additi-
va, ossia tale che se {An} è una famiglia numerabile di sottoinsiemi a due a
due disgiunti di R, allora

m

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m(An) . (1.22)

Se i valori di m sono reali ma non positivi, m si chiama una misura (non
positiva). In maniera analoga si definisce una misura complessa m : R →
C ∪∞, o una misura complessa finita m : R → C.
Una misura di Borel si dice regolare se per ogni insieme misurabile E e per
ogni ε > 0 esistono un insieme compatto K ed un insieme aperto V tali che
K ⊂ E ⊂ V (si veda la precedente Nota 1.9.10) e µ(V \ K) < ε: in altre
parole, se ogni boreliano può essere invaso da compatti e contornato da aperti
in maniera esaustiva nel senso della misura.

Tutte le misure in questo libro sono tacitamente assunte regolari e σ−finite,
nel senso che nello spazio X dove la misura è definita esiste una succes-
sione numerabile di di sottoinsiemi misurabili Xn di misura finita tali che
∪nXn = X.

Si dice che una misura non ha atomi se ogni insieme di misura positiva
contiene un sottoinsieme di misura strettamente inferiore ma ancora positiva.

Corollario 1.9.12. Sia m una misura positiva e consideriamo una famiglia
decrescente di insiemi misurabili {En , n = 1, 2, . . . } (cioè tale che En+1 ⊂ En
per ogni n), con m(E1) <∞. Allora m (∩∞

n=1En) = limn→∞m (En).

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che la positività della misura e la con-
dizione di decrescenza, En+1 ⊂ En per tutti gli n, assicurano che {m (En)}
sia una successione monotòna non crescente di numeri non negativi: pertanto
esiste il limite limn→∞m (En) (Sezione 1.1). In generale questo limite può
essere finito o infinito, ma nel nostro caso, poiché abbiamo fatto l’ipotesi che
la misura di E1 sia finita, il limite è anch’esso finito.
Poniamo E = ∩∞

n=1En e Fn = En \ En+1. Allora E e gli Fn sono insiemi
disgiunti e E1 = E ∪

⋃∞
n=1 Fn. Da (1.22) si ha

m (E1) = m(E) +
∞∑
n=1

m (Fn) . (1.23)
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D’altra parte, anche En = En+1 ∪ (En \ En+1) = En+1 ∪ Fn è una decompo-
sizione disgiunta, e quindi, di nuovo, m (Fn) = m (En) − m (En+1). Perciò
possiamo riscrivere (1.23) così:

m (E1) = m(E) +
∞∑
n=1

m (En \ En+1)

= m(E) + lim
k→∞

k−1∑
n=1

m (En \ En+1)

= m(E) +m (E1)− lim
k→∞

m (Ek) .

Poiché abbiamo supposto che m(E1) sia finito, possiamo semplificsrlo ad
entrambi i membri, de così otteniamo il risultato. tu

Esercizio 1.9.13. Si costruisca un esempio che mostri che l’enunciato del Co-
rollario 1.9.12 non vale nel caso in cui la misura sia infinita. Ad esempio, si
consideri R munito della misura di Lebesgue, che verrà definita nella succes-
siva Definizione 1.9.20, ma che possiamo anticipare dicendo che la misura di
Lebesgue di un intervallo è la sua lunghezza, e quindi la misura di Lebesgue di
tutto R è infinita. Si prenda la seguente successione di insiemi: E0 = R, E1 =⋃∞
n=−∞[2n, 2n + 1], E2 =

⋃∞
n=−∞[2n, 2n + 1

2
], . . . , Ek =

⋃∞
n=−∞[2n, 2n + 1

n
].

Allora tutti gli insiemi Ek hanno misura infinita, ma la loro intersezione con-
siste dell’insieme numerabile Z, che ha misura zero.
tu

Nota 1.9.14. È chiaro dalle Definizioni 1.9.11 e 1.9.8 che ogni misura è uni-
vocamente determinata dai suoi valori su una famiglia di generatori della
σ-algebra su cui è definita. Questo vale non solo per le misure di Borel,
ma più in generale per σ−algebre e misure definite in un qualsiasi spazio
ambiente X, nel senso della Definizione 1.9.8.

tu

Definizione 1.9.15. Se E è un insieme misurabile, E si dice di misura nulla
se m(E) = 0.

Definizione 1.9.16. Una proprietà si dice verificata quasi ovunque (q.o.) se
l’insieme su cui non è verificata è di misura nulla.
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Esempio 1.9.17. Due funzioni f : S → R e g : S → R sono uguali q.o. se

m({x ∈ S : f(x) 6= g(x)}) = 0

tu

Dalla additività numerabile della misura segue:

Corollario 1.9.18. Se {Fn} è una famiglia numerabile di sottoinsiemi di R
tutti di misura nulla, allora

⋃
n Fn ha misura nulla.

Ancora grazie alla additività numerabile, dal Lemma 1.9.3 (i) segue im-
mediatamente:

Corollario 1.9.19. Una misura è univocamente determinata dai suoi valori
sugli intervalli aperti (o equivalentemente, passando ai complementari, sugli
intervalli chiusi).

Definizione 1.9.20. (Misura di Lebesgue.) La misura m definita su ogni
intervallo aperto (a, b) da

m(a, b) = |b− a|

si chiama la misura di Lebesgue su R. Perché questa definizione sia compa-
tibile con la Definizione 1.9.11 di misura di Borel, occorre mostrare che la
misura di Lebesgue è numerabilmente additiva: questa dimostrazione viene
posposta all’Appendice (Proposizione 1.30.15).

Nota 1.9.21. Per futuro riferimento, osserviamo che la definizione di misura,
ed in particolare di misura di Lebesgue, si generalizza immediatamente allo
spazio vettoriale n−dimensionale Rn, con coordinate x1, . . . xn. Basta sosti-
tuire gli intervalli aperti con i rettangoli (multidimensionali) {a1 < x1 < b1,
a2 < x2 < b2, . . . , an < xn < bn}: su un tale rettangolo, la misura di
Lebesgue vale |(b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bn − an)|. tu

Esempio 1.9.22. (Una misura di Borel puramente atomica: la mi-
sura che conta.) Si prenda come spazio ambiente non R ma un qualsiasi
insieme numerabile X, ad esempio gli interi Z o gli interi positivi N (ma
anche i razionali Q). Come generatori di una σ-algebra scegliamo i singoli
punti, cioè gli insiemi costituiti da un punto solo (che spesso si chiamano
singletons). A ciascun singleton diamo misura 1. La misura definita su di



80 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

essi si estende in maniera unica alla σ-algebra che essi generano, come os-
servato nella Nota 1.9.14. È chiaro che questa σ-algebra consiste di tutti i
sottoinsiemi di X (X è numerabile, e quindi ogni suo sottoinsieme è unione
numerabile di singoli punti!), e che la misura m così ottenuta è quella che su
ogni sottoinsieme U di X ha per valore il numero di punti di U (la sua cardi-
nalità). Questa misura m si chiama la misura che conta (counting measure).

tu

Esempio 1.9.23. Un punto, o un insieme finito o numerabile, ha misura nulla,
grazie a (1.22). Se ad un insieme misurabile aggiungiamo o eliminiamo un
insieme di misura nulla la misura di Lebesgue non cambia.
In particolare, il campo Q dei numeri razionali è un sottoinsieme di R di
misura nulla, dato che è un insieme numerabile (Sezione 1.1). tu

Esercizio 1.9.24. Si provi che il sottoinsieme E ⊂ R dato da E =
(
∪+∞
n=0En

)
\

Q, dove
En =

[
1

10n
− 1

10n+1
,

1

10n
+

1

10n+1

]
,

è misurabile secondo Lebesgue, e se ne calcoli la misura.
Svolgimento. Osserviamo dapprima che gli insiemi En sono disgiunti: questo
segue immediatamente dalla disuguaglianza

1

10n+1
+

1

10n+2
<

1

10n
− 1

10n+1
,

che vale per ogni n perché equivale a 1/10 − 1/100 < 1 − 1/10, banalmente
vera. Perciò dalla numerabile additività della misura (Definizione 1.9.11) (e
dall’invarianza per traslazione della misura di Lebesgue) segue

m (∪nEn) =
∞∑
n=0

m(En) =
∞∑
n=0

m

[
− 1

10n+1
,

1

10n+1

]
= 2

∞∑
n=1

1

10n
=

2

9
.

Poiché l’insieme E differisce da questa unione solo per un insieme di misura
nulla (contenuto in Q), la misura di E (ossia la differenza delle misure) è la
stessa. tu

Definizione 1.9.25. (Misure assolutamente continue e misure sin-
golari.) Una misura reale o complessa m1 si dice assolutamente continua
rispetto ad un’altra misura m2 definita sulla stessa σ-algebra (ad esempio
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quella di Borel, a cui restringeremo l’attenzione nel seguito) se per ogni in-
sieme misurabile E tale che m2(E) = 0 anche m1(E) = 0.
Si dice che una misura m ha supporto in un insieme misurabile S se m(E) =
m(E ∩ S) per ogni insieme misurabile E, o, equivalentemente (esercizio), se
m(E) = 0 per ogni insieme misurabile E disgiunto da S.
Si dice che due misure m1 e m2 sono mutuamente singolari se esistono due
insiemi disgiunti S1 e S2 tali che mi ha supporto in Si, i = 1, 2..

Notazione 1.9.26. Useremo spesso nel resto di questa Sezione la notazione
µ(E) =

∫
E
dµ, e più in generale anticipiamo la notazione

∫
E
f dµ ed alcune

proprietà ovvie dell’integrale rispetto ad una misura di Borel: per la defini-
zione esplicita di integrale rispetto ad una misura di Borel rinviamo il lettore
alla successiva sottosezione 1.9.4 (dove l’attenzione si limita alla misura di
Lebesgue, ma la costruzione vale in generale).

Il prossimo enunciato, che non dimostriamo, è un risultato classico sulla
teoria della misura. Si veda [22, Cap. 11, Sezione 6, Teorema 23], o [23,
Teorema 6.9].

Teorema 1.9.27. (Radon–Nikodym.)

(i) Siano m1 e m2 due misure su R (rispetto alla stessa σ-algebra, ad
esempio due misure di Borel) con la proprietà che m1 è assolutamente
continua rispetto a m2, nel senso della precedente Definizione 1.9.25.
Allora esiste una funzione misurabile g con integrale finito rospetto a
m2 tale che, per ogni insieme misurabile W , si ha

m1(W ) =

∫
W

g(t) dm2(t) ≡
∫
R
g(t)χW (t) dm2(t)

dove χW è la funzione caratteristica di W (Definizione 1.1.3). Se le
due misure sono positive, allora g è una funzione positiva.
Ovviamente vale anche l’implicazione inversa.

(ii) Se invece m1 non è assolutamente continua rispetto a m2, allora esi-
stono e sono uniche una misura ms singolare rispetto a m2 ed una
funzione g di integrale finito rispetto a m2 tali che, per ogni insieme
misurabile E

m1(E) = ms(E) +

∫
E

g(t) dm2(t) .
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(iii) Scrivendo f1(x) = m1(−∞, x) e fs(x) = ms(−∞, x), abbiamo f ′
1 = g

e f ′
s = 0 quasi ovunque.

Definizione 1.9.28. La funzione misurabile g del precedente Teorema 1.9.27
si chiama la derivata di Radon–Nykodim di m1 rispetto a m2, e si scrive

g =
dm1

dm2

.

Definizione 1.9.29. Sia µ una misura reale su R o Rn assolutamente con-
tinua rispetto alla misura di Lebesgue m (la quale, per Rn, verrà definita
in seguito nella Definizione 1.9.29), con derivata di Radon–Nykodim g (nel
senso della precedente Definizione 1.9.28). Consideriamo le due misure posi-
tive µ+ e µ− assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue le cui
derivate di Radon–Nykodim sono, rispettivamente, dµ+/dm = max{g, 0} e
dµ−/dm = −min{g, 0}. Allora, ovviamente, si ha µ = µ+ − µ−. Definia-
mo variazione totale della misura µ la misura |µ| (assolutamente continua
rispetto a m) data da |µ| = µ+ + µ−.

Se µ è una misura complessa assolutamente continua rispetto a m, allora
spezziamo µ come la combinazione lineare di due misure reali, µ = Reµ +
i Imµ, e definiamo la variazione totale di µ come |µ| = |Reµ|+ | Imµ|.

Si introduce una norma sulle misure finite su Rn nel modo seguente:

‖µ‖ = |µ|(Rn) .

Una misura di norma finita si dice una misura finita.

Nota 1.9.30. È facile verificare che, se m2 è una misura reale finita e m1

è assolutamente continua rispetto a m2, allora g = dm1/dm2 appartiene
a L1(m2) e ‖g‖L1(m2) =

∫
|g|dm2 ⩽

∫
|g| d|m2| = ‖m1‖. Ovviamente si

ha l’uguaglianza se m2 è una misura positiva: in tal caso d|m1|/dm2 =
|g|. Lasciamo al lettore il compito di stabilire le corrispondenti relazioni per
misure complesse. tu

Dalla precedente Nota segue subito questo risultato:

Corollario 1.9.31. Se µ è una misura complessa su Rn, allora per ogni
f ∈ L1(µ) e per ogni insieme misurabile W ,∣∣∣∣∫

W

f dµ

∣∣∣∣ ⩽ ∫
W

|f | d|µ| .
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Notiamo anche la seguente generalizzazione ovvia del teorema classico
della media integrale (Sezione 1.1):

Proposizione 1.9.32. Se µ è una misura di Borel positiva finita e f è una
funzione limitata su un insieme misurabile E, allora

µ(E) ·min
E
f ⩽

∫
E

f dµ ⩽ µ(E) ·max
E

f .

In particolare, se E è connesso e f è continua, allora esiste ξ ∈ E tale che∫
E
f dµ = µ(E) f(ξ) (quest’ultima asserzione segue dalla precedente grazie al

teorema dei valori intermedi per le funzioni continue sui connessi, Sezione
1.1).

Chiudiamo questa sottosezione con un altro risultato elementare sugli in-
siemi misurabili secondo Lebesgue, che non dimostriamo (si veda [22, Cap. 2,
Sezione 3, Proposizione 15 (ii)]). In combinazione con il Lemma 1.9.3 (i), il
prossimo lemma prova in maniera precisa un enunciato suggestivo ma vago
che asserisce che ogni insieme misurabile è approssimativamente una unio-
ne numerabile di intervalli. In realtà si può provare in maniera precisa un
enunciato più forte, che si chiama il primo principio di Littlewood, e che in
maniera vaga si enuncia dicendo che ogni insieme misurabile è approssima-
tivamente una unione finita di intervalli [22, Cap. 2, Sezione 3, Proposizione
15 (vi)].

Lemma 1.9.33. Per ogni insieme E ⊂ R misurabile secondo Lebesgue e
per ogni δ > 0 esiste un aperto O ⊃ E tale che la misura di Lebesgue del
complemento O \ E verifica la disuguaglianza m(O \ E) < δ, ed un chiuso
C ⊂ E tale che m(E \ C) < δ. In particolare, la misura di Lebesgue è una
misura di Borel regolare nel senso della Definizione 1.9.11. Se m(E) < ∞
si può trovare un tale C limitato (cioè compatto). Inoltre, esiste una unione
finita A di intervalli aperti tale che m({A \ E} ∪ {E \ A}) < δ.

1.9.2 Relazione tra insiemi misurabili ed integrabilità
secondo Riemann

Definizione 1.9.34. Sia f definita in un intorno di un punto x e tale che

lim
r→0+

1

2r

∫ x+r

x−r
|f(t)− f(x)| dt = 0 ,
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ossia che la variazione di f tenda a zero all’avvicinarsi a x. Un punto x con
questa proprietà si chiama un punto di Lebesgue di f .

Nota 1.9.35. Il valore f(x0) che rende x0 un punto di Lebesgue di f , se esiste,
è univocamente determinato. Infatti, supponiamo che, se si sceglie f(x0) =
y0, il punto x0 risulti un punto di Lebesgue, ossia limr→0+ 1/(2r)

∫ x+r
x−r |y0 −

f(t)| dt = 0. Mostriamo che, se invece si assegna f(x0) = y1 6= y0, il punto
x0 smette di essere un punto di Lebesgue di f . Infatti, dalla disuguaglianza
triangolare |y1 − f(t)| ⩾ ||y1 − y0| − |y0 − f(t)||, segue

1

2r

∫ x+r

x−r
|y1 − f(t)| dt ⩾ 1

2r

∫ x+r

x−r
||y1 − y0| − |y0 − f(t)|| dt

⩾ 1

2r

∣∣∣∣∫ x+r

x−r
(|y1 − y0| − |y0 − f(t)|) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣|y1 − y0| −
1

2r

∫ x+r

x−r
|y0 − f(t)| dt

∣∣∣∣
e per r → 0 il secondo membro tende a |y1 − y0| > 0. tu

Esercizio 1.9.36. Ogni punto di continuità di una funzione f è anche un punto
di Lebesgue di f . tu

Teorema 1.9.37. (Lebesgue.) Le funzioni integrabili secondo Riemann so-
no le funzioni continue quasi ovunque. Se una funzione è integrabile secondo
Lebesgue, allora è misurabile (si veda la Definizione 1.9.39 subito oltre) e qua-
si ogni x è un punto di Lebesgue di f nel senso della precedente Definizione
1.9.34.

Esempio 1.9.38. La funzione che vale 1 su Q e 0 altrimenti non è integrabile
secondo Riemann. tu

La classe di funzioni integrabili secondo Lebesgue è più ampia. Definiamo
quindi le funzioni misurabili.

1.9.3 Funzioni misurabili secondo Lebesgue
Definizione 1.9.39. (Funzioni misurabili.) Una funzione f : S → R si
dice misurabile (rispetto ad una misura assegnata, che in questa Sezione si
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sottintende essere la misura di Lebesgue) se gli insiemi f−1(a, b), f−1(a,+∞)
e f−1(−∞, b) sono misurabili, per ogni a, b ∈ R. (Naturalmente, grazie alle
proprietà delle σ−algebre, basta assumere una sola di queste condizioni).

Nota 1.9.40. Dal fatto che il complemento, l’intersezione finita e l’unione
numerabile di insiemi misurabili sono misurabili segue che, se f−1(a,+∞) è
misurabile per ogni a, lo sono anche f−1[a,+∞), f−1(−∞, b), f−1(−∞, b]
e f−1(a, b), per ogni b: quindi nella definizione di funzione misurabile basta
richiedere una qualsiasi di queste condizioni. tu

Esercizio 1.9.41. Se f e g sono funzioni misurabili, allora le loro combinazioni
lineari sono misurabili, e le funzioni max{f, g} e min{f, g} sono misurabili.
Se E1 ed E2 sono due insiemi disgiunti e f1 è una funzione misurabile definita
su E1 ed f2 è una funzione misurabile definita su E2, allora la funzione f
definita su E1 ∪E2 dall’incollamento di f1 e f2, ossia f(x) = f1(x) se x ∈ E1

e f(x) = f2(x) se x ∈ E2, è anch’essa misurabile.
Se fn sono misurabili, allora f(x) = limn fn(x), g(x) = supn fn(x) e h(x) =
infn fn(x) sono anch’esse misurabili. tu

Cominciamo con il definire l’integrale di Lebesgue per una classe di fun-
zioni misurabili elementari.

1.9.4 Costruzione dell’integrale di Lebesgue
Definizione 1.9.42. (Funzioni semplici.) Sia {An, n = 1, 2, . . . , N} una
successione finita di insiemi misurabili disgiunti tali che ∪Nn=1An = R, χn la
funzione caratteristica di An (Definizione 1.1.3) e {cn ∈ C, n = 1, 2, . . . , N}.
Allora la funzione θ =

∑N
n=1 cnχn si chiama funzione semplice.

Nota 1.9.43. Se E è un insieme misurabile allora la sua funzione caratteristica
χE è una funzione misurabile.
Infatti, se 1 ∈ (a, b), allora l’insieme controimmagine χ−1

E (a, b) = E è misu-
rabile. Se 0 ∈ (a, b) allora χ−1

E (a, b) = R \E è misurabile. Se infine 0 /∈ (a, b)
e 1 /∈ (a, b), allora χ−1

E (a, b) = ∅ è misurabile.
Quindi χ−1

E (a, b) un insieme misurabile per tutti gli a, b ∈ R, e quindi χE
è misurabile in virtù della Definizione 1.9.39.

Pertanto tutte le funzioni semplici sono misurabili. Ovviamente esse sono
anche limitate, perché assumono un numero finito di valori. tu
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Definiamo l’integrale di Lebesgue di una funzione semplice su un insieme
misurabile.

Definizione 1.9.44. Sia E un insieme misurabile e sia s la funzione semplice

s(x) =
n∑
j=1

αjχAj
(x).

Se m è una misura, si definisce integrale di s su E rispetto a m la quantità∫
E

s(x) dx =
n∑
j=1

αjm(Aj ∩ E).

Generalmente limiteremo l’attenzione al caso della misura di Lebesgue, e
chiameremo l’integrale così definito integrale di Lebesgue di funzioni semplici.
Si osservi che, nel caso particolare in cui Aj = [aj, bj) siano intervalli tutti
contenuti in E, si ottiene∫

E

s(x) dx =
n∑
j=1

αj |bj − aj|

e quindi, per queste particolari funzioni, che nel seguito chiameremo funzioni
a gradini (Definizione 1.18.1)), l’integrale di Lebesgue coincide con quello di
Riemann.

Esercizio 1.9.45. Sia s(x) = χ[0, 12 ]
+ 3χ[ 12 ,

3
4 ]
− 2χ[ 34 ,1]

. Allora l’integrale di
Lebesgue di s vale 3

4
. tu

A partire dall’integrale delle funzioni semplici si definisce l’integrale di
Lebesgue delle funzioni misurabili. Per fare ciò abbiamo bisogno del seguente

Teorema 1.9.46. Sia f una funzione misurabile non negativa. Allora esiste
una successione {sn} di funzioni semplici tali che

1. 0 ⩽ s1 ⩽ s2 ⩽ · · · ⩽ f

2. sn(x) → f(x) per n→ ∞ per ogni x.

Quindi
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Definizione 1.9.47. (Integrale di Lebesgue.) Se f è una funzione mi-
surabile non negativa ed E è un insieme misurabile, l’integrale di f su E è
definito da ∫

E

f(x) dx = sup

∫
E

s(x) dx

dove dx denota la misura di Lebesgue, e l’estremo superiore è preso su tutte
le funzioni semplici tali che 0 ⩽ s ⩽ f .

In questo modo abbiamo definito l’integrale di Lebesgue di una funzione
misurabile non negativa. Estendiamo la definizione al caso di funzioni a valori
reali o complessi.

Se f è una qualsiasi funzione misurabile reale scriviamo f = f+ − f− con
f+ = max {f, 0} e f− = −min {f, 0}. Quindi f+ e f− sono positive o nulle.
Se f è misurabile complessa scriviamo f = (u+ − u−) + i(v+ − v−), e quindi
l’integrale di Lebesgue di f su un insieme misurabile E è definito come la
seguente combinazione lineare dei corrispondenti integrali dei termini non
negativi costituenti:∫

E

f(x) dx =

∫
E

u+(x) dx−
∫
E

u−(x) dx+ i

∫
E

v+(x) dx− i

∫
E

v−(x) dx .

Una definizione analoga si pone per ogni misura m, e stabilisce la nozione
di integrale rispetto a questa misura. La misura che utilizziamo comunemente
in questo libro è quella che su ogni intervallo finito in R ha per valore la sua
lunghezza: ma ad esempio, se si considera la misura che conta m introdotta
nell’Esempio 1.9.22, lo spazio Lp si identifica con lo spazio `p della Definizione
1.7.1, i cui elementi sono successioni (esercizio.)

Nota 1.9.48. (Paragone fra gli integrali di Lebesgue e di Riemann.)
Abbiamo già osservato che, per le funzioni a gradini (Definizione 1.18.1), che
sono un caso particolare delle funzioni semplici, l’integrale di Lebesgue coin-
cide con l’usuale integrale di Riemann (si veda la Definizione 1.9.44). Poiché
quest’ultimo, per funzioni f ⩾ 0 più generali, è definito come l’estremo supe-
riore delle funzioni a gradini minoranti f , segue che l’integrale di Lebesgue
coincide con quello di Riemann per tutte le funzioni integrabili secondo Rie-
mann, non negative e a supporto compatto (le funzioni a gradini sono nulle
al di fuori di un intervallo limitato). Se invece f è a valori reali ma di segno
non costante, la scindiamo come somma delle sue parti positiva e negativa
come abbiamo fatto nella costruzione dell’integrale di Lebesgue (Definizione
1.9.47). In tal modo vediamo subito che, se f è a supporto compatto ed è
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integrabile secondo Riemann, di nuovo l’integrale di Lebesgue coincide con
quello di Riemann. Se invece E = supp f non è compatto, allora l’integrale
di Riemann è costruito diversamente, come integrale improprio, cioè come
limite di integrali di troncamenti di f a intervalli limitati via via più grandi
che invadono E. In questo caso può succedere che f sia misurabile ed inte-
grabile secondo Riemann, ma non nel senso di Lebesgue. Infatti, per essere
integrabile secondo Lebesgue, come abbiamo visto nella costruzione, devo-
no essere separatamente integrabili la sua parte positiva e negativa. Quando
questo non succede, può pero’ accadere che le oscillazioni di segno producano
cancellazioni di aree fra intervalli consecutivi tali da rendere finito l’integrale
improprio di Riemann. Vedremo nel Lemma 5.19.3 che questo è il caso per la
funzione f(x) = sinx

x
, x > 0, che invece non è integrabile secondo Lebesgue

perché le sue parti positive e negative decrescono in media con la velocità
di 1/x, e quindi il loro integrale non è finito (Sezione 1.1). Per funzioni non
negative queste compensazioni dovute ai segni non ci sono, ed allora se esiste
l’integrale di Riemann, proprio od improprio, esso coincide con l’integrale
di Lebesgue (ma potrebbe esistere l’integrale di Lebesgue senza che esista
quello di Riemann: ad esempio la funzione caratteristica dell’insieme dei nu-
meri razionali ha integrale 0 secondo Lebesgue – si vedano gli Esempi 1.9.23
e 1.9.49 – ma lasciamo al lettore la facile verifica che essa non è integrabile
secondo Riemann).

Osserviamo a questo proposito che, a differenza dalle funzioni a gradini,
le funzioni semplici, pur avendo un numero finito di valori, non hanno neces-
sariamente supporto compatto (i valori sono costanti su insiemi misurabili
non necessariamente limitati, si veda la Definizione 1.9.42). Pertanto non si
definisce un integrale improprio nel senso di Lebesgue: la costruzione del-
l’integrale di Lebesgue di una funzione è la stessa sia che il suo supporto sia
limitato, sia che sia illimitato. tu

Esempio 1.9.49. Segue dall’Esempio 1.9.23 che, se i valori di f vengono cam-
biati in un insieme finito di punti, o più in generale in un insieme di misura
nulla, l’integrale di Lebesgue di f non cambia. tu

Esercizio 1.9.50. Rivedere l’Esecizio 1.9.24 e mostrare che la funzione ca-
ratteristica χ dell’insieme E ivi definito (definita nella Definizione 1.1.3) ha
integrale di Lebesgue 2

9
(ovviamente: uguale alla misura di Lebesgue di E),

ma non è integrabile secondo Riemann (basta mostrare che su ogni En la più
piccola funzione a gradini maggiorante di χ è 1 e la più grande è 0). tu
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Proposizione 1.9.51. Sia {fn : R→ C, n = 1, 2, . . . } una successione di
funzioni misurabili secondo Lebesgue. Se esiste quasi ovunque il limite
f(x) = limn→∞ fn(x), o, nel caso le funzioni fn siano a valori reali, l’estremo
superiore f(x) = supn fn(x) (oppure l’estremo inferiore f(x) = infn fn(x)),
allora la funzione f è misurabile secondo Lebesgue.

Dimostriamo ora tre teoremi, fra loro equivalenti, di fondamentale im-
portanza per il passaggio al limite sotto il segno di integrale. Enunciamo
questi teoremi per l’integrale di Lebesgue, ma le dimostrazioni sono le stesse
per integrali rispetto a qualsiasi misura positiva definita su una σ-algebra di
insiemi, non necessariamente di Borel e non necessariamente in R.

Teorema 1.9.52. (Lemma di Fatou.) Sia E ⊂ R un sottoinsieme misu-
rabile (ad esempio R stesso) e {fn : E → R+, n = 1, 2, . . . } una successione
di funzioni misurabili a valori reali non negativi.

Allora la funzione lim infn→∞ fn(x) è misurabile secondo Lebesgue, grazie
alla Proposizione 1.9.51, e si ha:∫

E

lim inf
n→∞

fn(x) dx ⩽ lim inf
n→∞

∫
E

fn(x) dx

(gli integrali possono essere finiti o infiniti).

Dimostrazione. Sia f = lim infn→∞ fn. Passando ad una sottosuccessio-
ne, possiamo assumere che fn(x) → f(x) per quasi ogni x. Per definizione
di integrale (Definizione 1.9.47), basta dimostrare che, se φ è una funzione
semplice non negativa con φ ⩽ f , allora∫

E

φ ⩽ lim inf
n→∞

∫
E

fn . (1.24)

Consideriamo dapprima il caso in cui
∫
E
φ = ∞. Poiché le funzioni

semplici assumono solo un numero finito di valori (Definizione 1.9.42), in
questo caso un valore positivo, diciamo a, di φ deve essere assunto su un
insieme misurabile A di misura infinita. Consideriamo la famiglia di insiemi

An = {x ∈ E : fk(x) > a ∀ k ⩾ n} .

Gli An sono misurabili perché le funzioni fn lo sono (Definizione 1.9.39),
e sono una famiglia crescente con n. Inoltre ∪nAn ⊃ A dal momento che
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φ ⩽ limn fn, e quindi limnm (An) ⩾ m(A) = ∞. Pertanto
∫
E
fn ⩾

∫
An
fn >

am (An) → ∞, ed il teorema vale in questo caso particolare.
Allora assumiamo

∫
E
φ < ∞. Allora, sempre per il fatto che le funzioni

semplici assumono solo un numero finito di valori, A = {x ∈ E : φ(x) > 0}
è un insieme misurabile di misura finita. Denotiamo conM il massimo valore
di φ, scegliamo un ε > 0 arbitrario e consideriamo gli insiemi

An = {x ∈ E : fk(x) > (1− ε)φ(x) ∀ k ⩾ n} .

Per la stessa ragione di prima, l’unione della famiglia crescente di insiemi
misurabili An contiene A. Perciò {A \ An} è una famiglia decrescente con
intersezione vuota, e quindi segue dal Corollario 1.9.12 che limnm (A \ An) =
0. Osservando che φ ≡ 0 su E \A, e quindi

∫
E
φ−

∫
A\Ak

φ =
∫
A
φ−

∫
A\Ak

φ =∫
Ak
φ, ora possiamo scrivere che, per k ⩾ n,

∫
E

fk ⩾
∫
Ak

fk ⩾ (1− ε)

∫
Ak

φ = (1− ε)

[∫
E

φ−
∫
A\Ak

φ

]
⩾ (1− ε)

∫
E

φ−
∫
A\Ak

φ ⩾
∫
E

φ− ε

(∫
E

(φ+M)

)
.

Poiché ε > 0 è arbitrario, la precedente disuguaglianza vale anche quando si
prende l’estremo inferiore rispetto a ε, in altre parole quando si pone ε = 0,
da cui il risultato. tu

Teorema 1.9.53. (Teorema di convergenza monotòna.)
Sia E ⊂ R un sottoinsieme misurabile (ad esempio R stesso) e {fn : E →

R+, n = 1, 2, . . . } una successione monotòna di funzioni misurabili a valori
reali non negativi, cioè tale che, per ogni x ∈ R, si ha fn(x) ⩽ fn+1(x). Sia
f(x) = limn→∞ fn(x) (il limite esiste, finito o infinito, grazie alla condizione
di monotonia (Sezione 1.1), ed è una funzione misurabile secondo Lebesgue
grazie alla Proposizione 1.9.51).
Più in generale, abbandonando la condizione di monotonia che dà nome al
teorema, supponiamo solo che fn converga a f quasi ovunque e che 0 ⩽ fn ⩽
f .
Allora

lim
n→∞

∫
E

fn(x) dx =

∫
E

f(x) dx

(gli integrali possono essere finiti o infiniti).
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Dimostrazione. La condizione fn ⩽ f implica
∫
E
fn ⩽

∫
E
f , e pertanto, dal

Lemma di Fatou (Teorema 1.9.52),∫
E

f ⩽ lim inf

∫
E

fn ⩽ lim sup

∫
E

fn ⩽
∫
E

f ,

e quindi il massimo e minimo limite coincidono (e quindi esiste il limite), e
coincidono con

∫
E
f . tu

Teorema 1.9.54. (Teorema di convergenza dominata di Lebesgue.)
Sia E ⊂ R un sottoinsieme misurabile (ad esempio R stesso) e g una fun-

zione misurabile su E tale che
∫
E
|g| < ∞. Sia {fn : E → C, n = 1, 2, . . . }

una successione di funzioni misurabili con la proprietà di essere tutte simul-
taneamente maggiorate da g: cioè |fn(x)| ⩽ g(x) per ogni n e per quasi
ogni x ∈ E. Se per quasi ogni x esiste, finita od infinita, la funzione limite
f(x) = limn→∞ fn(x), allora

lim
n→∞

∫
E

fn(x) dx =

∫
E

f(x) dx

(gli integrali possono essere finiti o infiniti).

Dimostrazione. Spezzando gli integrali delle parti reale ed immaginaria di
fn e f , osserviamo che basta dimostrare il teorema per funzioni fn a valori
reali. Allora g + fn e g − fn sono entrambe non negative, e dal Lemma di
Fatou (Teorema 1.9.52) segue

∫
E
(g+ f) ⩽ lim infn

∫
E
(g + fn) e

∫
E
(g− f) ⩽

lim infn
∫
E
(g − fn), da cui∫

E

f ⩽ lim inf

∫
E

fn ⩽ lim sup

∫
E

fn ⩽
∫
E

f .

Da questo il risultato segue come nella dimostrazione del Teorema di Con-
vergenza Monotòna (Teorema 1.9.53). tu

Esercizio 1.9.55. Calcolare
∫ 1

0
s(k)(x) dx, dove k è un intero positivo e

s(k)(x) =
∞∑
n=1

xn
k

sono le serie di potenze introdotte nell’Esercizio 1.4.16.
Svolgimento. Abbiamo visto nell’Esercizio 1.4.16 che queste serie convergono
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puntualmente ma non uniformemente in (0, 1). Nondimeno, i loro termini
sono positivi e quindi, per ogni 0 < x < 1, le loro somme parziali s(k)j (x) =∑j

n=1 x
nk crescono al crescere di j. Pertanto possiamo integrare termine a

termine in base al Teorema di Convergenza Monòtona (Teorema 1.9.53). Il
risultato è ∫ 1

0

s(k)(x) dx =
∞∑
n=1

∫ 1

0

xn
k

dx =
∞∑
n=1

1

nk + 1
,

che diverge per k = 1 ma converge se k > 1. tu

Esercizio 1.9.56. (i) Nell’intervallo {−π/4 ⩽ x ⩽ π/4} definiamo

fn(x) =
n tan x

1 + n2x2
.

Calcolare limn→∞
∫ π

4

−π
4
fn(x) dx .

(ii) Nell’intervallo {−π/4 ⩽ x ⩽ π/4} definiamo

gn(x) =
(sin x)n

1 + n2x2
.

Calcolare limn→∞
∫ π

4

−π
4
gn(x) dx .

(iii) Nell’intervallo {−π/4 ⩽ x ⩽ π/4} definiamo

hn(x) =
n(sin x)n

1 + n2x2
.

Calcolare limn→∞
∫ π

4

−π
4
hn(x) dx .

Suggerimento: non si provi a calcolare esplicitamente la primitiva; si usi
invece il Teorema di Convergenza Dominata 1.9.54 oppure il Teorema di
Convergenza monotòna 1.9.53, a seconda dei casi.

Svolgimento. Per la parte (i), osserviamo che, nell’intervallo [0, π/4] la
funzione tangente è crescente e convessa, e tan(π/4) = 1. Quindi, per
ogni x ∈ [0, π/4], abbiamo tan x ⩽ 4x/π < 2x, e per parità abbiamo
| tan x| < 2|x| per ogni x ∈ [−π/4, π/4]. Quindi, nel nostro dominio di
integrazione, |fn(x)| < 2n|x|/(1 + n2x2). Poniamo u(x) = 2|x|/(1 + x2), ed



1.9. MISURA ED INTEGRALE DI LEBESGUE 93

osserviamo che u è una funzione limitata (0 ⩽ u(x) ⩽ 1: il valore esatto di
‖u‖L∞[0,π

4
] è irrilevante). Abbiamo quindi

|fn(x)| < n|x|/(1 + n2x2) = u(nx) < ‖u‖∞ < 1 ,

e quindi possiamo applicare il Teorema di Convergenza Dominata 1.9.54 nel-
l’intervallo [−π/4, π/4]. Poiché u(nx) = n/(1 + n2x2) → 0 per n → ∞ per
ogni x ∈ I = [−π/4, π/4], anche fn(x) = u(nx) tan x tende a 0 con n, ed il
limite di

∫
I
fn dx vale 0.

Osserviamo che, a parte un numero finito di termini iniziali, la convergenza a
0 di n/(1+n2x2) è monotòna decrescente, quindi avremmo più semplicemente
potuto applicare il Teorema di Convergenza Monotóna 1.9.53, e risparmiarci
la stima uniforme, che abbiamo invece dato per completezza.

Per la parte (ii), il procedimento è identico. Questa volta maggioriamo
| sin x| ⩽ sin π/4 = 1/

√
2, e quindi |gn(x)| ⩽ cn(x) := 1/(2

n
2 (1 + n2x2)), che

tende a zero in maniera monotòna. Quindi il limite di
∫
I
|gn| dx ⩽

∫
I
cn dx è

di nuovo 0, per il Teorema di Convergenza monotòna 1.9.53. Anche in questo
caso, osserviamo che la disuguaglianza |gn| ⩽ cn implica che le funzioni gn
sono tutte equilimitate da una costante: le cn sono evidentemente minori
di 1. Quindi lo stesso risultato segue anche dal teorema di Convergenza
Dominata. In questo caso la maggiorazione uniforme è banale, ma il fatto
che la convergenza sia anche monotóna lo è altrettanto.

Per la parte (iii) usiamo l’ultima maggiorazione che abbiamo provato,
| sin x| ⩽ 1/

√
2, da cui

|hn(x)| ⩽
n2−

n
2

1 + n2x2
.

Poiché n < 2n/4 per ogni n ∈ N, abbiamo

|hn(x)| ⩽ dn(x) :=
2−

n
4

1 + n2x2
,

e le funzioni dn tendono a zero in maniera monotòna, e sono anche equili-
mitate dalla costante 1. Quindi

∫
I
|hn| dx <

∫
I
dn dx tende a zero, sia per il

Teorema di Convergenza Dominata 1.9.54, sia per il Teorema di Convergenza
monotòna 1.9.53. tu

Esercizio 1.9.57. Siano n ∈ N e

fn(x) =
x

1 + enx
.

la successione di funzioni dell’Esercizio 1.3.23.
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(i) Da quell’Esercizio sappiamo che tale successione converge a zero unifor-
memente in [0,∞). Mostrare che da questo segue che limn→∞

∫ b
0
fn(x) dx =

0 per ogni b > 0, e ritrovare lo stesso risultato sia in base al Teorema di
Convergenza Dominata 1.9.54, sia in base al Teorema di Convergenza
monotòna 1.9.53.

Suggerimento: per applicare il Teorema di Convergenza Dominata oc-
corre maggiorare tutte le f(n), simultaneamente al variare di n ∈ N
(ossia uniformemente rispetto a n) con un’unica funzione in L1[0, b]. A
questo scopo si tenga presente che, per ogni x ∈ [0, b],

x

1 + enx
⩽ x

enx
= e−n ⩽ 1 .

(ii) Si consideri ora la successione

gn(x) =
x e−x

1 + enx

nella semiretta {x ⩾ 0}. Usando le disuguaglianze dell’Esercizio 1.3.23,
od anche la disuguaglianza precedente, si osservi che fn tende a ze-
ro uniformemente in [0,∞). Da questo fatto però non segue più che
limn→∞

∫∞
0
gn(x) dx = 0, perché il dominio di integrazione ora è illimi-

tato (si veda l’Esempio 1.3.18). Mostrare che invece questo risultato
segue sia dal Teorema di Convergenza Dominata 1.9.54, sia dal Teore-
ma di Convergenza monotòna 1.9.53.

Suggerimento: per identificare una funzione f ∈ L1[0,∞) che domina
le gn, si osservi che

x e−x

1 + enx
⩽ x e−x

per ogni x ⩾ 0.

tu
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1.10 ∗Topologie e proprietà di separazione
Definizione 1.10.1. (Topologia.) Una topologia τ su un insieme V è una
famiglia di sottoinsiemi di V , detti aperti, che contiene l’insieme vuoto e
l’insieme V ed è chiusa sotto le operazioni di unione (qualsiasi, non neces-
sariamente finita o numerabile) e di intersezione finita. I complementi degli
insiemi aperti si chiamano gli insiemi chiusi.
Data una famiglia T di sottoinsiemi di V , la più piccola topologia che con-
tiene tutti gli insiemi in T si dice la topologia generata da T . Ad esempio, la
topologia su R generata da tutti gli intervalli aperti è la consueta topologia
che dà luogo alla nozione usuale di convergenza, basata su intorni aperti.
Una base per la topologia è un sottoinsieme di aperti dai quali tutti gli altri
si ottengono grazie all’operazione di unione (qualsiasi, non solo numerabi-
le): in altre parole, una famiglia di aperti è una base se ogni aperto della
topologia contiene qualche insieme di questa famiglia. Una base locale ad un
punto x consiste di quegli aperti della base che contengono x, e le cui unioni
quindi generano tutti gli intorni aperti di x: ovvero, una famiglia di intorni
aperti di x è una base locale se ogni intorno aperto di x contiene un insieme
di questa famiglia. Una sottobase è una famiglia di aperti le cui intersezioni
finite formano una base.

Definizione 1.10.2. Si dice che uno spazio topologico X:

(i) verifica la proprietà di Hausdorff (o T2) se per ogni x 6= y ∈ X esistono
intorni aperti Ox di x e Oy di y disgiunti;

(ii) è normale, ovvero verifica la proprietà T4, se i punti sono insiemi chiusi
e per ogni coppia di sottoinsiemi chiusi C1, C2 ⊂ X disgiunti esistono
aperti disgiunti O1 e O2 tali che C1 ⊂ O1 e C1 ⊂ O2

Corollario 1.10.3. In uno spazio topologico di Hausdorff il limite è unico:
se limn→∞ xn = x e limn→∞ xn = y allora x = y.

Dimostrazione. Ovvio: se x 6= y allora esistono due intorni aperti disgiunti
Ox e Oy rispettivamente di x e y, e quindi, se i punti xn appartengono
definitivamente a Ox, non possono appartenere definitivamente anche a Oy.

tu

Pertanto, la seguente nozione di continuità ha senso negli spazi di Hau-
sdorff:
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Definizione 1.10.4. Dati due spazi topologici di Hausdorff X e Y , una fun-
zione f : X → Y si dice continua per successioni al punto x se limn→∞ f(xn) =
f(x) quando limn→∞ xn = x.

In seguito ci sarà utile la seguente osservazione:

Proposizione 1.10.5. Se X e Y sono spazi topologici di Hausdorff, una
funzione f : X → Y continua è continua per successioni, nel senso della
precedente Definizione 1.10.4. Viceversa, se un punto x di X ha una base
locale numerabile per la topologia, allora se f è continua a x è anche continua
per successioni a x.

Dimostrazione. È chiaro che una funzione f continua è anche continua per
successioni, perché se V ⊂ Y è un intorno aperto di f(x) e denotiamo con
U l’aperto U = f−1(V ) ⊂ X, allora ogni successione xn → x appartiene
definitivamente a U , e quindi f(xn) appartiene definitivamente a V , il che
equivale a dire che limn→∞ f(xn) = f(x).
Viceversa, fissato x, sia Un una base locale numerabile di aperti che con-
tengono x. Se per assurdo f non fosse continua a x, esisterebbe un intorno
V ⊂ Y di f(x) tale che f−1(V ) non è un intorno di x, e quindi f−1(V ) non
conterrebbe qualcuno degli aperti Un. Questo significa dire che per ogni n
esiste un xn ∈ Un tale che xn /∈ f−1(V ). All’aumentare di n abbiamo allora
xn → x ma f(xn) /∈ V e quindi f(xn) 9 f(x). Allora f non è continua per
successioni al punto x, e questo contraddice l’ipotesi. tu

Lemma 1.10.6. Gli insiemi chiusi in uno spazio topologico compatto K sono
compatti.
Gli insiemi compatti in uno spazio di Hausdorff X sono chiusi.

Dimostrazione. Proviamo la prima asserzione. Sia C ⊂ K chiuso. Si con-
sideri un ricoprimento aperto Ux di C tale che x ∈ Ux per ogni x ∈ C.
Completiamo questo ricoprimento ad un ricoprimento aperto di tutto K ag-
giungendo un ulteriore aperto, ossia il complemento ∁C = K \ C, dal quale
è possibile estrarre un sottoricoprimento finito per la Definizione 1.9.4 di
compattezza (si osservi che questo sottoricoprimento finito contiene ancora
l’aperto ∁C a meno che C = K, nel qual caso non c’era bisogno di aggiungere
al ricoprimento iniziale l’aperto K \ C = ∅). Ora che abbiamo estratto un
sottoricoprimento finito di K, questo è anche un sottoricoprimento finito di
C ⊂ K. Quindi abbiamo dimostrato che da ogni ricoprimento aperto di C si
può estrarre un sottoricoprimento finito: questo significa che C è compatto.
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Ora proviamo la seconda asserzione. Sia K ⊂ X un compatto. Per
ogni x ∈ K e y /∈ K si scelgano due intorni aperti disgiunti Ux e Uy come
nella Definizione 1.10.2. Allora la famiglia Ux : x ∈ K forma un rico-
primento aperto di K, dal quale è possibile estrarre un sottoricoprimento
finito. Sia {Ux1 , . . . , Uxn} questo sottoricoprimento finito. Allora l’insieme
W := ∩ni=1Uyi è disgiunto da K perché K ⊂ ∪ni=1Uxi ed è aperto perché
intersezione finita di aperti. Quindi ogni y nel complemento di K appartiene
ad un aperto W ⊂ ∁K: in altre parole, il complemento di K è aperto.
tu

.

Proposizione 1.10.7. Un sottoinsieme chiuso G di uno spazio completo X
è completo (ossia, le sue successioni di Cauchy a valori in G convergono a
punti di G).

Dimostrazione. Sia {xn} una successione di Cauchy con xn ∈ G. Poiché
G ⊂ X e X è completo, questa successione di Cauchy converge ad punto
limite x∞ in X. Poiché X è metrico, x∞ è un punto di accumulazione di G.
Ma G è chiuso, e quindi x∞ ∈ G. tu

Proposizione 1.10.8. Siano K e Y spazi topologici con K compatto,

(i) Se f : K → Y è continua allora Y è compatto.

(ii) Se Y è di Hausdorff e la funzione continua f è biunivoca, allora f ha
inversa continua.

Dimostrazione. Sia Y un ricoprimento aperto di Y , e K la famiglia delle
controimmagini f−1(A) per A ∈ Y . Poiché f è continua, le controimmagini
O = f−1(A) sono aperti in K, e ogni punto k ∈ K appartiene a qualcuno di
essi, perché f(k) appartiene a qualche A ∈ Y . Pertanto K è un ricoprimento
aperto di K, e dal momento che K è compatto esiste un sottoricoprimento
finito. Le immagini sotto f di questo sottoricoprimento finito formano un
sottoricoprimento finito di Y . Quindi Y è compatto, e la parte (i) è provata.
Ora supponiamo che Y sia uno spazio di Hausdorff e f sia biunivoca (ba-
sterebbe assumere che sia iniettiva, e restringere l’attenzione al sottoinsieme
compatto di Y dato dalla sua immagine). Se C ⊂ K è chiuso, allora esso è
compatto in base alla prima parte del Lemma 1.10.6. Grazie alla parte prece-
dente ne segue che f(C) è compatto in Y , ed allora, per la seconda parte del
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Lemma 1.10.6, f(C) è chiuso in Y . Questo prova che f(C) è chiuso per ogni
chiuso C in K: scrivendo C = (f−1)−1(C) (perché f è biunivoca) vediamo
che f−1 è continua(infatti una funzione è continua se la controimmagine di
ogni aperto è aperta, e quindi se la controimmagine di ogni chiuso è chiusa).

tu

Esercizio 1.10.9. Se uno spazio topologico X è di Hausdorff, esso rimane di
Hausdorff in ogni topologia più forte. Se invece X è compatto, esso rimane
compatto in ogni topologia più debole. Se X è compatto e di Hausdorff,
la sua topologia τ è unica, nel senso che in ogni topologia strettamente più
forte X non è compatto, ed in ogni topologia strettamente più debole non è
di Hausdorff.

Svolgimento. Le prime due asserzioni sono ovvie. Per dimostrare la terza,
consideriamo una topologia τ ′ più debole di τ e la mappa identica di X in
sé. Questa mappa è ovviamente biunivoca e continua, e quindi ha inversa
continua in base alla precedente Proposizione 1.10.8. Pertanto τ e τ ′ sono
topologie equivalenti. Lo stesso argomento vale se si considera una topologia
più forte di τ . tu

Proposizione 1.10.10. (i) Uno spazio topologico X ha la proprietà che
i punti sono insiemi chiusi se e solo se, per ogni x, y ∈ X, esiste un
aperto O di ciascuno dei due che non contiene l’altro (questa proprietà
di solito si indica come proprietà T1).

(ii) Uno spazio topologico che verifica la proprietà di Hausdorff T2 verifica
anche la proprietà T1.

(iii) Uno spazio topologico che verifica la proprietà T4 verifica anche la
proprietà T2.

(iv) Uno spazio topologico di Hausdorff è normale, ossia verifica T4, se e
solo se per ogni chiuso C ed aperto A tali che C ⊂ A esiste un aperto
V che li separa nel senso che C ⊂ V ⊂ V ⊂ A.

(v) Se X è di Hausdorff, K ⊂ X è compatto e x /∈ K, allora esistono due
aperti disgiunti U e V che separano x da K: ossia x ∈ U e K ⊂ V .
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(vi) Uno spazio compatto e di Hausdorff ha la proprietà T4 (terminologia
della Definizione 1.10.2): dati due chiusi disgiunti C e K esistono due
aperti disgiunti che li contengono. Più in generale, dati un compatto
K ed un chiuso C disgiunti in uno spazio di Hausdorff, esistono due
aperti disgiunti OK e OC tali che K ⊂ OK e C ⊂ OC (se X è compatto
questa forma dell’enunciato chiaramente si riduce a quella precedente,
perché i compatti in uno spazio di Hausdorff sono chiusi, in base al
Lemma 1.10.6).

(vii) Se X è uno spazio localmente compatto di Hausdorff, U è un aperto in
X e K ⊂ U è compatto, esiste un aperto V a chiusura compatta che li
separa, ossia tale che K ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

Dimostrazione. L’insieme costituito dal solo punto x è chiuso se e solo se
il suo complemento è aperto, ossia se e solo se esiste un intorno di ciascun
y 6= x che non contiene x. Questo prova (i), ed a questo punto (ii) e (iii)
sono ovvie.
Per provare la parte (iv), consideriamo due chiusi C1 e C2 disgiunti e l’aperto
A := ∁C2. la disgiunzione C1 ∩ C2 = ∅ equivale a C1  A. Analogamente,
siano O1 e O2 i due aperti disgiunti della proprietà T4, tali che C1 ⊂ O1 e
C2 ⊂ O2: di nuovo grazie alla disgiunzione, ponendo G := ∁O2 otteniamo un
chiuso tale che O1  G. Allora anche la chiusura O1 deve essere contenuta
in G, perché la chiusura di O1 è l’intersezione di tutti i chiusi che contengo-
no O1. Pertanto abbiamo C1 ⊂ O1 e O1 ⊂ A, e che queste inclusioni sono
equivalenti a C1 ⊂ O1 e C2 ⊂ O2. L’enunciato della parte (iv) coincide con
questo se poniamo C1 = C e O1 = V .
Veniamo alla parte (v). Per ogni k ∈ K sappiamo che k 6= x. Poiché X è
di Hausdorff, esistono intorni aperti disgiunti Uk 3 x e Vk 3 k. Allora gli
insiemi Vk, al variare di k ∈ K, formano un ricoprimento aperto del compat-
to K, dal quale possiamo estrarre un sottoricoprimento finito {V1, . . . , Vn}.
Allora l’unione finita V := ∪ni=1Vi è un aperto che contiene K, ed è disgiunto
dall’aperto dato dalla intersezione finita U := ∩ni=1Ui che contiene x.
Un argomento simile a quello della parte (v) prova la parte (vi). Conside-
riamo K,C ⊂ X disgiunti, con K compatto e C chiuso. Per ogni x ∈ K
e y ∈ C, sappiamo che x 6= y perché K e C sono disgiunti. Poiché X è di
Hausdorff, esistono aperti disgiunti Ox 3 x e Vy 3 y. Poiché K è compatto,
da questo ricoprimento aperto {Ox : x ∈ K} si può estrarre un sottoricopri-
mento {O1, . . . , On} finito. Allora l’unione finita O := ∪ni=1Oi e l’intersezione
finita V := ∩ni=1Vi sono due aperti disgiunti tali che K ⊂ O, C ⊂ V .
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Infine, proviamo la parte (vii). X è localmente compatto se e solo se ogni
punto x ha un intorno Ox a chiusura compatta. In tal caso, consideriamo di
nuovo il ricoprimento aperto di K dato da {Ox : x ∈ K} ed estraiamone un
sottoricoprimento finito {O1, . . . , On}. Allora l’unione finita O := ∪ni=1Oi è
un aperto a chiusura compatta (perché l’unione è finita) che contiene K. Se
O  X, consideriamo l’insieme chiuso C := X \O. Dalla parte (vi) sappiamo
che, per ogni x ∈ C, c’è un aperto Vx ⊃ K tale che x /∈ Vx. Pertanto la fami-
glia degli insiemi {C ∩O∩Vx : x ∈ C} ha intersezione vuota. Ma poiché O è
compatto, questi insiemi, essendo intersezione di chiusi, sono chiusi e quindi
sono compatti per la prima parte del Lemma 1.10.6. Allora, per la proprietà
dell’intersezione finita (Nota 1.9.7), esiste una scelta di x1, . . . , xn ∈ C che
producono una intersezione finita vuota: ossia, esistono x1, . . . , xn ∈ C tali
che ∩ni=1C ∩ O ∩ V xi = ∅. Allora l’aperto V = ∩ni=1O ∩ Vxi è contenuto nel
compatto V = ∩ni=1O ∩ V xi e questo compatto è disgiunto da C. tu

Nota 1.10.11. Le proprietà T1, T2 e T4 della Definizione 1.10.2 e della Pro-
posizione 1.10.10 sono tre cosiddetti assiomi di separazione che fanno parte
di una famiglia di cinque, ciascuno dei quali implica i precedenti. La pro-
prietà T0 si enuncia dicendo che, per ogni coppia di punti x, y ∈ X, esiste
un aperto O di uno dei due che non contiene l’altro. La proprietà T3 vale
se i punti sono chiusi e per ogni chiuso C ⊂ X e per ogni punto x 3 C
esistono aperti disgiunti O1 e O2 tali che x ∈ O1 e C ⊂ O2. È ormai ovvio
che T4 ⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.
In questo libro, però, ci servono solo le proprietà T2 e T4 (ed anche T1 ma
solo per poter definire T4). tu

Esercizio 1.10.12. Tutti gli spazi metrici hanno la proprietà T4, ed in parti-
colare la proprietà di Hausdorff.

Suggerimento: basta porre, nella Definizione 1.10.2, O1 = {z ∈ X : d(z, x) <
d/2, dove d è la distanza da C1 e C2, ossia d := inf{d(x, y) : x ∈ C1, y ∈ C2}.
Gli insiemi O1 e O2 sono aperti perché in uno spazio metrico la distanza è una
funzione continua (per definizione di spazio metrico), e sono necessariamente
disgiunti a causa della disuguaglianza triangolare (Definizione 1.2.3). Si noti
che la distanza d è finita, ed anzi l’estremo inferiore che la definisce è un
minimo, perché dati due punti x e y a distanza assegnata k, nel calcolare
l’estremo inferiore si può restringere l’attenzione alla sfera di raggio k intorno
a x, e quindi ad un compatto. tu
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Teorema 1.10.13. (Lemma di Urysohn.) Siano A e B due insiemi chiusi
disgiunti in uno spazio topologico X normale (ossia che verifica la proprietà
di separazione T4 della Definizione 1.10.2). Allora esiste una funzione f
continua su X a valori reali compresi fra 0 e 1 tale che f ≡ 0 su A e f ≡ 1
su B.

Dimostrazione. Fissiamo un intero n > 0 e consideriamo i razionali diadici
rm,n = m/2n, m = 1, 2, . . . 2n − 1. Ripetendo iterativamente la costruzione
della parte (iv) della Proposizione 1.10.10 otteniamo una famiglia crescente
di aperti Vm,n, ossia Vm,n  Vm+1,n, tali che A ⊂ Vm,n e Vm,n ⊂ B. Ora
aumentiamo la risoluzione di scala passando all’intero n+1: i razionali diadici
si raddoppiano, nel senso che rk,n+1 = rm,n se k = 2m e rk,n+1 è la media
aritmetica di rm,n e rm+1,n se k = 2nm+1. Allora possiamo di nuovo iterare
la precedente costruzione ed estenderla ai razionali diadici di generazione
n + 1. Pertanto, per induzione, abbiamo che, per tutti i razionali diadici in
r, s ∈ (0, 1), esistono aperti Vr tali che A ⊂ Vr, Vr ⊂ B e Vr  Vs se r < s.
Ora definiamo una funzione f : X → [0, 1] nel modo seguente:

f(x) := inf{r : x ∈ Vr, r razionale diadico in (0, 1)} . (1.25)

Allora f ≡ 0 su A e f ≡ 1 su B. Resta solo da dimostrare che la funzione f
è continua.
Fissato x ∈ X, per mostrare che f è continua al punto x, per ogni ε > 0
consideriamo l’intervallo aperto I := {s ∈ (0, 1) : f(x) < s < f(x) + ε}.
Per ogni s ∈ I l’aperto Vs contiene x; inoltre per y ∈ Ox := Vs \ V f(x)−ε
abbiamo 0 < |f(y)− f(x)| < ε. Quindi Ox è un intorno aperto di x tale che
|f(y)− f(x)| ⩽ ε per ogni y ∈ Ox. Pertanto f è continua al punto x.
tu

Come conseguenza del Lemma di Urysohn 1.10.13 abbiamo:

Teorema 1.10.14. (Teorema di estensione di Tietze.) Sia X uno spazio
topologico normale, ossia che verifica la proprietà T4 della Definizione 1.10.2
(ad esempio uno spazio metrico, come osservato nell’Esercizio 1.10.12). Sia
C ⊂ X un sottoinsieme chiuso, ed f : C → R una funzione continua. Allora
esiste una funzione continua su tutto X a valori reali che coincide con f su
C.

Dimostrazione. Normalizziamo f ponendo h(x) = f(x)/(1 + |f(x)|). Allora
h è continua a valori reali su C e |h(x)| < 1 per ogni x ∈ C. Consideriamo
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gli insiemi chiusi A := {x ∈ C : h(x) ⩽ −1/3} e B := {x ∈ C : h(x) ⩾ 1/3}.
Per il Lemma di Urysohn (Teorema 1.10.13 esiste una funzione continua a
valori reali u : X → [−1/3, 1/3] che vale −1/3 su A, 1/3 su B e che verifica
la disuguaglianza |u(x)| ⩽ 1/3 per ogni x ∈ X. Da queste disuguaglianze
segue che |h− u| < 2/3 su tutto C (non su tutto X perché h è definita solo
in C).
Riapplichiamo allora lo stesso ragionamento alla funzione h − u. Proceden-
do ricorsivamente in questo modo otteniamo una successione di funzioni un
continue su X a valori reali tali che, per ogni x ∈ X,

|un(x)| <
1

2

2n

3n
(1.26)

per ogni x ∈ C ∣∣∣∣∣h(x)−
n∑
i=1

ui(x)

∣∣∣∣∣ < 2n

3n
. (1.27)

La disuguaglianza (1.26) implica che le somme
∑n

i=1 ui(x) convergono uni-
formemente su tutto X ad una funzione g tale che |u| ⩽

∑∞
i=1

2m−1

3m
= 1. La

disuguaglianza (1.26) implica che in C queste somme convergono uniforme-
mente alla funzione h.
D’altra parte, di nuovo per il Lemma di Urysohn 1.10.13 sappiamo che esiste
una funzione continua v : X → [0, 1] che vale 1 su C e 0 su B := {x ∈
X : u(x) = 1}. Allora la funzione g = uv/(1 − |uv|) è definita ovunque su
X, perché il denominatore non si annulla in quanto 0 ⩽ u ⩽ 1, |v| ⩽ 1 e
|uv| < 1 dal momento che v ≡ 0 laddove u = 1. Da questo segue anche
che g è continua a valori reali su tutto X. Infine, g estende f come richiesto
nell’enunciato: infatti essa coincide con f su C, perché lì v ≡ 1, u ≡ h e
h/(1− h) ≡ f in base alla definizione h = f/(1 + |f |). tu

Un’altra conseguenza interessante del lemma di Urysohn 1.10.13 è la
seguente:

Lemma 1.10.15. (Partizione dell’unità.) Sia X uno spazio topologi-
co di Hausdorff localmente compatto, K ⊂ X un sottoinsieme compatto e
{O1, . . . , On} un ricoprimento aperto finito di K, ossia K ⊂ ∪ni=1Oi. Allora
esistono funzioni continue fi con supporto in Oi tali che

∑n
i=1 fi ≡ 1 su K.

Dimostrazione. Dato x ∈ K sia i = i(x) l’indice tale che x ∈ Vi. Poiché
X è localmente compatto, ogni x ∈ K ha un intorno aperto Ux a chiusura
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compatta, e considerando al posto di Ux l’intersezione Ux ∩ Vi(x) possiamo
assumere Ux ⊂ Vi = Vi(x). Restringendo ulteriormente Ux se necessario,
dalla parte (vii) della Proposizione 1.10.10 possiamo supporre anche che, per
ogni x ∈ K, Ux sia un compatto contenuto in qualcuno dei Vi. Estraiamo
un sottoricoprimento finito {Ux1 , . . . , Uxn} del compatto K. Fissato i =
1, . . . , n, sia Ji = ∪m{Uxm : Uxm ⊂ Vi}. Chiaramente, K ⊂ ∪iJi. Inoltre,
poiché Ji è unione finita di compatti, Ji è un compatto, quindi è un chiuso
perché X è di Hausdorff (si rammenti la seconda parte del Lemma 1.10.6),
ed inoltre Ji ⊂ Vi. Allora, in base al lemma di Urysohn 1.10.13, esistono
funzioni continue gi a valori reali ed a supporto compatto tali che gi ≡ 1 su
Ji ed il supporto di gi è contenuto in Vi.
Poniamo infine f1 = g1, f=(1 − g1) g2, . . . , fn = (1 − g1) . . . (1 − gn−1) gn.
Osserviamo che

f1 + f2 = g1 + g2 − g1g2 = 1− (1− g1)(1− g2) .

In maniera analoga, come si verifica immediatamente per induzione,
n∑
i=1

fi = 1−
n∏
i=1

(1− gi) . (1.28)

Poiché K ⊂ ∪iJi, ogni x ∈ K appartiene ad almeno un Ji, per il cui indice
i quindi si ha gi(x) = 1. Allora il prodotto a secondo membro dell’identità
(1.28) è identicamente nullo su K, e quindi

∑n
i=1 fi ≡ 1 su K. tu

In Rn vale una versione infinitamente differenziabile di questo stesso
enunciato:

Corollario 1.10.16. (Partizione dell’unità C∞ in Rn.) Sia {Sm} una
famiglia numerabile di palle aperte in Rn che formano un ricoprimento di
Rn e tali che ogni compatto interseca solo un numero finito di queste palle.
Allora esistono fm ∈ C∞(Rn) con supporto in Sm tali che

∑∞
m=1 fm ≡ 1 su

tutto Rn.

Dimostrazione. È un facile esercizio per induzione, che utilizza le proprietà
dei limiti di forme indeterminate date dal prodotto di esponenziali per po-
linomi (Sezione 1.1), il mostrare che la funzione h su R definita da h(t) =
exp(t2/(t2 − 1)) se |t| < 1 e h(t) = 0 altrimenti è C∞, ha supporto in [−1, 1]
ed ha valori in [0, 1]. Chiamiamo rm il raggio della palla Sm e xm il suo
centro, ed indichiamo con um la funzione con supporto in Sm definita da
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um(x) = h(‖x − xm‖2/r2m) (qui la norma è la norma Euclidea in Rn). Per
ogni x, la serie

∑∞
m=1 um(x) è una somma finita perché x appartiene solo

ad un numero finito delle palle Sm che formano i supporti dei termini della
serie. Quindi la serie converge puntualmente ad una funzione C∞ sempre
strettamente positiva (il fatto che sia strettamente positiva è conseguenza
immediata dell’ipotesi ∪mSm = Rn).
La somma della serie, però, non è la costante 1. Pertanto normalizziamo,
ponendo

fm :=
um∑∞
m=1 um

.

Allora anche le fm sono funzioni C∞ non negative con supporto in Sm, la
serie

∑∞
m=1 fm(x) ha, per ogni x, un numero finito di termini non nulli e

quindi converge ovunque ad una funzione C∞, e grazie alla normalizzazione
abbiamo

∑∞
m=1 fm ≡ 1 su tutto Rn. tu

1.11 ∗Caratterizzazione della compattezza
A titolo di approfondimento, esaminiamo i legami fra varie nozioni collegate
alla compattezza.
∗Teorema 1.11.1. (Generalizzazione della proprietà di
Bolzano–Weierstrass.) Dato un sottoinsieme chiuso K di uno spazio to-
pologico X che soddisfa la proprietà di separazione di Hausdorff (parte (i)
della Definizione 1.10.2), consideriamo le seguenti tre proprietà:

(a) K è compatto;

(b) ogni successione a valori in K ha una sottosuccessione convergente
(ovvero, ogni sottoinsieme infinito di K ha almeno un punto limite);

(c) X è uno spazio metrico e K è totalmente limitato, nel senso che, per
ogni ε > 0, K può essere ricoperto da una famiglia finita di palle di
raggio ε (si noti che la nozione di palla, e quindi questa definizione di
totale limitatezza, hanno senso solo in uno spazio metrico).

I legami fra queste proprietà sono i seguenti: (a) implica (b); se X è uno
spazio metrico, (b) implica (c); se X è uno spazio metrico completo, (c)
implica (a). In particolare, in uno spazio metrico completo le tre proprietà
sono equivalenti.



1.11. ∗CARATTERIZZAZIONE DELLA COMPATTEZZA 105

Dimostrazione. Dimostriamo che (a) implica (b). Assumiamo, per assurdo,
che esista una successione {xn} in K senza punti limite. Grazie alla proprietà
di separazione di Hausdorff, per ogni n esistono aperti disgiunti O1 , . . . , On

tali che xj appartiene a Oj per j = 1, . . . , n. Infatti, questo è esattamen-
te l’enunciato della proprietà di Hausdorff se n = 2. Invece, per n > 2
supponiamo per induzione che O1 , . . . , On−1 si possano prendere disgiunti, e
procediamo come segue. Prendiamo un aperto On,j 3 xn e un aperto Aj 3 xj
disgiunti (esistono, di nuovo per la proprietà di Hausdorff), e rimpiazziamo
O1 con B1 := O1 ∩ A1, O2 con B2 := O2 ∩ A2 e così via fino a rimpiazzare
On−1 con Bn−1 := On−1∩An−1 (si noti che queste intersezioni Bj sono ancora
insiemi aperti a due a due disgiunti, perch’e erano disgiunti gli Oj). Infine,
rimpiazziamo On con Bn := On ∩An,1 ∩An,2 ∩ · · · ∩An,n−1: è ora chiaro che
Bn è un aperto disgiunto da ciascuno dei Bj per 1 ⩽ j < n.
Ma allora, si consideri la successione infinita di aperti a due a due disgiun-
ti Bn 3 xn, e gli si aggiunga l’aperto B0 := X \ ∪n{xn}. La famiglia
{Bn : n ⩾ 0} è un ricoprimento di K, perché tutti i punti di K tranne
gli xn appartengono a B0, e ciascun xn appartiene al rispettivo Bn. Ma se
si esclude da questa famiglia anche un solo Bm, i restanti aperti smettono
di ricoprire K (se m > 0 viene omesso xm, se m = 0 vengono omessi tutti i
punti di K tranne gli xn). Quindi dal ricoprimento aperto {Bn : n ⩾ 0} non
si può estrarre un sottoricoprimento finito, e questo contraddice il fatto che
K sia compatto. Pertanto (a) implica (b).

Ora assumiamo che X sia uno spazio metrico e proviamo che (b) implica
(c). Cominciamo a scegliere una successione finita di punti xn ∈ K a di-
stanza almeno ε: ossia, d(xi, xj) > ε per ogni 1 ⩽ i, j ⩽ n. Dall’ipotesi che
ogni successione infinita abbia una sottosuccessione convergente segue che la
successione {xn} debba terminare dopo un numero finito n di passi. Questo
significa che non possiamo trovare un ulteriore punto xn+1 in K a distanza
maggiore di ε dai precedenti x1 , . . . , xn, e quindi che K viene ricoperto da n
palle di raggio ε. Pertanto K è totalmente limitato, e (b) implica (c).

Infine, assumiamo che valga (c), ma per assurdo non a): in tal caso esiste
un ricoprimento aperto C di K senza sottoricoprimenti finiti. D’altra par-
te, in base all’ipotesi (c), K è coperto da un numero finito di palle chiuse
K1, . . . , Km di diametro non superiore a 1 (le chiusure delle palle aperte di
diametro minore di 1 prescritte da (c)), quindi almeno una di esse (chia-
miamola B1) non può essere ricoperta da un numero finito di aperti di C.
Ora, B1 è un chiuso nel compatto K, e quindi è compatto (Lemma 1.10.6).
Allora ripetiamo questa analisi per B1 invece che K: il compatto B1, una
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sfera chiusa di diametro minore o uguale a 1, è ricoperto da un numero finito
di palle chiuse di diametro minore o uguale a 1/2 almeno una delle qua-
li (chiamiamola B2) non può essere coperta da un numero finito di aperti
di C. Iterando il ragionamento costruiamo una successione di palle chiuse
B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ . . . tali che Bn ha diametro minore o uguale a 1/2n e non
è ricopribile con un numero finito di aperti di C. A causa della condizione
sui diametri, i centri bn delle palle Bn costituiscono una successione di Cau-
chy (esercizio per il lettore: la stessa asserzione rimane vera se si sceglie bn
arbitrariamente in Bn invece che al centro). Ma fra le ipotesi in (c) c’è la
completezza di K: quindi la succcessione {bn} converge ad un punto b in
∩nBn.Questo punto b deve appartenere ad almeno uno degli aperti di C, che
chiamiamo O. D’altra parte, v appartiene a tutte le palle Bn le quali hanno
diametro che tende a zero: ne segue che Bn ⊂ V per n abbastanza grande.
Ma allora tali Bn sono ricoperti da un numero finito di aperti di C, anzi da
uno solo di essi, V . Questo contraddice la precedente costruzione, e quindi
nega l’ipotesi di assurdo che K non sia compatto. Pertanto (c) implica (a).

tu

1.12 ∗Equicontinuità e teorema di Ascoli-Arzelà
∗Definizione 1.12.1. (Equicontinuità.) Sia K uno spazio topologico e
F una famiglia di funzioni f : K → C. La famiglia F si dice equicontinua
se per ogni ε > 0 e x ∈ K esiste un intorno V = Vx ⊂ K (indipendente da
f ∈ F) tale che |f(x)− f(y)| < ε per ogni y ∈ V e f ∈ F .

Esercizio 1.12.2. Per ogni sottoinsieme connesso K ⊂ R e M > 0, conside-
riamo la famiglia delle funzioni f che verificano la seguente disuguaglianza
di Lipschitz: esiste Mf > tale che, per ogni x, y ∈ K,

??|f(x)− f(y)| ⩽Mf |x− y| . (1.29)

La costante Mf (indipendente da x e y) si chiama la costante di Lipschitz.
Per M > 0 sia FM la famiglia delle funzioni Lipschitziane su K con costanti
di Lipschitz Mf < M . Allora è banale verificare che FM è una famiglia
equicontinua. tu

∗Teorema 1.12.3. (Ascoli–Arzelà.) Sia K un compatto in R (o più in
generale in uno spazio topologico) e F una famiglia di funzioni continue
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su K che sia equicontinua nel senso della precedente Definizione 1.12.1, e
dominata da un’unica funzione a valori finiti, ossia

sup
f∈F

|f(x)| <∞ (1.30)

per ogni x. Allora F è un sottoinsieme totalmente limitato in C(K).

Dimostrazione. Per x ∈ K, sia Vx l’intorno dato dalla Definizione 1.12.1.
Dal ricoprimento aperto {Vx} estraiamo un sottoricoprimento finito {V1 =
Vx1 . . . , Vn = Vxn}. Pertanto, per ogni x ∈ K, abbiamo |f(x) − f(xi)| < ε
quando f ∈ F e i è l’indice (o un indice) per cui x ∈ Vi. Ora, in base alla
disuguaglianza (1.30) applicata separatamente in tutti gli aperti Vi, vediamo
che la famiglia F è equilimitata, nel senso che esiste C > 0 tale che ‖f‖∞ < C
per ogni f ∈ F .
Il fatto che F sia equilimitata ha questa conseguenza cruciale: se D è il disco
complesso di centro l’origine e raggioM , la mappa p(f) = (f(x1), . . . , f(xn)),
p : F → Dn, ha valori nel polidisco Dn ⊂ Cn, che è compatto, e quindi
totalmente limitato, in virtù del Teorema 1.11.1). Ciò vuol dire che, per
ogni f ∈ F e ε > 0, esistono f1, . . . , fm ∈ F tali che la distanza euclidea
da p(f) ad uno dei punti p(fk) ∈ Dn (k = 1, . . . ,m) è inferiore a ε . In
particolare, esiste un indice k fra 1 e m tale che |f(xi)− fk(xi)| < ε per ogni
i da 1 a n. Allora, consideriamo un qualsiasi punto x ∈ K e sia i = i(x)
tale che x ∈ Vi. L’ipotesi di equicontinuità asserisce che |f(x)− f(xi)| < ε e
|fk(x)− fk(xi)| < ε. Quindi, dato x in K, f ∈ F e ε > 0 arbitrari,

|f(x)− fk(x)| ⩽ |f(x)− f(xi)|+ |f(xi)− fk(xi)|+ |fk(xi)− fk(x)| < 3ε .

Questo significa che F è un insieme totalmente limitato. tu

∗Corollario 1.12.4. Per ogni compatto K in uno spazio topologico X che
soddisfa la proprietà di separazione di Hausdorff, la chiusura uniforme di
una famiglia equicontinua ed equilimitata F ⊂ C(K) è compatta, ed in par-
ticolare ogni successione in F contiene una sottosuccessione uniformemente
convergente.

Dimostrazione. Poiché C(K) è uno spazio metrico completo, i suoi sottoin-
siemi totalmente limitati sono compatti (implicazione (c) ⇒ (a) del Teorema
1.11.1). L’ultima asserzione dell’enunciato segue dalla implicazione (a) ⇒ (b)
dello stesso Teorema. tu
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1.13 ∗Topologie deboli indotte da famiglie di
funzioni

Definizione 1.13.1. Date due topologie τ1 e τ2 su uno spazio tolopogico X,
si dice che τ1 è più debole di τ2 (o viceversa che la τ2 è più forte di τ1) se ogni
aperto della prima topologia è contenuto anche nella seconda: τ1 ⊂ τ2.
Proposizione 1.13.2. Consideriamo due topologie τ1 ⊂ τ2 su uno spazio
topologico X tali che τ1 sia di Hausdorff e τ2 sia compatta (ossia renda X
uno spazio compatto). Allora τ1 = τ2. In altre parole, ogni topologia più
debole di τ1 non è più di Hausdorff, ed ogni topologia più forte di τ2 non è
più compatta: esiste un’unica topologia compatta e di Hausdorff.
Dimostrazione. Basta dimostrare che ogni insieme C chiuso rispetto a τ2
è chiuso anche rispetto a τ1. Infatti, se è così, lo stesso vale per i loro
complementi, ossia tutti gli aperti di τ2 appartengono a τ1 e quindi τ2 ⊂ τ1.
D’altra parte, se C ⊂ X è chiuso rispetto a τ2, allora è compatto, grazie alla
prima asserzione del precedente Lemma 1.10.6, perché X è compatto nella
topologia τ2. Allora C deve essere compatto anche nella topologia più debole
τ1, perché ogni ricoprimento di C con aperti di τ1 è anche un ricoprimento
con aperti di τ2 e quindi si può estrarne un sottoricoprimento finito, visto che
X è τ2-compatto. Adesso segue dalla seconda asserzione del Lemma 1.10.6
che C, essendo compatto nella topologia di Hausdorff τ1, deve essere chiuso
in τ1. Questo conclude la dimostrazione. tu

Rivolgiamo ora l’attenzione a famiglie di funzioni su X.
Definizione 1.13.3. Sia F := {f : X → Yf} una famiglia di funzioni su X,
dove le immagini sono spazi topologici che possono essere differenti al variare
di f . Sia τF la topologia su X generata dagli insiemi f−1(V ) al variare di f
in questa famiglia e di V aperto in Yf . La topologia τF si chiama la topologia
debole indotta dalla famiglia di funzioni F . Nel seguito scriveremo spesso τw
invece di τF .

Il seguente fatto è ovvio:
Esercizio 1.13.4. La topologia debole τF indotta da F := {f : X → Yf} nel
senso della precedente Definizione 1.13.3 è la più debole topologia su X che
rende tutte le funzioni f continue (è perché avesse senso questa continuità
che abbiamo dovuto assumere che le immagini Yf fossero spazi muniti di una
topologia!). tu
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Definizione 1.13.5. Si dice che una famiglia F di funzioni su un insieme X
separa i punti di X se per ogni x 6= y in X esiste una funzione f ∈ F tale
che f(x) 6= f(y).

Esercizio 1.13.6. Se una famiglia F := {f : X → Yf} di funzioni su un insie-
me X separa i punti nel senso della precedente Definizione 1.13.5 e tutti gli
spazi immagine Yf sono spazi topologici di Hausdorff (Definizione 1.10.2), al-
lora la topologia debole indotta da F su X nel senso della Definizione 1.13.3
è di Hausdorff.

Svolgimento. Dal momento che F separa i punti, per ogni x 6= y in X esiste
almeno una funzione f ∈ F tale che f(x) 6= f(y). Poiché la topologia di
Yf è di Hausdorff, esistono in Yf due aperti disgiunti Vx 3 f(x) e Vy 3
f(y). Le controimmagini Ux = f−1(Vx) e Uy = f−1(Vy) devono quindi essere
necessariamente disgiunte, ed appartengono alla topologia debole indotta da
F proprio per la sua definizione (Definizione 1.13.3). tu

Esercizio 1.13.7. Sia F una famiglia di funzioni a valori reali su un insieme
X. Si mostri quanto segue:

(i) Una base per la topologia debole τw indotta da F su X consiste degli
insiemi Oy = Oy(ε; f1, . . . , fn) := {x : |fi(x)− fi(y)| < ε, i = 1, . . . , n}
al variare di y ∈ X, ε > 0 e f1, . . . , fn ∈ F .

(ii) Questa topologia τw è di Hausdorff (ossia T2: Definizione 1.10.2) se e
solo se la famiglia F separa i punti di X, nel senso che per ogni x 6= y
esiste f ∈ F tale che f(x) 6= f(y).

(iii) Se F è una famiglia di funzioni continue su uno spazio topologico X (la
cui topologia indichiamo con τ), allora una base per la topologia debole
τw generata dalla famiglia F è più debole della topologia originale τ , e
le due topologie coincidono se F separa i punti, nel senso che, per ogni
x, y ∈ X con x 6= y, esiste f ∈ F tale che f(x) 6= f(y).

(iv) Su uno spazio topologico che verifica la proprietà T4 (o anche solo T3)
della Definizione 1.10.2 la topologia debole indotta dalla famiglia di
tutte le funzioni continue coincide con la topologia originale.

Svolgimento. È chiaro che gli insiemi della parte (i) sono tutti contenuti in
ogni topologia che rende continue le funzioni f ∈ F , ed è banale verificare che
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formano una base per una tale topologia, nel senso della Definizione 1.10.1
(questo è vero perché gli insiemi Oy(ε; f1, . . . , fn) sono le intersezioni (finite)
degli insiemi Oy(ε; fi): per questo tutti gli aperti della topologia si ottengono
da unioni qualsiasi ed intersezioni finite di insiemi di questo tipo).
Questa topologia è T2 se e solo se per ogni x 6= y esistono due aperti di base
Ox 3 x e Oy 3 y disgiunti. In particolare y /∈ Ox, e quindi per qualche
funzione f ∈ F si ha f(y) 6= f(x). Viceversa, se f(x) 6= f(y), allora la
continuità di f assicura che, per qualche ε > 0, gli insiemi aperti di base
Ox(ε; f) e Oy(ε; f) sono disgiunti. Questo prova la parte (i).
Veniamo alla parte (ii). La topologia debole τw è la più debole che rende
tutte le f ∈ F continue. Ma poiché abbiamo assunto che queste funzioni
siano già continue nella topologia originale τ , la topologia debole deve essere
non più forte della topologia τ . Dobbiamo provare che ogni aperto della
seconda è già contenuto nella prima purché per ogni chiuso e per ogni punto
fuori di esso ci sia una funzione in F che li separa.
Siano x, y ∈ X con x 6= y. Poiché f è continua, esistono allora intorno aperti
Ux di f(x) e Uy di f(y) disgiunti. le loro controimmagini sotto f sono due
intorni disgiunti Ox di x e Oy di y della topologia debole, che quindi è di
Hausdorff.
Infine, se lo spazio topologico X verifica la proprietà T3, le funzioni continue
separano i punti dai chiusi, e quindi la parte (iv) segue dalla parte (iii).

tu

1.14 ∗Approssimazione di funzioni misurabili
con funzioni continue e semicontinue

Le funzioni misurabili, ed in particolare quelle integrabili, si possono appros-
simare con funzioni continue o semicontinue.

Definizione 1.14.1. (Funzioni semicontinue.) Una funzione a valori
reali (o ±∞) si dice semicontinua superiormente se per ogni α ∈ R l’insieme
{x : f(x) > α} è aperto, e semicontinua inferiormente se per ogni α ∈ R
l’insieme {x : f(x) < α} è aperto.

Nota 1.14.2. Una funzione a valori reali è continua se e solo se la contro-
immmagine di ogni intervallo aperto è aperta,ossia se è allo stesso tempo
semicontinua superiormente ed inferiormente. tu
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Esercizio 1.14.3. (i) Le funzioni caratteristiche (Definizione 1.1.3) degli in-
siemi aperti sono semicontinue inferiormente, quelle dei chiusi sono
semicontinue superiormente.

(ii) Le funzioni semicontinue sono misurabili (Suggerimento: si veda la
Nota 1.9.40).

(iii) Se f è semicontinua superiormente, per ogni ε > 0 e x esiste un intorno
aperto Ix 3 x tale che, per ogni t ∈ Ix, si ha f(t)− f(x) > ε.

(iii) Come conseguenza della parte (iii), se f è semicontinua superiormente
allora la funzione F (x) =

∫ x
a
f(t) dt verifica |F (x) − F (y)| > ε |x − y|

per ogni y in un intorno aperto sufficientemente piccolo di x.

(iv) Se f è semicontinua inferiormente, per ogni ε > 0 e x esiste un intorno
aperto Ix 3 x tale che, per ogni t ∈ Ix, si ha f(t)− f(x) < ε.

(v) Come conseguenza della parte (iv), se f è semicontinua inferiormente
allora la funzione F (x) =

∫ x
a
f(t) dt verifica |F (x) − F (y)| < ε |x − y|

per ogni y in un intorno aperto sufficientemente piccolo di x.

(vi) L’estremo superiore di una famiglia di funzioni semicontinue inferior-
mente è una funzione semicontinua inferiormente; l’estremo inferiore
di una famiglia di funzioni semicontinue superiormente è semicontinuo
superiormente.

tu

Ecco la proprietà di approssimazione con funzioni semicontinue:

Teorema 1.14.4. (Vitali–Carathéodory.) Sia X uno spazio di misura
munito di una misura di Borel regolare µ, ad esempio la retta reale con
la misura di Lebesgue. Per ogni f : X → R e ε > 0 esistono funzioni u
e v semicontinue su X rispettivamente superiormente ed inferiormente tali
che u ⩽ f ⩽ v, u è limitata superiormente, v è limitata inferiormente e∫
X
(v − u) dµ < ε.

Dimostrazione. Basta dimostrare l’enunciato per f ⩾ 0, perché, una volta
trattato questo caso particolare, ogni funzione a valori reali f si spezza come
somma f = f+ − f− delle sue parti positiva e negativa, dal caso particolare
si ricavano per queste due funzioni non negative gli approssimanti semicon-
tinui inferiore e superiore u+ ⩽ f+ ⩽ v+ e u− ⩽ f− ⩽ v−, e si ottengono gli
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approssimanti semicontinui di f come u+ − v− ⩽ f = f+ − f− ⩽ v+ − u− .
Assumiamo quindi f ⩾ 0. Sappiamo dal Teorema 1.9.46 che esiste una
successione crescente di funzioni semplici s1 ⩽ s2 ⩽ · · · ⩽ sn ⩽ . . . tale
che f(x) = lim sn(x) per ogni x. Ponendo s0 = 0 e considerando le diffe-
renze consecutive dn = sn − sn−1 otteniamo f =

∑∞
n=1 dn. Le funzioni dn

sono semplici, e quindi sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche
(Definizione 1.1.3). Questo significa che esistono costanti ci ⩾ 0 ed insiemi
misurabili Ei ⊂ X (non necessariamente disgiunti, visto che f non è neces-
sariamente una funzione semplice) tali che f =

∑∞
i=1 ci χEi

. Poiché i termini
di questa serie sono positivi, le somme parziali sono non decrescenti. Allora,
dal Teorema di Convergenza Monotòna (Teorema 1.9.53) segue∫

X

f dµ =
∞∑
i=1

ci µ(Ei) . (1.31)

L’ipotesi f ∈ L1(X,µ) implica quindi che la serie a secondo membro converga.
Ora, in base alla Definizione 1.9.11 di misura regolare ed al Lemma 1.9.33,
per ogni i possiamo scegliere un compatto Ki ed un aperto Vi tali che Ki ⊂
Ei ⊂ Vi e ciµ(Vi \Ki) < ε/2i+1. Osserviamo che con questa scelta si ha

∞∑
i=1

ci µ(Vi \Ki) <
ε

2
. (1.32)

Allora le funzioni v :=
∑∞

i=1 ci χVi e, per ogni interoN fissato, u :=
∑∞

i=1 ci χKi

sono semicontinue rispettivamente inferiormente e superiormente, in base
all’Esercizio 1.14.3, e u ⩽ f ⩽ v. Osserviamo che

v − u =
N∑
i=1

ci (χVi − χKi
) +

∞∑
i=N+1

ci χVi ⩽
∞∑
i=1

ci (χVi − χKi
) +

∞∑
i=N+1

ci χEi
.

Allora scegliamo N così grande che si abbia
∑∞

i=N+1 ci µ(Ei) < ε/2 (questo
è possibile perché la serie a secondo membro di (1.31) converge). Da questo
fatto e dalla disuguaglianza 1.32 segue∫

X

(v − u) dµ =
∞∑
i=1

ci (µVi − µKi
) +

∞∑
i=1

ci µ(Ei) <
ε

2
+
ε

2
= ε .

tu
Il prossimo enunciato mostra che le funzioni misurabili si approssimano

in misura con funzioni semplici e con funzioni continue.
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Proposizione 1.14.5. Sia f una funzione misurabile su [a, b] finita quasi
ovunque. Allora, per ogni ε > 0, esiste una funzione continua g tale che
|f − g| < ε tranne che su un insieme di misura minore di ε. Inoltre, se
m ⩽ f ⩽M , si può scegliere g tale che m ⩽ g ⩽M .
Dimostrazione. Anzitutto, mostriamo che, dato ε > 0, esiste M tale che
|f | < M tranne che su un insieme di misura minore di ε/3: in effetti, questo
equivale all’ipotesi che la misura aM dell’insieme {x : |f(x)| > M} tenda a
zero per M → ∞.
Ora mostriamo che, dati questi M e ε, sull’insieme {x : |f(x)| ⩽ M} esiste
una funzione semplice h tale che |f − h| < ε. Infatti, basta scegliere una
successione equispaziata di passo minore di ε di punti y0 = −M < y1 <
· · · < yN =M , porre Ei := {x ∈ [a, b] : yi ⩽ f(x) < yi+1} e scegliere come h
la combinazione lineare delle funzioni caratteristiche degli insiemi (disgiunti!)
Ei data da h =

∑
i yiχEi

. Poiché f è misurabile (Definizione 1.9.39), gli Ei
sono insiemi misurabili e quindi h è una funzione semplice, ed è ovvio dalla
sua costruzione che verifica la disuguaglianza |f − h| < ε laddove |f | ⩽M , e
m ⩽ h ⩽M se m ⩽ f ⩽M .
D’altra parte, la misura di Lebesgue è regolare (Proposizione 1.18.6, e quindi
gli insiemi Ei sono approssimabili con unioni finite Ai di intervalli aperti a
meno di misura ε/3 (Lemma 1.9.33). Pertanto le corrispondenti combinazioni
lineari delle funzioni caratteristiche di questi intervalli aperti formano una
funzione a gradini k tale che |h− k| < ε e m ⩽ k ⩽M se m ⩽ h ⩽M .
Ora, ogni funzione a gradini k si approssima con una funzione continua g
tale che g(x) = k(x) eccetto che in un insieme di misura minore di ε/3, e se
m ⩽ k ⩽ M possiamo scegliere m ⩽ g ⩽ M : infatti, basta rendere continua
la funzione a gradini rimpiazzandola con raccordi lineari negli intervalli di
ampiezza ε/3K centrati ai suoi K punti di salto.
Combinando queste tre approssimazioni si ottiene l’enunciato. tu

Anche se è già contenuto nella dimostrazione della precedente Proposizio-
ne 1.14.5, rienunciamo (e ridimostriamo) il seguente fatto come conseguenza
a sé stante:
Esercizio 1.14.6. Sia f una funzione misurabile su [a, b] finita quasi ovunque.
Allora, per ogni ε > 0, esiste una funzione a gradini t tale che |f − t| < ε
tranne che su un insieme di misura minore di ε. Inoltre, se m ⩽ f ⩽M , per
ogni δ > 0 si può scegliere t tale che m− δ ⩽ t ⩽M + δ.
Svolgimento. In base alla Proposizione 1.14.5, esiste una funzione continua g
che approssima uniformemente f a meno di ε/2 tranne che su un insieme di
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misura inferiore a ε, e se i valori di f sono compresi fra m eM si può scegliere
g entro gli stessi limiti. D’altra parte, per il Teorema di Heine sulla uniforme
continuità (Sezione 1.1), g è uniformemente continua in [a, b] o equivalente-
mente esiste una funzione a gradini t che approssima g uniformente ovunque
a meno di ε/2 (per maggiori dettagli si consulti la dimostrazione della parte
(i) del Lemma 5.13.4 nel seguito). Ora il risultato segue dalla disuguaglianza
triangolare. tu

Nota 1.14.7. L’argomento che permette di passare da funzioni a gradini a
funzioni continue alla fine della dimostrazione della Proposizione 1.14.5 e
che è riformulato in maniera diversa nel precedente Esercizio 1.14.6 verrà
riutilizzato per dimostrare che le funzioni C1[a, b] sono uniformemente dense
nelle funzioni continue su [a, b] (Lemma 5.13.4). tu

Ora veniamo al cosiddetto terzo principio di Littlewood, il cui senso è
che ogni successione puntualmente convergente di funzioni misurabili è quasi
uniformemente convergente. Cominciamo con una variante più debole della
versione generale. Questa variante asserisce che le successioni {fn} di fun-
zioni misurabili che convergono puntualmente quasi ovunque su un insieme
di misura finita si avvicinano al loro limite anche uniformemente a meno di
insiemi di misura arbitrariamente piccola purché l’indice n sia abbastanza
grande, ma per ora l’indice al quale l’approssimazione uniforme diventa vera
dipende dalla misura dell’insieme eccezionale.

Lemma 1.14.8. Sia m(E) <∞ e fn una successione di funzioni misurabili
su E tale che, per quasi ogni x ∈ E, esiste f(x) tale che limn fn(x) = f(x).
Per ogni ε, δ > 0 esistono un sottoinsieme misurabile A ⊂ E con m(E \A) <
δ e N > 0 tali che |fn(x)− f(x)| < ε per ogni x ∈ E \ A.

Dimostrazione. Sappiamo che il limite puntuale f è ancora una funzione
misurabile (Esercizio 1.9.41). Pertanto l’insieme Bn := {x : |fn(x)− f(x)| ⩾
ε} è misurabile, e lo è anche

EN :=
∞⋃
n=N

Bn = {x : |fn(x)− f(x)| ⩾ ε per qualche n ⩾ N} .

La famiglia di insiemi EN è decrescente, e per quasi ogni x ∈ E esiste N
tale che x /∈ EN , perché fn(x) → f(x) quasi ovunque. Quindi l’intersezione⋂
N EN ha misura zero, e, visto che EN+1 ⊂ EN e m(E) < ∞, possiamo
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invocare il Corollario 1.9.12 per concludere che limN EN = 0. Questo significa
che, per ogni δ > 0, esiste N tale che m(EN) < δ. Abbiamo provato che

m({x : |fn(x)− f(x)| ⩾ ε per qualche n ⩾ N}) < δ .

Questo insieme EN è quindi l’insieme A dell’enunciato. tu
Più in generale:

Corollario 1.14.9. (Teorema di Egoroff.) Sia m(E) < ∞ e fn una
successione di funzioni misurabili su E tale che converge a f puntualmente
quasi ovunque. Allora per ogni η > 0 esiste A ⊂ E misurabile tale che
m(A) < η e fn converge a f uniformemente su E \ A.

Dimostrazione. Applichiamo il Lemma 1.14.8 con ε tendente a zero, diciamo
ε = 1/n, e δ = 2−nη, per ottenere un sottoinsieme misurabile An ⊂ E
con m(E \ An) < 2−nη e N > 0 tali che |fn(x) − f(x)| < 1/n per ogni
x ∈ E \ An. Si osservi che, per x ∈ E \ ∩n⩾NAn = ∪n⩾NAn := BN , tutte
le funzioni fn con n ⩾ si avvicinano a f a meno di 1/N . La famiglia BN

è crescente: BN ⊂ BN+1. Grazie alla additività numerabile della misura,
m(BN) ⩽

∑
n⩾N 2−nη ↗ η. Quindi, ponendo A := ∪NBN , abbiamo m(A) =

η, e su E \ A le funzioni fn convergono uniformemente a f . tu
Infine, il prossimo risultato, talora chiamato secondo principio di Lit-

tlewood, illustra l’approssimabilità di funzioni misurabili con funzioni conti-
nue.

Teorema 1.14.10. (Lusin.) Sia X uno spazio di misura munito di una
misura di Borel regolare µ, e A ⊂ X un insieme misurabile di misura finita:
µ(A) < ∞ (ad esempio un compatto in R con la misura di Lebesgue). Per
ogni f : X → C misurabile (o meglio, in L∞(R, µ)) con supporto in A, e
per ogni ε > 0, esiste una funzione g continua a supporto compatto su X che
approssima f in misura, nel senso che µ({x : f(x) 6= g(x)}) < ε.
Inoltre si può scegliere g in modo che ‖g‖∞ ⩽ ‖f‖∞

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che si può restringere l’attenzione al
caso in cui A sia compatto, perché la misura è regolare, ovvero (Proposizione
1.18.6) ogni insieme di misura finita contiene un sottoinsieme compatto di mi-
sura arbitrariamente vicina. Fissato η > 0, sappiamo dal Teorema di Egoroff
(Corollario 1.14.9) che esiste un sottoinsieme misurabile B ⊂ A con misura
m(B) < η/2 ed una successione di funzioni misurabili {fn : n = 1, 2, . . . } su
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A che convergono uniformemente a f in A\B: ad esempio possiamo scegliere
fn in modo che supA\B |fn − f | < 1/n.
Ora, in base alla Proposizione 1.14.5, ciascuna funzione fn si può approssi-
mare a meno di 1/n con una funzione continua gn tranne che su un insieme
En di misura minore di η/2n+1. Allora l’insieme E := ∪n⩾1En ha misura

m(E) ⩽
∑
n

m(En) <
∑
n⩾1

η

2n+1
=
η

2
,

l’insieme B ∪ E ha misura minore di η ed in A \ (B ∪ E) si ha

sup
n

|gn − f | ⩽ sup
n

|gn − fn|+ sup
n

|fn − f | < 1

n
+

1

n
=

2

n
.

Quindi le funzioni gn sono continue in A \ (B ∪E) ed ivi convergono unifor-
memente a f . Pertanto f è continua in D := A \ (B ∪ E) (Teorema 1.3.16)
e m(A \D) = m(B ∪E) < η. Però a noi serve un approssimante di f che sia
continuo in tutto A.
Di nuovo perché la misura è regolare (Lemma 1.9.33), l’insieme D ⊂ A di
misura finita contiene un sottoinsieme compatto C di misura arbitrariamente
vicina, diciamo m(D \ C) < η. In particolare, A \ C = (A \D) ∪ (D \ C) e
m(A \ C) = m(A \D) +m(D \ C) < 2η. Inoltre, per il Teorema 1.10.14 di
estensione di Tietze, esiste una funzione continua g su tutto A che coincide
con f sull’insieme chiuso C. Questa funzione g verifica quindi la condizione
dell’enunciato se si pone η = ε/2. tu

1.15 Funzioni convesse e disuguaglianza di Jen-
sen

Le proprietà elementari delle funzioni convessa di una variabile sono oggetto
di studio nei corsi di base di Analisi Matematica. Le presentiamo qui in
maniera più completa.

Definizione 1.15.1. (Convessità) Una funzione φ definita su un intervallo
aperto (a, b) è convessa se per ogni α, 0 ⩽ α ⩽ 1, e per ogni x, y in (a, b) vale
la disuguaglianza

φ(αx+ (1− α)y) ⩽ αφ(x) + (1− α)φ(y)



1.15. FUNZIONI CONVESSE 117

Nota 1.15.2. Geometricamente, la proprietà di convessità si esprime dicendo
che la corda che unisce ogni coppia di punti del grafico di φ in (a, b) (di ascisse,
diciamo, x e y) sta al di sopra del grafico di φ in (x, y). La proprietà opposta
si chiama concavità. Le funzioni lineari sono simultaneamente concave e
convesse, e sono le uniche funzioni con questa proprietà. tu

Definizione 1.15.3. Dati due intervalli (x, y) e (x′, y′) in R, diciamo che il
secondo comincia a destra del primo se x ⩽ x′, e finisce a destra del primo
se y ⩽ y′.

Con questa notazione si ha:

Lemma 1.15.4. Se φ è convessa in (a, b) e x,y, x′, y′ ∈ (a, b) sono tali che
x < y, x′ < y′ e l’intervallo I+ ≡ (x′, y′) comincia a destra e finisce a destra
di I− ≡ (x, y), allora la pendenza della corda sottesa dai punti estremi del
grafico di φ in I− è non superiore a quella della corda sottesa da φ in I+
(Figura 1.12):

φ(y)− φ(x)

y − x
⩽ φ(y′)− φ(x′)

y′ − x′
.

Figura 1.12: La pendenza della corda dell’intervallo di destra è maggiore di quello di
sinistra

Dimostrazione. Per comodità consideriamo solo il caso in cui i quattro punti
sono distinti: il caso generale si dimostra allo stesso modo (le disuguaglianza
possono essere uguaglianze).

Supponiamo dapprima che i due intervalli si intersechino, cioè che si abbia
x < x′ < y < y′. In tal caso, in conseguenza della interpretazione geometrica
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della convessità enunciata nella Nota 1.15.2, il punto (x′, φ(x′)) del grafico
di φ sta al di sotto (o meglio, non strettamente al di sopra) della corda
che congiunge i punti (x, φ(x)) e (y, φ(y)), e quindi della retta che contiene
tale corda. Viceversa il punto (y′, φ(y′)) sta al di sopra di tale retta, perché
altrimenti la corda da (x′, φ(x′)) a (y′, φ(y′)) passerebbe al di sopra del punto
(y, φ(y)). Questi fatti equivalgono all’enunciato in questo caso.

Se invece x < y < x′ < y′, allora il punto (y, φ(y)) sta al di sotto (cioè non
al di sopra) della retta che congiunge i punti (x, φ(x)) e (x′, φ(x′), e quindi la
pendenza della corda fra (x, φ(x)) e (y, φ(y)) è non superiore a quella della
corda fra (x, φ(x)) e (x′, φ(x′). D’altra parte, per lo stesso ragionamento, tale
pendenza è non superiore a quella della corda sottesa da (y, φ(y)) e (x′, φ(x′),
la quale a sua volta è non superiore alla pendenza della corda fra (y, φ(y))
e (y′, φ(y′), che infine è non superiore a quella della corda fra (x′, φ(x′)) e
(y′, φ(y′)). Questo completa la dimostrazione. tu

Definizione 1.15.5. Siano φ convessa in (a, b) e x0 ∈ (a, b) un punto in
cui esistono finite le derivate destra e sinistra di φ. Consideriamo una retta
generica che tocca il grafico di φ in x0 ∈ (a, b) (ossia di equazione y =
φ(x0) +m(x − x0)). Diciamo che una tale retta è subordinata a φ al punto
x0 se giace al di sotto del suo grafico, cioè se φ(x0) +m(x− x0) ⩽ φ(x) per
ogni x ∈ (a, b).

Corollario 1.15.6. Nella terminologia della precedente Definizione 1.15.5,
una retta è subordinata a φ al punto x0 se e solo se D−φ(x0) ⩽ m ⩽ D+φ(x0).
Se le due derivate coincidono, esiste un’unica retta subordinata al punto x0
ed è la retta tangente al grafico.

La geometria delle corde sottese o subordinate al grafico di una funzione
convessa è illustrata anche nelle Figure 1.13 e 1.14.

Proposizione 1.15.7. Se φ è convessa in (a, b), allora φ è continua in ogni
sottointervallo chiuso di (a, b). Inoltre le derivate destra D+φ e sinistra D−φ
esistono ovunque e coincidono tranne che su un insieme al più numerabile.
D+φ e D−φ sono due funzioni monotòne non decrescenti tali che, per ogni
x in (a, b), si ha D−φ(x) ⩽ D+φ(x).

Dimostrazione. Fissiamo a < c < d < b. Per ogni x, y nell’intervallo chiuso
[c, d] segue dal Lemma 1.15.4 che
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           x                   y                    z                w

Figura 1.13: La pendenza delle corde cresce se il punto finale si sposta a destra

φ(c)− φ(a)

c− a
⩽ φ(y)− φ(x)

y − x
⩽ φ(b)− φ(d)

b− d
.

Sia M = max
{
ϕ(c)−ϕ(a)

c−a , ϕ(b)−ϕ(d)
b−d

}
. Allora per ogni x, y in [c, d]
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Figura 1.14: Varie rette subordinate: ai punti di derivabilità c‘è solo la tangente
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|φ(y)− φ(x)| ⩽ |M ||y − x|

e quindi φ è continua in [c, d].
Ancora per il Lemma 1.15.4, per ogni x0 in (a, b) la funzione rapporto

incrementale
x 7→ φ(x)− φ(x0)

x− x0

è monotòna non decrescente, e quindi, a causa dell’esistenza dei limiti di
funzioni monotòne, ha limiti destro e sinistro finiti per x → x0: quindi
D+φ(x0) eD−φ(x0) esistono finiti per ogni x0 in (a, b), eD−φ(x0) ⩽ D+φ(x0).

Ora prendiamo a < x0 < y0 < b, e |h| < y0 − x0. Sia x = x0 + h,
y = y0 + h: allora x < y0 e x0 < y, quindi l’intervallo (y0, y) comincia e
finisce a destra di (x0, x) (la terminologia è quella della Definizione 1.15.3).
Ancora dal Lemma 1.15.4 segue che

φ(x0 + h)− φ(x0)

h
=
φ(x)− φ(x0)

x− x0
⩽ φ(y)− φ(y0)

y − y0
=
φ(y0 + h)− φ(y0)

h
,

e pertanto ciascuna delle due derivate al punto x0 è non superiore a ciascuna
di esse a y0: più precisamente,

D−φ(x0) ⩽ D+φ(x0) ⩽ D−φ(y0) ⩽ D+φ(y0) . (1.33)

Quindi entrambe le derivate sono monotòne, e sono uguali in ogni punto in
cui una di esse è continua (perché se limx0→y0 D−φ(x0) = D−φ(y0), allora
1.33 implica che anche

lim
x0→y0

D+φ(x0) = D−φ(y0) (1.34)

e quindi anche l’altra derivata ha lo stesso limite a x0, ed allora nessuna delle
due può avere salti e, grazie a (1.34), devono essere uguali.

Infine, una funzione monotòna può avere solo un insieme numerabile di
salti, perché la serie dei salti non può superare l’escursione dei valori della
funzione. Quindi le due derivate devono essere continue ovunque tranne che
in un insieme al più numerabile. tu

Abbiamo così provato che la convessità implica la monotonia delle deri-
vate. Viceversa:
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Proposizione 1.15.8. Se φ è continua su (a, b) ed ammette derivata sinistra
(oppure destra) non decrescente, allora φ è convessa.

Dimostrazione. Supponiamo che la derivata destra di φ sia non decrescente.
In questa dimostrazione, per semplicità, scriviamo crescente invece che non
decrescente, e se necessario denoteremo come strettamente crescente le fun-
zioni che finora abbiamo chiamato crescenti; analogamente per le funzioni
decrescenti.

Dire che φ è convessa in (a, b) equivale a dire che per ogni a < x < y < b
la funzione differenza

ψ(t) = φ[ty + (1− t)x]− tφ(y)− (1− t)φ(x)

è negativa o nulla nell’intervallo [0, 1]. Osserviamo che ψ(0) = 0 = ψ(1),
e t 7→ D+ψ(t) = (y − x)D+φ[ty + (1 − t)x] − φ(y) + φ(x) è anch’essa una
funzione crescente di t in [0, 1].
Poiché ψ è continua ha un punto di massimo. Sia t0 tale punto. Se t0 = 1
allora il valore massimo di ψ è ψ(1) = 0, e quindi ψ è negativa o nulla ed
il risultato è dimostrato. Se invece t0 < 1 allora D+ψ(t0) = 0. D’altra
parte, poiché D+ψ è crescente, questo implica D+ψ ⩽ 0 in [0, t0]. Allora
ψ(t0) ⩽ ψ(0) = 0, e quindi il massimo valore di ψ è negativo o nullo. tu

Una conseguenza immediata di questi due risultati è continuamente usata
nello studio del grafico delle funzioni:

Corollario 1.15.9. Una funzione derivabile due volte è convessa in un
intervallo aperto se e solo se ha derivata seconda non negativa in tutto
l’intervallo

Proposizione 1.15.10. (Disuguaglianza di Jensen.) Se φ è una funzione
convessa su R e f una funzione integrabile definita in [0, 1],

φ

(∫ 1

0

f(t) dt

)
⩽
∫ 1

0

φ(f(t)) dt . (1.35)

Se invece f é definita in un intervallo [a, b] la disuguaglianza diventa

φ

(
1

b− a

∫ b

a

f(t) dt

)
⩽ 1

b− a

∫ b

a

φ(f(t)) dt . (1.36)
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Dimostrazione. Sia f una funzione integrabile sull’intervallo [0, 1] e I =∫ 1

0
f(t) dt e consideriamo una retta subordinata a φ al punto I, nel senso del

Corollario 1.15.6. Scriviamo l’equazione di questa retta y = φ(I)+m(x− I).
Dalla definizione di retta subordinata segue che

φ(f(t)) ⩾ φ(I) +m(f(t)− I)

per ogni 0 ⩽ t ⩽ 1. Poiché I =
∫ 1

0
f(t) dt, integrando entrambi i termini

di questa equazione sull’intervallo [0, 1] si ottiene la disuguaglianza (1.35).
Se invece f ha supporto in [a, b] poniamo I =

∫ b
a
f(t) dt ed otteniamo (1.36)

dallo stesso argomento.
tu

La disuguaglianza di Jensen asserisce che il valore di una funzione con-
vessa φ al baricentro di una distribuzione di massa f non è più grande del
baricentro dei valori. La definizione di convessità 1.15.1 afferma la stessa co-
sa nel caso in cui la distribuzione consista di due soli punti materiali di massa
rispettivamente x e y. Si noti che, iterando questa definizione, si ottiene che,
se
∑N

n=0 an = 1,

φ

(
N∑
n=0

anxn

)
⩽

N∑
n=0

anφ(xn) ,

che è una versione discreta della forma integrale della disuguaglianza di
Jensen (1.35).

1.16 Spazi Lp

Un altro esempio di spazi vettoriali di dimensione infinita è si ottiene, per
1 ⩽ p <∞, nel modo seguente:

Definizione 1.16.1.

Lp =

{
f : R→ C misurabile :

∫ ∞

−∞
|f(x)|p dx <∞

}
(1.37)

Se le funzioni sono definite non su tutto R ma solo su un sottoinsieme mi-
surabile secondo Lebesgue I ⊂ R, l’integrale in (1.37) ovviamente si effettua
solo su I, e la sua finitezza individua le funzioni nello spazio Lp(I).
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Quando abbiamo bisogno di utilizzare l’integrale rispetto ad una specifica
misura m diversa da quella che ad un intervallo associa la sua lunghezza,
allora scriviamo Lp(m), oppure Lp(I,m).

Consideriamo la seguente espressione, tramite la quale definiremo una
norma per Lp:

‖f‖p =
(∫ ∞

−∞
|f(x)|p dx

) 1
p

(1.38)

Sia ora p = ∞. Vogliamo definire uno spazio L∞(R) (o L∞(I)). Per fare ciò
occorre definire l’estremo superiore essenziale di una funzione f .

Definizione 1.16.2. (Estremo superiore essenziale e norma L∞.)
Sia g una funzione definita su R a valori non negativi. Sia S l’insieme di
tutti i numeri reali α tali che

m
(
g−1 (α,∞]

)
≡ m ({x : α < g(x) ⩽ ∞}) = 0.

Se S = ∅, poniamo β = +∞.
Se S 6= ∅, poniamo β = inf S.
Allora β si dice estremo superiore essenziale di g, e si scrive β = ess supx∈R g(x).
Poniamo

‖f‖∞ = ess supx |f(x)| . (1.39)

Esercizio 1.16.3. Si mostri che ess supx∈R f(x) = inf{supt∈R g(t)} dove l’e-
stremo inferiore è preso sull’insieme delle funzioni g che coincidono con f
quasi ovunque.
Equivalentemente, si mostri che ess supx∈R f(x) = inf{β : m{t : f(t) > β} =
0}. tu

Il primo passo per mostrare che, per p ⩾ 1, (1.38) è una norma è pro-
vare la disuguaglianza triangolare, che nel caso della norma in Lp si chiama
disuguaglianza di Minkowski. Potremmo darne una dimostrazione diretta (si
veda ad esempio [22, Cap. 6, Sezione 2], ma preferiamo ottenerla in modo
più elegante come conseguenza di un’altra disuguaglianza, la disuguaglianza
di Hölder, la quale a sua volta richiede un breve calcolo che presenteremo
come lemma separato.
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Definizione 1.16.4. (Indici coniugati.) Siano 1 ⩽ p, q ⩽ ∞. Diciamo
che p e q sono indici coniugati se

1

p
+

1

q
= 1

dove si intende 1
∞ = 0.

Lemma 1.16.5. Siano 1 ⩽ p, q < ∞ due indici coniugati (1/p + 1/q = 1),
e a, b ⩾ 0. Allora

ab ⩽ 1

p
ap +

1

q
bq .

Dimostrazione. Senza perdita di generalità possiamo assumere 1 < p ⩽ q <
∞. Poiché 1/p + 1/q = 1 questo implica p ⩽ 2 ⩽ q. Perciò la funzione
φ(x) = xq−1 è convessa per x ⩾ 0 (si riveda l’Esercizio 1.7.3, oppure, se non
si è svolto quell’esercizio, si applichi il Corollario 1.15.9). Osserviamo anche
che la condizione 1/p+ 1/q = 1 equivale a p+ q = pq, e quindi

(p− 1)(q − 1) = pq − p− q + 1 = 1 . (1.40)

Perciò la funzione inversa φ−1 è data da φ−1(y) = yp−1.
Si consideri il grafico di φ, illustrato nella figura seguente:

a

b

I II

xp

III

Figura 1.15: Grafico di a = bq−1

La regione I ha area
∫ a
0
ap−1 da = ap/p. La somma delle aree delle regioni

II e III è
∫ b
0
bq−1 db = bq/q. Quindi il rettangolo di base b ed altezza a
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costituito dall’unione di I e II ha area inferiore a ap/p+ bq/q. Questo prova
la disuguaglianza. tu

Teorema 1.16.6. (Disuguaglianza di Hölder.) Se p e q sono indici
coniugati (nel senso della precedente Definizione 1.16.4) e f ∈ Lp, g ∈ Lq,
allora ∫

|fg| ⩽ ‖f‖p‖g‖q . (1.41)

Vale l’uguaglianza se e soltanto se una fra f e g è nulla quasi ovunque (cioè
se f o g è la funzione nulla nella classe di equivalenza di Lebesgue), oppure
se |f |p è un multiplo di |g|q.

Dimostrazione. Il caso p = 1, q = ∞ (o viceversa) è ovvio, perciò assumiamo
1 < p, q < ∞. La disuguaglianza è ovvia se f o g è nulla quasi ovunque,
perché allora lo è anche il prodotto |fg|. Se entrambe le funzioni non sono
quasi ovunque nulle le loro norme rispettivamente in Lp e Lq sono positive.
Normalizziamo in maniera da avere ‖f‖p = 1 = ‖g‖q, ed applichiamo il
Lemma 1.16.5 al prodotto f(x)g(x), ottenendo∫

|f(x)g(x)| dx ⩽ 1

p

∫
|f(x)|p dx+ 1

q

∫
|g(x)|q dx =

1

p
+

1

q
= 1 . (1.42)

Abbiamo già notato che si ha pq = p + q. Perciò p = p + q − q = pq −
q = q(p − 1). Quindi, se |f |p è un multiplo di |g|q, allora |g| = M |f |p/q =
M |f |p−1. In questo caso è ovvio che nella disuguaglianza di Hölder vale
l’uguaglianza. Viceversa, se vale l’uguaglianza, allora applicando il Lemma
1.16.5 al prodotto di a = |f(x)| e b = |g(x)| si deve avere l’uguaglianza per
quasi ogni x. Questo significa che la regione III nella figura si restringe ad un
solo punto per quasi ogni x, e cioè che a = |f(x)| = φ(b) = bq−1 = |g(x)|q−1

quasi ovunque. Poiché abbiamo mostrato che q − 1 = 1/(p − 1), questo
equivale a dire che |f |p = |g|q a meno di normalizzazione (per ottenere (1.42)
abbiamo normalizzato f e g).

Corollario 1.16.7. (Calcolo della norma Lp per dualità sulla sfera
unitaria di Lq.) Per ogni f ∈ Lp, 1 ⩽ p ⩽ ∞,

‖f‖p = sup

{∣∣∣∣∫ fg

∣∣∣∣ : ‖g‖q = 1

}
= sup {‖fg‖1 : ‖g‖q = 1} . (1.43)
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Dimostrazione. Segue dalla disuguaglianza di Hölder (1.41) che ‖f‖p è mag-
giore o uguale dell’estremo superiore sul lato destro dell’uguaglianza. Ab-
biamo visto alla fine della dimostrazione del Teorema 1.16.6 che vale l’ugua-
glianza se scegliamo |g(x)| multiplo di |f(x)|p−1 quasi ovunque.

tu

Gli stessi argomenti che provano la disuguaglianza di Hölder per gli spa-
zi Lp si applicano parola per parola alle successioni invece che alle funzioni
(dopo aver rimpiazzato gli integrali con serie), e cioè agli spazi `p della De-
finizione 1.7.1 (più in generale, si applicano agli spazi Lp(µ) dove µ è una
qualsiasi misura di Borel, inclusa la misura discreta nella quale Lp(µ) = `p:
si vedano nel seguito la Definizione 1.9.11, l’Esempio 1.9.22 e la fine della
Definizione 1.9.47).
Si ha quindi:

Corollario 1.16.8. (i) Se p e q sono indici coniugati (Definizione 1.16.4)
e f ∈ `p, g ∈ `q, allora

∞∑
n=1

|fngn| ⩽ ‖f‖ℓp‖g‖ℓq .

Vale l’uguaglianza se e soltanto se una fra f e g è la successione nulla
oppure se |f |p è un multiplo di |g|q.

(ii) Per ogni f ∈ `p, 1 ⩽ p ⩽ ∞,

‖f‖ℓp = sup
{∣∣∣∑ fg

∣∣∣ : ‖g‖ℓq = 1
}
= sup {‖fg‖ℓ1 : ‖g‖ℓq = 1} .

Nota 1.16.9. Il fatto che con la stessa dimostrazione si provi la disuguaglianza
di Hölder in forma integrale per gli spazi Lp ed in forma discreta (di serie)
per gli spazi `p non è una coincidenza fortuita. Infatti, in entrambi i casi in
realtà abbiamo usato le stesse stime per integrali, ma nel caso discreto questi
integrali non sono stati definiti in termini della misura di Lebesgue, bensì di
una misura discreta, la misura che conta, introdotta nell’Esempio 1.9.22. Gli
integrali rispetto a questa misura sugli interi sono serie. tu

Teorema 1.16.10. (Disuguaglianza di Minkowski.) Per ogni coppia di
funzioni misurabili f e g, per ogni p tale che 1 ⩽ p ⩽ ∞,vale la disuguaglianza
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‖f + g‖p ⩽ ‖f‖p + ‖g‖p .

Vale l’uguaglianza se e solo se una delle due funzioni è identicamente nulla
oppure è un multiplo dell’altra con un fattore di proporzionalità positivo.

Dimostrazione. La disuguaglianza è chiara se p = 1 (e p = ∞). In generale,
da questo fatto e dall’identità

1.43 segue:

‖f + g‖p = sup {‖(f + g)h‖1 : ‖h‖q = 1}
⩽ sup {‖fh‖1 : ‖h‖q = 1}+ sup {‖gh‖1 : ‖h‖q = 1}
= ‖f‖p + ‖g‖p .

tu

Esercizio 1.16.11. Nell’Appendice 1.31 diamo una dimostrazione diretta della
disuguaglianza di Minkowski che permette di considerare anche il caso 0 <
p < 1, e che mostra che per questi valori di p la disuguaglianza vale nel
verso opposto (Nota 1.31.1), e quindi l’espressione ‖f‖p non è più una norma
perché non verifica la disuguaglianza triangolare. Rivedendo per analogia
la forma delle sfere negli spazi `p (Nota 1.7.10), si determini la forma di
queste sfere per 0 < p < 1 e si osservi che smette di essere convessa. Si
deduca questo fatto dal fatto che non vale la disuguaglianza triangolare. Per
ulteriori approfondimenti si veda la Nota ??, che il presente esercizio anticipa.

tu

.

Nota 1.16.12. Ad essere precisi, l’espressione ‖ · ‖p così definita non è una
norma. Infatti esistono funzioni f non identicamente nulle con ‖f‖p = 0.
Un esempio è dato dalla funzione caratteristica dei numeri razionali, o più in
generale dalla funzione caratteristica di un insieme di misura nulla (Esempi
1.9.49 e 1.9.23).

Per ovviare a questo problema e far sì che ‖·‖p sopra definita sia una nor-
ma, si ridefinisce lo spazio Lp(R) come uno spazio costituito non da funzioni,
bensì da classi di equivalenza di funzioni. tu
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La nozione di relazione di equivalenza è stata già rammentata nella De-
finizione 1.2.13. Una relazione di equivalenza su un insieme determina una
partizione in classi di equivalenza:

Definizione 1.16.13. Sia a ∈ I. La classe di equivalenza di a è costituita
da tutti gli elementi b ∈ I tali che b ≈ a e si indica con [a]. Quindi

[a] = {b ∈ I : b ≈ a} .

Definizione 1.16.14. (Equivalenza quasi ovunque.) Sull’insieme delle
funzioni misurabili introduciamo la seguente relazione di equivalenza:

f ≈ g se e solo se f = g quasi ovunque (nel senso stabilito nella Defini-
zione 1.9.16).

Esercizio 1.16.15. Verificare che tale relazione è una relazione di equivalenza.
tu

Ridefiniamo quindi correttamente gli spazi Lp:

Definizione 1.16.16. (Definizione precisa degli spazi Lp.) Gli elementi
di Lp(R) sono classi di equivalenza di funzioni misurabili (secondo la relazione
di equivalenza quasi ovunque definita sopra).

Nota 1.16.17. Se una classe di equivalenza Lp contiene una funzione con-
tinua, questa è l’unico rappresentante continuo della classe. Infatti, se ci
fossero due rappresentanti continui diversi f e g, allora f − g sarebbe una
funzione continua non nulla. Prendiamo un punto x in cui f(x) 6= g(x). Per
il teorema degli zeri per le funzioni continue (o teorema di permanenza del
segno: Sezione 1.1) esiste un intorno di aperto O di x tale che f(t) 6= g(t) per
ogni t ∈ O. Poiché O contiene un intervallo aperto, ha misura strettamente
positiva. Pertanto

∫
R |f −g|

p ⩾
∫
O
|f −g|p > 0, e questo contraddice l’assun-

zione che f e g fossero nella stessa classe di equivalenza Lp. Il ragionamento
è analogo per le classi di equivalenza L∞: visto che f e g non coincidono
su un insieme O di misura positiva, ess sup |f − g| deve essere strettamente
positivo (esercizio). tu

Sugli elementi degli spazi Lp(R) così definiti l’espressione

‖f‖p =
(∫ ∞

−∞
|f(x)|p dx

) 1
p

risulta essere una norma.
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Esercizio 1.16.18. (i) Si controlli che ‖·‖p verifica le tre proprietà della
definizione di norma (Definizione 1.2.8).

(∗ii) Invece, per 0 < p < 1, questa quantità non verifica la disuguaglianza
triangolare, e quindi non è una norma.

Suggerimento: la dimostrazione si basa sul Lemma 1.7.5 (in caso di
difficoltà la si può trovare nella Sottosezione 3.23.1).

tu

Nota 1.16.19. Se I = [a, b] è un intervallo reale, o più in generale un sottoin-
sieme di R di misura di Lebesgue positiva, possiamo ora definire Lp(I) come
l’insieme delle classi di equivalenza di funzioni misurabili su [a, b] tali che∫ b

a

|f(x)|p dx <∞ .

Nel caso p = ∞, lo spazio L∞(I) è l’insieme delle classi di equivalenza di fun-
zioni misurabili su I tali che ess supI f(x) <∞. Si noti che è indispensabile
far ricorso all’estremo superiore essenziale, che è per sua definizione identico
per tutti i rappresentanti della stessa classe di Lebesgue (Definizione 1.16.2
ed Esercizio 1.16.3). L’estremo superiore ordinario non sarebbe invece ben
definito sulla classe di Lebesgue, perché cambia da rappresentante a rappre-
sentante: infatti esso dipende dai singoli valori f(x) a ciascun punto, e non
solo a meno di insiemi di x di misura zero. tu

Esercizio 1.16.20. Se la classe di equivalenza quasi ovunque di f ∈ L∞ con-
tiene una funzione continua g, allora ess sup |f | = supx |g(x)|. (Si noti che
questa proprietà ha senso grazie all’unicità del rappresentante continuo (No-
ta 1.16.17).
tu

Notazione 1.16.21. In analogia a quanto osservato nel precedente Esercizio
1.16.20, spesso nel seguito, con abuso di notazione, scriveremo la norma L∞

come supx |f(x)| invece che, correttamente, come ess supx |f(x)|.

Esempio 1.16.22. Presentiamo una semplice proprietà delle classi di equiva-
lenza Lp la cui dimostrazione ci è stata suggerita da E. Valdinoci (comuni-
cazione personale): per ogni intervallo J esistono funzioni f ∈ Lp(J) tali che
nella classe di equivalenza Lp di f non esiste alcun rappresentante g che sia
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una funzione continua quasi ovunque. A maggior ragione lo stesso enunciato
vale per ogni f ∈ Lp(R). Senza perdita di generalità, a meno di cambiamenti
di scala, possiamo assumere J = [0, 1].

Per mostrare questa asserzione, consideriamo un aperto denso in A ⊂
[0, 1] con misura di Lebesgue 0 < m(A) < 1. Un tale insieme A si può
costruire ad esempio nel modo seguente. Si consideri un insieme numera-
bile denso Q ⊂ [0, 1], ad esempio i razionali, ed indicizziamolo nel modo
ovvio: A = {x0, x1, . . . }. Per ogni n ∈ N sia In un intervallo aperto
di lunghezza 3−n che contiene xn. Ora poniamo A = ∪∞

n=1In ed abbiamo
m(A) ⩽

∑∞
n=1 3

−n < 1, ma m(A) > m(I1) > 0 e A ⊃ Q, quindi A è denso in
[0, 1].
Sia f la funzione caratteristica di A. Se nella sua classe di equivalenza esistes-
se una funzione g continua quasi ovunque, allora osserviamo che l’insieme G
dei punti in cui g non assume i valori 0 oppure 1 avrebbe misura zero: infatti,
se G avesse misura positiva, dovrebbe contenere qualche punto di continuità
x0 di g (perché i punti di discontinuità hanno misura 0) con g(x0) 6= 0 e
g(x0) 6= 1. Per il Teorema di permanenza del segno (vedere Sezione 1.1)
esisterebbe un intervallo aperto K con x ∈ K e g(x) 6= 0 e g(x) 6= 1 in K.
Pertanto f 6= g su tutto K, e poiché l’intervallo aperto K ha misura positiva
questo contraddice il fatto che f e g siano uguali quasi ovunque.
Ma d’altra parte, l’insieme Z := {x : g(x) = 0} deve avere misura zero,
perché altrimenti, per lo stesso argomento di prima, Z dovrebbe contenere
un punto di continuità x0 di g in cui g(x0) = 0. Di nuovo per il Teorema di
permanenza del segno esisterebbe un intervallo aperto X 3 x0 tale che g < 1

2

su K. Poiché A è un aperto denso esisterebbe allora un intervallo aperto
J ⊂ K ∩ A. Evidentemente su J avremmo g < 1

2
ma f = 1, perché per

costruzione f = 1 su A. Quindi, di nuovo, f e g non sarebbero uguali quasi
ovunque.
A questo punto sappiamo che, se nella classe di equivalenza di f esiste una
funzione g continua quasi ovunque, allora g = 1 quasi ovunque. Ma in tal
caso, 1 =

∫ 1

0
g =

∫ 1

0
f = m(A) < 1, una contraddizione. tu

Nota 1.16.23. Come `p (Nota 1.7.10), anche Lp(R) contiene un sottospazio
V isomorfo a C2 (o anche R2). Infatti sia V il sottospazio di Lp(R) costituito
da tutte le funzioni tali che
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f(x) =


t1 se x ∈ [0, 1]
t2 se x ∈ [1, 2]
0 altrimenti

con t1, t2 ∈ C.
Al variare di t1, t2 in C l’insieme di tali funzioni costituisce uno spazio

vettoriale isomorfo a C2.
È interessante osservare che questo sottospazio è isometricamente isomor-

fo al sottospazio analogo di `p costruito nella Nota 1.7.10: in altre parole,
la norma Lp ristretta a V coincide con la norma `p sullo spazio complesso
di dimensione 2. Se p = 2, allora la norma L2 ristretta a V coincide con la
norma euclidea (così come la norma `2: si riveda la Nota 1.7.11). tu

Nota 1.16.24. Come nel caso di `2, anche la norma di L2(R) proviene da
un prodotto scalare, nel senso della Nota 1.7. Infatti, su L2(R) il questo
prodotto scalare è

〈f, g〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)g(x) dx.

tu

Esercizio 1.16.25. Verificare che si tratta di un prodotto scalare, come intro-
dotto nella Definizione 1.2.7.
tu

La norma ‖·‖ proviene da tale prodotto scalare, infatti:

〈f, f〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)f(x) dx =

∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx = ‖f‖22 .

Teorema 1.16.26. (Teorema di Riesz-Fischer.) Sia 1 ⩽ p ⩽ ∞. Allora
Lp(R) è uno spazio normato completo. La stessa cosa vale per Lp(I), dove
I ⊂ R è un insieme misurabile di misura di Lebesgue positiva, ad esempio
un intervallo.

Dimostrazione. Il caso p = ∞ è ben noto e facile: le successioni di Cauchy
(nella norma uniforme) di funzioni limitate sono limitate (si veda il Teorema
1.3.13 in seguito).

Assumiamo quindi 1 ⩽ p < ∞, ed utilizziamo il criterio della conver-
genza di serie assolutamente sommabili (Lemma 1.2.21). Sia

∑
fn una serie
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assolutamente sommabile: le somme parziali
∑N

n=1 ‖fn‖p sono tutte simulta-
neamente limitate da qualche costante M > 0. Poniamo gn(x) =

∑n
k=1 |fk|.

La disuguaglianza di Minkowski (1.16.10) implica ‖gn‖p ⩽
∑n

k=1 ‖fk‖p ⩽M .
D’altra parte, per ogni x, gn(x) è una successione non decrescente di numeri
reali (positivi!), e quindi converge oppure tende a +∞. La funzione limite
g è misurabile (Proposizione 1.9.51), e grazie al Lemma di Fatou (Teorema
1.9.52) si ha |g|p ⩽M . In particolare, g è finita quasi ovunque.
Perciò, per quasi ogni x, la serie

∑
fn(x) è una serie assolutamente som-

mabile di numeri reali, e quindi convergente ad una somma s(x). Per co-
modità, nei punti x in cui la serie è divergente poniamo s(x) = 0. In tal
modo, quasi ovunque, la funzione s è il limite puntuale delle somme parziali
sn =

∑n
k=1 fk(x), e quindi è una funzione misurabile. Inoltre |s(x)| ⩽ g(x)

perché |sn(x)| ⩽
∑n

k=1 |fk(x)| = gn(x) ⩽ g(x). Quindi la funzione s appartie-
ne a Lp e |sn(x)− s(x)| ⩽ 2g(x). Ora dal Teorema di Convergenza Dominata
(Teorema 1.9.54), applicato alle funzioni |sn(x)− s(x)|p, segue che sn con-
verge a s nella norma di Lp, e quindi la serie

∑
n fn converge ad una funzione

somma in Lp. tu

∗Nota 1.16.27. Per 0 < p < 1, lo spazio Lp non è uno spazio normato (parte
(ii) dell’Esercizio 1.16.18). Però la dimostrazione del precedente Teorema
di Riesz–Fischer 1.16.26 vale riga per riga anche in questo caso, e prova la
completezza di Lp per tutti i p > 0 rispetto alla distanza d(f, g) =

∫
|f − g|p

(per maggiori dettagli si veda la Sottosezione 3.23.1). tu

Esercizio 1.16.28. La dimostrazione che abbiamo dato del Teorema di Riesz–
Fischer 1.16.26, basata sul criterio della convergenza di serie assolutamente
sommabili (Lemma 1.2.21), è un po’ astratta. Il lettore trovi una dimostra-
zione più diretta basata sul prossimo Corollario 1.16.29, che è di interesse
intrinseco. tu

Corollario 1.16.29. Da ogni successione fn di Cauchy in Lp si può estrarre
una sottosuccessione che converge puntualmente quasi ovunque.

Dimostrazione. Il caso p = ∞ è relativamente facile e viene lasciato per
esercizio al lettore. Prendiamo 0 ⩽ p < ∞. Poiché {fn} è di Cauchy, esiste
una sottosuccessione di indici nj tale che

‖fnj+1
− fnj

‖p < 2−j . (1.44)
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Poniamo allora gk =
∑k

i=1 |fni+1
− fni

| e g =
∑∞

i=1 |fni+1
− fni

|. La di-
suguaglianza di Minkowski (1.16.10) e la precedente disuguaglianza (1.44)
implicano che ‖gk‖p < 1 per ogni k, ed a questo punto dal Lemma di Fa-
tou (Teorema 1.9.52) segue ‖g‖p < 1. Pertanto g(x) < ∞ quasi ovunque, e
quindi la serie

f(x) := fni
+

∞∑
i=1

(fni+1
− fni

) (1.45)

converge assolutamente per quasi ogni x (si rammenti la definizione di con-
vergenza assoluta di una serie data nella Sezione 1.1). Per comodità, nell’in-
sieme di misura nulla dove la serie non converge poniamo f = 0, in modo
che f sia definita ovunque. Ora è chiaro che le somme parziali

fni
+

k−1∑
i=1

(fni+1
− fni

) = fnk

convergono alla somma f(x) in (1.45) per quasi ogni x. tu
Se rimpiazziamo le funzioni con successioni e gli integrali con serie nume-

riche, lo stesso argomento dimostra il risultato analogo per gli spazi `p, che
era stato annunciato nella Nota 1.7.9:

Corollario 1.16.30. Per 0 ⩽ p ⩽ ∞, gli spazi `p sono completi.

Nota 1.16.31. Per p ⩾ 1 gli spazi Lp sono completi rispetto alla distanza
indotta dalla norma

Np(f) = ‖f‖p :=
(∫

|f |p
) 1

p

,

in seguito al fatto che tale norma è definita tramite l’integrale di Lebesgue:
infatti nella dimostrazione della completezza abbiamo usato il Lemma di
Fatou (Teorema 1.9.52), che vale per l’integrale di Lebesgue (è stato usato
per dimostrare il Corollario 1.16.29). Invece, se si fosse definita la norma
usando l’integrale di Riemann, il Lemma di Fatou non sarebbe stato vero
e non avremmo avuto la completezza. Ad esempio, se intorno a ciascun
razionale qk si considera l’intervallo di diametro 2−k/n centrato in qk, allora
la funzione caratteristica χn dell’unione di questi intervalli ha norma finita
in Lp e la norma tende a zero se n → ∞: in effetti χn tende alla funzione
caratteristica dei razionali, che equivale alla funzione zero in Lp di Lebesgue,
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ma non è integrabile secondo Riemann. La successione χn è di cauchy in Lp
(secondo Lebesgue e secondo Riemann), ma non converge in Lp di Riemann.
(Cautela: per 0 < p < 1, la quantità Np = ‖·‖p non è una norma (Esercizio
1.16.18), ma Np

p è una distanza nella quale Lp è completo: si veda la Nota
1.16.27). tu

Esercizio 1.16.32. Siano f ∈ Lp e g ∈ L∞. Il prodotto puntuale fg appartiene
a Lp.

Svolgimento. L’enunciato è banale se p = ∞, quindi assumiamo p <∞. È
sufficiente dimostrare il risultato per f a valori non negativi, perché altrimenti
si applica il ragionamento separatamente alle parti positiva e negativa di f :
quindi assumiamo f ⩾ 0. Per ogni ε > 0 esistono una funzione semplice u
minorante f ed una funzione semplice v maggiorante f tali che

∫
(v − u)p <

ε‖g‖p∞. Ora poniamo U = −‖g‖∞u e V = ‖g‖∞v. Allora U(x) ⩽ f(x)g(x) <
V (x), ed inoltre

∫
(V − U)p < ε: quindi fg ∈ Lp. tu

1.17 Inclusioni fra spazi Lp e fra spazi `p

Proposizione 1.17.1. (Inclusioni fra spazi Lp.) Se I = [a, b] è un
intervallo di lunghezza finita e p < q ⩽ ∞, allora Lq(I) ⊂ Lp(I).

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che per ogni p < q esiste una costante
C = Cp,q tale che, per ogni f ∈ Lq(I), si abbia

‖f‖p ⩽ C‖f‖q . (1.46)
Per maggiore chiarezza consideriamo dapprima il caso p = 1. In tal caso

la disuguaglianza da provare è(∫
I

|f(t)| dt
)q

⩽M

∫
I

|f(t)|q dt (1.47)

dove M = Cq. Ma questa è una conseguenza diretta della disuguaglianza di
Jensen (1.36) per funzioni sull’intervallo [a, b], applicata alla funzione con-
vessa t 7→ |t|q (Esercizio 1.7.3); anzi di più, da quella disuguaglianza vediamo
che 1/M è la misura dell’intervallo I.

Ora consideriamo il caso generale p < q. Il modo più semplice di proce-
dere è quello di ridursi al caso precedente, ponendo g ≡ |f |p. Applicando la
disuguaglianza precedente alle norme di g in L1(I) e Lq/p(I) si ottiene
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‖f‖pp = ‖g‖p1 ⩽M‖g‖pq/p =
(∫

I

(|f |p)q/p
)p

= ‖f‖pq (1.48)

da cui, se si estrae la radice p−esima di entrambi i lati, segue (1.46).
tu

Nota 1.17.2. Osserviamo che la famiglia di inclusioni dimostrata per gli spazi
Lp[a, b] (cioè che questi spazi diventano più piccoli al crescere di p) è l’inversa
di quella provata per gli spazi `p (Proposizione 1.7.7).

Generalizzando quanto abbiamo fatto nella Nota 1.7.11 , possiamo im-
mergere lo spazio `p di successioni nello spazio Lp(R) di funzioni, nel modo se-
guente. Sia χn la funzione caratteristica dell’intervallo [n, n+1) (Definizione
1.1.3). Allora l’immersione è:

{x1, x2, . . . } 7→
∞∑
n=1

xnχn .

Poiché la norma Lp di ciascuna delle funzioni caratteristiche χn di am-
piezza 1 vale 1, l’immersione è una isometria. In particolare, quindi, negli
spazi Lp(R) non può valere l’inclusione Lp(R) ⊂ Lr(R) per r < p, che vale
negli spazi Lp[a, b], perché gli spazi Lp(R) contengono isometricamente gli
spazi `p per cui vale l’inclusione opposta; ma in essi non può neppure va-
lere l’inclusione opposta, perché contengono isometricamente Lp[a, b] (basta
prendere una funzione Lp definita in [a, b] e prolungarla a tutto R ponendola
zero al di fuori di questo intervallo).

A titolo di esempio, osserviamo che la funzione f(x) =
√

1/x se x ∈ (0, 1]
e zero altrove appartiene a L1(R) ma non appartiene a L2(R), mentre la
funzione g(x) = 1/x se x ⩾ 1 e zero altrove appartiene a L2(R) ma non a
L1(R) (esercizio!). tu

1.18 Le funzioni continue e le funzioni sem-
plici sono dense in Lp

Definizione 1.18.1. (Funzioni a gradini.) Sia x = {x0 < x1 < · · · < xN}
una successione finita, e denotiamo con In gli intervalli da essa generati:
In = [xn, xn+1). Sia χn la funzione caratteristica di In (Definizione 1.1.3).
La funzione φ =

∑N−1
n=0 χn si chiama la funzione a gradini, o funzione a scala
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generata dalla successione x; essa è definita nell’intervallo [x0, xN ]. Denotia-
mo allo stesso modo la funzione definita su tutto R prolungando φ in modo
che valga 0 fuori di tale intervallo.

Analogamente, si definisce funzione a gradini a supporto non compatto la
funzione costruita allo stesso modo ma a partire da una successione bilatera
{· · · < x−2 < x−1 < x0 < x1 < x2 < . . . }, ossia da una partizione di R in un
numero infinito di intervalli.

Lemma 1.18.2. Sia I un sottoinsieme misurabile di R. Per ogni funzione
f ∈ L∞(I) (limitata e misurabile secondo Lebesgue) e per ogni ε > 0 esiste
una funzione semplice θ (Definizione 1.9.42) tale che

|θ(x)| ⩽ |f(x)| (1.49)
|f(x)− θ(x)| ⩽ ε . (1.50)

Inoltre, per ogni ε, δ > 0 esistono una funzione a gradini φ ed un insieme
misurabile E con misura di Lebesgue minore di δ tali che, per ogni x /∈ E, si
ha

|φ(x)| ⩽ |f(x)|
|f(x)− φ(x)| ⩽ ε .

Se f è a valori reali allora si possono scegliere θ e φ a valori reali, e
quindi 0 ⩽ φ(x) ⩽ f(x) dove f(x) ⩾ 0 e f(x) ⩽ φ(x) ⩽ 0 dove f(x) ⩽ 0, ed
analogamente per θ.

Dimostrazione. Fissiamo ε > 0 e k ∈ N tale che 1
k
< ε. Sia In =

[
n
k
, n+1

k

)
.

Gli In formano una famiglia di intervalli disgiunti la cui unione è tutto R.
Poiché f è limitata, la sua immagine è contenuta nell’unione di un sottoin-
sieme finito degli In. Scriviamo, ad esempio, Im(f) per l’immagine di f (cioè
l’insieme Im(f) = {y : y = f(x) per qualche x ∈ R}), e poniamo ‖f‖∞ < M
e N = kM : allora abbiamo Im(f) ⊂ ∪Nn=−N−1In. Per questi valori di n
poniamo Jn = f−1(In). Allora {Jn : n = −N − 1, . . . , N} è una famiglia
finita di insiemi misurabili disgiunti tali che ∪Nn=−N−1Jn = R, i quali sono
misurabili in seguito alla Definizione 1.9.39.
Ora costruiamo una funzione semplice che approssima f uniformemente. Il
modo più facile di procedere, che però non verifica il requisito dell’appros-
simazione per difetto, è il seguente. Per comodità scriviamo la funzione
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caratteristica di Jn come χn invece che con la notazione χJn che abbiamo
usato nella Definizione 1.1.3, e consideriamo la funzione ρ =

∑N
n=−N−1 fnχn,

dove fn = f(xn) per qualche xn ∈ Jn. In realtà è necessaria una scelta più
precisa: per definizione, i valori di f nell’intervallo Jn appartengono a In,
ma rammentiamo che i valori di f ∈ L∞ sono fissati solo quasi ovunque,
possono essere modificati su un insieme di misura zero. Ora, rammentiamo
che l’estremo inferiore essenziale di una funzione f su un insieme A è definito
come

ess infA f = sup{ inf
x∈A\O

f(x) : O ⊂ A, m(O) = 0} (1.51)

ed in maniera simmetrica si definisce l’estremo superiore essenziale. Allo-
ra In = [ess infx∈Anj

f(x), ess supx∈Anj
f(x)) è l’intervallo compreso fra gli

estremi inferiore e superiore essenziali dei valori di f . In Jn ci può essere un
sottoinsieme Zn di Jn di misura nulla al quale i valori di f non appartengono.
D’altra parte, i valori di f non sono neppure definiti su un insieme di misu-
ra nulla finché non fissiamo una scelta di f nella sua classe di equivalenza
di Lebesgue i cui valori siano definiti ovunque: allora, se facciamo questa
scelta, bisogna scegliere xn ∈ Jn \ Zn. Con questa clausola, la funzione ρ
è una funzione semplice tale che ‖f − ρ‖∞ < ε quasi ovunque: infatti, se
x ∈ Jn, allora f(x) e fn = f(xn) appartengono entrambi all’intervallo In
di lunghezza 1

k
< ε. Questo dimostra la parte dell’enunciato che riguarda

l’approssimazione con funzioni semplici (le disuguaglianze (1.49) e (1.50)).
Consideriamo ora l’approssimazione con funzioni a gradini, che è solo leg-
germente più complicata. Per la Nota 1.9.33, per ogni δ > 0 fissato e
per ogni n = −N − 1,. . . , N esiste un insieme aperto On ⊃ Jn tale che
m(On \ Jn) < δ/(2N + 2). Sia E = ∪Nn=−N−1On \ Jn. Allora m(E) < δ.
Inoltre, per il Lemma 1.9.3 (i), per ogni n esiste una famiglia numerabile di
intervalli aperti disgiunti Anj, j = 1, 2, . . . , tale che On = ∪∞

j=1Anj. Anche
se gli Anj sono disgiunti per un dato n, è possibile che un intervallo An0j0

intersechi un intervallo An1j1 con n0 diverso da n1, perché gli aperti On si
sovrappongono parzialmente: ma questo può accadere solo su On0 ∩On1 che
è un insieme di misura minore di δ (anzi in realtà minore di δ/(N+1), perché

On0 ∩On1 = (On0 ∩On1) \ (Jn0 ∩ Jn1) = (On0 \ Jn0) ∩ (On1 \ Jn1) ,

dove la prima identità vale dal momento che gli insiemi Jn sono disgiunti.
Ora costruiamo una funzione a gradini che approssima f uniformemente a
meno di un insieme di misura minore di δ. Come prima, se non ci interessasse
il requisito dell’approssimazione per difetto, il modo più semplice sarebbe il
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seguente. Scriviamo la funzione caratteristica di Anj come χnj, e consideria-
mo la funzione a gradini ψ =

∑N
n=−N−1

∑∞
j=1 fnjχnj, dove fnj = f(xnj) per

qualche xnj ∈ Jn (di nuovo, più precisamente scegliamo xnj ∈ Jn \ Zn.)
Di nuovo, per quasi ogni x ∈ Anj∩Jn = Anj\E, entrambi f(x) e fnj = f(xnj)
appartengono all’intervallo In di lunghezza 1

k
< ε: quindi

|f(x)− fnj| < ε (1.52)

se x ∈ Anj \ E. Perciò la funzione a gradini (un insieme numerabile di
gradini) ψ approssima uniformemente f a meno di ε al di fuori dell’insieme
E di misura minore di δ.

Per provare l’enunciato sulla approssimazione dal di sotto, |φ| < |f | (ri-
spettivamente |θ| < |f |), occorre scegliere funzioni a gradini φ (rispettiva-
mente, funzioni semplici θ) tali che, rispettivamente in Jn ed in Anj \ E, i
loro valori siano quasi ovunque di modulo inferiore a quelli di f . A questo
fine è sufficiente scegliere cnj = ess infIn |f(x)| (definito di nuovo come in
(1.51): in tal modo cnj verifica la stessa disuguaglianza (1.52), ed inoltre
cnj ⩽ |f(x)| se x ∈ Anj \ E ⊂ Jn. Perciò la funzione a (infiniti) gradini
φ =

∑N
n=−N

∑∞
j=1 cnjχnj soddisfa le disuguaglianze richieste. Analogamente,

la funzione semplice dell’enunciato si costruisce come θ =
∑N

n=−N
∑∞

j=1 tnχn,
con tn = ess infx∈Jn |f(x). È ovvio dalla costruzione che φ è a valori reali se
lo è f . tu

Lemma 1.18.3. (L∞ ∩ Lp è denso in Lp per ogni p.) Se ε > 0, K > 0
e f ∈ Lp con p <∞, esiste una funzione misurabile fK a supporto compatto
tale che |fK | ⩽ K e ‖f − fK‖p < ε.

Dimostrazione. Poiché f ∈ Lp, esiste un insieme E ⊂ R al di fuori del quale
si ha

∫
R\E |f |p < εp/2. Poniamo fK uguale a zero fuori di E.

Supponiamo dapprima che f sia a valori reali. Per ogni n > 0 poniamo
fn(x) = f(x) se |f(x)| ⩽ n, e f(x) = n (rispettivamente, −n) se f(x) > n
(rispettivamente, f(x) < −n). Allora |fn| ⩽ n e per quasi ogni x si ha
fn(x) → f(x) se n → ∞. Inoltre |f − fn| ⩽ |f |, e quindi, dal momento che
la funzione t 7→ tp (t ⩾ 0) è crescente, ne segue che |f − fn|p ⩽ |f |p. Per il
Teorema di Convergenza Dominata (Teorema 1.9.54) si ha

lim
n→∞

‖f − fn‖p = lim
n→∞

∫
|f − fn|p = 0 .
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Pertanto, per qualche K abbastanza grande,
∫
E
|f − fK |p < εp/2. Allora∫

R
|f − fK |p =

∫
E

|f − fK |p +
∫
R\E

|f − fK |p <
εp

2
+
εp

2
= εp , (1.53)

da cui l’enunciato: ‖f − fK‖p < ε.
Se f è a valori complessi si applica questo argomento separatamente alla

parte reale ed immaginaria: le due funzioni a gradini α e β così generate
formano la parte reale ed immaginaria della funzione a gradini richiesta.
L’approssimazione rimane valida perché, scrivendo u = Re f e v = Im f ,
abbiamo ‖f − (α + iβ)‖p ⩽ ‖u− α‖p + ‖v − β‖p, grazie alla disuguaglianza
triangolare per la norma. tu

Proposizione 1.18.4. (Le funzioni a gradini sono dense in Lp.) Se
1 ⩽ p <∞ e f ∈ Lp, per ogni ε > 0 esiste una funzione a gradini φ tale che
‖f − φ‖p ⩽ ε.

Lo stesso enunciato vale per p = ∞ pur di prendere una funzione a
gradini non a supporto compatto, cioè associata ad una partizione infinita di
R (Definizione 1.18.1).

Dimostrazione. Nel caso p = ∞ l’enunciato segue direttamente dal Lem-
ma 1.18.2. Prendiamo quindi 1 ⩽ p < ∞. Fissiamo ε > 0. Anzitutto
osserviamo che, senza perdita di generalità, possiamo assumere che f abbia
supporto K compatto. Infatti, per ogni ε > 0, esiste un compatto K tale che∫
K
|f(x)|p dx < εp/2. Allora, se l’enunciato del teorema vale sui compatti,

la funzione f è approssimabile in K con una funzione a gradini ψ in K nel
senso che

∫
K
|f − φ|p dx < εp/2: pertanto, la funzione a gradini φ ottenuta

quando si prolunga ψ a tutto R ponendola zero al di fuori di K approssima f
in norma Lp a meno di ε, per lo stesso argomento visto nella disuguaglianza
(1.53).

Assumiamo quindi p <∞ e f ∈ Lp a supporto compattoK. Per il Lemma
1.18.3 esiste una funzione fM ∈ L∞ tale che |fM | ⩽ M e ‖f − fM‖p < ε:
la costruzione di questa funzione mostra che |fM | ⩽ |f | ovunque, e quindi
anche fM ha supporto in K. Poniamo δ = εp. Per il Lemma 1.18.2 esiste
una funzione a gradini φ tale che |φ| ⩽ |fM | ⩽ M ovunque e |fM − φ| ⩽
ε/m(K)1/p tranne che su un insieme E di misura minore di δ, dove peraltro
|fM − φ| ⩽ |fM |+ |φ| ⩽ 2M .
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Allora

‖fM − φ‖pp =
∫
E

|fM − φ|p +
∫
K\E

|fM − φ|p

⩽
∫
E

|fM − φ|p +
∫
K

|fM − φ|p < (2M)pδ + εp = (1 + 2pMp)εp .

Da questo segue che ‖fM − φ‖p ⩽ Cε, dove C = (1 + 2pMp)1/p. Quindi

‖f − φ‖p ⩽ ‖f − fM‖p + ‖fM − φ‖p ⩽ (1 + C)ε.

Questo conclude la dimostrazione per p < ∞ (se si preferisce avere ε
invece che (1+C)ε nell’ultimo membro della precedente disuguaglianza basta
rimpiazzare ovunque ε con ε/(1 + C)). tu

Lo stesso argomento dimostra che le funzioni a gradini e le funzioni sem-
plici approssimano le funzioni non negative, sia nella norma di Lp sia pun-
tualmente in maniera monotòna, e quindi estende il Lemma 1.18.2. Diamo
la dimostrazione per le funzioni semplici:

Corollario 1.18.5. Per ogni f ∈ Lp(I), f ⩾ 0, esiste una successione di
funzioni semplici s1, s2, . . . su I tale che sn(x) ⩽ sn+1(x) per ogni n e x e
limn sn(x) = f(x) per quasi ogni x e nel senso di Lp.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca quella del Lemma 1.18.2 e del-
la Proposizione 1.18.4 (si veda anche quella del Lemma 1.18.3): pertanto
è sufficiente accennarla. Fissato M > 0 approssimiamo f con la funzione
fM(x) = min{f(x),M}: come nel caso della dimostrazione della Proposizio-
ne 1.18.4, è sufficiente dimostrare che le funzioni semplici approssimano ogni
fM nella norma di Lp e puntualmente quasi ovunque in maniera monotòna.
Per ogni ε > 0 sia N tale che 1

N
< ε. Per ogni n poniamo

Jn =

{
x :

n

N
⩽ f(x) <

n+ 1

N

}
e sia χn la funzione caratteristica di Jn (Definizione 1.1.3). Osserviamo che
n
N
< M se e solo se n < NM . Allora la funzione semplice sn =

∑NM
n=0

n
N
χn

verifica, per ogni n e x,

0 ⩽ sn(x) ⩽ fM(x) e fM(x)− sn(x) ⩽
n+ 1

N
− n

N
=

1

N
< ε .
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Questo prova la convergenza puntuale monotòna; la convergenza in Lp se-
gue dal Teorema di Convergenza Dominata 1.9.54, come nella Proposizione
1.18.4. tu

Dimostriamo ora l’approssimabilità delle funzioni in Lp con funzioni con-
tinue.
Indichiamo con Coo(R) lo spazio delle funzioni continue a supporto compatto
su R. Vogliamo dimostrare il risultato seguente:
Proposizione 1.18.6. (Le funzioni continue a supporto compatto
sono dense in Lp.) Se 1 ⩽ p < ∞ e f ∈ Lp, per ogni ε > 0 esiste una
funzione g ∈ Coo tale che ‖f − g‖p ⩽ ε. (Quindi anche il sottospazio di Lp
costituito da funzioni continue che tendono a zero all’infinito, che contiene
quello delle funzioni continue a supporto compatto, è denso in Lp(R) per ogni
1 ⩽ p <∞).
Dimostrazione. Di questo enunciato si possono dare due diverse dimostra-
zioni, una elegante e trasparente ma sofisticata, l’altra artigianale e legata
ad un fatto elementare della teoria della misura che abbiamo appena accen-
nato (l’ultima asserzione del Lemma 1.9.33, utilizzata in effetti nel prossimo
Lemma 1.18.8).
La dimostrazione elegante si basa sul Teorema di Lusin 1.14.10, in base al
quale ogni funzione misurabile su un insieme finito differisce da una funzione
continua solo su un insieme di misura arbitrariamente piccola. Allora, se
si considera lo spazio Lp su un insieme compatto, questo rende ovvio che,
data f ∈ Lp, per ogni ε > 0 esiste g ∈ Coo tale che ‖f − g‖p ⩽ ε. Nel caso
generale, invece, occorre prima osservare che, data f , esiste un compatto K
tale che ‖f‖Lp(∁K) < ε/2, e poi approssimare la funzione f in norma Lp, a
meno di ε/2, su un intorno U di K a chiusura compatta con una funzione g
continua ovunque ed a supporto in U (non basta approssimare f con g in K
perché la funzione g sarebbe continua in K, ma potrebbe avere discontinuità
sulla frontiera di K: ma se si prende per g una funzione continua ovunque a
supporto compatto che approssima f in K il problema scompare.
La dimostrazione artigianale ma elementare, invece, è un corollario diretto
ed ovvio dei prossimi Lemmi 1.18.7 e 1.18.8. tu

Lemma 1.18.7. Per ogni 1 ⩽ p < ∞, per ogni funzione a gradini φ e
per ogni ε > 0 esiste una funzione continua h tale che ‖φ − h‖p < ε. Se
la funzione a gradini è a supporto compatto (cioè nulla al di fuori di un
intervallo di lunghezza finita) si può prendere anche h a supporto compatto.
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Dimostrazione. La funzione a gradini è costruita su una partizione finita
(se è a supporto compatto) o numerabile, cioè ha una successione finita o
numerabile di punti di salto xn, (n = 0, 1, 2, . . . ). Sia sn il corrispondente
valore del salto di φ.
Sia dapprima p < ∞. Consideriamo l’intervallo chiuso Jn di ampiezza
2−nεp/sn centrato in xn. Costruiamo una funzione continua h in modo che
coincida con φ al di fuori dei Jn (cioè nelle zone dove φ è costante), ed in
Jn interpoli linearmente i valori destro e sinistro di φ: in altre parole, in
maniera che ivi il suo grafico costituisca un raccordo rettilineo che congiunge
i tratti costanti del grafico di φ. Chiaramente h è continua, ed in In si ha
|φ− h| ⩽ 1

2
sn. È anche chiaro che h è a supporto compatto se lo è φ.

Ora,

‖φ− h‖pp ⩽
∞∑
n=1

‖φ− h‖pLp(Jn)
⩽

∞∑
n=0

sn
2
m(Jn)

=
1

2

∞∑
n=1

2−nεp = εp .

tu

Lemma 1.18.8. Per ogni 1 ⩽ p < ∞, per ogni funzione semplice s e per
ogni ε > 0 esiste una funzione a gradini φ tale che ‖s− φ‖p < ε.

Dimostrazione. Questo risultato è conseguenza diretta dell’ultima asserzione
del Lemma 1.9.33 (approssimazione in misura di insiemi misurabili con unioni
finite di intervalli). tu

1.19 Dualità fra spazi Lp

Anticipiamo qui le definizioni ed i risultati essenziali della teoria dei fun-
zionali lineari continui su spazi normati, che sarà trattata estesamente nelle
Sezioni 3.12 e 4.6, e vastamente ampliata nel Capitolo 3. Le definizioni ed
i risultati della presente Sezione saranno poi brevemente ripresi ed estesi in
Sezione 11.2, e molto approfonditi e generalizzati nel Capitolo 3.

Se V è uno spazio normato, dire che T è continuo significa dire che

lim
v→v0

T (v) = T (v0)
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(spesso scriviamo Tv invece che T (v)).

Proposizione 1.19.1. Se V,W sono spazi normati e T : V → W è un
operatore lineare, allora T è continuo se e solo se esiste C > 0 tale che, per
ogni v ∈ V

‖Tv‖W ⩽ C‖v‖V .

Dimostrazione: viene lasciata come esercizio al lettore, il quale, in caso di
difficoltà, può trovare la stessa dimostrazione formulata in un ambito più
generale nella Proposizione 4.6.3 nel seguito.

Definizione 1.19.2. Se V,W sono spazi normati e T : V → W è un
operatore lineare continuo, allora si chiama norma di T il numero

‖T‖ = inf {C > 0 : ‖Tv‖W ⩽ C‖v‖V ∀v ∈ V }

Definizione 1.19.3. (Spazio duale.) SiaX uno spazio normato. Lo spazio
normato di tutti i funzionali continui su X si chiama spazio duale di X, e si
indica con X ′.

Definizione 1.19.4. (Funzionali reali e funzionali positivi.) Un fun-
zionale lineare T su Lp si dice reale se T (f) ∈ R per ogni f ∈ Lp a valori
reali; si dice positivo se T (f) ⩾ 0 per ogni f ∈ Lp a valori non negativi (si
noti che ogni funzionale positivo è anche reale).

Lemma 1.19.5. (i) Ogni funzionale lineare T su Lp si spezza in modo
unico come T = ReT + i ImT , con ReT e ImT reali. Se T è continuo,
lo sono anche ReT e ImT .

(ii) Ogni funzionale lineare reale T su Lp si spezza in modo unico come
T = T+−T−, con T+ e T− positivi. Se T è continuo, lo sono anche T+
e T−.

Dimostrazione. Per ogni funzionale lineare T definiamo (ReT )(f) = ReT (f)
per tutte le funzioni f a valori reali. È ovvio che ReT è un funzionale
lineare, e |(ReT )(f)| ⩽ |T (f)| ⩽ ‖T‖‖f‖p, da cui la continuità di ReT ;
analoga dimostrazione vale per ImT . Infine, se f non è a valori reali, T (f) =
T (Re f)+iT (Im f) = (ReT )f+i(ImT )f , perciò T coincide con ReT+i ImT
sulle funzioni a valori reali; poiché ogni f ∈ Lp è combinazione lineare di due
funzioni reali, f = Re f + Im f , si ha T = ReT + i ImT . Questo prova (i).
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Per ogni funzionale reale T e per ogni f a valori reali definiamo T+(f) =
sup {T (h) : 0 ⩽ h ⩽ f}. T+ è un funzionale positivo: infatti, se f ⩽ 0, si ha
T+(f) ⩾ T+(0) = 0. Osserviamo anche che, se f ⩾ 0, allora T (f) = T+(f).
Inoltre, per ogni f a valori reali, esprimiamo f come differenza delle sue parti
positiva e negativa, f = f+ − f− con f+ = max f, 0 e f− = −min f, 0. Ora
0 ⩽ f+ ⩽ |f |, e analogamente per f−. Quindi |T+(f)| ⩽ |T+(f+)|+|T+(f−)| =
|T (f+)| + |T (f−)| ⩽ 2|T (f)|, pertanto ‖T+‖ ⩽ 2‖T‖. Infine, per ogni f a
valori reali, T (f) = T (f+) − T (f−) = T+(f) − T−(f), da cui T = T+ − T−.
Questo prova (ii). tu

Il prossimo teorema è il risultato principale di questa Sezione. Esso as-
serisce che il duale di Lp coincide con Lq, dove 1 ⩽ p < ∞ e q è l’indice
coniugato a p. Nel caso p = 2 si ottiene che il duale dello spazio di Hilbert
L2 è lo stesso spazio L2, un fatto che verrà esteso a tutti gli spazi di Hilbert
nel Teorema di rappresentazione di Riesz 4.6.4.

Teorema 1.19.6. (Dualità fra Lp e Lq.) Sia I ⊂ R un insieme di misura
di Lebesgue positiva, 1 ⩽ p <∞ e f ∈ Lp(I). Sia q l’indice coniugato, ossia
tale che 1/p + 1/q = 1 (Definizione 1.16.4). Allora f genera un funzionale
lineare continuo Tf su Lq(I), con ‖Tf‖ = ‖f‖p, nel modo seguente:

Tf (g) =

∫
f(x) g(x) dx .

Viceversa, per ogni funzionale lineare continuo su Lq(I) esiste una tale g.
Quindi il duale di Lp(I) è isometricamente isomorfo a Lq(I).
Più in generale, l’enunciato vale, oltre che per Lp(I,m) dove m èla misura
di Lebesgue, anche per qualunque altro spazio di misura di Borel, ad esempio
per la misura discreta equidistribuita su Z (misura che conta), ossia per gli
spazi `p.

Dimostrazione. Per la disuguaglianza di Hölder 1.16.6, Tf è un funzionale
lineare continuo su Lp con norma non superiore a ‖f‖p. Inoltre, grazie al
Corollario 1.16.7, si ha l’isometria: ‖Tf‖ = ‖f‖p. Pertanto, quello che rimane
da provare è che, dato un funzionale continuo T su Lp, esiste una funzione
f ∈ Lq tale che T = Tf .

Grazie al Lemma 1.19.5, T è combinazione lineare di quattro funzionali
continui positivi nel senso della Definizione 1.19.4, perciò basta provare il
risultato per tali funzionali. Supponiamo quindi che T sia positivo. Poiché R
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si può invadere con sottoinsiemi misurabili I di misura finita, si può assumere
che I sia di misura finita.
Ora costruiamo una misura positiva associata a T , nel modo seguente. Per
ogni insieme misurabile A ⊂ I definiamo µ(A) = T (χA) dove χA è la funzione
caratteristica di A (Definizione 1.1.3). Poiché χA ⩾ 0 si ha µ(A) ⩾ 0. Se
{An, n = 1, 2, . . . } è una famiglia numerabile di insiemi misurabili disgiunti
e A = ∪nAn, allora limk

∑k
n=1 χAn = χA nella norma di Lp, per il Teorema

di Convergenza Monotòna 1.9.53. Poiché T è continuo, ne segue che µ(A) =∑
n µ(An), e quindi µ è una misura positiva (Definizione 1.9.11). Come

sempre, denotiamo la misura di Lebesgue con m; osserviamo che, se m(A) =
0, allora χA è la funzione nulla in Lp, e quindi µ(A) = 0. Possiamo quindi
applicare il Teorema di Radon-Nikodym 1.9.27: esiste una funzione g ∈
L1(I), g ⩾ 0, tale che

T (χA) =

∫
g(x)χA(x) dx

per ogni insieme misurabile A.
Sia ora h ∈ L∞(I) una funzione non negativa. Poiché m(I) <∞, h ∈ Lp(I).
Per il Lemma 1.18.2, esiste una successione di funzioni semplici hn ⩾ 0 tali
che, per ogni x ∈ I, hn(x) ↗ h(x) (la convergenza è monotòna per ogni
x quando n → ∞), ed ogni hn, essendo una funzione semplice (Definizio-
ne 1.9.42), è una combinazione lineare finita di funzioni caratteristiche di
intervalli An disgiunti. Di nuovo per il Teorema di Convergenza monotò-
na 1.9.53, limn ‖hn − h‖p = 0, e poiché g è limitata anche ‖ghn − gh‖p ⩽
‖g‖∞ ‖hn − h‖p → 0. Poiché T è continuo,

T (h) =

∫
g(x)h(x) dx .

Per ogni K > 0, poniamo IK = {x : g(x) ⩽ K}, e h = gq−1χIK . Poiché p e q
sono indici coniugati (Definizione 1.16.4), grazie a (1.40) si ha

p(q − 1) = p/(p− 1) =
1

(p− 1)/p
=

1

1/q
= q .

Perciò si ha
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∫
IK

g(x)q = T (h) ⩽ ‖T‖
(∫

IK

g(q−1)p dx

) 1
p

= ‖T‖
(∫

IK

gq dx

)1− 1
q

.

Dividendo a sinistra e a destra per
∫
IK
g(x)q si ottiene(∫

IK

g(x)q
) 1

q

⩽ ‖T‖ .

Poiché g è limitato, al crescere di K la famiglia IK = {x : g(x) ⩽ K}

invade I, e quindi
(∫

IK
g(x)q

) 1
q → ‖g‖q ⩽ ‖T‖. Quindi g ∈ Lq(I). Questo

completa la dimostrazione per Lp(I,m) quando m èla misura di Lebesgue.
La dimostrazione per qualunque altra misura di Borel èidentica. tu

Definizione 1.19.7. (Biduale.) Dato uno spazio normato X, il duale del
suo spazio duale (lo spazio normato X ′) si chiama il biduale di X, e si indica
con X ′′.
Notazione 1.19.8. Per indicare l’azione di un elemento g di X ′ sugli ele-
menti f dello spazio X, scriveremo 〈g, f〉 invece che Tg(f).
Nota 1.19.9. Prendiamo in esame lo spazio normato completo X = Lp. X si
immerge isometricamente nel proprio biduale. Infatti, se f ∈ X e g ∈ X ′′, la
applicazione lineare

f 7→ 〈g, f〉
identifica f con un funzionale continuo su X ′ di norma uguale alla norma di
f , per il Teorema di Dualità 1.19.6.

Più in generale, lo stesso risultato è vero per tutti gli spazi normati
completi: si veda [25, Cap. 4, Sezione 5]. tu

Definizione 1.19.10. (Spazi riflessivi.) Uno spazio normato completo si
chiama riflessivo se è isometricamente isomorfo al proprio biduale.
Nota 1.19.11. Dal Teorema di Dualità Lp 1.19.6 segue che, se 1 ⩽ p < ∞,
Lp è riflessivo. Invece L∞ non è riflessivo: il suo duale contiene L1 ma è
strettamente più grande, ed il suo biduale è strettamente più grande di L∞

stesso. Si vedano maggiori commenti in Sezione 11.2. tu
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1.20 Integrali multipli e scambio dell’ordine
di integrazione

Definizione 1.20.1. (Misura prodotto.) Siano m1 una misura sullo spa-
zio X e m2 una misura su Y . La loro misura prodotto m1 ×m2 sul prodotto
cartesiano X × Y è la misura che, sugli insiemi dati dal prodotto cartesiano
E1 × E2 (dove Ei è un qualsiasi insieme misurabile rispetto a mi, i = 1, 2)
vale

m1 ×m2(E1 × E2) = m1(E1)m2(E2).

Notazione 1.20.2. Dato un insieme E nel prodotto cartesiano X × Y , per
ogni x ∈ X e y ∈ Y scriviamo Ex = {y : (x, y) ∈ E} e Ey = {x : (x, y) ∈ E}.
Gli insiemi Ex e Ey si chiamano le sezioni di E. Analogamente, se f è una
funzione su X×Y , denotiamo le sue sezioni fx(y) = f(x, y) e f y(x) = f(x, y)
con fx : Y → C e f y : X → C, rispettivamente.

Il prossimo risultato è una semplice verifica che non dimostriamo (si veda
[23, Cap. 7, Teoremi 5 e 6]).

Lemma 1.20.3. Se f è misurabile in X × Y rispetto a m1 × m2, allora
le sue sezioni fx e f y sono misurabili rispetto a m1 e m2, rispettivamente.
Inoltre, per ogni E ⊂ X × Y misurabile rispetto alla misura prodotto, le
funzioni φ(x) = m2(Ex) e ψ(y) = m1(E

y) sono misurabili rispetto a m1 e
m2, rispettivamente, e

∫
X
φ dm1 =

∫
Y
ψ dm2. Infine, se g è misurabile su R,

la funzione (x, y) 7→ g(x− y) è misurabile su R2.

Suggerimento: sebbene non dimostriamo questo lemma tecnico, vogliamo
suggerire almeno come dimostrare l’ultima asserzione. In base alla Defini-
zione 1.9.39, si tratta di dimostrare che, per ogni α > 0, l’insieme Eα :=
{(x, y) : g(x, y) > α} è misurabile. Poniamo Bα := {t ∈ R : g(t) > α}.
Questo insieme è misurabile per ogni α perché g è una funzione misurabile (
si veda nuovamente la Definizione 1.9.39). Ora, Eα = {(x, y) : x+ y ∈ Bα}.
Si tratta di dimostrare che questo insieme è misurabile usando il fatto che
è la controimmagine sotto la addizione (una funzione continua) di un insie-
me misurabile (Bα). Cautela: questo fatto non è automatico, richiede una
dimostrazione accurata, che lasciamo come esercizio. tu

Grazie al precedente Lemma 1.20.3, ha senso il prossimo enunciato:
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Teorema 1.20.4. (Fubini.)

(i) (Teorema di Tonelli.) Sia m1 una misura su uno spazio X, m2

una misura su uno spazio Y , e f : X × Y → R+ una funzione non
negativa misurabile rispetto a m1×m2. Consideriamo gli integrali delle
sezioni, φ(x) =

∫
Y
fx dm2 e ψ(y) =

∫
X
fy dm1 (che hanno senso grazie

al Lemma 1.20.3, e che per brevità denotiamo integrali sezionali).
Se f ⩾ 0, allora φ è misurabile rispetto a m1, ψè misurabile rispetto a
m2 e valgono le seguenti formule di riduzione (o formule di integrazione
iterata): ∫

X

φ dm1 =

∫
X×Y

fd(m1 ×m2) =

∫
Y

ψ dm2 . (1.54)

(ii) (Teorema di Fubini.) Se f ∈ L1(m1 ×m2), allora fx ∈ L1(m2) per
quasi ogni x ∈ X (rispetto a m1), f y ∈ L1(m1) per (m2−)quasi ogni
y ∈ Y , φ ∈ L1(m1), ψ ∈ L1(m2) e valgono le formule di riduzione 1.54.

Dimostrazione.

(i) Consideriamo dapprima il caso elementare delle funzioni caratteristiche
degli insiemi S×T con S nella σ-algebra della misura m1 e T in quella
di m2. In questo caso il risultato desiderato è contenuto nel Lemma
1.20.3. Pertanto, prendendo combinazioni lineari, il risultato vale per
tutte le funzioni semplici m1 ×m2−misurabili.
Passiamo allora al caso generale: f ⩾ 0 è una funzione m1 ×m2−mi-
surabile. Per il Corollario 1.18.5, esiste una successione sn di fun-
zioni semplici su X × Y e m1 × m2−misurabili che approssimano f
puntualmente in maniera monotòna: 0 ⩽ s1(x, y) ⩽ s2(x, y) ⩽ . . . e
limn sn(x, y) = f(x, y) per ogni x, y. Denotiamo con φn e ψn gli inte-
grali sezionali φ e ψ dell’enunciato associati a sn. Allora sappiamo che∫
X
φn(x)dm1(x) =

∫
X×Y sn(x, y)d(m1 × m2) =

∫
Y
ψn(y)dm2(y). Per

ogni x, le funzioni φn e ψn convergono rispettivamente a φ e ψ (per il
Teorema di Convergenza Monòtona 1.9.53) in maniera non decrescen-
te, e quindi (1.54) segue da una seconda applicazione del Teorema di
Convergenza Monòtona.

(ii) Per linearità basta provare il teorema per funzioni a valori reali, dal
momento che quelle a valori complessi sono combinazioni leneari dei
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due funzioni reali (la loro parte reale ed immaginaria). D’altra parte,
ogni funzione a valori reali f è la differenza di due funzioni non negative,
la parte positiva f+ e la parte negativa f− (definite nella dimostrazione
del Lemma 1.19.5), e f+, f− ⩽ |f |. Siano φ+, φ− gli integrali sezionali
φ associati a f+, f−. Ora dalla parte (i) segue che φ+, φ− ∈ L1(m1).
Osserviamo che fx = (f+)x − (f−)x, e dalla parte (i) le funzioni (f+)x
e (f−)x hanno integrale finito per ogni x tale che φ+, φ− sono finite
(rispettivamente). Poiché φ+, φ− ∈ L1(m1), questo accade m1−quasi
ovunque. Per questi x, si ha φ(x) = φ+(x) − φ−(x), ed quindi φ ∈
L1(m1). Perciò le formule di riduzione (1.54) valgono separatamente
per f+ e φ+ e per f− e φ−: per sottrazione esse valgono per f e φ. La
dimostrazione della formula analoga per ψ è identica.

tu

Corollario 1.20.5. Sia in generale f a valori complessi e poniamo φ∗(x) =∫
Y
|f |xdm2. Se φ∗ è integrabile, cioè se

∫
X
φ∗dm1 < ∞, allora f ∈ L1(m1 ×

m2).

Dimostrazione. Basta applicare il precedente Teorema 1.20.4 (i) alla funzione
|f |. tu

Definizione 1.20.6. (Misura di Lebesgue in Rn e variazione tota-
le). Definiamo la misura di Lebesgue su Rn nel modo seguente, a partire
dalla famiglia dei pluriintervalli (detti anche plurirettangoli) aperti (a, b) =
(a1, b1)× · · · × (an, bn) (che genera la σ-algebra dei Boreliani di Rn):

m(a, b) = m(a1, b1)m(a2, b2) · · · m(an, bn) .

Esempio 1.20.7. Scriviamo
∫
f(x, y) dx dy per gli integrali rispetto alla misura

di Lebesgue su R2. Dalle formule di riduzione (1.54) si ha quindi:∫
R2

f(x, y) dx dy =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y) dy

)
dx =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y) dx

)
dy

e per ogni rettangolo R = [a, b]× [c, d]∫
R

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy .

tu
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Naturalmente, le formule per la riduzione di integrali multipli ad integrali
unidimensionali iterati sono uno strumento fondamentale anche per il calco-
lo di integrali multipli nel senso di Riemann. Vediamo esempi di integrali
doppi in due o tre coordinate, come richiamo di argomenti che il lettore ha
probabilmente già studiato in corsi precedenti.
Esercizio 1.20.8. Sia T il triangolo sotteso dall’origine e dai punti (0, 1) e
(1, 0). Osserviamo che i lati di T giacciono sulle tre rette x = 0, y = 0 e
x+ y = 1. Quindi dalle formule di riduzione si ottiene∫

T

f(x, y) dx dy =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

f(x, y) dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1−y

0

f(x, y) dx

)
dy .

tu

Esercizio 1.20.9. Sia V il tetraedro sotteso dall’origine e dai punti (0, 0, 1),
(0, 1, 0) e (1, 0, 0). Osserviamo che le facce di V giacciono sui piani x = 0,
y = 0, z = 0 e x+y+z = 1. Fissato z = z0 fra 0 e 1, la Sezione del tetraedro
con il piano z = z0 è il triangolo z = z0, 0 ⩽ y ⩽ 1− z0, 0 ⩽ x ⩽ 1− y − z0.

Quindi dalle formule di riduzione si ottiene∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ 1

0

(∫ 1−z

0

(∫ 1−y−z

0

f(x, y, z) dx

)
dy

)
dz; .

Scrivere le formule di riduzione nell’ordine opposto di integrazione (prima z,
poi y, poi x). Calcolare l’integrale su V della funzione 1/(x2+y2+z2)α, dove
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α ∈ R. Per quali valori di α l’integrale è finito? Come cambia la risposta se
l’integrando invece è 1/(x+ y + z)α? tu

Esercizio 1.20.10. Risolvere l’esercizio precedente rimpiazzando il tetraedro
V con il cono C con base il disco nel piano z = 0 centrato nell’origine e di
raggio 1, e con vertice nel punto (0, 0, 1). Dimostrare che si ottengono le
formule di riduzione∫

C

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ 1

0

(∫ 1−z

0

(∫ √
1−y2−z2

−
√

1−y2−z2
f(x, y, z) dx

)
dy

)
dz; .

tu

Esercizio 1.20.11. Risolvere l’esercizio precedente rimpiazzando il cono con
la sfera S con centro l’origine e raggio 1. Dimostrare che si ottengono le
formule di riduzione∫

S

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ 1

0

(∫ √
1−z2

−
√
1−z2

(∫ √
1−y2−z2

−
√

1−y2−z2
f(x, y, z) dx

)
dy

)
dz; .

tu

1.21 Limiti e continuità in più variabili
Sebbene sia difficilmente concepibile che chi si accinge a leggere un trattato
come questo non conosca già alla perfezione il contenuto della presente Se-
zione, innumerevoli esempi contrari fra gli studenti universitari ci inducono
ad includerla qui.

Siccome Rn è uno spazio normato, la nozione di limite è la stessa della
Sezione 1.2, ma ora la vediamo più in dettaglio. La definizione di limite e di
continuità è arcinota.

Definizione 1.21.1. Sia x0 un punto di accumulazione di un insieme A ⊂ Rn
(se il lettore non vuole rammentare la nozione di punto di accumulazione,
può semplificarsi la vita restringendo l’attenzione ad un punto interno ad A).
Si dice che una funzione f : A → C ha limite ` per x → x0 se per ogni
intorno aperto V ⊂ C di ` esiste un intorno aperto U ⊂ Rn di x0 tale che
f(U ∩ A) \ {x0} ⊂ V . Più esplicitamente, limx→x0 f(x) = ` se e solo se, per
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ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che, per ogni x ∈ A con 0 < ‖x− x0‖ < δ, si ha
|f(x)− `| < ε.
Se x0 ∈ A (e quindi f è definita al punto x0, si dice che f è continua a x0 se
limx→x0 f(x) = f(x0).

Per semplicità, limitiamo l’attenzione a n = 2. Il seguente enunciato è
ovvio:

Corollario 1.21.2. Sia f una funzione definita in un aperto A ⊂ R2,
(x0, y0) ∈ A. Se f ha limite ` per (x, y) → (x0, y0), allora la restrizione
g(t) = f(x(t), y(t)) di f a qualsiasi curva (x(t), y(t)) (con 0 ⩽ t ⩽ 1) che
tende a (x0, y0) (nel senso che x(t) → x0 e y(t) → y0 per t → 1−) verifica
limt→1− g(t) = `.
Un enunciato analogo vale per funzioni su Rn.

Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente dal fatto che, visto
che (x(t), y(t)) tende a (x0, y0) per t→ 1−, abbiamo che, comunque si scelga
un intorno aperto U di (x0, y0), per t sufficientemente vicino a 1, i punti
(x(t), y(t)) giacciono in U . Lasciamo ulteriori dettagli al lettore. tu

Esempio 1.21.3. Il precedente Corollario permette di trovare condizioni ne-
cessarie all’esistenza del limite in più dimensioni a partire da opportuni limiti
unidimensionali (lungo curve che tendono al punto limite (x0, y0). Limitia-
mo anche qui l’attenzione al caso bidimensionale e ad alcuni esempi tipici
Sia f una funzione definita in un aperto A ⊂ R2, (x0, y0) ∈ A.

(i)
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x) = ` ⇒ lim

x→x0
( lim
y→y0

f(x, y)) = ` ,

e lo stesso enunciato vale se a destra scambiamo l’ordine dei due limiti
iterati.

Questo enunciato vale in base al precedente Corollario, perché il limite
iterato corrisponde al limite lungo la curva poligonale consistente di
due segmenti, il primo dei quali è quello verticale da (x, y) a (x, y0), ed
il secondo da (x, y0) a (x0, y0).

(ii)
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x) = ` ⇒ lim

t→0
f(x0 + ta, y0 + tb)) = `
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per ogni a, b non simultaneamente nulli (il caso a = b = 0 non parame-
trizza una retta che passa per (x0, y0), bensì il punto costante (x0, y0)).
Questo enunciato vale in base al precedente Corollario, perché il limite
unidimensionale corrisponde al limite lungo la retta da (x, y) a (x0, y0).

(iii) Per meglio chiarire il punto precedente, si scelga x0 = y0 = 0. Allora,
se lim(x,y)→(0,0) f(x) = `, si ha limt→0 f(ta, tb) = ` per ogni a, b non
simultaneamente nulli.

(iv) Se lim(x,y)→(0,0) f(x) = `, allora limt→0 f(at, bt
2) = ` per ogni a, b non

simultaneamente nulli: infatti, il limite unidimensionale corrisponde a
muoversi verso l’origine lungo la parabola (at, bt2).

(v) Lasciamo al lettore il compito di scrivere analoghe relazioni per curve
che tendono all’origine polinomialmente con grado maggiore di 2.

Ne segue che, se il limite unidimensionale non esiste lungo una delle curve
in R2 sopra utilizzate, oppure se esiste ma dipende dalla scelta della cur-
va (ad esempio, cambia al cambiare dei parametri a e b), allora il imite
bidimensionale non esiste. tu

Nota 1.21.4. Cautela: purtroppo, l’esistenza dei limiti unidimensionali al la-
to di destra delle precedenti identità è solo una condizione necessaria per l’e-
sistenza del limite multidimensionale, come vedremo nel successivo Esempio
1.21.7. tu

Per chiarire meglio la situazione, riscriviamo la nozione di limite bidimen-
sionale della precedente Definizione in termini di un limite unidimensionale,
ma questa volta con una condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza
del limite bidimensionale. Senza perdita di generalità, ma sicuri di facilitare
il lettore, consideriamo solo il caso x0 = y0 = 0, dal quale si passa al caso
generale con una semplice traslazione nel piano.

Corollario 1.21.5. Sia f una funzione definita in un aperto A ⊂ R2, (0, 0) ∈
A, e consideriamo la funzione trasformata in coordinate polari:

f̃(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) .

La funzione f ha limite ` per (x, y) → (0, 0) se e solo se

lim
r→0+

sup
0⩽θ<2π

|f̃(r, θ)− `| = 0 . (1.55)
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Dimostrazione. La funzione f ha limite ` per (x, y) → (0, 0) se e solo se per
ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che, quando la distanza r di (x, y) da (0, 0) è
minore di δ, allora il valore f(r cos θ, r sin θ) dista da ` meno di ε, qualunque
sia θ. Questo equivale a dire che limr→0+ supθ |f(r cos θ, r sin θ) − `| = 0.

tu

Nota 1.21.6. Si noti che sarebbe scorretto enunciare la condizione della dimo-
strazione precedente dicendo che il limite per r → 0+ di f(r cos θ, r sin θ)− `
deve valere 0 indipendentemente da θ: l’enunciato giusto è che tale limite vale
0 uniformemnete rispetto a θ. Se dicessimo indipendentemente da θ, ciò si-
gnificherebbe che il limite è sempre lo stesso (ossia zero) per qualunque fissato
θ, ossia quando ci si muove in linea retta verso l’origine ad angolo θ (rispetto
al semiasse x positivo), il che è la stessa condizione soltanto necessaria della
parte (iii) dell’Esempio 1.21.3. tu

Esempio 1.21.7. (i) Sia

f(x, y) =

{
xy

x2+y2
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se x = y = 0

Allora f non è continua in (0, 0). Infatti, lungo le semirette (xt, yt) =
(at, bt), con a, b non simultaneamente nulli e t > 0, si ha f(xt, yt) =
ab/(a2 + b2), quindi f su ciascuna di queste semirette è costante, ma
la costante dipende dalla scelta di a e b, ovvero della semiretta.
Alcuni lettori preferiscono scrivere le semirette con l’equazione carte-
siana invece che parametrica. Qui, ad esempio, se scegliamo y = mx
con m ∈ R, troviamo f(x,mx) = m/(1 +m2), un valore costante che
però dipende dalla semiretta (dipende dalla sua pendenza m. Nelle
prossime parti di questo esempio utilizzeremo semirette e parabole in
forma cartesiana, ma occorre stare attenti al fatto che in tal modo si
può perdere qualche semiretta o curva: ad esempio, la retta verticale
x = 0 non si scrive come y = mx perché la sua pendenza è infinita
rispetto all’asse x: occorre invece scriverla nella forma x = ky, in tal
caso con k = 0.

(ii) Sia

g(x, y) =

{
xy2

x2+y4
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se x = y = 0
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La funzione g non è continua in (0, 0). In questo caso, per ogni semiret-
ta (xt, yt) = (at, bt), con a, b non simultaneamente nulli e t > 0, si ha
g(xt, yt) = ab2t/(a2 + b2t2), ed il limite per t→ 0 lungo ogni tale semi-
retta vale 0: infatti, se a 6= 0, allora il denominatore non è infinitesimo
ma il numeratore sì, mentre per a = 0 il numeratore è identicamen-
te nullo ma il denominatore è positivo perché b 6= 0 (rammentiamo
che non è lecito scegliere sia a sia b uguali a 0). Quest’ultima retta è
quindi eccezionale: qui il valore limite 0 non proviene dal fatto che il
denomintore non si avvicina a 0, bensì dal fatto che il numeratore ci si
avvicina troppo: è identicamente nullo! Si ottiene ovviamente lo stesso
risultato dalla rappresentazione cartesiana y = mx oppure x = my.
Nondimeno, la funzione non è continua: la condizione era solo ne-
cessaria. Sappiamo che la funzione g non è continua in (0, 0) perché
g(x, y) = f(x, y2), dove f è la funzione discontinua della precedente
parte (i): ossia, g si ottiene da f grazie ad un cambiamento (quadra-
tico) di variabili, y 7→ y2: quindi basta considerare quelle curve le cui
controimmagini sotto questo cambiamento di variabili sono le semirette
che evidenziano la discontinuità di f . A questo fine si devono consi-
derare gli archi di parabola x = ky2, e si ottiene, come prima per f ,
il seguente risultato: g(ky2, y) = k/(k2 + 1), una costante che dipende
dalla scelta di k. Si osservi che le parabole (ky2, y) si avvicinano all’ori-
gine tangenzialmente all’asse y, ovvero la retta verticale che costituisce
la direzione eccezionale considerata prima).
Si noti che la scelta giusta delle curve è data da una espressione mono-
miale di grado tale da simmetrizzare i gradi risultanti nelle variabili x
e y.

(iii) Nella parte precedente di questo esempio abbiamo studiato una fun-
zione discontinua nell’origine il cui limite lungo ogni semiretta verso
l’origine è 0. Dimostriamo che questa funzione è discontinua col meto-
do difficile: passando in coordinate polari ed utilizzando la proprietà
equivalente (1.55) (nota: di solito questo metodo è quello più facile
quando invece la funzione è continua!)
Allora abbiamo

g̃(r, θ) = g(r cos θ, r sin θ) =
r cos θ sin2 θ

cos2 θ + r2 sin4 θ
.

Ancora una volta, dobbiamo mettere in guardia il lettore e prevenir-
lo da calcolare semplicemente il limite per r → 0+ ignorando θ: in
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tal modo si calcolerebbe semplicemente il limite di g̃ sulle semirette
θ = costante, che sappiamo essere 0. Invece occorre calcolare prima
l’estremo superiore rispetto a θ:

lim
r→0+

sup
0⩽θ<2π

r cos θ sin2 θ

cos2 θ + r2 sin4 θ

(qui non serve prendere il valore assoluto perché il limite è 0 e |0| = 0).
Al fine di stimare supθ{r cos θ sin2 θ/(cos2 θ + r2 sin4 θ)} è opportuno
prima chiedersi, per ogni r fissato, quale sia il valore di θ che rende il
più grande possibile la frazione. Chiamiamo questo valore θr. Il fattore
r2 al denominatore induce a pensare che il secondo addendo, r2 sin4 θ,
conti meno del primo, cos2 θ, per piccoli valori di r, ma così non è nel
caso θr si avvicini al valore θ = π/2 per il quale cos θ = 0: però sappia-
mo che questo caso (corrispondente alla retta verticale) comporta che il
numeratore sia identicamente nullo. Nell’incertezza su come bilanciare
l’importanza dei due addendi al denominatore, è opportuno in primo
luogo verificare cosa succede quando essi sono ugualmente grandi, ossia
per θr tale che

cos2 θr = r2 sin4 θr . (1.56)
Poiché cos2 θr = 1− sin2 θr, l’ultima identità è un’equazione biquadra-
tica in sin θr, risolvibile algebricamente (dopo occorre applicare l’arco-
seno per trovare θr), ma è più comodo risolverla trigonometricamente.
Prima però chiediamoci se esiste una soluzione θr per tutti i valori
piccoli di r. Per ogni r > 0, al variare di θ fra 0 e π/2, la funzione
θ 7→ r2 sin4 θ cresce da 0 a r2, mentre cos2 θ decresce da 1 a 0: quindi,
per il Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue (si veda
la solita Sezione 1.1) esiste una soluzione θr per ogni r, e, per la mo-
notonia, una sola. Quando r è piccolo, la funzione θ 7→ r2 sin4 θ è
uniformemente piccola, e quindi θr è tale che anche cos2 θr sia vicino a
0: pertanto θr deve avvicinarsi a π/2. Possiamo scegliere θr indifferen-
temente minore o maggiore di π/2, dal momento che le due funzioni
cos2 θ e r2 sin4 θ sono simmetriche intorno a θ = π/2. Facciamo una
scelta, ad esempio θr < π/2, ma θr → π/2 per r → 0+.
Quindi, non sorprendentemente, la curva r 7→ θr, sulla quale vogliamo
mostrare che la frazione si mantiene grande per r → 0+, è asintotica
a θ = π/2, ossia alla semiretta verticale {x = 0, y > 0} (in realtà,
visto che i termini del denominatore sono elevati al quadrato, anche la
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semiretta {x = 0, y > 0} va ugualmente bene).
Rammentiamo che volevamo trovare θr tale che valga l’equazione (1.56).
Ma ora non serve più! Infatti, ora sappiamo che θr esiste, e, da (1.56),
cos θr = r sin2 θr (poiché abbiamo scelto 0 < θr < π/2, il coseno è posi-
tivo) ed il segno a primo membro nell’estrazione della radice è positivo).
Pertanto

g̃(r, θr) =
r cos θr sin

2 θr
cos2 θ + r2 sin4 θr

=
r2 sin4 θr
2r2 sin4 θr

=
1

2

e quindi, su questa curva r 7→ θr, la funzione è costantemente uguale
a 1/2, l’estremo superiore su θ non tende a zero con r e la funzione è
discontinua.

tu

1.22 Calcolo differenziale in più variabili e
cambiamento di variabili negli integrali
multipli

Vogliamo considerare alcuni esempi più complessi di calcolo di integrali mul-
tipli. Questi esempi presumibilmente sono già noti da precedenti corsi di
Analisi Matematica: pertanto l’esposizione è sintetica, per maggiori dettagli
si veda un qualunque libro di Analisi Matematica (ad esempio [1] e [5], che
hanno ispirato questa presentazione). Essi sono basati sul cambiamento di
variabili, analogamente al Teorema di Integrazione di Sostituzione per inte-
grali unidimensionali (Sezione 1.1). Questo teorema asserisce che, se φ è una
mappa biunivoca da [a, b] a [c, d] e di classe C1 (cioè derivabile con derivata
continua), allora per ogni funzione integrabile su [c, d] la funzione composta
f ◦ φ è integrabile su [c, d] e∫ d

c

f(t) dt =

∫ ϕ−1(d)

ϕ−1(c)

f(φ(x))φ′(x) dx .

Poiché φ è biunivoca e di classe C1, è facile vedere che essa è monotòna (non
decrescente oppure non crescente). Nel primo caso φ−1(c) = a e φ−1(d) = b,
nel secondo avviene il viceversa. Spesso, per semplicità e senza perdita di
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generalità, questo teorema viene enunciato nel caso in cui φ sia non decre-
scente. Il caso non crescente è identico, ma porta ad un rovesciamento del-
l’ordine di integrazione, e quindi ad un cambiamento di segno dell’integrale.
Di conseguenza, se si rinuncia ad assumere che φ sia biunivoca, il teorema
diventa

Teorema 1.22.1. (Integrazione per sostituzione in una variabile.)
Nelle condizioni e con la notazione suesposte,∫ d

c

f(t) dt =

∫ b

a

f(φ(x))|φ′(x)| dx .

1.22.1 Derivate parziali e differenziale
Per estendere a più dimensioni il precedente Teorema 1.22.1 dobbiamo in-
trodurre l’analogo multidimensionale della funzione φ′. Cominciamo col
richiamare la ben nota definizione di derivata parziale:

Definizione 1.22.2. (Derivate parziali e direzionali.) Sia f : Rn → C.
Per i = 1, . . . , n si dice che f è derivabile in senso parziale rispetto a xi al
punto x0 ∈ Rn se la funzione F (t) = f(x01, . . . , x

0
i−1, x

0
i + t, x0i+1, . . . , x

0
n) è

derivabile al punto t = 0. La derivata parziale si denota con Dif(x
0) oppure

con ∂f
∂xi

(x0), e vale Dif(x
0) = F ′(0). Il vettore le cui componenti sono le

derivate parziali al punto x0 si chiama il gradiente di f a x0 e si indica
con ∇f(x0) oppure con grad f(x0). Se n è un versore in Rn, scriviamo ora
F (t) = f(x0 + tn), e definiamo la derivata direzionale di f in direzione n
come ∂f

∂n
(x0) = F ′(0) (la definizione precedente di derivata parziale i-sima è

il caso particolare di questa che corrisponde a scegliere al posto di n l’i-simo
vettore della base canonica).

Vale il seguente lemma sullo scambio dell’ordine di derivazione, la cui
dimostrazione, basata sul teorema del valor medio di Lagrange (Sezione 1.1)
lasciamo per esercizio al lettore, che può trovarla in qualunque libro di Calcolo
in più variabili (ad esempio, [5, 2nda parte, Cap. II, Sez. 7]):

Lemma 1.22.3. (Schwarz.) Se E ⊂ Rn è un aperto e f : E → R è una
funzione di classe C2, allora per ogni i, j = 1, . . . , n e per ogni x ∈ E si può
scambiare l’ordine delle derivate parziali: DiDjf(x) = DjDif(x).
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In più dimensioni la derivabilità in senso parziale non implica la conti-
nuità (ad esempio, la funzione che vale 1 sugli assi coordinati e zero altrove
nell’origine ha derivate parziali nulle ma non è continua). La nozione di
differenziabilità che assicura la continuità è la seguente.
Definizione 1.22.4. (Differenziale.) Sia A un aperto in Rn e f : A →
C. Si dice che f è differenziabile in x0 ∈ A se esiste un funzionale lineare
φ : Rn → R (Definizione 3.3.14) che approssima f a meno di infinitesimi, nel
senso che la differenza fra f(x) e l’approssimazione lineare f(x0) + φ(x− x0)
è infinitesima, per x→ x0, di ordine superiore al primo:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− φ(x− x0)

‖x− x0‖
= 0 .

In altre parole,
f(x) = f(x0) + φ(x− x0) + ε(x)

dove ε è un infinitesimo per x→ 0 (ossia una funzione di x con limite 0 se x
tende a zero).
Il funzionale lineare φ si chiama il differenziale di f al punto x0, e si indica
con dfx0 .
Nota 1.22.5. (Interpretazione geometrica del differenziale.) Si osservi
che, se n = 1, ovvero in una dimensione, la nozione di differenziabilità e di
derivabilità coincidono, e (per funzioni di variabile reale a valori reali) coin-
cidono entrambe con l’esistenza della retta tangente al grafico. Per funzioni
di variabile complessa a valori complessi questa visualizzazione geometrica è
ancora vera in un senso opportuno, ma bisogna considerare rette complesse:
il grafico è in C2 anziché R2, e si devono considerare rette in questo spa-
zio bidimensionale complesso (per questioni correlate si veda nel seguito la
nozione di derivata complessa (Definizione 1.22.13).

Invece in più dimensioni non è così. Poiché il grafico di una applicazione
lineare su Rn è un piano a dimensione n in Rn+1, una funzione f è differen-
ziabile in x0 se e solo se il suo grafico ammette piano tangente al punto x0:
questo piano ha per equazione y = f(x0)+φ(x−x0), dove ora y, x e x0 sono
punti in Rn. tu

Si dimostra facilmente il seguente teorema di derivazione:
Teorema 1.22.6. Sia f : Rn → R differenziabile al punto x0 con differenziale
φ. Allora per ogni versore n esiste la derivata direzionale di f nella direzione
n, e vale ∂f

∂n
(x0) = 〈∇f(x0), n〉, dove 〈, 〉 denota il prodotto scalare.
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Viceversa:
Teorema 1.22.7. Sia f una funzione di classe C1 ad un punto x (cioè, le
derivate parziali di f esistono in un intorno di x e sono continue in x. Allora
f è differenziabile in x.

Il Teorema 1.22.6 è un caso particolare della regola di derivazione di
funzione composta, detta regola della catena (Corollario 1.22.17), per illu-
strare la quale occorre estendere la definizione di differenziale a funzioni
f : Rn → Rm.
Definizione 1.22.8. (Differenziale in più variabili e matrice Jacobia-
na.) Sia A un aperto in Rn e f : A → Rm. Si dice che f è differenziabile in
x0 ∈ A se esiste una applicazione lineare φ : Rn → Rm (Definizione 3.3.14)
che approssima f a meno di infinitesimi:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− φ(x− x0)

‖x− x0‖
= 0 .

L’operatore lineare φ si chiama il differenziale di f al punto x0, e si indica
con df(x0). La matrice che rappresenta φ nelle basi canoniche di Rn e Rm si
chiama la matrice Jacobiana di f in x0, e si indica con J : se fi : Rn → R
è la i-sima componente di f , allora la matrice J è data da Jij = ∂fi

∂xj
(x0) =

Djfi(x
0).

Nota 1.22.9. È immediato vedere che f è differenziabile se e solo se lo sono
tutte le sue componenti. tu

Esempio 1.22.10. La condizione sufficiente per la differenziabilità enunciata
nel Teorema 1.22.7 è spesso scomoda da verificare, e non deve mascherare
il fatto che la nozione di differenziabilità è nient’altro che una condizione di
sviluppabilità al primo ordine di Taylor (Definizione 1.22.4). Ad esempio, sia

f(x, y) =


√
x2+y2−sin(

√
x2+y2)

(
√
x2+y2)3

se (x, y) 6= (0, 0)

1
6

se x = 0 = y

Non occorre calcolare derivate per mostrare che f è differenziabile nell’origi-
ne. Basta mostrare che f è sviluppabile secondo Taylor al primo ordine: in
particolare, mostriamo che

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)√
x2 + y2

= 0 .



162 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Infatti, questo equivale a dire che f è differenziabile nell’origine con diffe-
renziale nullo. Per calcolare il limite nell’ultima espressione, osserviamo che
essa equivale a √

x2+y2−sin(
√
x2+y2)

(
√
x2+y2)3

− 1
6√

x2 + y2
= o(1) ,

ossia √
x2 + y2 − sin(

√
x2 + y2)

(
√
x2 + y2)3

− 1

6
= o(

√
x2 + y2) .

Questo equivale a dire che

ρ− sin ρ

ρ3
− 1

6
= o(ρ) ,

ossia
ρ− ρ3

6
− sin ρ = o(ρ4) ,

e quest’ultima relazione equivale al ben noto sviluppo di Taylor della funzione
seno (in una sola variabile) al terzo ordine.

Si osservi che, se avessimo invece considerato

g(x, y) =

{
e
√

x2+y2−1√
x2+y2

se (x, y) 6= (0, 0)

1 se x = 0 = y

ossia
g(x, y) = h(ρ) :=

eρ − 1

ρ
,

la funzione g sarebbe stata continua nell’origine, ma il differenziale non sa-
rebbe stato nullo, perché eρ = 1+ρ+ 1

2
ρ2+o(ρ2), e quindi h(ρ) = 1+ 1

2
ρ+o(ρ).

In altre parole, h(ρ)−h(o)
ρ

6= o(1). Questo equivale a dire che la funzione g non
ha differenziale nullo nell’origine, ossia non ha piano tangente orizzontale.
In effetti, non è differenziabile, perché non ha derivate parziali nell’origine.
Infatti, la funzione g è a simmetria radiale, e quindi tutte le derivate direzio-
nali coincidono. Calcolaimo allora la derivata parziale D+

x g(0, 0) nell’origine
nella direzione del semiasse x positivo:

D+
x g(0, 0) := lim

x→0+

g(x, 0)− g(0, 0)

x
= lim

x→0+

ex−1
x

− 1

x
= lim

x→0+

ex − 1− x

x2
=

1

2
,
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di nuovo dallo sviluppo di Taylor, questa volta dell’esponenziale, al primo
ordine. Ora, se calcoliamo la derivata nella direzione del semiasse x negativo,
otteniamo di nuovo

D−
x g(0, 0) := lim

x→0−

g(x, 0)− g(0, 0)

x
= lim

x→0−

e|x|−1
|x| − 1

x

= lim
x→0−

e|x| − 1− |x|
x |x|

= −1

2
.

Quindi, nell’origine, le derivate parziali sinistra e destra rispetto a x non
coincidono, e quindi non esiste la derivata parziale. Pertanto f non è dif-
ferenziabile, in base alla condizione necessaria del Teorema 1.22.6.
tu

Nota 1.22.11. Possiamo generalizzare quanto osservato per la funzione g nella
seconda parte del precedente Esempio 1.22.10. A questo scopo, rammentia-
mo che, per funzioni di una variabile derivabili e pari, la derivata è dispari
(Sezione 1.1), e quindi la derivata nell’origine deve essere nulla. Analoga-
mente, se una funzione g in più variabili è differenziabile nell’origine ed ha
simmetria radiale (e quindi è tale che tutte le sue sezioni lungo rette pas-
santi per l’origine sono funzioni pari di una variabile), allora g deve avere
derivate direzionali tutte nulle nell’origine. Se per semplicità limitiamo l’at-
tenzione a due sole variabili (ma il caso generale è analogo) e scriviamo di
nuovo h(ρ) = h(

√
x2 + y2) = g(x, y), allora questo significa che g non è

differenziabile nell’origine a meno che si abbia

lim
ρ→0

h(ρ)− h(0)

ρ
= 0 ,

ossia h(ρ) = h(0) + o(ρ). In particolare, h deve avere derivata nulla in 0.
tu

Nota 1.22.12. (Il significato della notazione sul differenziale: forme
differenziali esatte.) In questa Nota, poiché dovremo trattare fianco a
fianco vettori in Rn e coordinate, per evitare ambiguità indichiamo in gras-
setto i vettori in Rn.
Nel caso particolare di dimensione 1, la notazione che abbiamo introdotto
per il differenziale di una funzione nella Definizione 1.22.4 sembra portare,
apparentemente, ad una certa ambiguità. Prendiamo ad esempio la funzione
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f(x) = x: allora il suo differenziale dfx0 viene indicato con lo stesso simbolo
dx che appare nella notazione per gli integrali. Sappiamo che, in entrambi i
casi, questo simbolo trae le sue radici storiche dalla nozione di incremento li-
neare x−x0: ma abbiamo la capacità di chiarirne la natura formale? Nel caso
dell’integrale, il simbolo dx fu introdotto senza una definizione esplicita, più
o meno come la parentesi destra di una coppia di parentesi (la parentesi di
sinistra essendo il simbolo

∫
di integrale). Però, nel contesto dell’integrale, al

simbolo dx è stata associata una regola di calcolo formale, quella del teorema
di cambiamento di variabile, che nel calcolo formale si traduce nella regola
simbolica df(x) = f ′(x) dx, dove f è un cambiamento di variabili di classe
C1 (rimandiamo il lettore al teorema di integrazione per sostituzione nella
Sezione 1.1, anche nella forma del successivo Teorema 1.22.1). Nell’ambito di
n variabili x1, . . . , xn, è possibile introdurre una analoga regola di calcolo for-
male per una espressione del tipo f1(x) dx1 + · · ·+ fn(x) dxn, dove f1, . . . , fn
sono funzioni continue a valori scalari su Rn, e lo faremo in seguito, parlando
di forme differenziali nella Sottosezione 1.29.5 sugli integrali a valori scalari
di campi vettoriali lungo curve. Qui, invece, vogliamo concentrarci in via
preliminare sulla natura formale di questo concetto (e quindi, in particolare,
anche del consueto simbolo dx per l’integrale in una dimensione).
Ritorniamo quindi all’ambiente di Rn. Dal Teorema 1.22.6 sappiamo che
dfx0(x − x0) = 〈∇f(x0), x − x0〉. Questo equivale a scrivere dfx0(x) =
〈∇f(x0), x〉 ed a considerare il differenziale al punto x0 come il funzionale
lineare su Rn associato al prodotto scalare con il vettore ∇f(x0). Per essere
più precisi, qui stiamo applicando il funzionale associato a ∇f(x0) ai vettori
dello spazio tangente al grafico di f al punto x0, ma tutti questi spazi tan-
genti coincidono con l’unico spazio duale (Rn)∗ ∼ Rn. Senza addentrarci qui
nella terminologia degli spazi affini, possiamo far ricorso ad una terminologia
cara ai fisici, che sono interessati a questi concetti perché da essi dipende
la modellizzazione del lavoro fatto da un campo di forze su un corpo che si
muove lungo una curva (si veda il successivo Esercizio 1.29.40), e pensare
come ai vettori in questo spazio tangente al punto x0 come vettori applicati
a x0. Denotiamo con ei i vettori della base canonica di Rn, e con e∗i i vettori
della base duale in (Rn)∗: ovvero, 〈e∗j, ei〉 = 1 se i = j e 0 se i 6= j. I funzio-
nali e∗i sono nient’altro che le proiezioni canoniche sugli assi, nel senso che
〈e∗i, x〉 = xi per ogni vettore x ∈ Rn e per ogni i = 1, . . . , n. Con diversa
notazione (quella per le funzioni, senza usare prodotti scalari), e∗i(x) = xi.
Qui stiamo ora pensando a e∗i come una funzione da Rn a R (lineare!), la
funzione coordinata i−esima: spesso, per semplicità, questa funzione si indi-
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ca con xi. Poiché questa funzione è lineare ed omogenea, essa coincide con
il proprio differenziale, ma è naturale indicarne il differenziale con dxi. Se
utilizziamo questa ulteriore notazione, abbiamo

dfx0 =
n∑
i=1

Dif(x
0) e∗i =

n∑
i=1

Dif(x
0) dxi . (1.57)

Al variare di x0 la funzione lineare x0 7→ dfx0 =
∑n

i=1Dif(x
0) dxi, da Rn

a (Rn)∗ ∼ Rn, si chiama un forma differenziale esatta. Più in generale, con
questa stessa notazione, data una n−pla di funzioni continue a1 , . . . , an su
Rn, la funzione lineare x0 7→

∑n
i=1 ai(x

0) dxi, da Rn a (Rn)∗ ∼ Rn, si chiama
una forma differenziale lineare. Per uno studio di questi concetti rinviamo
il lettore alla Definiziona 1.29.41 ed alle corrispondenti Sottosezioni 1.29.5,
1.29.7, 1.29.8. tu

1.22.2 ∗Derivata in senso complesso, differenziabilità
ed equazioni di Cauchy–Riemann

Anticipiamo qui la definizione di derivata in senso complesso, che verrà
studiata in profondità nella Sezione 2.1.

Consideriamo funzioni di variabile complessa e a valori complessi, f :
C → C. Per queste funzioni, la nozione di derivata è quella naturale (essa
verrà ripetuta nella Definizione 2.1.1, in un contesto in cui si studieranno le
sue propriet‘a peculiari, che qui non servono).

Definizione 1.22.13. (Derivata in senso complesso.) . Sia f : C→ C,
e sia z0 un punto interno al dominio di definizione di f . Si dice che f è
derivabile (in senso complesso) al punto z0 se esiste finito il limite

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

che in tal caso si chiama la derivata di f a z0.

1.22.3 Regola della catena, invertibilità locale
Teorema 1.22.14. (Differenziale di funzione composta.) Se f : Rn →
Rm è differenziabile in x0 ∈ A ⊂ Rn e g : Rm → Rk è differenziabile in
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f(x0) ∈ B ⊂ Rm, allora la funzione composta h = g ◦ f : Rn → Rk è
differenziabile in x0 ed il suo differenziale è la composizione dei differenziali
di f e g:

dh(x0) = dg(f(x0)) df(x0) .

Nota 1.22.15. In termini matriciali, la matrice Jacobiana di f ◦g è il prodotto
righe per colonne delle matrici Jacobiane di g e f (in questo ordine).
tu

Nota 1.22.16. Ovviamente il precedente Teorema 1.22.14 sul differenziale di
funzione composta vale anche nel caso di funzioni da f : R → R, dove i
differenziali sono le applicazioni lineari banali su R date dalla moltiplicazione
per un numero (la derivata di f : in questo caso la regola di derivazione di
funzione composta si traduce nel fatto che la derivata di tale funzione è il
prodotto delle derivate dei due fattori nei punti corrispondenti: (f ◦ g)′(x) =
f ′(g(x)) g′(x). La stessa regola vale per funzioni f : C → C derivabili in
senso complesso (si veda anche la Proposizione ??). tu

Corollario 1.22.17. (Regola della catena.) Sia A ⊂ Rn un aperto e
f : A → R. Sia B ⊂ Rk un aperto e φ : B → A. Se φ è differenziabile in
x0 ∈ A e f è differenziabile in y0 = φ(x0) ∈ A, la funzione composta h = f ◦φ
ammette tutte le derivate parziali al punto x0 e per ogni i = 1, . . . , n si ha

Dih(x
0) =

n∑
k=1

Dkf(y
0)Diφk(x

0) .

Definizione 1.22.18. (Jacobiano.) Se una funzione f : Rn → Rn è dif-
ferenziabile, il determinante della sua matrice Jacobiana j(x) = det J(x)
(Definizione 1.22.8) si chiama la funzione jacobiana, o più brevemente lo
Jacobiano di f .

Definizione 1.22.19. (Funzioni localmente invertibili.) Siano A e B
due aperti in Rn e f una funzione da A a B. Si dice che f è localmente
invertibile in x ∈ A se esistono un aperto U ⊂ A contenente x ed un aperto
V ⊂ B contenente f(x) tali che f : U → V sia biunivoca. La funzione f è
localmente invertibile in A se è localmente invertibile in tutti i punti di A.

Ad esempio, la trasformazione delle coordinate polari, f1(r, θ) = r cos θ,
f1(r, θ) = r sin θ, 0 ⩽ r < ∞, θ ∈ R, non è invertibile perché non è iniettiva
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per r = 0 (quando r = 0, f1(r, θ) = f2(r, θ) = 0 qualunque sia θ). Se si limita
il dominio di f all’aperto r > 0, di nuovo f non è invertibile perché non è
iniettiva: f(r, θ + 2π) = f(r, θ). Però ora f è localmente invertibile: basta
limitare l’attenzione all’aperto A = {r > 0, 0 < θ < 2π}.

Rinviamo il lettore a [5, 2nda parte, Cap. VII, Sez. 5] per una dimostra-
zione del risultato seguente:

Teorema 1.22.20. (Invertibilità locale di funzioni differenziabili.)
Siano A e B due aperti in Rn e f una funzione da A a B di classe C1(A).
Se il determinante jacobiano j(x) è non nullo per un x ∈ A, allora f è
localmente invertibile in x e l’inversa è differenziabile e di classe C1 in un
intorno del punto f(x).

Esempio 1.22.21. Nel caso di una funzione da R3 a R3, il Teorema di inverti-
bilità locale 1.22.20 ha una visualizzazione geometrica interessante. Fissiamo
una delle tre coordinate nel dominio di definizione: allora la mappa f , al va-
riare delle altre due coordinate, descrive una superficie bidimensionale in R3

(si tratta di una sezione bidimensionale dell’immagine di f). Ad esempio,
consideriamo le coordinate sferiche in R3, che saranno studiate per gli scopi
dell’integrazione nel successivo Esercizio 1.22.25, e che sono definite dalla
seguente mappa f : (ρ, θ, ϕ) 7→ (x, y, z):

x = ρ cos θ sinϕ

y = ρ sin θ sinϕ

z = ρ cosϕ ,

con ρ ⩾ 0, 0 ⩽ θ < 2π, 0 ⩽ ϕ ⩽ π.
Fissiamo un valore del parametro ρ > 0, che rappresenta la distanza dal-
l’origine. Allora, al variare degli angoli di longitudine θ e di latitudine φ,
l’immagine di f è la superficie sferica di raggio ρ. Fissiamo ρ = 1 per sem-
plicità. Consideriamo le curve di livello θ = costante o ϕ = costante, ovvero
i paralleli

pφ(θ) = cos θ sinϕe1 + sin θ sinϕe2 + cosϕe3

ed i meridiani

mθ(ϕ) = cos θ sinϕe1 + sin θ sinϕe2 + cosϕe3 .

Siamo interessati ai vettori tangenti a queste curve, ossia a

p′
φ(θ) = Dθm

′
φ(θ) = − sin θ sinϕe1 + cos θ sinϕe2
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e
m′

θ(ϕ) = Dφm
′
θ(ϕ) = cos θ cosϕe1 + sin θ cosϕe2 − sinϕe3 .

Se non avessimo posto ρ = 1 ora avremmo avuto meridiani e paralleli de-
notati da mρ,θ(ϕ) e pρ,φ(θ), ed i loro vettori tangenti denotati da m′

ρ,θ(ϕ)
e p′

ρ,φ(θ), ma l’unica differenza nelle formule sarebbe solo la moltiplicazione
per un fattore ρ.
È facile verificare, e geometricamente ovvio, che questi vettori tangenti, al-
lo stesso punto (θ, ϕ) della superficie sferica, sono perpendicolari. È anche
chiaro che i paralleli per ϕ = 0 (polo Nord) e ϕ = π (polo Sud) sono curve
costanti (i due poli), ed i vettori tangenti sono nulli, come immediatamente
verificato visto che sinϕ = 0 in questi due casi. Quindi, ai due poli, la mappa
f non è iniettiva, e quindi non è localmente invertibile.

Per verificare a questi due punti la perdita di invertibilità locale in base
all’enunciato del Teorema 1.22.20 occorre calcolare il determinante jacobiano
j(ρ, θ, ϕ) di f .
Lasciamo al lettore la verifica del fatto seguente: j(ρ, θ, ϕ) è la norma del
prodotto vettoriale dei vettori tangenti m′

ρ,θ e p′
ρ,φ. Il prodotto vettoriale

di questi due vettori tangenti è necessariamnete un vettore radiale, ossia
perpendicolare alla superficie sferica ρ = costante. lasciamo la lettore il
calcolo della sua norma, che risulta essere ρ2 sinϕ. Osserviamo che la norma,
e quindi il determinante jacobiano, si annullano ai due poli, dove si perde
l’invertibilità locale.

In questo esempio, la perdita dell’invertibilità locale è dovuta al fatto che,
ai due poli, uno dei due vettori tangenti alle curve di livello diventa nullo.
C’è, in generale, un altro modo di perdere l’invertibilità locale. Immaginiamo
una superficie di livello che, a differenza della sfera, sia fatta come un nastro
che si stringa ad un punto come quando un foglio di carta viene stretto fra due
dita. In tal caso i vettori tangenti possono non annullarsi, ma allora devono
diventare paralleli, ed il loro prodotto vettore quindi si annulla. tu

1.22.4 Integrazione per cambiamento di variabile
Enunciamo infine il teorema di cambiamento di variabili per l’integrale di
Lebesgue in Rn (denotando con dx la misura di Lebesgue). Questo teorema
estende a più dimensioni il Teorema di Integrazione per Sostituzione in una
dimensione (Teorema 1.22.1). Nel caso dell’integrale di Riemann, in cui c’è
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differenza fra integrali propri ed impropri, il teorema dovrebbe essere enun-
ciato per funzioni su aperti limitati. Per la dimostrazione, assai complessa,
rimandiamo a [1, Cap. 15].

Teorema 1.22.22. (Cambiamento di variabili negli integrali mul-
tipli.) Sia A un aperto in Rn e φ : A→ Rn una funzione di classe C1(A) e
tale che il suo determinante jacobiano j(x) sia non nullo per ogni x ∈ A. Se
f ∈ L1(φ(A)), allora∫

ϕ(A)

f(x) dx =

∫
A

f(φ(t))|j(t)| dt .

Esercizio 1.22.23. (Integrazione in coordinate polari.) Come già visto,
la trasformazione è definita sul dominio ρ ⩾ 0, 0 ⩾ θ < 2π dalla regola

x = ρ cos θ

y = ρ sin θ ,

e non è invertibile (e neppure localmente invertibile) perché non è iniettiva
a ρ = 0 (altrove è non solo localmente invertibile, ma anche invertibile. Il
dominio dove si perde l’invertibilità ha misura di Lebesgue zero, e quindi il
Teorema 1.22.22 continua a valere.
Si calcoli il determinante jacobiano e si provi che vale r. Da qui segue la
formula di integrazione in coordinate polari:∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx dy =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

f̃(ρ, θ)ρ dρ dθ ,

dove f̃ è la funzione composta f̃(ρ, θ) = f(x(ρ, θ), y(ρ, θ)). tu

È immediato trasportare questo esercizio a tre dimensioni:

Esercizio 1.22.24. (Integrazione in coordinate cilindriche.) La trasfor-
mazione in coordinate cilindriche con asse z è

x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

(z = z).
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Provare, come prima, che lo jacobiano vale ρ, e che quindi vale la formula di
cambiamento di variabili∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
f̃(ρ, θ, z)ρ dρ dθ dz .

tu

Esercizio 1.22.25. (Integrazione in coordinate sferiche.) La trasforma-
zione in coordinate sferiche in tre dimensioni è espressa in termini degli angoli
φ di latitudine e θ di longitudine (detti angoli di Eulero) già introdotti nelle
identità (??) come segue:

x = ρ cos θ sinϕ

y = ρ sin θ sinϕ

z = ρ cosϕ ,

con ρ ⩾ 0, 0 ⩽ θ < 2π, 0 ⩽ ϕ ⩽ π.

x

y

z

(x, y, z)

θ

φ

ρ cos φ

ρ sin φ

ρ

Figura 1.16: Angoli di Eulero e coordinate sferiche
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Di nuovo, si perde l’invertibilità, anche locale, nei dominii ϕ = 0 (polo
Nord) e ϕ = π (polo Sud), ma questi domini hanno misura nulla e quindi
il Teorema di cambiamento di Variabili 1.22.22 continua a valere. Si calcoli
lo Jacobiano della trasformazione, che risulta uguale a ρ2 sinϕ. Pertanto dal
Teorema di Cambiamento di Variabili segue∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

∫ π

0

f̃(ρ, θ, z) ρ2 sinϕdρ dθ dϕ .

Si ottenga lo stesso risultato scomponendo la trasformazione in coordinate
sferiche come composizione di trasformazioni in coordinate cilindriche, ed
applicando il teorema di composizione per i differenziali, Teorema 1.22.14.

tu

1.23 Integrali dipendenti da un parametro

1.23.1 Derivazione sotto il segno di integrale
Cominciamo con il dimostrare una proprietà di derivazione sotto il segno di
integrale su un compatto, che in seguito estenderemo a integrali su domini
non compatti (quindi impropri, per l’integrale di Riemann).

Teorema 1.23.1. (Derivazione sotto il segno di integrale su un
compatto.) Sia R il rettangolo R = {a ⩽ x ⩽ b, c ⩽ y ⩽ d}, e sia f
una funzione definita su R tale che, per ogni c ⩽ y ⩽ d, l’integrale F (y) =∫ b
a
f(x, y) dx esista finito, e la derivata rispetto a y, D2f , sia continua su R.

Allora F è derivabile per ogni y ∈ [c, d] e

F ′(y) =

∫ b

a

D2f(x, y) dx .

Dimostrazione. Dal momento che la funzione D2f è continua sul compatto
R, per il Teorema di Heine sulla uniforme continuità (Teorema 1.8.6), essa
è uniformemente continua: per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che, se (x, y) e
(x′, y′) ∈ R distano meno di δ, allora

|D2f(x, y)−D2f(x
′, y′)| < ε . (1.58)
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Per il Teorema del Valor Medio di Lagrange (Sezione 1.1), per ogni x ∈ [a, b]
e y, y0 ∈ [c, d] esiste η = η(x, y, y0) ∈ [y0, y] tale che f(x, y) − f(x, y0) =
D2f(x, η).
Consideriamo allora il rapporto incrementale di F a y0. Si ha:

F (y)− F (y0)

y − y0
=

∫ b

a

f(x, y)− f(x, y0)

y − y0
dx =

∫ b

a

D2f(x, η) dx .

Ora fissiamo ε > 0 ed il δ ad esso associato che rende vera (1.58). Inoltre
prendiamo |y−y0| < δ. Allora anche ‖(x, η)− (x, y0)‖ < δ per ogni x ∈ [a, b];
pertanto, per (1.58),

∣∣∣∣F (y)− F (y0)

y − y0
−
∫ b

a

D2f(x, y0) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a

|D2f(x, η)−D2f(x, y0)| dx

⩽ ε |b− a| , (1.59)

e quindi limy→y0
F (y)−F (y0)

y−y0 = F ′(y0). tu

Un argomento analogo porta alla generalizzazione seguente:

Corollario 1.23.2. (Derivazione sotto il segno di integrale su uno
spazio di misura finita.) Sia A un aperto in R o C, [a, b] un intervallo
in R, o più in generale [a, b] = [a1, b1] × · · · × [an, bn] un pluriintervallo
in Rn, e µ una misura di Borel finita su [a, b]. Sia Q = [a, b] × A, e sia
f una funzione definita su Q tale che, per ogni y ∈ A, l’integrale F (y) =∫ b1
a1
· · ·
∫ bn
an
f(x, y) dµ(x) esista finito, e la derivata rispetto a y, D2f (nel senso

reale se A ⊂ R o complesso della Definizione 1.22.13 se A ⊂ C) sia continua
su R. Allora F è derivabile per ogni y ∈ A e

F ′(y) =

∫
[a,b]

D2f(x, y) dµ(x) .

Dimostrazione. Fissiamo y0 ∈ A e sia A0 ⊂ A un disco aperto con centro
in y0, e A0 la sua chiusura, ancora contenuta in A. Procedendo come nella
dimostrazione del precedente Teorema 1.23.1, applicata al compatto Q0 =
[a, b] × A0, grazie al Corollario 1.9.31 arriviamo al seguente analogo della
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disuguaglianza (1.59),∣∣∣∣F (y)− F (y0)

y − y0
−
∫
[a,b]

D2f(x, y0) dµ(x)

∣∣∣∣
⩽
∫
[a,b]

|D2f(x, η)−D2f(x, y0)| d|µ|(x) ⩽ ε |µ|([a, b]) ,

da cui il risultato segue come prima. tu

Nota 1.23.3. I precedenti risultati di derivazione sotto il segno di integrale
(Teorema 1.23.1 e Corollario 1.23.2), così come tutte le loro varianti per in-
tegrali impropri, che illustreremo nelle prossime Sottosezioni 1.23.2 e 1.23.3,
utilizzano soltanto rapporti incrementali, differenziabilità ed il Teorema del
Valor Medio di Lagrange, e quindi valgono anche per derivate in senso com-
plesso (Definizione 1.22.13), qualora il parametro rispetto al quale si deriva
sia un parametro complesso. tu

1.23.2 Integrali su domini illimitati, uniformemente con-
vergenti rispetto ad un parametro

Ora estendiamo il risultato di derivazione sotto il segno di integrale della
Sottosezione 1.23 al caso di integrali su domini illimitati. Siano O ⊂ Rn un
insieme misurabile secondo Lebesgue illimitato, A ⊂ Rm, f : O × A → C.
Per ogni y ∈ A vogliamo studiare il seguente integrale improprio sul dominio
O:

F (y) =

∫
O

f(x, y) dx . (1.60)

Definizione 1.23.4. (Integrale su un dominio illimitato, uniformemente
convergente.) Si dice che l’integrale F (y) in (1.60) è uniformemente conver-
gente rispetto a y se per ogni ε > 0 esiste r0 > 0, che dipende da ε ma non
da y, tale che, per ogni palla Br ⊂ Rn con raggio r > r0 e centro, diciamo,
l’origine, si ha ∣∣∣∣∫

O\Br

f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε . (1.61)

Poniamo Fr(y) =
∫
Br
f(x, y) dx. Allora (1.61) equivale a dire che, per r → ∞,

Fr(y) converge uniformemente rispetto a y ∈ A all’integrale F (y) in (1.60).
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Questa definizione ha varie conseguenze immediate:

Corollario 1.23.5. Se f è continua in O × A e l’integrale in (1.60) è
uniformemente convergente, allora F è continua in A

Corollario 1.23.6. Se in aggiunta alle ipotesi del precedente Corollario
1.23.7 si assume cha anche A sia misurabile secondo Lebesgue e se A è
limitato o di misura finita oppure se f ⩾ 0, allora∫

A

F (y) dy =

∫
A

∫
O

f(x, y) dy dx =

∫
O

∫
A

f(x, y) dx dy .

Lo stesso risultato vale se invece della misura di Lebesgue si considera una mi-
sura regolare di Borel assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue
(Definizione 1.9.25).

Corollario 1.23.7. Se f e D2f sono continue in O × A e l’integrale in
(1.60) è convergente per ogni y ∈ A e l’integrale F2(y) =

∫
O
D2f(x, y) dx è

uniformemente convergente, allora (F2 è continua per il Corollario 1.23.7 e
si può scambiare la derivata con l’integrale: per ogni y, F ′(y) = F2(y), cioè

D2

∫
O

f(x, y) dx =

∫
O

D2f(x, y) dx .

Lo stesso risultato vale se invece della misura di Lebesgue si considera una
misura regolare di Borel assolutamente continua rispetto alla misura di Le-
besgue.

Corollario 1.23.8. (Test di Weierstrass per la convergenza unifor-
me di integrali rispetto a un parametro.) Se esiste g ∈ L1(O) tale che
|f(x, y)| ⩽ |g(x)| per quasi ogni x ∈ O e per ogni y ∈ A, allora l’integrale∫
O
f(x, y) dx è uniformemente convergente.

Lo stesso risultato vale se invece della misura di Lebesgue si considera una
misura regolare di Borel assolutamente continua rispetto alla misura di Le-
besgue.

Accenniamo le dimostrazioni di questi risultati. Nelle ipotesi del Corol-
lario 1.23.5 la funzione f(x, y) è continua in Br×A. Quindi l’integrale Fr(y)
introdotto nella Definizione 1.23.4 è una funzione continua di y e converge
uniformemente a F (y) =

∫
O
f(x, y) dx: dal Teorema 1.3.16 (che fu dimostrato

per il passaggio al limite rispetto ad un indice discreto, ma la dimostrazione
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è analoga in questo caso continuo) segue che F è continua su A, e quindi il
Corollario.

Analogamente si procede per dimostrare il Corollario 1.23.6, nelle cui
ipotesi gli integrali Fr(y) e F (y) sono continui rispetto a y ∈ A ed il primo
converge uniformemente al secondo per r → ∞. Allora limr→∞

∫
A
Fr(x) dx =∫

A
F (x) dx esiste (finito se A è limitato) per il Teorema 1.3.17 (anche in

questo caso esteso a passaggi al limite rispetto ad un indice continuo anziché
discreto), e nel prodotto cartesiano Br × A si può applicare il Teorema di
Fubini 1.20.4 (i) se f ⩾ 0 oppure 1.20.4 (ii) se A è limitato o di misura finita
per ottenere

∫
Br

∫
A

f(x, y) dy dx =

∫
A

∫
Br

f(x, y) dx dy =

∫
A

Fr(y) dy →
∫
A

F (y) dy

=

∫
A

∫
O

f(x, y) dx dy

da cui il Corollario 1.23.6.
La dimostrazione del Corollario 1.23.7 di derivazione sotto il segno di

integrale è del tutto analoga: la dimostramo qui con un certo dettaglio.
Fissiamo y0 ∈ A e sia A0 ⊂ A un disco aperto con centro in y0, e A0 la
sua chiusura, ancora contenuta in A. Poich’e l’integrale si assume unifor-
memente convergente, per ogni ε > 0 esiste un compatto K in Rn tale che∣∣∣∫O\K f(x, y) dµ(x)

∣∣∣ < ε.
Procedendo come nella dimostrazione del precedente Teorema 1.23.1, ap-
plicata al compatto Q0 = K × A0, grazie al Corollario 1.9.31 arriviamo al
seguente analogo della disuguaglianza (1.59),∣∣∣∣F (y)− F (y0)

y − y0
−
∫
O

D2f(x, y0) dµ(x)

∣∣∣∣
<

∣∣∣∣F (y)− F (y0)

y − y0
−
∫
K

D2f(x, y0) dµ(x)

∣∣∣∣+ ε

⩽
∫
K

|D2f(x, η)−D2f(x, y0)| d|µ|(x) + ε ⩽ ε (1 + |µ|(K)) ,

da cui il risultato segue come prima.
Infine, il test di Weierstrass vale perché , se la funzione maggiorante

g ∈ L1(O), allora per ogni ε > 0 esiste r0 tale che
∫
O\Br

|g(x)| dx < ε per
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ogni r > r0. Ma allora, poichè |f(x, y)| ⩽ |g(x)|, la stessa disuguaglianza
vale per f , e quindi il suo integtale verifica la condizione di uniformeme
convergenza data nella Definizione 1.23.4.

1.23.3 Integrali di funzioni con singolarità fisse, unifor-
memente convergenti

Siano ora D ⊂ Rn un insieme misurabile secondo Lebesgue, U ⊂ Rm, f :
D × U → C illimitata, con un unico punto x0 di singolarità (cioè tale che
per ogni palla B = Br(x0) con centro x0 e raggio r > 0 arbitrario si ha che f
è limitata in {D \ B} × U). Anche in questo caso, per ogni y ∈ U vogliamo
studiare l’integrale F (y) =

∫
D
f(x, y) dx, come in (1.60).

Definizione 1.23.9. (Integrale improprio con singolarità al finito uniforme-
mente convergente.) Si dice che l’integrale F (y) in in (1.60) è uniformemente
convergente rispetto a y se per ogni ε > 0 esiste r0 > 0, che dipende da ε ma
non da y, tale che, per ogni palla B = Br(x0) con centro x0 e raggio r < r0
si ha ∣∣∣∣∫

D\Br

f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε . (1.62)

Poniamo Fr(y) =
∫
D\Br

f(x, y) dx. Allora (1.62) equivale a dire che, per
r → 0+, Fr(y) converge uniformemente rispetto a y ∈ U all’integrale F (y) in
(1.60).

I risultati esposti per gli integrali su domini illimitati dipendenti da un
parametro si ripetono in maniera analoga in questo nuovo contesto: la loro
formulazione e dimostrazione viene lasciata per esercizio.

1.23.4 Esempio: la funzione Gamma
La funzione Gamma, introdotta da L. Euler, è l’integrale improprio

Γ(z) =

∫ ∞

0

xz−1e−xdx

Con z ∈ C. Questo integrale è improprio sia a causa di una singolarità
a z = 0 sia perché il dominio di integrazione è illimitato. Consideriamo
dapprima il caso in cui z è reale positivo (scriviamo in questo caso s invece
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di z). Mostriamo che l’integrale è uniformemente convergente se il parametro
s varia in un qualsiasi intervallo finito, a ⩽ s ⩽ b. A questo scopo spezziamo
l’integrale: ∫ ∞

0

xs−1e−xdx =

∫ 1

0

xs−1e−xdx+

∫ ∞

1

xs−1e−xdx (1.63)

<

∫ 1

0

xa−1dx+

∫ ∞

1

xb−1e−xdx <∞

perché ts < ta per 0 < a < s e 0 < t < 1, e viceversa ts < tb per s < b
e t > 1. Gli ultimi due integrali sono convergenti perché a − 1 > −1 e
perché la velocità di decadimento asintotico dell’esponenziale predomina sulla
crescita del polinomio (Sezione 1.1). Pertanto l’integrale è uniformemente
convergente rispetto al parametro s ∈ [a, b] in base al test di Weierstrass
(Corollario 1.23.8 ed il suo analogo per integrali con singolarità al finito).

La derivata dell’integrando della funzione Γ è ts−1 ln te−t, e l’integrale∫∞
0
ts−1 ln t e−tdt è uniformemente convergente per lo stesso argomento che

abbiamo usato per la funzione Γ.
Ritornando ora al parametro complesso z = s+ iu osserviamo che |tz| =

ts|tiu| = ts|eiu ln t| = ts. Pertanto anche gli integrali complessi Γ(z) =∫∞
0
xz−1 e−x dx e

∫∞
0
tz−1 ln t e−t dt sono uniformemente convergenti quando

il parametro z verifica la condizione 0 < a ⩽ Re z ⩽ b < ∞. Quindi, per i
teoremi di derivazione sotto il segno di integrale (Corollario 1.23.7 ed il suo
analogo per integrali con singolarità al finito) ora sappiamo che la funzione
Gamma è derivabile rispetto al parametro sotto il segno di integrale, purché
0 < a ⩽ Re z ⩽ b <∞, e si ha

Γ′(z) =

∫ ∞

0

tz−1 ln t e−tdt .

Se il parametro z si prende complesso, i calcoli che abbiamo fatto ed i teoremi
che abbiamo usato valgono anche per la derivata in senso complesso, grazie
alla Nota 1.23.3, e quindi abbiamo provato che, nel range di variabilità del
parametro 0 < a ⩽ Re z ⩽ b < ∞, la funzione Gamma è derivabile in senso
complesso. Poiché a > 0 è arbitrario, questo prova che la Gamma è derivabile
per ogni z con Re z > 0.

Si noti però che l’integrale che definisce la Gamma non è uniformemente
convergente se il parametro varia in tutta la semiretta (0,+∞): in effetti,
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non lo è nessuno dei due integrali in cui abbiamo spezzato la Gamma in
(1.63). Infatti, per il primo integrale basta notare che, per ogni ε > 0,∫ ε

0

xs−1e−xdx ⩾ e−ε
εs

s
,

e per ε → 0 l’ultimo membro non tende a zero uniformemente rispetto a
s = Re z nel dominio s > 0 (tende a zero solo puntualmente).
Analogamente, per il secondo integrale,∫ ∞

b

xs−1e−xdx ⩾ bs−1

∫ ∞

b

e−xdx = bs−1e−b ,

e l’ultimo membro tende sì a zero per b→ +∞ puntualmente per ogni s, ma
non uniformemente rispetto a s nel dominio s > 0.

1.24 Misura esterna e Lemma di Vitali
Il risultato principale di questa Sezione non viene dimostrato. Si rinvia a [22]
per la dimostrazione.

Definizione 1.24.1. (Misura esterna.) Per ogni insieme E ⊂ R conside-
riamo le successioni numerabili di intervalli aperti In tali che E ⊂ ∪nIn, e la
serie L =

∑
nm(In) delle loro lunghezze (finita o infinita). Si definisce misu-

ra esterna di E l’estremo inferiore m∗(E) di L rispetto a tutte le successioni
di intervalli come sopra.

È facile vedere che la misura esterna di un intervallo è la sua lunghez-
za, e più in generale per ogni insieme misurabile A si ha m(A) = m∗(A);
inoltre m∗ è subadditiva (la misura esterna dell’unione è minore o ugua-
le della somma delle misure (Proposizione 1.30.4), ma non sempre additi-
va.Per il lettore interessato, diamo una presentazione della misura esterna
nell’Appendice 1.30.

Definizione 1.24.2. Sia E ⊂ R. Si dice che una famiglia di intervalli I è
un ricoprimento di Vitali di E se per ogni ε > 0 e x ∈ E esiste un intervallo
I ∈ I che contiene x e di lunghezza minore di ε.

Presentiamo qui due lemmi di ricoprimento, dovuti a Vitali, che giocano
un ruolo cruciale, il primo in in analisi matematica, il secondo in teoria della
misura.
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Lemma 1.24.3. (Lemma di ricoprimento di Vitali.) Sia B = {Bα}
una famiglia non vuota di intervalli aperti in un insieme K in R di misura
esterna finita (oppure misurabile secondo Lebesgue e di misura finita), o più
in generale di palle aperte in un insieme di misura esterna finita in Rn.
Allora esiste una sottofamiglia numerabile {Bn} tale che

m (∪nBn) >
1

4
m (∪αBα)

dovem è la misura di Lebesgue (ossia la lunghezza, nel caso unidimensionale).

Dimostrazione. PoichéK ha misura esterna finita, il numero d1 := supαm(Bα)
è finito. Per definizione di estremo superiore, esiste α1 tale che m(Bα1) ⩾ 3

4
d;

per semplicità scriviamo B1 invece di Bα1 .
Dimostriamo la seguente asserzione: senza perdita di generalità possiamo
supporre che esistano intervalli in B (o palle, nel caso di dimensione maggiore
di 1) disgiunti da B1. In effetti, rammentando che ogni intervallo in B ha lun-
ghezza inferiore a 4

3
m(B1), vediamo che, se l’asserzionen non fosse vera, l’u-

nione U := ∪αBα di tutti gli intervalli sarebbe (nel caso unidimensionale) un
intervallo aperto di lunghezza non superiore a

(
1 + 2 4

3

)
m(B1) =

11
3
m(B1),

e l’enunciato sarebbe dimostrato (la successione di palle consisterebbe della
sola palla B1). Il fattore 2 è dovuto al fatto che un intervallo unidimensionale
ha due punti estremi: nel caso di palle in Rn con n > 1 la disuguaglianza
triangolare ci dà un risultato analogo dove il diametro dell’aperto U = ∪αBα

è inferiore a 11
3
m(B1), e quindi m(U) ⩽

(
11
3

)n
m(B1). Questo dimostra l’as-

serzione.
Allora poniamo B2 la famiglia di tutte le palle in B1 ≡ B che sono di-
sgiunte da B1. Come prima, esiste B2 ∈ B2 tale che m(B2) ⩾ 3

4
d2, dove

d2 := sup{m(Bα) : Bα ∈ B2} ⩽ d1. Lo stesso argomento dell’asserzione pre-
cedente mostra che, senza perdita di generalità, si può supporre che esistano
intervalli (o palle) in B disgiunti sia da B1 sia da B2. Sia B3 la famiglia di
tutte le palle che non intersecano né B1 né B2. Poiché B3 ⊂ B2, ogni palla
in B3 ha misura inferiore a m(K) − m(B1) − m(B2) ⩽ m(K) − d1 − 3

4
d2.

Ripetendo questa procedura, costruiamo iterativamente una successione di-
sgiunta di intervalli (o palle) Bn ∈ B di misura che tende a zero. Mostriamo
che questa successione verifica la disuguaglianza dell’enunciato.
Poiché m(Bn) tende a zero e sup{m(B) : B ∈ Bn} ⩽ dn ⩽ 4

3
m(Bn), nessuna

palla B ∈ B può appartenere a tutte le sottofamiglie Bn, ma appartiene solo
ad un numero finito di esse. Sia B ∈ B e B̃n la palla concentrica a Bn ma
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di diametro quadruplo. Sia n il più piccolo intero tale che B /∈ Bn (ossia,
per costruzione, tale che B interseca Bn−1 ). Allora B sta in Bn−1, e quindi
m(B) ⩽ 4

3
m(Bn−1). Consideriamo il caso unidimensionale: in tal caso, come

visto prima, ogni intervallo che interseca Bn−1 ed ha diametro inferiore a
4
3
del diametro di Bn−1 è contenuto in un intervallo concentrico a Bn−1 e

di diametro inferiore a 11
3

del diametro di Bn−1, e quindi, siccome 11
3
< 4,

deve essere strettamente contenuto in B̃n−1. Anche nel caso multidimensio-
nale, come accennato sopra, si applica questo ragionamento e vale la stessa
inclusione. Quindi ogni B ∈ B è contenuto in ∪nB̃n, e quindi

m (∪αBα) < m
(
∪nB̃n

)
⩽ m (∪nBn) .

tu

Nota 1.24.4. La scelta del fattore 1/4 nel precedente Lemma di ricoprimento
di Vitali 1.24.3 può apparire arbitraria ed innaturale. Quanto si può mi-
gliorare? Supponiamo di voler provare che, per qualche 0 < η < 1, vale
la disuguaglianza m (∪nBn) > ηm (∪αBα) per una opportuna successione
Bn costruita con l’argomento del Lemma. Questo è possibile, ma le scel-
te delle costanti diventano meno naturali e semplici. In effetti, il fattore
11/3 nell’asserzione fatta nella dimostrazione del Lemma si trasformerebbe
in 1 + 2

η
= 2+η

η
, e quindi nella definizione dei Bn occorrerebbe richiedere

m(Bn) ⩾ η
2+η

dn. Ad esempio, se si sceglie η ≈ 1, allora questo ultimo fattore
si avvicina a 1/3. tu

Corollario 1.24.5 (Vitali). Sia E ⊂ R di misura esterna finita e B un
ricoprimento di Vitali di E. Allora per ogni ε esiste una famiglia finita
B1, . . . , BN di intervalli in B tale che m∗ [E \ ∪Nn=1Bn

]
< ε.

Dimostrazione. L’insieme E0 := ∪αBα è un aperto (perché unione di in-
tervalli) di misura finita perché contenuto in E. Per il precedente Lemma
di Vitali 1.24.3, esiste una sottofamiglia numerabile {Bn} di {Bα} tale che,
ponendo E1 := ∪αBα \∪nBn, si ha m(E1) <

3
4
m(E0). Poiché ∪nBn ha misu-

ra finita, per ogni η > 0 esiste una sottofamiglia finita {Bn1 , Bnk
} tale che

m(∪∞
n=1Bn \ ∪kj=1Bnj

) < η: in particolare, esiste una tale sottofamiglia tale
che, ponendo E0

1 := ∪αBα \ ∪kj=1Bnj
, si ha m(E0

1) <
4
5
m(E0).

Poiché {Bα} è un ricoprimento di Vitali di E, la sottofamiglia {Bβ} di {Bα}
che consiste di tutte gli intervalli che non sono contenuti in ∪kj=1Bnj

è un
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ricoprimento di Vitali di E0
1 , ed iterando il ragionamento troviamo una sot-

tofamiglia finita {Bm1 , Bml
} di {Bβ} tale che m(E0

1 \∪lj=1Bmj
) < 4

5
m(E0

1) <(
4
5

)2
m(E0). Ora uniamo le due sottofamiglie finite per produrre una nuova

sottofamiglia finita {Bi1 , Bir} =
(
∪kj=1Bnj

)
∪
(
∪lp=1Bmp

)
con la proprietà

che E2 := E0 \ ∪rq=1Biq ha misura inferiore a
(
4
5

)2
m(E0). Per ricorren-

za, per ogni N costruiamo così una sottofamiglia finita {Bs1 , Bst} tali che
m(E0 \ ∪tu=1Bsu <

(
4
5

)N
m(E0). Basta scegliere N tale che

(
4
5

)N
< ε per

avere l’enunciato. tu

1.25 Derivabilità di funzioni monotòne
Per ogni funzione f ci sono quattro modi di definire la sua derivata ad ogni
punto x interno al suo dominio di definizione: due derivate destre,

D+f(x) = lim sup
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h

D+f(x) = lim inf
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h

e due derivate sinistre,

D−f(x) = lim sup
h→0−

f(x)− f(x− h)

h

D−f(x) = lim inf
h→0−

f(x)− f(x− h)

h
.

Diciamo che f è derivabile in x se queste quattro derivate sono finite ed
uguali, ed in tal caso scriviamo f ′ per il valore comune delle quattro derivate.
È chiaro che per una funzione f continua in un intervallo il fatto che una delle
quattro derivate sia sempre non negativa implica che f è non decrescente.
Viceversa:

Teorema 1.25.1. Sia f non decrescente in [a, b]. Allora f è derivabile quasi
ovunque con derivata f ′ finita. Inoltre f ′ è misurabile, e∫ b

a

f ′(x) dx ⩽ f(b)− f(a) .



182 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

Dimostrazione. Dobbiamo provare che la misura di Lebesgue dell’insieme
dove due qualsiasi delle quattro derivate sono diverse è nulla. Mostriamo
solo che ha misura nulla l’insieme E = {x : D+f(x) > D−f(x)}: gli altri
insiemi analogamente associati altre alle derivate ed al segno di minore si
trattano allo stesso modo. Sia

Eu,v = {x : D+f(x) > u > v > D−f(x)} .

Poiché E coincide con l’unione numerabile ∪u,v∈QEu,v basta provare che il
numero s = m∗ (Eu,v) vale 0 per tutti i razionali u, v.
Per ε > 0 troviamo un aperto O ⊃ Eu,v con m(O) = m∗(O) < s + ε (esiste
grazie alla Definizione 1.24.1 di misura esterna). Per ogni x ∈ Eu,v, il fatto
che O sia aperto e D−f(x) < v implica che, per h sufficientemente piccolo,
[x − h, x] ⊂ O e f(x) − f(x − h) < vh. Questi intervalli, al variare di x e
h, formano un ricoprimento di Vitali di Eu,v (Definizione 1.24.2). Pertanto il
Lemma di Vitali ?? assicura che le parti interne di un numero finito di essi,
diciamo In = (xn − hn, xn), n = 1, . . . , N , coprono un sottoinsieme A ⊂ Eu,v
con m∗(A) ⩽ s− ε. Allora

N∑
n=1

f(xn)− f(xn − hn) < v
N∑
n=1

hn < v ·m(O) < v · (s+ ε) .

D’altra parte, poiché D+f(x) > u, per ogni y ∈ A esiste k > 0 sufficien-
temente piccolo affinché (y, y + k) sia contenuto in qualche In e valga la
disuguaglianza f(y+k)−f(y) > uk. Come prima, il Lemma di Vitali ci per-
mette di trovare una famiglia finita J1, . . . , JM di tali intervalli la cui unione
contiene un sottoinsieme di A di misura esterna minore di s− ε. Sommando
su di essi si trova

M∑
i=1

f(yi + ki)− f(yi) > v

M∑
n=1

ki > u · (s− ε) .

Per ogni n sommiamo ora solo sugli intervalli Ji ⊂ In. Allora, poichè f è
crescente, ∑

[f(yi + ki)− f(yi)] ⩽ f(xn)− f(xn − hn).

Adesso sommiamo su n e troviamo

v · (s+ ε) >
N∑
n=1

f(xn)− f(xn − hn) ⩾
M∑
i=1

f(yi + ki)− f(yi) > u · (s− ε) .
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Poiché ε è arbitrario, questa disuguaglianza implica vs ⩾ us: ma allora,
visto che si ha v < u, deve essere s = 0. Abbiamo quindi provato che g(x) ≡
limh→0

f(x+h)−f(x)
h

esiste quasi ovunque. Laddove g è finita f è derivabile e
f ′(x) = g(x).
Mostriamo ora che g è misurabile e finita quasi ovunque. Poniamo gn(x) =
n
(
f(x+ 1

n
)− f(x)

)
(ovviamente qui si intende f(x) = f(b) se x > b). Ab-

biamo appena visto che gn(x) → g(x) per quasi ogni x: quindi g è misurabile
per la Nota 1.9.41. Inoltre gn > 0 perché f è crescente: quindi possiamo
applicare il Lemma di Fatou (Teorema 1.9.52) ed ottenere∫ b

a

g ⩽ lim inf

∫ b

a

gn = lim inf n

∫ b

a

f(x+
1

n
)− f(x) dx

= lim inf

(
n

∫ b+1/n

b

f − n

∫ a+1/n

a

f

)
= f(b)− lim inf

(
n

∫ a+1/n

a

f

)
= f(b)− f(a)

dove l’ultima disuguaglianza segue dal Teorema della Media Integrale (Sezio-
ne 1.1) perché f è crescente in [a, a+ 1

n
]. Quindi g è integrabile con integrale

finito, e pertanto deve essere finita quasi ovunque. Pertanto f ′ = g esiste
finita quasi ovunque, ed inoltre vale la disuguaglianza dell’enunciato.
tu

Nota 1.25.2. Si osservi che in generale, per funzioni monotòne discontinue,
la disuguaglianza

∫ b
a
f ′(x) dx ⩽ f(b) − f(a) del Teorema 1.25.1 non è una

uguaglianza. Per costruire un esempio basta prendere f = 0 in [−1, 0] e
f = 1 in (0, 1]: allora f ′ è definita e vale 0 in [−1, 1] eccetto che nel punto 0
dove non è definita, ma f(1)− f(−1) = 1. tu

Nota 1.25.3. Alcune proprietà della misura di Lebesgue in rapporto ad insiemi
chiusi ed aperti diventano caratterizzazioni in termini della misura esterna di
Lebesgue. In particolare, il Lemma 1.9.33 si estende al seguente enunciato,
che non viene utilizzato in questo libro e che, pertanto, non dimostriamo (per
la dimostrazione si veda [22, Cap.3, Sez.3, Prop.15]):

Per un sottoinsieme E ⊂ R le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) E è misurabile

(ii) per ogni δ > 0 esiste un aperto O ⊃ E tale che m∗(O \ E) < δ
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(iii) per ogni δ > 0 esiste un chiuso C ⊂ E tale che m∗(E \ C) < δ.

tu

1.26 Funzioni di variazione limitata
Definizione 1.26.1. (Variazione totale e funzioni di variazione limi-
tata.) Usiamo la seguente terminologia: per ogni numero reale a scriviamo
[a]+ = max{a, 0} [a]− = −min{a, 0}: quindi [a]+, [a]− ⩾ 0 e a = [a]+ − [a]−.
Sia f : [a, b] → R e a = x0 < x1 < · · · < xk = b una partizione finita di [a, b].
Chiamiamo

p =
k∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
+

la variazione positiva di f rispetto a questa partizione,

n =
k∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
−

la variazione negativa, e t = p+ n la variazione totale. È evidente che

p− n = f(b)− f(a) (1.64)
(si tratta della somma telescopica delle differenze consecutive dei valori di f
sui punti della partizione). Ora poniamo P = P b

a = sup p, N = N b
a = supn

e Tf = T = T ba = sup t, dove gli estremi superiori sono presi rispetto a tutte
le partizioni finite di [a, b]. Questi tre numeri si chiamano, rispettivamente,
la variazione positiva, negativa e totale di f sull’intervallo [a, b]. Se T < ∞
si dice che f è di variazione limitata in [a, b] e si scrive f ∈ BV [a, b] e
T := Varf [a, b].

Stabiliamo una definizione identica per le funzioni definite su un intervallo
[a, b] ma a valori in Rn o Cn, semplicemente rimpiazzando il valore assoluto
con la norma euclidea (o qualunque altra: sono tutte equivalenti a dimensione
finita!).

Una definizione analoga si applica a funzioni definite su tutto R.

Esercizio 1.26.2. Dalla Definizione segue che P ⩽ T ⩽ P +N ; è immediato
provare che

T = P +N
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e
f(b)− f(a) = P −N . (1.65)

tu

Nota 1.26.3. È ovvio che le funzioni di variazione limitata in un intervallo
sono limitate. Il viceversa non è vero, come mostra il prossimo Esempio
1.26.4. tu

Esempio 1.26.4. Non tutte le funzioni continue in un intervallo chiuso e
limitato sono a variazione limitata. Ad esempio, la funzione

f(x) =

{
0 x = 0
x sin 1

x
0 < x ⩽ 1

non è monotòna a tratti nell’intervallo [0, 1], perché oscilla attorno all’asse
x un numero illimitato di volte quando x → 0+, però è continua in [0, 1]:
l’unico punto in cui la continuità non è ovvia è il punto x = 0 dove segue
dal Teorema del Confronto (Sezione 1.1). Essa non è a variazione limitata

Figura 1.17: La funzione x sin 1
x non è a variazione limitata

nell’intervallo [0, 1]. Infatti, per k > 0 consideriamo i punti

x2k+1 =
1

π
2
+ 2kπ

nei quali il grafico della funzione è tangente a quello della bisettrice del primo
quadrante (quindi f(x2k+1) = x2k+1), ed i punti

x2k =
1

3π
2
+ 2kπ

nei quali il grafico è tangente all’altra bisettrice (quindi f(x2k) = −x2k). Agli
estremi dell’intervallo [yk, xk] la funzione f ha segni opposti, e quindi la sua
variazione totale in quest’intervallo è non inferiore a
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∞∑
k=1

|f(x2k+1)− f(x2k)| =
∞∑
k=1

|f(x2k+1)|+ |f(x2k)| =
∞∑
k=1

|x2k+1|+ |x2k|

Poiché |x2k+1|+ |x2k| = O( 1
k
), la serie diverge. tu

Esercizio 1.26.5. Si svolga lo stesso calcolo del precedente Esempio 1.26.4 per
la funzione f(0) = 0 e f(x) = x2 sin(1/x2) per x 6= 0 e si dimostri che questa
funzione è di variazione limitata (la stima finale diventa |x2k+1| + |x2k| =
O(1/k2)). tu

Teorema 1.26.6. f ∈ BV [a, b] se e solo se f la differenza di due funzioni
monotòne limitate definite su [a, b].

Dimostrazione. Per x ∈ [a, b] poniamo g(x) = P x
a e h(x) = Nx

a . Allora
g e h sono funzioni monotòne non decrescenti, entrambe con valori finiti,
ossia limitate, perché 0 ⩽ P x

a ⩽ T xa ⩽ T ba <∞ dal momento che f ∈ BV , ed
analogamente per Nx

a . Inoltre, grazie a (1.65), si ha f(x) = f(a)+g(x)−h(x),
ed quindi f è la differenza delle due funzioni monotòne f(a) + g e h.

Viceversa, se f = g − h su [a, b] con g e h non decrescenti definite (e
quindi finite) su [a, b], allora per ogni partizione finita {x1, . . . , nk} di [a, b]
si ha, come in (1.64),

k∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽
k∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)|+
k∑
i=1

|h(xi)− h(xi−1)|

= g(b)− g(a) + h(b)− h(a)

e quindi T ba(f) ⩽ g(b)− g(a) + h(b)− h(a) <∞. tu

Corollario 1.26.7. Se la funzione f , definita su un intervallo [a, b] o su tutto
R, è di variazione limitata, allora per ogni x0 nel dominio di definizione di
f esistono i limiti destro e sinistro lim x→ x±0 . Tali limiti sono finiti se f è
limitata in un intorno di x0.

Dimostrazione. Questo fatto è vero per le funzioni monotòne, grazie all’esi-
stenza dei loro limiti (Sezione 1.1), e quindi anche per le funzioni di variazione
limitata, grazie al precedente Teorema 1.26.6. tu

Grazie al Teorema 1.25.1, ora otteniamo immediatamente:
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Corollario 1.26.8. Se f è di variazione limitata in [a, b], allora la derivata
f ′ esiste finita quasi ovunque su [a, b].

Corollario 1.26.9. Una funzione di variazione limitata in [a, b] appartiene
a L1[a, b].

Dimostrazione. Questo segue immediatamente dal Teorema 1.26.6, perché le
funzioni monotòne e limitate in [a, b] sono integrabili in [a, b] con integrale
finito (si veda la Sezione 1.1). tu

1.27 ∗Il teorema fondamentale del calcolo
Questa e le restanti sezioni di questo Capitolo non sono necessarie per il
seguito, e sono incluse solo per completezza.

La forma elementare del Teorema Fondamentale del Calcolo è ben nota:

Teorema 1.27.1. (Teorema Fondamentale del Calcolo per l’integrale
di Riemann, ossia per funzioni C1[a, b].)

(i) (Derivata dell’integrale.) Sia f è di classe C1 (cioè derivabile con
derivata continua) su un intervallo I ⊂ R e a, x ∈ I. Allora

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t) dt .

(ii) (Integrale della derivata.) Viceversa, se per ogni a ⩽ x ⩽ b vale
l’identità

f(x)− f(a) =

∫ x

a

g(t) dt

per qualche g continua su [a, b], allora f è di classe C1 e f ′ = g
per ogni x in [a, b]. (In questo enunciato, l’addendo −f(a) a primo
membro è messo per eleganza e simmetria: l’enunciato resta vero anche
eliminando questo addendo, o sostituendolo con qualsiasi altra costante,
perché in tal modo il valore della derivata f ′ non cambia.)

In questa Sezione dimostriamo tale teorema nelle seguenti ipotesi molto
più generali.
Sia f integrabile su [a, b] e consideriamo il suo integrale indefinito
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F (x) =

∫ x

a

f(t) dt (1.66)

dove a ⩽ x ⩽ b. Generalizziamo il Teorema 1.27.1 (i) mostrando che la
derivata dell’integrale è quasi ovunque uguale all’integrando: F ′ = f quasi
ovunque (Teorema 1.27.6). Vedremo nel Teorema 1.27.5 che il viceversa, cioè
l’asserzione analoga sull’integrale della derivata, vale se la derivata è limitata.

Anzitutto mostriamo che l’integrale di una funzione non negativa è asso-
lutamente continuo, nel senso seguente (si veda anche Sezione 1.28):

Lemma 1.27.2. Se f è una funzione integrabile (cioè con integrale di Le-
besgue finito) su un insieme misurabile E ⊂ R, allora per ogni ε > 0 esiste
δ > 0 tale che, per ogni A ⊂ E con m(A) < δ, si ha∫

A

|f | < ε .

Dimostrazione. Senza perdita di generalità dimostriamo l’enunciato per |f |
invece che f , cioè assumiamo f ⩾ 0. L’enunciato è ovvio se f è limitata (in
tal caso δ = ε/‖f‖∞). Se invece non lo è, definiamo il suo troncamento fn
come fn(x) = min{f(x), n}. Allora 0 ⩽ fn ⩽ n e fn(x) → f(x) per ogni
x ∈ E. Per il Teorema di Convergenza Monotòna 1.9.53 si ha

∫
E
fn →

∫
E
f .

Sia allora N tale che
∫
E
f − fN < ε/2, e scegliamo δ < ε/2N . Ora si ha∫

A

f =

∫
A

f − fN +

∫
A

fN <

∫
E

f − fN +Nm(A) <
ε

2
+
ε

2
= ε .

tu

Lemma 1.27.3. Per ogni f integrabile (con integrale finito) su [a, b], la
funzione F in (1.66) è continua e di variazione limitata su [a, b].

Dimostrazione. La continuità è il Lemma 1.27.2. Il fatto che F sia di varia-
zione limitata è una conseguenza immediata della seguente disuguaglianza,
che vale per ogni partizione a = x0 < x1 < · · · < xk = b :

k∑
i=i

|F (xi)− F (xi−1)| ⩽
k∑
i=i

∫ xi

xi−1

|f(t)| dt =
∫ b

a

|f(t)| dt .

tu
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Lemma 1.27.4. Se f è integrabile su [a, b] e
∫ x
a
f(t) dt = 0 per ogni a ⩽ x ⩽

b, allora f(x) = 0 quasi ovunque.

Dimostrazione. Una funzione è integrabile se e solo se lo sono le parti posi-
tive e negative della sua parte reale ed immaginaria (si riveda la Definizione
1.9.47). Quindi basta dimostrare l’enunciato per f ⩾ 0. In tal caso, sup-
poniamo che f > 0 su un insieme E di misura di Lebesgue m(E) > 0 e
deduciamone una contraddizione.

Poiché m(E) > 0, sappiamo dal Lemma 1.9.33 di poter trovare un chiuso
C ⊂ E con m(C) > 0. Osserviamo che il fatto che f > 0 sul chiuso C implica∫
C
f > 0. Allora, poiché

∫ b
a
f = 0, se consideriamo l’aperto O = (a, b) \ C

deve valere
∫
O
f = −

∫
C
f < 0. Per il Lemma 1.9.3 (i) O si decompone come

unione disgiunta di una famiglia numerabile di intervalli aperti (an, bn). Segue
dal Teorema di Convergenza Monotòna 1.9.53 che

∫
O
f =

∑∞
n=1

∫ bn
an
f . Perciò

almeno uno degli addendi è non nullo, diciamo
∫ bno

ano
f 6= 0. Ma allora

∫ bno

a

f −
∫ ano

a

f =

∫ bno

ano

f 6= 0 ,

e quindi almeno uno fra
∫ ano

a
f e
∫ bno

a
f è non nullo, il che contraddice l’ipotesi.

tu

Il prossimo lemma estende a L∞ il Teorema Fondamentale del Calcolo
1.27.1):

Lemma 1.27.5. (Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni
(con derivata in) L∞.) Sia f ∈ L∞[a, b] e F (x) = F (a) +

∫ x
a
f(t) dt.

Allora F ′ = f quasi ovunque in [a, b].

Dimostrazione. Per il Lemma 1.27.3 F è continua e di variazione limitata in
[a, b], e quindi F ′ esiste finito quasi ovunque per il Corollario 1.26.8. Quindi,
se consideriamo il rapporto incrementale di passo 1

n
, fn(x) = n

(
F (x+ 1

n
)− F (x)

)
,

sappiamo che limn fn(x) = F ′(x) quasi ovunque. D’altra parte, per come F
è definita si ha fn(x) = n

∫ x+1/n

x
f(t) dt, da cui |fn| ⩽ ‖f‖∞. Pertanto, per il

Teorema di Convergenza Dominata (Teorema 1.9.54), per ogni a ⩽ y ⩽ b si
ha
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∫ y

a

F ′(x) dx = lim
n

∫ y

a

fn(x) dx = lim
n
n

∫ y

a

F

(
x+

1

n

)
− F (x) dx

= lim
n

(
n

∫ y+1/n

y

F (x) dx− n

∫ a+1/n

a

F (x) dx

)

= F (y)− F (a) =

∫ y

a

f(x) dx

grazie al Teorema della Media Integrale (Sezione 1.1) ed al fatto che F è
continua. Ora sappiamo che per ogni y ∈ [a, b] si ha

∫ y
a
(F ′(x)− f(x)) dx =

0, e quindi l’enunciato segue dal Lemma 1.27.4. tu

Finalmente possiamo estendere la parte (i) del Teorema Fondamentale
del Calcolo 1.27.1 al contesto più generale.

Teorema 1.27.6. (Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni
(con derivata in) L1[a, b].) Sia f ∈ L1[a, b] e F (x) = f(a) +

∫ x
a
f(t) dt.

Allora F ′ = f quasi ovunque in [a, b]. (Qui a è un punto di Lebesgue di f ,
definito nel Teorema 1.9.37, e quindi in a è definito il valore di f , ma in
alternativa basta scegliere f(a) a piacere, visto che la scelta non influenza la
derivata di F ).

Dimostrazione. Come già osservato nella dimostrazione del Lemma 1.27.4,
basta dimostrare l’enunciato per f ⩾ 0. Osserviamo anzitutto che questo
significa che F è non decrescente. Come nella dimostrazione del Lemma
1.27.2, indichiamo con fn il troncamento di f al di sotto di n: fn(x) =
min{f(x), n}. Allora limn fn = f ; inoltre f − fn ⩾ 0 e quindi l’integrale

Gn(x) =

∫ x

a

f − fn

è monotòna non decrescente. Grazie al Teorema 1.25.1, G′
n esiste quasi ovun-

que, finita e non negativa. D’altra parte, fn è limitata, e quindi, dal Lemma
1.27.5, Dx

∫ x
a
fn = fn(x) per quasi ogni x. Pertanto, per quasi ogni x ∈ [a, b],

F ′(x) = DxGn +Dx

∫ x

a

fn ⩾ fn(x) .
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Ora facciamo tendere n a infinito, ed otteniamo F ′(x) ⩾ f(x) quasi ovunque.
Da qui segue ∫ b

a

F ′(x) dx ⩾
∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) .

D’altra parte, poiché F è non decrescente,
∫ b
a
F ′(x) dx ⩽ F (b) − F (a) per il

Teorema 1.25.1. Quindi∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx

e pertanto
∫ y
a
(F ′(x)− f(x)) dx = 0. Anche questa volta l’enunciato segue

quindi dal Lemma 1.27.4. tu

Nota 1.27.7. La seconda parte del Teorema Fondamentale del Calcolo (cioè
l’enunciato del Teorema 1.27.1 (ii)) non vale in un ambito così generale: non
è vero che, se una funzione g è derivabile quasi ovunque e g′ ∈ L1[a, b], allora
per ogni x ∈ [a, b] si ha g(x) = g(a)+

∫ x
a
g′(t) dt. Ad esempio, sia g la funzione

definita nell’intervallo [−1, 1] che vale 0 in [−1, 0) e 1 in [0, 1]. Allora g′ è
definita ovunque in [−1, 1] tranne che nell’origine, e g′ = 0 (quasi ovunque).
Quindi la funzione integrale

∫ x
−1
g′(t) dt è la funzione identicamente nulla, e

non coincide con g.
Un problema interessante, che proponiamo al lettore, è decidere se una

funzione g derivabile ovunque in un intervallo [a, b] con derivata in L1[a, b]
sia l’integrale della propria derivata. Una risposta parziale è più sotto nel
Teorema 1.28.9. tu

1.28 ∗Funzioni assolutamente continue
Definizione 1.28.1. Una funzione f definita in un intervallo [a, b] ⊂ R a
valori reali si dice assolutamente continua se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale
che, per ogni famiglia finita di intervalli disgiunti [xi, yi] con lunghezza totale∑n

i=1 |yi − xi| < δ, si abbia
∑n

i=1 |f(yi)− f(xi)| < ε.
Stabiliamo una definizione identica per le funzioni definite su un intervallo

[a, b] ma a valori in Rn o Cn, semplicemente rimpiazzando il valore assoluto
con la norma euclidea (o qualunque altra: sono tutte equivalenti a dimensione
finita!).
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Nota 1.28.2. È chiaro che le funzioni assolutamente continue formano uno
spazio vettoriale contenuto in quello delle funzioni continue. Inoltre, grazie
al Lemma 1.27.2, tutti gli integrali indefiniti (di integrandi continui) sono
assolutamente continui. Una condizione sufficiente per la assoluta continuità
è ovvia: che f sia derivabile ovunque con derivata limitata. Infatti sotto
questa ipotesi il Teorema di Lagrange (Sezione 1.1) implica immediatamente
la disuguaglianza di Lipschitz introdotta in (??),

|f(yi)− f(xi)| ⩽M |yi − xi|

per ogni xi e yi, con M = ‖f ′‖∞, ed è ovvia l’osservazione che la disugua-
glianza di Lipschitz (??) implica la assoluta continuità, e questo dimostra
quanto appena asserito: se f è derivabile ovunque e f ′ ∈ L∞, allora f è
assolutamente continua.
Studieremo in maggior dettaglio la disuguaglianza di Lipschitz nella Sezione
5.11, e riprenderemo questa semplice osservazione nel Corollario ??).
Per lo stesso motivo, una funzione continua e C1 a tratti (si veda la Defini-
zione 5.11.8 che diamo nel seguito) in un intervallo [a, b] è assolutamente con-
tinua; analogamente, lo è una funzione continua e C1 a tratti su R con punti
di singolarità isolati per la derivata (cioè privi di punti di accumulazione).

tu

Esempio 1.28.3. Non tutte le funzioni continue in un intervallo sono asso-
lutamente continue. Si consideri la funzione dell’Esempio 1.26.4: abbiamo
visto che essa è continua in [0, 1]. Questa funzione è derivabile con con-
tinuità in ogni intervallo [a, 1] con 0 < a < 1, e quindi è assolutamente
continua in questi intervalli, grazie alla precedente Nota 1.28.2: però non
è assolutamente continua in [0, 1]. Per verificarlo, si considerino i punti xk
introdotti nell’Esempio 1.26.4, nei quali il grafico della funzione è alternati-
vamente tangente alle due bisettrici degli assi. Abbiamo visto che la serie∑∞

k=1 |f(xk+1) − f(xk)| è divergente, e più precisamente che il termine ge-
nerale tende a zero per k → ∞ esattamente come 1

k
. Pertanto le somme

parziali sm,n =
∑n

k=m |f(xk+1) − f(xk)| con n > m divergono per ogni m
quando n tende ad infinito: quindi, fissato un qualsiasi ε > 0, comunque si
scelga m esiste n = nε tale che sm,n > ε. D’altra parte, x0 = 2

π
ed i pun-

ti {xk, k = 0, . . . ,∞} costituiscono una partizione (infinita) dell’intervallo
[0, 2

π
]. Perciò la serie

∑∞
k=1 xk − xk+1 è la lunghezza di questo intervallo, e

quindi converge. Ne segue che le somme parziali rm,n =
∑n

k=m |xk+1 − xk|
con n > m tendono a zero se m tende ad infinito: ossia, per ogni δ > 0,
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esiste m = mδ tale che rm,n < δ per ogni n > m. Questo significa che, per
ogni ε fissato, comunque si scelga δ > 0 la sottosuccessione finita costituita
dai punti xk per mδ ⩽ k ⩽ nε non verifica la disuguaglianza della Definizione
1.28.1 di assoluta continuità. tu

Esercizio 1.28.4. Le funzioni assolutamente continue sono anche continue,
mentre i limiti puntuali di funzioni continue non sempre lo sono. Allora, se
fj sono funzioni assolutamente continue che convergono puntualmente ad una
funzione f , non può essere vero in generale che f sia assolutamente continua.
Eppure, se i punti xi e yi sono quelli scelti nella Definizione 1.28.1, si ha
limj fj(yi) = f(yi) e limj fj(xi) = f(xi), quindi in particolare

lim
j

n∑
i=1

|fj(yi)− fj(xi)| =
n∑
i=1

|f(yi)− f(xi)| .

A prima vista sembra quindi che la disuguaglianza della Definizione 1.28.1
valga non solo per le fj ma anche per il loro limite puntuale f , e che quindi
anche f sia assolutamente continua: ma abbiamo visto che questo in generale
non è vero. Dov’è l’errore? (Suggerimento: nella definizione di assoluta
continuità, δ dipende solo da ε?) tu

Esempio 1.28.5. Limiti uniformi di successioni di funzioni assolutamente con-
tinue non sono necessariamente assolutamente continui. Si consideri la fun-
zione dei precedenti Esempi 1.26.4 e 1.28.3, e la si consideri definita in un
intervallo [0, a] per qualche a > 0 (oppure [0,+∞). Essa si annulla ai punti
xn = 1

nπ
, una successione che converge a 0. Approssimiamo f con la funzione

fn su [0, a] definita da fn(x) = 0 se x ⩾ xn e fn(x) = f(x) altrimenti. Allora
f − fn è nulla al di fuori di [0, xn], ed in [0, xn] coincide con f , e quindi in
quest’ultimo intervallo verifica la disiguaglianza |f(x)− fn(x)| = |f(x)| ⩽ x.
Ne segue che ‖f − fn‖∞ ⩽ xn → 0, e quindi fn converge uniformemente a f
sull’intervallo [0, a]. Le funzioni fn sono tutte continue e C1 a tratti in [0, a],
e quindi assolutamente continue in base alla Nota 1.28.2, però il limite f non
è assolutamente continuo, come fu mostrato nell’Esempio 1.28.3. tu

Proposizione 1.28.6. Ogni funzione assolutamente continua è di variazione
limitata.

Dimostrazione. Scegliamo ε = 1 nella definizione di assoluta continuità e
prendiamo il valore corrispondente di δ. Ogni partizione di [a, b] in inter-
valli disgiunti si può spezzare (aggiungendo eventualmente ulteriori punti di
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suddivisione) in un insieme finito di, diciamo, N famiglie di intervalli tutti
mutualmente disgiunti, ciascuna di lunghezza minore di δ. Osserviamo che
N è limitato indipendentemente dalla partizione scelta, perchè tutti gli in-
tervalli sono disgiunti, e quindi il numero di sottofamigle di lunghezza δ non
supera |b− a|/δ. Poichè f è assolutamente continua, la sua variazione totale
su ciascuna di queste sottofamiglie deve essere inferiore a 1 (per come si è
scelto δ), e quindi la variazione totale sulla partizione originale è inferiore
a N . Prendendo l’estremo superiore rispetto a tutte le partizioni otteniamo
che la variazione totale di f in [a, b] è inferiore a N . tu

Ora dal Corollario 1.26.8 segue:

Corollario 1.28.7. Ogni funzione assolutamente continua ha derivata (fini-
ta) quasi ovunque.

Ora estendiamo alle funzioni assolutamente continue una proprietà ben
nota delle funzioni continue:

Lemma 1.28.8. Se f è assolutamente continua in [a, b] e f ′ = 0 quasi
ovunque, allora f è costante su [a, b].

Dimostrazione. Per ogni t ∈ [a, b] esiste un insieme Et ⊂ (a, b) di misura di
Lebesgue t−a in cui f ′ = 0. Per ogni x ∈ Et e η > 0 esiste un h > 0 tale che
l’intervallo [x, x + h] è contenuto in [a, t] (perché Et è contenuto nell’aperto
(a, b)) e |f(x+ h)− f(x)| < ηh (perché f ′(x) = 0). Grazie al Lemma 1.9.33,
per ogni δ > 0 esiste un sottoinsieme compatto C ⊂ Et di misura maggiore
di δ che può essere coperto da una famiglia di tali intervalli. Poiché C è
compatto (Definizione 1.9.4), esso viene ricoperto da una sottofamiglia finita
di tali intervalli (Lemma 1.9.3 (ii)), i quali, eventualmente inserendo altri
punti di suddivisione, si possono prendere con interni disgiunti: indichiamoli
con [xk, yk], con a = y0 ⩽ x1 < y1 ⩽ x2 < · · · ⩽ yn ⩽ xn+1 = t . Ora
prendiamo un ε > 0 e scegliamo per δ il numero che corrisponde a ε > 0
nella Definizione 1.28.1 di assoluta continuità. Ora sappiamo che

n∑
k=0

|xk+1 − yk| < δ

e
n∑
k=1

|f(yk)− f(xk)| < η
n∑
k=1

(yk − xk) < η(t− a) .
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Perciò segue dalla assoluta continuità di f e dalla scelta di δ che
n∑
k=0

|f(xk+1)− f(yk)| < ε .

Dalle ultime due disuguaglianze ricaviamo

|f(t)− f(a)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

(f(xk+1)− f(yk)) +
n∑
k=1

(f(yk)− f(xk))

∣∣∣∣∣ < ε+ η(t− a) .

D’altra parte, nell’ultimo membro ε e η sono arbitrari. Prendendo l’estremo
inferiore rispetto a queste due quantità si trova che f(t)− f(a) = 0, e quindi
f(t) = f(a) per ogni t ∈ [a, b]. tu

Teorema 1.28.9. (Teorema Fondamentale del Calcolo e funzioni
assolutamente continue.) Se la funzione F è un integrale indefinito,
cioè se verifica F (x) = F (a)+

∫ x
a
f(t) dt per qualche f localmente integrabile

(ossia integrabile sui compatti), allora F è assolutamente continua e F ′ = f
quasi ovunque. Viceversa, se F è assolutamente continua, allora è l’integrale
indefinito della propria derivata.

Dimostrazione. La prima parte dell’enunciato è il Lemma 1.27.2. Vice-
versa, sia F assolutamente continua in [a, b]: allora è di variazione limita-
ta (Proposizione 1.28.6) e derivabile quasi ovunque (Corollari 1.28.7 oppu-
re 1.26.8). Inoltre F è la differenza di due funzioni monotòne non decre-
scenti, F = F1 − F2 (Teorema 1.26.6), e quindi |F ′| ⩽ F ′

1 + F ′
2. Pertan-

to, per il Teorema Fondamentale del Calcolo per L∞[a, b] (Lemma 1.27.5),∫ b
a
|F ′(x)| dx ⩽ F1(b) + F2(b) − F1(a) − F2(a) < ∞, quindi F ′ ∈ L1[a, b].

Ne segue che il suo integrale indefinito G(x) =
∫ x
a
F ′(t) dt è assolutamente

continuo, di nuovo per il Lemma 1.27.2, e quindi lo è la differenza f = F −G.
D’altra parte, f ′ = F ′ − G′ = 0 quasi ovunque, di nuovo per il Lem-
ma 1.27.5, e quindi f è costante in [a, b] per il Lemma 1.28.8. Poiché
f(a) = F (a)−G(a) = F (a), ora per ogni x ∈ [a, b] si ha

F (x) = F (a) +G(x) =

∫ x

a

F ′(t) dt .

tu
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Corollario 1.28.10. Se f è assolutamente continua in un intervallo [a, b],
allora la variazione totale T ba(f) di f in [a, b] è data da

T ba(f) =

∫ b

a

|f ′(t)| dt . (1.67)

Analogo risultato vale per funzioni a valori in Rn se dentro l’integrale si
sostituisce il valore assoluto con la norma (ad esempio euclidea).

Dimostrazione. Studiamo dapprima il caso in cui f sia a valori in uno spazio
di dimensione 1 (R o C). È elementare provare che la variazione totale T ba
verifica la disuguaglianza

T ba ⩽
∫ b

a

|f ′(t)| dt . (1.68)

Infatti, sia {a = t0 < t1 < · · · < tn} una partizione finita di [a, b]. Grazie al
precedente Teorema 1.28.9, si ha

|f(ti)− f(ti−1| ⩽
∫ ti

ti−1

|f ′(t)| dt .

Quindi la variazione totale rispetto ad una qualsiasi partizione finita è mag-
giorata da

∫ b
a
|f ′(t)| dt. Passando all’estremo superiore rispetto alla partizio-

ne otteniamo (1.68)
Dimostriamo il viceversa. Poiché f ′ ∈ L1[a, b], per ogni ε > 0 esistono

funzioni a gradini (Definizione 1.18.1)) g ⩽ f ′ ⩽ h su [a, b] tali che∫ b

a

(h(t)− g(t)) dt < ε . (1.69)

Infittendo se necessario le rispettive partizioni di [a, b] possiamo supporre che
g e h siano a gradini rispetto alla stessa partizione {a = t0 < t1 < · · · < tm =
b}. Scriviamo allora g =

∑m
i=1 a

−
i χi e h =

∑m
i=1 a

+
i χi, dove χi è la funzione

caratteristica dell’intervallo ∆i = [ti−1, ti] della partizione, e le costanti a−i ,
a+i sono rispettivamente minoranti e maggioranti di f ′ quasi ovunque in tale
intervallo. Allora, per ogni u, v in ∆i si ha

|f ′(u)− f ′(v)| ⩽ a+i − a−i (1.70)
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e quindi, per ogni v ∈ ∆i, segue da (1.68) che∣∣∣∣f(ti)− f(ti−1)

ti − ti−1

− f ′(v)

∣∣∣∣ ⩽ 1

ti − ti−1

∣∣∣∣∫ ti

ti−1

(f ′(t)− f ′(v)) dt

∣∣∣∣ (1.71)

⩽ 1

ti − ti−1

∫ ti

ti−1

|f ′(t)− f ′(v)| dt ⩽ a+i − a−i .

Dalla disuguaglianza triangolare ora segue

|f(ti)− f(ti−1)|
ti − ti−1

⩾ |f ′(v)| − a+i − a−i ,

ed integrando rispetto a v in ∆i otteniamo

|f(ti)− f(ti−1)| ⩾
∫ ti

ti−1

|f ′(v)| dv − (a+i − a−i )(ti − ti−1) . (1.72)

Questa disuguaglianza vale per ogni i. Sommando per i da 1 a m, grazie a
(1.69) abbiamo

m∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| ⩾
∫ b

a

|f ′(t)| dt− ε . (1.73)

Ora prendendo l’estremo superiore al variare della partizione troviamo T ba(f) ⩾∫ b
a
|f ′(t)| dt− ε. Poiché ε è libero di variare arbitrariamente, passando all’e-

stremo inferiore rispetto a ε ricaviamo

T ba(f) ⩾
∫ b

a

|f ′(t)| dt

ossia la disuguaglianza inversa desiderata.
In seguito ci servirà il caso di f a valori in Rn. La disuguaglianza diretta si

dimostra in maniera identica, ma quella inversa è lievemente più complicata.
Evidenziamo le differenze rispetto all’argomento precedente. Ora la derivata
f ′ è in L1[a, b] ma a valori vettoriali (in Rm), ossia tutte le sue componenti
f ′
j sono in L1, per j = 1, . . . , n. Consideriamo dunque funzioni a gradini
che verificano quasi ovunque le disuguaglianze gj ⩽ f ′

j ⩽ hj, e scriviamole
rispetto alla partizione di prima come gj =

∑n
i=1 a

−
jiχi e hj =

∑n
i=1 a

+
jiχi.
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Rammentiamo che a dimensione finita tutte le norme sono equivalenti, ed in
particolare equivalenti alla norma `1, come mostrammo esplicitamente nella
Nota 1.7.10. In particolare, segue da (1.19) che

‖f ′(u)− f ′(v)‖ ⩽
n∑
j=1

∣∣f ′
j(u)− f ′

j(v)
∣∣

e quindi (1.70) diventa

‖f ′(u)− f ′(v)‖ ⩽
n∑
j=1

a+ji − a−ji

ed in (1.71) basta sostituire la norma al modulo per ottenere∥∥∥∥f(ti)− f(ti−1)

ti − ti−1

− f ′(v)

∥∥∥∥ ⩽
n∑
j=1

a+ji − a−ji .

Al posto di (1.72) ora si ha

‖f(ti)− f(ti−1)‖ ⩾
∫ ti

ti−1

‖f ′(v)‖ dv −
n∑
j=1

a+ji − a−ji(ti − ti−1) .

Poiché l’ultimo addendo al lato destro coincide con
∑n

j=1

∫ b
a
(hj− gj), il resto

della dimostrazione procede esattamente come prima salvo per la sostituzione
dei moduli con le norme. tu

Il seguente corollario è un caso particolare semplicissimo di un teorema
più ambizioso che dimostreremo subito dopo (Teorema 1.28.12).

Corollario 1.28.11. (Teorema Fondamentale del Calcolo per fun-
zioni derivabili ovunque con derivata in L∞.) Sia f una funzione defi-
nita in un intervallo [a, b], derivabile ovunque in (a, b) e tale che f ′ ∈ L∞[a, b].
Allora f è assolutamente continua, ed in particolare, per ogni a, x ∈ R,

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt .

Dimostrazione. Notiamo anzitutto che f è soddisfa la la disuguaglianza di
Lipschitz (??) e quindi è assolutamente continua, come già osservato nella
Nota 1.28.2. Per lo stesso motivo anche la funzione
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F (x) := f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt (1.74)

soddisfa la disuguaglianza di Lipschitz ed è assolutamente continua, dal
momento che, per ogni u, v ∈ [a, x],

|F (v)− F (u)| =
∣∣∣∣∫ v

u

f ′(t) dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ v

u

|f ′(t)| dt ⩽ ‖f ′‖∞ |v − u|

(l’assoluta continuità segue anche dal Lemma 1.27.2 oppure dal Teorema
1.28.9). Pertanto F − f è assolutamente continua, e, sempre per il Teorema
1.28.9 F ′ = f ′ quasi ovunque. Quindi (F − f)′ = 0 quasi ovunque in [a, b], e
pertanto F − f è costante, per il Lemma 1.28.8. Visto che F (a) = f(a), ne
segue che F (x) = f(x) per ogni x, e quindi l’enunciato. tu

L’ipotesi che la derivata f ′ sia limitata, nel precedente Corollario 1.28.11,
si può eliminare. Per questo scopo ricorriamo ad uno strumento più sofisti-
cato, la proprietà di approssimazione con funzioni semicontinue (Teorema di
Vitali–Carathéodory 1.14.4):

Teorema 1.28.12. (Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni
derivabili ovunque con derivata in L1.) Sia f una funzione definita
in un intervallo [a, b], derivabile ovunque in (a, b) e tale che f ′ ∈ L1[a, b].
Allora f è assolutamente continua, ed in particolare, per ogni a, x ∈ R,

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt .

Dimostrazione. Basta provare la disuguaglianza

f(x)− f(a) ⩽
∫ x

a

f ′(t) dt , (1.75)

perché allora, applicando questa stessa disuguaglianza alla funzione −f al
posto di f , ricaviamo l’uguaglianza dell’enunciato.
Se f ′ fosse continua, sarebbe anche limitata grazie al Teorema di Weierstrass
(Sezione ??), e quindi l’enunciato si ridurrebbe alla semplice proprietà del
precedente Corollario 1.28.11. In generale, invece, f ′ non è continua, ma
possiamo approssimarla con funzioni semicontinue. Infatti, per ogni ε > 0, il
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Teorema di Vitali–Carathéodory 1.14.4 assicura l’esistenza di una funzione
g semicontinua inferiormente in [a, x] tale che f ′ ⩽ g e∫ x

a

g(t) dt <

∫ x

a

f ′(t) dt+ ε (1.76)

Poiché [a, x] ⊂ [a, b] ha misura limitata, possiamo aggiungere a g una costante
positiva abbastanza piccola affinché l’ultima disuguaglianza rimanga vera e
la prima diventi f ′ < g. (Nota: per lo stesso teorema esiste anche una
funzione h semicontinua superiormente tale che f ′ > h e gli integrali delle
due differiscono meno di ε. Se utilizzassimo h al posto di g nel resto della
dimostrazione, otterremmo la disuguaglianza reciproca di (1.75), ma è più
semplice ricavarla dall’argomento del primo paragrafo della dimostrazione
che ricorre a −f invece di f).
Ora abbiamo bisogno di una piccola approssimazione lineare. Fissiamo τ > 0
arbitrario, e per a ⩽ y ⩽ x poniamo

Fτ (y) :=

∫ x

a

g(t) dt− f(y) + f(a) + τ (y − a) . (1.77)

Si noti che Fτ è continua, perché lo sono f (derivabile ovunque!) e la primitiva
G(y) :=

∫ y
a
g(t) dt è continua: la seconda asserzione discende dal Teorema

del Confronto (Sezione 1.1), perché G(y2)−G(y1) =
∫ y2
y1
g(t) dt e∣∣∣∣∫ y2

y1

f ′(t) dt

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣∫ y2

y1

g(t) dt

∣∣∣∣ < (|g(y1)|+ ε) |y2 − y1|

se y2 è sufficientemente vicino a y1, in base alla parte (v) dell’Esercizio 1.14.3.
Poiché g è semicontinua inferiormente, l’insieme {t : g(t) > f ′(y)} è un
aperto (Definizione 1.14.1), e questo aperto contiene y perché g > f ′. D’altra
parte, la derivabilità di f al punto y implica che il rapporto incrementale di
f resti inferiore a f ′(y) + τ in tutto un intorno aperto di y. Perciò esiste un
intorno Iy := {y − δy < t < y + δy} di y in cui

g(t) > f ′(y) (1.78)

e
f(t)− f(y)

t− y
< f ′(y) + τ . (1.79)
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Segue da (1.78) e (1.79) che, per ogni t ∈ Iy,

Fτ (v)− Fτ (y) =

∫ v

y

g(t) dt− f(v) + f(y) + τ (v − y) (1.80)

> (v − y) f ′(y)− (v − y) (f ′(y) + τ) + τ (v − y) = 0 .

Ma sappiamo che Fτ è continua, quindi l’insieme dei suoi zeri (che è non vuoto
perché Fτ (a) = 0) è chiuso in [a, x], quindi compatto, ed allora ha un punto di
massimo y0 ∈ [a, x]. Se y0 = x allora Fτ ≡ 0 in [a, x]. Se invece y0 < x, allora
Fτ (t) > 0 per y0 < t ⩽ x. In entrambi i casi, Fτ (x) ⩾ 0. Allora, passando
al limite per τ → 0 nella definizione (1.77) si trova f(x)− f(a) ⩽

∫ x
a
g(t) dt,

e da (1.76) ora segue f(x)− f(a) ⩽
∫ x
a
f ′(t) dt + ε. Dal momento che ε > 0

è arbitrario, prendendo l’estremo inferiore su ε otteniamo (1.75), e quindi il
risultato voluto. tu

Nota 1.28.13. Il fatto che f ′ esista ovunque non implica necessariamente che
f ′ appartenga a L1. Ad esempio, la funzione f(x) = x2 sin(1/x2) (per x 6= 0)
è assolutamente continua (per un ragionamento analogo a quello dell’Eser-
cizio 1.26.5), ma la sua derivata, f ′(x) = 2x sin(1/x2) − 2x−1 cos(1/x2) non
appartiene a L1 in nessun intorno dell’origine, a causa della divergenza di
tipo 1/x: è facile verificare che questa funzione, anche se oscillante a causa
delll’oscillazione del coseno, ha, in valore assoluto, integrale divergente (eser-
cizio). Naturalmente questa funzione ha derivata in L1[a, b] per ogni [a, b]
che non contenga l’origine, e quindi il precedente Teorema 1.28.12 si applica
a questi intervalli. tu

Nota 1.28.14. Dal Teorema ??appiamo che, se una funzione f è assolutamen-
te continua, allora è derivabile quasi ovunque, la derivata f ′ è integrabile sui
compatti e f è l’integrale indefinito della propria derivata (su quei compatti);
viceversa, se f è un integrale indefinito, allora è assolutamente continua e
f ′ coincide quasi ovunque con l’integrando. Dal Teorema ??appiamo che,
se f è derivabile ovunque con f ′ integrabile sui compatti, allora f è assolu-
tamente continua ed è l’integrale indefinito della propria derivata. Allora è
naturale chiedersi se vale il viceversa del primo enunciato, nel senso seguen-
te: se f è derivabile quasi ovunque e f ′ è integrabile sui compatti, allora f è
necessariamente l’integrale indefinito della propria derivata? Vedremo nella
Proposizione 1.28.19, forse sorprendentemente, che la risposta è no.
A questo fine sono opportuni vari preliminari sul legame fra funzioni con de-



202 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

rivata integrabile e misure di Borel, che presentiamo nelle prossime Sezioni.
tu

1.28.1 ∗∗Funzioni di variazione limitata come derivate
di Radon–Nykodim di misure di Borel

In questa Sottosezione mostriamo che le funzioni di variazione limitata sono
le primitive delle misure di Borel finite:

Teorema 1.28.15. (Funzioni di variazione limitata e misure com-
plesse.)

(i) Sia µ una misura complessa su R finita (ossia µ(R) ∈ C). Allo-
ra la funzione f(x) =

∫ x
−∞ dµ = µ(−∞, x) è di variazione limita-

ta, continua a sinistra (ossia f(x−) := limt→x− f(t) = f(x) per ogni
x, e limx→−∞ f(x) = 0. I punti di continuità (bilatera) di f sono
precisamente gli x che non sono atomi di µ, nel senso che µ({x}) = 0.

(ii) Sia f una funzione di variazione limitata, continua a sinistra e tale che
limx→−∞ f(x) = 0. Allora esiste una misura complessa finita µ su R
tale che f(x) =

∫ x
−∞ dµ per ogni x, e la sua variazione totale ‖µ‖ della

Definizione 1.9.29 è legata alla variazione totale di f della Definizione
1.26.1 dalla relazione Tf (x) = ‖µ‖(−∞, x).

Dimostrazione. Dimostriamo solo la parte (i): per la dimostrazione di (ii)
rinviamo a [23, Theorem 8.14]. Cominciamo con il dimostrare che la funzione
f(x) = µ(−∞, x) è continua a sinistra. Sia y → x−. Allora la famiglia di
insiemi Ey := (−∞, y) invade (−∞, x), nel senso che gli Ey sono una famiglia
crescente di sottoinsiemi di (−∞, x). Siccome una misura complessa è la som-
ma, cone coefficienti ±1 e ±i, di quattro misure reali positive, possiamo assu-
mere che µ sia una misura positiva. Allora, grazie all’inclusione degli insiemi
Ey, la funzione f(y) = µ(Ey) è non decrescente, e quindi è sufficiente clcolare
il limite per successioni, ovvero limitare l’attenzione a successioni crescenti
x1 < x2 < · · · < xn → x e mostrare che µ(−∞, x) = µ(∪iExi) = limi µ(Exi):
ma questo segue dalla numerabile additività della misura (identità 1.22).
Inoltre,

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| =
n∑
i=1

|µ ([xi−1, xi))| ⩽ |µ|(−∞, x)
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per cui f è a variazione limitata e la sua variazione totale verifica Tf (x) ≡
Varf [a, x] ⩽ |µ|(−∞, x).
Infine, scegliamo una successione decrescente xn → −∞: per lo stesso ra-
gionamento di prima, o meglio per il Corollario 1.9.12, limx→−∞ f(x) =
limn µ((−∞, xn)) = µ(∩n(−∞, xn)) = µ(∅) = 0. Questo dimostra la parte
(i). tu

Corollario 1.28.16. (Formula di integrazione per parti.) Sia g ∈
C1[a, b] e f di variazione limitata su [a, b]. Sia µf la misura finita associata a
f nella parte (ii) del Teorema 1.28.15, ossia tale che tale che f(x) ≡

∫ x
−∞ dµ.

Allora vale la seguente formula di integrazione per parti:∫ b

a

g(x) dµ(x) = g(b) f(b)− g(a) f(a)−
∫ b

a

g′(x) f(x) dx

purché f sia continua ai punti estremi a e b. Se al punto iniziale a o al
punto finale b non vale l’ipotesi di continuità, la precedente identità vale an-
cora se rimpiazziamo i valori f(a) e f(b) rispettivamente con limx→a+ f(x) e
limx→b− f(x) (rammentiamo che le funzioni di variazione limitata ammettono
i limiti destro e sinistro: Corollario 1.26.7).
Dimostrazione. In base al Teorema Fondamentale del Calcolo (Sezione 1.1),
g(x) ≡ g(a)+

∫ x
a
g′(t) dt. Quindi il primo membro dell’identità nell’enunciato

diventa ∫ b

a

g(x) dµ(x) =

∫ b

a

g(a) dµ(x) +

∫ b

a

∫ x

a

g′(t) dt dµ(x) (1.81)

= (f(b)− f(a)) g(a) +

∫ b

a

∫ x

a

g′(t) dt dµ(x) .

Sia χ+ la funzione caratteristica di R+ (ovvero la funzione che vale 1 se
la sua variabile è non negativa e zero altrimenti). Allora l’ultimo integrale
diventa ∫ b

a

∫ x

a

g′(t) dt dµ(x) =

∫ b

a

∫ b

a

g′(t)χ+(x− t) dt dµ(x) .

Poiché g′ è continua su [a, b], quindi integrabile, l’ordine di integrazione si
può scambiare in base al Teorema di Fubini 1.20.4 (ii), e diventa∫ b

a

∫ b

t

g′(t) dµ(x) dt =

∫ b

a

g′(t) (f(b)− f(t)) dt
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= −f(a) (g(b)− g(a)) + f(b) (g(b)− g(a))−
∫ b

a

g′(t) f(t) dt .

Sostituendo questa identità in (1.81) otteniamo l’enunciato. tu

1.28.2 ∗∗Funzioni assolutamente continue e funzioni con-
tinue singolari

Sappiamo che le funzioni assolutamente continue sono a variazione limita-
ta. Il seguente risultato illustra quali funzioni a variazione limitata sono
assolutamente continue.

Definizione 1.28.17. Una funzione continua ovunque, derivabile quasi ovun-
que con derivata nulla quasi ovunque, si chiama una funzione continua sin-
golare.

Teorema 1.28.18. (Decomposizione di Lebesgue.) Se f è di variazione
limitata su R, continua a sinistra e limx→−∞ f(x) = 0, allora f ′ esiste quasi
ovunque, f ′ ∈ L1(R), ed esiste una seconda funzione fs a variazione limitata,
continua a sinistra e tendente a zero per x→ −∞, derivabile quasi ovunque
con f ′

s = 0 quasi ovunque, e tale che, per ogni x,

f(x) = fs(x) +

∫ x

−∞
f ′(t) dt .

La funzione fs è quindi una funzione continua singolare nel senso della pre-
cedente Definizione 1.28.17, che viene chiamata la parte singolare di f . Si
ha fs ≡ 0 se e solo se f è assolutamente continua.

Dimostrazione. In base al Teorema 1.28.15, f(x) = µ(−∞, x) per qualche
misura di Borel complessa finita e per ogni x. In base al teorema di Radon–
Nykodim (parte (ii) del Teorema 1.9.27), possiamo decomporre µ(E) come
µ(E) = µs(E)+

∫
E
g(t) dt, con µs singolare rispetto a µ e g ∈ L1(R) (in questo

caso rispetto alla misura di Lebesgue). Allora, ponendo fs(x) = µs(−∞, x),
segue di nuovo dal Teorema di Radon–Nykodim 1.9.27, parte (iii), che f ′

s =
0 e f ′ = g quasi ovunque: abbiamo provato l’identità dell’enunciato. La
funzione fs è identicamente nulla se e solo se µs è la misura zero (e viceversa),
nel qual caso f(x) =

∫ x
−∞ g(t) dt è assolutamente continua per il Lemma

1.27.2: questo prova l’ultima asserzione dell’enunciato. tu
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1.28.3 ∗∗L’insieme ternario di Cantor
In questa Sottosezione mostriamo che l’ipotesi che la derivata esista ovunque,
nel Teorema 1.28.12, non si può allentare. Infatti, come annunciato nella
Nota 1.28.19, ora mostriamo il fatto seguente:

Proposizione 1.28.19. (f non è necessariamente l’integrale di f ′ se f ′

esiste solo quasi ovunque.) Esistono funzioni f derivabili quasi ovunque,
con f ′ ∈ L1, ma tali che f(x) 6= f(a) +

∫ x
a
f ′(t) dt. In particolare,esistono

funzioni con derivata nulla quasi ovunque ma non costanti.

Dimostrazione. La dimostrazione consiste nella costruzione di un esempio ap-
propriato. Questa costruzione è svolta nel prossimo Esempio 1.28.20.
tu

Esempio 1.28.20. (Insieme di Cantor e funzione di Cantor.) Sia
E0 = [0, 1], E1 = E0 \ (1/3, 2/3), e, per ricorrenza, En un insieme costituito
dall’unione di 2n intervalli chiusi disgiunti in [0, 1] dal quale si ottiene En+1

rimuovendo da ciascuno di questi intervalli il terzo centrale. Si noti che En è
l’unione di 2n intervalli ciascuno dei quali ha lunghezza 3−n, e quindi la misura
di Lebesgue di En è (2/3)n. L’insieme di Cantor è definito da E =

⋂∞
n=1En;

inoltre, per lo stesso motivo, anche il complemento ∁En in [0, 1] è un’unione
di intervalli (aperti), ma ciascuno dista dal successivo esattamente 3−n, e
quindi il complemento di E è denso in [0, 1].
L’insieme E è chiuso, perché intersezione di chiusi, e compatto perché oltre ad
essere chiuso è anche limitato, essendo contenuto in [0, 1]. Il complemento in
[0, 1] di E è denso, perché Per il Corollario 1.9.12, la sua misura di Lebesgue
è

m(E) = m(
∞⋂
n=1

En) = lim
n

(
2

3

)n
= 0 .

Ora indichiamo la funzione caratteristica di En con χn, e rinormalizziamo
ponendo hn = (3/2)nχn. Allora ‖hn‖1 = 1. Poniamo fn(x) =

∫ x
0
hn(t) dt.

Allora fn(0) = 0, fn(1) = 1, fn è non decrescente e costante su ciascun in-
tervallo contenuto in ∁E. Invece sui 2n intervalli chiusi Jn che compongono
En, ciascuno lungo 3−n, si ha

∫
Jn
hn(t) dt = (3/2)n 3−n = 2−n. D’altra par-

te, Jn è l’unione di due intervalli chiusi di lunghezza 3−(n+1) che sono parti
di En+1 e di un intervallo aperto centrale (della stessa lunghezza) che è nel
complemento di En+1. Visto che hn+1 è normalizzata in modo da essere tre
volte maggiore di hn sui primi due intervalli, ma questi sono tre volte più
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corti di Jn, si ritrova nuovamente
∫
Jn
hn+1(t) dt = 2−n. Pertanto, quando si

integrano hn e hn+1, le funzioni integrali crescono ad una pendenza diver-
sa su ciascuno degli intervalli Jn di lunghezza 3−n che compongono En: la
prima delle due cresce a pendenza costante pari a (3/2)n, la seconda cre-
sce solo nel primo e nell’ultimo terzo ma con pendenza (3/2)n+1 e rimane
costante nel terzo centrale. Quindi, al termine dell’intervallo Jn, entrambe
queste primitive sono aumentate della stessa quantità 2−n, e dopo, nel suc-
cessivo intervallo nel complemento di En, entrambe rimangono costanti. Di
conseguenza, fn+1(x) = fn(x) per tutti gli x /∈ En. Invece, per x ∈ En,
diciamo per x in un intervallo dei 2n intervalli che formano En (chiamiamolo
J), abbiamo

|fn+1(x)− fn(x)| ⩽
∫
J

|hn+1(t)− hn(t)| dt

=

(∫
J\En+1

+

∫
J∩En+1

)
|hn+1(t)− hn(t)| dt

⩽
(
3

2

)n
m(J \ En+1) +

((
3

2

)n+1

−
(
3

2

)n)
m(J ∩ En+1)

=

(
3

2

)n (
1

3
3−n +

(
3

2
− 1

)
2

3
3−n
)

=

(
2

3

)
2−n .

Poiché la serie
∑∞

n=1 2
−n è convergente, dalle ultime due stime segue che {fn}

è una successione di Cauchy nella norma uniforme (si completino i dettagli
per esercizio), e quindi converge ad una funzione f continua non decrescente
tale che f(0) = 0, f(1) = 1 e costante in intorni sufficientemente piccoli di
ogni x /∈ E, quindi con f ′(x) ≡ 0 fuori di E. Poiché m(E) = 0, la funzione
f ′ si annulla quasi ovunque, e quindi f è una funzione continua singolare
nel senso della Definizione 1.28.17. La funzione f si chiama la funzione di
Cantor. tu

Nota 1.28.21. (Proprietà dell’insieme di Cantor e funzione ternaria
di Cantor.) L’insieme di Cantor ha varie proprietà interessanti.
Anzitutto, l’insieme di Cantor è totalmente sconnesso: la componente con-
nessa di ciascun suo punto x è proprio il singleton {x}. Infatti, se la compo-
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nente connessa contenesse anche un altro punto y, dovrebbe contenere l’inte-
ro intervallo (x, y). Chiamiamo d = |y−x| la lunghezza di tale intervallo. Sia
n tale che 3−n < d. L’insieme En ottenuto dopo i primi n tagli non contiene
intervalli di lunghezza maggiore di 3−n, come si vede immediatamente per
induzione, e quindi non può contenere (x, y).

Esiste un modo più chiaro ed elegante di provare questo risultato. Ogni
punto nell’intervallo [0, 1] può essere scritto come sviluppo in base 3, ossia
come la serie convergente

∑∞
n=1 an/3

n, con an = 0, 1 o 2. La serie parte da
n = 1 perché limitiamo l’attenzione a sviluppi la cui somma è in [0, 1]. Per
il punto 0, tutti gli an sono nulli; per il punto 1, tutti gli an valgono 2, ma
in questo caso lo sviluppo non è unico se si accetta che gli indici partano da
n = 0, perché

∑∞
n=1 2 3

−n = 1 = 1+0/3+0/32+. . . . Osserviamo che il punto
1/3 corrisponde alla successione dei coefficienti a1 = 1, a2 = a3 = · · · = 0,
ma anche in questo caso lo sviluppo non è unico a causa del fatto che la serie
geometrica

∑∞
n=2 2 3

−n = 2/9 + 2/27 + . . . converge a 1/3. Analogamente,
2/3 =

∑∞
n=1 an/3

n con a1 = 2, a2 = a3 = · · · = 0, ma anche a1 = 1,
a2 = a3 = · · · = 2. I punti che hanno due diversi sviluppi ternari sono
quelli le cui cifre da un dato indice in poi sono tutti 2 (esattamente come, nel
caso di sviluppi decimali, i numeri con due sviluppi diversi sono quelli con
sviluppo decimale le cui cifre sono definitivamente 9).
Ciò svela che i punti estremi dei sottointervalli connessi la cui unione è lo
n−simo insieme En la cui intersezione è l’insieme di Cantor sono esprimibili
con due diversi sviluppi ternari, uno dei quali contiene qualche cifra 1 e l’altro
è uno sviluppo finito che non contiene la cifra 1. È altrettanto facile vedere
che i punti interni di En sono esprimibili con sviluppi ternari infiniti i cui
coefficienti an valgono 0 o 2, ma mai 1. L’insieme di Cantor E consiste
quindi di tutti i numeri in [0, 1] esprimibili con uno sviluppo ternario che non
contiene la cifra 1: se un numero ha due sviluppi ternari, viene incluso in E
se uno dei due sviluppi non contiene la cifra 1 (questo include in E tutti i
punto estremi dei 22 sottointervalli connessi che formano En, per ogni n).

Considerato lo sviluppo ternario, è evidente che l’insieme di Cantor è
totalmente sconnesso. Infatti, dati x, y ∈ E diversi, diciamo x < y, con svi-
luppi ternari x =

∑
n⩾1 an/3

n e y =
∑

n⩾1 bn/3
n consideriamo il primo indice

n0 tale che an 6= bn: allora deve essere an0 = 0 e bn0 = 2 (perché x < y),
ed i numeri z =

∑
n⩾1 cn/3

n con cn = an = bn per 1 ⩽ n < n0 e cn0 = 1
verificano x < z < y: se si scelgono non tutti i ck = 1 per k > n0, questi
numeri z hanno uno sviluppo ternario unico e non appartengono a E (perché
lo sviluppo contiene la cifra 1). Quindi E è totalmente sconnesso.
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Un’altra proprietà che diventa ovvia alla luce dello sviluppo ternario è il
fatto che ∁E sia denso in [0, 1]. Infatti, ogni numero x con sviluppo terna-
rio x =

∑
n⩾1 an/3

n è approssimabile a meno, diciamo, di 3−k con numeri
xk
∑

n⩾1 a
(k)
n /3n il cui sviluppo ternario contiene la cifra 1: basta prendere

a
(k)
n = an per n < k e a(k)k = 1.

Sempre lo sviluppo ternario rivela un’altra proprietà interessante: ogni
punto di E è di accumulazione. Infatti, fissato ε > 0, si fissi k intero tale che
3−k < ε. Fissato un punto x =

∑
n⩾1 an/3

n di E, consideriamo l’intorno di
x di tutti gli y =

∑
n⩾1 bn/3

n tali che bn = an per n ⩽ k, e bn arbitrario per
n > k. Questo intorno ha diametro 3−k < ε e contiene punti di E: tutti gli
y in cui i bn restano diversi da 1 anche per n > k. Quindi esistono punti di
E diversi da x ma arbitrariamente vicini a x.

Manipolando lo sviluppo ternario si perviene ad un risultato ancora più
sorprendente. Si consideri la funzione φ che manda il numero x =

∑
n⩾1 an/3

n

appartenente a E nel numero y =
∑

n⩾1 bn/2
n ∈ [0, 1] tale che bn/an/2, ossia

bn = 0 se an = 0 e bn = 1 se an = 2 (per i punti di E che hanno due sviluppi
ternari differenti, ovviamente usiamo quello senza la cifra 1). In tal modo si
ottiene qualsiasi successione {bn} di 0 e 1, e quindi qualsiasi sviluppo binario
in [0, 1]: quindi l’immagine di φ è l’intero intervallo [0, 1]. I punti x, y ∈ E
con x < y sono dati da due sviluppi ternari in cui la prima cifra differente
(diciamo la cifra di indice k) è 0 per x e 2 per y: la mappa φ cambia questa
cifra 2 in 1, ma preserva l’ordinamento perché la prima cifra binaria differente
fra φ(x) e φ(y) è maggiore per y che per x, e quindi φ(x) < φ(y). In altre
parole, φ è monotòna crescente su E, ed è una mappa iniettiva di E su [0, 1].

Estendiamo il dominio di φ da E a [0, 1]. Dato uno sviluppo ternario
x =

∑
n⩾1 an/3

n di un punto arbitrario di [0, 1] (non necessariamente di E),
tronchiamo lo sviluppo al primo indice N tale che aN = 1 (pertanto non lo
tronchiamo affatto se x ∈ E, nel qual caso N = ∞), e poniamo bn = an/2 per
n < N , bN = aN = 1 e bn = 0 se n > N . Allora il numero y =

∑N
n=1 bn/2

n

appartiene a [0, 1], ma ora occorre dimostrare che la mappa φ così estesa a
tutto [0, 1] è ben definita, ossia che i punti con due diversi sviluppi ternari
portano allo stesso sviluppo binario. Ma due sviluppi ternari hanno la stessa
somma x esattamente quando essi coincidono fino ad un dato indice n0, e uno
dei due ha cifre an costantemente uguali a 2 da n0 + 1 in poi (con an0 = 0 o
1), mentre l’altro si ottiene dal primo ponendo an = 0 per tutti questi indici
maggiori di n0, ed aggiungendo 1 (modulo 3) a an0 . Possiamo supporre che
an 6= 1 per n < n0, visto che l’eventuale apparire di una cifra 1 arresterebbe
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a questa cifra lo sviluppo di φ(x) senza che la successiva sequenza di cifre 2
consecutive avesse alcuna rilevanza. Consideriamo separatamente i due casi
an0 = 0 e an0 = 1, e per cisscuno di essi i due sviluppi ternari con somma x.
Nel secondo caso, an0 = 1 = bn0 e an = 0 per n > n0. Allora lo sviluppo
binario φ(x) =

∑
n⩾N bn/2

n ottenuto tramite φ dal primo sviluppo ternario
si arresta alla cifra bN = bn0 = an0 = 1 e la sequenza consecutiva di cifre
2 successive non entra in gioco; invece il secondo sviluppo ternario, che ha
an0 = 1 + 1 = 2 e an = 2 per n > n0, viene mandato da φ in una sequenza
di cifre binarie bn0 = 1 e bn = 0 per n > n0. Quindi le immagini sotto φ dei
due sviluppi ternari coincidono.
Nel primo caso, i due sviluppi ternari hanno, rispettivamente, an0 = 0 e
an = 2 per n > n0, e an0 = 1 e an = 0 per n > n0. Esattamente la stessa
verifica ci fa concludere che, di nuovo, le immagini sotto φ dei due sviluppi
coincidono. Quindi φ è ben definita. Dal fatto che la mappa φ, applicata
a x =

∑
n⩾1 an/3

n, dà luogo ad uno sviluppo finito y =
∑N

n=1 bn/2
n che si

arresta al primo indice N tale che aN = 1, ossia agli estremi sinistri degli
intervalli scavati da [0, 1] per ottenere gli insiemi En, segue che φ è costante
su ogni intervallo che fa parte del complemento di E. Quindi ora φ è ben
definito su [0, 1], strettamente crescente su E, costante sugli intervalli del
complemento di E, surgettivo su [0, 1], e biunivoco da E a [0, 1]. La mappa
inversa, φ−1, non è continua, altrimenti φ sarebbe un omeomorfismo, ovvero
una equivalenza topologica, ma le topologie su E e [0, 1] non sono equivalenti
perché il primo insieme è totalmente sconnesso ed il secondo è connesso.
Questa estensione della funzione φ a tutto [0, 1] si chiama la funzione ternaria
di Cantor. tu

Esempio 1.28.22. (Insiemi di Cantor di misura zero ottenuti rimuo-
vendo terzi non centrati.) Le caratteristiche dell’insieme di Cantor che
rendono vera la Proposizione 1.28.19 non richiedono che la sua costruzione
sia così simmetrica come l’abbiamo effettuata, rimuovendo ogni volta i terzi
centrali. Infatti, basta scegliere una qualsiasi successione {δn} monotona de-
crescente con δ0 = 1 e limn δn = 0 e costruire insiemi En costituiti dall’unione
di 2n intervalli disgiunti di lunghezza 2−nδn, ottenendo ricorsivamente En+1

rimuovendo da ciascuno di questi intervalli che formano En un segmento di
lunghezza 2−n(δn − δn+1), in modo che ciascun intervallo in En dia luogo a
due intervalli di lunghezza 2−(n+1)δn+1. Allora gli insiemi chiusi En costitui-
scono una famiglia decrescente tale che m(En) = δn, e quindi E =

⋂∞
n=1En è

ancora un compatto non vuoto di misura zero. La costruzione, però, è meno
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elegante perché non è più possibile definire in maniera algebrica la funzione
ternaria di Cantor introdotta prima. tu

Esempio 1.28.23. (Insiemi di Cantor generalizzati, di misura po-
sitiva.) Una variante di misura α > 0 dell’insieme di Cantor, chiamato
insieme di Cantor generalizzato E(α), si ottiene rimuovendo iterativamente
da E

(α)
n 2n segmenti centrali di lunghezza non 3−(n+1) (come nel caso del

terzo centrale), ma α 3−(n+1). Tutti le deduzioni esposte precedentemente
continuano a valere, e E(α) è un compatto non vuoto tutti i cui punti so-
no di accumulazione ed il cui complemento è denso in [0, 1], ma adesso la
misura di E(α) non è zero. Infatti, la misura dell’insieme ternario di Can-
tor E è zero perché ad ogni passo della costruzione sottraiamo ad En 2n

intervalli di lunghezza 3−(n+1) (ovviamente disgiunti da quelli sottratti al
passo precedente), e quindi alla fine ciò che sottraiamo complessivamente è
1/3 + 2/32 + 4/33 + · · · =

∑∞
n=1 2

n−1/3n = 1. Nel caso generalizzato, sot-
traiamo invece da E(α)

n 2n segmenti centrali di lunghezza α 3−(n+1), e quindi
in totale sottraiamo α

∑∞
n=1 2

n−1/3n = α/3
∑∞

n=1(2/3)
n = α. Pertanto

m(E(α)) = 1− α. tu

Nota 1.28.24. Si consideri l’insieme di Cantor E di misura zero ottenuto ri-
muovendo ricorsivamente i terzi centrali a partire dall’intervallo [0, 1]. Che
relazione intercorre fra la funzione ternaria di Cantor φ introdotta nella Nota
1.28.21 e la funzione di Cantor f(x) =

∫ x
0
χE costruita alla fine dell’Esempio

1.28.20?
Naturalmente la funzione di Cantor f è definibile più in generale, su insie-
mi di Cantor ottenuti rimuovendo segmenti non centrati (Esempio 1.28.22)
od anche per insiemi di Cantor generalizzati di misura positiva (Esempio
1.28.23), mentre la funzione ternaria di Cantor no, perché la sua costruzio-
ne si basa su una serie ottenuta proprio dall’aritmetica in base 3. Ma se si
considera l’insieme di Cantor dei terzi centrali, allora che relazione c è ?
Entrambe hanno derivata nulla in ciascuno degli intervalli (terzi centrali) via
via rimossi, sono continue, monotòne non decrescenti, valgono 0 in 0 e 1 in
1 ed in particolare la loro immagine è tutto l’intervallo [0, 1]. Si potrebbe
provare a dimostrare che le due funzioni coincidono, usando il fatto che f è
approssimata dalle funzioni fn date dalle primitive delle funzioni caratteristi-
che χEn dopo le prime n generazioni di rimozioni di terzi centrati, mentre φ
è espressa come una serie convergente approssimata dalle sue somme parziali
n-sime φn, le quali sono il troncamento alle prime n cifre ternarie, poi divise
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per 2 al fine che l’immagine di φn sia tutto l’intervallo [0, 1] (cautela: questo
è un esercizio difficile). tu

1.29 ∗Integrali curvilinei e forme differenziali
1.29.1 Curve regolari
Definizione 1.29.1. Una curva continua in Rn è una funzione r : [a, b] →
Rn, continua sull’intervallo di definizione [a, b]. In questo libro restringiamo
l’attenzione a curve continue, quindi con l’espressione curva intendiamo curva
continua. Le curve continue si indicano anche con curve di classe C0.

Una curva di classe Ck è una funzione r : [a, b] → Rn derivabile k volte
con derivate continue (agli estremi a e b dell’intervallo ovviamente la derivata
è quella rispettivamente sinistra o destra).

Una curva si dice chiusa se r(a) = r(b).
Una curva si dice semplice se è una funzione biunivoca di [a, b] sulla sua

immagine, tranne ovviamente per l’unica eccezione r(a) = r(b) nel caso di
una curva chiusa.

In maniera analoga si definiscono le curve a valori in Cn. Si noti che
una curva è una funzione, quindi una legge oraria di percorso, e non la sua
immagine, cioè il percorso geometrico.

Definizione 1.29.2. (Curve equivalenti.) Due curve r e s di classe Ck,
definite rispettivamente in [a, b] e [c, d] si dicono equivalenti come curve Ck

se esiste un cambiamento di parametrizzazione di classe Ck che manda l’una
nell’altra, ossia una funzione biunivoca u : [a, b] → [c, d] di classe Ck insieme
alla sua inversa e tale che r = s ◦ u (e quindi anche s = r ◦ u−1.

Esercizio 1.29.3. Mostrare che questa nozione di equivalenza di curve è una
relazione di equivalenza nel senso della Definizione 1.2.13, cioè che gode delle
proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva. tu

Nota 1.29.4. È ovvio che se due curve sono equivalenti e la prima è semplice
allora lo è anche la seconda. tu

Nota 1.29.5. (Verso di percorrenza.) Consideriamo le funzioni continue e
biunivoche u : [a, b] → [c, d]. Poichè ogni funzione continua da R a R assume
in ogni intervallo tutti i valori intermedi fra ogni coppia di valori assunti
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(Teorema dei Valori Intermedi, Sezione 1.1), una tale funzione u è biunivoca
solo se è monotòna; inoltre, se è derivabile con inversa anch’essa derivabile,
deve essere monotòna in senso stretto (altrimenti nei punti di monotonia non
stratta l’inversa non avrebbe derivata finita). Quindi si danno solo due casi:

• u(a) = c e u(b) = d

• u(a) = d e u(b) = c

Nel primo caso si dice che l’equivalenza conserva il verso, ovvero che le due
curve equivalenti hanno lo stesso verso; nel secondo caso si dice che hanno
verso opposto. In questo senso, l’avere lo stesso verso è una nuova relazio-
ne di equivalenza, più fine, su ogni classe di equivalenza di curve: questa
nuova relazione di equivalenza ha solo due classi, che si chiamano i versi di
percorrenza della curva. tu

Esempio 1.29.6. È interessante il caso in cui si limita l’attenzione a curve
equivalenti tutte definite sullo stesso intervallo [a, b]. In tal caso, un cambia-
mento di legge oraria che rovescia il verso di percorrenza è precisamente una
funzione u da [a, b] in sé, biunivoca e monotòna decrescente: ad esempio la
funzione u(t) = a + b − t, dove t ∈ [a, b]. Quindi per ogni curva r un rap-
presentante della classe di equivalenza di verso opposto è s(t) = r(a+ b− t).

tu

Notazione 1.29.7. La classe di equivalenza delle curve dello stesso verso di
r si indica con r+, quella delle curve di verso opposto con r−.

Nota 1.29.8. È chiaro che due curve equivalenti hanno la stessa immagine. Il
viceversa non è vero: ad esempio, le curve a valori in R2 definite da

r(t) = (cos t, sin t) 0 ⩽ t ⩽ 2π

s(t) = (cos t, sin t) 0 ⩽ t ⩽ 4π

hanno entrambe per immagine la circonferenza in R2 di raggio 1 e centro
l’origine, ma non sono equivalenti, perché la prima è semplice e la seconda
no (Nota 1.29.4).

Però, se due curve continue r e s sono semplici ed hanno la stessa im-
magine, allora la funzione u = s−1 ◦ r è un cambiamento di legge oraria da
[a, b] in sé biunivoco, che quindi dà luogo ad una equivalenza fra le due curve.
Pertanto due curve continue semplici sono equivalenti se e solo se hanno la
stessa immagine. tu
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Esempio 1.29.9. La curva r : [0, π] → R2 definita (come nella Nota 1.29.8)
da

r(t) = (cos t, sin t) 0 ⩽ t ⩽ 2π

è una curva semplice di classe C∞ ed ha per immagine la semicirconferenza
di raggio 1 e centro l’origine giacente nel semipiano superiore. Un’altra curva
con la stessa immagine è

s(t) = (t,
√
1− t2) − 1 ⩽ t ⩽ 1 .

Questa seconda curva ha la stessa immagine della prima, è semplice e di classe
C0 ma non C1 perché la sua derivata diverge agli estremi. Le due curve quindi
sono equivalenti come curve di classe C0 grazie a quanto osservato nella Nota
1.29.8, ma non sono equivalenti in classe Ck con k > 0. Le due curve hanno
versi opposti: in base all’Esempio 1.29.6, una curva equivalente a r e dello
stesso verso è

p(t) = (−t,
√
1− t2) − 1 ⩽ t ⩽ 1 .

tu

Esempio 1.29.10. (Curve di classe C∞ possono avere cuspidi.) Anche la
regolarità di una curva è una proprietà della legge oraria, non della geometria
dell’immagine. Ad esempio, la curva r(t) = (t3, t2), per t ∈ [−1, 1], è di classe
C∞, perché le sue componenti sono polinomi, ed ha per immagine l’arco da
x = −1 a x = 1 del grafico della funzione f(x) = |x| 23 , che ha una cuspide
nell’origine.

Ciò che avviene in questo caso è che il vettore velocità r′(t) = (3t2, 2t)
si annulla per t = 0, cioè nell’istante in cui la curva passa per l’origine. È
chiaro che, nei punti in cui il vettore velocità è non nullo, esso costituisce un
vettore tangente all’immagine della curva, che quindi in quei punti ammette
un vettore tangente e pertanto non ha cuspidi.

Si badi però che l’annullarsi del vettore velocità non comporta sempre
l’esistenza di cuspidi. Ad esempio, modifichiamo la curva precedente scam-
biandone le componenti, ovvero poniamo s(t) = (t2, t3), con t ∈ [−1, 1].
Questa nuova curva è ancora polinomiale, quindi di classe C∞, ed il suo vet-
tore velocità si annulla ancora per t = 0. Però questa volta l’immagine della
curva giace sul grafico della funzione g(x) = |x| 32 , che nell’origine non ha una
cuspide (è tangente all’asse x). tu
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Definizione 1.29.11. (Concatenazione di curve.) Siano r : [a, b] → Rn
e s : [b, c] → Rn due curve continue. Se s(b) = r(b) allora la curva r&s :
[a, c] → Rn definita da r&s = r se t ∈ [a, b] e r&s = s se t ∈ [b, c] è continua:
essa si chiama la concatenazione di r e s.

Si può dimostrare il seguente risultato intuitivo ma non elementare:

Teorema 1.29.12. (Teorema di Jordan.) Sia r una curva (continua)
semplice chiusa in R2, e C la sua immagine (osserviamo che, poiché r è
continua ed il suo intervallo dei parametri è compatto, anche C è un insieme
compatto, quindi limitato; si veda la Sezione 1.1). Allora R2 \ C consiste
di due componenti connesse, entrambe con frontiera C, di cui una limitata
(detta interno di C) e l’altra illimitata (detta esterno).

1.29.2 Curve di lunghezza finita
Notazione 1.29.13. Una curva r : [a, b] → Rn continua di variazione limi-
tata (Definizione 1.26.1) si dice di lunghezza finita, o anche rettificabile. La
variazione totale di r si chiama la sua lunghezza e si indica con `(r).

Dalla Definizione 1.26.1 di variazione limitata segue immediatamente:

Corollario 1.29.14. Sia α = {a = t0 < t1 < . . . < tn = b} una partizione
finita di [a, b]. La variazione della curva r rispetto a questa partizione è la
lunghezza della spezzata poligonale da essa sottesa, cioè

p(α) =
n∑
i=1

‖r(ti)− r(ti−1)‖ .

La variazione totale ` di r quindi è data da ` = supα p(α).
Se una curva è di lunghezza finita allora tutte le curve ad essa equivalenti
sono anch’esse di lunghezza finita, con la stessa lunghezza.
La lunghezza della concatenazione di due curve continue, nelle ipotesi in cui
questa nozione si definisce (Definizione 1.29.11) è la somma delle lunghezze

Dimostrazione. L’unico punto non completamente ovvio è l’ultimo, che lo
diventa se si osserva che una partizione di [a, c] si scinde in una partizione di
[a, b] ed una di [b, c] se essa contiene il punto b, e se non lo contiene possiamo
aggiungerglielo, passando in tal modo ad una partizione più fine. tu
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Nota 1.29.15. La lunghezza di una curva è un invariante della legge oraria
di curve, e non della geometria dell’immagine della curva. Infatti, due curve
non equivalenti con la stessa immagine possono non avere la stessa lunghezza:
ad esempio, le due curve della Nota 1.29.8 hanno entrambe per immagine la
circonferenza con centro l’origine e raggio 1, ma la prima ha lunghezza 2π e
la seconda 4π. tu

Esempio 1.29.16. Esistono curve continue non di lunghezza finita. Ad esem-
pio, abbiamo mostrato nell’Esempio 1.26.4 che la curva

r(t) =

{
0 t = 0
t sin 1

t
−1 < t ⩽ 0

è continua ma non a variazione limitata, quindi non è di lunghezza finita.
tu

Nota 1.29.17. Consideriamo le curve assolutamente continue (Definizione
1.28.1). Per la Proposizione 1.28.6 esse sono tutte di lunghezza finita.

Per il Teorema 1.28.9, le curve r : [a, b] → Rn assolutamente continue sono
precisamente quelle per le quali esiste una funzione integrabile g : [a, b] → Rn
tale che, per ogni a ⩽ a′ ⩽ b′ ⩽ b, si ha

r(b′)− r(a′) =

∫ b′

a′
g(t) dt .

Inoltre, g = r′ quasi ovunque. In base alla Nota 1.28.2, una classe par-
ticolare di queste curve è costituita dalle curve continue e C1 a tratti (ad
esempio le poligonali). Per la definizione precisa di curva C1 a tratti si veda
la Definizione 5.11.8 che diamo nel seguito. tu

Dal Corollario 1.28.10 si ha la seguente identità per la lunghezza di una
curva assolutamente continua r : [a, b] → Rn:

Corollario 1.29.18. `(r) =
∫ b
a
‖r′(t)‖ dt.

1.29.3 Integrale lungo una curva di una funzione a va-
lori scalari

Definizione 1.29.19. Sia f una funzione continua definita sull’immagine di
una curva assolutamente continua r : [a, b] → Rn. Allora f ◦ r è continua, e
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r′ appartiene a L1[a, b], quindi vi appartiene anche ‖r′‖. Grazie all’Esercizio
1.16.32, il prodotto f ◦ r(t)‖r′‖(t) appartiene a L1[a, b] (se non si vuole usare
l’Esercizio 1.16.32, basta imporre la condizione più forte che la curva r sia di
classe C1 a tratti: questa condizione è sufficiente per i risultati nel resto di
questo libro).
Si definisce l’integrale di f lungo la curva r il numero∫

r

f ds =

∫ b

a

f ◦ r(t) ‖r′(t)‖ dt .

Le seguenti proprietà dell’integrale seguono direttamente dalla definizio-
ne, tranne la proprietà (iii) che è nient’altro che il Corollario 1.29.18.

Proposizione 1.29.20. (Proprietà dell’integrale curvilineo di un
campo scalare.) Sia r : [a, b] → Rn una curva assolutamente continua, R
la sua immagine in Rn e f una funzione continua su R. Allora

(i) L’integrale curvilineo è un funzionale lineare sullo spazio delle funzioni
continue.

(ii) (Teorema della media.) Questo funzionale è continuo, nel senso (si
veda la Sezione 4.6) che

min
R
f · `(r) ⩽

∫
r

f ds ⩽ max
R

f · `(r) .

Inoltre, esiste t0 ∈ [a, b] tale che
∫
r
f ds = f(r(t0)) ‖r′(t0)‖.

(iii) `(r) =
∫
r
1 ds.

(iv) (Additività rispetto al dominio di integrazione.) Se p : [c, d] → Rn è
una seconda curva assolutamente continua che comincia al punto finale
di r, ossia tale che p(c) = r(b), allora l’integrale sulla curva concatenata
r&s (Definizione 1.29.11) è la somma degli integrali separati:∫

r&p

f ds =

∫
r

f ds+

∫
p

f ds .

Esempio 1.29.21. Se il campo scalare da integrare rappresenta la densità di
un materiale, allora il significato fisico del suo integrale curvilineo lungo una
curva, intesa come un filo di materiale, è la massa totale della curva.
tu
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Il prossimo risultato mostra che l’integrale curvilineo di una funzione
dipende solo dalla geometria dell’immagine della curva, non dalla sua legge
oraria.
Proposizione 1.29.22. Siano r e p due curve di classe C1 equivalenti come
curve di classe C1 (nel senso della Definizione 1.29.2), e f una funzione
continua sulla loro comune immagine. Allora

∫
r
f ds =

∫
p
f ds. La stessa

identità vale per curve di classe C1 a tratti equivalenti nel senso che ciascun
tratto della prima è equivalente nel senso di C1 al corrispondente tratto della
seconda.
Dimostrazione. Basta assumere che le curve siano di classe C1, perché, una
volta dimostrato l’enunciato per curve di classe C1, esso si estende alle curve
di classe C1 a tratti per l’additività rispetto al dominio di integrazione. Sia
u : [a, b] → [c, d] il cambiamento di parametrizzazione, cioè l’applicazione
biunivoca e C1 con la sua inversa, che implementa l’equivalenza fra r e p,
ossia tale che r = p◦u. Abbiamo già osservato che u è strettamente monotòna
(Nota 1.29.5), e quindi u′ non si annulla mai. Osserviamo che se u è crescente,
cioè se u′ > 0, allora si ha u(a) = c e u(b) = d, altrimenti il viceversa.
Inoltre, per il Teorema di Derivazione di Funzione Composta (Sezione 1.1)
si ha r′(t) = p′(u(t))u′(t), da cui ‖r′(t)‖ = ‖p′(u(t))‖|u′(t)|. Pertanto segue
dal Teorema 1.22.1 di integrazione per sostituzione che

∫
r

f ds =

∫ b

a

f(r(t)) ‖r′(t)‖ dt =
∫ u−1(b)

u−1(a)

f (p(u(t))) ‖p′(u(t))‖ |u′(t)| dt

=

∫ d

c

f(p(s)) ‖p′(s)‖ ds =
∫
p

f ds .

tu

Nota 1.29.23. Segue dalla Proposizione 1.29.22 che l’integrale curvilineo di un
campo scalare è costante sulla classe di equivalenza della curva rispetto alla
quale è definito, ossia è invariamnte per equivalenza, e quindi in particolare
non dipende dal verso di percorrenza. tu

1.29.4 Altre nozioni di integrale curvilineo
Nella precedente sottosezione 1.29.22 abbiamo definito integrali curvilinei di
campi scalari, ed abbiamo mostrato che per essi valgono linearità, teorema
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della media, additività rispetto alla concatenazione di curve di integrazione
(Proposizione 1.29.20) ed invarianza per equivalenza (Proposizione 1.29.22):
in particolare essi non dipendono dal verso di percorrenza.
Presentiamo qui due altre varianti diverse di questa definizione, che ci saranno
utili nel seguito.
La prima variante non è innovativa: è la copia identica della Definizio-
ne 1.29.19 nel caso che la funzione da integrare abbia valori vettoriali (la
chiamiamo un campo vettoriale.

Definizione 1.29.24. (Integrale curvilineo a valori vettoriali di un
campo vettoriale.) Sia f : Rn → Rk un campo vettoriale e r : [a, b] → Rn
una curva assolutamente continua a valori nel dominio di definizione di f .
Chiamiamo integrale a valori vettoriali di f lungo la curva r il seguente
vettore in Rk: ∫

r

f ds =

∫ b

a

f(r(t)) ‖r′(t)‖ dt .

Esercizio 1.29.25. Mostrare che l’integrale curvilineo della precedente Defi-
nizione 1.29.24 ha proprietà analoghe a quello di campi scalari: linearità,
additività rispetto alla concatenazione di curve di integrazione, teorema del-
la media per la norma dell’integrale (Proposizione 1.29.20) ed invarianza per
equivalenza (Proposizione 1.29.22): in particolare esso non dipende dal verso
di percorrenza. tu

Esempio 1.29.26. Se il campo vettoriale è f(x) = x, allora il significato fisico
dell’integrale curvilineo a valori vettoriali di un campo vettoriale è quello del
baricentro della curva, intesa come un filo di materiale a densità costante.

tu

Definizione 1.29.27. (Integrale curvilineo a valori vettoriali di un
campo scalare.) Sia f : Rn → R un campo scalare e r : [a, b] → Rn
una curva assolutamente continua a valori nel dominio di definizione di f .
Chiamiamo integrale a valori vettoriali di f lungo la curva r il seguente
vettore in Rn: ∫

r

f ds =

∫ b

a

f(r(t)) r′(t) dt .

Esempio 1.29.28. Se il campo scalare f rappresenta la densità di un materiale,
allora il significato fisico del suo integrale curvilineo a valori vettoriali lungo
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una curva è quello del baricentro della curva, intesa come un filo di materiale
a densità data da f . tu

Esercizio 1.29.29. Mostrare che l’integrale curvilineo della Definizione 1.29.27
gode delle proprietà di linearità, additività rispetto alla concatenazione di
curve di integrazione, teorema della media per la norma dell’integrale (Pro-
posizione 1.29.20), ma non della invarianza per equivalenza (Proposizione
1.29.22). Infatti esso dipende dal verso di percorrenza, ed è invariante solo
per cambi di parametrizzazione della curva che preservano il verso; se si ro-
vescia il verso, esso cambia di segno, proprio come l’integrale normale su un
intervallo (che in effetti ne è un caso particolare: si veda la prossima Defini-
zione 1.29.30).
tu

Definizione 1.29.30. (Integrale curvilineo di funzioni complesse.)
Un integrale

∫ b
a
f(x) dx (normale, non curvilineo) è un caso particolare di un

integrale curvilineo, in cui la parametrizzazione della curva è r(t) = t. La
definizione analoga per funzioni di variabile complessa a valori complessi è
particolarmente interessante; l’integrale si definisce come un integrale unidi-
mensionale lungo una curva assolutamente continua z : [a, b] → C in analogia
al caso reale appena visto, nel modo seguente:∫

r

f(z) dz =

∫ b

a

f(z(t)) z′(t) dt ,

dove il prodotto nell’integrando è la moltiplicazione complessa. Si osservi
che l’integrale che si ottiene è un numero complesso, ma lo spazio complesso
C, come spazio vettoriale sui reali, è isomorfo a R2. Questo integrale si può
allora considerare come una nuova versione di integrale a valori vettoriali di
un campo vettoriale f : R2 → R2 lungo una curva r : [a, b] → R2. Poiché
la moltiplicazione complessa mescola le componenti reale ed immaginaria,
questa nuova definizione di integrale a valori vettoriali di un campo vettoriale,
che vale solo in due dimensioni reali, non coincide con quella precedentemente
introdotta per Rn (Definizione 1.29.24).
Esercizio 1.29.31. Mostrare che l’integrale complesso introdotto nella Defi-
nizione 1.29.30 gode delle proprietà di linearità, additività rispetto alla con-
catenazione di curve di integrazione, teorema della media, invarianza sotto
equivalenza di curve che preservano il verso di percorrenza, e che esso cambia
di segno se si rovescia il verso di percorrenza. tu
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Notazione 1.29.32. Se C ⊂ C è l’immagine della curva r, scriveremo spesso∫
C
f(z) dz invece che

∫
r
f(z) dz . Si noti però che questa notazione è ambigua,

perché l’integrale dipende non solo dall’immagine della curva, ma anche dal
suo verso di percorrenza, che quindi occorre esplicitare, e (grazie all’additività
per concatenazione) dal numero di giri percorsi lungo la curva se essa è chiusa
(di solito assumeremo che la curva sia semplice, quindi che si percorra solo
un giro.

Esempio 1.29.33. Mostriamo che, se C è la circonferenza di raggio r e centro
l’origine nel piano complesso, percorsa una volta in senso antiorario, allora∫

C

zk dz =

{
0 se k 6= −1
2πi se k = −1

.

Infatti, parametrizziamo la curva come z(t) = reit, per 0 ⩽ t ⩽ 2π. Allora∫
C

zk dz =

∫ 2π

0

rkeikt ireit dt = irk+1

∫ 2π

0

ei(k+1)t dt

e l’ultimo integrale si annulla se k+1 6= 0 perché le sue parti reale cos((k+1)t)
ed immaginaria sin((k+1)t) sono a media nulla sul periodo, mentre se k+1 =
0 l’integrando vale identicamente 1 ed il risultato è 2πi.

Pertanto, se poniamo IndC(0) = 1
2πi

∫
C

1
z
dz, il valore dell’integrale è il

numero di volte che la curva gira intorno a 0 nel percorrere la circonferenza C,
con segno positivo o negativo a seconda che il verso di percorrenza sia orario
o antiorario. Analogamente, per una circonferenza con centro in w ∈ C, il
numero di avvolgimenti intorno a w di una curva chiusa che ha per immagine
la circonferenza è dato dall’indice di avvolgimento

IndC(w) =
1

2πi

∫
C

1

z − w
dz (1.82)

tu

Il precedente Esempio conduce alla seguente definizione:

Definizione 1.29.34. (Indice di avvolgimento.) Definiamo indice di
avvolgimento di una curva r : [a, b] → C intorno ad un punto w ∈ C il
seguente integrale:

Indr(w) =
1

2πi

∫
r

1

z − w
dz =

1

2πi

∫ b

a

r′(t)

r(t)− w
dt .
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Nota 1.29.35. Estendendo l’Esempio 1.29.33, dimostreremo nella Nota 2.3.3
che l’indice di avvolgimento di una curva chiusa r rispetto ad un punto w
misura il numero di giri che la curva compie intorno a w, o, per essere più
precisi, l’incremento dell’argomento del numero complesso r(t)−w al variare
di t nell’intervallo di parametrizzazione della curva. tu

Osserviamo che in questo contesto il Teorema Fondamentale del Calcolo
1.27.1 assume una forma interessante:

Proposizione 1.29.36. (Teorema di Cauchy per una derivata.) Se
f : C→ C è derivabile in senso complesso (Definizione 1.22.13) con derivata
continua, allora per ogni curva chiusa r di classe C1 a tratti (o assolutamente
continua) si ha

∫
r
f ′(z) dz = 0.

Dimostrazione. Scriviamo r : [a, b] → C e z(t) = r(t). Per il Teorema
Fondamentale del Calcolo 1.27.1, l’integrale curvilineo vale

∫
r
f ′(z) dz =∫ b

a
f ′(z(t)) z′(t) dt = f(z(b)) − f(z(a)) = 0 perché z(b) = z(a) (la curva è

chiusa). tu
Poiché per ogni n 6= −1 la funzione zn è la derivata di zn+1

n+1
, da qui

abbiamo la seguente generalizzazione dell’Esempio 1.29.33:

Corollario 1.29.37. Per ogni curva chiusa C si ha:

(i)
∫
C
zn dz = 0 per n = 0, 1, . . .

(ii)
∫
C
zn dz = 0 per n = −2,−3, . . . se 0 /∈ C

La prossima variante della nozione di integrale curvilineo è di fondamen-
tale interesse. Ad essa, nella terminologia alternativa di integrale di una
forma differenziale, è dedicato il resto dell’intera Sezione.

Definizione 1.29.38. (Integrale curvilineo a valori scalari di un cam-
po vettoriale.) Sia f : Rn → Rn un campo vettoriale e r : [a, b] → Rn
una curva assolutamente continua a valori nel dominio di definizione di f .
Chiamiamo integrale di f lungo la curva r il numero∫

r

f · ds =
∫ b

a

f(r(t)) · r′(t) dt .

Quando non c’è adito a confusione, denotiamo questo integrale anche con∫
f · dr.
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Esempio 1.29.39. Se f rappresenta un campo di forze, il significato fisico
dell’integrale

∫
f · dr è il lavoro svolto dal campo su un punto che si muove

lungo la curva. tu

Esercizio 1.29.40. Mostrare che l’integrale a valori scalari di un campo vet-
toriale, cioè il lavoro svolto dal campo, ha le proprietà di linearità, additività
rispetto alla concatenazione di curve, invarianza sotto equivalenza di curve
che preservano il verso di percorrenza, e cambia di segno se si rovescia il ver-
so di percorrenza; infine, mostrare che esso gode della proprietà della media
nella forma seguente: ∣∣∣∣∫

r

f · ds
∣∣∣∣ ⩽ `(r) max

a⩽t⩽b
‖f(r(t))‖

e, se il campo è una funzione continua,∫
r

f · ds = f(r(t0)) · r′(t0)

per qualche opportuno t0 ∈ [a, b] (qui `(r) è la lunghezza della curva; per l’ul-
tima uguaglianza si applichi il Teorema della Media Integrale (Sezione 1.1)).

tu

1.29.5 Integrale curvilineo di un campo vettoriale e
forme differenziali

Nella Definizione 1.29.38 abbiamo introdotto l’integrale di un campo vetto-
riale lungo una curva in Rn,∫

r

f · ds =
∫ b

a

f(r(t)) · r′(t) dt =
∫ b

a

n∑
i=1

fi(r(t))r
′
i(t) dt .

Nella Nota 1.22.12 abbiamo chiamato una espressione di questo tipo una for-
ma differenziale esatta. Rammentiamo la definizione, rinviando alla suddetta
Nota per quanto concerne la terminologia.

Definizione 1.29.41. (i) Data una n−pla di funzioni continue a1 , . . . , an
in un dominio apertoA ⊂ Rn, la funzione lineare ω : x 7→

∑n
i=1 ai(x) dxi,

da Rn a (Rn)∗ ∼ Rn, si chiama una forma differenziale lineare del primo
ordine.
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(ii) Se esiste una funzione f : A ⊂ Rn → R di classe C1 tale che ai =
Dif per ogni i = 1 , . . . , n, la forma differenziale df : x 7→ dfx =∑n

i=1Dif(x) dxi si dice un forma differenziale esatta.
Una forma differenziale si dice di classe Ck se i suoi coefficienti sono

funzioni in Ck(A) (derivate parziali continue fino all’ordine k). Si noti che,
se f è una funzione di classe Ck+1 in A, allora df è una forma differenziale
di classe Ck.

Definiamo l’integrale di una forma differenziale lineare ω del primo ordine
lungo una curva r in un aperto A ⊂ Rn in accordo con la Definizione 1.29.38:

Definizione 1.29.42. Sia ω =
∑n

i=1 ai dxi una forma differenziale lineare
del primo ordine in un aperto A ⊂ Rn e r : [a, b] → A una curva di classe C1

con immagine in A (non necessariamente chiusa). L’integrale di ω lungo r si
definisce come ∫

r

ω =

∫ b

a

n∑
i=1

ai(r(t)) r
′
i(t) dt .

Nota 1.29.43. Data una forma differenziale lineare del primo ordine, i suoi
coefficienti a1(x) , . . . , an(x) formano una campo vettoriale f . Rammentia-
mo che l’integrale di una forma differenziale lungo una curva ha il significato
fisico del lavoro svolto dal campo su un corpo che si muove lungo la curva
(Esercizio 1.29.40):

∫
r
ω =

∫
r
∇f ·dt nel senso della Definizione 1.29.38. Per-

tanto, per le forme differenziali lineari del primo ordine valgono le proprietà
dell’Esercizio 1.29.40. In particolare, l’integrale di una forma differenziale
lungo una curva è lo stesso per tutte le curve nella sua classe di equivalenza
positiva di orientamento (introdotta nella Notazione 1.29.7), ossia percorse
nello stesso verso, mentre è l’opposto per le curve orientate in senso opposto.
Quindi l’integrale dipende solo dal verso di percorrenza (per il suo segno),
ma non dalla velocità di percorrenza della curva.

Nel seguito ci riferiremo alle forme dofferenziali lineari del primo ordine
semplicemente come forme differenziali lineari. tu

1.29.6 Insiemi connessi
In questa breve sottosezione ci limitiamo a definire gli insiemi connessi in R2

e gli insiemi semplicemente connessi in R2 (o equivalentemente in C).
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Definizione 1.29.44. (Insiemi connessi.) Un insieme E in uno spazio
topologico, ad esempio Rn, si dice sconnesso se esistono due aperti A e B
tali che E = A ∪ B e Ā ∩ B = A ∩ B̄ = ∅.
Con questa notazione, sia V il complementare di A e W il complementare
di B. Allora questa definizione equivale a dire che E è sconnesso se e solo
se E ⊂ V ∪W , dove V e W sono due chiusi ciascuno dei quali interseca E,
ma tali che E ∩ V ∩W = ∅. Pertanto, se E è sconnesso e chiuso, allora E è
l’unione di due chiusi disgiunti non vuoti (E ∩ V e E ∩W ).
Un insieme che non è sconnesso si dice connesso.

Vale il seguente risultato

Proposizione 1.29.45. L’immagine di un insieme connesso sotto una fun-
zione continua è un insieme connesso.

Dimostrazione. Sia C un insieme connesso, X uno spazio topologico e f :
C → X una funzione continua. Supponiamo per assurdo che f(X) non sia
connesso: allora esistono due aperti disgiunti A e B ⊂ f(X) tali che f(X) =
A ∪ B. La controimmagine di un aperto sotto una funzione continua è un
aperto (questa proprietà è equivalente al;la definizione di continuità, si veda la
Sezione 1.1). Pertanto si avrebbe C = f−1(A)∪f−1(B), una decomposizione
di C come unione disgiunta di due aperti. Questo contraddice il fatto che C
sia connesso. tu

Una dimostrazione analoga prova il seguente enunciato:

Proposizione 1.29.46. Sia E un aperto connesso in Rn, Per ogni x, y ∈ E
esiste una curva C1 a tratti con immagine in E il cui punto iniziale è x ed
il punto finale è y.

Dimostrazione. Basta mostrare che x e y sono congiunti da una curva poligo-
nale (e quindi parametrizzabile in modo lineare a tratti, perciò C1 a tratti).
Poiché E è aperto, esiste un intorno sferico aperto O di x (una palla aperta
con centro x) tutto contenuto in E: questa palla è convessa, ed i suoi punti
sono congiunti a x da segmenti, quindi da curve C1, giacenti in O. Questo
prova che il sottoinsieme A di E di punti congiunti a x da curve C1 a tratti
con immagine contenuta in E è non vuoto. Inoltre, se w ∈ A, allora w ∈ E e
quindi esiste una palla aperta con centro w contenuta in E, i cui punti, come
prima, sono congiunti a w da segmenti: questo prova che A è aperto. ma
ora, sia B = E \A. L’insieme B consiste dei punti di E non congiunti a x da
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curve C1 a tratti con immagine in E. Di nuovo, se z ∈ B, esiste una palla
aperta con centro z contenuta in E, la quale deve essere contenuta anche in
B, perché, se un suo punto w fosse in E \B = A, esso sarebbe congiungibile
a x da una curva C1 a tratti r in E, ma allora lo sarebbe anche z (basterebbe
concatenare r con il segmento da w a z. Quindi anche B è aperto. D’altra
parte, poiché E è connesso, non si può scomporre E = A∪B come unione di
due aperti disgiunti non vuoti. Visto che A 6= ∅, deve essere B = ∅ e quindi
A = E. tu

1.29.7 Campi conservativi e forme differenziali esatte

Teorema 1.29.47. Sia ω una forma differenziale lineare di classe C0 (ossia
a coefficienti continui) in un aperto connesso E. La forma differenziale ω è
esatta se e solo se vale la proprietà seguente:
per ogni coppia di punti x, y ∈ E, l’integrale di ω assume lo stesso valore su
ogni curva C1 a tratti in E da x a y
(ossia con punto iniziale x e punto finale y: ovviamente, se si scambiano fra
loro i punti iniziale e finale, ossia il verso di percorrenza, l’integrale della
forma sulla curva cambia di segno, come osservato nella Nota 1.29.43). Tali
curve esistono in base alla Proposizione 1.29.46.

Inoltre, sia ω una forma esatta su E e f una funzione di classe C1 su E
tale che ω = df . Allora, se r è una curva C1 a tratti in E da x a y, si ha∫
r
ω = f(y) − f(x). (Per questo motivo, una f tale che df = ω si chiama

una primitiva di ω).

Dimostrazione. Sia ω =
∑n

j=1 aj dxj una forma di classe C0 che soddisfa la
proprietà di indipendenza dell’integrale dalla curva esposta nell’enunciato.
Vogliamo mostrare che esiste una funzione f di classe C1 tale che ω = df .
Fissiamo un punto w ∈ E e poniamo f(x) =

∫
r
ω dove r è una curva di

classe C1 a tratti in E da w a x: questa definizione ha senso proprio grazie
all’ipotesi che l’integrale non dipenda dalla scelta della curva. Poiché E è
aperto, esiste una palla aperta in E con centro in x, chiamiamo 2ρ il suo
raggio. Sia ei l’i−esimo vettore canonico di base e s(t) = x + ρtei, con
0 ⩽ t ⩽ 1, una curva che ha per immagine un segmento da x a x+ ρei ∈ E.
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Allora, concatenando le curve come nella Definizione 1.29.11, otteniamo

f(x+ ρei) =

∫
r&s

ω =

∫
r

ω +

∫
s

ω = f(x) +

∫ 1

0

n∑
j=1

aj(s(t)) s
′
i(t) dt

= f(x) + ρ

∫ 1

0

n∑
j=1

aj(x+ ρtei) dt = f(x) + ρ

∫ 1

0

ai(x+ ρtei) dt .

Poiché ai è continua per ipotesi, segue da questa identità e dal Teorema
della media integrale (Sezione 1.1) oppure, se si preferisce, dal Teorema
Fondamentale del Calcolo 1.27.1, che

Dif(x) = lim
ρ→0

f(x+ ρ ei)− f(x)

ρ
= lim

ρ→0

∫ 1

0

ai(x+ ρ t ei) dt = ai(x) .

Quindi df = ω.
Viceversa, sia ω una forma differenziale esatta, e f tale che ω = df . Sia

r : [a, b] → E una curva di classe C1 a tratti da x a y. Siano t0 = a < t1 <
t2 < · · · < tm = b tali che ri sia di classe C1 negli intervalli [tj−1, tj] , con
j = 1, . . . ,m. Allora∫

r

ω =
m∑
j=1

∫ tj

tj−1

n∑
i=1

∇if(r(t)) r
′
i(t) dt . (1.83)

Sappiamo, dal Teorema di derivazione di funzione composta in più variabili
(regola della catena, Corollario 1.22.17), che

n∑
i=1

∇if(r(t)) r
′
i(t) = D(f ◦ r)(t) .

Quindi (1.83) diventa∫
r

ω =
m∑
j=1

∫ tj

tj−1

f(r(t)) dt =
m∑
j=1

(f(r(tj))− f(r(tj−1)))

= f(r(b))− f(r(a)) = f(y)− f(x) .

tu
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Corollario 1.29.48. In un dominio aperto connesso in Rn, l’integrale di una
forma differenziale ω di classe C0 su una qualsiasi curva di classe C1 a tratti
dipende solo dai punti iniziale e finale della curva (ossia, il campo vettoriale
associato a ω è conservativo, ossia ancora, il lavoro fatto su una curva C1 a
tratti chiusa è zero) se e solo ω è esatta.

1.29.8 ∗Insiemi semplicemente connessi e forme diffe-
renziali esatte di classe C1

Nel Teorema 1.29.47 abbiamo dimostrato una condizione di esattezza di una
forma di classe C0 equivalente all’indipendenza dal percorso. Questa con-
dizione è difficile da applicare, perché è scomodo cercare di verificarla per
ogni curva regolare a tratti. Una condizione più comoda vale per forme
differenziali di classe C1, come dimostriamo in questa Sottosezione.

Osserviamo prima una condizione necessaria:

Proposizione 1.29.49. Sia ω =
∑n

i=1 ai dxi una forma differenziale esatta
di classe C1 in un aperto E ⊂ Rn. Allora le componenti di ω hanno derivate
incrociate uguali: per ogni i, j = 1, . . . , n si ha

Djai = Diaj (1.84)

identicamente in E.

Dimostrazione. Richiedere che ω sia esatta di classe C1 significa richiedere che
esista una funzione primitiva f di classe C2 tale che ω = df . La condizione
dell’enunciato equivale all’identità DjDif = DiDjf , che è vera in base al
Lemma di Schwarz 1.22.3. tu

In generale, però, la condizione (1.84) non è sufficiente ad assicurare che
una forma differenziale C1 a tratti non dipenda dal percorso (e quindi sia
esatta, in base al Teorema 1.29.47), come rivela il seguente esempio:
Esempio 1.29.50. Sia E = R2 \ {0}, e

ω =
x

x2 + y2
dy − y

x2 + y2
dx

(quando si hanno due sole variabili, è più comodo scriverle come x, y invece
che x1, x2). Sia 0 ⩽ t ⩽ 2π e s(t) = (cos t, sin t) una curva C∞ chiusa la cui
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immagine è la circonferenza di raggio 1 percorsa una volta in senso antiorario.
Allora la condizione (1.84) è verificata ovunque, e∫

s

ω =

∫ 2π

0

(cos2 t+ sin2 t) dt = 2π ,

quindi l’integrale sulla curva chiusa s non è nullo e la forma ω non è esatta
(il campo non è conservativo).

Osserviamo però che il dominio dove è definibile questa forma è il piano
bucato: se ad esempio avessimo scelto ω = x dy − y dx, allora la forma
sarebbe stata definita ovunque e non esatta, ma non sarebbe stata verificata
la condizione (1.84). tu

Definizione 1.29.51. (Insiemi semplicemente connessi.) Un sottoin-
sieme connesso E del piano si dice semplicemente connesso se non esiste alcun
punto w /∈ E ed alcuna curva chiusa r con immagine in E tale che l’indice
di avvolgimento Indr(w) (introdotto nella Definizione 1.29.34) sia non nullo:
ovvero, se non esiste alcuna curva in E che gira intorno a punti fuori di E
(cioè, se l’interno dell’immagine delle curve in E è tutto contenuto in E,
senza buchi: quest’ultima osservazione per ora intuitiva verrà resa precisa
grazie alla nozione di equivalenza omotopica nella Sezione 2.4.

Teorema 1.29.52. Se E è un aperto semplicemente connesso in Rn e ω è
una forma differenziale lineare di classe C1 su E, allora la condizione (1.84)
è sufficiente affinché ω sia esatta.

Dimostrazione. In realtà non diamo qui la dimostrazione in dettaglio, ma
rinviamo il lettore ad una dimostrazione simile in un altro capitolo successi-
vo. L’idea è la seguente: per prima cosa (Teorema 2.4.6) si dimostra che due
curve omotope possono essere portate l’una nell’altra con un’omotopia linea-
re a tratti (ossia, realizzando una interpolazione poligonale, lineare a tratti,
dall’immagine della prima a quella della seconda); poi si dimostra che, sotto
questo tipo di omotopia, l’integrale di una forma differenziale C1 a tratti è
lo stesso per le due curve (Teorema 2.4.7); infine, si sceglie come prima curva
una curva chiusa e si utilizza il fatto che il dominio è semplicemente connes-
so per scegliere la seconda curva costante (ovvero avente per immagine un
punto solo), e su di essa ovviamente l’integrale è zero. I succitati riferimenti
in realtà hanno a che fare con integrali lungo curve di funzioni olomorfe su C
(che introdurremo nel successivo Capitolo 2, nella Definizione 2.2.4), le qua-
li, come vedremo, verificano automaticamente la condizione (1.84) in base
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alla parte (iv) del Teorema 2.1.5 (equazioni di Cauchy–Riemann). Quin-
di la dimostrazione a cui abbiamo rinviato il lettore è solo apparentemente
in un altro contesto, tranne per il fatto che lo spazio ambiente, un aper-
to semplicemente connesso in C ∼ R2 ha due sole dimensioni reali (ma la
generalizzazione a più dimensioni non dovrebbe essere difficile). tu
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1.30 Appendice: approccio di Carathéodory
alla misura di Lebesgue

In questa Appendice, tratta da [22, Chapter 3, Section 3], introduciamo
gli insiemi misurabili secondo Lebesgue mediante un approccio alternativo
dovuto a Carathéodory e basato sulla misura esterna.

1.30.1 Misura esterna
Ripetiamo, per comodità del lettore, la Definizione 1.24.1:

Definizione 1.30.1. (Misura esterna.) Per ogni insieme E ⊂ R conside-
riamo le successioni numerabili di intervalli aperti In tali che E ⊂ ∪nIn, e la
serie L =

∑
nm(In) delle loro lunghezze (finita o infinita). Si definisce misu-

ra esterna di E l’estremo inferiore m∗(E) di L rispetto a tutte le successioni
di intervalli come sopra.
Una definizione analoga vale in Rn se si prendono, al posto degli intervalli
unidimensionali, pluriintervalli n-dimensionali (ossia prodotti cartesiani di
n intervalli sugli n assi coordinati), ed al posto della loro lunghezza il loro
iper-volume.

Nota 1.30.2. Se A ⊂ B allora ogni ricoprimento di B è un ricoprimento di
A, e quindi m∗(A) ⩽ m∗(B). tu

Proposizione 1.30.3. La misura esterna di un intervallo I è la sua lunghezza
`(I).

Dimostrazione. Sia I = [a, b] un intervallo chiuso e limitato. Poiché per ogni
ε > 0 l’intervallo (a − ε, a + ε) ricopre I, si ha m∗(I) ⩽ b − a. Dobbiamo
dimostrare che, se I ⊂ ∪n(an, bn), allora∑

n

bn − an ⩾ b− a . (1.85)

Per la proprietà di Heine–Borel (parte (ii) del Lemma 1.9.3) possiamo limi-
tare l’attenzione a ricoprimenti finiti {On = (an, bn), n = 0, . . . , N}. Poiché
I ⊂ ∪nOn, esiste 0 ⩽ n1 ⩽ N tale che a ∈ (an1 , bn1), ossia an1 < a < bn1 .
Se b ⩽ bn1 , allora vale la disuguaglianza (1.85), quindi possiamo assumere
bn1 ⩽ b. D’altra parte, bn1 non appartiene all’intervallo (an1 , bn1), e quindi
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deve esistere 0 ⩽ n2 ⩽ N tale che bn1 ∈ (an2 , bn2). Iterando il ragionamento
otteniamo una successione ni ∈ [0, . . . , N ] con la proprietà ani

< bni−1
< bni

.
Poiché l’insieme degli indici è finito, il procedimento termina dopo un numero
finito di passi, ossia con un indice nk tale che b ∈ (ank

, bnk
). Ne segue che

∑
n

bn − an ⩾
k∑
i=1

bni
− ani

> bnk
− an1

(la disuguaglianza è stretta perché due intervalli Oni
consecutivi si interse-

cano: contengono entrambi bni
). Siccome, per costruzione, si ha an1 < a <

b < bnk
, abbiamo dimostrato la disuguaglianza (1.85), e quindi l’enunciato,

per ogni intervallo limitato e chiuso.
D’altra parte, dato un qualunque ε > 0, ogni intervallo limitato I è contenu-
to in un intervallo limitato e chiuso K tale che `(I) > `(K)−ε = m∗(K)−ε:
ne segue che l’enunciato continua a valere per ogni intervallo limitato.
Infine, se I è un intervallo illimitato, ossia una semiretta o l’intera retta, es-
so contiene intervalli limitati di lunghezza arbitrariamente grande e quindi,
ovviamente, la sua misura esterna è infinita. tu

Proposizione 1.30.4. La misura esterna è (numerabilmente) subadditiva:

m∗(∪nAn) ⩽
∑
n

m∗(An) .

Dimostrazione. L’enunciato è ovvio se m∗(An) = ∞ per un indice n, quindi
possiamo restringere l’attenzione al caso in cui tutti gli insiemi An hanno
misura esterna finita. Allora, per la Definizione 1.24.1 di misura esterna, per
ogni n, ε esiste un ricoprimento di An con intervalli aperti {On,i, i∈N} tale
che

∑
i `(On,i) < m∗(An) + ε/2n. Allora la famiglia numerabile di intervalli

aperti {On,i, n,i∈N} è un ricoprimento di ∪nAn tale che

m∗(∪nAn) ⩽
∑
n

∑
i

`(On,i) <
∑
n

m∗(An) + 2−nε = ε+
∑
n

m∗(An) ,

da cui l’enunciato. tu
Il seguente facile esercizio mostra che la misura esterna è sì definita per

ogni insieme, ma purtroppo non è numerabilmente additiva.
Esercizio 1.30.5. Ogni insieme numerabile ha misura esterna nulla. tu
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1.30.2 Insiemi misurabili secondo Lebesgue
Reintroduciamo qui gli insiemi misurabili secondo Lebesgue sulla base di
questa definizione dovuta a Carathéodory:

Definizione 1.30.6. Un insieme E ⊂ R è misurabile se per ogni insieme
A ⊂ R vale l’identità m∗(A) = m∗(A∩E)+m∗(A∩ ∁E) (indichiamo con ∁E
il complemento R \ E).

Nota 1.30.7. È ovvio che un insieme è misurabile se e solo se lo è il suo
complemento, e ∅ e R sono misurabili. tu

Lemma 1.30.8. Tutti gli insiemi di misura esterna nulla sono misurabili.

Dimostrazione. Supponiamo m∗(E) = 0. PoichéA ∩ E ⊂ E e A ∪ ∁E ⊂ A,
segue dalla Nota 1.30.2 che m∗(A ∩ E) ⩽ m∗(E) = 0, e m∗(A) ⩾ m∗(A ∩
∁E) = m∗(A ∩ ∁E) +m∗(A ∩E). La disuguaglianza opposta segue di nuovo
dalla Nota 1.30.2. tu

Proposizione 1.30.9. L’unione di due insiemi misurabili è misurabile.

Dimostrazione. Siano E1 e E2 due insiemi misurabili. La misurabilità di E2,
per definizione, implica

m∗(A ∩ ∁E1) = m∗(A ∩ ∁E1 ∩ E2) +m∗(A ∩ ∁E1 ∩ ∁E2) . (1.86)

Osserviamo anche che A∩ (E1 ∪E2) = (A∩E1)∪ (A∩E2 ∩ ∁E1) (i punti di
A che stanno in E1 o in E2 devono essere in E1 o se no essere in E2 ma non
in E1). Quindi, come al solito in base all’additività (Nota 1.30.2),

m∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) ⩽ m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ E2 ∩ ∁E1) . (1.87)

Questo ci fa concludere che E1 ∪ E2 è misurabile. Infatti, in base a (1.86),

m∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) +m∗(A ∩ ∁(E1 ∪ E2))

= m∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) +m∗(A ∩ ∁E1 ∩ ∁E2)

⩽ m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ E2 ∩ ∁E1) +m∗(A ∩ ∁E1 ∩ ∁E2)

ed in base a (1.87)

m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ E2 ∩ ∁E1) +m∗(A ∩ ∁E1 ∩ ∁E2)

m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ ∁E1) = m∗(A)
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(l’ultima uguaglianza vale perché E1 è misurabile). tu
Abbiamo così provato che la famiglia degli insiemi misurabili contiene ∅

e R ed è chiusa rispetto alle operazioni di complemento ed unione finita (in
tal caso si dice che è un’algebra di insiemi). Vogliamo provare che è anche
una σ-algebra (Definizione 1.9.8), ossia che è chiusa rispetto all’operazione
di unione numerabile.

Proposizione 1.30.10. La famiglia degli insiemi misurabili è una σ-algebra
(Definizione 1.9.8).

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che, se {En} è una successione di in-
siemi misurabili, anche E := ∪n⩾0En è misurabile. Osserviamo anzitutto
che è sufficiente limitare l’attenzione a successioni {En} di insiemi a due
a due disgiunti, perché se non sono disgiunti basta rimpiazzarli con gli in-
siemi Bn := En \ ∪n−1

m=0Em, che invece lo sono, ed hanno la stessa unione:
∪n⩾0Bn = ∪n⩾0En.
Per mostrare che E è misurabile occorre provare che, per ogni insieme A,
si ha m∗(A) = m∗(A ∩ E) + m∗(A ∩ ∁E) (Definizione 1.30.6). Siccome la
disuguaglianza m∗(A) ⩽ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ ∁E) è evidente grazie alla su-
badditività finita della misura esterna (un caso particolare della Proposizione
1.30.4), occorre mostrare solo la disuguaglianza inversa,

m∗(A) ⩾ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ ∁E) (1.88)

A causa della subadditività numerabile della misura esterna (Proposizione
1.30.4) abbiamo m∗(A ∩ E) ⩽

∑∞
k=0m

∗(A ∩ Ek). Perciò la disuguaglianza
(1.88) è certamente vera purché sia vero che

m∗(A) ⩾
∞∑
k=0

m∗(A ∩ Ek) +m∗(A ∩ ∁E) .

A sua volta, questa disuguaglianza è certamente vera purché per ogni intero
n sia vero che

m∗(A) ⩾
n∑
k=0

m∗(A ∩ Ek) +m∗(A ∩ ∁E) . (1.89)

Infatti in quest’ultima disuguaglianza il primo membro non dipende da n, e
quindi, facendo tendere n ad infinito, da essa si ottiene la precedente.
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Sia Un := ∪nk=0Ek: questo insieme è unione finita di insiemi misurabili e
quindi è un insieme misurabile grazie alla Proposizione 1.30.9. Da questo
fatto, dall’ovvia relazione di contenimento ∁Un ⊃ ∁E e dalla Nota 1.30.2
abbiamo

m∗(A) = m∗(A ∩ Un) +m∗(A ∩ ∁Un) ⩾ m∗(A ∩ Un) +m∗(A ∩ ∁E) .

Da questa disuguaglianza segue la disuguaglianza (1.89), il che completa la
dimostrazione, purché proviamo che l’unione di una famiglia finita di insie-
mi misurabili disgiunti Ek (k = 0, . . . , n) verifica la proprietà di additività
seguente:

m∗(A ∩ (∪nk=0Ek)) =
n∑
k=0

m∗(A ∩ Ek) .

Quest’ultimo passo viene dimostrato come enunciato separato nel prossimo
Lemma 1.30.11. tu

Lemma 1.30.11. La misura esterna di insiemi disgiunti è finitamente ad-
ditiva: se {Ek : k = 0, . . . , n} è una famiglia finita di insiemi misurabili
disgiunti, allora

m∗(A ∩ (∪nk=0Ek)) =
n∑
k=0

m∗(A ∩ Ek) .

Dimostrazione. Dimostriamo l’enunciato per induzione su n. Per n = 0 è
ovvio. Quindi, grazie all’ipotesi di induzione, dobbiamo solo provare che, per
ogni n,

m∗(A ∩ (∪nk=0Ek)) = m∗(A ∩ En) +m∗(A ∩ (∪n−1
k=0Ek)) . (1.90)

D’altra parte, poiché gli insiemi Ek sono disgiunti, abbiamo (∪nk=0Ek)∩En =
En, e (∪nk=0Ek)∩ ∁En = ∪n−1

k=0Ek. Allora (1.90) segue dalla Definizione 1.30.6
di misurabilità e dal fatto che l’unione finita ∪nk=0Ek è misurabile. tu

1.30.3 I Boreliani sono misurabili
Ora mostriamo che i Boreliani (ovvero gli elementi della σ-algebra generata
dagli intervalli aperti, Definizione 1.9.9) sono insiemi misurabili secondo la
definizione di Carathéodory.
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Lemma 1.30.12. Per ogni a ∈ R, la semiretta (a,∞) è misurabile.

Dimostrazione. Per ogni insieme A poniamo B := A ∩ (a,∞) e C := A ∩
(−∞, a]. Allora A = B ∪C, e, di nuovo grazie alla subadditività finita della
misura esterna (come nella dimostrazione della Proposizione 1.30.10), basta
provare che

m∗(A) ⩾ m∗(B) +m∗(C) . (1.91)
Questo è certamente vero se m∗(A) = ∞, quindi assumiamo m∗(A) <∞. In
tal caso, per la Definizione 1.24.1 di misura esterna, per ogni ε > 0 esiste un
ricoprimento numerabile di A con intervalli aperti In tale che∑

n

`(In) ⩽ m∗(A) + ε . (1.92)

Adesso poniamo Jn := In∩ (a,∞) e Kn := In∩ (−∞, a]. Gli insiemi Jn e Kn

sono o vuoti o intervalli disgiunti contigui, e quindi

`(In) = `(Jn) + `(Kn) = m∗(Jn) +m∗(Kn) (1.93)

(l’ultima identità segue dal Lemma 1.30.11). Ora notiamo che B ⊂ ∪nJn e
C ⊂ ∪nKn. Allora dalla monotonia della misura esterna (Nota 1.30.2) e dal-
la sua subadditività numerabile (Proposizione 1.30.4) segue rispettivamente
m∗(B) ⩽ m∗(∪nJn) ⩽

∑
nm

∗(Jn) e m∗(C) ⩽ m∗(∪nKn) ⩽
∑

nm
∗(Kn).

Sommando queste due disuguaglianze, in base alla identità (1.93) ed alla
disuguaglianza (1.92) otteniamo

m∗(B) +m∗(C) ⩽
∑
n

(m∗(Jn) +m∗(Kn)) =
∑
n

`(In) ⩽ m∗(A) + ε .

Poiché ε è arbitrario da qui segue (1.91). tu

Proposizione 1.30.13. I Boreliani sono misurabili.

Dimostrazione. Questo enunciato si dimostra con una estensione standard
a partire dalle semirette considerate nel Lemma precedente. Gli insiemi mi-
surabili formano una σ-algebra (Proposizione 1.30.10) e (a,∞) è misurabile
(Lemma 1.30.12). Pertanto, per ogni a, il suo complemento (−∞, a] è mi-
surabile e lo è anche (−∞, a) = ∪n>0(−∞, a − 1/n]. Allora ogni intervallo
aperto (a, b) = (−∞, b) ∩ (a,∞) è misurabile: dunque la σ-algebra di Bo-
rel, che è generata dagli intervalli aperti, è contenuta nella σ-algebra degli
insiemi misurabili. tu



236 CAPITOLO 1. PANORAMICA SU CALCOLO ED ANALISI REALE

1.30.4 Misura di Lebesgue

Definizione 1.30.14. Chiamiamo misura di Lebesgue m la restrizione della
misura esterna m∗ (definita su tutti gli insiemi) alla σ-algebra degli insiemi
misurabili.

Proposizione 1.30.15. Per ogni successione En di insiemi misurabili si ha
m(∪nEn) ⩽

∑
nm(En). Se in aggiunta gli insiemi En sono a due a due

disgiunti, allora m(∪nEn) =
∑

nm(En).

Dimostrazione. La disuguaglianza segue direttamente dalla proprietà cor-
rispondente per la misura esterna (Proposizione 1.30.4). Proviamo allora
l’identità nel caso di una famiglia di insiemi a due a due disgiunti: ancora
una volta grazie alla subadditività (numerabile) della misura esterna, basta
provare

m(∪∞
n=1En) =

∞∑
n=1

m(En) . (1.94)

Consideriamo una famiglia finita di insiemi misurabili En a due a due di-
sgiunti: dal Lemma 1.30.11 segue la finita additività di m, ovvero l’iden-
tità dell’enunciato, m(∪nEn) =

∑
nm(En). Ora passiamo a considerare

una famiglia {En} infinita di insiemi misurabili a due a due disgiunti. Per
ogni k, segue dalla Nota 1.30.2 e dalla finita additività che

∑k
n=1m(En) =

m(∪kn=1En) ⩽ m(∪∞
n=1En). Da qui, facendo tendere n a infinito, otteniamo

la disuguaglianza (1.94). tu
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1.31 Appendice: dimostrazione diretta della
disuguaglianza di Minkowski

Seguendo [22] diamo una dimostrazione della disuguaglianza di Minkowski
(Teorema 1.16.10) che non richiede la disuguaglianza di Hölder 1.16.6, e che
permette di studiare anche il caso 0 < p < 1.
Dimostrazione(diretta della disuguaglianza di Minkowski, Teorema 1.16.10).
La disuguaglianza è chiara se p = ∞, ed anche nei casi in cui ‖f‖ o ‖g‖ = 0,
perché in questi casi f o g sono nulle quasi ovunque. Supponiamo allora che
1 ⩽ p < ∞ e ‖f‖ ≡ α 6= 0, ‖g‖ ≡ β 6= 0. Normalizziamo, in modo che le
norme diventino uguali a 1: cioè poniamo f0 = 1

α
|f |, g0 = 1

β
|g|. Scriviamo

λ = α
α+β

. Allora 1− λ = β
α+β

. Allora

|f(x) + g(x)|p ⩽ (|f(x)|+ |g(x)|)p = (αf0(x) + βg0(x))
p

= (α + β)p (λf0(x) + (1− λ)g0(x))
p

⩽ (α + β)p (λf0(x)
p + (1− λ)g0(x)

p)

dove l’ultima disuguaglianza segue dalla Definizione 1.15.1 di convessità per-
ché la funzione t 7→ tp è convessa per t ⩾ 0 e p ⩾ 1 (Esercizio 1.7.3, oppure,
se non si è svolto quell’esercizio, si applichi il Corollario 1.15.9). Se p > 1
questa disuguaglianza è stretta a meno che f0 = g0 ed f e g abbiano due
valori complessi della stessa fase per ogni x.
Integrando entrambi i termini di questa disuguaglianza si ottiene

‖f + g‖p ⩽ (α + β)p
(
λ‖f0‖pp + (1− λ)‖g0‖pp

)
⩽ (α + β)p =

(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)p
.

Otteniamo la disuguaglianza di Minkowski estraendo le radici p-esime di
entrambi i lati.

Se 1 < p < ∞ la disuguaglianza è stretta a meno che f0 = g0 quasi
ovunque ed f e g abbiano quasi ovunque lo stesso angolo di fase: questo
equivale a dire che f e g sono multipli una dell’altra per un fattore positivo
(o nullo, naturalmente).

tu

Nota 1.31.1. Se 0 < p < 1, la stessa dimostrazione, ed il fatto che per questi
p la funzione t 7→ tp è concava per t ⩾ 0 mostrano che la disuguaglianza vale
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nel verso opposto, e quindi per questi p l’espressione ‖f‖p non è una norma
perché non verifica la disuguaglianza triangolare. tu



Capitolo 2

Analisi complessa

Questo capitolo presenta cenni della parte elementare della teoria delle fun-
zioni f : C 7→ C derivabili in senso complesso. L’esposizione è ispirata a (ed
in gran parte tratta da) [23, Chapter 10] ed a [1, Chapter 16].

2.1 ∗Derivata in senso complesso, differenzia-
bilità ed equazioni di Cauchy–Riemann

In questa sottosezione consideriamo funzioni di variabile complessa e a valori
complessi, f : C 7→ C. Per queste funzioni, la nozione di derivata è quella
ovvia:

Definizione 2.1.1. (Derivata in senso complesso.) . Sia f : C 7→ C,
e sia z0 un punto interno al dominio di definizione di f . Si dice che f è
derivabile (in senso complesso) al punto z0 se esiste finito il limite

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

che in tal caso si chiama la derivata di f a z0.

Nota 2.1.2. (Equazioni di Cauchy–Riemann.) Possiamo calcolare il li-
mite del rapporto incrementale di f : C 7→ C lungo, ad esempio, la direzione

239
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dell’asse reale e dell’asse immaginario: se z0 = x0 + iy0 otteniamo

f ′(z0) = lim
x→x0

f(x+ iy0)− f(x0 + iy0)

x− x0
≡ ∂f

∂x
(z0) (2.1)

f ′(z0) = lim
y→y0

f(x0 + iy)− f(x0 + iy0)

iy − iy0
≡ 1

i

∂f

∂y
(z0) .

Questo equivale a reinterpretare f come funzione da C a R2 e considera-
re le sue derivate parziali complesse ∂f

∂x
(z0) e ∂f

∂y
(z0). A causa del fattore

i al denominatore nella derivata al variare di y, le precedenti identità ora
diventano

∂f

∂x
(z0) = −i∂f

∂y
(z0) . (2.2)

Si osservi che queste derivate parziali sono numeri complessi. Ora separia-
mone la parte reale dalla parte immaginaria:

∂f

∂x
=
∂ Re f

∂x
+ i

∂ Im f

∂x
(2.3)

ed analogamente per la derivata parziale rispetto a y. Ora è elementare
verificare che l’uguaglianza (2.2) si spezza nel seguente sistema di equazioni
(Equazioni di Cauchy–Riemann):

∂ Re f

∂x
(z0) =

∂ Im f

∂y
(z0) (2.4)

∂ Re f

∂y
(z0) = −∂ Im f

∂x
(z0) .

tu

Nota 2.1.3. Per una funzione f : C→ C derivabile in senso complesso, grazie
all’unidimensionalità (in senso complesso) del dominio e dell’immagine la
nozione di derivabilità e di differenziabilità sono equivalenti (Nota 1.22.5).
Più precisamente, entrambe le nozioni equivalgono alla seguente:

f(z) = f(z0)+f
′(z0) (z−z0)+o(|z−z0|) := f(z0)+f

′(z0) (z−z0)+(z−z0)ε(z)
(2.5)

dove ε(z) è infinitesimo per z → z0.
Questo sviluppo soddisfa la Definizione 1.22.4 di differenziale, perché la mol-
tiplicazione per il numero f ′(z0) è, ovviamente, un funzionale lineare sullo
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spazio complesso unidimensionale C (e tutti i funzionali lineari su uno spa-
zio unidimensionale sono moltiplicazioni per un numero). Ma se separiamo le
parti reale ed immaginaria, questo funzionale diventa un funzionale lineare su
R2, che, nella base canonica, è rappresentato da una matrice bidimensionale.
Quale è la matrice?
Per semplicità, scegliamo z0 = 0 (non c’è perdita di generalità, perché ci
si riconduce a questo caso con una traslazione, che non altera derivate e
differenziali). Scriviamo f ′(0) = a+ ib e z = x+ iy. Allora (2.5) diventa

f(z) = f(0)+(a+ib)(x+iy)+o(‖x+iy‖) = ax−by+i(bx+ay)+o(
√
x2 + y2)

(2.6)
dove chiaramente il simbolo o(‖z‖) rappresenta un infinitesimo rispetto a ‖z‖
(Sezione 1.1), quindi del tipo zε(z). Ora reinterpretiamo f : C 7→ C come
una funzione f : R2 7→ R2: allora dall’uguaglianza (2.6) si ricava la seguente
espressione reale dell’operatore lineare su R2 determinato dal differenziale
complesso, in termini di una matrice reale 2× 2:

df |(0,0)
(
x
y

)
=

(
a −b
b a

)(
x
y

)
.

Ma la matrice che rappresenta il differenziale di una funzione reale fR2 7→ R2

è data dalla matrice Jacobiana (Definizione 1.22.8), espressa in termini delle
derivate parziali di f come segue:

df |(0,0) =


∂ Re f

∂x
(0)

∂ Re f

∂y
(0)

∂ Im f

∂x
(0)

∂ Im f

∂y
(0)

 .

Confrontando le differenti espressioni del differenziale reale calcolate nelle due
uguaglianze precedenti, ritroviamo le equazioni di Cauchy–Riemann (2.4).

Infine, la funzione f : C 7→ C si può considerare come una funzione da C
a R2. In questo caso il suo differenziale è un operatore lineare da C a R2, e
quindi è rappresentato nelle basi canoniche da una matrice consistente di una
sola riga, i cui coefficienti sono le derivate parziali complesse di f rispetto
alle variabili x e y, introdotte nella Nota 2.1.2. La nozione di differenziabilità
per questa riformulazione diventa

f(z) = f(0) +
∂f

∂x
(0) x+

∂f

∂y
(0) y + o(‖z‖) (2.7)
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ed è chiaro che, esprimendo le derivate parziali complesse in termini di quelle
reali (ossia delle loro parti reali ed immaginarie) come in (2.3), questa nozione
di differenziabilità equivale a quella complessa in (2.6), e quindi a quella da
R2 a R2. tu

Riassumendo, nella precedente Nota 2.1.3 abbiamo mostrato che una fun-
zione f : C 7→ C è derivabile in senso complesso se e solo se è differenziabile
in senso complesso, e se lo è allora è differenziabile in senso reale (come fun-
zione da R2 in sé), e anche come funzione da C a R2, e le sue derivate parziali
(in senso reale) sono legate dalle equazioni di Cauchy–Riemann. Il prossimo
risultato, Proposizione 2.1.5, mostra il viceversa: se f è differenziabile in
senso reale e le sue derivate parziali soddisfano le equazioni di Cauchy, allora
f è derivabile in senso complesso. Premettiamo una notazione utile.

Notazione 2.1.4. Denotiamo con ∂ e ∂ i seguenti operatori differenziali
sulle funzioni f : R2 7→ R2 derivabili in senso parziale:

∂ =
1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
(2.8)

∂ =
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
. (2.9)

Proposizione 2.1.5. (Condizioni equivalenti alla derivabilità in sen-
so complesso.) Per una funzione f : C 7→ C, ad ogni punto z0 interno al
suo dominio di definizione le seguenti proprietà sono equivalenti:

(i) f è derivabile in z0 in senso complesso;

(ii) f è differenziabile in z0 in senso complesso (cioè nel senso in cui il
differenziale è visto come applicazione lineare da C a C);

(iii) f , o meglio la funzione f : R2 7→ R2 che si ottiene su R2 separandone le
parti reale ed immaginaria, è differenziabile al punto z0 (nel senso di R2)
e le sue derivate parziali soddisfano le equazioni di Cauchy–Riemann
(2.4);

(iv) f , vista come funzione da C a R2, è differenziabile al punto z0 (nel
senso di (2.7)) e le sue derivate parziali soddisfano le equazioni di
Cauchy–Riemann (2.4);

(v) ∂̄f ≡ 0.
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Dimostrazione. L’equivalenza fra (i) e (ii) ed il fatto che ciascuna di queste
due proprietà implica (iii) e che (iii) implica (iv) è stata dimostrata nella
precedente Nota 2.1.3. Basta quindi mostrare che (iv) implica (v) e che (v)
impica (i). Se f : C 7→ R2 è differenziabile al punto z0 = x0 + iy0 nel senso
di (2.7) e le sue derivate parziali soddisfano le equazioni di Cauchy–Riemann
(2.4), allora la funzione f : C 7→ C generata dalle componenti f1 e f2 di f ,
ovvero f = f1 + if2, è derivabile in senso complesso al punto z0. In realtà,
vedremo che lo stesso ragionamento prova non solo che (iv) implica (i), ma
che queste due proprietà sono equivalenti. Come prima, senza perdita di
generalità limitiamo l’attenzione al punto z = 0.
Nell’uguaglianza (2.7) sostituiamo x = 1

2
(z+ z̄) e y = 1

2i
(z− z̄) ed otteniamo

f(z) = f(0) +
1

2

(
∂f

∂x
(0)− i

∂f

∂y
(0)

)
z +

1

2

(
∂f

∂x
(0) + i

∂f

∂y
(0)

)
z̄ + zε(z)

= ∂f(0)z + ∂f(0)z̄ + zε(z)

dove, come prima, ε è un infinitesimo.
Dividendo entrambi i membri per z 6= 0 otteniamo l’espressione del rapporto
incrementale di f in 0:

f(z)− f(0)

z
= ∂f(0) + ∂f(0)

z̄

z
+ ε(z) .

La funzione f è derivabile in z = 0 se e solo se esiste finito il limite di
questo rapporto incrementale. Perché questo accada, bisogna che il limite
non dipende dal percorso che z segue nel tendere a zero. D’altra parte,
z̄/z vale costantemente 1 se z giace sull’asse reale, e costantemente −1 se
giace sull’asse immaginario: quindi il limite non esiste a meno che non si
abbia ∂f(0) = 0, e se invece questa condizione è verificata il limite esiste
(e vale ∂f(0)). Per concludere la dimostrazione basta solo osservare che
la condizione di esistenza del limite, ovvero ∂f(0) = 0, non è altro che le
equazioni di Cauchy–Riemann (2.4). tu

2.2 Funzioni olomorfe ed armoniche; funzione
armonica coniugata

D’ora in poi, una funzione derivabile in senso complesso in un insieme aperto
del piano complesso verrà chiamata olomorfa:
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Definizione 2.2.1. Una funzione è olomorfa se è derivabile in senso com-
plesso in ogni punto dell’aperto in cui è definita, ossia se soddisfa le equazioni
di Cauchy–Riemann (2.4) ad ogni punto.

Per questa definizione, una funzione f olomorfa ha derivate parziali ri-
spetto ad entrambe le variabili (reali) x e y. Supponiamo che queste derivate
parziali siano derivabili a loro volta in senso parziale con continuità (vedremo
che questo è sempre vero: Corollario 2.5.4). Allora, derivando rispetto a x
la prima equazione di Cauchy–Riemann (2.4) e rispetto a y la seconda, ed
applicando il Lemma di Schwartz 1.22.3, otteniamo

4f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
≡ 0 .

Definizione 2.2.2. L’operatore 4 si chiama l’operatore di Laplace. Una
funzione che verifica l’identità 4f = 0 in un aperto E del piano si chiama
armonica in E. Quindi ogni funzione olomorfa è armonica.

Sia f olomorfa in un aperto connesso E e scriviamo u := Re f e v := Im f .
Nel caso che u sia identicamente nulla, le equazioni di Cauchy–Riemann, nella
forma ∂̄f ≡ 0 (parte (v) della Proposizione 2.1.5) portano a

∂v

∂x
≡ −i∂v

∂y
.

Poiché v è a valori reali, questo implica che

∂v

∂x
≡ 0 ≡ ∂v

∂y
.

Pertanto v è costante in E. Analogo ragionamento mostra che, se v ≡ 0,
allora u è costante in E. Abbiamo quindi provato:

Corollario 2.2.3. Se f = u + iv è definita in un aperto connesso E ⊂ C,
allora data u c’è al più una sola funzione v, a meno di costanti additive, per
cui f risulta olomorfa in E. Le funzioni u e v sono funzioni armoniche reali,
e la funzione v si chiama la funzione armonica coniugata di u.

Notazione 2.2.4. Le funzioni derivabili in senso complesso, oltre che olo-
morfe, sono dette anche analitiche, nella regione in cui sono derivabili.
Il quoziente di due funzioni olomorfe, laddove definito (ossia dove il denomi-
natore non si annulla) si chiama una funzione meromorfa.
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Le funzioni meromorfe sono esattamente quelle funzioni olomorfe tranne
che in un insieme senza punti di accumulazione nel dominio di definizione (gli
zeri del denominatore) che consiste di singolarità polari. (Per un dimostra-
zione accurata di questa caratterizzazione, che richiede vari concetti molti
dei quali saranno sviluppati in questo Capitolo, si veda [23, Theorem 16.8]).
Rammentiamo che per le funzioni olomorfe valgono i risultati della Sottose-
zione 1.22.2, in particolare il legame fra le derivate parziali delle parti reale ed
immaginaria di f stabilito dalle equazioni di Cauchy–Riemann (Nota 2.1.2),
e la regola di derivazione di funzione composta (Nota 1.22.16).

Inoltre, useremo continuamente le proprietà, presentate nelle Sezioni 1.4
e 1.6, delle funzioni f rappresentabili come serie di potenze, ed in particolar
modo il fatto che, se f(z) =

∑∞
n=0 an (z−z0)n, allora la convergenza è unifor-

me nei compatti contenuti nel disco aperto si convergenza, f è di classe C∞

all’interno di questo disco, e la serie di potenze è la serie di Taylor di f con
centro z0, ossia an = D(n)f(z0)/n! per ogni n. Infine, useremo senza ulteriori
commenti la nozione di integrale curvilineo di funzioni complesse (Defini-
zione 1.29.30), e come caso particolare assai frequente quella dell’indice di
avvolgimento (Definizione 1.29.34).

Teorema 2.2.5. Sia X uno spazio topologico in cui è definita una misura
di Borel complessa finita µ (Definizione 1.9.11). Allora, per ogni funzione
misurabile φ : X 7→ C e per ogni z /∈ φ(X), la funzione integrale

f(z) =

∫
X

1

φ(x)− z
dµ(x) (2.10)

è sviluppabile in serie di potenze, e quindi in particolare olomorfa.

Dimostrazione. Sia Ω ⊂ C un aperto tale che Ω ∩ φ(X) = ∅, a ∈ Ω e r > 0
tale che il disco Br(a) con centro a e raggio r sia contenuto in Ω. Allora per
ogni x ∈ X la distanza |φ(x) − a| è maggiore di r, e quindi, se z ∈ Br(a),
abbiamo

q ≡
∣∣∣∣ z − a

φ(x)− a

∣∣∣∣ < 1 .

Perciò la serie geometrica

∞∑
n=0

(
z − a

φ(x)− a

)n
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converge a 1
1−q =

ϕ(x)−a
ϕ(x)−z (Sezione 1.1), e la convergenza è uniforme rispetto a

x ∈ X grazie al test di Weierstrass 1.3.29. Pertanto la serie
∞∑
n=0

(z − a)n

(φ(x)− a)n+1
=

1

φ(x)− a

∞∑
n=0

(
z − a

φ(x)− a

)n
converge a 1

ϕ(x)−z uniformemente rispetto a x. Allora possiamo sostituire que-
sta serie nell’integrando di (2.10) e scambiare la serie con l’integrale (Teorema
di integrazione per serie 1.3.34). In tal modo, per z ∈ Br(a), otteniamo

f(z) =
∞∑
n=0

an (z − a)n

dove an =
∫
X

1
(ϕ(x)−a)n+1 dµ(x) (questo integrale è convergente perché l’in-

tegrando non si annulla mai, visto che il modulo del suo denominatore è
maggiore di rn+1). tu

2.3 Indice di avvolgimento
Notazione 2.3.1. D’ora in avanti, con percorso chiuso, o ciclo, intendiamo
una curva chiusa di classe C1 a tratti a valori in C, o anche solo assolutamente
continua (e quindi tale che su di essa ha senso l’integrale curvilineo delle
funzioni f : C 7→ C, si veda la Definizione 1.29.30).

Teorema 2.3.2. (Indice di avvolgimento.) Siano r : [a, b] 7→ C un
percorso chiuso con immagine C = Image(r), Ω = C \ Image(r), e z ∈ Ω.
Poniamo w = r(t), e, seguendo la terminologia sviluppata nella Notazione
1.29.32 e nella Definizione 1.29.34, scriviamo

Indr(z) =
1

2πi

∫
C

1

w − z
dw .

Allora Indr è una funzione su Ω a valori interi, costante sulle componenti
connesse di Ω e nulla sulla componente illimitata.

Dimostrazione. Sappiamo dal Teorema 2.2.5 che l’indice di avvolgimento è
olomorfo in Ω, quindi in particolare continuo. Poiché l’immagine continua di
un insieme connesso è connessa (Proposizione 1.29.45), se i valori dell’indice
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di avvolgimento sono interi, allora essi devono essere costanti in ciascuna
componente connessa di Ω. Proviamo quindi che questi valori sono interi.
In base alla Definizione 1.29.30, l’integrale curvilineo si scrive come

Indr(z) =
1

2πi

∫ b

a

w′(t)

w(t)− z
dt , (2.11)

ed il fatto che l’indice di avvolgimento abbia valori interi equivale alla se-
guente asserzione:
la funzione

φ(s) ≡ exp

(∫ s

a

w′(t)

w(t)− z
dt

)
(2.12)

verifica la condizione φ(b) = 1.
Osserviamo che la funzione φ è data da un esponenziale e quindi non si
annulla mai. Inoltre, poiché z /∈ Im(r), il denominatore della frazione nel-
l’integrando non si annulla mai. Pertanto, per il Teorema di derivazione di
funzione composta ed il Teorema fondamentale del calcolo (Sezione 1.1), φ è
continua ovunque e derivabile laddove r lo è (quindi ovunque tranne che in
un insieme finito), e

φ′(s)

φ(s)
=

w′(s)

w(s)− z
. (2.13)

Quindi la funzione continua ϕ(s)
w(s)−z è derivabile quasi ovunque; la sua derivata

è
φ′(s) (w(s)− z)− φ(s)w′(s)

((w(s)− z))2
,

che vale zero grazie a 2.13, tranne che in un insieme finito di punti. Dal
momento che questa funzione è continua, essa è costante: poiché φ(a) = 1
ne segue che

φ(s) =
w(s)− z

w(a)− z
(2.14)

per ogni a ⩽ s ⩽ b. Ma il percorso r è chiuso e pertanto w(b) = w(a), da cui
φ(b) = 1. In tal modo abbiamo provato l’asserzione sul valore intero.
Infine, sulla componente illimitata di Ω il denominatore nell’integrale 2.11
può essere reso arbitrariamente grande (basta scegliere z sufficientemente
lontano dall’immagine del percorso r), e quindi il valore intero dell’indice di
avvolgimento in questa componente deve essere zero. tu
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Nota 2.3.3. La formula (2.14) mostra che, all’aumentare di s in [a, b], l’incre-
mento della parte immaginaria della funzione φ(s) definita in (2.12) misura
l’incremento dell’argomento del numero complesso r(s) − z durante il per-
corso di r intorno a z, e che questo incremento vale 2π Indr(z). Quindi il
precedente Teorema 2.3.2 asserisce che per ogni giro che il percorso chiuso r
compie intorno a z l’indice di avvolgimento aumenta di 1 se il giro è percor-
so in senso antiorario (il segno positivo dell’incremento dell’argomento dei
numeri complessi), e diminuisce di 1 se il giro è in senso antiorario. Questo
fatto spiega la terminologia indice di avvolgimento. tu

2.4 Invarianza per omotopia e teorema di Cau-
chy

In questa Sezione dimostriamo che, in opportuni dominii, l’integrale di una
funzione derivabile su un percorso chiuso vale zero (per una forma prelimina-
re di un enunciato simile si veda la Proposizione 1.29.36). La dimostrazione
che presentiamo si applica a domini semplicemente connessi, introdotti nella
Definizione 1.29.51 e ridefiniti in maniera più operativa nel seguito (l’equiva-
lenza delle due definizioni sarà mostrata nella prossima Sezione). A questo
fine dovremo deformare con continuità i percorsi sui quali calcolare l’inte-
grale curvilineo. Il significato di questa deformazione continua è dato dalla
seguente nozione di omotopia (rinviamo all’Appendice 2.16 i lettori interes-
sati solo ad una versione del teorema di Cauchy su insiemi più elementari,
ad esempio insiemi convessi). .

Definizione 2.4.1. (Omotopia.) Siano r0 e r1 due curve definite entrambe
sullo stesso intervallo [a, b] e

(a) con gli stessi punti iniziali e finali in C, oppure

(b) entrambe chiuse.

(Rammentiamo che le curve si intendono continue, come sempre in questo
libro: si veda la Definizione 1.29.1).
Sia A ⊂ C un insieme che contiene le immagini di entrambe le curve. Si
dice che le due curve sono omotope in A se esiste una funzione continua
h : [a, b]× [0, 1] 7→ A tale che
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• h(t, 0) = r0(t) per ogni t ∈ [a, b] (ossia h(·, 0) è la prima delle due
curve);

• h(t, 1) = r1(t) per ogni t ∈ [a, b] (ossia h(·, 1) è la seconda curva);

• nel caso (a), h(a, s) = r0(a) = r1(a) e h(b, s) = r0(b) = r1(b), ovvero
la deformazione conserva i punti iniziali e finali nelle curve intermedie;

• nel caso (b), h(a, s) = h(b, s) per ogni s ∈ [0, 1], ovvero la deforma-
zione conserva il fatto che le curve intermedie siano tutte chiuse.

La funzione h si chiama una omotopia.
Se una delle due curve omotope, diciamo r1, è costante, ossia r1(t) = z1 per
ogni t ∈ [a, b], allora si dice che r0 è omotopa al punto z1.

Esercizio 2.4.2. L’omotopia è una relazione di equivalenza sull’insieme delle
curve. Osservazione: per dimostrare la proprietà transitiva si deve usare
la concatenazione di omotopie: se h0 e h1 sono le omotopie fra r0 e r1 e
rispettivamente fra r1 e r2, allora l’omotopia fra r0 e r2 è la concatenazione
fra h0 e h1; lasciamo trovare al lettore la definizione precisa. tu

Nota 2.4.3. La nozione di omotopia permette di rendere rigorosa la nozione
di insieme senza buchi annunciata nella Definizione 1.29.51. Infatti, date
due curve r0 e r1 omotope in un insieme A, possiamo considerare l’immagine
della omotopia h(t, s) come un’area (o meglio una supeficie) contenuta in A e
parametrizzata dai parametri t e s: si tratta dell’area spazzata dalla famiglia
di curve intermedie h(·, s) al variare di s in [0, 1]. Ad esempio, se r0 e r1 hanno
gli stessi punti estremi e le curve intermedie sono tutte contenute nell’insieme
il cui perimetro è dato dalle immagini di r0 e r1, allora si intuisce che questa
superficie è proprio questo insieme. Ora, se r0 è una curva chiusa omotopa ad
un punto, questa intuizione ci fa concludere che il suo interno è senza buchi.
Ciò porta alla seguente generalizzazione della Definizione 1.29.51. tu

Definizione 2.4.4. (Nozione omotopica di dominii semplicemente
connessi.) Un insieme A ⊂ C è semplicemente connesso se ogni curva
chiusa con immagine in A è omotopa in A ad un punto.

Esempio 2.4.5. (Omotopia lineare.) Se l’insieme A ha la proprietà che,
per ogni t ∈ [a, b], il segmento che congiunge i punti r0(t) e r1(t) sia tutto
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contenuto in A, allora le curve r0 e r1 sono omotope: l’omotopia è la combi-
nazione convessa h(t, s) = sr0(t) + (1 − s)r1(t). Questa omotopia si chiama
omotopia lineare.
In particolare, in un insieme convesso tutte le curve con gli stessi punti estre-
mi sono omotope, e tutte le curve chiuse sono omotope ad un punto.
tu

Teorema 2.4.6. (Interpolazione poligonale a tratti fra curve.) Siano
r0 e r1 due curve omotope in un aperto A ⊂ C. Allora esiste un numero finito
di curve lineari a tratti q1, …, qn−1 tali che, ponendo q0 = r0 e qn = r1,
ciascuna qj è omotopa in A alla curva successiva tramite una omotopia
lineare (definita nel precedente Esempio 2.4.5).

Dimostrazione. Sia h : [a, b] × [0, 1] 7→ A l’omotopia fra r0 e r1. Poiché
l’insieme [a, b]× [0, 1] ⊂ R2 è compatto e h è ivi continua, allora h è unifor-
memente continua, per il Teorema di Heine 1.8.6. Pertanto, per ogni ε > 0,
esiste δ > 0 tale che, se due coppie (s, t), (s′, t′) distano nel piano complesso
meno di δ, allora le loro immagini sotto h distano meno di ε. Scegliamo due
partizioni {t0, t1, . . . , tn} in [a, b] e {s0, s1, . . . , sn} in [0, 1] tali che i rettangoli
[ti, ti+1]× [sj, sj+1] abbiano tutti diametro minore di δ (per ogni i e j). Allora
ciascuno di tali rettangoli ha immagine sotto h contenuta in un disco Aij ⊂ C
di diametro minore di ε. Poiché A è aperto, se si sceglie ε sufficientemente
piccolo si ha che Aij è contenuto in A (in realtà quanto sia grande il diametro
di questi dischi è inessenziale per questo ragionamento, quello che importa è
che siano interamente contenuti in A).
Sia allora rsj la curva intermedia data da rsj = h(t, sj), per 0 < j < n. Con-
sideriamo la curva lineare a tratti qj ottenuta congiungendo con segmenti i
punti consecutivi h(ti, sj) per 0 ⩽ i ⩽ n, e poniamo q0 = r0, qn = r1. Osser-
viamo che, per il modo in cui sono stati definiti i dischi Aij, i punti qj(ti),
qj(ti+1), qj+1(ti) e qj+1(ti+1) appartengono ad Aij. Poiché Aij è convesso, i
segmenti

sqj+1(t) + (1− s)qj(t)

giacciono in Aij per ogni (t, s) ∈ [tj, tj+1]×[0, 1]. Poiché tutti i dischi Aij sono
interni ad A, questo vuol dire che tutti questi segmenti che congiungono le
due curve qj, qj+1 sono contenuti in A. Quindi le due curve sono linearmente
omotope in A. tu

Ora applichiamo l’omotopia agli integrali curvilinei:
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Teorema 2.4.7. (Invarianza per omotopia.) Sia f una funzione olo-
morfa in un aperto A, eccetto al più su un insieme finito di punti in cui
è almeno continua. Siano r0 e r1 due curve C1 a tratti (o assolutamente
continue) omotope in A. Allora∫

r0

f dz =

∫
r1

f dz .

Dimostrazione. Grazie al teorema di interpolazione lineare a tratti, possiamo
limitarci a considerare il caso in cui le due curve sono linearmente omotope.
Assumiamo cioè che per ogni 0 ⩽ s ⩽ 1 il punto rs(t) = sr1(t) + (1− s)r0(t)
appartenga ad A per ogni t ∈ [a, b]. Allora rs è una curva C1 a tratti (o
assolutamente continua) con immagine in A.
Per a ⩽ t ⩽ b scriviamo d(t) = r1(t)− r0(t) e riscriviamo le curve intermedie
come rs(t) = r0(t) + sd(t). Osserviamo che

∂

∂s
rs(t) = d(t) , (2.15)

e quindi, indicando con r′s la derivata rispetto alla variabile t, abbiamo

∂

∂s
r′s(t) = d′(t) . (2.16)

I vettori in R2 in queste identità si possono identificare con numeri complessi.
In tal modo ha senso l’integrale curvilineo

φ(s) =

∫
rs

f(z) dz =

∫ b

a

f(rs(t)) r
′
s(t) dt ,

introdotto nella Definizione 1.29.30. Dobbiamo provare che φ(1) = φ(0);
mostreremo (equivalentemente) che φ è costante.
Ora per semplicità di notazione continuiamo ad identificare i vettori in R2

con numeri complessi e scriviamo zs(t) = rs(t) e w(t) = d(t). Allora

∂

∂s
zs(t) = w(t) e ∂

∂s
z′s(t) = w′(t) . (2.17)

Derivando sotto il segno di integrale (grazie al Teorema 1.23.1) ed applicando
i teoremi di derivazione del prodotto e di funzione composta (1.1), da (2.15),
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(2.16) e (2.17) otteniamo

φ′(s) =
∂

∂s

∫ b

a

(f ◦ zs)(t) z′s(t) dt =
∫ b

a

(
∂

∂s
(f ◦ zs)(t) + (f ◦ zs)(t)

∂

∂s
z′s(t)

)
dt

=

∫ b

a

f ′(zs(t))
∂

∂s
zs(t) z

′
s(t) dt+

∫ b

a

f(zs(t))
∂

∂s
z′s(t) dt

=

∫ b

a

f ′(zs(t))w(t) z
′
s(t) dt+

∫ b

a

f(zs(t))w
′(t) dt

=

∫ b

a

(f ◦ zs · w)′(t) dt = f ◦ zs · w
∣∣b
a
, (2.18)

dove i prodotti nell’ultima riga sono le consuete moltiplicazioni complesse.
Poiché le curve r0 e r1 sono omotope, si ha w(a) = d(a) = r1(a)− r0(a) = 0,
ed analogamente w(b) = 0. Pertanto l’ultimo termine in (2.18) si annulla, e
l’enunciato è dimostrato. tu

Corollario 2.4.8. L’indice di avvolgimento è un invariante omotopico: se
r0 e r1 sono due curve chiuse omotope in un insieme A ⊂ C e z /∈ A, allora
Indr0(w) = Indr1(w).

Nota 2.4.9. Il precedente corollario mostra che la nozione di insieme sempli-
cemente connesso presentata nella Definizione 1.29.51 in termini dell’indice
di avvolgimento Indr(w) (Definizione 1.29.34 e Sezione 2.3) equivale a quella
espressa in termini di omotopia (Definizione 2.4.4). tu

Corollario 2.4.10. (Teorema di Cauchy in dominii semplicemente
connessi.) Sia f una funzione olomorfa in un aperto A, eccetto al più su
un insieme finito di punti in cui è almeno continua. Su ogni curva C1 a
tratti (o assolutamente continua) r omotopa in A ad un punto si ha∫

r

f(z) dz = 0 .

In particolare, se A è semplicemente connesso (Definizione 2.4.4), l’integrale
curvilineo di f si annulla su ogni curva chiusa C1 a tratti (o assolutamente
continua).
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Dimostrazione. Basta osservare che, se r è omotopa ad una curva costante
q(t) = z0, in base al precedente Teorema di invarianza 2.4.7 l’integrale vale∫ b
a
f(q(t))q′(t) dt, che è nullo perché q′(t) = 0. tu
Chiaramente, possiamo riscrivere questo risultato come segue:

Corollario 2.4.11. Sia f una funzione olomorfa su un dominio A sempli-
cemente connesso, u,w ∈ A e γ1, γ2 due curve C1 a tratti (o assolutamente
continua) da u a w. Allora l’integrale di f da u a w è indipendente dal
percorso:

∫
γ1
f dz =

∫
γ1
f dz.

Nota 2.4.12. Sia r una curva semplice chiusa in C, e consideriamo il suo
interno I ed il suo esterno E, nel senso del Teorema di Jordan 1.29.12. Se
z0 ∈ E, allora r è omotopa ad un punto in I e l’integrando 1

z−z0 dell’indice
di avvolgimento è ivi olomorfo, quindi, per il teorema di Cauchy (Corollario
2.4.10), l’indice di avvolgimento intorno a z0 è nullo. Invece, se z0 ∈ I, allora

1
z−z0 è olomorfo in I \ {z0}, e r è omotopa in I \ {z0} ad una circonferenza
intorno a z0 percorso una volta in senso antiorario od in senso orario: pertanto
in questi due casi, per il Teorema di invarianza omotopica 2.4.7, l’indice di
avvolgimento vale rispettivamente 1 o −1. Nel primo caso diciamo che la
curva è orientata positivamente, nel secondo che è orientata negativamente.

tu

Notazione 2.4.13. D’ora in avanti, con curva o percorso intendiamo una
curva di classe C1 a tratti (o anche solo assolutamente continua).

Un altro corollario del teorema di invarianza omotopica è così importante
che gli dedichiamo l’intera prossima Sezione.

2.5 Ricostruzione di funzioni olomorfe dai lo-
ro valori al bordo: la formula integrale di
Cauchy

Il prossimo risultato permette di ricostruire i valori di una funzione olomorfa
dentro un dominio semplicemente connesso tramoite un integrale curvilineo
dei suoi valori sul bordo. Il lettore che fosse interessato a questo risultato
solo su insiemi convessi può ignorare la precedente trattazione dell’invarianza
omotopica e fare riferimento alla presentazione del teorema di Cauchy in tali
insiemi data nell’Appendice, Sezione 2.16.
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Corollario 2.5.1. (Formula integrale di Cauchy in un insieme sem-
plicemente connesso.) Se A ⊂ C è un aperto semplicemente connesso,
C una curva chiusa in A e f una funzione olomorfa su A, allora per ogni
z ∈ A \ C si ha

IndC(z) f(z) =
1

2πi

∫
C

f(w)

w − z
dw .

Dimostrazione. La funzione h definita su A da h(w) = f(w)−f(z)
w−z se w 6= z, e

h(z) = f ′(z), è continua su A ed olomorfa in A\{z}. Quindi
∫
C
h(w) dw = 0

per il teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10), e

1

2πi

∫
C

f(w)

w − z
dw − IndC(z) f(z) =

1

2πi

∫
C

h(w) dw = 0 .

tu

Corollario 2.5.2. (Formula di Cauchy per le derivate in un insieme
semplicemente connesso.) Nelle ipotesi del precedente Corollario 2.5.1,
per ogni z ∈ A e per ogni n ⩾ 0 la derivata n-sima di f soddisfa l’identità

IndC(z)f
(n)(z) =

n!

2πi

∫
C

f(w)

(w − z)n+1
dw . (2.19)

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n (se necessario si veda la
Sezione 1.1 per riferimenti a questa tecnica di dimostrazione). Il caso n = 0
è il precedente Corollario 2.5.1. Se ora (2.19) vale per un dato n, allora,
derivando sotto il segno di integrale (in base al Teorema 1.23.1), si ricava

IndC(z)f
(n)(z) =

n!

2πi

∫
C

(n+ 1)
f(w)

(w − z)n+2
dw ,

che è precisamente l’identità (2.19) per n+ 1. tu

Corollario 2.5.3. (Le funzioni olomorfe sono serie di potenze.) Per
ogni aperto A ⊂ C, le funzioni olomorfe su A sono sviluppabili in serie di
potenze ad ogni punto z0 ∈ A, convergente nel più grande disco aperto con
centro z0 contenuto in A.

Dimostrazione. Sia z0 ∈ A e R > 0 tale che il disco aperto con centro z0
e raggio R sia contenuto nell’aperto A. Per ogni r < R sia Cr la curva
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data dalla circonferenza con centro z0 e raggio r, percorsa una volta in senso
antiorario. Per il precedente Corollario 2.5.1 per ogni z tale che |z − z0| < r
si ha

f(z) =
1

2πi

∫
Cr

f(w)

w − z
dw

(si noti che basta applicare il teorema di Cauchy su dischi: una dimostrazione
diretta del teorema di Cauchy per questo ambiente semplice è nell’Appendice,
Sezione 2.16).
Ora possiamo applicare il Teorema 2.2.5, conX = [0, 2π], φ(t) = eit e dµ(t) =
f(φ(t))φ′(t) dt e concludere che f è sviluppabile in serie di potenze con centro
in z0. I coefficienti dello sviluppo sono i coefficienti di Taylor di f (Corollario
1.6.1), che dipendono solo dai valori di f in intorni arbitrariamente piccoli
di z0, quindi non dipendono dalla scelta di r < R. Quindi si può scegliere
r arbitrariamente vicino a R ottenendo sempre lo stesso sviluppo: quindi la
serie converge nell’intero disco aperto di raggio R. tu

Corollario 2.5.4. Le funzioni olomorfe su un aperto A ⊂ C sono tutte e
sole le funzioni sviluppabili in serie di Taylor con centro in ogni punto di
A (e raggio di convergenza dato dalla distanza dal centro di sviluppo alla
frontiera di A). Ogni funzione derivabile una volta in senso complesso in A
è derivabile infinite volte.

Dimostrazione. Dal precedente Corollario 2.5.3 sappiamo che le funzioni
olomorfe sono sviluppabili in serie di potenze, quindi in serie di Taylor (Co-
rollario 1.6.1). Viceversa, ogni funzione sviluppabile in serie di potenze con
centro in un punto è derivabile infinite volte in quel punto (Teorema 1.4.9).

tu

Lemma 2.5.5. Sia A ⊂ C un aperto convesso, e f una funzione olomorfa su
A. Allora esiste g olomorfa su A tale che g′ = f . Lo stesso risultato vale se
esiste un sottoinsieme finito F ⊂ A tale che f è continua su A ed olomorfa
in A \ F .

Dimostrazione. Per ogni fissato a ∈ A il segmento [a, z] che congiunge a con
un qualsiasi altro punto z di A giace in A, a causa della convessità. Allora
possiamo definire una funzione g su A in questo modo:

g(z) =

∫
[a,z]

f(w) dw .
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Sempre per la convessità, per ogni altro punto z0 ∈ A il triangolo con vertici
a, z e z0 giace in A. L’integrale di f lungo il perimetro di questo trian-
golo vale 0 per il teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10). Qui in realtà il
teorema di Cauchy ci serve solo sui triangoli: in questo ambiente lo ripro-
veremo separatamente nell’Appendice, Sezione 2.16 (Lemma 2.16.1). Poiché∫
[z0,z]

dw = z − z0, questo equivale, per z 6= z0, all’identità

g(z)− g(z0)

z − z0
− f(z0) =

1

z − z0

∫
[z0,z]

(
f(w)− f(z0)

)
dw . (2.20)

Poiché f è continua in z0, per ogni ε > esiste δ > 0 tale che, se |w− z0| < δ,
si ha |f(w) − f(z0)| < ε. Quindi, per z → z0, il secondo membro di (2.20)
tende a zero: pertanto g′(z0) = f(z0). La stessa asserzione nel caso in cui
f sia olomorfa solo in A \ F si dimostra nello stesso modo, grazie al fatto
che il teorema di Cauchy sul triangolo di vertici a, z e z0 continua a valere
nell’ipotesi che f sia continua ovunque ed olomorfa in A meno un punto
(Lemma 2.16.1). tu

Il seguente celebre risultato è un inverso del teorema di Cauchy (Corollario
2.4.10).
Corollario 2.5.6. (Teorema di Morera.) Se A ⊂ C è aperto e f : A 7→ C
è continua e tale che

∫
C
f(z) dz = 0 per ogni percorso chiuso contenuto in A

(o anche solo per il perimetro di ogni triangolo interamente contenuto in A),
allora f è olomorfa in A.
Dimostrazione. Poiché A è aperto, intorno ad ogni suo punto z l’insieme A
contiene un disco aperto D , che è convesso. In base al precedente Lemma
2.5.5, esiste una funzione olomorfa g su D tale che g′ = f . Osserviamo
che, per quanto illustrato nella dimostrazione del Lemma 2.5.5, qui basta
considerare curve la cui immagine sia il perimetro di un triangolo contenuto
in A e che contiene z.
Sappiamo dal Corollario 2.5.4 che le derivate di funzioni olomorfe sono olo-
morfe: quindi f è olomorfa al generico punto z ∈ A. tu

Dai teoremi di Cauchy e di Morera segue questo sorprendente risultato di
rigidità per i limiti di funzioni olomorfe: la convergenza uniforme sui compatti
rispetta l’olomorfia.
Corollario 2.5.7. Se una successione fn di funzioni olomorfe in un aperto
A converge uniformemente sui compatti, allora il limite f è una funzione
olomorfa in A.
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Dimostrazione. Il limite uniforme sui compatti è continuo (Teorema 1.3.16):
quindi possiamo integrarlo lungo le curve assolutamente continue (di solito
si riduce l’attenzione a curve di classe C1 a tratti) nel senso della Definizione
1.29.30). Consideriamo una tale curva la cui immagine C sia interamente
contenuta in un disco aperto contenuto in A. Per la convergenza uniforme si
può passare al limite sotto il segno di integrale (Teorema 1.3.17), e quindi,
poiché il disco è convesso, segue dal teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10)
che ∫

C

f(z) dz = lim
n

∫
C

fn(z) dz = 0

(qui di nuovo basterebbe limitare l’attenzione a curve triangolari ed applicare
il teorema di Cauchy su triangoli, Lemma 2.16.1). In base al teorema di
Morera (ossia al precedente Corollario 2.5.6), questo implica che il limite
f = limn fn è olomorfo in A. tu

Lemma 2.5.8. Sia D ⊂ C un dominio aperto in C.

(i) Sia {ht} una famiglia di funzioni olomorfe in un dominio D ⊂ C
al variare di t in un intervallo [a, b] in R o più in generale in un
pluriintervallo [a, b] in Rn, tali che per ogni z ∈ D la funzione Hz(t) =
ht(z) appartenga a L1([a, b]) ed la derivata d

dz
ht sia continua su [a, b]×

D. Allora per ogni misura µ di Borel finita su [a, b] la funzione h(z) =∫
· · ·
∫
[a,b]

ht(z) dµ(t) è olomorfa, e si può derivare sotto il segno di
integrale: h′(z) =

∫
· · ·
∫
[a,b]

h′t(z) dµ(t).

(ii) Lo stesso teorema di derivazione sotto il segno di integrale vale nelle
ipotesi più generali che la misura µ su R o su Rn sia solo sigma-
finita nel senso della Definizione 1.9.11, o più precisamente finita sui
compatti, e la funzione H(t) = supz∈D ht(z) appartenga a L1(|µ|).

Dimostrazione. La prima parte è conseguenza immediata del Corollario
1.23.2. Per provare la seconda parte, si consideri un plurirettangoloK = [a, b]
in Rn e siano h(z) =

∫
Rn ht(z) dµ(t), hK(z) =

∫
· · ·
∫
[a,b]

ht(z) dµ(t): dalla pri-
ma parte sappiamo che hK è olomorfa e si può derivare sotto il segno di
integrale. D’altro lato, in base al Corollario 1.9.31,

|h(z)− hK(z)| ⩽
∫
Rn\K

|ht(z)| d|µ|(t) ⩽
∫
Rn\K

|H(t)| d|µ|(t) .
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L’ultimo integrale tende a zero quando K invade Rn, grazie all’ipotesi fatta
su H. Quindi hK tende uniformemente a h quando K invade Rn, e pertan-
to anche h è olomorfa, grazie al precedente Corollario 2.5.7. Per lo stesso
motivo h′K converge uniformemente a h′, e poiché per la prima parte di que-
sta dimostrazione sappiamo che h′K(z) =

∫
K
h′t(z) dµ(t), lo stesso vale per la

funzione h. tu

2.6 Zeri di funzioni olomorfe
Teorema 2.6.1. (Ordine degli zeri.) Sia A ⊂ C e f olomorfa su A.
Sia Z ≡ {z ∈ A : f(z) = 0} il luogo degli zeri di f . Allora o Z = A (cioè
f è identicamente nulla), oppure Z non ha punti di accumulazione in A
(Definizione 1.1.1) ed è un insieme finito o numerabile. In tal caso, per ogni
z0 ∈ Z, esiste un unico intero m > 0 (che dipende da z0) ed una funzione
olomorfa g su A tali che g(z0) 6= 0 e

f(z) = (z − z0)
m g(z) (2.21)

per ogni z ∈ A. L’intero m si chiama l’ordine dello zero di f al punto z0, e
chiaramente coincide con l’ordine di infinitesimo di f .

Dimostrazione. Sia W l’insieme dei punti di accumulazione di Z. È chiaro
dalla continuità di f che W è un sottoinsieme di Z. Per ogni z0 ∈ W consi-
deriamo un disco Br(z0) ⊂ A di raggio r > 0. Sappiamo che f è sviluppabile
in serie di potenze con centro in z0: lo sviluppo f(z) =

∑∞
n=0 an (z − z0)

n

converge per ogni z ∈ Br(z0) (Corollario 2.5.3). La funzione f è identica-
mente nulla in Br(z0) se e solo se tutti i coefficienti an sono nulli: in tal
caso z0 è un punto interno di Z. SE questo non accade, consideriamo il
più piccolo intero m tale che am 6= 0, e poniamo g(z) = (z − z0)

−m f(z)
per z ∈ A \ {z0}, e g(z0) = am. Questa funzione è olomorfa in A \ {z0}
perché ivi z − z0 non si annulla, e verifica g(z) =

∑∞
n=0 am+n(z − z0)

n per
ogni z ∈ Br(z0), perché l’ultima serie di potenze ha lo stesso raggio di con-
vergenza di f(z) =

∑∞
n=0 an (z − z0)

n. Quindi g è sviluppabile in serie di
potenze con centro in z0, e pertanto è olomorfa anche al punto z0 (Corollario
2.5.4). Poiché g(z0) = am 6= 0, la funzione g rimane non nulla in un intorno
di z0. Quindi z0 è un punto isolato: ma questo contraddice l’ipotesi che sia
un punto di accumulazione. Quindi tutti i punti di W sono punti interni, e
pertanto W è aperto. D’altra parte, è chiaro dalla Definizione 1.1.1 che se
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un punto v non è di accumulazione per Z allora esiste un disco con centro
in v che non contiene punti di z, e quindi che consiste di punti che non sono
di accumulazione per Z: ma allora il complemento di W è aperto, quindi W
è chiuso.
In tal modo si conclude che W è allo stesso tempo aperto e chiuso, e quindi
che A è sconnesso, contrariamente all’ipotesi, a meno che non sia W = A
oppure W = ∅. Nel primo caso Z = A e f è identicamente nulla; nel
secondo caso, per ogni compatto K l’intersezione W ∪K deve essere vuota
oppure finita (perché le successioni infinite in un compatto hanno un punto di
accumulazione, in virtù del Teorema di Bolzano–Weierstrass 1.9.6). D’altra
parte, C, e quindi A, è unione numerabile di compatti (basta considerare i
dischi chiusi con centro ad esempio l’origine e raggio intero positivo): quindi
W è unione numerabile di insiemi al più finiti, e quindi è un insieme al più
numerabile. tu

Corollario 2.6.2. (Unicità del prolungamento.) Se due funzioni olo-
morfe in un aperto connesso coincidono in un sottoinsieme che ha qualche
punto di accumulazione, allora coincidono dovunque.

2.7 Singolarità rimovibili e singolarità essen-
ziali

Definizione 2.7.1. Se A è un aperto, f : A 7→ C, z0 ∈ A e f è olomorfa in
A \ {z0}, si dice che f ha una singolarità isolata al punto z0. Se è possibile
definire f in z0 in modo tale da renderla olomorfa su tutto A si dice che la
singolarità è rimovibile. Se invece per ogni r > 0 l’immagine sotto f del disco
bucato Brz0 \{z0} è densa in C, allora si dice che z0 è un punto di singolarità
essenziale.

Lemma 2.7.2. Se A è un aperto e f : A 7→ C è olomorfa in A \ {z0} e
limitata in un intorno di z0 allora in z0 la funzione f ha una singolarità
rimovibile.

Dimostrazione. La funzione g : A 7→ C definita da g(z) = (z − z0)
2 f(z)

for z 6= z0 and g(z0) = 0 è olomorfa in A \ {z0}, ed in z0 il suo rapporto
incrementale vale (z− z0) f(z), che tende a 0 per z → z0 perché f è limitata
in un intorno di z0. Quindi g è olomorfa in A, ed in particolare sviluppabile
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in serie di potenze (Corollario 2.5.3), ed è infinitesima del secondo ordine
a z0. Quindi il suo sviluppo in serie di Taylor a z0 si scrive così: g(z) =∑∞

n=0 an(z − z0)
n+2. Ora, per ogni z 6= z0 in un disco aperto di centro z0, si

ha f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)
n, e questa identità vale anche in z0 se poniamo

f(z0) = a0. Quindi f è sviluppabile in serie di Taylor convergente in un
intorno di z0, e pertanto olomorfa anche in z0 (Corollario 2.5.4). tu

Teorema 2.7.3. (Classificazione delle singolarità.) Se A ⊂ C è un
aperto, z0 ∈ A e f : A 7→ C è olomorfa in A \ z0, allora vale una ed una sola
delle seguenti tre proprietà:

(i) z0 è un punto di singolarità rimovibile per f (in particolare, in questo
caso si ha |f(z)| → ∞ se z → z0);

(ii) esistono a1 , . . . , am ∈ C, con aj 6= 0, tali che f(z) −
∑m

j=1
aj

(z−z0)j ha
una singolarità rimovibile in z0;

(iii) z0 è un punto di singolarità essenziale.

Dimostrazione. In base alla Definizione 2.7.1, se z0 non è un punto di singo-
larità essenziale, devono esistere r > 0, ε > 0 e w ∈ C tali che |f(z)−w| > ε
se 0 < |z − z0| < r. In tal caso, la funzione g(z) = 1

f(z)−w è olomorfa nel
disco bucato 0 < |z − z0| < r; poiché in tale dominio si ha anche |g(z)| < 1

ε
,

g è olomorfa anche in z0 per il precedente Teorema 2.7.2. Ora, consideriamo
i due casi g(z0) = 0 e g(z0) 6= 0. Nel primo caso, per la continuità, g rimane
non nulla in un intorno del punto z0, e quindi esistono una costanteM > 0 ed
un disco chiuso centrato in z0 tale che per ogni z in esso si ha g(z) > M (per
l’esistenza dei minimi di funzioni continue sui compatti: si veda la Sezione
1.1). Allora in questo disco si ha |f(z)− w| < 1

M
, e quindi |f(z) < |w|+ 1

M
:

ossia f è ivi limitata. Pertanto, per il precedente Teorema 2.7.2, f è olomorfa
anche in z0 e questo punto costituisce una singolarità rimovibile. Abbiamo
provato (i).

Consideriamo ora il secondo caso, g(z0) = 0. Sia m > 0 l’ordine di zero
di g a z0, definito nell’enunciato del Teorema 2.6.1: per quel Teorema ora
si ha g(z) = (z − z0)

m h(z) per ogni z nel disco |z − z0| < r, dove h è una
funzione olomorfa in questo disco tale che h(z0) 6= 0. Questa funzione h non
si annulla neppurev nel resto del disco, perché non vi si annulla g per il modo
in cui è stata definita. Allora il suo reciproco k = frac1h è olomorfo e mai



2.8. CRESCITA DI FUNZIONI OLOMORFE 261

nullo in questo disco; la funzione k verifica

k(z) =
1

h(z)
= (z − z0)

m(f(z)− w) , (2.22)

e quindi si ha f(z) − w = (z − z0)
−m k(z). Poiché k è olomorfa nel disco,

essa si sviluppa in serie uniformemente convergente k(z) =
∑∞

n=0 an (z−z0)n.
Sostituendo questo sviluppo in (2.22) otteniamo (ii). tu

Corollario 2.7.4. Se una funzione f è olomorfa in un disco aperto D ma
in nessun disco più grande con lo stesso centro, allora f ha un punto di
singolarità non rimovibile sulla frontiera di D.
Dimostrazione. L’enunciato segue immediatamente dal Corollario 2.5.4
tu

2.8 Crescita di funzioni olomorfe
Definizione 2.8.1. (Funzioni intere.) Una funzione olomorfa su tutto C
si dice intera.
Teorema 2.8.2. (Liouville.) Una funzione intera limitata è costante.
Dimostrazione. Sia f una funzione intera: allora essa è sviluppabile in serie
di potenze su tutto il piano complesso. Consideriamo il suo sviluppo con
centro, ad esempio, in z0 = 0: lo sviluppo converge uniformemente su tutto C
(Corollario 2.5.3): f(z) =

∑∞
n=0 an z

n. Lasciamo variare z sulla circonferenza
di raggio r fissato: lo sviluppo si scrive come

f(reiθ) =
∞∑
n=0

an r
n einθ (2.23)

Questa serie è uniformemente convergente, e quindi l’integrale che rappresen-
ta i coefficienti di Fourier della sua somma f(reiθ) commuta con la somma.
Grazie all’ortogonalità degli esponenziali complessi einθ, il coefficiente di Fou-
rier n-simo della funzione fr(θ) ≡ f(reiθ) è precisamente an rn: quindi la serie
in (2.23) è nient’altro che la serie di Fourier di fr. Dalla disuguaglianza di
Bessel (Corollario 4.3.2(iii)) ora segue

∞∑
n=0

|an|2 r2n = ‖fr‖22 ⩽ ‖fr‖2∞ . (2.24)
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Ora, se f è limitata, la serie in questa identità è limitata: ma le sue somme
parziali crescono in maniera illimitata al crescere di r, e quindi la limitatezza
si può avere solo se an = 0 per tutti gli n > 0. Pertanto f(z) = a0 per ogni
z: f è costante. tu

Corollario 2.8.3. (Teorema del massimo modulo, o principio del
massimo.) Sia f una funzione olomorfa in un aperto A ⊂ C. Per ogni
z ∈ A e r > 0 tali che il disco con centro z e raggio r sia contenuto in
A, il punto di massimo di |f | su questo disco si trova sulla sua frontiera, o
equivalentemente

|f(z)| ⩽ max
θ

∣∣f(z + reiθ
∣∣ .

Si ha l’uguaglianza per qualche z e per qualche r > 0 se e solo se f è costante
su tutto A.
Di conseguenza, se f è olomorfa in un aperto D e continua in D̄, il massimo
del modulo di f viene raggiunto unicamente sulla frontiera di questo aperto:
‖f‖L∞(D) = ‖f‖L∞(D̄) e ‖f‖L∞(

∫
D) < ‖f‖L∞(D̄).

Dimostrazione. Se vale
∣∣f(z + reiθ)

∣∣ ⩽ |f(z)| per ogni 0 ⩽ θ < 2π, allora,
grazie alla disuguaglianza di Bessel analogamente a (2.24), si ha

∞∑
n=0

|an|2 r2n ⩽ |f(z)|2 = |a0|2 .

Lo stesso argomento della dimostrazione del Teorema di Liouville 2.8.2 ora
mostra che an = 0 per ogni n > 0, ossia che f è costante. L’ultima asserzione
dell’enunciato è una conseguenza diretta di questo fatto. tu

Corollario 2.8.4. (Teorema fondamentale dell’algebra.) Ogni polino-
mio di grado n a coefficienti complessi, P (z) =

∑n
k=0 ak z

k, ha esattamente
n radici, contate con la loro molteplicità (ossia il loro ordine di zero definito
nell’enunciato del Teorema 2.6.1).

Dimostrazione. Per induzione sul grado n, è sufficiente provare che il poli-
nomio P ha una radice, ossia si può scrivere come P (z) = (z − z1)Q(z) per
qualche z1 ∈ C. Rinormalizzando, possiamo limitarci a polinomi del tipo
P (z) =

∑n−1
k=0 ak z

k + zn.
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Se r è abbastanza grande si ha

rn ⩾
n−1∑
k=0

∣∣ak rk∣∣
perché il termine di grado massimo cresce più velocemente degli altri. Ne
segue che, per questi valori di r e per 0 ⩽ θ < 2π si ha

∣∣P (reiθ)∣∣ ⩾ rn −
n−1∑
k=1

∣∣ak rk∣∣ ⩾ rn −
n−1∑
k=0

∣∣ak rk∣∣+ |a0| > |f(0)| .

Quindi, se P non ha zeri, il suo reciproco f = 1
P

è una funzione intera che
verifica |f(0)| >

∣∣f(reiθ)∣∣ per tutti i θ e per r sufficientemente grande: questo
contraddice il Teorema del Massimo Modulo (Corollario 2.8.3). tu

Corollario 2.8.5. (Stime di Cauchy.) Se f è olomorfa nel disco di centro
z0 e raggio r > 0, ed il suo modulo è ivi limitato da una costante M , allora
per ogni n > 0 la derivata n-sima verifica la stima∣∣f (n)(z0)

∣∣ ⩽M
n!

Rn
.

Dimostrazione. Segue immediatamente dall’identità (2.24) che i coefficienti
an = f (n)(z0)

n!
dello sviluppo di Taylor di fr(θ) = f(reiθ) con centro in z0

verificano |an rn| ⩽ M per ogni 0 < r < R. Prendendo l’estremo superiore
rispetto a r si ottiene l’enunciato. tu

Corollario 2.8.6. Se f è intera e |f(z)| < C (1 + |z|α) per qualche α < 1,
allora f è costante.

Dimostrazione. Poiché |f(Reit)| < C (1 + Rα) < C ′Rα per qualche costante
C ′, facendo tendere R a infinito nelle stime di Cauchy del precedente Corol-
lario 2.8.5 si ottiene che tutte le derivate di f sono nulle in z = 0, e quindi il
suo sviluppo di Taylor consiste solo del termine costante. tu

Da queste stime si deduce il seguente altro sorprendente risultato di rigidi-
tà, relativo alle proprietà di convergenza di funzioni olomorfe: la convergenza
uniforme sui compatti di funzioni olomorfe equivale alla convergenza in C∞

(Definizione 11.3.6).
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Corollario 2.8.7. Se una successione fn di funzioni olomorfe in un aperto
A converge uniformemente sui compatti, allora per ogni k la successione
f
(k)
n delle derivate k-sime converge uniformemente sui compatti alla derivata
k-sima del limite, f (k).

Dimostrazione. Sappiamo già (Corollario 2.5.7) che il limite f = limn fn
esiste ed è olomorfo in A. È sufficiente provare l’enunciato per la derivata
prima: applicandolo poi iterativamente lo si trasorta ad una derivata qualsia-
si. Per ogni z ∈ A, consideriamo la distanza d(z, ∂A di z dalla frontiera ∂A
(se A = C allora questa distanza è infinita). Osserviamo che tale distanza è
una funzione continua (Nota 4.1.2): quindi su ogni compatto K interamente
contenuto in A essa ammette minimo, necessariamente strettamente positi-
vo: d(K, ∂A ≡ minz∈K d(z, ∂A) > 0. Quindi, per ogni raggio r < d(K, ∂A),
il disco chiuso Br(z) con centro z ∈ K e raggio r è interamente contenuto in
A. L’unione di questi dischi è un compatto che indichiamo con U . Quindi
su U si ha convergenza uniforme: limn ‖fn − f‖L∞(U) = 0. Per ogni z ∈ K,
applicando nel disco Br(z) la stima di Cauchy del precedente Corollario 2.8.5
otteniamo

|f ′
n(z)− f ′(z)| ⩽ ‖fn − f‖L∞(U) → 0 ,

da cui la convergenza uniforme delle derivate. tu

2.9 Lo sviluppo di Laurent in una corona cir-
colare

Sia f una funzione olomorfa nel disco BR(z0) con centro in z0 e raggio R.
Allora f è sviluppabile in serie di potenze convergente in tale disco: se |z −
z0| < R si ha f(z) =

∑∞
n=0 cn (z − z0)

n per opportuni cn ∈ C. Se R = ∞
allora f è una funzione intera (Definizione 2.8.1).
Per semplicità, per il momento scegliamo z0 = 0. La sostituzione z 7→ 1

z

trasforma f nella funzione g(z) = f
(
1
z

)
. Per la regola di derivazione di

funzione composta (Sezione 1.1), g è olomorfa nell’anello {z : |z| > 1
R
}, ed

ammette il seguente sviluppo in serie:

g(z) =
∞∑
n=0

cn

(
1

z

)n
=

∞∑
n=0

cn z
−n .
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Ora, se consideriamo un’altra funzione h, olomorfa nel disco BR′(0) con R′ <
R, ossia ivi sviluppabile come h(z) =

∑∞
n=0 dn z

n, la somma u = g + h
soddisfa u(z) =

∑∞
n=−∞ anz

n nell’anello { 1
R
< |z| < R′}, dove an = c−n se

n < 0 e an = dn se n > 0; se n = 0 possiamo assumere c0 = 0 e a0 = d0.

Notazione 2.9.1. Una serie doppia u(z) =
∑∞

n=−∞ anz
n in cui le somme

sugli indici positivi e su quelli negativi convergono separatamente si chiama
serie di Laurent di f .

Abbiamo quindi provato:

Corollario 2.9.2. Siano R′ e R, rispettivamente, i raggi di convergenza
delle serie di potenze

∑∞
n=0 anz

n e
∑−∞

n=−1 anz
n. Se 1

R
< R′ la serie doppia∑∞

n=−∞ anz
n converge ad una funzione olomorfa nell’anello { 1

R
< |z| < R′}.

Risultati analoghi si ottengono per funzioni sviluppabili in dischi con centro
in z0 6= 0: in tal caso, invece che g(z) = f

(
1
z

)
, occore traslare l’origine al

punto z0, ossia scegliere g(z) = f
(

1
z−z0

)
.

Viceversa:

Teorema 2.9.3. (Sviluppo di Laurent.) Se 0 < r0 < r1 e f è olomorfa
nell’anello A = {z : r0 < |z− z0| < r1}, allora f si spezza in A come somma
f = f0 + f1, dove la parte principale f0 e la parte regolare f1 sono definite
da

f0(z) =
∞∑
n=1

c−n (z − z0)
−n (2.25)

f1(z) =
∞∑
n=0

cn (z − z0)
n (2.26)

e le due serie convergono separatamente in A in maniera uniforme (la serie di
f0 converge nel disco Br1(z0); la serie di f1 converge nel complemento del disco
chiuso Br0(z0). I coefficienti dello sviluppo sono univocamente determinati
dalle identità

cn =
1

2πi

∫
Cr

f(z)

(z − z0)n+1
dz (2.27)

dove C è una curva semplice chiusa che percorre in senso antiorario una
circonferenza con centro z0 contenuta nell’anello A (cioè tale che il suo raggio
r verifica r0 < r < r1) (od equivalentemente una curva omotopicamente
equivalente a questa).
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Dimostrazione. Per ogni z ∈ A, la funzione h definita su A da h(w) =
f(w)−f(z)

w−z se w 6= z, e h(z) = f ′(z), è continua su A ed olomorfa in A \ {z}.
Quindi l’integrale Hr =

∫
Cr
h(w) dw = 0 è indipendente da r (con r0 ⩽ r ⩽

r1), per il teorema di invarianza omotopica (Teorema 2.4.7) (qui le curve Cr
sono linearmente omotope sotto l’omotopia data dalla dilatazione con centro
z0). In particolare, H0 = H1: questa uguaglianza si riscrive come

f(z)

(∫
C1

1

w − z
dw −

∫
C0

1

w − z
dw

)
=

∫
C1

f(w)

w − z
dw −

∫
C0

f(w)

w − z
dw .

(2.28)
D’altra parte, 1

2πi

∫
C

1
w−z dw = IndC(z) è l’indice di avvolgimento del percorso

C intorno a z (Definizione 1.29.34). Nel nostro caso, z è esterno a C0, quindi
IndC0(z) = 0, mentre C1 compie un giro intorno a z, quindi IndC1(z) = 1.
Pertanto (2.28) diventa f(z) = f1(z) + f1(z), con

f1(z) =
1

2πi

∫
C1

f(w)

w − z
dw e f1(z) = − 1

2πi

∫
C0

f(w)

w − z
dw . (2.29)

Nota bene: si osservi che le identità (2.29) sono pressoché identiche a quella
del Corollario 2.5.1, che in effetti fu ottenuto con la stessa dimostrazione (il
lettore è invitato a verificare). Però quel Corollario si riferiva ad una unica
curva, mentre qui abbiamo due circonferenze C0 e C1 ed il punto z è nella
loro intercapedine. Per dedurre (2.29) da quel Corollario sarebbe bastato
tracciare un raggio che congiungesse C0 e C1, e percorrerlo C1 in senso anti-
orario, poi queto raggio verso l’interno, poi C0 in senso orario, poi il raggio
verso l’esterno: in questo modo il raggio viene percorso due volte in versi
opposti ed il suo contributo all’integrale si cancella. Però la curva risultante
non è semplice: se si preferisce avere una curva semplice occorre prendere
due segmenti paralleli distinti al posto del raggio, arbitrariamente vicini, in
modo che, per continuità, i loro contributi all’integrazione sono arbitraria-
mente vicini.
Come prima, per il Teorema di invarianza omotopica 2.4.7, gli integrali curvi-
linei che definiscono f1 e f1 non cambiano se invece che su C1 o C0 integriamo
su Cr con r0 ⩽ r ⩽ R1. In seguito sceglieremo lo stesso raggio (ovvero lo
stesso percorso) per entrambi gli integrali.
Ora, per il Teorema 2.2.5, f1 è olomorfa nel disco Br1(z0), e quindi f1(z) =∑∞

n=0 cn (z − z0)
n. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo. A questo scopo,
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nell’integrando dei due integrali curvilinei in (2.29), poniamo

t =
z − z0
w − z0

(2.30)

ed osserviamo che |z− z0| < r1 e |w− z0| = r1, da cui |t| < 1. Quindi vale la
formula di somma geometrica,

∑N
n=0 t

n = 1−tN+1

1−t (Sezione 1.1), ovvero

1

1− t
=

N∑
n=0

tn +
tN+1

1− t
.

Osserviamo che 1
1−t =

w−z0
w−z : pertanto

1

w − z0

1

1− t
=

1

w − z
.

Sostituiamo le ultime due identità nel primo integrale in (2.29):

f1(z) =
1

2πi

∫
C1

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫
C1

f(w)

w − z0

1

1− t
dw (2.31)

=
N∑
n=0

(z − z0)
n 1

2πi

∫
C1

f(w)

(w − z0)n+1
dw

+
1

2πi

∫
C1

f(w)

w − z

(
z − z0
w − z0

)N+1

dw

=
N∑
n=0

cn(z − z0)
n +RN ,

dove cn è il coefficiente in (2.27) ed il termine di resto RN è dato da

RN =

∫
C1

f(w)

w − z

(
z − z0
w − z0

)N+1

dw =

∫
C1

f(w)

w − z
N+1 dw . (2.32)

Si noti che il fattore che contiene t, in quest’ultimo integrale, dipende da w,
ma è uniformemente maggiorato in modulo da 1, come osservammo subito
dopo (2.30). Ma allora limN→∞RN = 0, e pertanto segue da (2.31) che f1
soddisfa lo sviluppo in serie (2.25).
Come prima, per il Teorema di invarianza omotopica 2.4.7, l’integrale curvi-
lineo che definisce il coefficiente cn non cambia se invece che su C1 integriamo
su Cr con r0 ⩽ r ⩽ r1.
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Resta da dimostrare uno sviluppo analogo per f0. Procediamo come pri-
ma, ma questa volta poniamo t = w−z0

z−z0 . Sulla circonferenza Cr0 il numeratore
ha modulo r0 ed il denominatore ha modulo maggiore (perché z è interno al-
l’anello A), quindi |t| < 1 e la serie geometrica converge. Di nuovo dalla
formula di somma geometrica abbiamo

z − z0
z − w

=
1

1− t
=

N∑
n=0

(
w − z0
z − z0

)n
+

(
w − z0
z − z0

)N+1
z − z0
z − w

.

Procedendo come prima ora si trova

f0(z) =
N∑
n=1

bn (z − z))
n +R′

N

dove
bn =

1

2πi

∫
Cr0

f(w)

(w − z0)1−n
dw = cn ,

dove cn è il coefficiente in (2.27), ed il termine di resto R′
N tende a zero

quando N → ∞. Questo prova lo sviluppo di f0 enunciato in (2.25); inoltre,
come già prima, l’integrale che esprime i coefficienti si può calcolare, senza
che il risultato cambi, su qualsiasi altra circonferenza con raggio r0 ⩽ r ⩽ r1.
Quindi possiamo calcolare i coefficienti di f0 e di f1 tramite integrali sulla
stessa circonferenza, ottenendo in tal modo sia pewr la parte regolare sia per
la parte principale la stessa formula (2.27). tu

Definizione 2.9.4. (Singolarità isolate.) Diciamo che z0 è un punto di
singolarità isolato di f se f non è olomorfa (e neppure necessariamente defi-
nita) in z0 ma esiste un disco privato del suo centro, B′(z0) = B(z0) \ {z0},
tale che f sia olomorfa in B′(z0).

Grazie ai risultati della precedente Sezione 2.9, se z0 è un punto di singolarità
isolato di f , per ogni z ∈ B′(z0) lo sviluppo di Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn (z − z0)
n

è convergente (nel senso che le due serie unilatere dei termini con indici
positivi e negativi convergono separatamente).



2.10. IL TEOREMA DEI RESIDUI 269

Definizione 2.9.5. (Poli di ordine n.) Se z0 è una singolarità isolata per
f e nello sviluppo di Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn (z − z0)
n

si ha c−k 6= 0 per qualche k > 0, ma c−m = 0 per ogni m > k, allora il punto
z0 si dice un polo di ordine n di f .

Nota 2.9.6. Con riferimento alla notazione introdotta nella Definizione 2.7.1,
osserviamo che, se cn = 0 per ogni n = 1, 2, . . . , allora ovviamente z0 è una
singolarità rimovibile. Invece, se cn 6= 0 per infiniti n > 0, allora z0 è una
singolarità essenziale, ma non avremo bisogno di questo fatto, e quindi non
lo dimostriamo. tu

Esercizio 2.9.7. (i) La funzione sin z/z ha una singolarità rimovibile in z =
0;

(ii) la funzione cos z/z ha in z = 0 un polo del primo ordine (detto anche
polo semplice);

(ii) la funzione e1/z ha una singolarità essenziale in z = 0.
tu

2.10 Il teorema dei residui
Definizione 2.10.1. (Residuo.) Sia z0 una singolarità isolata di f (De-
finizione 2.9.4), e f(z) =

∑∞
n=−∞ cn (z − z0)

n lo sviluppo di Laurent. Il
coefficiente c−1 di questo sviluppo si chiama il residuo di f a z0, e si indica
con Resz=z0 f(z). Si noti che in base a (2.27) si ha

c−1 =
1

2πi

∫
C

f(z) dz

per qualunque circonferenza C contenuta in B′(z0) percorsa in senso antio-
rario e che include z0 al suo interno, e che in base al Teorema di invarianza
omotopica 2.4.7 la stessa formula vale per qualsiasi curva semplice chiusa con
immagine contenuta in B′(z0) ed indice di avvolgimento Ind(z0) = 1 (si veda
la Sezione 2.3).
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Nota 2.10.2. Se f ha un polo del primo ordine in z0, ossia se lo sviluppo di
Laurent è

f(z) =
∞∑

k=−1

ck (z − z0)
k

scon c−1 6= 0, allora dal Corollario 1.29.37 segue immediatamente che

Resz=z0 f(z) = lim
z→z0

(z − z0) f(z) .

Se invece f ha un polo di ordine n > 1 in z0, è ancora possibile calcolare
il suo residuo in z0 grazie ad un passaggio al limite, come illustrato nella
prossima Proposizione 2.10.4. tu

Nota 2.10.3. Segue dalla Nota 2.10.2 che, se f(z) = g(z)h(z), dove g ha
un polo del primo ordine al punto z = z0 e h è olomorfa a z0, allora
Resz=z0 f(z) = h(z0) Resz=z0 g(z). tu

Proposizione 2.10.4. Se f è olomorfa in un disco bucato di centro z0 ed in
z0 ha un polo di ordine n, allora

Resz=z0 f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

D(n−1) ((z − z0)
n f(z)) .

Dimostrazione. Moltiplichiamo lo sviluppo di Laurent f(z) =
∑∞

j=−n cj(z −
z0)

j per (z − z0)
n: riscalando gli indici della serie otteniamo allora

f(z)(z − z0)
n =

∞∑
m=0

cm−n(z − z0)
m .

Derivando n− 1 volte otteniamo

D(n−1) (f(z)(z − z0)
n) =

∞∑
m=n−1

m(m− 1) . . . (m− n+ 2)cm−n(z − z0)
m−n+1 .

Nella serie a secondo membro i termini sono continui rispetto a z e sono
ordinati per potenze successive di z − z0: il primo termine, quello con m =
n − 1, ha potenza zero e quindi è costante, il secondo è lineare in z − z0,
il terzo è quadratico e così via. Pertanto tutti meno il primo si annullano
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in z = z0. Quindi, passando al limite per z → z0, sopravvive solo il primo
termine e si ottiene

lim
z→z0

D(n−1) (f(z)(z − z0)
n) = (n− 1)!c−1 ,

ossia l’enunciato. tu

Teorema 2.10.5. (Teorema dei residui.) Sia f una funzione olomorfa in
un aperto O tranne al più in un numero finito di singolarità isolate z1, . . . , zn.
Sia r un percorso chiuso omotopo in O ad un punto (Definizione 2.4.1) che
non passa per alcuna di queste singolarità. Allora∫

r

f(z) dz = 2πi
n∑
j=1

Indr(zj) Resz=zj f(z) . (2.33)

In particolare, se r è una curva semplice percorsa in senso antiorario, allora
Indr(zj) = 1 per ogni punto di singolarità al suo interno e Indr(zj) = 0
altrimenti (Nota 2.4.12), e quindi l’identità (2.33) diventa∫

r

f(z) dz = 2πi
∑

zj interno a r

Resz=zj f(z) . (2.34)

Dimostrazione. Sappiamo dalla Nota 1.29.33 che, se C è la circonferenza di
raggio r e centro z0, percorsa una volta in senso antiorario, allora∫

C

(z − z0)
k dz =

{
0 se k 6= −1
2πi se k = −1

.

Più in generale, grazie al Teorema di invarianza omotopica 2.4.7, per ogni
percorso chiuso r si ha∫

r

(z − z0)
k dz =

{
0 se k 6= −1
2πi Indr(z0) se k = −1

. (2.35)

Infatti, se k ⩾ 0 l’integrale si annulla per il teorema di Cauchy (Corollario
2.4.10). Invece, se k < 0, ci sono da considerare due casi. Un caso è che il
percorso r non contenga z0 al suo interno (quindi Indr(z0) = 0, si veda la Nota
2.4.12): allora r è omotopo ad un punto, l’integrando è olomorfo all’interno
del percorso e l’integrale si annulla per il teorema di invarianza omotopica.
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L’altro caso è che il percorso r contenga il punto z0 al suo interno, cioè gli giri
intorno: in tal caso r è omotopo ad una circonferenza con centro z0 percorsa
un numero di volte pari a Indr(z0), e, di nuovo per il teorema di invarianza
omotopica, l’integrale in (2.35) ha il valore dell’integrale sulla circonferenza
percorsa una sola volta in senso antiorario moltiplicato per Indr(z0). Questo
dimostra le identità (2.35).
Sia ora fj la parte principale di f nello sviluppo di Laurent intorno a zj (la
terminologia è quella del Teorema 2.9.3). In virtù di questo teorema, fj è
olomorfa in O \ {zj}. Invece f − fj è olomorfo in zj, perché coincide con
la parte regolare di f a zj. Si noti che f − fj, sempre per il Teorema di
Laurent 2.9.3, è olomorfa in O tranne che nei punti zm con m 6= j. Pertanto
la funzione g = f −

∑n
j=1 fj è olomorfa in tutto O. Poiché r è omotopa ad

un punto, dal teorema di Cauchy (nella forma del Corollario 2.4.10) segue
che

∫
r
g(z) dz = 0, ovvero∫

r

f(z) dz =
n∑
j=1

fj(z) dz . (2.36)

Con la notazione del Teorema 2.9.3, scriviamo ciascuna parte principale fj
come fj =

∑∞
n=1 c−k (z − zj)

−k, una serie uniformemente convergente in
O \ {zj}. Ora, in ciascun addendo al secondo membro di (2.36) integriamo
termine a termine la corrispondente serie uniformemente convergente (Teo-
rema 1.3.34) ed applichiamo a ciascun termine l’identità (2.35) per ottenere
(2.33) e completare quindi la dimostrazione. tu

2.11 L’indicatore logaritmico
Rammentiamo la notazione stabilita nel Teorema 2.6.1 e nella nella Defini-
zione 2.9.5). Sia f una funzione non identicamente nulla che nel punto z0 non
ha singolarità oppure ha una singolarità isolata non essenziale (terminologia
come nel Teorema 2.7.3). Sia m il primo indice per cui il coefficiente dello
sviluppo di Laurent di f a z0 è non nullo, ovvero f(z) =

∑∞
n=m cn (z − z0)

n

con cm 6= 0. Scriviamo m = mf (z0) e diciamo che z0 è uno zero di ordine (o
molteplicità) m di f se m > 0, ed un polo di ordine −m se m < 0
In conseguenza del fatto che gli zeri di f non hanno punti di accumulazione
(Teorema 2.6.1), in ogni compattomf (z0) è nullo tranne al più per un insieme
finito di punti z0.
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Teorema 2.11.1. (Indicatore logaritmico del numero di zeri e poli.)
Sia f una funzione olomorfa in un aperto O ⊂ C tranne al più per un numero
finito di poli. Sia C una curva chiusa contenuta in O percorsa in senso
positivo (ossia una curva di Jordan orientata positivamente, Nota 2.4.12),
omotopa ad un punto e che non passa per alcuno zero o polo di f . Allora

1

2πi

∫
C

d(log f)(z) =
1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
IndC(z0)mf (z0) .

In particolare, se la curva è semplice, allora per ogni punto nel suo interno
si ha IndC(z0) = 1 (si veda di nuovo la Nota 2.4.12), e quindi

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = Nf + Pf

dove Nf è il numero di zeri e Pf il numero di poli di f all’interno della curva,
contati con la molteplicità.

Dimostrazione. Se f ha uno zero o un polo al punto z0, allora in una sfera
aperta bucata B(z0) \ {z0} centrata in z0 si ha f(z) = (z − z0)

m g(z), con g
olomorfa a z0 ed ivi non nulla (m > 0 se si ha uno zero ovvero m < 0 se si
ha un polo). Perciò in questa sfera bucata

f ′(z)

f(z)
=
m (z − z0)

m−1 g(z) + (z − z0)
m g′(z)

(z − z0)m g(z)
=

m

z − z0
+
g′(z)

g(z)
.

Poiché g(z0) 6= 0, la funzione g′(z)/g(z) è olomorfa a z0. Dalla precedente
identit‘a segue che f ′/f ha un polo semplice con residuo m esattamente nei
punti in cui f ha uno zero di ordine m, e con residuo −m esattamente dove f
ha un polo di ordine m. Pertanto l’enunciato segue dal Teorema dei residui
2.10.5. tu

2.12 Calcolo di integrali con il teorema dei
residui

Una parte degli esempi di questa Sezione è ripresa dall’eccellente esposizione
in [10]; altri da [1].
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2.12.1 Integrali di funzioni senza singolarità reali
Sia f : R 7→ R una funzione meromorfa nel semipiano superiore (Definizione
2.2.4), con valori reali sull’asse reale, e con sole singolarità polari (nessuna
singolarità essenziale tranne all’infinito) ed in numero finito. Un tipico esem-
pio si ottiene partendo da una funzione razionale reale, ossia il quoziente p/q
con p e q polinomi a coefficienti reali: in tal caso scriviamo f(z) = p(z)/q(z)
l’estensione olomorfa f : C 7→ C al piano complesso (che, per inciso, è unica,
in base al Corollario 2.6.2).

Supponiamo inoltre che f non abbia poli sull’asse reale, e che

f(z) = o(1/|z|) (2.37)

per |z| → ∞. Per funzioni razionali, la stima precedente equivale a

f(z) = O(1/|z|2)

(infatti questa condizione equivale a richiedere che i gradi dei polinomi p e p
verifichino grado(q) ⩾ grado(p) + 2).
Grazie a (2.37), se Cr è la circonferenza con centro, diciamo, l’origine e raggio
r, l’integrale

∫
Cr
f(z) dz tende a zero per r → ∞, perché la circonferenza ha

lunghezza proporzionale a r mentre l’integrando è maggiorato da un multi-
plo di 1/r2. Da questo fatto e dal Teorema dei residui 2.10.5 traiamo due
conseguenze:

Corollario 2.12.1. (i) Se z1, . . . , zn sono i poli di f in C (cioè, nel caso
f sia una funzione razionale, gli zeri semplici del denominatore, dopo
aver eliminato i fattori comuni col numeratore), si ha

n∑
j=1

Resz=zj f(z) = 0 .

(ii) Se z+1 , . . . , z+k sono i poli di f nel semipiano superiore e z−1 , . . . , z−m sono
quelli nel semipiano inferiore (naturalmente m = k se f è razionale a
coefficienti reali), allora dall’identità precedente

k∑
j=1

Resz=z+j f(z) =
m∑
j=1

Resz=z−j f(z)
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e dal Teorema dei residui 2.10.5∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

r→∞

∫ r

−r
f(x) dx = 2πi

k∑
j=1

Resz=z+j f(z)

= −2πi
k∑
j=1

Resz=z−j f(z) .

i

-r r

z
+

1

z
-

1

z
+

2

z
-

2

Figura 2.1: Contorno per integrare una funzione meromorfa f(z) = o(1/|z|) senza poli
sull’asse reale

Nota 2.12.2. Se la funzione razionale f è reale, ossia quoziente di due poli-
nomi a coefficienti reali, i suoi poli, che sono gli zeri del denominatore non
compensati da zeri al numeratore, sono simmetrici rispetto all’asse reale, per-
ché il complesso coniugato di ogni radice di un polinomio reale è ancora una
radice. tu

Esempio 2.12.3. Dal Teorema fondamentale del calcolo (1.1) sappiamo che∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π ,

perché l’integrando è la derivata della funzione arcotangente. Ricalcolia-
mo l’integrale applicando il teorema dei residui. L’estensione complessa



276 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

dell’integrando è
f(z) =

1

i+ z2

ed ha poli nei punti z± = ±i. Il residuo al polo nel semipiano superiore si
calcola come nella Nota 2.10.3:

Resz=i f(z) = Resz=i
1

(z + i)(z − i)
=

1

2i
Resz=i

1

z − i
=

1

2i
.

Pertanto, dal Corollario 2.12.1 (ii),∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π .

tu

Esempio 2.12.4. Calcoliamo l’integrale∫ ∞

−∞

1 + x

(1 + x2)(4 + x2)
dx .

In questo caso i poli sono i punti z = ±i, ±2i. Calcoliamo, ancora come nella
Nota 2.10.3, i residui ai poli nel semipiano superiore.

Si ottiene

Resz=i f(z) =
1 + i

(2i)(4 + i2)
Resz=i

1

z − i
=

1− i

6

. Analogamente, Resz=2i f(z) =
1+2i

(4i)(1+4i2)
= −2−i

12
. Ne segue:∫ ∞

−∞

1 + x

(1 + x2)(4 + x2)
dx = 2πi

(
1− i

6
− 2− i

12

)
=
π

6
.

tu

2.12.2 Integrali di funzioni con poli semplici reali
Nota 2.12.5. Premettiamo anzitutto, estendendo l’Esempio 1.29.33 e la Nota
2.3.3, che, se C è una semicirconferenza con centro in 0 e raggio r > 0 percorsa
in senso antiorario, ad esempio con estremi sull’asse reale, si ha

∫
C
dz
z

=
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i

2i

Figura 2.2: Contorno per integrare 1+x
(1+x2)(4+x2)

∫ π
0

itreit

reit
dt = iπ. Identico risultato si ottiene se l’angolo di percorrenza del

mezzo giro varia da θ a θ + π. Se il verso di percorrenza è orario il risultato
cambia di segno. Risultati identici si ottengono se la circonferenza è centrata
in un altro punto z0. In ogni caso il risultato non dipende dal raggio r > 0
della semicirconferenza. tu

Consideriamo ora il caso in cui, in aggiunta a poli nel semipiano superio-
re ed inferiore, la funzione meromorfa f della precedente Sottosezione 2.12.1
abbia anche qualche polo semplice sull’asse reale, diciamo x1, . . . , xm. Mo-
striamo che il Teorema dei residui 2.10.5 ci permette di calcolare l’integrale

I ≡ lim
ε→0+

(∫ x1−ε

−∞
+

∫ x2−ε

x1+ε

+ · · ·+
∫ xm−ε

xm−1+ε

+

∫ ∞

xm+ε

)
f(x) dx (2.38)

purché f(z) = O (1/|z|2) per |z| → ∞ (ossia se il polinomio al denominatore
ha grado superiore di almeno 2 rispetto a quello al numeratore). Più in gene-
rale, tutti i risultati di questa sottosezione valgono per funzioni f meromorfe
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nel semipiano superiore (Definizione 2.2.4) che tendono a zero per |z| → ∞
più velocemente di 1/|z|.

Rammentiamo che si dice che l’integrale in (2.38), calcolato omettendo
intervalli centrati nei punti di singolarità e poi facendo tendere a zero il
diametro di questi intervalli, è calcolato nel senso del valore principale di
Cauchy, introdotto nell’Esempio 11.5.5, e lo si scrive v. p.

∫∞
−∞ f(x) dx.

Nota 2.12.6. Nella situazione in cui l’integrando ha singolarità reali che non
sono poli semplici, l’integrale può non convergere: ad esempio, se l’integrando
ha singolarità di ordine quadratico, o di ordine pari più elevato, in un intorno
reale del punto di singolarità l’integrando è di segno costante, ed in ciascuno
dei due semi-intorni destro e sinistro non ha integrale finito (Sezione 1.1. In
tale situazione, l’integrale improprio non si può calcolare con i metodi di
questa Sezione. tu

Calcoliamo l’integrale utilizzando il percorso di integrazione Cr,ε illustrato
in Figura 2.3.

Consideriamo il polo x1. In un intorno di x1 lo sviluppo di Laurent di r è

f(z) =
Res f(z)z=x1

z − x1
+ h(z)

con h olomorfa in tale intorno. Sia ε > 0 sufficientemente piccolo affinché
la semicirconferenza C1,ε nel semipiano superiore di centro x1 e raggio ε
(ossia quella che fa parte del percorso in Figura 2.3) giaccia nel suddetto
intorno. Sia M il massimo di |h| su C1. È chiaro che vale la disuguaglianza∣∣∣∫C1

h(z) dz
∣∣∣ ⩽Mπε, ed il secondo membro tende a zero per ε→ 0+. Invece,

per quanto concerne l’altro termine dello sviluppo di Laurent (2.12.2), segue
dalla Nota 2.12.5 che∫

C1

1

z − x1
dz = −iπResz=x1 f(z) (2.39)

(il segno è negativo perché la semicirconferenza è percorsa in senso orario.
Quindi, per ε → 0+, il contributo all’integrale curvilineo dato dalla semicir-
conferenza di raggio ε con centro in x1 tende a −iπResz=x1 f(z). Vale un
risultato analogo per ogni polo reale.
Osserviamo ora che il contributo all’integrale curvilineo dato dalla semicir-
conferenza di raggio r tende a zero quando r → ∞ perché l’integrando tende
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i

2i

1-1 r

-r

Figura 2.3: Contorno per integrare una funzione meromorfa f(z) = o(1/|z|) con poli
reali

a zero più velocemente di 1
r
. Quindi dal Teorema dei residui 2.10.5 possiamo

concludere che

v. p.

∫ ∞

−∞
f(x) dx+

m∑
l=1

lim
ε→0+

∫
Cl,ε

f(z) dz = lim
r→∞,ε→0+

∫
Cr,ε

f(z) dz

= 2πi
k∑
j=1

Resz=z+j f(z) ,

da cui, grazie a (2.39) ed i commenti subito oltre,

I ≡ v. p.

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

k∑
j=1

Resz=z+j f(z) + πi
m∑
l=1

Resz=xl f(z) . (2.40)

Il calcolo analogo sul percorso simmetrico nel semipiano inferiore (percorso
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in senso orario) fornisce il seguente risultato:

vp

∫ ∞

−∞
f(x) dx = −2πi

k∑
j=1

Resz=z−j f(z)− πi

m∑
l=1

Resz=xl f(z) .

2.12.3 Trasformate di Fourier di funzioni limitate al-
l’infinito

Definizione 2.12.7. Sia E un sottoinsieme di C. Diciamo che una funzione
f : E 7→ C è limitata all’infinito (ovvero asintoticamente) da una funzione
g : E 7→ C se esiste un compatto al di fuori del quale |f | < C|g| per qualche
costante C > 0.

I risultati della sottosezione precedente si estendono al calcolo dell’inte-
grale v. p.

∫∞
−∞ f(x) eiαx dx dove f è una funzione meromorfa limitata all’infi-

nito da 1/r nel semipiano superiore (o inferiore), e α 6= 0 è un numero reale.
Si noti che questo integrale è esattamente la trasformata di Fourier di f al
punto α (calcolato nel senso del valore principale (Esempio 11.5.5) se f ha
singolarità polari semplici sull’asse reale).

Per svolgere il calcolo, consideriamo, ad esempio, il caso α > 0. Allora
|eiαz| = e−α Im z tende a zero in maniera monotòna quando r → ∞ se z =
reiϑ è nel semipiano superiore. Sia r sufficientemente grande affinché la
semicirconferenza Cr di centro l’origine e raggio r sia al di fuori del compatto
K della Definizione 2.12.7, e sia |f(z)| < C/r al di fuori di K. Poiché |eiz| =
e− Im z e se z = reiϑ si ha Im z = r sinϑ, l’integrale sulla semicirconferenza si
stima nel modo seguente:∣∣∣∣∫

Cr

f(z) eiαz dz

∣∣∣∣ ⩽M

∫ π

0

e−rα sinϑ
∣∣reiϑ∣∣ dϑ =

C

r
r

∫
Cr

∫ π

0

e−rα sinϑ dϑ .

(2.41)
Per r → ∞ l’ultimo membro tende a zero per il Teorema di convergenza
monotòna di Lebesgue (Teorema 1.9.53), perché l’integrando, per r → ∞,
tende in maniera monotòna alla funzione h(ϑ) che vale 0 in (0, π) e 1 in
ϑ = 0, π. In alternativa si può applicare anche il teorema di convergenza
dominata (Teorema 1.9.54), perchè al variare di r l’integrando è limitato,
uniformemente rispetto a r, dalla funzione costantemente 1 nell’intervallo
[0, π].
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Il lettore che non fosse familiare con i suddetti teoremi di convergenza per
l’integrale di Lebesgue può arrivare allo stesso risultato con metodi più ele-
mentari come segue. Osserviamo che, per r → ∞, l’integrando e−rα sinϑ

converge puntualmente in [0, π] alla funzione h scritta più sopra, ma non
uniformemente, perché h non è continua negli estremi 0 e π. Però la con-
vergenza è uniforme nel sottointervallo [ε, π − ε] per ogni ε > 0, e quindi,
passando al limite sotto il segno di integrale (Teorema 1.3.17), si ottiene
limr→∞

∫ π−ε
ε

e−rα sinϑ dϑ = 0. D’altra parte,
∫ ε
0
e−rα sinϑ dϑ ⩽ ε, perché l’in-

tegrando è limitato dalla costante 1, e lo stesso risultato vale per l’integrale∫ π
π−ε e

−rα sinϑ dϑ. Pertanto limr→∞
∫
Cr
e−rα sinϑ dϑ < 2ε, e, poiché ε > 0 è

arbitrario, prendendo l’estremo inferiore rispetto a ε vediamo che il limite
vale 0.

Ovviamente il residuo di f(z)eiαz al polo xj vale eiαxj Resz=xj f(z) (Nota
2.10.2). Pertanto, dal Teorema dei residui 2.10.5, ora segue che

v. p.

∫ ∞

−∞
f(x) eiαx dx = 2πi

k∑
j=1

Resz=z+j f(z)− πi
m∑
l=1

Resz=xl f(z) .

Possiamo svolgere un calcolo del tutto analogo se α < 0 e f è limitata
all’infinito da 1/r nel semipiano inferiore, integrando su un percorso nel
semipiano inferiore ottenuto ribaltando rispetto all’asse delle ascisse quello
appena considerato. In tal modo si ottiene:

v. p.

∫ ∞

−∞
f(x) eiαx dx = −2πi

k∑
j=1

Resz=z−j f(z) + πi
m∑
l=1

Resz=xl f(z) .

2.12.4 La trasformata di Fourier della funzione sinc

Nell’Esercizio 10.1.5 abbiamo calcolato la trasformata di Fourier di una fun-
zione caratteristica: in particolare, segue immediatamente da questo Eser-
cizio e dalla proprietà di dilatazione della trasformata di Fourier (Teore-
ma 8.2.4 (iv)) che la trasformata di Fourier di πχ[− 1

2π
, 1
2π ]

è la funzione
sinc ω

π
= sinω

ω
introdotta nella Definizione 10.1.4. Non abbiamo calcolato

direttamente la trasformata di Fourier della funzione sinc, perché essa non
appartiene a L1(R): però appartiene a L2(R), e quindi possiamo definire la
trasformata di Fourier nel senso di L2(R) (Nota 8.5.3), o più in generale nel
senso delle distribuzioni. Grazie al Teorema di inversione per la trasformata



282 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

di Fourier per distribuzioni (Proposizione 11.12.4), o anche semplicemente
per L2(R) (Corollario 8.5.6), possiamo quindi concludere che la trasformata
di Fourier di sin(x)/x è la (classe di equivalenza L2 della) funzione caratteri-
stica πχ[−π

2
,π
2 ]
, ossia coincide con questa funzione quasi ovunque (e quindi vi

coincide nel senso delle distribuzioni date da funzioni localmente integrabili
a crescita polinomiale (Esempio 11.5.4 (i)). In particolare, la trasformata di
Fourier cambia solo a meno di equivalenza (sia nel senso di L2(R) sia nel
senso delle distribuzioni) se modifichiamo il suo valore ai punti ±1. Per ana-
logia con la funzione somma della serie di Fourier della funzione caratteristica
(Teorema 5.15.1 (i)), vogliamo porre il valore della trasformata di Fourier a
questi due punti uguale a π

2
, ovvero, se troviamo un modo diretto di calco-

larla, ci piacerebbe che questo risultasse essere il valore ai due suddetti punti
estremi dell’immagine.

In effetti, questo approccio è indiretto: preferiremmo essere in grado di
calcolare direttamente l’integrale di Fourier. Poiché l’integrando non è in L1,
il calcolo diretto richiede di troncare l’integrale su compatti via via più grandi
e poi passare al limite al crescere del compatto. Purtroppo, però, non si riesce
a svolgere il calcolo dell’integrale troncato su un compatto: l’integrando non
è una funzione elementare e non sappiamo calcolare i suoi valori sugli estremi
di un intervallo, nonostante il fatto che siamo stati in grado, con tecniche più
raffinate, di calcolare l’integrale

∫∞
−∞

sinx
x
dx su tutto R (più precisamente

sulla semiretta positiva (Lemma 5.19.3, ma per parità l’integrale su tutta la
retta è il doppio di questo).
Siamo quindi soddisfatti nello scoprire che possiamo calcolare direttamente
la trasformata di Fourier grazie al teorema dei residui, come ora illustriamo.

Vogliamo calcolare il limite

lim
R→+∞

∫ r

−r

sin x

x
eisx dx .

Da quanto visto prima, sappiamo che il risultato deve essere uguale alla
costante π in (−1, 1) e 0 al di fuori di [−1, 1] (perché nella definizione di
trasformata di Fourier abbiamo messo all’esponente dell’esponenziale un fat-
tore di scala 2π, quindi ora dobbiamo prendere s = 2πω). Auspichiamo che
il risultato sia π

2
ai punti estremi dell’immagine, ±1. Mostriamo che questo

risultato segue dal teorema dei residui.
Osserviamo che la funzione sin z

z
eisz non ha una singolarità in z = 0, quin-

di, in base al teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10), l’integrale sul segmento



2.12. CALCOLO DI INTEGRALI 283

dell’asse reale da −r a r coincide con l’integrale sul segmento reale da −r a
−1, seguito dall’integrale sulla semicirconferenza con centro l’origine e raggio
1 nel semipiano superiore, seguito a sua volta dall’integrale sul segmento reale
da 1 a r: chiamiamo C questo percorso che include la semicirconferenza (con
verso di percorrenza da sinistra a destra). Ora, se scriviamo sin z = eiz−e−iz

2i

e
Φr(s) =

∫
C

eisz

z
dz ,

vediamo che ∫ r

−r

sin x

x
eisx dx =

1

2i
(Φr(s+ 1)− Φr(s− 1)) . (2.42)

Consideriamo il percorso chiuso C+
r ottenuto chiudendo C con la semicircon-

ferenza nel semipiano superiore con centro l’origine e raggio r, percorsa in
senso antiorario. All’interno di questo percorso la funzione eitz

z
è olomorfa

nella variabile z per ogni t reale, e quindi il Teorema dei residui 2.10.5 asseri-
sce che il suo integrale su questo percorso è zero, ovvero che Φr(t) è l’opposto
dell’integrale sulla semicirconferenza (percorsa in senso antiorario). Tenendo
conto che sulla semicirconferenza si ha dz = ireiϑ dϑ = iz dϑ, troviamo

Φr(t) = −i
∫ π

0

eitre
iϑ

dϑ .

Osserviamo, in particolare, che si ha

Φr(0) = −iπ . (2.43)

D’altra parte, poiché per ogni s ∈ R la funzione eitz vale 1 in z = 0, la
funzione eitz

z
ha un polo semplice in z = 0 con residuo 1. Pertanto, se ora

consideriamo il percorso C−
r ottenuto chiudendo C con la semicirconferenza

nel semipiano inferiore ribaltata rispetto a quella di prima, adesso dentro
questo percorso c’è un polo semplice di eitz

z
, e lo stesso ragionamento di

prima ora porta all’identità

Φr(t) = 2πi+ i

∫ 0

−π
eirte

iϑ

dϑ .

In questi due integrali, il modulo dell’integrando vale e−rt sinϑ: poiché sinϑ è
positivo per 0 < ϑ < π (ossia nel semipiano superiore Im z ⩾ 0) e negativo
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in quello inferiore, questo modulo tende a zero in maniera monotòna nel
dominio 0 < ϑ < π (ossia per z nel semipiano superiore) allorché t > 0, e
nel dominio −π < ϑ < 0 (ossia per z nel semipiano inferiore) allorché t < 0.
Pertanto dal Teorema di Convergenza Monotòna 1.9.53 abbiamo

lim
r→∞

Φr(t) = 2πi se t < 0 (2.44)

lim
r→∞

Φr(t) = 0 se t > 0 .

Osserviamo infine che, se |s| > 1, allora s + 1 e s − 1 hanno lo stesso segno
(entrambi positivi o entrambi negativi), mentre se |s| < 1, allora s+1 e s−1
hanno segni opposti (il primo positivo ed il secondo negativo). Da questo
fatto e da (2.42) segue

lim
r→∞

∫ r

−r

sin x

x
eisx dx = π se |s| < 1

lim
r→∞

∫ r

−r

sin x

x
eisx dx = 0 se |s| > 1 .

Abbiamo così verificato l’identità limr→∞
∫ r
−r

sinx
x
eisx dx = πχ[−1,1] per tutti

i valori reali di s eccetto s = ±1. D’altra parte, se s = 1 allora s − 1 = 0 e
s+1 = 2, e se s = −1 allora s−1 = −2 e s+1 = 0. Nel primo caso segue da
(2.43) che Φr(s−1) = Φr(0) = −πi, e da (2.44) che limr→∞ Φr(s+1) = 0. Nel
secondo caso invece abbiamo limr→∞ Φr(s− 1) = 2πi, e Φr(s+1) = Φr(0) =
−πi. Pertanto segue ancora da (2.42) che limr→∞

∫ r
−r

sinx
x
e±ix dx = π

2
. Que-

sto conclude il calcolo diretto della trasformata di Fourier della funzione sinc,
ed indica che il risultato è esattamente quanto volevamo, anche ai punti
estremi dell’immagine.

2.12.5 Integrali di espressioni trigonometriche raziona-
li

In questa sottosezione integriamo funzioni razionali in sin t e cos t. Questi
integrali si calcolano tutti come nell’esempio seguente.
Esempio 2.12.8. Sia a ∈ R e f(t) = 1

a cos t
. La funzione f è periodica di periodo

2π: limitiamo l’attenzione all’intervallo [−π, π]. Se a = ±1, il denominatore
ha uno zero di ordine due. Più precisamente, per a = −1 il denominatore
si annulla in t = 0 ed il suo sviluppo di Taylor comincia con il termine
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quadratico 1
2
t2, mentre per a = 1 il denominatore si annulla in t = ±π ed il

suo sviluppo di Taylor in questi punti comincia rispettivamente con il termine
frac12(t − (±π)2. In base alle caratteristiche di convergenza degli integrali
impropri (Sezione 1.1) concludiamo che la funzione f non è integrabile sul
suo periodo se |a| = 1.

Se |a| < 1, la funzione ha due punti di singolarità nel periodo: i punti in
cui cos t = a, che nel caso a = 0 sono in realtà tre (−pi, 0 e π), ma il primo e
l’ultimo si possono considerare identificati per periodicità. Poiché in questi
punti di singolarità la derivata prima della funzione coseno è non nulla, il
denominatore ha uno zero di ordine uno, e di nuovo la funzione f non è inte-
grabile in senso improprio; però questa volta è integrabile nel senso del valore
principale di Cauchy (Esempio 11.5.5): lasciamo come esercizio al lettore il
calcolo dell’integrale in analogia al procedimento che stiamo per sviluppare
per il caso |a| > 1 adattato seguendo la linea della Sottosezione 2.12.2.

Trattiamo qui il caso più facile, quello senza singolarità reali: |a| > 1. Sia
z = eit un numero complesso di modulo 1: allora

cos t =
1

2

(
eit + e−it

)
=
e2it + 1

2eit
=
z2 + 1

2z
.

Quindi ∫ π

−π

1

a+ cos t
dt =

∫
|z|=1

1

z2 + 2az + 1
dz .

L’integrando ha due poli semplici in C, entrambi reali: i punti z± = −a ±√
a2 − 1. Poiché

√
a2 − 1 < |a|, se a > 1 z+ sta nel disco unitario e z− no,

mentre se a < −1 capita il viceversa. In base alla Nota 2.10.2, il residuo a
z± è

lim
z→z±

z − zpm
z2 + 2az + 1

= ± 1

z+ − z−
.

Pertanto, dal Teorema dei residui 2.10.5 segue

• Se a > 1,
∫ π
−π

1
a+cos t

dt = 4π
z+−z− = 2π√

a2−1

• Se a < −1,
∫ π
−π

1
a+cos t

dt = 4π
z−−z+ = − 2π√

a2−1

tu

Più in generale, supponiamo di voler integrare una funzione f periodica
di periodo, diciamo, 2π, senza singolarità in tutto il periodo, avente un’e-
stensione meromorfa alla striscia S ≡ Re |z| ⩽ π, Im z ⩾ 0 (che indichiamo
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ancora con f) senza singolarità essenziali e tale che esiste il limite unifor-
me limIm z→+∞ f(z) ed è costante indipendentemente dalla parte reale di z
(indichiamo con l il valore del limite). Supponiamo inoltre che f non abbia
punti di singolarità sulle semirette Re z = ±π. Rammentiamo che le sin-
golarità non essenziali non possono avere punti di accumulazione (Lemma
2.7.2 e Teorema 2.7.3). Poiché il limite limIm z→+∞ f(z) è finito, tutti i punti
di singolarità debbono giacere in un sottoinsieme limitato della striscia S,
quindi in un compatto. Dalla proprietà di Bolzano–Weierstrass (Teorema
1.9.6) segue che i punti di singolarità dentro la striscia S, che denotiamo con
x1, . . . , xn, sono in numero finito. Allora l’integrale si può calcolare con il
Teorema dei residui 2.10.5 come segue:

Proposizione 2.12.9. Nelle ipotesi appena enunciate,∫ π

−π
f(t) dt = 2π

(
l + i

n∑
i=1

Resz=xi f(z)

)
.

Dimostrazione. Consideriamo il percorso di integrazione dato dal rettangolo
R i cui lati verticali sono Re z = ±π, 0 ⩽ Im z ⩽ a, ed i lati orizzontali sono
−π ⩽ Re z ⩽ π, Im z = 0 oppure Im z = a, percorso in senso antiorario. Per
periodicità, la funzione f assume gli stessi valori sui punti alla stessa ordinata
dei lati verticali. Poiché questi lati sono percorsi in versi opposti (dall’alto al
basso quello di sinistra, dal basso all’alto quello di destra) i loro contributi si
eliminano a vicenda. Sul lato inferiore l’integrale della funzione f è l’integrale
sul segmento reale

∫ π
−π f(t) dt. Se si fa tendere a a +∞, l’integrale sul lato

superiore, a causa della condizione limIm z→+∞ f(z) = l uniformente e del
Teorema di passaggio al limite uniforme sotto il segno di integrale 1.3.17),
tende a −2πl (il segno negativo è dovuto al verso di percorrenza da sinistra
a destra). Da queste osservazioni si ricava l’enunciato. tu

2.12.6 Esercizi ed esempi sul calcolo di integrali con i
residui

Il lettore che non riuscisse a risolvere i seguenti esercizi può trovarne lo
svolgimento in [10].
Esercizio 2.12.10. Sia f una funzione olomorfa con singolarità polari (quindi
isolate, come osservato prima della Proposizione 2.12.9) solo nel semiasse
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reale negativo, ed in numero finito, diciamo m. Osserviamo che allora la
funzione f(ez) è periodica di periodo 2π nella direzione immaginaria, ed a
meno di tale periodicità ha poli z1, . . . , zm tutti con parte immaginaria π
(perché ez è un numero reale negativo se e solo se Im z = π+2kπ con k ∈ Z.
Supponiamo infine che

f(z) = O(1/|z|) . (2.45)

Mostrare che, se 0 < α < 1, si ha∫ ∞

−∞
eαxf(ex) dx =

2πi

1− e2πiα

m∑
i=1

Resz=zi (e
αzf(ez)) .

Suggerimento: scelto a reale, si integri sul contorno rettangolare di ascissa fra
−a e a e di ordinata fra 0 e 2π. Per a sufficientemente grande, questo contorno
gira intorno a tutte le singolarità. Si mostri che, grazie alla condizione (2.45)
ed al fatto che

∣∣eα(a±iy)∣∣ = eαa = o(ea) (perché α < 1), i contributi dei due
segmenti verticali tendono a zero quando a tende a infinito. A questo punto
basta osservare che il contributo sul segmento orizzontale alto (il quale è
pertcorso da destra a sinistra) ha il segno opposto di quello sul tratto verticale
basso (che è l’integrale che si vuol calcolare) moltiplicato per il fattore e2πiα
(perché il fattore esponenziale sul tratto superiore è il prodotto di questo
fattore per l’esponenziale sul tratto inferiore). tu

Esercizio 2.12.11. Utilizzando l’approccio del precedente Esercizio 2.12.10, si
mostri che ∫ ∞

−∞

eαx

1 + ex
dx =

π

sin(πα)
.

tu

Esempio 2.12.12. Sia f una funzione meromorfa con un numero finito di
poli semplici z1, . . . , zn, ma senza poli sul semiasse reale positivo (inclusa
l’origine), e che decresce all’infinito nel modo seguente:

f(z) = O

(
1

|z|

)
. (2.46)

Un tipico esempio è il caso di una funzione razionale f in cui il polinomio
al denominatore abbia grado maggiore o uguale del polinomio al numerato-
re più 1. Se il grado del denominatore eccede di esattamente 1 quello del
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denominatore, l’integrale improprio
∫∞
0
f(t) dt non converge (Sezione 1.1).

Quindi consideriamo invece l’integrale∫ ∞

0

f(t)

tα
dt

dove 0 < α < 1 (dal caso particolare di funzioni razionali stiamo siamo
quindi passati a considerare all’integrando una funzione razionale quoziente
di espressioni a crescita polinomiale non necessariamente di grado intero,
ma con grado del denominatore superiore di più di 1 rispetto a quello del
denominatore). Ora l’integrale converge (si veda di nuovo la Sezione 1.1).

Per applicare il Teorema dei residui 2.10.5 dobbiamo considerare l’esten-
sione dell’integrando ad una funzione meromorfa su C. Qui il problema è che
xα = eα log x è una funzione definita sui reali positivi che non si estende ad
una funzione meromorfa su tutto C ma solo su parte del piano complesso, e
non in modo unico. La seguente Nota è un inciso per spiegare perché.
Nota 2.12.13. (Il logaritmo complesso.) Incontriamo un problema nel-
l’estensione al piano complesso della funzione logaritmo. Sappiamo definire
il logaritmo di un numero reale positivo. Allora, se z è complesso, scriviamo
z = |z|eiϑ e, per rispettare la proprietà che il logaritmo manda prodotti in
somme, dobbiamo definire il logaritmo complesso come

log z = log |z|+ iϑ ,

dove log |z| è il consueto logaritmo reale. Naturalmente, il logaritmo com-
plesso deve avere una singolarità nell’origine, perché questo già accade al
logaritmo reale. Qui supponiamo 0 ⩽ ϑ < 2π; se ϑ varia al di fuori del-
l’intervallo [0, 2π), ad esempio se consideriamo ϑ′ = ϑ + 2kπ, si ottiene lo
stesso numero complesso z = |z|eiϑ = |z|eiϑ′ , ma non lo stesso logaritmo: se
z = |z|eiϑ′ abbiamo

log z = log |z|+ iϑ′ = log |z|+ iϑ+ 2kπi .

Quindi il logaritmo complesso è in realtà una funzione a più valori, infiniti
valori che differiscono ciascuno dal precedente di 2πi:

log z = log |z|+ iϑ+ 2πiZ .

Però la definizione di funzione richiede che il valore sia unico. Quindi dobbia-
mo limitare la variazione dell’angolo θ ad un intervallo fissato di lunghezza
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2π, ad esempio, come prima, l’intervallo [0, 2π) (questa si chiama la determi-
nazione principale del logaritmo complesso). Purtroppo, però, ciò dà luogo
ad una discontinuità: se ora z è un numero reale positivo e consideriamo
due altri numeri complessi che lo approssimano, z+ = z + iε nel semipiano
superiore (Im z+ = ε > 0) e z− = z − iε nel semipiano inferiore, allora ab-
biamo z+ = zeiφ e z− = ze−iφ = zei(2π−φ, dove adesso gli angoli ϕ e 2π − ϕ
appartengono entrambi all’intervallo [0, 2π) della determinazione canonica.
Se ora ε tende a zero, anche ϕ tende a zero e si ottiene:

lim z+ = z e lim log z+ = log z

lim z− = z ma lim log z− = log z + 2π

Pertanto la restrizione a C \ {0} del logaritmo complesso data dalla de-
terminazione principale è discontinua sul semiasse reale z ⩾ 0. Il proble-
ma non si risolve scegliendo altre determinazioni: se ad esempio si prende
ϕ ⩽ ϑ < ϕ+2π, lo stesso calcolo mostra che si ottiene una discontinuità sulla
semiretta uscente dall’origine ad angolo ϑ. Pertanto, per avere una funzio-
ne meromorfa, dobbiamo limitare l’attenzione ad un sottoinsieme del piano
complesso, scartando una semiretta uscente dall’origine (o, come si dice, in-
troducendo un taglio). Per la determinazione principale, si limita l’attenzione
al piano tagliato C \ {R+ ∪ {0}} = C \ {z ∈ R, z ⩾ 0}. tu

Allora, ritornando all’integrale
∫∞
0

f(t)
tα
dt, estendiamo l’integrando alla fun-

zione meromorfa sul piano tagliato f(z)/zα ottenuta a partire dalla determi-
nazione principale del logaritmo complesso: zα = eα log z.

Consideriamo il percorso di integrazione illustrato nella Figura 2.4, conte-
nuto nel piano tagliato, che consiste di due archi di circonferenza, rispettiva-
mente Cr e CR, con raggi r < R, centrate all’origine, unite da due segmenti
orizzontali paralleli al taglio, S+ e S−. Faremo tendere i due segmenti al
segmento reale [r, R], ma dai due lati opposti del taglio, e poi faremo tendere
r a zero, R ad infinito. Grazie all’ipotesi che non ci siano poli di f sui reali
positivi o nullo, in tal modo il percorso di integrazione invade una regione
che contiene tutti i poli di f .

Quando facciamo tendere i due segmenti S+ e S− al segmento reale, l’integrale
su S+ tende a

∫ R
r

f(t)
tα
dt. Invece, per quanto riguarda S−, osserviamo che

l’argomento della variabile z tende a 2π, e quindi

zα = eα log z → e2πiα|z|α . (2.47)
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Figura 2.4: Contorno per integrare una funzione f(z)/zα con f(z) = O(1/|z|) senza
poli reali positivi

Quindi l’integrale su S− tende a e−2πiα
∫ R
r

f(t)
tα
dt.

Ora facciamo tendere rispettivamente a zero e ad infinito i raggi interno ed
esterno. Vicino all’origine l’integrando è O(|z|−α) e quindi l’integrale su Cr
tende a zero con r, perché la lunghezza dell’arco è proporzionale al raggio r.
All’infinito, l’integrando f(z)/zα è o(1/|z|) perché f(z) = O(1/|z|), quindi
anche l’integrale su CR tende a zero per R → +∞, per la stessa ragione di
prima.

Pertanto, quando percorriamo il ciclo in senso antiorario, applicando ad
esso il Teorema dei residui 2.10.5, e poi passiamo al limite come spiegato
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sopra, otteniamo∫ ∞

0

f(t)

tα
dt =

2πi

1− e−2πiα

n∑
i=1

Resz=zi

(
f(z)

zα

)
(2.48)

=
2πi

1− e−2πiα

n∑
i=1

zi
−αResz=zi

(
f(z)

zα

)
.

tu

Esercizio 2.12.14. Mostrare che, per 0 < α < 1, si ha∫ ∞

0

1

tα(1 + t)
dt =

π

sin(πα)

nei due modi seguenti:

• applicando il risultato del precedente Esempio 2.12.12 (si usi il percorso
in Figura 2.5);

• riducendo l’integrale a ∫ ∞

0

e(1−α)x

1 + ex
dx

mediante la sostituzione t = ex, ed applicando il risultato dell’Esercizio
2.12.11 (qui occorre osservare che sin(πα) = sin(π(1 − α)), grazie alle
formule di addizione della funzione seno.

tu

Esempio 2.12.15. Modifichiamo il precedente Esempio 2.12.12 considerando
ora funzioni f meromorfe decrescenti all’infinito come O

(
1
|z|

)
e con un nume-

ro finito di singolarità polari, consistenti di un numero finito di poli semplici
z1, . . . , zn fuori del semiasse reale positivo e di un numero finito di poli sem-
plici x1, . . . , xm sul semiasse reale positivo (ma non nell’origine). Assumiamo
che sul semiasse reale positivo le uniche singolarità siano poli semplici. Sia
0 < α < 1. La presenza di poli semplici sul percorso di integrazione (0,+∞)

rende ora non convergente l’integrale
∫∞
0

f(t)
tα
dt, perché l’integrando ha sin-

golarità dell’ordine di 1/x (più precisamente, 1/(x − xj), j = 1, . . . ,m): si
veda la convergenza di integrali impropri nella Sezione 1.1. Però possiamo
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r

R-1

Figura 2.5: Contorno per integrare una funzione f(z)/zα con f(z) = O(1/|z|) senza
poli reali positivi

calcolare questo integrale nel senso del valore principale definito nell’Esempio
11.5.5.

Usiamo ora il percorso della Figura 2.6.

Calcoliamo l’integrale su questo percorso come nell’Esempio 2.12.12, otte-
nendo come risultato 2πi per la somma dei residui dei poli semplici interni
(che sono tutti i poli non reali positivi z1, . . . , zn se il raggio r delle circonfe-
renze interne è abbastanza piccolo ed il raggio R della circonferenza esterna
abbastanza grande. Poi passiamo al limite facendo tendere i tratti orizzon-
tali ai corrispondenti segmenti reali, ed infine facendo tendere r a 0 e R ad
infinito. L’intero calcolo rimane come svolto nel suddetto Esempio, tranne
per il fatto che ora abbiamo i contributi aggiuntivi delle semicirconferen-
ze superiori ed inferiori attorno ai poli reali xj, j = 1, . . . ,m. Scriviamo
cj = Res (z−αf(z))z=xj . Al polo semplice xj l’integrando non è sviluppabile
secondo Laurent perché il fattore z−α (nella sua determinazione principale
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Figura 2.6: Contorno per integrare una funzione f(z)/zα con f(z) = O(1/|z|) senza
poli reali positivi

data da quella del logaritmo in z−α = e−α log z, che abbiamo scelto come ca-
nonica nella Nota 2.12.13) non è meromorfo sul semiasse reale positivo; però
possiamo calcolare gli sviluppi di Laurent a xj nel semipiano superiore ed in
quello inferiore, rispettivamente. Nel semipiano superiore, ossia se Im z > 0,
il fattore z−α è analitico, e quindi verifica z−α = xj

−α+O(|z−xj|) (sviluppo
di Taylor); nel semipiano inferiore succede la stessa cosa, ma il valore al punto
xj (che è sul taglio della determinazione canonica di z−α = e−α log z) ora non è
xj

−α come prima, bensì xj−αe−2πiα, esattamente come abbiamo calcolato in
(2.47). Invece lo sviluppo di Laurent della funzione f (olomorfa in un disco
bucato (ovvero privato del centro) intorno a xj) è lo stesso da entrambi i lati:
f(z) = Res f(z)z=xj

1
z−xj + O(1). Quindi i valori dell’integrando sulla semi-

circonferenza superiore sono del tipo f(z) = xj
−αRes f(z)z=xj

1
z−xj + O(1),

mentre su quella inferiore sono f(z) = e−2πiαxj
−αRes f(z)z=xj

1
z−xj + O(1).

I termini del tipo O(1) sono limitati, e quindi i loro contributi all’integrale
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tendono a zero con il raggio delle semicirconferenze. Invece l’integrale di 1
z−xj

sulle due semicircenferenze di centro xj (che, rammentiamo, sono percorse in
senso orario) vale su entrambe −πi (lo abbiamo calcolato direttamente varie
volte, ad esempio in (2.39)).

In conclusione, quando r → 0+ i contributi all’integrale dati dai poli sul
semiasse reale positivo tendono a

−πi
(
1 + e−2πiα

) m∑
j=1

xj
−αRes f(z)z=xj .

Dobbiamo inserire questo nuovo contributo nel risultato già ricavato nell’E-
sempio 2.12.12.

Osserviamo che, in seguito al legame fra seno e coseno ed esponenziale
complesso (Sezione 1.1) vale l’identità

1 + e−2πiα

1 + e−2πiα
=

eπiα + e−πiα

eπiα − e−πiα

=
2 cos(πα)

2i sin(πα)
= −i cot(πα) ,

Da questa identità e dall’uguaglianza (2.48) si ricava infine

v. p.

∫ ∞

0

f(t)

tα
dt =

2πi

1− e−2πiα

n∑
i=1

zi
−αResz=zi

(
f(z)

zα

)
(2.49)

+ π cot(πα)
m∑
j=1

xj
−αRes f(z)z=xj .

tu

Esercizio 2.12.16. Si usi il risultato espresso nell’identità (2.49) del precedente
Esempio 2.12.15 per mostrare che per 0 < α < 1 si ha

v. p.

∫ ∞

0

1

tα(1− t)
dt = −π cot(πα) .

Suggerimento: l’unico polo è semplice e si trova a z = 1. Il percorso di
integrazione del precedente Esempio ora è quello illustrato in Figura 2.7,
percorso in senso antiorario; si noti che gli archi di semicirconferenza interni
(quelli con centro nel polo z = −1) sono percorsi in senso antiorario.

tu
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r

R1

Figura 2.7: Contorno per integrare 1
xα(1−x)

Esempio 2.12.17. Consideriamo infine funzioni f meromorfe nel semipiano su-
periore, con un numero finito di singolarità tutte fuori dell’asse reale, e decre-
scenti all’infinito come o

(
1
|z|

)
(ad esempio, nel caso frequente in cui f è una

funzione razionale, il grado del denominatore deve essere maggiore almeno
di due unità rispetto a quello del numeratore, e quindi f(z) = O

(
1
|z|

)
).

Vogliamo calcolare l’integrale∫ ∞

0

f(x) log x dx .

A questo fine è conveniente integrare su tutto l’asse reale, assumendo in ag-
giunta che f sia pari sull’asse reale, ovvero che f(−x) = f(x) per ogni x
reale. Per calcolare l’integrale consideriamo l’estensione complessa del loga-
ritmo con determinazione data, ad esempio, dall’argomento di z compreso
fra −π

2
e 3π

2
, ovvero con taglio sul semiasse immaginario negativo, e corri-
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spondentemente applichiamo il Teorema dei residui 2.10.5 ad un percorso che
non interseca il taglio, come ad esempio quello in Figura 2.8.

r-r -ε ε

Figura 2.8: Contorno per integrare f(x) log x

Osserviamo che l’integrando f(x) log x ha una singolarità nell’origine solo a
causa del logaritmo, poiché invece f è continua nell’origine. Allora la sulla se-
micirconferenza di raggio ε l’integrando diverge come | log ε|, ma la lunghezza
del percorso di integrazione è proporzionale a ε. Poiché limε→0+ ε log ε = 0
(Sezione 1.1), il limite per ε → 0+ del contributo all’integrale dato dalla se-
micirconferenza piccola è nullo. Analogamente, sulla circonferenza grande
l’integrando è infinitesimo rispetto a log r

r
e la semicirconferenza ha lunghezza

proporzionale a r, quindi anche il suo contributo tende a zero per grandi r
perché limr→+∞ r log r = 0.
Osserviamo anche che, se x è reale positivo, si ha −x = xeiπ, e quindi il loga-
ritmo complesso, vista la determinazione del logaritmo che abbiamo scelto,
verifica log(−x) = log(x) + iπ (si riveda la Nota 2.12.13). Pertanto segue
dall’ipotesi di parità (f(−x) = f(x)) che



2.12. CALCOLO DI INTEGRALI 297

∫ −ε

−r
f(z) log z dz +

∫ r

ε

f(z) log z dz = 2

∫ r

ε

f(x) log x dx+ iπ

∫ r

ε

f(x) dx .

Da qui, passando a limite per ε→ 0+ e r → +∞ ed applicando il Teorema
dei residui 2.10.5, otteniamo

2πi
k∑
j=1

Resz=zj [f(z) log z] = 2

∫ ∞

0

f(x) log x dx+ iπ

∫ ∞

0

f(x) dx , (2.50)

dove gli zj sono i poli semplici di f nel semipiano superiore. A questo pro-
posito osserviamo qui che, se si parte con una f meromorfa nel semipiano
inferiore, il calcolo rimane valido pur di scegliere un percorso simmetrico
rispetto all’asse reale di quello che abbiamo usato.
Ora assumiamo ancora, per comodità, che f abbia valori reali sull’asse reale
(cioè quando la sua variabile è reale). Allora, separando le parti reale ed
immaginaria in (2.50), abbiamo∫ ∞

0

f(x) log x dx = −π Im
∑

Im zi>0

Resz=zj [f(z) log z] (2.51)

e ∫ ∞

0

f(x) dx = 2Re
∑

Im zi>0

Resz=zj [f(z) log z] . (2.52)

Si noti che non solo abbiamo calcolato grazie al teorema dei residui l’integrale∫∞
0
f(x) log x dx, ma anche l’integrale

∫∞
0
f(x) dx. tu

Esercizio 2.12.18. Usare il Teorema dei residui 2.10.5 per calcolare:

(i) l’integrale
∫∞
0

log x
1+x2

dx ;

(ii) l’integrale
∫∞
0

1
1+x2

dx ;

(iii) l’integrale
∫∞
0

log x
(1+x2)2

dx ;

(iv) l’integrale
∫∞
0

1
(1+x2)2

dx .
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Suggerimento: la funzione 1
1+z2

è O(1/|z|2) per |z| → ∞ ed ha un polo
semplice solo in z = ±i; nel semipiano superiore l’unico polo è in z = i.
Poiché 1

i+z2
= 1

z−i
1
z+i

, il residuo di log z
1+z2

a questo polo è

log z

z + i

∣∣∣∣
z=i

=
log i

2i
=
iπ/2

2i
=
π

4
.

Pertanto (i) segue da (2.51):∫ ∞

0

log x

1 + x2
dx = −π Im π

4
= 0 ,

e (ii) segue da (2.52): ∫ ∞

0

1

1 + x2
dx = 2Re

π

4
=
π

2
.

Si osservi che quest’ultimo integrale era già noto, perché la primitiva di 1
1+x2

è arctan x (si veda anche l’Esempio 2.12.3).
Per calcolare gli integrali (iii) e (iv), si osservi che la funzione 1

(1+z2)2
ha

poli di ordine 2 ai punti z = ±i. Basta allora calcolare il suo residuo al punto
z = i tramite la Proposizione 2.10.4 ed applicare la Nota 2.10.3 per ottenere

Resz=i
log z

(1 + z2)2
=
π

8
+
i

4
.

Ora, prendendo la parte reale e immaginaria, otteniamo da (2.51) che l’inte-
grale in (iii) vale −π

4
, e da (2.52) che l’integrale in (iv) vale π

4
.

tu

2.13 Introduzione al prolungamento analiti-
co: la funzione Gamma

Supponiamo che f sia una funzione olomorfa in un dominio (aperto connesso)
D. Per ogni punto z0 di D, essa è esprimibile come sviluppo in serie di
potenze con centro in z0. Abbiamo già ossergato il seguente comportamento
di rigidità delle funzioni olomorfe. Se g è un’altra funzione olomorfa in z0 che
coincide con f in un intorno di z0, o anche solo su una successione di punti
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che ha z0 come punto di accumulazione, allora f e g coincidono in tutto D;
in particolare, se f e g coincidono localmente (ad esempio se sono uguali con
tutte le loro derivate al punto z0), allora coincidono ovunque (Teorema 2.6.1
e Corollario 2.6.2).

Allora, supponiamo di avere due funzioni f e g olomorfe in due domini di-
versi D1 e D2, e che l’intersezione di D1 e D2 comntenga un aperto (o anche
solo un insieme con un punto di accumulazione, magari un arco di curva).
Allora mettendo insieme f e g nei rispettivi domini otteniamo una funzione
olomorfa definita nell’unione D1 ∪ D2, che chiamiamo ancora f e denotia-
mo con prolungamento analitico di f a D1 ∪D2. Per quanto visto prima, il
prolungamento analitico è unico. Lo sviluppo di Taylor di f intorno a punti
di D1 non converge necessariamente in D2, e neppure in sottodomini di D2

tranne che per centri di sviluppo contenuti in D1∩D2, ma cambiando appro-
priatamente centri di sviluppo si ottiene un ricoprimento di D1∪D2 in dischi
parzialmente sovrapposti ciascuno dei quali è un disco di convergenza della
serie di Taylor di un’unica funzione olomorfa che continuiamo a denotare con
f .

Questo implica che se f è olomorfa in D e se prendiamo una curva che
comincia dentro D e sviluppiamo secondo Taylor la funzione f con centri
sui punti della curva, allora man mano che ci spostiamo verso l’esterno di D
possiamo, cambiando centri di sviluppo, trovare nuove regioni di olomorfia
per f esterne a D. Se seguiamo quella curva, il prolungamento analitico così
costruito è unico: ma potrebbe dipendere dalla curva che abbiamo percorso.
Se la curva comincia a z0 ∈ D e finisce a z /∈ D, otteniamo un prolungamento
f che in z è olomorfo; ma se avessimo seguito un altro percorso da z0 a z,
avremmo ottenuto la stessa funzione? Questa è la domanda alla base della
teoria del prolungamento analitico.

In questa Sezione non affrontiamo questo problema, che viene rimandato
alla successiva, ma ci limitiamo ad un esempio facilmente costruibile di pro-
lungamento analitico: quello relativo all’estensione del dominio di definizione
della funzione Gamma.

La funzione Gamma è stata introdotta nella Sottosezione 1.23.4, dove
abbiamo dimostrato che è una funzione olomorfa definita nel semipianoD0 :=
{Re z > 0}. Si tratta dell’integrale Γ(z) =

∫∞
0
xz−1e−xdx, che converge

appunto in tale semipiano. Ora ne estendiamo il dominio di definizione grazie
alla seguente formula di ricorrenza, che si ottiene integrando per parti: se
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Re z > 0,

Γ(z + 1) =

∫ ∞

0

xze−xdx =
[
−tze−t

]∞
0
+ z

∫ ∞

0

xz−1e−xdx = zΓ(z) ,

dove il termine costante si annulla a zero a causa del polinomio e tende a
zero all’infinito a causa dell’esponenziale. Riscriviamo questa identità come

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
,

ed usiamola per estendere la definizione di Gamma dalla striscia {0 < Re z <
1} alla striscia {−1 < Re z < 0}. Purtroppo questa striscia addizionale che
così aggiungiamo al dominio di definizione è disgiunta dal semipiano de-
stro D0 (ne è separata dalla retta immaginaria {Re z = 0}. Però possiamo
eseguire un passaggio intermedio nel prolungamento, estendendo prima alla
striscia {−1

2
< Re z < 1

2
}: a causa del denominatore nella formula di ricor-

renza, questo passaggio intermedio fornisce l’estensione olomorfa richiesta in
tutta questa striscia eccetto il punto z = 0. Ora le due striscie di estensione,
{−1 < Re z < 0} e {−1

2
< Re z < 1

2
, z 6= 0} si sovrappongono parzial-

mente, e quindi abbiamo esteso la funzione Gamma al semipiano bucato
D−1 := {Re z > −1, z 6= 0}. Iterando questo procedimento per ricorrenza,
estendiamo la funzione Gamma al dominio C \ {z = 0,−1,−2, . . . }.
Si osservi che la convergenza dell’integrale che definisce la funzione Gamma
non si estende a nessun punto del semipiano sinistro {Re z < 0}: la Gamma
si estende, ma con una diversa definizione, data da formule di ricorrenza o da
opportuni sviluppi di Taylor, e basata sulla rigidità delle funzioni olomorfe,
non dalla espressione integrale che la definisce nel semipiano destro.

Vogliamo ora determinare il comportamento della funzione Gamma ai
punti interi negativi −N = {z = 0,−1,−2, . . . }. Osserviamo dapprima che
Γ(0) =

∫∞
0
e−xdx = 1, e per ricorrenza otteniamo

Γ(n) = (n− 1)!Γ(1) = (n− 1)! .

Alla stessa maniera, per ogni n > 0 e z /∈ −N abbiamo

Γ(z + n) = (z − n+ 1)(z − n+ 2) . . . (z + 1)zΓ(z) .

Ora studiamo come si comporta la Gamma in prossimità del punto di singo-
larità −n. Scriviamo z = −n+ w: dalla precedente identità si ha

Γ(z) =
Γ(w + 1)

w(w − 1)(w − 2) . . . (w − n)
.
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Pertanto limw→0wΓ(−n + w) = (−1)n/n, e quindi ai punti {−n, n ∈ N} ci
sono poli semplici con residuo (−1)n/n (si veda la Definizione 2.9.5).
Nota 2.13.1. (Nota terminologica.) Nella Definizione 1.6.7 abbiamo chia-
mato analitica reale una funzione di (una o più) variabili reali sviluppabile
in serie di Taylor in un disco di raggio positivo intorno ad ogni punto del
suo dominio di definizione. L’analogo per funzioni di variabile complessa
dovrebbe indicarsi come funzione analitica complessa, e così avviene in mol-
ti libri ma non in in questo, che riserva a tali funzioni il nome di funzioni
olomorfe. Nondimeno, parliamo di prolungamento analitico invece che di
prolungamento olomorfo. Questo perché il prolungamento di una funzione
f avviene scegliendo un disco iniziale Dz con centro z in cui sviluppiamo f
secondo Taylor, poi scegliendo in questo disco un punto w ed esaminando
lo sviluppo di Taylor di f intorno ad esso: se lo sviluppo converge in un
disco Dw che sborda da (ossia non è interamente contenuto in) Dz, abbiamo
esteso la funzione in maniera olomorfa al di fuori di Dz: ma con un altro
sviluppo di Taylor! Quindi ciò che viene estesa è la proprietà di analiticità
(sviluppabilità in serie di Taylor) rispetto a centri diversi. tu

2.14 Prolungamento analitico
In questo libro, dibattere un tema sofisticato come il prolungamento analitico
sarebbe solo necessario per approfondire e generalizzare un esempio elemen-
tare di cui abbiamo bisogno e che presentiamo subito con un calcolo diretto,
quello del logaritmo complesso. Nondimeno, diamo una presentazione abba-
stanza ampia, seppure non completa, dell’argomento (omettiamo ad esempio
il piccolo ed il grande teorema di Picard). La presentazione in questa Sezione
è tratta da [10, Capitolo 7] e [23, Chapter 16].

2.14.1 Il logaritmo complesso: definizione naturale
Scriviamo la variabile complessa z in forma polare, z = reiθ. C’è un modo
obbligato di estendere la funzione logaritmo, originariamente definita sulla
semiretta reale positiva, ad un dominio complesso che la contiene, ed allo
stesso tempo mantenere la proprietà del logaritmo di trasformare prodotti in
somme: esso consiste nel definire

ln(z) = ln(reiθ) = ln r + iθ , (2.53)
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dove ovviamente ln r è il consueto logaritmo reale. La funzione logaritmo
complesso così estesa è ovunque derivabile in senso complesso, quindi olo-
morfa, come si trova immediatamente verificando che valgono le equazioni di
Cauchy–Riemann (Nota 2.1.2).

L’estensione complessa che abbiamo appena dato ha senso localmente in
C \ {0}, ma purtroppo non globalmente. Supponiamo infatti di percorrere
in senso antiorario la curva θ 7→ reiθ, la cui immagine è la circonferenza con
centro l’origine e raggio r > 0. In ogni punto la definizione (2.53) ha senso,
ma dopo aver compiuto un giro il valore del logaritmo al punto finale eccede
di 2πi quello al punto iniziale: però i due punti coincidono! La definizione
che abbiamo dato non porta quindi ad una funzione ad un solo valore, bensì
ad infiniti valori (numerabili), separati l’uno dall’altro di multipli interi di
2πi. Secondo la terminologia usuale, questa non è una funzione (in analisi
complessa è peraltro abituale chiamarla una funzione polidroma, in antitesi
alle funzioni consuete, che vengono chiamate monodrome). Per evitare la
polidromia, occorre restringere la definizione a dominii nel piano complesso
nei quali non sia possibile percorrere giri intorno all’origine (ossia avere curve
con indice di avvolgimento non nullo intorno all’origine: Definizione 1.29.34).
Il dominio più ovvio è il piano complesso scavato di una qualsiasi semiretta
uscente dall’origine.

Nonostante qui non sia indispensabile, il concetto di come estendere in
maniera ben definita ed analitica funzioni da un sottodominio in C ad un
dominio più grande è di tale importanza storica e concettuale che ne diamo
una succinta trattazione nel resto di questa Sezione.

2.14.2 Elementi analitici di funzione
Segue immediatamente dal Corollario 2.6.2 il seguente principio del prolun-
gamento analitico:

Teorema 2.14.1. Siano D0 e D1 due dominii (aperti connessi) in C, e
supponiamo che l’aperto D := D0 ∩ D1 sia non vuoto. Se f0 è olomorfa
in D0, esiste al più un’unica funzione f1 olomorfa in D1 che coincide con
f0 in D (o anche semplicemente in una parte di D che abbia un punto di
accumulazione). Se una tale f1 esiste, la coppia di funzioni f0 e f1 definisce
quindi un’unica funzione olomorfa in D0 ∪D1.

Il Teorema precedente ribadisce che le funzioni olomorfe che si estendono
a dominii più grandi lo fanno in maniera unica. Ma cosa succede ai loro
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sviluppi di Taylor? Lo sviluppo di Taylor con centro in un punto z0 converge
in un disco D0 di raggio r0, che può essere tutto C. Se il disco di convergenza
di f0(z) =

∑∞
n=0 an(z − z0)

n è tutto il piano complesso, sviluppando f0 con
un nuovo centro di sviluppo in z1 otteniamo una nuova serie di potenze
f1(z) =

∑∞
n=0 bn(z−z1)n che converge di nuovo in tutto C. Invece, se il raggio

di convergenza r0 è finito, allora scegliendo un nuovo centro di sviluppo z1 nel
disco D0 otteniamo un nuovo disco di convergenza che potrebbe estendrrsi
fuori di D0, e dar quindi luogo ad una estensione olomorfa (unica) di f0 fuori
di D0. Ecco un esempio.
Esempio 2.14.2. Sia

f0 =
∞∑
n=0

(z − i)n =
1

1− (z − i)

nel disco D0 = {z : |z − i| < 1} con centro i e raggio 1. Esprimiamo f0 con
uno sviluppo con centro in 1, scrivendo

1

1− (z − i)
=

1

i− (z − 1)
= −i 1

1− z−1
i

= −i
∞∑
n=0

(
z − 1

i

)n
=

∞∑
n=0

(−i)n+1(z − 1)n .

La serie di potenze all’ultimo membro è una serie geometrica convergente nel
disco D1 = {z : |z − 1| < 1}, con raggio 1 e centro in 1. Il disco D1 non è
interamente contenuto in D0 e quindi abbiamo costruito un prolungamento
analitico non banale.

I due sviluppi in serie f0 e f1, convergenti rispettivamente nei dischi D0

e D1, definiscono quindi un’unica funzione olomorfa f in D0 ∪D1 e si chia-
mano elementi analitici della funzione f , o più semplicemente elementi della
funzione f . tu

Notazione 2.14.3. Con maggiore proprietà di linguaggio, un elemento ana-
litico è una coppia (f,D), dove D è un disco aperto in C e f una funzione
olomorfa in D, ossia una serie di Taylor con centro nel centro di D e con-
vergente in D. Un elemento analitico di una funzione olomorfa g è del tipo
(f,D) con f coincidente con g in D. Se (f0, D0) e (f1, D1) sono due ele-
menti analitici tali che D = D0 ∩ D1 6= ∅ e f1 = f2 in D, allora scriviamo
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i

1

Σ(z-i)
n

Σ (-i)     (z-i)
nn+1

Figura 2.9: Due elementi analitici della stessa funzione olomorfa

(f0, D0) ∼ (f1, D1): lasciamo al lettore la verifica banale del fatto che questa
è una relazione di equivalenza (le tre proprietà riflessiva, simmetrica e transi-
tiva sono quasi ovvie). In tal caso, le due funzioni f0 e f1 sono loe restrizioni
rispettivamente a D0 e D1 di un’unica funzione olomorfa in D0 ∪D1.

2.14.3 Monodromia, polidromia e prolungamento ana-
litico lungo curve

Supponiamo di iterare il prolungamento analitico definito nella precedente
Sottosezione 2.14.2 incollando elementi di funzione. In tal modo, a partire da
un elemento centrato in un punto z0, possiamo arrivare a definire la funzione
prolungata analiticamente in un altro punto z1 in più di un modo, a secon-
da di quali dischi di olomorfia abbiamo incollato nel corso delle iterazioni.
L’esempio della funzione logaritmo complesso presentato nella Sottosezione
2.14.1 mostra che il risultato non è necessariamente unico: può dipendere
dalla scelta dei dischi, ossia da come ci siamo mossi per spostarci da z0 a
z1. Questo concetto diventa ancora più chiaro se osserviamo che l’unicità del



2.14. PROLUNGAMENTO ANALITICO 305

prolungamento da un disco al successivo non si basa sul fatto che i due ele-
menti analitici coincidano nell’intersezione (aperta) dei loro due dischi: basta
che coincidano in un insieme con un punto di accumulazione, ad esempio un
arco di curva (Corollario 2.6.2). Quindi studiamo come prolungare analitica-
mente funzioni lungo curve, e quando il risultato è indipendente dalla scelta
della curva o invece ne dipende. Nel primo caso definiamo il prolungamento
monodromo, nel secondo polidromo.
Definizione 2.14.4. Sia γ una curva continua da un punto z0 ∈ C ad un
punto z1, e per ogni z nell’immagine di γ sia fz un elemento analitico (ossia
una serie di potenze convergente in un disco di raggio non nullo con centro
z) con la proprietà che le restrizioni all’immagine di γ dei diversi elementi
coincidono a due a due negli archi di curva dove si sovrappongono i rispettivi
dischi. In tal caso si dice che l’elemento finale fz1 è il prolungamento analitico
lungo la curva γ dell’elemento iniziale fz0 , e viceversa (ed analogamente, ogni
elemento intermedio è prolungamento analitico lungo la curva di ogni altro
elemento). Un prolungamento che non dipende dalla scelta della curva si
chiama monodromo, altrimenti polidromo.

Il prossimo teorema è una conseguenza del Corollario 2.6.2.
Teorema 2.14.5. (Unicità del prolungamento analitico.) Ogni ele-
mento analitico (f,D) che ammette una continuazione analitica lungo una
curva continua γ che passa per il centro di D ammette una sola continuazione
analitica lungo γ: gli elementi analitici ottenuti al termine di γ coincidono.
Dimostrazione. Consideriamo due catene di dischi, diciamo {A0, A1, . . . , Am}
e {B0, B1, . . . , Bk}, che cominciano con D (ovvero A0 = B0 = D) e che
ricoprono entrambe l’immagine di γ, ossia esistono 0 < s1 < s2 < · · · <
sm < 1 e 0 < t1 < t2 < · · · < tk < 1 tali che gli intervalli Ij = [sj, sj+1]
e Ki = [ti, ti+1] verificano γ(Ij) ⊂ Aj, γ(Ki) ⊂ Bi per 0 < j < m − 1,
0 < i < k − 1, e tali che dischi consecutivi in ciascuna catena si intersecano:
Aj ∩ Aj+1 6= ∅, Bi ∩ Bi+1 6= ∅ per tutti questi valori di j e i. Supponiamo
che per tutti questi indici esistano elementi analitici (gj, Aj) e (hi, Bi) tali
che g0 = h0 = f su D e (gj, Aj) ∼ (gj+1, Aj+1) e (hi, Bi) ∼ (hi+1, Bi+1).
Dobbiamo dimostrare che ogni volta che Ij ∩Ki 6= ∅ si ha (gj, Aj) ∼ (hi, Bi).
Questo è vero per ipotesi se i = j = 0. Per assurdo, supponiamo che smetta
di essere vero per i e j sufficientemente grandi, e scegliamo i e j che verificano
questa ipotesi fatta per assurdo, ovvero che sia

Aj ∩ Bi 6= ∅ e (gj,Aj) 6∼ (hi,Bi) , (2.54)



306 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

e minori possibili, nel senso che i+ j sia il minimo valore per cui si incontra
tale proprietà. Consideriamo gli intervalli Ij = [sj, sj+1] e Ki = [ti, ti+1] e
supponiamo che si abbia, ad esempio, ti < sj < ti+1: ossia, sj ∈ Ij ∩ Ki.
Rammentiamo che Ij interseca Ij−1, ovvero sj ∈ Ij−1 ∩ Ij. Quindi

γ(sj) ∈ Aj−1 ∩ Ai ∩ Bj .

Poiché i + j è minimo fra tutte le coppie di indici per i quali i corrispon-
denti elementi analitici non sono equivalenti (ossia prolungamenti analitici
l’uno dell’altro), necessariamente abbiamo (gj−1, Aj−1) ∼ (hi, Bi). D’altra
parte sapiamo anche che (gj−1, Aj−1) ∼ (gj, Aj), e per la proprietà transitiva
dell’equivalenza abbiamo (gj, Aj) ∼ (hi, Bi), in contraddizione con (2.54).
Questa contraddizione mostra che per nessuna coppia di indici i e j vale
(2.54). tu

Corollario 2.14.6. Sia Ω ⊂ C un dominio connesso, e (f,D) un elemento
analitico di funzione su un disco aperto d con centro w. Sia γ una qualsiasi
curva continua semplice chiusa che passa per w, e supponiamo che lungo γ sia
possibile il prolungamento analitico. Sia (g,D′) l’elemento analitico di fun-
zione su un disco D′ con centro w che si ottiene prolungando analiticamente
(f,D) lungo γ. Se per ogni tale curva si ha che g = f in un intorno di w (nel
qual caso i dischi di olomorfia D e D′ coincidono, quindi (f,D) = (g,D′)),
allora esiste una funzione olomorfa in tutto Ω che estende f , e viceversa.

Dimostrazione. Il prolungamento analitico lungo una curva chiusa riconduce
all’elemento analitico di partenza se e solo se il prolungamento analitico lun-
go due qualsiasi curve dallo stesso punto iniziale w allo stesso punto finale
z porta allo stesso elemento analitico di funzione intorno a z (infatti, con-
catenando la prima curva con la seconda percorsa a ritroso, si ottiene una
generica curva continua da w a w). Quindi l’ipotesi del teorema equivale ad
asserire che il prolungamento analitico non dipende dalla curva scelta, nel
qual caso ovviamente definisce una funzione olomorfa che estende tutti gli
elementi analitici lungo i punti della curva. Poiché Ω è connesso, ogni suo
punto z si può raggiungere da w tramite una curva continua, e quindi questa
funzione olomorfa è definita su tutto Ω. tu

Nota 2.14.7. Vedremo in seguito, nel corso della dimostrazione del teorema di
monodromia (Corollario 2.14.10) che il prolungamento analitico dà sempre
luogo ad una unica estensione olomorfa (ossia non dipende dal percorso,
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ovvero ancora riconduce allo stesso elemento di funzione al termine di ogni
curva chiusa) se il dominio Ω è semplicemente connesso (Definizione 2.4.4).
In particolare, rimandiamo il lettore al Teorema 2.14.9. tu

Definizione 2.14.8. Siano γ1 e γ2 due curve omotope da un punto w a un
punto z in C, sia A ⊂ C un insieme che contiene le immagini di entrambe
le curve (spesso si sceglie l’interno della regione da esse delimitata), e h :
[0, 1]× [0, 1] 7→ A la mappa continua di omotopia (Definizione 2.4.1): quindi
h(s, 0) = w e h(s, 1) = z per ogni 0 ⩽ s ⩽ 1. Chiamiamo famiglia a un
parametro di curve omotope la famiglia di curve continue da w a z date, per
ciascun 0 ⩽ t ⩽ 1, da γt(s) = h(s, t).

Teorema 2.14.9. (i) Date due curve continue σ0 e σ1 da w a z in un
dominio Ω semplicemente connesso (Definizione 2.4.4), esiste una fa-
miglia ad un parametro {γt, 0 ⩽ t ⩽ 1} di curve omotope tali che
γ0 = σ0 e γ1 = σ1.

(ii) Se {γt, 0 ⩽ t ⩽ 1} è una famiglia ad un parametro di curve omotope da
w a z, D un disco aperto con centro in w e (f,D) un elemento analitico
di funzione che ammette continuazione analitica lungo ogni curva γt ad
un elemento analitico (gt, Dt) con Dt centrato in z, allora Dt ∩Du 6= ∅
e (gt, Dt) ∼ (gu, Du) per ogni t, u (ossia tutti i prolungamenti analitici
gt coincidono in un disco con centro in z).

Dimostrazione. Poiché Ω‘e semplicemente connesso, σ1 è omotopa in Ω ad
una curva costante z1 e σ2 è omotopa ad una costante z2 ∈ Ω , nel senso che
esistono mappe continue h1, h2 : [0, 1]× [0, 1] 7→ Ω tali che:

h1(t, 0) = σ1(t) per ogni t ∈ [a, b]

h1(t, 1) = z1 per ogni t ∈ [a, b]

h2(t, 0) = σ2(t) per ogni t ∈ [a, b]

h2(t, 1) = z2 per ogni t ∈ [a, b]

Comprimiamo, trasliamo e riflettiamo il dominio di variabilità della variabile
s in modo da iniziare la costruzione di una omotopia h̃ come segue:

h̃1(t, s) = h1(t, s/3) ,

h̃2(t, s) = h1(t,
2

3
+

1− s

3
) .



308 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

In tal modo, h̃1(t, 0) = γ1(t), h̃1(t, 1/3) = z1, h̃2(t, 2/3) = z2 e h̃2(t, 1) = γ2(t).
Poiché Ω è connesso, esiste una curva continua γ3 con immagine in Ω che
comincia a z1 e finisce a z2. Completiamo allora la costruzione dell’omotopia
h̃ ponendo h̃3(s, t) = γ3(t) per 1/3 < s < 2/3. Allora è chiaro che la funzione
h̃ : [0, 1] × [0, 1] 7→ Ω definita concatenando queste tre omotopie fornisce la
famiglia ad un parametro richiesta nell’enunciato: si tratta della funzione
h̃ = h̃1 se 0 ⩽ s ⩽ 1/3, h̃ = h̃3 se 1/3 < s < 2/3 e h̃ = h̃2 se 2/3 ⩽ s ⩽ 1.
Questo prova la parte (i).

Nell’ipotesi della parte (ii), esiste una catena di dischi B(t)
v con centri in

ciascun punto γt(u) di γt ed elementi di funzione (f (t)
u , B

(t)
v ) tali che le funzioni

olomorfe f (t)
u : B

(t)
v 7→ C coincidono nelle intersezioni dei rispettivi dischi

di definizione. Poiché la curva γt è continua, essa ha immagine compatta
(Sezione 1.1): siccome tale immagine è coperta dalla famiglia di dischi B(t)

v ,
da tale immagine si estrae un sottoricoprimento finito, ancora in base ai
risultati della Sezione 1.1. L’unione di questa catena finita di dischi è un
intorno tubulare Ωt dell’immagine di γt: ossia, esiste εt > 0 tale che l’aperto
Ωt contiene tutti i punti a distanza minore di εt da γt.
Ora rammentiamo che γt(s) = h(s, t) e la mappa h di omotopia è continua
nel compatto [0, 1]× [0, 1], quindi uniformemente continua, per il Teorema di
Heine 1.8.6. Pertanto, in corrispondenza di εt esiste δt > 0 tale che

|γt(s)− γt(u)| < εt se 0 ⩽ s, u ⩽ 1, |u− t| < δt .

Questo significa che, per tali u, l’immagine della curva γu giace nell’intorno
tubulare Ωt di γt, e quindi γu è ricoperta dalla stessa catena finita di dischi
che ricopre γt. Pertanto i prolungamenti analitici (gt, Dt) e (gu, Du) al punto
finale comune z delle curve γt e γu coincidono per tutti gli u nell’intervallo
aperto Jt := |u − t| < δt. In tal modo ricopriamo [0, 1] con una famiglia
di intervalli aperti Jt. Di nuovo per compattezza, possiamo ricoprire [0, 1]
con una sottofamiglia finita Jt1 , . . . , Jtn , e quindi ci sono solo al più n pro-
lungamenti analitici (gt1 , Dt1), . . . , (gtn , Dtn) differenti con centro in z. Però
ciascuno degli intervalli Jti ha sovrapposizione non vuota col successivo (per-
ché [0, 1] è connesso), e quindi (gti , Dti) ∼ (gti+1

, Dti+1
) per ogni i. Pertanto

tutti i prolungamenti analitici (gt, Dt) coincidono. tu
Come conseguenza abbiamo che il prolungamento analitico su dominii

semplicemente connessi è sempre monodromo:
Corollario 2.14.10. (Teorema di monodromia.) Sia Ω un dominio
(aperto connesso) semplicemente connesso, D ⊂ Ω un disco aperto con cen-
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tro in un punto z0, (f0, D0) un elemento analitico di funzione (ossia una
serie di Taylor convergente in D) con la proprietà che (f0, D0) ammette pro-
lungamento analitico lungo ogni curva di classe C1 a tratti (o assolutamente
continua) in Ω che comincia a z0. Allora esiste una funzione olomorfa g su
Ω tale che g coincide con f in D: ovvero, il prolungamento è monodromo.

Dimostrazione. Si prolunghi l’elemento analitico di funzione (f,D) lungo
differenti curve C1 a tratti (o assolutamente continue) da z0 ad un punto
generico z ∈ Ω (queste curve esistono perché Ω è connesso). Sappiamo che
il prolungamento analitico lungo ogni tale curva porta ad un elemento ana-
litico di funzione intorno a z. Il precedente Teorema 2.14.9 mostra che gli
elementi analitici intorno a z0 che in tal modo si ottengono sono equivalenti,
ossia coincidono in un intorno di z0, e pertanto definiscono un’unica funzio-
ne olomorfa a ciascun punto z ∈ Ω, indipendente da percorso seguito per
congiungere z0 con z. tu

La frontiera naturale

Ogni curva chiusa γ di classe C1 è la frontiera del dominio massimale di
analiticità di una funzione olomorfa, nel senso che il prolungamento analitico
lungo ogni curva (nel senso della Definizione 2.14.4) che comincia all’interno
di γ (si veda il Teorema di Jordan 1.29.12) non si estende ad alcun punto
all’esterno di γ. In tal caso si dice che γ è la frontiera naturale di analitici-
tà. In questa sottosezione costruiamo manualmente un esempio di funzione
olomorfa all’interno del disco unitario che non si può prolungare all’esterno:
da qui il caso generale segue come applicazione di un risultato classico del-
l’analisi complessa, il teorema della mappa di Riemann, la cui dimostrazione
però va ioltre gli scopi di questo libro (per una dimostrazione, si veda [23,
Chapter 14, Section 8]). Una dimostrazione alternativa e più elegante, ma
notevolmente più complicata, di una funzione olomorfa nel disco che ha il
cerchio come frontiera naturale è in [23, Teoremi 16.5 e 16.6]; per un’altra
costruzione elementare, si veda [10, pg. 135].

Cominciamo con l’osservare che, per ognnumero complesso w di modulo
1, la funzione

fw(z) =
1

w − z
=

1

w

∞∑
n=0

( z
w

)n
=

∞∑
n=0

zn

wn+1
(2.55)



310 CAPITOLO 2. ANALISI COMPLESSA

ha serie di Taylor con centro in 0 convergente nel disco aperto D di raggio 1
(con una singolarità polare in z = 1). Ora scegliamo una successione {wj}
con |wj| ≡ 1 densa nel cerchio C di raggio 1 (la frontiera diD), e consideriamo
la serie

f :=
∑
j⩾0

2−jfwj
. (2.56)

Osserviamo che, per ogni w ∈ C e per ogni z in ogni disco chiuso U ⊂ D vale
la maggiorazione |fw(z)| ⩾ 1/ρ, dove ρ > 0 è la distanza fra U e C. Pertanto
la serie (2.56) converge uniformemente in U in base al test di Weierstrass
(Teorema 1.3.29).
Incidentalmente, osserviamo che la derivata di fw soddisfa una disuguaglianza
simile. Infatti f ′

w(z) = 1/(w − z)2 e quindi |f ′
w(z)| ⩾ 1/ρ2 per ogni z in U .

Quindi anche la serie
∑

j⩾0 2
−jf ′

wj
converge uniformemente in U .

È chiaro che ogni punto wj è una singolarità polare di f . Poiché l’insie-
me di questi punti è denso nella circonferenza unitaria C, f non può essere
prolungata analiticamente fuori di C. Rimane solo da dimostrare che f è
olomorfa nel disco unitario aperto D. Questo fatto segue in maniera qua-
si ovvia dal fatto che f è una serie uniformemente convergente di funzioni
olomorfe in D, ma ora lo dimostriamo rigorosamente.

Consideriamo la somma parziale di ordine N della serie di Taylor di f con
centro in 0. Per il Teorema di derivabilità per serie 1.3.35 sappiamo che f ′(0)
esiste e f ′(0) =

∑
j⩾0 2

−jf ′
wj
(0); per un ragionamento identico, una identità

analoga vale per ogni ordine di derivazione. Allora il coefficiente di Taylor di
f in 0 di grado N è

1

N !

∑
j⩾0

2−jf (N)
wj

(0)

ossia la serie dei coefficienti di Taylor di ordine N delle funzioni fwj
. D’al-

tra parte, segue direttamente da (2.55) che il coefficiente di Taylor di grado
N di fwj

è 1/wN+1
j . Quindi il coefficiente di Taylor di grado N di f è∑

j⩾0 2
−jw−N−1

j . Questa serie converge ad un punto di D per il teorema del
confronto per serie (Sezione 1.1), dal momento che |wj| = 1.

Pertanto la serie di Taylor di f converge nel disco unitario D in base al
teorema del raggio di convergenza di serie di potenze (Teorema 1.4.2).
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2.14.4 Primitive di funzioni olomorfe e logaritmo com-
plesso

Teorema 2.14.11. (Il teorema fondamentale del calcolo per fun-
zioni olomorfe.) Sia f una funzione olomorfa in un dominio (aperto
connesso) Ω.

(i) Se γ è una curva di classe C1 a tratti (o assolutamente continua) con
immagine interamente contenuto in Ω e punto finale z, allora anche
g(z) =

∫
γ
f(w) dw è olomorfa in Ω, e g′ ≡ f . La funzione g si chiama

una primitiva complessa di f (g dipende dalla scelta di γ e cambia per
una costante additiva al cambiare della curva).

(ii) Se Ω è semplicemente connesso (Definizione 2.4.4), allora per ogni
z0, z ∈ Ω si ha

f(z) = f(z0) +

∫
γ

f ′(w) dw , (2.57)

dove γ è una qualunque curva C1 a tratti (o assolutamente continua)
contenuta in Ω.

Dimostrazione. Proviamo la parte (i). Sia U un intorno aperto di z contenuto
in Ω. In un opportuno sottodisco S di U con centro in z la funzione olomorfa
f è sviluppabile in serie di Taylor uniformemente convergente. Si fissi un altro
punto u ∈ Ω nell’immagine di γ, e sia γ1 l’arco finale di curva di gamma che
unisce u a z: scriviamo γ = γ0 + γ1, dove γ0 è la porzione iniziale di γ.
Integrando termine a termine, vediamo che anche

∫
σ
f(w) dw è sviluppabile

in serie di Taylor in U , ossia olomorfa in z. Allora∫
γ

f(w) dw =

∫
γ0

f(w) dw +

∫
γ1

f(w) dw .

Sappiamo che solo il secondo integrale dipende da z (punto terminale di γ1):
inoltre esso è olomorfo rispetto alla variabile z: quindi l’integrale a primo
membro è una funzione olomorfa di z. Come conseguenza del Teorema di
Cauchy (nella forma del Corollario 2.4.11), il risultato non dipende dalla
scelta della curva perché il dominio Ω è semplicemente connesso e la funzione
f è olomorfa in Ω.
Per calcolare la derivata di g, immaginiamo di prolungare γ da z a z + s
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con s complesso, diciamo lungo il segmento che unisce i numeri complessi z
e z + s, e calcolare il limite del rapporto incrementale

f(z + s)− f(z)

s
=

1

s

∫ z+s

z

f(w) dw

Ora l’identità g′(z) = f(z) segue subito dal Teorema della Media Integrale
(Sezione 1.1).

Ora proviamo la parte (ii). In primo luogo mostriamo che l’enunciato
ha senso, ossia che l’integrale

∫
γ
f ′(w) dw non dipende dalla scelta della cur-

va γ ma solo dai suoi punti estremi: poiché qui abbiamo assunto che Ω sia
semplicemente connesso, questo fatto è conseguenza del teorema di invarian-
za per omotopia (Teorema 2.4.7), o equivalentemente del suo corollario, il
Teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10. Ora che sappiamo che la funzione
g(z) :=

∫
γ
f ′(w) dw è ben definita, la prima parte del teorema ci dice che

g′ ≡ f ′. Poiché Ω è un dominio, quindi connesso, questo implica che f − g è
costante (regola della derivata nulla, Sezione 1.1). D’altra parte, se si sceglie
z = z0, si vede che g(z0) = 0 mentre f(z) = f(z0): quindi g− f è la costante
f(z0), ovvero f(z) = f(z0) + g(z) = f(z0) +

∫
γ
f ′(w) dw. tu

Corollario 2.14.12. Sia f una funzione olomorfa in un intorno Ω del
segmento [0, x] dell’asse reale, e γ una curva C1 a tratti (o assolutamen-
te continua) da 0 a z con immagine contenuta in Ω. Allora la funzione
g(z) =

∫
γ
f(w) dw è una primitiva complessa di f , ossia g′ = f , ed ogni

prolungamento analitico della primitiva reale
∫ z
0
f(w) dw è di questa forma.

Dimostrazione. Sappiamo già dal Teorema 2.14.11 che g è una primitiva com-
plessa di f e g′ = f . Restringendo l’attenzione al segmento [0, x], dal Teorema
Fondamentale del Calcolo segue che g′ = f nel senso reale su questo segmen-
to. Poiché g e f sono olomorfe, ne segue che, a meno di costanti additive, g è
l’unica funzione olomorfa che soddisfa questa condizione. Per completare la
dimostrazione, basta quindi provare che i prolungamenti analitici lungo una
curva di g e di f soddisfano la stessa condizione.

Per ogni s in un disco D1 di centro z che non contiene l’origine, conside-
riamo una curva γ con immagine in Ω, di classe C1 a tratti (o assolutamente
continua), che termina in z. Chiamiamo z0 il punto iniziale di γ. Un arco
finale della curva γ sta dentro il dominio semplicemente connesso D1: sia
w un punto di D1 per cui passa γ1. Spezziamo γ = γ0 + γ1, dove γ0 è
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l’arco iniziale da z0 a w (che può anche toccare w più volte) e γ1 la con-
tinuazione da w a z dentro D1 che lascia w e non ci ripassa più. Allora
fw(z) =

∫
γ
f(u) du =

∫
γ0
f(u) du +

∫
γ1
f(u) du. Al punto w la primitiva g è

olomorfa e la derivata termine a termine della sua serie di Taylor è la serie di
Taylor di f con centro w: in altre parole, queste serie di Taylor rappresentano
elementi analitici delle funzioni f e g con la proprietà che g′ = f , e gli ele-
menti analitici considerati prima al punto z sono il prolungamento analitico
di questi, dal momento che essi coincidono in un arco della curva γ intorno a
w. Continuando iterativamente a spezzare γ0 e considerare dischi con centro
in punti di questi spezzamenti dove gli sviluppi di Taylor convergono, ci ac-
corgiamo che servono soltanto un numero finito di tali dischi (perché la curva
γ, essendo continua, ha immagine compatta), e su questa catena di dischi
gli sviluppi di Taylor così ottenuti formano una catena di elementi analitici
a due a due parzialmente sovrapposti, con la proprietà g′ = f per ciascuno
di essi. tu

Nel resto di questa Sottosezione dedicheremo molta attenzione al caso
importante del prolungamento analitico lungo una curva della funzione loga-
ritmo.
Per cominciare abbiamo bisogno di un elemento analitico di partenza per
la funzione logaritmo complesso. Una possibilità di estensione consiste nel
considerare una curva con un segmento iniziale sul semiasse reale positi-
vo, dove il logaritmo è definito nel senso reale. Ma poiché vogliamo par-
tire con un elemento analitico, dobbiamo esprimere il logaritmo come svi-
luppo di Taylor in un disco. Allora consideriamo un disco con centro al
punto 1. Dallo sviluppo di Taylor con centro in 1 del logaritmo reale ab-
biamo la formula ln(1 + t) =

∑∞
n=1(−1)n−1tn/n, da cui, ponendo x = 1 + t,

ln x =
∑∞

n=1(−1)n−1(x− 1)n/n. Allora dobbiamo estendere questo sviluppo
di Taylor a variabile complessa semplicemente complessificando i polinomi di
Taylor, ossia ponendo

ln z =
∞∑
n=1

(−1)n−1 (z − 1)n

n
.

La serie converge nel disco complesso {z : |z − 1| < 1}. Osserviamo che,
derivando questa serie di potenze, otteniamo

D ln(z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1(z − 1)n−1 =
∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n =
1

1− (1− z)
=

1

z
.

(2.58)
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Allora, sia γ una qualunque curva di classe C1 a tratti (o assolutamente
continua) con immagine nel discoD := {z : |z−1| < 1}. Poiché ln(x) =

∫ x
1
du
u

(qui stiamo integrando il logaritmo ordinario sul semiasse reale, ed usando il
fatto che D ln(x) = 1/x), dal Corollario 2.14.12 si ha

ln(z) =

∫ z

1

du

u

se l’integrale è eseguito lungo una curva con immagine inD, ed il risultato non
dipende dalla scelta della curva (o alternativamente, senza usare il Corollario,
basta integrare termine a termine l’identità (2.58)).
Dal Corollario 2.14.12 segue infine la formula del prolungamento analitico
del logaritmo, che rienunciamo per memoria:

Corollario 2.14.13. Ogni elemento analitico fw del logaritmo complesso,
centrato in un punto w 6= 0, è del tipo fw(z) =

∫
γ
du
u

lungo una curva C1 a
tratti (o assolutamente continua) γ da 1 a z che non passa per l’origine.

A titolo di esempio, consideriamo la curva di classe C1 a tratti che congiunge
1 con z = reiθ, con r > 0, data da un tratto iniziale da 1 a r lungo il semiasse
reale positivo, seguito dall’arco di circonferenza da r a reiθ (percorso solo una
volta, senza giri intorno all’origine, ossia con variazione angolare minore di
2π). Dal precedente Teorema ?? si ottiene l’espressione ln(z) = ln(r)+iθ. Se
invece l’arco di circonferenza ha una variazione angolare maggiore di 2π, ossia
la curva lungo la circonferenza percorre diciamo N giri intorno all’origine
(considerando N positivo se il percorso è antiorario e negativo altrimenti),
allora occorre aggiungere al secondo membro l’addendo 2πNi. Questi sono
esattamente i risultati che abbiamo ottenuto per via diretta nella Sottosezione
2.14.1, e ribadiscono il fatto che il prolungamento analitico del logaritmo è
polidromo.

Definizione 2.14.14. Consideriamo il disco aperto privo del centro C = {z :
0 < |z − a| < r}, e sia f una funzione olomorfa ottenuta dal prolungamento
analitico di un suo elemento. Il punto a si dice punto di diramazione di f se
il prolungamento analitico è polidromo in C.

Consideriamo ora il piano complesso esteso con l’aggiunta di un punto
all’infinito (si può pensare come la compattificazione di C con un punto,
ma ora la topologia non ci serve). Diciamo che il punto ∞ è un punto di
diramazione di f se 0 lo è per la funzione z 7→ f(1/z).
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Esempio 2.14.15. Enunciamo quanto segue.

(i) Per ogni α > 0 e z 6= 0, le funzioni fα(z) = 1/zα hanno serie di Taylor
convergente nel disco {w : |w − z| < |z|} (ovvero il disco aperto con
centro z e raggio tale che l’origine stia nella sua frontiera), ed hanno
prolungamento analitico monodromo a tutto C \ {0}. Non ci sono
quindi punti di diramazione.

(ii) I punti di diramazione del logaritmo complesso sono 0 e ∞.

(iii) la funzione reale

arctan(x) =

∫ x

0

1

1 + t2
dt

ha come prolungamento analitico la primitiva complessa di 1/(1 + z2),
ossia la funzione olomorfa

arctan(z) =

∫ z

0

1

1 + w2
dw

dove l’integrale si intende su una curva C1 a tratti (o assolutamen-
te continua) che non passa per i punti ±i. Ci sono due punti di
diramazione: ±i.

(iv) Per ogni intero n > 1, la funzione radice n-sima, fn(z) = z1/n, è olo-
morfa in ciascun disco che non contiene l’origine nel suo interno (non
è olomorfa all’origine). Essa ha due punti di diramazione, 0 e ∞. Per
il punto (i) più sopra la funzione hn(z) = nzn−1 è olomorfa in C \ {0}
(ha prolungamento analitico monodromo a partire da qualsiasi disco
aperto che non contenga l’origine), ed il prolungamento analitico della
radice n-sima è l’integrale

n
√
z = 1 + n

∫
γ

zn−1 dz

lungo una qualsiasi curva continua C1 a tratti (o assolutamente con-
tinua) che congiunga 1 a z senza passare per l’origine. L’integrale
dipende dalla curva scelta se essa ha indice di avvolgimento non nullo
(modulo n) intorno all’origine, e quindi si ha polidromia.
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Dimostriamo le quattro asserzioni. Per quanto concerne la parte (i), l’unica
singolarità di fα(z) = 1/zα è nell’origine. Se il prolungamento analitico a
partire da un qualunque disco (con centro z0 6= 0) che non contiene l’origine
fosse polidromo, ci sarebbe una curva chiusa C1 a tratti γ che gira intorno
all’origine (cioè con indice di avvolgimento non nullo rispetto all’origine) tale
che l’integrale lungo la curva

∫
γ
f ′
α dz a secondo membro dell’identità 2.57 del

Teorema Fondamentale sarebbe non nullo. Ma f ′
α è proporzionale a 1/zα+1,

che ha un polo nell’origine solo per α = 0. Per il Teorema dei residui 2.10.5,
quindi,

∫
γ
f ′
α dz = 0 per ogni α > 0 (ed evidentemente anche per ogni α ⩽ 0,

visto che per questi α la funzione fα è intera.
Consideriamo ora la parte (ii). Sappiamo già che per curve che girano intorno
a 0 (ossia con indice di avvolgimento non nullo rispetto a 0) il logaritmo ha
prolungamento analitico polidromo, quindi 0 è un punto di diramazione, ma
nessun altro z ∈ C lo è, perché il logaritmo è olomorfo in qualche disco non
bucato intorno a qualsiasi z 6= 0: lì il suo sviluppo di Taylor è convergente
ed il logaritmo è monodromo, dunque lo rimane anche se buchiamo il disco
togliendogli il centro. Infine, poiché ln(1/z) = − ln(z), anche ∞ è un punto
di diramazione.
Veniamo alla parte (iii). Segue dal Corollario 2.14.12 che il prolungamento
analitico della funzione reale arctan(x) è dato da

arctan(z) =

∫ z

0

1

1 + w2
dw

lungo una qualsiasi curva da 0 a z dentro il dominio di olomorfia di w 7→
1/(1+w2) . È chiaro che questa funzione è olomorfa in C \ {±i}: come nella
parte precedente, nessuno di questi punti è di diramazione. Mostriamo ora
che i punti ±i sono invece punti di diramazione. Osserviamo che

arctan(z) =

∫ z

0

1

1 + w2
dw =

1

2

∫ z

0

(
1

1− iw
+

1

1 + iw

)
dw

=
1

2i
(ln(1 + iz)− ln(1− iz)) =

1

2i
ln

1 + iz

1− iz
. (2.59)

Le uniche singolarità sono i punti ±i, che corrispondono a zeri delle due
funzioni z 7→ 1± iz che sono gli argomenti del logaritmo, ed il logaritmo ha
l’unico suo punto di diramazione al finito proprio in zero. È quindi chiaro
che la funzione arcotangente complessa non ha altri punti di diramazione
al finito che in ±i. Mostriamo che questi due punti sono di diramazione
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prendendo una curva chiusa γ che gira intorno ad uno dei due punti, diciamo
z = i, e non all’altro (ossia che non incontra la semiretta {it : t ⩽ −1}:
non importa quale di queste curve scegliamo perché, grazie al Teorema di
invarianza omotopica 2.4.7, l’integrale

∫
γ
arctan z dz non dipende dalla scelta

di γ nel dominio semplicemente connesso C \ {it : t ⩽ −1}. Scegliamo allora
la curva più naturale, la circonferenza con verso antiorario γ(t) = i+ eit, con
0 ⩽ t ⩽ 2π. L’immagine dei punti di γ sotto la funzione z 7→ 1 + iz è la
curva

t 7→ 1 + iγ(t) = ieit = ei(t+
π
2
) ,

che per 0 ⩽ t ⩽ 2π compie un giro in senso antiorario intorno al punto
z = i (ossia ha indice di avvolgimento 1). Quindi nel percorrere questa curva
chiusa l’addendo ln(1+ iz) in (2.59) aumenta di 2πi, e quindi il punto z = i è
un punto di diramazione per l’arcotangente complessa. Se utilizziamo invece
la curva γ(t) = −i + eit segue che z = −i è un altro punto di diramazione.
In questo caso però l’immagine di γ sotto la funzione z 7→ 1 − iz è una
curva che gira intorno al punto −i in senso orario. Al termine di un giro,
quindi, l’addendo ln(1 + iz) in (2.59) aumenta di −2πi. Si osservi che, se si
sceglie una curva chiusa che gira una volta intorno alla coppia di punti ±i,
ad esempio la circonferenza con centro l’origine a raggio 2, alla fine del giro
i due addendi ln(1 ± iz) subiscono incrementi che si bilanciano, e quindi su
queste curve l’arcotangente dopo un giro non cambia.
Poiché il logaritmo complesso ha un punto di diramazione a ∞, resta da
vedere se il punto all’infinito è o no di diramazione per l’arcotangente. In base
alla Definizione 2.14.14 di punto di diramazione all’infinito, questo equivale
a verificare se la funzione arctan(1/z) è o no olomorfa in z = 0. Segue da
(2.59) che

arctan(1/z) =
1

2i
ln

1 + i/z

1− i/z
=

1

2i
ln
z + i

z − i
=

1

2i
(ln(z + i)− ln(z − i)) ,

che è olomorfa in z = 0 perché lo sono le due funzioni z 7→ ln(z ± i). Quindi
l’arcotangente complessa non ha un punto di diramazione all’infinito.

Consideriamo infine la parte (iv). Scriviamo z 6= 0 in forma polare:
z = ρeiθ. Allora

n
√
z = n

√
ρei

θ
n

e se una curva chiusa che parte da z ha indice di avvolgimento 1 intorno
all’origine, al suo ritorno a z il valore della funzione diventa

n
√
ρei

θ+2π
n = e

2πi
n n
√
ρei

θ
n
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quindi il valore della funzione ottenuto dopo un giro si ottiene moltiplicando
quello di partenza per la prima radice n-sima dell’unità (Notazione 14.2.1).
Analogamente, se l’indice di avvolgimeno è k, al termine della curva, ovvero
al suo ritorno a z dopo k giri, il valore ottenuto è e2πik/n n

√
ρeiθ/n. Dopo n giri

si ritorna al valore iniziale.
Se invece una curva ha indice di avvolgimento nullo intorno all’origine, allora
al termine della curva l’argomento θ non è cambiato rispetto all’inizio (Nota
2.3.3), e quindi il valore della funzione radice n-sima non cambia.
Quindi l’origine è un punto di diramazione, e non ci sono altri punti di
diramazione al finito.
Mostriamo che c’è un punto di diramazione all’infinito. Basta mostrare che la
funzione reciproca, n

√
1/z = z−1/n ha un punto di diramazione in 0. Questo

fatto segue dallo stesso argomento più sopra, visto che, scrivendo z = ρeiθ, si
ottiene z−1/n = ρ−1/ne−iθ/n, e quindi un giro intorno a zero cambia il valore
di θ di 2π ma moltiplica il valore di z−1/n per la radice dell’unità e−2πi/n.

Se tagliamo il piano complesso con una curva semplice che unisca i due
punti di diramazione, ad esempio una qualsiasi semiretta uscente dall’ori-
gine, allora il piano tagliato è un dominio semplicemente connesso in cui
il prolungamento analitico è monodromo, come al solito per il teorema di
monodromia (Corollario 2.14.10).

Infine, l’espressione in forma integrale del prolungamento analitico della
radice n-sima segue dal Corollario 2.14.12. tu

Nota 2.14.16. Riesaminiamo le parti (ii) e (iii) dell’Esempio 2.14.15. Nel
caso della funzione logaritmo, uno dei punti di diramazione è 0 e l’altro non
è in C bensì all’infinito. Però, se tagliamo il piano con una curva da 0 a
∞ (ad esempio una qualunque semiretta uscente dall’origine), la parte (ii)
del suddetto esempio mostra che si ha monodromia nel piano tagliato (e del
resto, il piano tagliato è semplicemente connesso, e si applica il teorema di
monodromia).

Ora consideriamo una funzione con solo due punti di diramazione z, w ∈
C. Senza perdita di generalità, tramite rotazioni e dilatazioni, possiamo as-
sumere che questi due punti siano {±i}, come nel caso dell’arcotangente.
Se ora tagliamo il piano complesso con due semirette disgiunte che partono
rispettivamente da i e −i (e vanno all’infinito), stiamo escludendo tutte le
curve che attraversano il taglio, ossia che girano intorno ai punti di dirama-
zione. In tal modo il prolungamento analitico lungo queste curve, ovvero in
questo dominio con taglio, è necessariamente monodromo. Anche in questo



2.14. PROLUNGAMENTO ANALITICO 319

caso, comunque, si applica il teorema di monodromia, perché il piano ta-
gliato con queste due semirette è semplicemente connesso. Questo è il caso
dell’arcotangente, che perø’ è interessante riconsiderare con maggiore cura.
Prima abbiamo considerato il taglio del piano complesso effettuato con due
semirette, come ad esempio {it : |t| ⩾ 1}. Se invece avessimo tagliato il
piano s+ìcon il segmento che congiunge −i a i, ossia {it : |t| ⩽ 1}, non si
escludono più le curve che girano intorno ai punti di diramazione, ma solo
quelle che girano un numero diverso di volte intorno ai punti di diramazione
(ad rsempio, si escludono quelle che girano intorno ad uno dei due punti ma
non all’altro), ed inoltre il piano così tagliato non è semplicemente connesso.
Nondimeno, la parte (iii) dell’Esempio 2.14.15 mostra che anche in questo
caso il prolungamento analitico lungo una curva chiusa che non interseca il
taglio riconduce allo stesso elemento analitico iniziale, e quindi è monodromo
(Corollario 2.14.6). Si badi però che in realtà la funzione arcotangente è olo-
morfa anche all’infinito, come mostrato alla fine della parte (iii) dell’Esempio
2.14.15, ed il dominio Ω := C∪{∞}\{it : |t| ⩽ 1} è semplicemente connesso
(ogni curva che gira intorno al segmento {it : |t| ⩽ 1} viene deformata con
continuità nel punto all’infinito semplicemente dalla famiglia di dilatazioni
con centro l’origine, che è una omotetia in Ω).
Espandiamo queste osservazioni nella prossima Sottosezione 2.14.5. tu

2.14.5 Rami olomorfi

Sia D il disco di convergenza di una serie di Taylor f . Supponiamo che l’e-
lemento di funzione (f,D) abbia un prolungamento analitico (gt, Dt) lungo
i punti di ogni curva continua γ con immagine in un dominio connesso Ω ad
un disco di convergenza Dt centrato in γ(t). Abbiamo visto che tale pro-
lungamento è monodromo, ovvero definisce una funzione olomorfa in Ω, se
e solo se esso non dipende dalla scelta della curva: per ogni due curve che
cominciano a z e finiscono al punto w, diciamo per t = 1, la condizione è
che a t = 1 entrambe portino allo stesso elemento di funzione (g1, D1). In
maniera equivalente, la condizione per la monodromia è che, per ogni curva
chiusa da z a z lungo cui si ha prolungamento analitico fino ad un elemen-
to di funzione finale (g1, D1), si abbia (f,D) = (g1, D1) (Corollario 2.14.6).
Abbiamo anche visto che, se Ω è semplicemente connesso e il prolungamento
analitico è possibile lungo ogni curva in Ω, allora questa condizione è sempre
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verificata e si ha monodromia (Corollario 2.14.10).

Definizione 2.14.17. (Rami olomorfi del prolungamento analitico.)
In un dominio connesso Ω ⊂ C scegliamo un qualunque elemento di funzione
(f,D) (ossia una serie di Taylor f convergente in un disco D con centro in
un punto z ∈ Ω). Supponiamo che valga la condizione seguente:
per ogni curva chiusa in Ω che passa per z (più precisamente, che contiene z
nella sua immagine), sia possibile il prolungamento analitico di (f,D) e che
l’elemento di funzione che si ottiene al ritorno a z al termine della curva sia
ancora l’elemento (f,D).
Allora la funzione olomorfa in Ω che ristretta a D coincide con f , data dal
prolungamento analitico nel senso del Corollario 2.14.10, si chiama il ramo
olomorfo generato da f . Se invece il prolungamento analitico è possibile lungo
ogni curva continua in Ω ma non vale la condizione più sopra formulata lungo
le curve chiuse (ovvero, il prolungamento dipende dalla scelta della curva),
allora sia (g,D1) un qualsiasi elemento di funzione che si ottiene a partire
da (f,D) in un disco D1 con centro z percorrendo curve chiuse a partire
da z. Allora diciamo che (g,D1) genera un diverso ramo olomorfo della
funzione polidroma f in un dominio Ω′ ottenuto tagliando Ω con una curva
continua che includa nella propria immagine tutti i punti di diramazione di
tale “funzione” polidroma (ovvero, in ogni dominio Ω′ le cui curve portino
ad un prolungamento analitico monodromo).

Esempio 2.14.18. (Rami olomorfi del logaritmo.) Abbiamo già studiato
il comportamento della funzione logaritmo in C \ {0}, un dominio in cui il
logaritmo è polidromo. Se tagliamo da C l’immagine di una qualsiasi curva
semplice continua che parte dall’origine e va all’infinito, ad esempio le semi-
rette rα(t) = teiα, allora il piano tagliato Ωα così ottenuto è semplicemente
connesso ed ivi il prolungamento analitico del logaritmo genera un ramo olo-
morfo. Ad esempio, è tradizione scegliere α = π, e come elemento analitico
di partenza quello che coincide con il logaritmo reale in un intorno del punto
1 sull’asse {x > 0}. Calcoliamo quanto vale ln(i) per questa scelta di ramo
olomorfo (è in questa scelta di ramo olomorfo che il logaritmo complesso si
indica con ln invece che con log). Non importa quale curva continua da 1 a i
scegliamo in Ω = Ωπ, che è un dominio semplicemente connesso (e quindi il
prolungamento analitico lungo le curve dipende solo dai punti estremi). Per
convenienza, il lettore potrebbe ad esempio scegliere l’arco di circonferenza
di centro l’origine e raggio 1 percorso in senso antiorario dal punto 1 (angolo
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iniziale 0) al punto i (angolo finale π
2
). Sappiamo dalla identità (2.53), o

equivalentemente dal Corollario 2.14.13, che il risultato è ln(i) = iπ/2. Os-
serviamo che la circonferenza non poteva essere percorsa in senso orario in
Ω a causa del taglio.
Ora risvolgiamo il calcolo di log(i) per il ramo olomorfo generato dallo stesso
elemento analitico ma nel dominio Ωπ/4 ottenuto tagliando il piano con la
bisettrice del primo quadrante. Ora il percorso antiorario sulla circonferenza
di raggio centro l’origine e raggio 1 è impedito dal taglio, e dobbiamo invece
percorrere tale curva in senso orario: l’angolo varia da 0 a −2π+ π

2
= −3π/2,

e quindi in questo ramo olomorfo il risultato diventa log(i) = −3iπ/2. Fissa-
to un qualsiasi taglio come sopra, altri rami olomorfi si ottengono a partire da
elementi analitici diversi, i quali comunque differiscono per una costante (da
ciascuno al successivo ottenuto un giro dopo intorno all’origine la differenza
è 2πi, come visto in (2.53).

Si noti che, nei dominii (connessi) di olomorfia dei rami olomorfi del
logaritmo, vale la regola equivalente a (2.53):

log(r0e
iθ0)− log(r1e

iθ1) = ln(r0/r1) + i(θ0 − θ1) . (2.60)

tu

Nota 2.14.19. Due rami olomorfi della stessa funzione possono essere gene-
rati dallo stesso elemento di funzione (f,D) in due dominii diversi Ω0 e Ω1.
Quando questo accade, non è detto che i due rami olomorfi coincidano in
Ω0 ∩Ω1 sebbene coincidano entrambi con f in D: un esempio è dato dai due
rami olomorfi del logaritmo nei dominii Ω0 e Ωπ/4 del precedente Esempio
2.14.18. Si noti però che i due rami olomorfi così ottenuti differiscono in dif-
ferenti componenti connesse di Ω0 ∩ Ωπ/4: il calcolo svolto in quell’Esempio
mostra che nella componente connessa dell’intersezione che contiene il disco
D i due rami olomorfi coincidono. Questo fatto è sempre vero, dal momento
che due funzioni olomorfe che coincidono in un disco D devono coincidere in
ogni connesso che contiene D ed in cui sono entrambi olomorfe (Corollario
2.6.2). tu

Esempio 2.14.20. (Rami olomorfi dell’arcotangente.) Ritorniamo a con-
siderare l’arcotangente complessa, studiata nella parte (iii) dell’Esempio
2.14.15. Ci sono due punti di diramazione, z = ±i. Calcoliamo il prolunga-
mento dell’elemento analitico dell’arcotangente che in un segmento dell’asse
reale intorno ad un punto ρ > 0 coincide con l’arcotangente reale, per due
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diversi rami olomorfi. Consideriamo i due dominii Ω0 = C \ {it : |t| ⩾ 1} e
Ω1 = C \ {it : −1 ⩽ t ⩽ 1}. Il dominio Ω0 è semplicemente connesso, e per
il teorema di monodromia (Corollario 2.14.10) sappiamo già che l’elemen-
to analitico considerato si prolunga all’unica funzione olomorfa che sull’asse
reale coincide con l’arcotangente reale. Per conferma, se si vuole svolgere il
calcolo del prolungamento lungo le curve, si pu‘o calcolare arctan(−ρ) lungo
il segmento reale da ρ a −ρ: questo coincide con il risultato del Teorema
2.14.12, ovvero l’integrale

∫ −ρ
ρ

(1 + w2)−1 dw della derivata dell’arcotangente
lungo tale segmento reale, ed ovviamente porta al valore dell’arcotangente
reale al punto −ρ (e del suo prolungamento analitico in un disco con centro
in −ρ che coincide con l’arcotangente reale sul diametro reale).
Invece il dominio Ω1 non è semplicemente connesso, ed il teorema di mono-
dromia non si applica: ma abbiamo osservato nella Nota 2.14.16 che anche in
questo caso vale la proprietà di coerenza lungo le curve chiuse enunciata nella
Definizione 2.14.17, ed il prolungamento è monodromo. In base alla prece-
dente Nota 2.14.19, il ramo olomorfo determinato in Ω1 dallo stesso elemento
di funzione di prima definito in un intorno del punto 1 deve coincidere con
quello determinato in Ω0 nella componente connessa di Ω0∩Ω1 che contiene il
punto 1, ma nel nostro caso tale componente connessa è il semipiano destro.
Cosa succede nel semipiano sinistro? Ad esempio, se come prima partiamo
dal punto ρ > 0 e dalla funzione arcotangente reale in un segmento dell’asse
reale centrato in ρ, che valore per l’arcotangente troviamo al punto −ρ per
il ramo olomorfo determinato da Ω1?
Per calcolare il risultato possiamo usare l’identità (2.59):

arctan(z) =
1

2i
ln

1 + iz

1− iz
=

1

2i
(ln(1 + iz)− ln(1− iz)) .

Osserviamo che, a causa di questa identità, il resto di questo Esempio in
realtà diventa lo studio della funzione polidroma g(z) = ln((1− iz)/(1+ iz)),
la quale diventa monodroma se tagliamo il piano con il segmento da −i
a i (o la coppia di semirette lungo l’asse immaginario da questi due punti
all’infinito).

Prendiamo per comodità ρ > 1 e scegliamo la curva dal punto ρ al pun-
to −ρ data dalla semicirconferenza percorsa in verso antiorario con centro
l’origine e raggio ρ (ma se il verso fosse orario il risultato sarebbe lo stesso,
in base a quanto osservato nella Nota 2.14.16). Denotiamo con γ la semicir-
conferenza appena indicata, γ(t) = ρeit, con 0 ⩽ t ⩽ π. Per una generica
funzione f su C, indichiamo con ∆γf la differenza dei valori di f fra il punto
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finale e quello iniziale di gamma. Pertanto dobbiamo calcolare

g(−ρ) = g(ρ) + ∆γg = g(ρ) + ∆γ ln

∣∣∣∣1 + iz

1− iz

∣∣∣∣+ i arg
1 + iz

1− iz

= g(ρ) + ∆γ ln

∣∣∣∣1 + iz

1− iz

∣∣∣∣+ i∆γ arg(1 + iz)− i∆γ arg(1− iz) . (2.61)

L’immagine dei punti di γ sotto la funzione z 7→ 1 + iz è la semicirconfe-
renza t 7→ 1+ iγ(t) = 1+ iρeit, che compie mezzo giro intorno all’origine con
verso antiorario. Essa va da 1+ iρ a 1− iρ ed interseca l’asse reale nel punto
1− ρ. Invece l’immagine di γ sotto la funzione z 7→ 1 + iz è la semicirconfe-
renza t 7→ 1− iγ(t) = 1− iρeit, che compie mezzo giro intorno all’origine in
senso orario, va da 1 − iρ a 1 + iρ ed interseca l’asse reale nel punto 1 + ρ:
pertanto si mantiene nel dominio consueto di olomorfia Ωπ = C \ (−∞, 0]
del ramo consueto del logaritmo complesso, e si applica l’identità (2.53), ma
ad entrambe le semicirconferenze si applica comunque l’identità (2.60). La
semicirconferenza t 7→ 1 − iγ(t), (0 ⩽ t ⩽ π), congiunge 1 − iρ a 1 + iρ,
e l’argomento varia da quello di 1 − iρ, ovvero arctan(−rho) = − arctan ρ
(questa arcotangente è quella reale!) a quello di 1+ρ, ovvero arctan ρ. Poiché
|1 − iρ| = |1 + iρ|, in base a (2.53) la variazione del logaritmo lungo questa
semicirconferenza è 2i arctan ρ. Analogamente, l’altra semicirconferenza va
da 1 + iρ a 1 − iρ, passando a sinistra dell’origine, ossia intersecando il se-
miasse reale negativo. Per calcolare la variazione del logaritmo lungo di essa
dobbiamo quindi scegliere un altro dominio tagliato: tagliando ad esempio
lungo il semiasse reale positivo otteniamo un ramo olomorfo del logaritmo
che lungo questa semicirconferenza, in base a (2.60) ha variazione data da
2iπ − 2i arctan ρ. Sottraendo i risultati, otteniamo che la variazione lungo
la semicirconferenza γ di g(z) = ln(1 + iz)− ln(1− iz) è esattamente 2πi, e
quindi la variazione di arctan z = (ln(1 + iz) − ln(1 − iz))/2i è π. Pertanto
arctan(−ρ) = arctan(ρ) + π (in questa identità arctan denota il ramo olo-
morfo dell’arcotangente complessa che coincide con l’arcotangente reale sulla
semiretta positiva). Una volta scelto il dominio con taglio, sia esso Ω0 o Ω1,
poiché questi due dominii sono semplicemente connessi e si ha monodromia
dei rami olomorfi, l’arcotangente si spezza in una famiglia di rami olomorfi.
Dalla formula arctan(z) = 1

2i
ln(1 + iz)/(1− iz) e dal fatto che i rami olo-

morfi del logaritmo differiscono di un addendo multiplo di 2πi segue che i
rami olomorfi dell’arcotangente differiscono di multipli di π. tu
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Esercizio 2.14.21. Calcolare la variazione dell’arcotangente da un lato all’al-
tro del segmento di taglio {iy : |y| ⩽ 1}.

Svolgimento. Rammentando che arctan(z) = 1
2i
(ln 1 + iz− ln(1−iz)), questo

equivale a calcolare i valori limite sui due lati del taglio della funzione g(z) =
ln 1 + iz − ln(1− iz).
Supponiamo di considerare il taglio dato dal segmento che congiunge i punti
−i e i, ossia il dominio di monodromia Ω1 nel precedente Esempio 2.14.20.
Scegliamo il ramo olomorfo che verifica la condizione limx→0+,y→0 g(z) = 0
(ossia limx→0+,y→0 arctan z = 0), e calcoliamo (più in generale) i valori di
questo ramo olomorfo su tutti i punti dell’asse immaginario utilizzando la
identità (2.61).

Cominciamo dai valori sul lato destro del taglio. Indichiamo con g(0++iy)
i valori g(iy) ottenuti come limiti dal semipiano destro: prendendo −1 <
y < 1 questi sono i valori limite sul taglio provenendo dal semipiano destro.
Partiamo dal punto di riferimento 0 + +i0 e raggiungiamo 0+ + iy con un
segmento γ lungo il margine destro del taglio (o se si preferisce, con una
curva leggermente a destra del taglio, che poi spostiamo facendola aderire da
destra al segmento di taglio). Lungo questo segmento gli angoli rispetto ai
punti ±i non cambiano, ossia ∆γ arg(1+ iz) = 0 = ∆γ arg(1− iz). Pertanto,
da (2.61) si ottiene

g(0 + +iy) = ln

∣∣∣∣1− y

1 + y

∣∣∣∣ = ln
1− y

1 + y

(poiché |y| < 1, l’argomento del logaritmo è positivo ed il modulo non
occorre).

Ora otteniamo i valori di g(iy) per y > 1, ossia sull’asse immaginario
positivo al di sopra del segmento di taglio. Adesso non possiamo usare una
curva γ che consiste di un segmento rettilineo lungo l’asse immaginario da
0 a iy, perché questo segmento passa per il punto i che è una singolarità
di g. Dobbiamo aggirare la singolarità come abbiamo fatto nel calcolo dei
residui. Lo facciamo mantenendoci nel semipiano destro, fissando un ε > 0
e percorrendo la curva γ data dal segmento da 0 + +i0 a 0 + +i(1 − ε),
seguita dalla semicirconferenza con centro i e raggio ε da 0 + +i(1 − ε) a
i(1 + ε) (che compie un mezzo giro in verso antiorario intorno al punto i),
completata infine dal segmento rettilineo da i(1 + ε) a iy (si veda la Figura
2.10). Lungo i segmenti rettilinei gli argomenti non variano, ma variano
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i

ρ

-i

Figura 2.10: Percorso per il prolungamento analitico dell’arcotangente sull’asse imma-
ginario iy per y > 1

lungo la semicirconferenza nel modo seguente:

∆γ arg(1 + iz) = ∆γ arg
z − i

i
= ∆γ arg(z − i) = π

∆γ arg(1− iz) = 0 .

Pertanto in questo caso si ottiene

g(iy) = ln

∣∣∣∣1− y

1 + y

∣∣∣∣+ iπ = ln
y − 1

1 + y
+ iπ

(ora 1 + y > 0 ma 1 − y < 0, e quindi il modulo porta ad un cambiamento
di segno).

Una situazione simmetrica si ha nel calcolo di g(iy) per y < −1. Pro-
cediamo con la curva γ che rasenta da destra il taglio fino a distanza ε dal
punto −i, poi prosegue con la semicirconferenza nel semipiano destro di cen-
tro −i e raggio ε (che compie un mezzo giro in verso orario intorno al punto
−i), poi continua lungo il semiasse immaginario negativo fino al punto iy
(Figura 2.11). Ora le variazioni angolari sono le seguenti:

∆γ arg(1 + iz) = 0

∆γ arg(1− iz) = ∆γ arg
z + i

−i
= ∆γ arg(z + i) = −π .
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i

−ρ

-i

Figura 2.11: Percorso per il prolungamento analitico dell’arcotangente sull’asse imma-
ginario iy per y < −1

Quindi in questo caso si ottiene

g(iy) = ln

∣∣∣∣1− y

1 + y

∣∣∣∣− iπ = ln
y − 1

1 + y
− iπ

(qui 1 + y < 0 e 1− y > 0, ed il modulo porta di nuovo ad un cambiamento
di segno).

Infine, consideriamo i punti sul bordo sinistro del taglio: calcoliamo i
valori di g(0− + iy) per |y| < 1. Seguamo ad esempio la curva γ che da
0++i0 si muove lungo il lato destro del taglio nella direzione positiva dell’asse
immaginario fino a distanza ε dal punto i, poi percorre l’intera circonferenza
di raggio ε intorno ad i, da 0++ i(1−ε) a 0−+ i(1−ε), ed infine scende lungo
il lato sinistro del taglio fino al punto 0− + iy. (Figura 2.12). variazione
angolare solo lungo la circonferenza, e precisamente

∆γ arg(1 + iz) = ∆γ arg
z − i

i
= ∆γ arg(z − i) = 2π

∆γ arg(1− iz) = 0 ,

e quindi abbiamo

g(0−+iy) = ln

∣∣∣∣1− y

1 + y

∣∣∣∣+ 2iπ = ln
1− y

1 + y
+ 2iπ
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i

ρ

-i

Figura 2.12: Percorso per il prolungamento analitico dell’arcotangente sull’asse imma-
ginario sul lato sinistro del taglio [−i, i]

(il numeratore ed il denominatore della frazione sono entrambi positivi, ed il
modulo non serve).

Invitiamo il lettore a verificare il comportamento analogo della funzione
ottenuta ruotando la variabile di π/2, ossia moltiplicandola per i: si tratta
della funzione

h(z) = ln
1− z

1 + z
.

Scegliamo come taglio l’intervallo reale [−1, 1]. Il lettore può verificare i
propri calcoli con quelli svolti in [10, Capitolo t, Sezione 7], che è la fonte di
questo esercizio. tu

Esempio 2.14.22. (Rami olomorfi della radice.) Abbiamo visto nella
parte (iv) dell’Esempio 2.14.15 che la radice n-sima ha un prolungamento
analitico polidromo in C \ {0}, e che al termine di ogni curva con indice di
avvolgimento k 6= 0 intorno all’origine il valore della radice n-sima cambia
per la moltiplicazione per la k-sima radice dell’unità, ma non ci sono altri
punti di diramazione a parte il punto all’infinito. Ci sono quindi esattamente
n rami olomorfi, in un qualunque dominio tagliato con una semiretta uscente
da 0. Per comodità prendiamo il dominio Ω = C \ [0,+∞). Se prendiamo
un punto ρ > 0 sul lato superiore del taglio e percorriamo la circonferenza
(antioraria) di raggio ρ, al termine ritorniamo a ρ dal lato inferiore. Ilm
valore su tale lato è quello di prima moltiplicato per e2πi/n. Interessante è
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il caso della radice quadrata, che ha esattamente due rami olomorfi, ed al
termine del giro il valore è l’opposto che all’inizio (quindi sui lati del taglio
si ottengono rispettivamente le funzioni √ρ e −√

ρ).
Ad esempio, calcoliamo

√
i nel ramo olomorfo in Ω scelto in modo che sul

lato superiore del taglio si abbia la funzione positiva
√
x (ossia,

√
1+ = 1,

con la notazione del precedente esempio 2.14.20. Per il calcolo, usiamo una
curva qualsiasi che non attraversa il taglio, parte da 1+ e finisce in i: ad
esempio un arco di circonferenza di raggio 1 percorso in senso antiorario.
La variazione angolare è π/2, e quindi

√
i = eiπ/4 in questo ramo. Ma se

scegliamo un altro ramo grazie ad un taglio che laascia i punti 1 e i su lati
opposti, ad esempio la bisettrice del primo quadrante, allora occorre scegliere
una curva che gira in senso opposto, ad esempio l’arco orario della stessa
circonferenza con variazione angolare di −3iπ/2. In tal caso il valore della
radice diventa e−3iπ/4. Osserviamo, come del resto è palese, che il primo
valore è l’opposto del secondo, ossia si ottiene dal secondo moltiplicandolo
per la radice dell’unità eiπ = −1: questo è evidentemente necessario, perché
la differenza fra i due percorsi che abbiamo seguito corrisponde ad un giro
intorno all’origine. tu

Esercizio 2.14.23. Applicando l’esempio precedente sulla radice, studiamo i
rami olomorfi della funzione composta f(z) =

√
1− z2.

Svolgimento. La radice ha il solo punto di diramazione al finito nell’origine,
e il radicale 1−z2 si annulla solo in z = ±1, quindi questi sono gli unici pun-
ti di diramazione al finito della funzione composta f . Nel dominio tagliato
Ω0 = C\{(−∞,−1]∪ [1,∞)}, che è semplicemente connesso, esistono quindi
rami olomorfi, e sono esattamente due perchè due sono i rami olomorfi della
radice: essi sono uno opposto dell’altro, e sono identificati dalla scelta del
valore per x nell’intervallo reale [−1, 1]: o

√
1− x2 oppure −

√
1− x2.

Se invece si considera il dominio tagliato Ω0 = C\ [−1, 1], che non è semplice-
mente connesso, procediamo come abbiamo fatto per l’arcotangente nell’E-
sempio 2.14.22. Basta osservare che ogni curva che gira in senso antiorario
intorno al punto 1 produce dopo un giro un incremento di −2π dell’argomen-
to di 1− z, ed ogni curva che gira in senso antiorario intorno a −1 produce
dopo un giro un incremento di 2π dell’argomento di 1+ z. Quindi una curva
che gira intorno al taglio [−1, 1] lascia invariato arg(1 − z) + arg(1 + z) =
arg((1− z)(1 + z)) = arg(1− z2). D’altra parte,

√
1− z2 =

√
|1− z2|ei

arg(1−z2)
2
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e quindi, al termine del giro, il valore della funzione non cambia: si ha
monodromia del prolungamento analitico. Anche in questo caso si trovano
due rami olomorfi, opposti uno dell’altro. Lasciamo al lettore di verificare
che i valori ai bordi superiore ed inferiore dei tagli per questi rami olomorfi
sono opposti uno dell’altro. tu

2.15 Interpolazione olomorfa sulle strisce
Dal teorema del massimo modulo (Corollario 2.8.3) sappiamo che, se una
funzione f è olomorfa in un aperto D e continua sulla sua chiusura, allora il
suo massimo si trova sulla frontiera. Se f è intera (ossia olomorfa su tutto C)
e non cresce troppo rapidamente, ciò resta vero, nel senso che f è costante
(Corollario 2.8.6), ma altrimenti in generale no. Ad esempio:
Esempio 2.15.1. Sia S1 la striscia S1 = {z ∈ C : | Im z| ⩽ π/2}, e

f(z) = ee
z

.

Allora se z = x ∈ R i valori f(x) = exp(exp x) divergono più che esponen-
zialmente, ma, dal momento che exp(±iπ

2
) = ±i, i valori di f sulla frontiera

di S1,
f
(
x± i

π

2

)
= ee

x e±i π2 = e±ie
x

,

hanno modulo 1. Analogo risultato si ha per la funzione g(z) = exp(exp(iz))
sulla striscia S2 = {z ∈ C : |Re z| ⩽ π/2}. tu

Il prossimo teorema mostra che, se una funzione olomorfa su una striscia
ha un tasso di crescita esponenziale più lento che nell’Esempio 2.15.1, allora
è limitata ed il suo massimo viene assunto sulla frontiera della striscia.

Teorema 2.15.2. (Phragmèn–Lindelöf.)

(i) Sia Sπ/2 la striscia S := {z ∈ C : |Re z| ⩽ π/2} e f una funzione
olomorfa su Sπ/2 e continua su Sπ/2. Se per ogni z = x+ iy in S e per
qualche costante α < 1 e A, M <∞ vale la stima

|f(z)| ⩽M eAe
α |y| (2.62)

allora |f | ⩽M su tutto Sπ/2.
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(ii) Sia Sa,b la striscia Sa,b := {z ∈ C : a < |Re z| < b} e f una funzione
olomorfa su Sa,b e continua su Sa,b. Poniamo

M(x) = sup
y∈R

|f(x+ iy| .

Se f è limitata su S, diciamo |f | ⩽ K, allora il logaritmo di M è una
funzione convbessa in (a, b), ossia

M(x)b−a ⩽M(a)b−xM(b)x−a .

Dimostrazione. Per dimostrare la parte (i), fissiamo β tale che 0 < αβ < 1 e
ε > 0. Poniamo

hε(z) = e−2ε cos(βz) = e−ε(e
iβz+e−iβz) . (2.63)

Poiché eiβz = eiβ(x+iy) = eiβxe−βy e |x| ⩽ π/2 in Sπ/2, in questa striscia si ha

Re(eiβz + e−iβz) = 2 cos(βx) (eβy + e−βy) ⩾ cos(βπ/2) (eβy + e−βy) . (2.64)

Poniamo η := cos(βπ/2). Dal momento che β < 1 abbiamo η > 0, e quindi
dalle disuguaglianze (2.15) e (2.64) segue che, per z ∈ Sπ/2,

|hε(z)| = eRe(−ε(eiβz+e−iβz)) ⩽ e−εη (e
βy+e−βy) .

Poiché l’esponente η (eβy+e−βy) è positivo abbiamo |hε| < 1 su Sπ/2, e quindi,
visto che |f | < M , vale la disuguaglianza

|fhε| < M perogni ∂Sπ/2 . (2.65)

Invece, per ogni z ∈ Sπ/2, dall’ipotesi (2.62) e dalla disuguaglianza (2.64)
segue

|f(z)hε(z)| ⩽M eAe
α |y|−ε cos(βπ

2 ) (eβy+e−βy) .

Ora osserviamo che ε cos
(
βπ
2

)
> 0 e β > α. Pertanto l’esponente al lato

destro dell’ultima disuguaglianza tende a −∞ per |y| → ±∞ e quindi esiste
y0 > 0 tale che |f(z)hε(z)| < M per z ∈ Sπ/2 e | Im z| = |y| > y0. D’altra
parte, sappiamo da (2.65) che la stessa disuguaglianza vale per per z ∈ ∂Sπ/2,
e da questa due stime segue che |f(z)hε(z)| < M per ogni z nel bordo del
rettangolo con vertici in ±π/2± iy0, e quindi, grazie al teorema del massimo
modulo (Corollario 2.8.3), anche all’interno di questo rettangolo. Ma allora
|fhε| < M su tutto Sπ/2. Ora, passando al limite per ε a 0, abbiamo che
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hε(z) → 1 e quindi |f(z)| ⩽ M per ogni z ∈ Sπ/2. Questo dimostra la parte
(i).

Veniamo ora alla parte (ii). Cominciamo la dimostrazione sotto l’ipotesi
aggiuntiva M(a) =M(b) = 1, ossia

|f | ⩽ 1 (2.66)

sulla frontiera di Sa,b. Fissiamo ε > 0 e per z ∈ Sa,b poniamo

gε(z) =
1

1 + ε (z − a)
.

Poiché per z ∈ Sa,b si ha Re(z−a) = x−a > 0, si ha anche Re(1+ε(z−a)) > 1,
e quindi |1 + ε(z − a)| > 1, da cui |gε| < 1. Allora, in base all’ipotesi (2.66),

|f gε| < ‖f‖L∞(Sa,b)
⩽ 1 (2.67)

su ∂Sa,b.
D’altra parte, ε |y| = Im(1+ε (z−a)) ⩽ |1+ε (z−a)|, e quindi gε| < 1/(ε |y|).
Pertanto, per z ∈ Sa,b,

|f(z) gε(z)| ⩽
K

ε |y|
. (2.68)

Ora da (2.67) e (2.68) vediamo che sulla frontiera del rettangolo R :=
Sa,b ∩ {|y| ⩽ K/ε} vale la disuguaglianza |f gε| ⩽ 1: pertanto la stessa
disuguaglianza vale anche all’interno di R grazie al teorema del massimo mo-
dulo (Corollario 2.8.3). D’altra parte, questa stessa disuguaglianza vale and
nella parte di Sa,b esterna al rettangolo R grazie a (2.68): quindi vale in tut-
ta la striscia Sa,b. Questo dimostra la parte (ii) dell’enunciato sotto l’ipotesi
aggiuntiva M(a) =M(b) = 1.
Ora abbandoniamo questa ipotesi. Poniamo

m(z) =M(a)(b−z)/(b−a)M(b)(z−a)/(b−a) :=M(a)w(z)M(b)s(z)

dove w(z) = (b− z)/(b− a) e s(z) = (z − a)/(b− a). Poiché gli esponenziali
w 7→ M(a)w = ew lnM(a) e s 7→ M(a)s sono funzioni intere mai nulle e per
z ∈ Sa,b si ha Rew(z) ⩾ 0 e Re s(z) ⩾ 0, vediamo che le funzioni M(a)w(z) e
M(b)s(z) sono limitate inferiormente su Sa,b, e quindi è ivi limitata la funzione
1/m(z). Inoltre |m(a + iy)| = M(a) e |m(b + iy)| = M(b) per ogni y. Ma
allora f/m ha modulo 1 sui bordi della striscia Sa,b ed è continua e limitata
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su Sa,b ed olomorfa all’interno. Quindi la funzione f/m verifica l’ipotesi
aggiuntiva con cui abbiamo cominciato questa parte della dimostrazione, ed
allora abbiamo visto che |f/m| ⩽ 1 su Sa,b. Quindi |f | ⩽ |m|, e questo è
l’enunciato della parte (ii). tu

2.16 Appendice: dimostrazione elementare del
teorema di Cauchy in un insieme conves-
so

In questa Sezione diamo una dimostrazione indipendente, per insiemi con-
vessi, del teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10). Cominciamo con dominii
triangolari.

Lemma 2.16.1. (Il teorema di Cauchy in un triangolo.)

(i) Sia f : C 7→ C una funzione olomorfa in un aperto A che contiene un
triangolo chiuso T , ed indichiamo con ∂T la frontiera del triangolo (o
meglio, una curva C1 a tratti che la percorre). Allora

∫
∂T
f(z) dz = 0.

(ii) La stessa conclusione vale se f è olomorfa ovunque in A tranne che in
un punto p ∈ A.

Dimostrazione.

(i) I punti di mezzo dei lati del triangolo determinano quattro nuovi trian-
goli simili a quello originale, le cui curve di frontiera C(j) (j = 1, . . . , 4)
sono costituite di due segmenti sulla frontiera C di T ed uno interno a
T , e sono lunghe L/2 se L è la lunghezza di C. Il verso di percorrenza
originalmente scelto per C determina quindi per ciascuna delle curve
C(j) un verso di percorrenza compatibile tale che ogni tratto interno
è percorso in verso opposto dalle due nuove curve che lo contengono.
Pertanto, se si sommano i quattro integrali curvilinei rispetto al verso
di percorrenza così indotto, i contributi dei tratti interni si cancellano
a due a due, e ciò che rimane è

4∑
j=1

∫
C(j)

f(z) dz =

∫
C

f(z) dz .
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Quindi almeno su una delle quattro curve C(j) il valore dell’integra-
le curvilineo, preso in modulo, non è inferiore a 1

4

∣∣∫
C
f(z) dz

∣∣. Ora
procediamo per bisezioni successive, ricalcando la dimostrazione del
Teorema di Bolzano–Weierstrass 1.9.6. Dopo n suddivisioni si ottengo-
no 4n curve di lunghezza 2−nL, almeno una delle quali, che chiameremo
Cn, verifica ∣∣∣∣∫

C

f(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ 4n
∣∣∣∣∫
Cn

f(z) dz

∣∣∣∣ . (2.69)

Abbiamo già mostrato nella dimostrazione del Teorema di Bolzano–
Weierstrass 1.9.6 (che l’intersezione dei triangoli inscatolati Tn con peri-
metro Cn ottenuti per bisezioni successive consiste di un unico punto (si
veda anche la Nota 1.9.7), che denotiamo con z0. Quindi z0 ∈ T ⊂ A,
e pertanto f è derivabile in z0.
Osserviamo a questo punto che

∫
Cn
dz = 0 per la Proposizione 1.29.36,

e
∫
Cn
(z − z0) dz = 0 per il Corollario 1.29.37. Quindi∫
Cn

f(z) dz =

∫
Cn

(
f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)

)
dz . (2.70)

D’altra parte, visto che f è derivabile a z0, per ogni ε > 0 esiste r > 0
tale che, se |z− z0| < r, si ha |f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z− z0)| < ε. Allora
segue da (2.70) che, se n è così grande che il triangolo Tn sia contenuto
nel disco |z − z0| < r, si ha∫

Cn

f(z) dz ⩽ ε

∫
Cn

|z − z0|n dz .

Osserviamo che z0 ∈ Tn, e quindi la sua distanza |z − z0| dal punto
generico z ∈ ∂Tn = Cn è inferiore al perimetro del triangolo, e quindi a
2−nL: pertanto dall’ultima disuguaglianza si ha

∫
Cn
f(z) dz ⩽ 2−nLε.

A sua volta, da questa disuguaglianza e da (2.69) segue
∣∣∫
C
f(z) dz

∣∣ ⩽
εL2. Poiché ε > 0 è arbitrario, questo significa che

∫
C
f(z) dz = 0.

(ii) Sia ora f olomorfa in A \ {p}. Se p /∈ T allora la prima parte della
dimostrazione si applica senza varianti. Se invece p ∈ T , esaminiamo
separatamente i casi in cui p sia un vertice di T oppure no.
Nel primo caso, scegliamo due punti x, y sulla frontiera di T vicini a
p (entro una distanza da p ε > 0 fissata), e spezziamo T come unione
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di un triangolo T0 con vertici p, x, y e del rimanente quadrilatero. Se-
zionando quest’ultimo lungo una diagonale vediamo che esso è l’unione
di due triangoli in A che non contengono p, e quindi ad essi si applica
la prima parte della dimostrazione. Osserviamo che l’integrale su C
si spezza come somma degli integrali sulla frontiera dei tre triangoli,
come prima per il fatto che i contributi dei tratti interni si cancella-
no. Pertanto l’integrale su C è semplicemente l’integrale curvilineo
sulla frontiera del triangolo T0, quello che ha un vertice in p. Questo
triangolo ha diametro inferiore a 2ε e quindi perimetro inferiore a 6ε
(anzi 4ε perché i due lati con estremo in p sono lunghi meno di ε. Su
T0 la funzione |f | è limitata da qualche costante M , per l’esistenza dei
massimi e minimi delle funzioni continue su un compatto (Sezione 1.1).
In conclusione, sulla frontiera di T0 (e quindi anche su C) l’integrale è
limitato da Mε. Ora la dimostrazione segue come prima dal fatto che
ε è arbitrario.
Infine, se p è un punto di T ma non un vertice, decomponiamo T in
due triangoli (se p è sulla sua frontiera) oppure tre triangoli (se p è un
punto interno di T ) ciascuno dei quali ha un vertice in p, ad applichiamo
l’argomento precedente a ciascuno di essi.

tu

Una parte del prossimo teorema discende dal Teorema 2.14.11, ma la
dimostrazione che ne diamo qui è più diretta (ma usa un’ipotesi più forte, la
convessità invece della semplice connessione).

Teorema 2.16.2. (Teorema di Cauchy per insiemi convessi.) Sia
A ⊂ C un aperto convesso, e f una funzione olomorfa su A. Allora esiste g
olomorfa su A tale che g′ = f . Quindi, per ogni curva chiusa assolutamente
continua C ⊂ A, si ha

∫
C
f(z) dz = 0, per la Proposizione 1.29.36. Lo stesso

risultato vale se esiste p ∈ A tale che f è continua su A ed olomorfa in
A \ {p}.

Dimostrazione. Per ogni fissato a ∈ A il segmento [a, z] che congiunge a con
un qualsiasi altro punto z di A giace in A, a causa della convessità. Allora
possiamo definire una funzione g su A in questo modo:

g(z) =

∫
[a,z]

f(w) dw .
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Sempre per la convessità, per ogni altro punto z0 ∈ A il triangolo con vertici
a, z e z0 giace in A. L’integrale di f lungo il perimetro di questo triangolo
vale 0 per il Lemma 2.16.1. Poiché

∫
[z0,z]

dw = z − z0, questo equivale, per
z 6= z0, all’identità (2.20):

g(z)− g(z0)

z − z0
− f(z0) =

1

z − z0

∫
[z0,z]

(
f(w)− f(z0)

)
dw .

Poiché f è continua in z0, per ogni ε > esiste δ > 0 tale che, se |w−z0| < δ, si
ha |f(w)− f(z0)| < ε. Quindi, per z → z0, il secondo membro della identità
precedente tende a zero: pertanto g′(z0) = f(z0). La stessa asserzione nel
caso in cui f sia olomorfa solo in A\{p} si dimostra nello stesso modo, grazie
al fatto che il teorema di Cauchy sul triangolo di vertici a, z e z0 continua a
valere in questa ipotesi (Lemma 2.16.1). tu
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Capitolo 3
∗Spazi vettoriali topologici ed
analisi funzionale

Questo capitolo è di natura più sofisticata ed astratta che il resto della Parte
preliminare, ed è necessario solo per alcuni degli argomenti successivi più so-
fisticati di analisi matematica (tipicamente il Capitolo 7 di approfondimenti
sulle serie di Fourier e la nozione di topologia nello spazio delle distribuzioni
non temperate nella Sezione 11.18 del Capitolo 11 sulle distribuzioni, ed in
parte anche per maggiori approfondimenti sulla topologia di spazi con fami-
glie separatici di seminorme come la classe di Schwartz (Capitolo 9). Ma
queste nozioni non sono mai necessarie per gli sviluppi sul trattamento dei
segnali, tranne che per un fugace riferimento al teorema di uniforme limita-
tezza nella definizione di convergenza di distribuzioni (Proposizione 11.5.3).
Quasi sempre, nei pochi casi in cui i contenuti di questo Capitolo vengono
utilizzati nel seguito, essi vengono ivi riassunti in maniera semplificata, per
permettere la comprensione ai lettori non interessati a questi approfondimen-
ti astratti. Si badi però che il punto di vista dell’autore di questo trattato è
che non dovrebbe esserci un confine netto fra le conoscenza e forse anche gli
interessi di chi si occupa di matematica pura e di matematica applicata, e
quindi il lettore interessato alla teoria dei segnali è fortemente incoraggiato
a studiare a fondo anche le parti più astratte.

Per il succitato motivo di parziale dispensabilità, l’intero Capitolo è con-
trassegnato con una stelletta: esso può essere omesso da parte dei suddetti
lettori. Alcune delle sue Sezioni, a loro volta, sono contrassegnate con una
stelletta: si tratta delle Sezioni che presentano contenuti e risultati apparen-
temente assai naturali e plausibili, ma che in realtà richiedono un maggiore

337
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senso critico da parte dei lettori più sofisticati (il principio di massimalità
di Hausdorff, l’assioma della scelta, l’esistenza di prodotti cartesiani su in-
siemi di indici più che numerabili, la compattezza di un qualsiasi prodotto
cartesiano di insiemi compatti). Infine, altre Sezioni sono contrassegnate con
due asterischi: quelle i cui contenuti sono inclusi per completezza ma non
vengono mai utilizzati in quest’opera.
La maggior parte della esposizione è tratta da [22, Ch.1, Sect. 5, 8; Ch. 10,
Sect. 3, 4, 5, 6, 7] e [25, Ch. 1, 2, 3, 4].

3.1 Spazi vettoriali topologici, spazi di Ba-
nach e di Fréchet

Nel resto di quest’opera, gli unici spazi vettoriali topologici che introdurremo
sono gli spazi di Banach e gli spazi di Fréchet, che fra breve definiremo:
limitando l’attenzione a questi casi, il lettore può semplificare parte di questo
Capitolo. Peraltro, per maggiore generalità, presentiamo gli argomenti nel
contesto più ampio degli spazi vettoriali topologici.

Definizione 3.1.1. Uno spazio vettoriale topologico è uno spazio vettoriale
V munito di una topologia rispetto alla quale i punti sono chiusi e le ope-
razioni dello spazio vettoriale sono continue. In particolare, si noti che ogni
traslazione è continua e, poiché la mappa inversa è la traslazione opposta,
ogni traslazione è un omeomorfismo, ossia preserva la topologia: d’ora in poi
diremo che la topologia è invariante per traslazione.
Un sottoinsieme A di uno spazio vettoriale topologico V si dice limitato se
per ogni intorno U di 0 in V esiste r = rA,U > 0 tale che A ⊂ λU per tutte
le dilatazioni λ con |λ| > r.
Una successione {vn} in V si dice di Cauchy se per ogni intorno U dell’origine
esiste un intero N = N(U) tale che vn−vm ∈ U per ogni n, m ⩾ N . Se tutte
le successioni di Cauchy hanno limite, si dice che la topologia è completa.
Una distanza su uno spazio vettoriale V si dice invariante per traslazione
se, per ogni u, v, w ∈ V , si ha dist(u, v) = dist(u + w, v + w). Si noti che
una distanza su uno spazio vettoriale non è necessariamente invariante oer
traslazione: ad esempio, si scelga V = R, h una funzione positiva localmen-
te integrabile su R (ad esempio, h(t) = 1/(1 + t), o h(t) = 1/(1 + t2)), e
dist(u, v) =

∫ v
u
h(t) dt. Si vede facilmente che la funzione dist verifica le

proprietà delle distanze elencate nella Definizione 1.2.10, ma non è inva-
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riante per traslazione: infatti, dato x ∈ R, si ha
∫ v
u
h(t) dt 6=

∫ v+x
u+x

h(t) dt
(l’uguaglianza per ogni x si ha solo se h ha un grafico lineare (una ret-
ta), ma siccome dist(u, v) =

∫ v
u
h(t) dt deve essere non negativa, le uni-

che tali h ammissibili sono le costanti positive (o zero), che danno luogo
a multipli della distanza euclidea: più in generale, il lettore può mostrare
come esercizio che i multipli della distanza euclidea sono le uniche misure
invarianti. È interessante notare anche che, nel nostro esempio, la scelta
h(t) = 1/(1 + t2) dà luogo ad una distanza limitata: per ogni u, v ∈ R,
dist(u, v) <

∫∞
−∞

1
1+t2

dt = 2 limt→∞ arctg t = π.
Diciamo che uno spazio vettoriale topologico V :

• è localmente limitato se esiste un intorno limitato dell’origine;

• è localmente convesso se esiste una base della topologia costituita da
insiemi convessi (poiché le traslazioni sono operazioni continue, questo
equivale a richiedere che esista una base di intorni aperti dell’origine
che sono convessi);

• è metrizzabile se la topologia è indotta da una metrica (non necessa-
riamente invariante per traslazione);

• è un F−spazio se è metrizzabile, la metrica è invariante per traslazione
e la topologia è completa;

• è uno spazio di Fréchet se è un F−spazio localmente convesso, ossia
se la sua topologia è localmente convessa ed indotta da una metrica
invariante per traslazione rispetto alla quale V è completo;

• è uno spazio di Banach se la sua topologia è indotta da una norma ed
è completo in questa norma (rammentiamo che la nozione di norma su
uno spazio vettoriale è stata introdotta nella Definizione 1.2.8).

Nota 3.1.2. È chiaro che ogni spazio normato è localmente limitato e lo-
calmente convesso, e che ogni spazio di Banach è anche di Fréchet.
tu

3.1.1 Sottospazi e quozienti
La topologia di uno spazio vettoriale verifica varie proprietà piuttosto natu-
rali ed alcune più sottili. A titolo di esempio, vediamo due di quelle naturali
nei prossimo esercizi:
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Esercizio 3.1.3. Sia V uno spazio vettoriale topologico.

(i) Per ogni A,B ⊂ V , A+B ⊂ A+B ;

(ii) Se W è un sottospazio di V , anche la sua chiusura W è un sottospazio.

Svolgimento. Per ogni a ∈ A e b ∈ B sia U un intorno di a + b. Poiché la
somma è una operazione continua da V ×V in V , ossia la controimmagine di
un aperto U ⊂ V è aperta in V × V (Sezione 1.1), esistono intorni aperti U1

di a e U2 di b tali che U1 + U2 ⊂ U . Poiché a e b appartengono alle chiusure
di A e B rispettivamente, esistono x ∈ A ∩ U1 e y ∈ B ∩ U2. Quindi x+ y ∈
(A∩U1) + (B ∩U2) = (A+B)∩ (U1 +U2) ⊂ (A+B)∩U : pertanto l’ultima
intersezione è non vuota per ogni intorno U di a+b, e questo significa che a+b
appartiene alla chiusura A+B. Questo dimostra la parte (i). Per dimostrare
(ii), lasciamo al lettore la verifica elementare del fatto che, per ogni scalare
α e sottoinsieme W ⊂ V , si ha αW = αW (se α = 0 è ovvio, altrimenti si
osservi che la moltiplicazione per α è continua con inversa continua, in base
alla Definizione 3.1.1 di spazio vettoriale topologico). Pertanto, per tutti gli
scalari α e β, si ha αW+βW = αW+βW , ed il secondo membro è contenuto
in αW + βW in base alla parte (i). Allora, se W è anche un sottospazio,
αW + βW ⊂ W . tu

Per quanto riguarda gli spazi quozienti, rammentiamo le seguenti defini-
zioni ben note in Algebra Lineare.

Definizione 3.1.4. Dato uno spazio vettoriale V ed un sottospazio N , lo
spazio quoziente V/N è l’insieme delle classi laterali {v +N} al variare di v
in V . Il quoziente è uno spazio vetoriale se munito dell’operazione naturale
di somma, ovvero {v +N}+ {w +N} := {(v + w) +N}: l’elemento neutro
rispetto a questa somma è la classe laterale di 0 ∈ V , ossia N . L’operazione
di somma è ben definita, cioè non dipende dalla scelta bdei rappresentanti
v e w, perché se v + N = v′ + N e w + N = w′ + N , allora v − v′ ∈ N e
w−w′ ∈ N , e quindi (v+w)+N = (v′+w′)+N . La proiezione canonica (o
mappa quoziente) π : V → V/N è definita da π(v) = v +N : si tratta di una
applicazione lineare che ha per nucleo N , ossia l’origine nello spazio V/N .

Definizione 3.1.5. (Topologia quoziente.) Se V è uno spazio vettoriale
topologico con topologia τ e N è un sottospazio chiuso, introduciamo la
topologia quoziente σ su V/N data dal lifting di τ sotto π: ossia, gli aperti di
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σ sono i sottoinsiemi di V/N le cui controimmagini sotto π sono aperti di τ .
In questo modo, la mappa quoziente π manda aperti in aperti, ed è continua
(l’immagine inversa di ogni aperto è un aperto).
Esercizio 3.1.6. Per ogni sottospazio chiuso N di V , la topologia quoziente σ
introdotta nella precedente Definizione 3.1.5 è una topologia di spazio vetto-
riale. La mappa quoziente π : V → V/N manda basi locali della topologia τ
di V in basi locali di σ; in particolare, π manda aperti in aperti. Se V è un
F−spazio, o uno spazio di Fréchet, o di Banach (nel senso della Definizione
3.1.1), lo stesso vale per V/N .
Svolgimento. Si verifica immediatamente che σ è una topologia (ossia è chiu-
sa sotto intersezioni numerabili ed unioni arbitrarie) perché lo è τ . Inoltre,
i punti in N/V sono σ−chiusi, perché sono traslati dell’insieme N che si è
assunto chiuso. Se W è un intorno dell’origine in V/N , in base al Lemma
3.1.9 esiste un intorno dell’origine in U ⊂ V tale che U +U ⊂ π−1W , quindi
π(U) + π(U) ⊂ W : poiché π manda aperti di τ in aperti di σ, questo signi-
fica che la somma in V/N è σ−continua. Un argomento analogo vale per la
moltiplicazione per scalari.
É chiaro che π manda basi locali in basi locali.
Supponiamo infine che V sia un F−spazio con metrica invariante d. Si verifi-
ca immediatamente che la seguente definizione induce una metrica invariante
δ su V/N (e non dipende dalla scelta dei rappresentanti v e w):

δ(π(v), π(w)) = inf
n∈N

d(v − w, n) .

Questa metrica induce su V/N la topologia σ, dal momento che π manda la
−palla in V di centro l’origine e raggio r nella δ−palla in N/V con centro
l’origine di V/N e lo stesso raggio. Si noti che, se V è uno spazio normato,
questa definizione induce su V/N una norma, detta norma quoziente:

‖π(v)‖V/N = inf
n∈N

‖v + n‖V . (3.1)

Per completare l’esercizio basta mostrare che δ è una metrica completa se lo è
d. Sia {un} una successione di Cauchy in V/N (ossia rispetto a δ). Scegliamo
una sottosuccessione {unk

} tale che δ(unk
, unk+1

) < 2−k, e punti vk ∈ V tali
che π(vk) = unk

e d(vk , vk+1) < 2−k. Dalla formula di somma geometrica
(Sezione 1.1) segue che la successione {vk} è di Cauchy in V , e quindi, per
la completezza di d, essa converge a qualche v ∈ V . Poiché π è continua,
unk

= π(vk) converge a π(v). Quindi la successione di Cauchy {un} ha una
sottosuccessione convergente: ma allora è essa stessa convergente. tu



342CAPITOLO 3. SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI, ANALISI FUNZIONALE

3.1.2 Intorni bilanciati
Definizione 3.1.7. Un sottoinsieme U 3 0 di uno spazio vettoriale si dice
bilanciato (o anche stellato) se λU ⊂ U per ogni |λ| ⩽ 1.
∗Lemma 3.1.8. In uno spazio vettoriale topologico, ogni intorno dell’origine
contiene un intorno bilanciato, ed ogni intorno convesso dell’origine contiene
un intorno convesso bilanciato. 3.1.7).
Dimostrazione. Sia X uno spazio vettoriale topologico e U un intorno del-
l’origine. La continuità della operazione di moltiplicazione per scalari equi-
vale a dire che esistono ε = ε(U) > 0 ed un intorno J = J(U) dell’origine
tale che αJ ⊂ U per ogni |α| < ε (esercizio: mostrare che questa asser-
zione significa che la controimmagine, sotto l’operazione di moltiplicazione
per scalari, di un aperto U ⊂ X è un aperto in R × X). Allora ponia-
mo O = ∪|α|<ε(U)J(U): questo O è un aperto (perché unione di aperti), è
contenuto in U ed è bilanciato, perché αO ⊂ O per ogni |α| ⩽ 1.

Se inoltre U è convesso, poniamo K = ∩{αU : |α| = 1}. Notiamo che
K è convesso (perché è intersezione di convessi), e che il fatto che O sia
bilanciato implica che α−1O ⊂ O per ogni |α| = 1, e quindi per questi α si
ha O = αO ⊂ αU . Questo significa che O ⊂ K: ma allora l’interno K0 di
K contiene un intorno dell’origine, e quindi è esso stesso un intorno aperto
dell’origine. Inoltre K è bilanciato. Infatti, essendo un convesso che contiene
l’origine, K è bilanciato nel senso reale, ovvero per ogni suo punto diverso
dall’origine K contiene anche tutti i punti ottenuti contraendo il primo verso
l’origine: rK ⊂ K per ogni 0 < r < 1. Ma allora K è bilanciato anche in
senso complesso, perché, per ogni |λ| ⩽ 1, scrivendo λ = reit abbiamo

λK = ∩|α|=1λαU = ∩|α|=1rαU ⊂ ∩|α|=1αU = K .

D’altra parte K ⊂ U e U è aperto, quindi anche K0 ⊂ U , e K0 è conves-
so perché è l’interno di un convesso (e quindi contiene tutte le corde che
congiungono due suoi punti qualsiasi). Rimane da dimostrare che K0 è bi-
lanciato, ma questo è chiaro visto che abbiamo provato che K è bilanciato.

tu
Ecco una osservazione tanto utile quanto ovvia:

Lemma 3.1.9. Sia V uno spazio vettoriale topologico e U un intorno aperto
di 0. Allora esiste un intorno aperto W di 0 tale che W +W ⊂ U . Esiste
anche un intorno aperto W ′ di 0 tale che W ′ +W ′ +W ′ +W ′ ⊂ U . Gli
intorni W e W ′ si possono scegliere bilanciati.
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Dimostrazione. L’enunciato equivale a dire che l’operazione di somma, (x, y) 7→
x + y, è una funzione continua. In effetti, proprio perché la somma è con-
tinua, dall’identità 0 + 0 = 0 sappiamo che esistono intorni A, B di 0 tali
che A + B ⊂ U . L’enunciato si ottiene se poniamo W = A ∩ B. Il fatto
che W si possa scegliere bilanciato segue dalla prima parte del precedente
Lemma 3.1.8. Per ottenere W ′ come nell’enunciato basta applicare la stessa
conclusione a W invece che a U , tu

3.1.3 Proprietà di separazione e di limitatezza
Abbiamo bisogno di questa semplice proprietà degli spazi vettoriali topolo-
gici, che rinforza la proprietà della parte (vi) della Proposizione 1.10.10:

Proposizione 3.1.10. Sia V uno spazio vettoriale topologico. Allora, dati
un insieme compatto K ed un chiuso C in V disgiunti, esiste un intorno
W dell’origine tale che K +W è disgiunto da C +W . Se V è localmente
convesso, l’intorno W si può scegliere convesso.

Dimostrazione. Per ogni x ∈ K esiste un intorno Ax di x disgiunto da C :
infatti, se C intersecasse ogni intorno di x, allora x sarebbe un punto di
chiusura di C e quindi apparterrebbe a C perché C è chiuso, ma questo non
è possibile perché K e C sono disgiunti. Scriviamo Ax = x + Ux, con Ux
intorno aperto dell’origine (le traslazioni sono omeomorfismi, in uno spazio
vettoriale topologico!). Per il precedente Lemma 3.1.9 sappiamo che ogni
x ∈ K è contenuto in un aperto x+Wx+Wx+Wx+Wx conWx intorno aperto
bilanciato dell’origine eWx+Wx+Wx+Wx ⊂ Ux. Se V è localmente convesso
possiamo assumere cheWx, e quindi l’intersezioneWx+Wx+Wx+Wx, siano
convessi. Ne segue che x+Wx+Wx+Wx+Wx∩C = ∅: ma poichéWx = −Wx

dal momento che Wx è bilanciato, ora sappiamo che x +Wx +Wx +Wx ∩
(C +Wx) = ∅. Per semplicità scriviamo Sx = Wx +Wx +Wx.
D’altra parte K è compatto, e quindi dal ricoprimento aperto {x + Sx} di
K possiamo estrarre un sottoricoprimento finito {x1 + Sx1 , . . . , xn + Sxn}.
Pertanto K = ∪ni=1(xj + Sxj). Poniamo W = ∩ni=1Sxj . Allora W è ancora
un intorno aperto dell’origine, convesso perch’e lo sono gli aperti Sxj (in
particolare abbiamo visto che si possono assumere convessi se V è localmente
convesso). Inoltre

K+W ⊂ ∪ni=1(xj+Sxj+W ) ⊂ ∪ni=1(xj+Sxj+Sxj) ⊂ ∪ni=1(xj+Uxj) = ∪ni=1Axj
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e gli insiemi al lato di destra sono tutti disgiunti da C+W ⊂ ∩ni=1(C+Wxj).
tu

Corollario 3.1.11. Ogni spazio vettoriale topologico è di Hausdorff (Defini-
zione 1.10.2).

Dimostrazione. Nella Definizione 3.1.1 di spazio vettoriale topologico abbia-
mo assunto che i punti siano chiusi (proprietà T1 introdotta nella Proposi-
zione 1.10.10). Pertanto la proprietà T2 della Definizione 1.10.2 discende dal
fatto assai più generale che, dati un chiuso C ed un compattoK in uno spazio
vettoriale topologico, esistono intorni aperti disgiunti di C e K: o equivalen-
temente (grazie all’invarianza per traslazione della topologia), che esiste un
intorno apertoW di 0 tale che l’aperto C+W è disgiunto dall’aperto K+W .
Questo fatto è stato dimostrato nella precedente Proposizione 3.1.10.
tu

∗Corollario 3.1.12. Ogni aperto di una base locale di uno spazio vettoriale
topologico contiene la chiusura di un altro aperto di base.

Dimostrazione. Per l’invarianza della topologia, possiamo restringere l’atten-
zione ad una base locale all’origine. Nella Proposizione 3.1.10 specializziamo
l’attenzione al caso particolare in cui il compatto K consista del solo punto
0 e C sia un chiuso che non contiene 0: ne segue che esiste un aperto V che
contiene 0 ed è disgiunto da C + V (ossia una versione lievemente più forte
della proprietà (v) della Proposizione 1.10.10). D’altra parte, C+V è aperto
(ovvio, è unione di aperti, e precisamente traslati di V : lasciamo i dettagli
per esercizio). Quindi anche V è disgiunto da C+V , e pertanto anche da C.
Per riportare questo fatto all’enunciato, sia U un intorno di 0 membro di una
base locale della topologia, e chiamiamo C il suo complementare, che è chiu-
so: allora, per quanto appena visto, esiste un altro intorno V di 0 tale che V
è disgiunto da C, ossia contenuto in U . Se anche l’intorno V sta nella base
locale, questo corrisponde all’enunciato; se no, V deve contenere un intorno
W di 0 che sta nella base locale, e W ⊂ V ⊂ U . tu

Concludiamo questa Sezione con due utili osservazioni.
∗Lemma 3.1.13. Se U è un intorno di 0 nello spazio vettoriale topologico
V , allora ogni v ∈ V appartiene ad un dilatato rU per r > 0 abbastanza
grande: V = ∪n∈NnU .
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Dimostrazione. Questo è vero perché la mappa s 7→ sv (da R a V ) è continua
per definizione di spazio vettoriale topologico, quindi l’insieme {s : sv ∈ U} è
aperto in R. Questo insieme deve contenere s = 0 perché U contiene l’origine.
e pertanto contiene 1/r per r abbastanza grande: questo equivale a v ∈ rU
per r grande. tu

Definizione 3.1.14. Un intorno aperto U di 0 in uno spazio vettoriale
topologico V si dice esaustivo se V = ∪n∈NnU .

Corollario 3.1.15. In uno spazio vettoriale topologico localmente convesso,
esiste una base locale di intorni aperti di 0 convessi, bilanciati ed esaustivi.

Dimostrazione. Per il Lemma 3.1.8, in uno spazio vettoriale localmente con-
vesso esiste una base locale a 0 consistente di aperti convessi bilanciati Uα.
Il fatto che Uα sia esaustivo segue dal Lemma 3.1.13. tu

∗Lemma 3.1.16. Sia {vn} una successione di Cauchy in uno spazio vettoriale
topologico V localmente limitato (definita, in questo contesto generale, come
nella Definizione 3.1.1). Allora l’insieme {vn} costituito dai punti della
successione è un insieme limitato.

Proof. Per definizione di successione di Cauchy, per ogni intorno aperto U
dell’origine esiste N tale che vn− vN ∈ U per ogni n ⩾ N . In base al Lemma
3.1.9 esiste un intorno bilanciatoW dell’origine tale cheW+W ⊂ U . D’altra
parte, per il precedente Lemma 3.1.13, vN ∈ sW per ogni s > s0 abbastanza
grande: o vN ∈ W ed allora possiamo scegliere s0 = 1, o se no esiste un
opportuno s0 > 1. Allora, per ogni n ⩾ N e s > s0 ⩾ 1,

vn ∈ vN +W ⊂ sW +W ⊂ sW + sW ⊂ sU .

Questa inclusione mostra che i vettori vn con n ⩾ N appartengono tutti
simultaneamente a sU per s abbastanza grande. Di nuovo per il precedente
Lemma 3.1.13, i restanti punti v1 . . . , vN−1 appartengono anch’essi a sU per
s abbastanza grande. Quindi, per s abbastanza grande, tutto l’insieme {vn}
è contenuto nel multiplo sU del generico intorno U di 0, e questo equivale a
dire che è limitato. tu
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3.2 ∗∗Spazi vettoriali topologici che ammetto-
no una metrica, o una norma

Questa Sezione studia gli spazi vettoriali topologici in maggiore generalità.
Solo pochi di questi risultati sono necessari nelle Sezioni immediatamente
successive, ma gli altri saranno necessari per le Sezioni più ambiziose 3.19,
3.20, 3.21, 3.22, 3.23.

3.2.1 ∗Spazi vettoriali localmente limitati
Proposizione 3.2.1. Se la topologia di uno spazio vettoriale è localmente
limitata, essa ammette basi locali numerabili. Ad esempio, per ogni intorno
limitato U di 0 e per ogni successione cn > 0 che tende a zero, la famiglia
{cnU} è una base locale a 0 (numerabile, e consistente di aperti limitati).

Dimostrazione. Al solito, per l’invarianza per traslazione della topologia,
basta costruire una base locale numerabile all’origine. In base alla definizione
di base locale (ultima parte della Definizione 1.10.1) questo significa costruire
una famiglia di intorni aperti di 0 tale che ogni intorno aperto di 0 ne contenga
uno. Dal momento che lo spazio vettoriale V è localmente limitato, esiste un
intorno limitato J dell’origine (questa terminologia è stata introdotta nella
Definizione 3.1.1). Consideriamo una arbitraria successione decrescente di
numeri reali cn → 0+. Mostriamo che gli aperti cnJ formano una base locale
a 0 per la topologia. Basta provare che ogni intorno aperto U di 0 contiene
uno degli aperti cnJ . D’altra parte, siccome J è limitato, esiste s > 0 tale che
J ⊂ tU per ogni t > s. Allora se n è sufficientemente grande che 1/cn > s1,
abbiamo J ⊂ (1/cn)U , e quindi U ⊃ cnJ per tutti gli n abbastanza grandi.

tu

Corollario 3.2.2. Se uno spazio vettoriale topologico V non è localmen-
te limitato, esso non contiene alcun aperto limitato, e viceversa, se V è
localmente limitato, V contiene aperti limitati.

Dimostrazione. Se esiste un aperto limitato in V , ne esiste uno che contiene
l’origine, per l’invarianza per traslazione della topologia. Allora, per la pre-
cedente Proposizione 3.2.1, esiste una base locale di aperti limitati, e quindi
la topologia è localmente limitata. Il viceversa è ovvio. tu



3.2. ∗∗SPAZI METRIZZABILI E NORMABILI 347

3.2.2 Spazi metrizzabili
∗Corollario 3.2.3. Sia X uno spazio vettoriale topologico con una base locale
numerabile per la sua topologia (ad esempio se X è localmente limitato,
Proposizione 3.2.1). Allora esiste una base locale di intorni dell’origine {Vn :
n ∈ N} tale che

Vn+1 + Vn+1 ⊂ Vn (3.2)

per ogni n. Si noti, in particolare, che Vn+1 ⊂ Vn.

Dimostrazione. Questa è una conseguenza ovvia del Lemma 3.1.9. tu

∗Lemma 3.2.4. Sia X uno spazio vettoriale topologico con una base locale
numerabile per la sua topologia. Sia {Vn} la base locale all’origine ottenuta
nel precedente Corollario 3.2.3. Sia D l’insieme dei razionali diadici, ossia
delle somme finite r =

∑∞
n=1 cn(r)/2

n, dove le cifre binarie cn(r) valgono 0
oppure 1 e solo un numero finito di esse è non nullo (quindi 0 ⩽ r < 1:
gli stessi razionali diadici furono introdotti nella dimostrazione del lemma
di Urysohn (Teorema 1.10.13)). Infine, di nuovo in maniera analoga alla
dimostrazione del del lemma di Urysohn, costruiamo una famiglia di insiemi:
per ogni r ∈ D sia

A(r) =
∞∑
j=1

cj(r)Vj ; (3.3)

qui naturalmente ci si riferisce alla somma di opportuni sottoinsiemi di X,
che è un sottoinsieme di X), e per completezza poniamo A(r) = X se r ⩾ 1.
(Si noti, in particolare, che Vn = A(2−n).)
Allora vale la seguente proprietà di subadditività per inclusione: per ogni
r, s ∈ D,

A(r) + A(s) ⊂ A(r + s) , (3.4)

e al crescere di r gli A(r) formano una successione crescente di intorni
dell’origine.

Dimostrazione. Queste proprietà seguono dal comportamento delle cifre bi-
narie della somma di due numeri. Conosciamo bene questo comportamento
nel caso di cifre decimali. In effetti, scriviamo cn(r) per la n−sima cifra
decimale di un qualsiasi numero r. Allora, dati due numeri r e s, si ha
che cn(r + s) = cn(r) + cn(s) mod 10, e senza il modulo si ha cn(r + s) =
cn(r) + cn(s) a meno che il secondo membro non raggiunga o superi 10, nel
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qual caso l’uguaglianza diventa cn(r + s) = cn(r) + cn(s)− 10, ma allora c’è
un riporto: cn−1(r + s) = cn−1(r) + cn−1(s) + 1. Però l’aggiungere la cifra 1
può far sì che ora si abbia cn−1(r + s) ⩾ 10, ed in tal caso il riporto di 1 si
trasferisce alla cifra precedente, e così via. Pertanto, alla prima cifra n alla
quale cn(r+ s) 6= cn(r) + cn(s), deve accadere cn(r+ s) = cn(r) + cn(s) + 1 e
cn(r) + cn(s) < 9.
Se invece i numeri cn(r) e cn(s) rappresentano cifre binarie, allora invece che
cn(r) + cn(s) < 9 avremo cn(r) + cn(s) < 1, ossia cn(r) = cn(s) = 0, e questa
regola diventa:
alla prima cifra n alla quale cn(r+s) 6= cn(r)+cn(s), deve accadere cn(r+s) =
1 e cn(r) = cn(s) = 0.

Se r + s ⩾ 1, allora A(r + s) = X e (3.4) è banalmente verificata. Se
invece r + s < 1, riscriviamo le cifre binarie come an = cn(r), bn = cn(s),
dn = cn(r+s). Se an+bn = dn per ogni n, allora, in base a (3.3), A(r)+A(s) =
A(r+s). Altrimenti, sia k il primo intero per cui ak+bk 6= dk, e sia m la cifra
più grande non nulla di A(r) e A(s)v (la più grande fra le due). Abbiamo
visto che allora ak = 0 = bk e dk = 1. Quindi (3.3) diventa

A(r) ⊂
k−1∑
j=1

ajVj +
∞∑

j=k+1

cj(r)Vj ⊂
k−1∑
j=1

ajVj +
m∑

j=k+1

Vj ,

e lo stesso vale per A(s), mentre

A(r + s) ⊃
k−1∑
j=1

(dj)Vj + Vk

perché dk = 1. Ma (3.2) ed un ovvio argomento per induzione su m mostrano
che

m∑
j=k+2

Vj =
m−1∑
j=k+2

Vj + Vm ⊂
m−1∑
j=k+2

Vj + Vm−1 =
m−2∑
j=k+2

Vj + Vm−1 + Vm−1

⊂
m−2∑
j=k+2

Vj + Vm−1 ⊂
m−3∑
j=k+2

Vj + Vm−2 + Vm−2 ⊂ . . . Vk+1,

e quindi si ha
∑∞

j=k+2 Vj ⊂ Vk+1 e

A(r) ⊂
k−1∑
j=1

ajVj + Vk+1 + Vk+1
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ed analogamente per A(s). Ma allora

k−1∑
j=1

(aj + bj)Vj + Vk+1 + Vk+1 ⊂
k−1∑
j=1

djVj + Vk ⊂ A(r + s).

Questo prova (3.4).
Ora, sia r < s ed osserviamo che tutti gli A(t) contengono 0, da cui A(r) ⊂
A(r) + A(s − r): segue da (3.4) che A(r) ⊂ A(r) + A(s − r) ⊂ A(s), e la
dimostrazione è conclusa. tu

∗Teorema 3.2.5. Uno spazio vettoriale topologico V con base locale nume-
rabile per la sua topologia è metrizzabile, nel senso che esiste una metrica
d su V che induce la stessa topologia ed è invariante per traslazione (ossia
d(u + w, v + w) = d(u, v) per ogni u, v, w ∈ V ), e le sfere intorno all’origi-
ne sono bilanciate, nel senso della Definizione 3.1.7. Viceversa, ogni spazio
vettoriale topologico metrizzabile ha basi locali numerabili.

Dimostrazione. Dai Lemmi 3.1.8 e 3.2.3 sappiamo che esiste una base locale
all’origine di intorni bilanciati {Vn} tali che vale l’inclusione (3.2), e che, se
X è localmente convesso, allora gli intorni di base {Vn} si possono scegliere
convessi.
Usaimo la notazione del precedente Lemma 3.2.4. Come nella dimostrazione
del lemma di Urysohn (Teorema 1.10.13), ed in particolare della definizione
(1.25) nella sua dimostrazione, poniamo

f(x) := inf{r ∈ D : x ∈ A(r)} , (3.5)

e definiamo una distanza d(x, y) := f(x − y). È ovvio che questa d è in-
variante per traslazione. Mostriamo che d è una distanza, ossia che verifica
le tre proprietà delle metriche (Definizione 1.2.3). Cominciamo con la pro-
prietà (iii), la disuguaglianza triangolare. In base a (3.5), essa equivale alla
disuguaglianza

f(x+ y) ⩽ f(x) + f(y) (3.6)
per ogni x, y ∈ V . Poiché i valori di f sono minori o uguali a 1, questa
disuguaglianza è sempre vera se il membro di destra è maggiore o uguale a 1,
e quindi possiamo limitare l’attenzione a x e y tali che f(x)+f(y) < 1. Poiché
i razionale diadici sono densi in [0, 1] e l’operazione di somma è continua su
R, per ogni ε > 0 e x e y come sopra esistono r e s in D tali che f(x) < r,
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f(y) < s e r + s < f(x) + f(y) + ε. Le prime due di queste disuguaglianze
equivalgono a x ∈ A(r) e y ∈ A(s), rispettivamente. Allora, per il Lemma
3.2.4, abbiamo x+ y ∈ A(r + s), e quindi

f(x+ y) ⩽ r + s < f(x) + f(y) + ε .

Poiché ε è arbitrario, questo implica (3.6). È chiaro che f(0) = 0, e quindi
d(x, x) = 0 per ogni x. Infine, mostriamo che d(x, y) ⩾ 0 (proprietà (i))
della Definizione 1.2.3), e d(x, y) = 0 solo se x = y (proprietà (ii)) della
stessa Definizione). Poiché gli insiemi A(r) sono bilanciati, abbiamo che
f(x) = f(−x) per ogni x. Poiché i Vn formano una base locale all’origine,
per ogni x 6= 0 esiste n tale che x /∈ Vn. Ma dalla definizione degli A(r) nella
identità (3.3) vediamo che Vn = A(2−n), e quindi f(x) > 2−n > 0 grazie
a (3.5). Questo completa la dimostrazione del fatto che d è una metrica.
Mostriamo infine che essa induce la stessa topologia di V , ossia che ogni palla
centrata all’origine in questa metrica è contenuta in qualcuno degli intorni
della base locale {Vn} e viceversa. Abbiamo appena visto che gli intorni della
base locale {Vn} sono le palle A(2−n) in questa metrica. Inoltre la famiglia
A(r) è ordinata per inclusione (A(r) cresce al crescere di r, Lemma 3.2.4),
e per ogni altra palla Bρ centrata nell’origine abbiamo Bρ := {x : f(x) <
ρ} = ∪r<ρA(r) (perché f(x) < ρ significa che c’è qualche A(r) con R < ρ
che contiene x). Pertanto, se ρ < 2−n, si ha Bρ ⊂ Vn.

Viceversa, è ovvio che, se V è metrizzabile, le palle aperte intorno al-
l’origine di raggio, diciamo, 1/n, formano una base locale numerabile per la
sua topologia. Infatti, per l’invarianza per traslazione della topologia, pos-
siamo restringere l’attenzione ad aperti U che contengono 0. Per definizione
di aperto, U deve contenere una palla con centro 0 e raggio r > 0, e quindi
anche una palla di raggio 1/n se n è abbastanza grande. tu

Nota 3.2.6. Si noti che nell’ultima parte della precedente dimostrazione ab-
biamo implicitamente usato il fatto che in una metrica le palle che contengono
all’origine sono automaticamente insiemi bilanciati: in uno spazio vettoriale
non metrizzabile un argomento simile non vale per i dilatati di un qualsiasi
intorno U di 0, e per questo tipo di asserzioni occorre richiedere che U sia
limitato, come abbiamo fatto nella Proposizione 3.2.1. tu

Il seguente risultato segue immediatamente dal precedente Teorema 3.2.5
e dalla Proposizione 3.2.1. Vedremo che il viceversa non è vero (Corollario
3.22.2).
Corollario 3.2.7. Ogni spazio vettoriale localmente limitato è metrizzabile.
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3.2.3 Spazi normabili
Definizione 3.2.8. (Seminorma.) Una funzione a valori reali su uno
spazio vettoriale V si dice una seminorma se

(i) p è subadditiva, ossia verifica la disuguaglianza triangolare p(u+ v) ⩽
p(u) + p(v) per ogni u, v;

(ii) p è omogenea, nel senso che p(λv) = |λ|p(v);

(iii) p(v) ⩾ 0 per ogni v ∈ V .

La nozione di seminorma sarà pesantemente utilizzata in relazione alla
classe di Schwartz ed allo spazio delle distribuzioni (Capitoli 9 e 11), e per
questo motivo verrà ivi ridefinita (Definizione 9.1.1).
Una seminorma, quindi, differisce da una norma solo perché non è in generale
vero che p(v) = 0 solo se il vettore v è nullo (proprietà (i) della Definizione
1.2.8).

Definizione 3.2.9. Sia C un convesso in uno spazio vettoriale topologico V
che contiene l’origine come punto interno. La funzione di supporto p = pC :
V → R+ ∪ {0} è

p(v) = inf{λ > 0 : v/λ ∈ C} . (3.7)

(Questa funzione viene chiamata funzionale di Minkowski in [25].)

∗Lemma 3.2.10. In uno spazio vettoriale topologico V , la funzione di sup-
porto P di un convesso C che contiene l’origine come punto interno soddisfa
le proprietà seguenti:

(i) p(λv) = λp(v) per ogni λ ⩾ 0 e v ∈ V ;

(ii) {v : p(v) < 1} ⊂ C ⊂ {v : p(v) ⩽ 1} ;

(iii) p(u+ v) ⩽ p(u) + p(v) .

In particolare, p è una seminorma, secondo la Definizione 3.2.8. In generale
p(v) = 0 non implica v = 0); ma se C è un insieme limitato, allora p è una
norma.
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Dimostrazione. Le prime due proprietà sono conseguenza immediata della
definizione, la terza vale perché, se u/λ e v/µ sono in C, allora una loro
combinazione convessa è

u+ v

λ+ µ
=

λ

λ+ µ

u

λ
+

µ

λ+ µ

v

µ

che quindi è anch’essa in C poiché C è convesso. Questo significa che p(u+
v) ⩽ λ+µ, da cui, prendendo gli estremi inferiori rispetto a λ e µ, otteniamo
p(u+ v) ⩽ p(u) + p(v).

Ora aggiungiamo l’ipotesi che C sia limitato. In base alla Proposizione
3.2.1, gli aperti rC con r > 0 formano una base locale a 0 della topologia di
V , la quale è di Hausdorff, quindi T1 (Proposizione 1.10.10). In particolare,
per ogni v 6= 0 esiste un aperto di base rC che non contiene v. In base alla
definizione (3.7) che definisce p, questo equivale a dire che p(v) > r, e quindi
in particolare p(v) > 0. tu

∗Teorema 3.2.11. Uno spazio vettoriale topologico è normabile (ossia la
sua topologia è indotta da una norma) se e solo se è localmente convesso e
localmente limitato (terminologia come nella Definizione 3.1.1).

Dimostrazione. Se V ammette una norma compatibile con la topologia, allora
la palla unitaria B con centro l’origine è convessa, grazie alla disuguaglianza
triangolare della norma (esercizio), ed è limitata, perché una base locale
all’origine è data dagli aperti Br = rB con r > 0, e λBr ⊃ B per ogni
|λ| > 1/r.
Viceversa, sia U un intorno convesso limitato di 0 in V . Per il Lemma 3.1.8
U contiene un intorno convesso bilanciato J di 0, anch’esso limitato (perché
sottoinsieme di un insieme limitato). Per v ∈ V l’ultima asserzione del
Lemma 3.2.10 fornisce una norma

‖v‖ = p(v) ,

dove p(v) := inf{t : v/t ∈ J} è la funzione di supporto di J della Definizione
3.2.9.
Osserviamo che la definizione di p ed il fatto che J è aperto implicano che
la palla {‖v‖ < r} coincida con rJ : basta dimostrarlo per r = 1, nel qual
caso si ha ‖v‖ = p(v) < 1 se e solo se inf{t : v/t ∈ J} < 1. Poiché la mappa
t 7→ v/t è continua da R a V , se v ∈ J il numero 1 appartiene all’aperto
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{t : v/t ∈ J} e quindi questo estremo inferiore è inferiore a 1. Questo prova
che J ⊂= {p(v) < 1} = {‖v‖ < 1}; il viceversa è ovvio perché J è bilanciato.
In base alla dimostrazione dell’ultima parte della Proposizione 3.2.1, per
r > 0 le palle rJ (ossia, come appena visto, le palle di norma r) formano una
base locale a 0 per la topologia, e pertanto la topologia di V è quella indotta
dalla norma. tu

3.2.4 ∗∗Appendice: seminorme, topologie localmente
convesse e funzioni di supporto

In questa Appendice mostriamo che ogni spazio vettoriale topologico local-
mente convesso ammette una famiglia separatrice di seminorme continue, e
viceversa, in uno spazio vettoriale in cui tale famiglia esiste, queste seminorme
inducono una topologia che le rende continue.

Teorema 3.2.12. Sia {Oα} una base locale all’origine di aperti convessi
bilanciati in uno spazio vettoriale topologico V localmente convesso (essa
esiste in base al Corollario 3.1.15). Sia pα la funzione di supporto associata a
Oα nel senso della Definizione 3.2.9. Allora {pα} è una famiglia separatrice
di seminorme continue su V , e, per ogni α, Oα è la palla unitaria della
seminorma pα, ossia Oα = {v ∈ V : pα(v) < 1}.

Dimostrazione. Sappiamo dal lemma 3.2.10 che pα è una seminorma per ogni
α. Poiché Oα è aperto, per ogni v ∈ Oα esiste t < 1 tale che v/t ∈ Oα, e
quindi pα(v) < 1; d’altro lato, se v /∈ Oα allora v/t /∈ Oα, allora x/t /∈ Oα

per nessun t < 1, perché Oα è bilanciato. Quindi Oα = {v ∈ V : pα(v) < 1}.
Pertanto, se v − u ∈ rOα per qualche r > 0, segue dalla disuguaglianza
triangolare delle seminorme che |pα(v)− pα(u)| ⩽ pα(v− u) < r, e quindi pα
è continua. Infine, se 0 6= w ∈ V , esiste un apero di base Oα tale che w /∈ Oα,
e quindi pα(w) ⩾ 1: quindi la famiglia {pα} separa i punti di V . tu

Teorema 3.2.13. Sia {pα} una famiglia separatrice di seminorme su uno
spazio vettoriale V , {cn} una successione positiva decrescente con limite 0 e
O(α, n) = {v : pα(v) < cn} (n ∈ N). La famiglia B di tutte le intersezioni
finite degli insiemi O(α, n) forma una base locale a 0 bilanciata e convessa
di una topologia localmente convessa su V tale che ciascuna pα è continua.
Inoltre, in questa topologia, gli insiemi limitati sono tutti e soli quelli su cui
ciascuna pα è limitata.
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Dimostrazione. L’unione di traslati di insiemi di B forma una topologia in-
variante per traslazione, di cui B è una base locale a 0 convessa e bilanciata:
quindi questa topologia è localmente convessa. Per mostrare che V risulta
essere uno spazio vettoriale topologico, in base alla Definizione 3.1.1 dobbia-
mo mostrare che ogni suo punto forma un insieme chiuso e che le operazioni
di somma e di moltiplicazione per scalari sono continue. Che i punti siano
chiusi segue dal fatto che le famiglia di seminorme è separatrice. Infatti,
grazie all’invarianza per traslazione della topologia, basta mostrare che {0}
è un insieme chiuso. Poiché le seminorme separano i punti, per ogni v 6= 0
essiste un indice α tale che pα(v) > 0. Sia allora n tale che cn < pα(v):
allora v /∈ O(α, n), e quindi v non appartiene alla chiusura dell’insieme {0}.
Pertanto {0} è chiuso.

Mostriamo che l’operazione di somma è continua. Ogni intorno U di 0
contiene un aperto di base ∩kj=1O(αj, nj). Sia n′

j tale che cn′
j
< cnj

/2, e
quindi O(αj, n′

j) ⊂ O(αj, nj): pertanto W := ∩kj=1O(αj, n
′
j) ⊂ U . Grazie

alla subadditività delle seminorme, se v1, v2 ∈ O(α, n′
j) (ossia pα(vi) < cn′

j
<

cnj
/2 per i = 1, 2), allora pα(v1 + v2) < 2cnj

e quindi v1 + v2 ∈ O(α, nj).
Pertanto W +W ⊂ U , e quindi la somma è una funzione continua da V × V
a V . una verifica analoga, basata questa volta sul fatto che W è un insieme
bilanciato, mostra che la moltiplicazione per scalari è continua (esercizio: in
caso di incertezza, si veda lo svolgimento, ad esempio, nella dimostrazione di
[25, Theorem 1.37]. Quindi V è uno spazio vettoriale topologico. Poiché la
base locale a 0 della topologia contiene le palle O(α, n) = {v : pα(v) < cn},
le seminorme pα sono automaticamente continue a 0 in questa topologia.
Ma per la disuguaglianza triangolare, per ogni u, v ∈ V ogni seminorma pα
verifica |pα(u) − pα(u)| ⩽ pα(u − v), e quindi, se è continua a 0, allora è
continua anche ad ogni altro punto v ∈ V .

Infine, sia E ⊂ V un insieme limitato. Poiché O(α, 1) è un intorno aperto
di 0, esiste k ∈ N tale che E ⊂ k O(α, 1): ma questo vuol dire che pα(v) < k
per ogni v ∈ E, ossia che pα è limitata su E.
Viceversa, sia U un intorno di 0. Sappiamo che U contiene un aperto di base
locale: U ⊃ ∩kj=1O(αj, nj). Se pα è limitata su E per ogni α, esistono costanti
A1 , . . . , Ak tali che pαj

(v) < Aj per ogni v ∈ E e per j = 1, . . . , k. Allora,
E ⊂ {v : pαj

(v) < Aj, j = 1, . . . , k}. Ma per l’omogeneità delle seminorme,
{v : pαj

(v) < Aj} = (Aj/cnj
){v : pαj

(v) < cj} = (Aj/cnj
)O(αj , nj) ⊂ U .

Quindi, se r > Aj/cnj
per j = 1, . . . , k, si ha E ⊂ r U , e quindi E è limitato

(Definizione 3.1.1). tu
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3.3 Operatori lineari e funzionali lineari con-
tinui

3.3.1 Operatori lineari continui
Definizione 3.3.1. (Operatori lineari limitati su spazi vettoriali to-
pologici.) Siano V eW spazi vettoriali topologici e T : V → W un operatore
lineare. Si dice che T è un operatore limitato se manda insiemi limitati in
insiemi limitati (definiti nella Definizione 3.1.1).

Nota 3.3.2. Si noti che, come banale conseguenza della linearità e della De-
finizione 3.1.7, ogni operatore lineare manda insiemi bilanciati in insiemi
bilanciati. tu

Nota 3.3.3. Mostriamo che, dall’invarianza per traslazione della topologia
(Definizione 3.1.1), segue immediatamente che un operatore lineare su uno
spazio vettoriale topologico è continuo se e solo se è continuo all’origine. Vale
una proprietà ancora più forte:per ogni intorno U of 0W c’è un intorno O di
0V tale che, se x− y ∈ O, allora Tx− Ty ∈ U : ossia, T is uniformememnte
continuo. tu

Dimostrazione. Indichiamo con 0V e 0W le origini degli spazi V e W . Per
ogni intorno U of 0W , dal momento che T è continuo a 0V , c’è un intorno O
of 0V tale che T (O) ⊂ U . Prendiamo x, y tali che x ∈ y+O, ossia x−y ∈ O:
per linearità, Tx − Ty ∈ U , ovvero T (y + O) ⊂ Ty + U . Per l’invarianza
della topologia, questo significa che ogni intorno di Ty contiene l’immagine
di un intorno di y, perciò T è continuo ovunque. tu

Proposizione 3.3.4. Siano V e W spazi vettoriali topologici localmente li-
mitati. Ogni operatore lineare continuo T : V → W è limitato. Viceversa,
se lo spazio vettoriale topologico V è metrizzabilo, o equivalentemente, se la
sua topologia ha una base locale numerabile (Definizione 1.10.1 e Teorema
3.2.5) e l’operatore lineare T è limitato, allora T è continuo. In particolare,
questo vale se V è localmente limitato (Corollario 3.2.7).

Dimostrazione. Sia T : V → W un operatore lineare continuo, B ⊂ V un
insieme limitato e U ⊂ W un intorno aperto dell’origine. Poiché T (0) = 0
per linearità, la continuità assicura l’esistenza di un intorno O dell’origine in
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V tale che T (O) ⊂ U . D’altra parte, dire che B è un insieme limitato signifi-
ca che B ⊂ λO per tutti i λ > 0 sufficientemente grandi (Definizione 3.1.1).
Pertanto, per tali λ abbiamo T (B) ⊂ T (λO) = λT (O) ⊂ λU , e quindi T (B)
è un insieme limitato. Questo prova che T è un operatore limitato.
Viceversa, supponiamo che T sia un operatore limitato. Lo spazio V è local-
mente limitato e quindi la topologia di V ha una base locale numerabile, in
base alla Proposizione 3.2.1. Vogliamo dimostrare che T è continuo. origini
degli spazi V e W . Grazie alla Nota 3.3.3, basta dimostrare che T è continuo
all’origine 0V , ossia che, per ogni intorno aperto U di 0W in W , T−1(U) con-
tiene un intorno aperto O di 0V in V , od in altre parole che per ogni intorno
aperto U di 0W esiste un aperto O 3 0V in V tale che T (O) ⊂ U . Supponia-
mo per assurdo che questo sia falso: allora, data una base locale numerabile
On di intorni di 0V della topologia di V , per ogni n esiste vn ∈ On tale che
T (vn) /∈ U . Quindi vn → 0V ma T (vn) 9 0W = T (0V ). Pertanto T non
è continuo per successioni all’origine, e quindi non è continuo, in base alla
Proposizione 1.10.5, che qui si può applicare grazie al Lemma 3.1.11.
tu

Però:

Proposizione 3.3.5. Se un operatore lineare su un qualsiasi spazio vettoriale
topologico è limitato su un intorno dell’origine (ossia, l’immagine di questo
intorno è un insieme limitato), allora è continuo.

Dimostrazione. Supponiamo che l’operatore lineare T sia limitato su u intor-
no U di 0. Allora esiste C > 0 tale che |T (v)| < C per ogni v ∈ U . Quindi,
per ogni r > 0, |T (u)| < r se v appartiene ad un opportuno dilatato di U ,
e precisamente r

C
U . Ciò significa che T è continuo all’origine.Allora, per la

Nota 3.3.3, è continuo ovunque. tu

Nota 3.3.6. It does not follow from the previous Proposition that bounded
operators in any topological vectro space are continuous, because a neigbo-
rhood of the origin in general is not a bounded set: indeed, it is bounded
only if the space is locally bounded (Corollary 3.2.2). tu

Definizione 3.3.7. (Norma di un operatore lineare su uno spazio
normato.) Siano V eW spazi normati. Segue dalla Definizione 3.3.1 che T :
V → W è un operatore lineare limitato se e solo se l’immagine sotto T di palle
centrate nell’origine è contenuta in palle centrate nell’origine. Denotando
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con B(V,W ) lo spazio vettoriale degli operatori limitati, per ogni operatore
T ∈ B(V,W ), definiamo la norma ‖T‖ come l’estremo inferiore delle costanti
C > 0 tali che, per ogni v ∈ V , si abbia ‖Tv‖ ⩽ C‖v‖. È elementare
osservare che questo estremo inferiore coincide con quello che si avrebbe se la
disuguaglianza fosse stretta (esercizio): in molti libri la definizione di norma
di un operatore lineare è data a partire dalla disuguaglianza stretta.
È chiaro che gli operatori lineari limitati su spazi normati sono precisamente
quelli di norma finita.

Esercizio 3.3.8. La norma di un operatore, introdotta nella precedente Defi-
nizione 3.3.7, soddisfa la definizione di norma sullo spazio vettoriale B(V,W )
(ossia è non negativa, nulla solo per l’operatore nullo e verifica la disugua-
glianza triangolare).

Svolgimento. La disuguaglianza triangolare per ‖T‖B(V,W ) segue da ‖(T1 +
T2)v‖V ⩽ ‖T1‖V + ‖T2)v‖V , da cui:

‖(T1 + T2)v‖B(V,W ) ⩽ sup
∥v∥V =1

(‖T1v‖V + ‖T2v‖V )

⩽ sup
∥v∥V =1

‖T1v‖V + sup
∥v∥V =1

‖T2v‖V = ‖(T1‖B(V,W ) + ‖T2)v‖B(V,W ) .

tu

Nota 3.3.9. Osserviamo che la norma di un operatore lineare ha il seguente
significato geometrico: è il raggio della più piccola sfera (nella norma di
W ) che contiene l’immagine sotto T della sfera unitaria nella norma di V .
In altre parole, è il rapporto fra il raggio della sfera SW ⊂ W circoscritta
all’immagine di una sfera SV ⊂ V ed il raggio di SV . tu

Corollario 3.3.10. Dati due operatori lineari A : V → W e B : U → V ,
indichiamo con AB : U → W l’operatore composto A ◦B. Allora

‖AB‖ ⩽ ‖A‖‖B‖ .

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla associatività, grazie alla quale
per ogni vettore u ∈ U si ha

‖(AB)u‖W = ‖A(Bu)‖W ⩽ ‖A‖‖Bu‖V ⩽ ‖A‖‖B‖‖u‖U

da cui l’enunciato. tu
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Proposizione 3.3.11. Se V è uno spazio normato e W è uno spazio di
Banach (ossia completo), allora lo spazio B(V,W ), con la norma operatoriale
introdotta nella Definizione 3.3.7, è uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Sia {Tn} una successione di Cauchy in B(V,W ) : per ogni
ε > 0 esiste N tale che ‖Tn − Tm‖ < ε se n, m > N . Ma allora, per ogni
v ∈ V , anche {Tnv} è una successione di Cauchy in W , dal momento che

‖Tnv − Tmv‖W ⩽ ‖Tn − Tm‖B(V,W ) ‖v‖V . (3.8)

Allora, poiché W è uno spazio di Banach, per ogni v ∈ V , esiste il limite
limn Tnv, che indichiamo con Tv. È evidente che l’operatore v 7→ Tv è
lineare.
Inoltre, sappiamo che ‖Tn − Tm‖ < ε se n, m > N : quindi, in base alla
disuguaglianza (3.8), ‖Tnv−Tmv‖ < ε ‖v‖, e, passando al limite (nella norma
di W ) per n → ∞, ne deduciamo che ‖Tv − Tmv‖ ⩽ ε ‖v‖ se m > N .
Allora fissiamo un m > N e, dalla Definizione 3.3.7 di norma di T , abbiamo
‖Tv‖ ⩽ (‖Tm‖ + ε) ‖v‖. Quindi T è un operatore limitato e ‖T − Tm‖ ⩽ ε
per m > N . Questo equivale al fatto che Tm → T nella norma di B(V,W ).

tu

Proposizione 3.3.12. Se V ha dimensione finita, W = V e T è diagona-
lizzabile, allora

‖T‖ = max {|λ| : λ autovalore di T} .

Dimostrazione. Supponiamo che T sia diagonale (nella base canonica): cioè
che gli autovettori siano e1, . . . en), e che gli autovalori siano ordinati in modo
che |λ1| ⩾ |λ2| ⩾ · · · ⩾ |λn|. Allora

Tv = T
( n∑
i=1

viei
)
=

n∑
i=1

λiviei,

e quindi

‖Tv‖2 =
n∑
i=1

|λi|2|vi|2 ⩽ |λ1|2
n∑
i=1

|vi|2 = |λ1|2‖v‖2.

Perciò ‖T‖ ⩽ |λ1|. D’altra parte, Te1 = λ1e1, e quindi ‖T‖ ⩾ |λ1|. Ne segue
che

‖T‖ = |λ1| = max {|λ| : λ autovalore di T} .
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Questo prova la prima parte dell’enunciato.
Se invece T è diagonalizzabile, cioè se esiste una base di v1, . . . , vn di V

tale che T manda ogni vettore vi in un suo multiplo λivi, allora l’operatore
C di cambiamento di base che manda la base canonica nella base dei vi
diagonalizza T , nel senso che C −1TC è diagonale, e

‖T‖ ⩽ ‖C‖‖C −1‖max {|λ| : λ autovalore di T} .

Ma poiché gli autovettori sono definiti solo a meno di multipli, possiamo
rinormalizzarli, e quindi avere ‖C‖‖C −1‖ = 1. Quindi l’enunciato segue dal
caso diagonale e dal Corollario 3.3.10. tu

Esercizio 3.3.13. Se un operatore T non è diagonalizzabile, la sua norma in
generale è maggiore del modulo del massimo autovalore. Ad esempio, su R2

si consideri, per ogni x ∈ R, l’operatore Tx espresso nella base canonica dalla
matrice (

1 x
0 1

)
Se x 6= 0, l’operatore Tx è espresso in forma canonica di Jordan e non è
diagonalizzabile: ha l’unico autovalore 1 con molteplicità 2, e quindi se fosse
diagonalizzabile sarebbe l’operatore identità. Si provi che la sua norma è
maggiore di 1 e diverge al divergere di |x|.

Suggerimento: è facile calcolare direttamente la norma, ma lo è ancora di
più utilizzare la Nota 3.3.9. tu

3.3.2 Funzionali lineari continui
Definizione 3.3.14. Un funzionale lineare F su uno spazio vettoriale topo-
logico V (sul campo complesso) è un operatore lineare F : V → C.
Se V è uno spazio normato e F è continuo si definisce la sua norma in base
alla Definizione 3.3.7:

‖F‖ = inf {C > 0 : |Fv| ⩽ C‖v‖ ∀v ∈ V } . (3.9)

Lo spazio dei funzionali continui su uno spazio vettoriale topologico V si
chiama lo spazio duale di V , e si indica con V ′. Sappiamo dall’Esercizio 3.3.8
che il duale di uno spazio normato è uno spazio normato e dalla Proposizione
3.3.11 che il duale di uno spazio di Banach è uno spazio di Banach.
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Siccome i funzionali lineari sono casi particolari di operatori lineari, sap-
piamo dalla Proposizione 3.3.4 che un funzionale lineare limitato è continuo,
e su uno spazio localmente metrizzabile è continuo se e solo se è limitato.
Inoltre:

Proposizione 3.3.15. Sia F un funzionale lineare su uno spazio vettoriale
topologico localmente limitato V . Allora F è continuo se e solo se il suo
nucleo KerF è chiuso in V .

Dimostrazione. Se F è continuo, allora KerF , essendo la controimmagine
dell’insieme chiuso {0} in C, è chiuso.
Viceversa, supponiamo KerF chiuso e mostriamo che F è un funzionale limi-
tato: questo e la Proposizione 3.3.4 implicano che F sia continuo. Possiamo
supporre che KerF non sia denso in V , perché altrimenti, essendo chiuso,
coinciderebbe con tutto V ed in tal caso F = 0 e l’enunciato vale automa-
ticamente. Allora il complemento di kerF ha interno non vuoto. Pertanto
esiste un vettore v /∈ KerF un cui intorno è disgiunto da kerF . Poiché, per
l’invarianza per traslazione, gli intorni di v sono i traslati di intorni dell’ori-
gine, questo significa che esiste un intorno U dell’origine, che per il Lemma
3.1.8 possiamo scegliere bilanciato, tale che

(v + U) ∩KerF = ∅ . (3.10)

Allora F (U) è bilanciato in C (Nota 3.3.2). Ma i sottoinsiemi bilanciati
illimitati di C sono evidentemente tutto C. Pertanto ci sono due possibilità:
o F (U) è un sottoinsieme limitato di C, ed in tal caso F è un funzionale
limitato, oppure F (U) = C. Ma nel secondo caso, deve esistere w ∈ U tale
che F (w) = −F (v): allora v + w appartiene a F (v + U) ed anche a KerF ,
il che contraddice (3.10). Quindi F è limitato su un intorno dell’origine, e
perciò continuo, in base alla Proposizione 3.3.5. tu

3.4 ∗Assioma della scelta, prodotti cartesia-
ni infiniti e principio di massimalità di
Hausdorff

Questa Sezione, pur essendo indispensabile per il successivo Teorema di
Hahn–Banach 3.5.3, presenta solo assiomi generali della matematica, i quali
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quasi certamente sarebbero considerati ovvi da un qualsiasi lettore inesperto
o non molto critico. Pertanto i lettori in tale condizione sono invitati ad
astenersene, e per questo il titolo della Sezione è contrassegnato con una
stelletta.
Un assioma fondamentale spesso assunto in molti campi della matematica è
l’assioma della scelta, che informalmente dice che, data una qualsiasi famiglia
di insiemi, si ottiene un nuovo insieme non vuoto scegliendone gli elementi
ad uno ad uno dagli insiemi della famiglia. In altre parole, esiste un nuovo
insieme non vuoto ciascuno dei cui elementi appartiene ad uno ed un solo
insieme della famiglia di partenza, e ciascun insieme della famiglia contribui-
sce un elemento. Che questo nuovo insieme sia costruibile con una procedura
iterativa è ovvio se la famiglia iniziale è finita o numerabile, ma non è ovvio
se la famiglia è più che numerabile (per questo occorre un assioma!). Più
formalmente:

Assioma 1. (Assioma della scelta.) Sia F una famiglia di insiemi non
vuoti. Esiste una funzione F definita su F che ad ogni insieme A ∈ F associa
un elemento F (A) ∈ A.

Grazie a questo assioma è possibile dare un senso al concetto di prodotto
cartesiano di una famiglia di insiemi più che numerabile:

Definizione 3.4.1. Sia {Aλ} una famiglia di insiemi indicizzata da un indice
λ ∈ Λ, dove l’insieme di indici Λ non è necessariamente finito o numerabile.
Allora il prodotto cartesiano

∏
λ∈ΛAλ è l’insieme i cui elementi sono tutti le

successioni generalizzate {aλ : λ ∈ Λ} (ovvero tutte le funzioni λ 7→ aλ) tali
che aλ ∈ Aλ per ogni indice λ. (Queste funzioni esistono grazie all’assioma
della scelta.)

Definizione 3.4.2. Una relazione ≺ su un insieme A si chiama antisimme-
trica se per ogni a, b ∈ A tali che a ≺ b e b ≺ a si ha a = b. La relazione si
chiama un ordinamento parziale se è antisimmetrica e transitiva: se a b e c
sono elementi di A tali che a ≺ b e b ≺ c, allora a ≺ c. Un tipico esempio
è la relazione di inclusione ⊂ definita sulla famiglia di tutti i sottoinsiemi di
un dato insieme. Se essa è anche esaustiva, nel senso che per ogni coppia a,
b ∈ A si ha a ≺ b oppure b ≺ a, allora la relazione si dice un ordinamento
totale (ad esempio la relazione di ordine su R).
Un elemento a ∈ A si dice massimale rispetto all’ordinamento parziale ≺ se
non esiste b ∈ A, b 6= a, tale che a ≺ b; in maniera simmetrica si definisce un
elemento minimale.
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L’assioma della scelta ha parecchie altre formulazioni equivalenti, una
delle quali, il principio di massimalità di Hausdorff, è importante nel resto
di questo Capitolo. Lo enunciamo qui di seguito: per una dimostrazione
dell’equivalenza con l’assioma della scelta si veda [15, pg. 31-36 e Appendice].
Per una deduzione più breve del principio di massimalità di Hausdorff a
partire dall’assioma della scelta si veda [23, Appendice].

Assioma 2. (Principio di massimalità di Hausdorff.) Dato un qual-
siasi insieme X munito di un ordinamento parziale ≺, ogni sottoinsieme
totalmente ordinato di X (rispetto all’ordinamento ≺) è contenuto in un
sottoinsieme totalmente ordinato S massimale (rispetto all’inclusione), ossia
tale che, se S ⊂ T ⊂ X e T è totalmente ordinato (rispetto a ≺), allora
S = T .

Nota 3.4.3. L’applicazione tipica è quella in cui X = P(A) è la famiglia di
tutti i sottoinsiemi di un insieme A, parzialmente ordinata per inclusione. I
sottoinsiemi totalmente ordinati sotto questo ordinamento parziale sono le
famiglie {Aα} di sottoinsiemi di A inscatolate, ossia consistenti di insiemi
inclusi uno nell’altro al crescere dell’indice. L’assiom asserisce che ogni sot-
tofamiglia di questo tipo è inclusa in una famiglia massimale, ossia tale che
non vi si possono aggiungere altri insiemi senza perdere l’ordinamento totale
per inclusione. tu

3.5 Il teorema di Hahn–Banach
Questa Sezione riguarda funzionali lineari definiti su spazi vettoriali ma non
necessariamente continui: anzi, gli spazi vettoriali in generali non sono spazi
normati, non sono neppure spazi vettoriali topologici, e quindi la nozione di
continuità non ha senso. Il problema è le estendibilità di un funzionale da
un sottospazio S di V a tutto V . A questo scopo, la nozione di continuità
rispetto ad una norma, ossia |F (v)| ⩽ C‖v‖, viene rimpiazzata con una
maggiorazione con una funzione a valori reali e subadditiva:

Definizione 3.5.1. (Funzioni reali subadditive e seminorme.) Sia V
uno spazio vettoriale. Una funzione p : V → R si dice

(i) subadditiva se p(v1 + v2) ⩽ p(v1) + p(v2) per ogni v1, v2 ∈ V ;

(ii) positivamente omogenea se per ogni v ∈ V e λ ⩾ 0 si ha p(λv) = λp(v)
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In generale non è vero che p(−v) = p(v). Quindi, quando una funzione F su
V è maggiorata da una funzione positivamente omogenea e subadditiva, la
maggiorazione è solo una maggiorazione per eccesso, ma F potrebbe essere
illimitata inferiormente. Però, se F è un funzionale lineare maggiorabile in
modulo con una funzione positivamente omogenea subadditiva, nel senso che
|F (v)| ⩽ p(v) per ogni v ∈ V , allora necessariamente p(v) ⩾ 0 per ogni v 6= 0,
e p(0) = 0 per la condizione (ii) di omogeneità. Anche in questo caso, però,
non è necessariamente vera l’identità p(−v) = p(v), anche se naturalmente
|F (−v)| = |F (v) per la linearità di F . In generale, tranne che nse |F (v)| ⩽
p(v)∀v, non è neppure vero che p ⩾ 0. Quindi le norme e le seminorme
sono funzioni subadditive, ma in generale le funzioni subadditive non sono
seminorme. Però, al fine di queste maggiorazioni, le funzioni subadditive più
simili alle norme sono le seminorme che abbiamo introdotto nella Definizione
3.2.8.

Cominciamo con il mostrare un risultato preliminare sulla estendibilità
di funzionali maggiorati da funzioni subadditive positivamente omogenee.
Si noti che, affinché un funzionale lineare sia maggiorato da una funzione
a valori reali, per prima cosa occorre che il funzionale stesso sia a valori
reali: a causa della linearità, ciò richiede che il campo di scalari su cui è
definito lo spazio vettoriale sia R e non C (naturalmente ogni spazio vettoriale
sui complessi si può reinterpretare come uno spazio vettoriale sui reali a
dimensione doppia, ma occorre reinterpretarlo in questo modo per poter dare
un senso ai prossimi enunciati). In seguito presenteremo una variante che si
applica a spazi vettoriali sul campo complesso.

Lemma 3.5.2. Sia S un sottospazio proprio di uno spazio vettoriale V sul
campo reale, e consideriamo il sottospazio T di V generato da S e da un
nuovo vettore y ∈ V \ S : chiaramente S ⊂ T è un sottospazio proprio (di
codimensione 1).
Sia p una funzione subadditiva positivamente omogenea definita su T e f un
funzionale lineare su S (naturalmente a valori reali) tale che f(s) ⩽ p(s)
per ogni s ∈ S. Allora f si estende ad un funzionale lineare F su T (ossia
F |S ≡ f) che verifica su T la stessa maggiorazione: F (t) ⩽ p(t) per ogni
t ∈ T .

Dimostrazione. Lo spazio vettoriale (reale) T generato da S e y consiste delle
combinazioni lineari s+ λy con s ∈ S e λ ∈ R. Ogni estensione lineare F di
f da S a T deve quindi verificare F (s+λy) = F (s)+λF (y) = f(s)+λF (y).
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Quindi dobbiamo solo scegliere α := F (y) in maniera compatibile con la
condizione F ⩽ p.
Usiamo la linearità di F e la subadditività di p per stabilire quali vincoli
sulla scelta di α questa condizione comporti: per ogni s1, s2 ∈ S si ha
s1 + s2 = s1 − y + y + s2, e quindi

f(s1) + f(s2) = f(s1 + s2) ⩽ p(s1 + s2) ⩽ (p(s1 − y) + p(s2 + y) .

Separando le variabili otteniamo −p(s1−y)+f(s1) ⩽ p(s2+y)−f(s2), ossia
la condizione

sup
s∈S

(−p(s− y) + f(s)) ⩽ inf
s∈S

(p(s+ y)− f(s)) .

Allora scegliamo α tra gli elementi separatori degli insiemi ai due membri,
ossia in modo che

sup
s∈S

(−p(s− y) + f(s)) ⩽ α ⩽ inf
s∈S

(p(s+ y)− f(s)) . (3.11)

Occorre solo verificare che questa scelta di α verifica la disuguaglianza F (s+
λy) ≡ f(s) + λα ⩽ p(s+ λy). A questo fine, per prima cosa osserviamo che,
fissato λ > 0 arbitrario, dalla seconda disuguaglianza in (3.11), applicata al
vettore s/λ invece di s, si ottiene, per ogni s ∈ S,

α ⩽ p
( s
λ
+ y
)
− f

( s
λ

)
, (3.12)

mentre dalla prima si ottiene

α ⩾ −p
( s
λ
− y
)
+ f

( s
λ

)
. (3.13)

Notiamo anche che, se si moltiplicano entrambi i membri di (3.12) per λ > 0
dalla omogeneità positiva di p si ottiene

λα ⩽ p(s+ λy)− f(s) . (3.14)

Invece, se si moltiplicano entrambi i membri di (3.13) per −λ < 0, si ottiene

−λα ⩽ p(s− λy)− f(s) . (3.15)

Allora, da (3.14), ora abbiamo, per λ > 0,

f(s) + λα ⩽ p(s+ λy) ,
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e da (3.15), per λ < 0

f(s)− λα ⩽ p(s− λy) .

Quindi, in entrambi i casi, abbiamo verificato la disuguaglianza richiesta.
tu

Per ottenere l’estendibilità del funzionale da S a tutto V , e non soltanto
ad un sottospazio che estende V di una (o di un numero finito) di dimensioni,
dobbiamo ormai invocare solo il principuio di massimalità di Hausdorff:

Teorema 3.5.3. (Teorema di Hahn–Banach per spazi vettoriali rea-
li.) Sia p un funzione subadditiva e positivamente omogenea su uno spazio
vettoriale reale V , nel senso della precedente Definizione 3.5.1, sia S un sot-
tospazio proprio di V e f un funzionale lineare su S che verifica f(s) ⩽ p(s)
per ogni s ∈ S. Allora esiste un funzionale lineare F definito su tutto V , che
estende f nel senso che F |S ≡ f , e che verifica la disuguaglianza F (v) ⩽ p(v)
per ogni v ∈ V .

Dimostrazione. Sia Ξ l’insieme di tutti i funzionali lineari f definiti ciascuno
su un qualche sottospazio Vf ⊂ V e che verificano f(v) ⩽ p(v) per ogni
v ∈ Vf . Diciamo che un funzionale lineare g estende un altro funzionale
lineare f se Vf ⊂ Vg e g|Vf ≡ f . L’estensione definisce un ordinamento
parziale ≺ su Ξ : per ogni f , g ∈ Ξ, f ≺ g se g estende f .
In base al principio di massimalità di Hausdorff (Assioma 2 della Sezione
3.4), esiste una famiglia massimale {gα} totalmente ordinata di funzionali in
Ξ che contiene f . Ora “cuciamo insieme” questi funzionali gα per costruire
un nuovo funzionale F che li estende tutti. Come dominio di F scegliamo
W := ∪αVα, e per v ∈ Vα poniamo F (v) = gα(v). Lo stesso vettore v può
appartenere a più di un sottospazio gα (poiché {gα} è una famiglia totalmente
ordinata, i domini Vα sono inscatolati), ma se v ∈ Vα ⊂ Vβ allora gβ estende
gα e quindi gβ(v) = gα(v) : questo prova che la definizione di F è ben posta,
ossia indipendente dalla scelta di α. Il dominio W := ∪αVα di F è un
sottospazio vettoriale di V perché i Vα sono inscatolati, o più precisamente
perché, se u, v ∈ W , allora u ∈ Vα e v ∈ Vβ per qualche α, β, ma per
l’ordinamento totale della famiglia dei gα deve essere gα ≺ gβ o viceversa,
ossia Vα ⊂ Vβ o viceversa. Quindi entrambi u e v appartengono al più grande
di questi due sottospazi, diciamo Vβ, ma allora anche lo loro combinazioni
lineari vi appartengono, e quindi stanno in W . Inoltre, per ogni λ, η ∈ R si
ha F (λu+ ηv) = gβ(λu+ ηv) = λgβ(u) + ηgβ(v) = λF (u) + βF (v), e quindi
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F è un funzionale lineare, e per costruzione esso estende tutti i gα, quindi in
particolare f . Questa estensione di f è massimale, perché, se F ≺ G, allora
G estende tutti i gα, però dal momento che la famiglia {gα} è massimale
questo significa che G è uno dei gα : ma allora G ≺ F e quindi G = F per la
proprietà antisimmetrica dell’ordinamento (Definizione 3.4.2).
Rimane solo da dimostrare che W = V . Supponiamo per assurdo che esista
v 6= 0, v ∈ V \W . Grazie al precedente Lemma 3.5.2 sappiamo che esiste una
estensione di F allo spazio generato da W e v che verifica ancora, su questo
spazio più grande, F ⩽ p : allora F può essere esteso da un altro funzionale
in Ξ e quindi non è massimale, una contraddizione. tu

Esempio 3.5.4. (Limite di Banach.) Sullo spazio `∞(N) delle succes-
sioni reali limitate {xn : n ∈ N}, consideriamo la funzione p+({xn}) :=
lim supn→∞ xn. Allora p+({αxn}) = α p+({xn}) per ogni scalare α ∈ R, e
p+({xn + yn}) ⩽ p+({xn}) + p+({yn}). Quindi p+ è una funzione omoge-
nea subadditiva. Analogamente, la funzione p−({xn}) := lim infn→∞ xn è
omogenea, ma superadditiva: p−({xn + yn}) ⩾ p−({xn}) + p−({yn}). Ora
consideriamo il sottospazio vettoriale ` ⊂ `∞ delle successioni che hanno limi-
te finito. La funzione f({xn}) := limn xn è un funzionale lineare sullo spazio
`, e su questo sottospazio si ha f = p+ = p−. Quindi, grazie al Teorema
3.5.3, f si estende ad un funzionale lineare Lim su `∞ tale che Lim ⩽ p+.
D’altra parte, −Lim({xn}) Lim({−xn}) =⩽ lim sup{−xn} = − lim inf{xn},
quindi Lim ⩾ p− su `∞. Quindi lim inf ⩽ Lim ⩽ lim sup.
Sullo spazio delle successioni, sia λk l’operatore di traslazione di passo k,
definito da λk({xn}) = {xn−k}∞j=1. È chiaro che p+ e p− sono invarianti
per traslazione: lim supn xn−k = lim sup xn, ed analogamente per il mini-
mo limite. Allora anche la loro estensione Lim è invariante per traslazione,
perchè

0 = lim inf
n

({xn} − λk{xn}) = lim inf
n

(xn − xn−k)

⩽ Limn(xn − xn−k) ⩽ lim sup
n

(xn − xn−k) = 0

e quindi Lim xn = Lim xn−k, per ogni fissato k. Il funzionale Lim su `∞ si
chiama il limite di Banach. tu

Proviamo ora una variante del Teorema di Hahn–Banach 3.5.3 per spazi
vettoriali complessi:
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Teorema 3.5.5. (Teorema di Hahn–Banach per spazi vettoriali
complessi.) Su uno spazio vettoriale V sul campo complesso, sia p una se-
minorma (come visto nella Definizione 3.5.1, una seminorma è una funzione
reale subadditiva ed omogenea, nel senso che

p(αv) = |α|p(v) (3.16)

per ogni α ∈ C e v ∈ V ). Sia S un sottospazio proprio di V e f un funzionale
su S lineare complesso (ossia lineare rispetto alle combinazioni lineari a
coefficienti complessi) e che verifica |f(s)| ⩽ p(s) per ogni s ∈ S. Allora
esiste un funzionale lineare (complesso) F definito su tutto V , che estende
f nel senso che F |S ≡ f , e che verifica la disuguaglianza |F (v)| ⩽ p(v) per
ogni v ∈ V .

Dimostrazione. Lo spazio complesso V è anche uno spazio vettoriale reale,
ed ogni funzionale lineare complesso F è anche un funzionale lineare reale,
ma il viceversa non è sempre vero, perché se F è un funzionale lineare reale
allora F (λv) = λF (v) per scalari reali λ, ma non necessariamente per scalari
complessi. Quei funzionali F : V → C lineari in senso reale che sono lineari
su V anche nel senso complesso sono quelli per cui, per ogni v ∈ V , si ha
F (λv) = λF (v) anche quando λ ∈ C : questo equivale a richiedere che valga
l’identità F (iv) = iF (v) per ogni vettore v ∈ V .
Allora consideriamo il funzionale f lineare in senso complesso su S, che
pertanto soddisfa l’identità

f(is) = if(s) (3.17)

per ogni s ∈ S. Poniamo g = Re f e h = Im f . I funzionali g e h sono lineari
in senso reale e f = g + ih. Segue da (3.17) che g(is) + ih(is) = f(is) =
if(s) = i(g(s) + ih(s)) = ig(s) − h(s), da cui, separando le parti reale ed
immaginaria, si trova g(is) = −h(s). In altre parole, per ogni s ∈ S,

f(s) = g(s) + ih(s) = g(s)− ig(is) . (3.18)

D’altra parte, g(s) = Re f(s) ⩽ |f(s)| ⩽ p(s). Allora, in base alla versione
reale del Teorema di Hahn–Banach, esiste un funzionale lineare reale G su
tutto V che soddisfa G(v) ⩽ p(v) ed estende f . Allora poniamo F (v) =
G(v) − iG(iv). Sappiamo da (3.18) che F (s) = f(s) per ogni s ∈ S, ovvero
che F estende f . Inoltre F è lineare nel senso complesso, perché

F (iv) = G(iv)− iG(i2v) = G(iv) + iG(v) = i(G(v)− iG(iv)) = iF (v) .
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Resta da provare la maggiorazione |F | ⩽ p. Scriviamo F (v) nella forma
polare, F (v) = |F (v)|eit. Allora F (e−it v) = |F (v)| è un numero reale (non
negativo), e quindi F (e−it v) = G(e−it v). Dalla proprietà di omogeneità
(3.16) ora segue che |F (v)|F (eit v) = G(e−it v) ⩽ p(e−it v) = p(v). tu

Una parte della dimostrazione precedente merita di essere menzionata
separatamente per la seguente proprietà interessante:

Corollario 3.5.6. Un funzionale lineare complesso su uno spazio vettoriale
complesso è univocamente determinato dal funzionale reale dato dalla sua
parte reale (e anche dal funzionale lineare reale dato dalla sua parte im-
maginaria). In particolare, sia W lo spazio vettoriale complesso dato dalla
complessificazione di uno spazio vettoriale reale V , nel senso che i vettori in
W sono del tipo u+iv con u, v ∈ V , con l’operazione ovvia di moltiplicazione
per scalari complessi (ad esempio la moltiplicazione per i manda u ∈ V in
iu ∈ W ) e di addizione: (u1+ iv1)+(u2+ iv2) = (u1+u2)+ i(v1+v2). Allora
il duale (complesso) di W è la complessificazione del duale (reale) di V , nel
senso che, per ogni f ∈ W ′,

f(u+ iv) = Re f(u)− Im f(v) + i(Re f(v) + Im f(u)) .

Dimostrazione. Scriviamo f = Re f + i Im f . Allora segue da (3.17) che
Im f(iv) = iRe f(v), per ogni v. Quindi, una volta data la parte reale di
f , la sua parte immaginaria è univocamente determinata. Il viceversa segue
allo stesso modo dalla relazione Re f(iv) = Re(if(v)) = − Im f(v).
Per l’ultima asserzione, sia f un funzionale complesso su W . Allora

f(u+ iv) = Re f(u+ iv) + i Im f(u+ iv)

= Re f(u) + Re(if(v)) + i Im f(u) + i Im(if(v))

= Re f(u)− Im f(v) + i Im f(u) + iRe f(v) .

tu

Nota 3.5.7. Nella loro piena generalità i teoremi di Hahn–Banach consen-
tono di estendere funzionali lineari reali maggiorati da funzioni subadditive
(Teorema 3.5.3) o funzionali complessi maggiorati in modulo da seminorme
(Teorema 3.5.5). Un caso particolare è quello di funzionali lineari su uno
spazio normato maggiorati in modulo dalla norma, ossia continui (Definizio-
ne 3.3.14). In tal caso il teorema di Hahn–Banach 3.5.5 permette costruire
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un numero arbitrario di estensioni di un funzionale continuo f su un sot-
tospazio S chiuso in V (nella norma di V ) ad un funzionale continuo (con
la stessa norma ‖f‖) sull’intero spazio V . Ad esempio, in base al Lemma
3.5.2, sappiamo che se S ha codimensione finita d in V , è immediato vedere
(esercizio per il lettore) che le estensioni di f sono in corrispondenza biu-
nivoca con lo spazio quoziente V/S, e quindi sono uno spazio vettoriale di
dimensione d. Naturalmente, se il sottospazio vettoriale S, invece di essere
chiuso in V , è denso, allora esiste un’unica estensione continua di f , ovvero
f(v) = lims→v f(s). Un esempio tipico è se S è denso ma è chiuso in una
norma più grande di quella di V e non equivalente, come per esempio nel
caso di S + Lp[0, 1] e V = Lr[0, 1] con r > p: si rammentino i teoremi di
inclusione e di densità per gli spazi Lp).

tu

Ecco due esempi di interesse geometrico.

Proposizione 3.5.8. Sia V uno spazio normato. Per ogni v 6= 0 ∈ V , esiste
un funzionale lineare continuo f su V , di norma 1, tale che f(v) = ‖v‖.
Inoltre, se U ⊂ V è un sottospazio chiuso proprio e v /∈ U , allora esiste
funzionale lineare continuo f su V , di norma 1, tale che f(v) = 1 e f(u) = 0
per ogni u ∈ U . (Naturalmente vale anche il viceversa: U è denso in V se
e solo se il funzionale zero su U ha un’unica estensione ad un funzuionale
continuo su V ).

Dimostrazione. Sia S lo spazio unidimensionale generato da v, e poniamo
f(λv) = λ‖v‖ per ogni scalare λ. Allora f è un funzionale di norma 1 su
S, e come notato nella Nota 3.5.7 esso si estende ad un funzionale di norma
1 su tutto V . Per la seconda asserzione dell’enunciato, si usa di nuovo la
Nota 3.5.7: il funzionale nullo su U si estende ad un funzionale continuo
sullo spazio vettoriale W generato da U e v che vale 1 su v, il quale esiste in
base al Teorema di Hahn–Banach 3.5.5, e poi si estende questa funzionale a
tutto V , ancora grazie allo stesso Teorema di Hahn–Banach. tu

Nota 3.5.9. La seconda asserzione della precedente Proposizione 3.5.8 vale
molto più in generale per sottospazi di spazi topologici localmente convessi,
come vedremo nel Corollario 3.6.2 (che ha anche una dimostrazione più sem-
plice, ma che dipende da una forma diversa del teorema di Hahn–Banach,
Teorema 3.6.1). tu
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Corollario 3.5.10. La norma di ogni vettore v in uno spazio normato V
si ottiene con una formula duale a quella in (3.9), calcolando l’estremo dei
valori assunti su v dai funzionali continui nella sfera unitaria dello spazio
duale:

‖v‖V = sup{|f(v)| : f ∈ V ′, ‖f‖V ′ ⩽ 1} .

Dimostrazione. Segue subito dalla precedente Proposizione 3.5.8 se osservia-
mo che, se ‖f‖ ⩽ 1, allora |f(v)| ⩽ ‖f‖ ‖v‖ < ‖v‖, in base a (3.9).
tu

Il prossimo enunciato mostra che i funzionali continui sugli spazi normati
separano i sottospazi dai punti ad essi esterni:

Proposizione 3.5.11. Sia V uno spazio normato e S un sottospazio. Sia
v ∈ V a distanza δ da S :

‖v − s‖ ⩾ δ per ogni s ∈ S . (3.19)

Allora esiste un funzionale continuo f su V , di norma 1, tale che f(s) = 0
per ogni s ∈ S ma f(v) = δ.

Dimostrazione. Sia T il sottospazio di V generato da S e v. Per ogni vettore
t ∈ T si ha t = λv + s per qualche scalare λ e per qualche s ∈ S. Definiamo
il seguente funzionale f su T : f(λv + s) = λδ. È chiaro che f è lineare:
f(t1 + t2) = f(λ1v + s1 + λ2v + s2) = (λ1 + λ2)δ = f(t1) + f(t2). Mostriamo
che ‖f‖ ⩽ 1. Per questo basta provare che, per ogni α e s, si ha |f(αv+s)| :=
|α|δ ⩽ ‖αv + s‖ : ma questo è vero perché ‖αv + s‖ = |α| ‖v + s/α‖ ⩾ |α| δ
in base a (3.19). Così abbiamo costruito un funzionale f su T tale che f ≡ 0
sul sottospazio S, f(v) = δ e |f(t)| ⩽ ‖t‖ per ogni t ∈ T .
Ora, grazie al Teorema di Hahn–Banach, possiamo estendere f a tutto V in
modo che si abbia |f(v)| ⩽ ‖v‖ per tutti i v (si veda la Nota 3.5.7). Quindi
‖f‖V ′ = 1. tu

3.6 Teorema di Hahn–Banach in forma geo-
metrica e separazione tramite funzionali
in spazi localmente convessi

Qui presentiamo una formulazione geometrica del Teorema di Hahn–Banach
3.5.3, enunciandolo in termini di funzionali continui che separano insiemi
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convessi, e lo applichiamo per dedurre proprietà di separazione stretta tramite
funzionali continui (Definizione 3.9.1) di insiemi convessi disgiunti muniti
di opportune proprietà, ad esempio in spazi localmente convessi. Sappiamo
dalla Nota 3.9.6 che per enunciati di questo tipo la convessità è una condizione
indispensabile.

Teorema 3.6.1. (Teorema di Hahn–Banach in forma geometrica.)
Siano C1 e C2 due insiemi convessi non vuoti disgiunti in uno spazio vettoriale
topologico V . Allora C1 e C2 sono separati da funzionali lineari continui nel
modo seguente.
Se V è uno spazio vettoriale reale,

(i) se C1 è aperto, esiste un funzionale continuo reale f ed un numero
α ∈ R tali che

f(a) < α ⩽ f(b)

per ogni a ∈ C1 e b ∈ C2;

(ii) se C1 è compatto e C2 è chiuso, e V è localmente convesso, esiste un
funzionale continuo reale f e numeri α < β ∈ R tali che

f(a) < α < β < f(b)

per ogni a ∈ A e b ∈ B.

Se invece V è uno spazio vettoriale complesso, le stesse disuguaglianze sono
soddisfatte dal funzionale reale Re f per qualche funzionale complesso f (e
quindi, più in generale,per il modulo |f |) .

Dimostrazione. È sufficiente dimostrare l’enunciato nel caso di spazi vet-
toriali reali, perché, se V è uno spazio complesso, esso è anche uno spazio
reale, ed il funzionale reale f dell’enunciato per spazi reali si estende in unico
modo ad un funzionale complesso g con Re g = f (Corollario 3.5.6), e quindi
g verifica l’enunciato per spazi complessi.
Assumiamo allora che V sia uno spazio reale. La parte (i) si dimostra gra-
zie ad un argomento simile a quello che nel seguito proverà la Proposizione
3.9.3 e che anticipiamo qui. Notiamo che il fatto che C1 ∩ C2 = ∅ equiva-
le a 0 /∈ C1 − C2. Fissiamo vi ∈ Ci (i = 1, 2) e poniamo v0 = v2 − v1.
Allora C := C1 − C2 + v0 è un intorno convesso di 0, la cui funzione di
supporto p verifica p(v0) ⩾ 1, perché v0 /∈ C1 − C2 + v0, dal momento che
o /∈ C1−C2. Sullo spazio S generato da v0 poniamo f(λv0) = λ. Allora, visto
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che p(v0) ⩾ 1 si ha f(v) ⩽ p(v) se v = λv0 con λ ⩾ 0, mentre, per λ < 0,
si ha f(λv0) < 0 ⩽ p(λv0). Pertanto f ⩽ p su S, e, siccome dal Lemma
3.2.10 sappiamo che la funzione di supporto p è una funzione subadditiva
positivamente omogenea, segue dal Teorema di Hahn–Banach 3.5.3 che f ha
una estensione a tutto V che verifica ancora f ⩽ p. Poiché sappiamo che
p ⩽ 1 su C (parte (ii) del Lemma 3.2.10), anche f ⩽ 1 su C, ma per linearità
si ha anche f ⩾ −1 su −C. Pertanto |f | ⩽ 1 su C ∩ (−C), che è un intorno
aperto (convesso) di 0. Ma allora f è un funzionale continuo a 0, perché la
controimmagine dell’aperto (−1, 1) ⊂ R è un aperto in V , e per linearità lo
stesso succede per ogni intorno aperto (−ε, ε) di zero. Quindi f è continuo
ovunque (Nota 3.3.3.
Ora, per ogni u ∈ C1 e v ∈ C2 si ha

f(u)− f(v) + 1 = f(u− v + v0) ⩽ p(u− v + v0) . (3.20)

Poiché u − v + v0 ∈ C l’ultimo membro è minore o uguale a 1, ma, dal
momento che C è un aperto convesso, la semiretta uscente dall’origine che
passa per il punto u − v + v0 interseca la frontiera di C in un punto più
lontano dall’origine di quanto sia u − v + v0, e quindi p(u − v + v0) < 1.
Allora segue da (3.20) che f(u) < f(v). Quindi

f(C1) < f(C2) . (3.21)

D’altra parte C1 è aperto. Allora formuliamo la seguente Asserzione: l’im-
magine tramite un funzionale lineare reale non nullo di un aperto è un aperto
in R. Per provare questa asserzione, per linearità basta mostrare che questo
è vero per un intorno aperto di 0 ∈ V . Ma ciò equivale a provare che l’imma-
gine di un tale intorno contiene, oltre a zero, anche un altro numero reale β :
infatti in tal caso per linearità deve contenere tutto l’aperto (−β, β). Basta
quindi mostrare che, per qualche v vicino a 0, si ha f(v) 6= 0. per questo
scopo, visto che f non è identicamente nullo, prendiamo un qualsiasi vettore
y tale che f(y) 6= 0 : ogni suo multiplo non nullo verifica la stessa disu-
guaglianza, ed i multipli sufficientemente piccoli sono nel prefissato intorno
aperto dell’origine. Questo prova l’asserzione.
Dall’asserzione segue che f(C1) è aperto, e quindi α := supu∈C1

f(u) verifica
f(x) < α per ogni x ∈ C1. Da questa disuguaglianza e (3.21) segue che α
verifica la disuguaglianza della parte (i) dell’enunciato.

Veniamo alla parte (ii) ed assumiamo C1 compatto. In base alla Proposi-
zione 3.1.10, esiste un intorno convessoW di 0 in V tale che (C1+W )∩C2 = ∅.
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Visto che C1 +W è un aperto, possaimo applicare la prima parte di questa
dimostrazione e trovare un funzionale reale continuo f tale che f(C1 +W )
e f(C2) sono convessi disgiunti in R, e f(C1 +W ) < f(C2). D’altra parte,
l’immagine continua di un insieme compatto è compatta, e quindi f(C1) è
un sottoinsieme compatto di f(C1 + V ): pertanto α := max f(C1) < β :=
sup f(C1 + V ). Questo prova la parte (ii).

Infine, considerando il funzionale if invece di f , vediamo che le disugua-
glianze delle parti (i) e (ii) valgono anche per la parte immaginaria Im f di
un opportuno funzionale complesso. Utilizzando combinazioni lineari di Re f
e Im f ne segue immediatamente che le disuguaglianze valgono per il modulo
di qualche funzionale complesso f . tu

Il Teorema di Hahn–Banach in forma geometrica è un enunciato che ri-
guarda la separabilità di insiemi convessi tramite funzionali continui, una
tematica importante che verrà estesa nella Sottosezione 3.9.1. Qui ci limitia-
mo a dedurne con facilità questa notevole generalizzazione della Proposizione
3.5.8:

Corollario 3.6.2. Sia V uno spazio localmente convesso e U ⊂ V un suo
sottospazio. Per ogni v /∈ U , esiste un funzionale lineare continuo f su V
tale che f(v) = 1 e f(u) = 0 per ogni u ∈ U . (Anche in questo caso vale
anche il viceversa: U è denso in V se e solo se il funzionale zero su U ha
un’unica estensione ad un funzionale continuo su V ).

Dimostrazione. Nella parte (ii) del teorema di Hahn–Banach in forma geo-
metrica (Teorema 3.6.1 scegliamo C1 = {x0} e C2 = U (si noti che C2 è un
sottospazio di V , e quindi è un insieme convesso). Da quel teorema segue
che f(C2) è un sottoinsieme del campo di base disgiunto da f(C1). Quindi
f(U) ⊂ f(C2) è un sottoinsieme proprio del campo di base. Poiché f è li-
neare, questo sottoinsieme è un sottospazio proprio (sullo stesso campo), e
quindi deve essere {0}. tu

3.7 ∗Compattezza e prodotto di spazi com-
patti

Teorema 3.7.1. (Teorema di Alexander della sottobase.) Sia X uno
spazio topologico con una sottobase (nel senso della Definizione 1.10.1) A tale
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che da ogni ricoprimento con aperti in A si può estrarre un sottoricoprimento
finito. Allora X è compatto.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che X non sia compatto, e mo-
striamo che allora X deve ammettere un ricoprimento con aperti in A (o più
brevemente, un A-ricoprimento) senza sottoricoprimenti finiti.
Indichiamo con C la famiglia di tutti i ricoprimenti aperti di X che non am-
mettono sottoricoprimenti finiti. L’ipotesi che X non sia compatto equivale
ad asserire che C non sia vuota. Ordiniamo C per inclusione e consideriamo
una sottofamiglia massimale totalmente ordinata P (che esiste in base al
principio di massimalità di Hausdorff, Assioma 2) della Sezione 3.4). Ponia-
mo U = ∪{B : B ∈ P}.
Proviamo la seguente Asserzione: U è un ricoprimento aperto di X senza
sottoricoprimenti finiti, ma è massimale con questa proprietà, nel senso che,
per ogni aperto V /∈ U, la famiglia di aperti U ∪ {V } è un ricoprimento di
aperti che contiene un sottoricoprimento finito.
Infatti, poiché tutte gli elementi di P ⊂ C sono ricoprimenti aperti di X, è
chiaro che anche U lo è. Inoltre, dal momento che P è totalmente ordinato
per inclusione, ogni sottofamiglia finita di U è contenuta in qualche elemento
di P (ossia in qualche ricoprimento aperto senza sottoricoprimenti finiti), e
quindi U non ammette sottoricoprimenti finiti. D’altra parte, dal momento
che P è massimale, se a U si aggiungiamo un aperto ottieniamo un ricopri-
mento aperto di X che deve contenere un sottoricoprimento finito. Questo
prova l’asserzione.
Ora poniamo V = U ∩ A. Poiché V consiste di aperti che sono contenuti in
U, sappiamo dalla prima parte dell’Asserzione precedente che V non contie-
ne sottoricoprimenti finiti. Allora completiamo la dimostrazione per assurdo
mostrando che V è un ricoprimento di X (ovviamente, un A-ricoprimento).
Infatti, supponiamo (una seconda volta per assurdo) che esista x ∈ X non
ricoperto da V, ossia non appartenente ad alcun aperto in V. Però, per la
prima parte dell’Asserzione, x ∈ O per qualche aperto O ∈ U. Ma ram-
mentiamo che A è una sottobase, ossia esiste un numero finito di aperti
V1, . . . , Vn ∈ A tali che x ∈ ∩Vi ⊂ O. Nessuno di questi aperti Vi può appar-
tenere alla famiglia V, perché altrimenti x sarebbe ricoperto da V. Allora,
per la seconda parte dell’Asserzione, esistono n ricoprimenti aperti finiti di X
del tipo {W11,W21, . . . ,Wm11, V1}, . . . , {W1n,W2n, . . . ,Wmnn, Vn}, con tutti
gli aperti Wij in U. per semplicità, per 1 ⩽ k ⩽ n scriviamo Dk = ∩mk

j=1Wjk:
ogni Dk è unione finita di aperti in U. Quanto abbiamo osservato equivale a
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scrivere X ⊂ Dk ∪ Vk per ogni tale k. Allora

X ⊂ D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dn ∪ ∩nk=1Vk . (3.22)

Ma H := ∩nk=1Vk è un aperto, e l’inclusione (3.22) asserisce che, se aggiungia-
mo l’aperto H a U, otteniamo un ricoprimento che ammette un sottoricopri-
mento finito (il sottoricoprimento al lato destro di (3.22). Questo contraddice
la seconda parte della precedente Asserzione: tale contraddizione completa
la dimostrazione per assurdo. tu

Definizione 3.7.2. Abbiamo introdotto nella Definizione 3.4.1 la nozione di
prodotto cartesiano di una famiglia di insiemi arbitraria (non necessariamente
numerabile). Sul prodotto cartesiano A =

∏
Aλ definiamo le proiezioni

canoniche πα nel modo ovvio: se a = {aλ} è un elemento di A, poniamo
πα(a) = aα. Definiamo la topologia prodotto come la più debole topologia
che rende continue tutte le proiezioni canoniche.

Nota 3.7.3. In base alla parte (i) dell’Esercizio 1.13.7, una sottobase per
la topologia prodotto è costituita dalla famiglia S := ∪λSλ, dove Sλ è la
famiglia di tutte le controimmagini π−1

λ (Vλ) al variare di Vλ fra gli aperti in
Aλ. (Attenzione: Sλ è la famiglia di insiemi {Uα, : α ∈ Λ} che coincidono
con Aα se α 6= λ e con π−1

λ (Vλ)
∣∣
Aλ

se α = λ). tu

Teorema 3.7.4. (Tychonoff, Cech.) Sia A il prodotto cartesiano di una
famiglia infinita qualsiasi di spazi compatti Aλ, al variare di λ in un insieme
qualsiasi di indici Λ. Allora A è compatto nella topologia prodotto della
Definizione 3.7.2.

Dimostrazione. Sia S la sottobase della topologia prodotto considerata nella
precedente Nota 3.7.3, e C un ricoprimento di A consistente di aperti in que-
sta sottobase. Consideriamo le “restrizioni” Cλ := C ∩ Sλ (attenzione: non
si tratta di vere di restrizioni, perché, come osservato nella Nota 3.7.3, gli
aperti in Cλ, quando α 6= λ, non sono vuoti, bensì coincidono con tutta Aα).
Allora C = ∪λCλ. Dimostriamo anzitutto che Cα è un ricoprimento di A per
almeno un indice α (consigliamo al lettore di ritornare alla precedente Nota
3.7.3 e rendersi conto che Cα copre automaticamente il prodotto di tutti gli
insiemi Aλ con λ 6= α). Se non fosse così, per ogni λ esisterebbe un punto
aλ ∈ Aλ tale che Cλ consisterebbe di aperti disgiunti da π−1

λ (aλ). Allora
consideriamo il punto a ∈ A tale che πλ(a) = aλ per ciascun λ ∈ Λ: abbiamo
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appena visto che nessun Cλ copre il punto a. Rammentando che C è l’unione
dei Cλ, deduciamo che a non appartiene ad alcun elemento del ricoprimento
C. Ma questo contraddice il fatto che C sia un ricoprimento di A.
Allora almeno un Cα deve coprire A. Rammentiamo ancora una volta che
Cα consiste di collezioni di aperti, indicizzate dall’indice λ, che consistono di
tutto Aλ per ogni λ 6= α. Allora il fatto che Cα copra A equivale a dire che
la componente α delle collezioni di aperti in Cα copre Aα.
Però Aλ è compatto, e quindi esiste un sottoricoprimento finito di Cα che
copre Aα, ossia, per quanto appena visto, un sottoricoprimento finito di A
consistente di aperti che appartengono a Cα. Poiché gli aperti che compongo-
no Cα sono contenuti come sottoinsiemi in aperti di C, questo significa che C
ha un sottoricoprimento finito. Poiché C è costruito a partire dalla sottobase
S, segue dal Teorema della sottobase di Alexander 3.7.1 che A è compatto.

tu

3.8 Dualità su spazi vettoriali topologici
Notazione 3.8.1. Indicheremo spesso con v i punti di uno spazio vettoriale
topologico V , con x′ i punti dello spazio duale, ossia i funzionali lineari conti-
nui (Definizione 3.3.14), e scriveremo 〈v, x′〉 invece di x′(v). In questo modo
l’azione di V ′ su V è espressa da un funzionale bilineare 〈·, ·〉 : V ′ × V → C,
che indichiamo con il termine dualità.

Siamo anzitutto interessati a studiare la topologia debole indotta su uno
spazio vettoriale topologico V dai suoi funzionali lineari (Definizione 1.13.3).
Premettiamo un lemma.

Lemma 3.8.2. La topologia debole τw indotta su uno spazio vettoriale V
dalla famiglia di tutti i suoi funzionali lineari è invariante per traslazione
(traslando una base locale ad un punto si ottiene una base locale al punto
traslato), localmente convessa e di Hausdorff (Definizioni 3.1.1 e 1.10.2), ed
in essa le operazioni di somma e di moltiplicazione per scalare sono continue.

Dimostrazione. È chiaro che τw è invariante per traslazione, perché la sua
base locale al punto y data dagli aperti

Oy = Oy(ε; x
′
1, . . . , x

′
n) = {v : |〈x′i, v〉 − 〈x′i, y〉| < ε, i = 1, . . . , n}
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della parte (i) dell’Esercizio 1.13.7 viene mandata dalla traslazione λz nel-
la corrispondente base locale al punto traslato λz(y) = y − x, grazie alla
linearità dei funzionali x′i (esercizio!). Sappiamo anche che τw è una topo-
logia localmente convessa, perché questa base locale, grazie alla limearità
dei funzionali x′i, consiste di insiemi convessi. Ora la proprietà di Hausdorff
segue direttamente dalla proprietà di separazione della Proposizione 3.1.10,
ossia dal fatto che i funzionali lineari separano i punti di V (si veda anche il
Teorema di Hahn–Banach 3.6.1), e dalla parte (ii) dell’Esercizio 1.13.7.

Per mostrare che la somma è continua, basta osservare che, se tre vettori
in V soddisfano x = y + z, allora la controimmagine sotto l’operazione di
somma di un aperto di base Ox(ε) contiene l’aperto Oy(ε/2)×Oz(ε/2), visto
che, di nuovo per la linearità dei funzionali x′i, vale l’identità Oy(ε/2) +
Oz(ε/2) = Oy+z(ε).

Analogamente, per mostrare che la moltiplicazione per scalari è continua,
prendiamo un aperto della base locale all’origine, O = {v ∈ V : |〈x′i, v〉| < ε}.
Per ogni v ∈ V si ha v/s ∈ Oε per tutti gli s ∈ R+ così grandi che si abbia
|〈x′i, v〉| < sε per tutti gli indici i = 1, . . . , n. Allora fissiamo v ∈ V e α > 0,
e β tale che β − α sia piccolo, ovvero che verifichi

|β − α| < r . (3.23)

Scegliamo y corrispondentemente vicino a v: y − v ∈ rOε. Allora

y ∈ (r + s)Oε , (3.24)

visto che v ∈ rOε. Scriviamo αv−βy = (β−α)y+α (y− v). Allora, in base
a (3.23) e (3.24), (β−α)y ∈ r(r+ s)Oε, mentre α (y− v) ∈ |α|rOε. Ponendo
γ := r(r+ s) + |α|r, da queste inclusioni segue che αv − βy ∈ γOε. Poiché r
è arbitrario, scegliamolo così piccolo che si abbia γ < 1. Allora, fissato α > 0
e v ∈ V , esiste un intorno di α in R (di raggio r) ed un intorno di rOε di v
in V tali che αv − βy appartiene all’intorno Oε dell’origine per ogni β e y in
questi due rispettivi intorni. Ciò equivale a dire che la moltiplicazione per
scalari è una operazione continua su R× V . tu

∗Proposizione 3.8.3. Sia V uno spazio vettoriale e F uno spazio vettoriale di
funzionali lineari su V che separano i punti di V , nel senso della Definizione
1.13.5. Allora la topologia debole indotta da F rende V uno spazio vettoriale
topologico localmente convesso con duale V ′ = F.
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Dimostrazione. In base alla Definizione 3.1.1, affinché la topologia debole
τw indotta da F renda V uno spazio vettoriale topologico occorre che i punti
siano chiusi (questa è la proprietà di separazione T1, in base alla parte (i) della
Proposizione 1.10.10) e che le operazioni di spazio vettoriale siano continue.
Dal momento che una topologia di Hausdorff è necessariamente T1 (come
osservato nella parte (ii) della Proposizione 1.10.10), il lemma 3.8.2 mostra
che questi requisiti sono soddisfatti, e che con questa topologia V diventa
uno spazio vettoriale topologico localmente convesso. Per la definizione di
topologia debole (Definizione 1.13.4), in questa topologia tutti i funzionali
lineari in F sono continui. Quindi F ⊂ V ′.

Viceversa, mostriamo che V ′ ⊂ F. Sia x′ un funzionale lineare τw-
continuo su V : dobbiamo mostrare che x′ appartiene a F. Per linearità,
questo equivale a dire che x′ è continuo a 0, ossia che la controimmagine
sotto x′ di un intorno di base (−a, a) di 0 = x′(0) contiene un aperto di base
locale al vettore 0, ossia un aperto del tipo O = Oε(x

′
1 , . . . , x

′
n) per oppor-

tuni x′1 , . . . , x′n ∈ F: in altre parole, |〈x′, v〉| < a per ogni t ∈ O. Quindi, in
particolare, se 〈x′i, v〉 = 0 per i = 1, . . . , n, allora 〈x′i, v〉| < ε per ogni ε > 0,
ossia 〈x′i, v〉 = 0. Quindi l’intersezione dei nuclei N := {v : 〈x′i, v〉 = 0} per
tutti gli indici i = 1, . . . , n è contenuta nel nucleo di x′. Allora definiamo
una applicazione lineare π : V → Cn (oppure π : V → Rn se V è uno spazio
vettoriale sul campo reale) nel modo seguente:

π(v) := (〈x′1, v〉, . . . , 〈x′1, v〉) .

Il nucleo di questa operatore lineare è N , ovvero π(v1) = π(v2) se 〈x′i, v1〉 =
〈x′i, v1〉 per ogni i. Ma allora, visto che N è anche contenuto nel nucleo di
x′ per quanto appena osservato, si ha π(v1) = π(v2) se 〈x′, v1〉 = 〈x′, v2〉.
Questo significa che x′ si fattorizza rispetto a π, ossia x′ = L ◦ π per qualche
funzione L : Cn → C (oppure L : Rn → R se V è uno spazio vettoriale reale).
Poiché x′ e π sono applicazioni lineari, deve esserlo anche L. Quindi esistono
numeri ci nel campo di base (C oppure R) tali che L(t1 , . . . , tn) =

∑n
i=1 citi.

Quindi

x′(v) = L(π(v)) = L(〈x′1, v〉, . . . , 〈x′1, v〉) =
n∑
i=1

ci〈x′i, v〉 .

In altre parole, il generico funzionale x′ ∈ V ′ è combinazione lineare di op-
portuni funzionali x′i ∈ F. Poiché abbiamo assunto che F sia uno spazio
vettoriale, da questo segue che x′ appartiene a F. tu
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Supponiamo ora che V sia uno spazio vettoriale topologico con una topo-
logia τ , e consideriamo la topologia debole τw indotta dai funzionali lineari
in V ′, ossia i funzionali che sono continui rispetto a τ . Sappiamo che τw ⊂ τ
(Esercizio 1.13.4). Sappiamo inoltre, dalla parte (iv) dell’Esercizio 1.13.7,
che la topologia debole indotta dalla famiglia di tutte le funzioni continue
coincide con la topologia originale τ se in essa lo spazio V verifica la proprie-
tà di separazione T3 della Definizione 1.10.2 e le funzioni continue separano
i punti dai chiusi: ma qui stiamo considerando la famiglia dei funzionali li-
neari continui, che sono molti meno di tutte le funzioni continue, e quindi
la topologia debole τw indotta da essi può essere più debole della topologia
originale. Mostriamo che in effetti di solito è cosè:
Nota 3.8.4. Una base locale (Definizione 1.10.1) di intorni dell’origine della
topologia debole indotta da V ′ consiste degli aperti Oε := {x : 〈x′i, v〉| <
ε, i = 1, . . . , n}, al variare di x′1 , . . . , x′n in V ′ (si veda la parte (i) dell’Eser-
cizio 1.13.7). Fissiamo questi funzionali e sia N l’intersezione dei loro nuclei:
N := v ∈ V : 〈x′i, v〉 = 0, i = 1, . . . , n. La mappa v 7→ (〈x′1, v〉 , . . . , 〈x′n, v〉))
è un operatore lineare da V a Cn ed il suo nucleo è N . Quindi dimV ⩽
n+dimN , e pertanto N ha dimensione infinita se questo è vero per V . D’al-
tra parte, N ⊂ Oε, e quindi ogni intorno di base dell’origine contiene qualche
sottospazio di dimensione infinita, se V è uno spazio vettoriale topologico a
dimensione infinita. In particolare, in tal caso τw non � una topologia local-
mente limitata (Definizione 3.1.1). Quindi, in base alla Nota 3.1.2, in tutti
gli spazi normati a dimensione infinita la topologia debole è strettamente più
debole della topologia originale, che d’ora in poi chiameremo topologia forte.

tu

Notazione 3.8.5. D’ora in poi riserviamo il nome di topologia debole su uno
spazio vettoriale topologica V per la topologia più debole che rende continui
tutti i funzionali lineari su V .

Abbiamo visto nella Nota 3.8.4 che, in generale, la topologia debole è
strettamente più debole della topologia forte. A questo punto, però, il Te-
porema di Hahn–Banach 3.6.1 implica una conseguenza che mitiga questa
differenza fra le due topologie:
∗∗Proposizione 3.8.6. Sia V uno spazio vettoriale localmente convesso ed
E un sottoinsieme convesso. Allora la chiusura di E nella topologia debole τw
coincide con la chiusura nella topologia forte τ (ossia la topologia originale).
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Dimostrazione. Poiché τw ⊂ τ , ogni aperto in τw è già inτ , e quindi anche
ogni chiuso. Pertanto la chiusura debole di Ew di E è, essendo un insieme
chiuso nella topologia debole, è un insieme chiuso anche nella topologia τ .
Ma la chiusura E di E in τ è l’intersezione di tutti gli insiemi chiusi in τ che
contengono E, e quindi E ⊂ Ew. Questa inclusione non richiede l’ipotesi di
convessità di E: ma il viceversa sì.
In effetti, il viceversa equivale a dimostrare che il complemento di E è un
aperto nella topologia debole. Sia v0 /∈ E. Poiché E è convesso, per il
Teorema di Hahn–Banach 3.6.1 esistono un funzionale x′ ∈ V ′ ed un elemento
separatore α ∈ R tali che, per ogni v ∈ E, si ha Re x′(v0) < α < Re x′(v)
per ogni v ∈ E. Pertanto l’insieme {u ∈ V : Re x′(u) < α}, che è un aperto
nella topologia debole, è un intorno di v0 in τw disgiunto da E. Così ogni
punto nel complemento di E ha un intorno debole disgiunto da E, e quindi
∁E è aperto in τw. pertanto E è chiuso in τw, e da questo, analogamente a
prima, segue l’inclusione Ew ⊂ E. tu

Poiché ogni spazio vettoriale è un insieme convesso, da questo segue:
∗∗Corollario 3.8.7. Un sottospazio di uno spazio vettoriale localmente con-
vesso V è chiuso nella topologia forte se e solo se lo è nella topologia debole.
Un convesso in V è denso nella topologia forte se e solo se lo è in quella
debole.

3.9 ∗Spazi localmente convessi e teorema di
Krein–Milman

3.9.1 ∗Separazione di insiemi convessi tramite funzio-
nali

I teoremi di Hahn–Banach della Sezione 3.5 hanno conseguenze importanti
circa la separabilità di insiemi convessi in spazi vettoriali tramite funzionali
lineari.
Definizione 3.9.1. Si dice che due sottoinsiemi A, B di uno spazio vettoriale
V sono separati da un funzionale lineare reale f ∈ V ′ se supv∈A f(v) ⩽
infv∈B f(v) o viceversa; si dice che i due insiemi sono strettamente separati
da f se la disuguaglianza vale in senso stretto.
Due insiemi sono separati da un funzionale complesso f se sono separati, nel
senso appena indicato, dal funzionale reale Re f .
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Abbiamo bisogno di una premessa.
Nota 3.9.2. Rammentiamo che un punto v è interno ad un insieme E se
esiste un aperto O ⊂ E tale che v ∈ O. Se E è un sottoinsieme di uno
spazio vettoriale topologico V , allora questo implica la proprietà seguente:
l’intersezione con E di ogni retta che passa per v contiene un intervallo
aperto. Infatti, se parametrizziamo la retta come λ 7→ v + λx, allora questa
è una funzione continua di λ e la controimmagine di O deve essere aperta.
È facile dimostrare che un punto che verifica questa proprietà in un insieme
convesso C è interno a C nel senso usuale (esercizio per il lettore; cautela:
senza la condizione di convessità i punti che verificano questa proprietà non
sono necessariamente interni nel senso usuale). Poiché nel seguito di questa
Sezione restringiamo l’attenzione a questa proprietà solo su insiemi convessi,
indichiamo i punti che la verificano semplicemente come punti interni.
tu

Proposizione 3.9.3. Siano C1 e C2 due insiemi convessi disgiunti in uno
spazio vettoriale topologico V , uno dei quali contiene un punto interno. Allora
esiste un funzionale lineare f non nullo che separa C1 e C2, nel senso della
Definizione 3.9.1.

Dimostrazione. Diciamo che sia C1 a contenere un punto interno v1. Allora
C1 − C2 (l’insieme dei vettori differenza) è convesso (esercizio!) e, per ogni
fissato v2 ∈ C2, il punto v0 := v1 − v2 è interno a C1 − C2. Allora l’insieme
C := C1−C2− v0 è un convesso che contiene l’origine. Però −v0 /∈ C perché
0 /∈ C1 − C2, dal momento che C1 e C2 sono disgiunti.
Allora la funzione di supporto p di C verifica

p(−v0) ⩾ 1 (3.25)

per la proprietà (ii) del Lemma 3.2.10. Sullo spazio S generato da v0 defi-
niamo il funzionale lineare reale f(λv0) = −λ, per λ reale (ed anche per λ
complesso, ma in questo secondo caso si ottiene un funzionale complesso di
cui sarà la parte reale a soddisfare l’enunciato, il che è quanto comunque con-
templato nella Definizione 3.9.1 di separabilità tramite funzionali complessi:
per semplicità quindi, e senza perdita di generalità, limitiamo l’attenzione ad
un funzionale reale f). Dalla linearità di f , dalla proprietà (i) del Lemma
3.2.10 e da (3.9.3) segue f ⩽ p su S. D’altra parte, le proprietà (i) e (iii)
del Lemma 3.2.10 dicono che p è una funzione subadditiva positivamente
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omogenea, e quindi possiamo ora applicare il Teorema di Hahn–Banach 3.5.3
per estendere f ad un funzionale lineare reale su tutto V che verifica ancora
f ⩽ p. Quindi, in particolare, f ⩽ 1 su C, per la proprietà (ii) del Lemma
3.2.10.
Siano ora u ∈ C1 e v ∈ C2. Allora u − v − v0 ∈ C e 1 ⩾ p(u − v − v0) ⩾
f(u − v − v0) − f(u) − f(v) − f(v0). Ma f(v0) = −1, e quindi l’ultima di-
suguaglianza diventa f(u) ⩽ f(v). Prendendo l’estremo superiore rispetto a
u ∈ C1 e l’estremo inferiore rispetto a v ∈ C2 si trova che il funzionale non
nullo f separa C1 e C2. tu

Se lo spazio vettoriale è localmente convesso (Definizione 3.1.1), allora
valgono proprietà di separazione stretta. Il prossimo è un esempio: dice che
i punti sono strettamente separati dai chiusi convessi.

Proposizione 3.9.4. Sia V uno spazio vettoriale localmente convesso e v0 ∈
V . Sia C un insieme chiuso convesso che non contiene v0. Allora esiste un
funzionale lineare reale continuo f che separa strettamente {v0} e C, nel sen-
so della Definizione 3.9.1: ovvero, f(v0) < infv∈C f(v). Equivalentemente,
esiste un funzionale continuo complesso F tale che Re f(v0) < infv∈C Re f(v).

Dimostrazione. Una volta dimostrato l’enunciato per funzionali reali, quello
per funzionali complessi segue dal Corollario 3.5.6. Quindi nel resto della
dimostrazione restringiamo l’attenzione a funzionali reali.
Senza perdita di generalità, tramite una traslazione riduciamo l’enunciato al
caso in cui v0 = 0. Poiché V è localmente convesso e 0 /∈ C, esiste un intorno
aperto convesso A di 0. Simmetrizziamo prendendo U = A ∩ (−A), che è
ancora un intorno aperto convesso di 0 , ma invariante per riflessione intorno
all’origine: −U = U . La precedente Proposizione 3.9.3 fornisce un funzionale
lineare non nullo tale che

sup
v∈U

f(v) ⩽ inf
c∈C

f(c) := α (3.26)

(in particolare α è finito). Allora f(v) ⩽ α per ogni v ∈ U , quindi anche per
−v, da cui, per la linearità di f , anche −f(v) = f(−v) ⩽ α. Ne segue che
−α ⩽ f(v) ⩽ α per ogni v ∈ U . Allora dilatiamo U , prendendo in sua vece
U ′ = ε

α
U . Di nuovo per linearità, |f(v)| < ε in U ′. Questo significa che, per

ogni ε > 0, abbiamo costruito un intorno aperto U ′ di 0 in cui |f | < ε : per-
ciò il funzionale f è continuo nell’origine. Per linearità (e per la continuità
dell’operazione di traslazione) f è continuo ovunque: f ∈ V ′.
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Per completare la dimostrazione occorre solo provare che 0 = f(0) < α :=
infv∈Cf(v), ovvero che α > 0. Sappiamo che il funzionale f non è identi-
camente nullo: scegliamo w ∈ V tale che f(w) > 0, e comprimiamolo in
modo che finisca dentro l’aperto O, ossia scegliamo uno scalare reale λ tale
che λw ∈ O (questo è possibile perché l’origine è un punto interno di O : si
veda la Nota 3.9.2). Allora, in base a (3.26), f(λw) deve essere minore di α
e pertanto 0 < λf(w) = f(λw) < α. tu

In seguito ci servirà questa variante della precedente Proposizione 3.9.4,
nella quale assumiamo non che lo spazio sia localmente convesso ma solo che
i funzionali separano i punti, e mostriamo che allora la stessa proprietà di
separazione geometrica vale se il convesso è anche compatto:

Proposizione 3.9.5. Sia V uno spazio vettoriale su cui i funzionali continui
separano i punti e v0 ∈ V . Sia C un insieme compatto convesso che non
contiene v0. Allora esiste un funzionale lineare reale continuo f che separa
strettamente {v0} e C, nel senso della Definizione 3.9.1: ovvero, f(v0) <
infv∈C f(v). Equivalentemente, esiste un funzionale continuo complesso F
tale che Re f(v0) < infv∈C Re f(v).

Dimostrazione. L’insieme C è compatto nella topologia forte di V , ed a mag-
gior ragione lo la topologia debole τw. ma in questa topologia V è localmen-
te convesso (Proposizione 3.8.3), e quindi possiqamo applicare la precedente
Proposizione 3.9.4 per ottenere la disuguaglianza desiderata per un opportu-
no funzionale continuo x′ rispetto alla topologia debole τw. D’altra parte, di
nuovo per la Proposizione 3.8.3, l’insieme dei funzionali continui su V munito
della topologia debole coincide con il duale ordinario V ′. Quindi x′ ∈ V ′.
Nota 3.9.6. L’enunciato della Proposizione 3.9.4 è palesemente falso senza
l’ipotesi di convessità: se C è un insieme connesso ma non convesso, esistono
punti v /∈ C che sono combinazioni convesse di punti di C, ed i funzionali
lineari, essendo costanti su iperpiani, non possono separare tali punti v da
C. tu

Corollario 3.9.7. Su uno spazio vettoriale localmente convesso, i funzionali
continui separano i punti (in particolare, quindi, questo capita per gli spazi
normati e per gli spazi di Fréchet: si vedano la Definizione 3.1.1 e la Nota
3.1.2).

Le proprietà di separazione tramite funzionali su spazi vettoriali localmen-
te convessi sono ancora più forti. Esse si basano su una versione geometrica
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del teorema di Hahn–Banach, che in quest’opera non serve: per completezza
presentiamo questi risultati in una Sezione apposita (Sezione 3.6).

3.9.2 ∗Punti estremi e teorema di Krein–Milman
Definizione 3.9.8. Sia C un insieme convesso in uno spazio vettoriale V .
Un punto v ∈ C è un punto estremo di C se non è un punto interno di
alcun segmento contenuto in C, ossia se, per ogni coppia x, y ∈ V tali che
v = λx+(1−λ)y per qualche 0 < λ < 1, almeno uno fra x e y non appartiene
a K.

Definizione 3.9.9. Dato un sottoinsieme convesso A di uno spazio vetto-
riale, un sottoinsieme chiuso convesso S ⊂ A si dice un insieme estremale
per A se nessun punto v ∈ A è un punto interno di un segmento i cui punti
estremi sono in A ma non in S: in altre parole, se

x, y ∈ A e v = λx+(1−λ)y per qualche 0 < λ < 1 ⇒ x, y ∈ S . (3.27)

In particolare, i punti estremi di A introdotti nella precedente Definizione
3.9.8 sono gli insiemi estremali per A che consistono di un solo punto.
Un insieme si dice estremale se è estremale per l’intero spazio vettoriale V . Si
noti che se S ⊂ V è estremale (per V ), allora è estremale anche per qualsiasi
insieme A tale che S ⊂ A ⊂ V .

Corollario 3.9.10. (i) Se l’intersezione di una famiglia non vuota di
insiemi estremali è non vuota, allora è estremale.

(ii) Siano A ⊂ B ⊂ C tre insiemi convessi. Se A è un insieme estremale
per B e B è estremale per C, allora A è estremale anche per C.

(iii) Se S ⊂ V è un insieme estremale per un chiuso convesso K e f è un
funzionale lineare continuo su V , allora il sottoinsieme di S in cui Re f
assume il suo valore massimo è ancora un insieme estremale.

(iv) Sia V uno spazio vettoriale su cui i funzionali continui separano i
punti (ad esempio uno spazio localmente convesso, in base al Corollario
3.9.7), e S ⊂ K un insieme (non vuoto) estremale per un compatto
convesso K ⊂ V . Supponiamo che S sia minimale (ossia che non
contenga sottoinsiemi propri estremali per K non vuoti). Allora S
consiste di un solo punto (e quindi è un punto estremo di K, come
osservato nella Definizione 3.9.9).
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Dimostrazione. Le parti (i) e (ii) seguono direttamente dalla Definizione
3.9.9. Dimostriamo la parte (iii). Sia m = maxv∈S Re f(v) e Sf = {v ∈ S :
Re f(v) = m}. Sia v ∈ Sf con v = λx + (1 − λ)y per qualche 0 < λ < 1 e
x, y ∈ V . Poiché S è estremale, x e y appartengono a S, e quindi Re f(x)
e Re f(y) sono minori o uguali a m. Poiché Re f(z) = m, per linearità
Re f(x) = Re f(y) = m, ossia x, y ∈ Sf . Pertanto Sf è un insieme estremale,
e (iii) è provato. Ora dimostriamo la parte (iv). Osserviamo anzitutto che
S è chiuso (per la Definizione 3.9.9 di insieme estremale) nel compatto K, e
quindi è anch’esso un insieme compatto (Sezione 1.1). Se u, v appartengono a
S, esiste un funzionale continuo f su V tale che Re f(u) > Re f(v) (Corollario
3.9.7). Il sottoinsieme Sf ⊂ S dove Re f assume il proprio valore massimo
è non vuoto (per il teorema di Weiestrass sull’esistenza dei massimi delle
funzioni continue sul compatto S (Sezione 1.1)) ed estremale in S per la
parte (iii). Quindi Sf è un insieme estremale che contiene u ma non v, e
pertanto un estremale minimale non può contenere due punti diversi.
tu

Esercizio 3.9.11. Mostrare che l’unione di una famiglia arbitraria di insiemi
estremali soddisfa la proprietà 3.27 ed è un insieme convesso; in generale però
non è estremale perché non è chiuso. tu

Definizione 3.9.12. Sia V uno spazio vettoriale. L’intersezione H(E) di
tutti gli insiemi convessi che contengono un insieme E ⊂ V è un convesso
che contiene E ed è minimale rispetto a questa proprietà (ossia, è contenuto
in ogni convesso che contiene E). H(E) si chiama l ’involucro convesso di
E. L’intersezione H(E) di tutti i convessi chiusi che contengono E è un
convesso chiuso che contiene E ed è minimale rispetto a questa proprietà:
esso si chiama l’involucro convesso chiuso di E.

Teorema 3.9.13 (Krein–Milman). (i) Sia V uno spazio vettoriale su cui
i funzionali continui separano i punti (ad esempio uno spazio local-
mente convesso, in base al Corollario 3.9.7) e K ⊂ V un sottoinsieme
compatto convesso non vuoto. Allora K è l’involucro convesso chiuso
dei suoi punti estremi (introdotto nella Definizione 3.9.12).

(ii) Sia V uno spazio localmente convesso, K un compatto in V e E l’in-
sieme dei punti estremi di K in V . Allora K è contenuto nell’involucro
convesso chiuso di E: in altre parole, K e E hanno lo stesso involucro
convesso chiuso.
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Dimostrazione. La famiglia F di tutti gli insiemi estremali non vuoti per
K è parzialmente ordinata per inclusione. Fissato un insieme estremale non
vuoto S per K, per il principio di massimalità di Hausdorff (Assioma 2 della
Sezione 3.4) esiste una sottofamiglia F′ di F che contiene S ed è totalmente
ordinata per inclusione. Poiché K è compatto, segue dalla proprietà del-
l’intersezione finita (Nota 1.9.7) che l’intersezione T di tutti i membri della
famiglia F′ è non vuota. Allora, per la parte (i) del Corollario 3.9.10, T è an-
ch’esso un insieme estremale per K: inoltre deve essere un insieme estremale
minimale in K, perché se esistesse un sottoinsieme proprio di T ′ ⊂ T che
fosse un estremale per K, allora T ′ non potrebbe appartenere alla famiglia
F′ (visto che è propriamente contenuto nella sua intersezione) e quindi F′

non sarebbe una una famiglia massimale secondo il principio di Hausdorff.
Questo significa che ogni estremale non vuoto S in K contiene un estremale
minimale non vuoto. In base alla parte (iv) del Corollario 3.9.10, questo
estremale consiste di un unico punto, e quindi è un punto estremo di K. Ab-
biamo così provato che ogni compatto convesso non vuoto K, ed anche ogni
suo sottoinsieme estremale non vuoto, contiene almeno un punto estremo.
D’altra parte, sappiamo dalla parte (iii) del Corollario 3.9.10 che i punti diK
in cui i funzionali reali assumono il proprio massimo sono estremali, ed a loro
volta, per linearità, su questi insiemi estremali i punti di massimo dei funzio-
nali lineari devono essere assunti su punti estremi. Quindi il valore massimo
della parte reale di ogni funzionale continuo f su K coincide con il valore
massimo sull’insieme E dei punti estremi di K: maxK Re f = maxE Re f . Sia
C l’involucro convesso chiuso di E, introdotto nella precedente Definizione
3.9.12. Assumiamo, come nella parte (i), che K sia convesso. Allora C ⊂ K
dal momento che K è convesso e chiuso (la topologia di uno spazio vettoriale
topologico è di Hausdorff, per il Lemma 3.1.11, ed i compatti in uno spazio
di Hausdorff sono chiusi, per la seconda parte del Lemma 1.10.6). Quindi
C è un sottoinsieme chiuso di un compatto, e pertanto è compatto, per la
prima parte del Lemma 1.10.6. Pertanto, visto che le funzioni continue sui
compatti hanno massimo (teorema di Weierstrass, Sezione 1.1), esiste finito
il numero maxC Re f . Di nuovo per linearità, maxE Re f = maxC Re f , e
quindi, combinando queste due osservazioni, troviamo

max
K

Re f = max
C

Re f . (3.28)

Per assurdo, supponiamo che esista un punto k ∈ K tale che k /∈ C. Poiché
C è convesso e chiuso, in base alla Proposizione 3.9.4 esiste un funzionale
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continuo f ∈ V ′ tale che f(k) > maxC Re f . Ora segue dalla disuguaglianza
(3.28) che x /∈ K, una contraddizione. Quindi K = C. Questo prova la parte
(i) dell’enunciato.
La stessa argomentazione vale se si assume che V non sia localmente convesso
ma solo che il suo duale separi i punti di V : basta applicare, subito sopra,
la Proposizione 3.9.5 invece della Proposizione 3.9.4. Questo prova la parte
(ii). tu

L’enunciato del Teorema di Krein–Milman 3.9.13 implica evidentemente
l’esistenza di punti estremi in ogni convesso compatto, che riassumiamo qui
di seguito come enunciato separato: rammentiamo comunque che un punto
estremo di ogni insieme convesso è stato costruito nella dimostrazione del
suddetto teorema. Anticipiamo il fatto che questa conclusione è falsa in
spazi non localmente convessi (si veda l’esempio costruito nella Sottosezione
3.23.2).

Corollario 3.9.14. Ogni insieme compatto non vuoto in uno spazio local-
mente convesso ammette punti estremi.

3.9.3 ∗Esempi di punti estremi di sfere unitarie in spazi
di Banach

Esempio 3.9.15. (Punti estremi delle sfere unitarie di L∞ e C.) Stu-
diamo ora i punti estremi nella palla unitaria (o equivalentemente, nella sfera
unitaria) degli spazi di Banach L∞[a, b] e C[a, b] (spazi vettoriali sul campo
complesso, quindi costituiti di funzioni a valori complessi): il caso di inter-
valli illimitati, ad esempio L∞(R) e C(R), è analogo.
Una funzione f nella palla unitaria di questi spazi è tale che |f(t)| ⩽ 1 (quasi
ovunque nel caso di L∞), e quindi si può pensare come una curva misurabile
da [a, b] al disco unitario D di C (per quasi ogni t ∈ [a, b] nel caso di L∞).
Nel caso di f ∈ C[a, b] si tratta di una curva continua.
Ora occorre notare che i punti x che giacciono sulla circonferenza di raggio
1 sono punti estremi del disco unitario D, perché ogni segmento in C che
contiene x come punto interno, comunque corto lo si scelga, ha almeno un
punto estremo fuori di D (ed entrambi nel caso il segmento sia tangente a
D, a causa della convessità di D). Invece ogni punto x nel disco unitario
aperto di C è combinazione convessa di punti estremi del disco (ossia sulla
sua frontiera). Si può anzi esprimere x come media aritmetica di due punti di
frontiera: se x 6= 0 si tratta dei due punti di intersezione sulla circonferenza
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unitaria della retta che passa per x ed è perpendicolare al raggio dall’origine
a x (invece il punto x = 0 è combinazione convessa di due qualsiasi punti
antipodali sulla frontiera). Si noti che questi due punti dipendono con con-
tinuità da x. Questo significa che f è la media aritmetica di due funzioni
continue u e v di modulo 1: f(t) = (u(t)+v(t))/2. Se invece f non è continua
ma solo misurabile, i due punti u(t) e v(t) sono funzioni misurabili di t.
Da questi argomenti segue che una funzione f nella sfera unitaria dello spa-
zio delle funzioni continue è un punto estremo di questa sfera se e solo se
|f(t)| = 1 per ogni t; analogamente, f è un punto estremo della sfera unitaria
di L∞ se e solo se |f(t)| = 1 quasi ovunque.
Diverso è il caso dello spazio delle funzioni continue a valori reali. In questo
ambito la condizione per l’estremalità resta ovviamente la stessa, |f(t)| = 1
per ogni t, ma nel caso reale una tale funzione è continua se e solo se vale
costantemente 1 o −1. Pertanto i punti estremi della sfera unitaria in questo
spazio sul campo reale sono solo le funzioni costanti ±1. La stessa conclu-
sione vale per lo spazio sul campo R delle funzioni continue su un compatto
in R, tranne nel caso banale in cui il compatto consista di un insieme finito
di punti, nel qual caso lo spazio delle funzioni continue è a dimensione finita.
Analogamente, su uno spazio topologico X non totalmente sconnesso (ossia
nel quale esistono componenti connesse che non si riducono ad un unico pun-
to), i punti estremi della sfera unitaria di C(X) a valori reali sono tutte le
funzioni di modulo 1, e pertanto sono le funzioni costanti con valori ±1 su
ciascuna componente connessa dello spazio (e sono invece le successioni di
modulo 1, se lo spazio consiste di un insieme numerabile). tu

Corollario 3.9.16. La palla unitaria nello spazio di Banach (sul campo
R) delle funzioni continue a valori reali su uno spazio di Hausdorff X non
totalmente sconnesso non è l’involucro convesso dei propri punti estremi (nel
senso della Definizione 3.9.12).
Dimostrazione. Nel precedente Esempio 3.9.15 abbiamo visto che la palla
unitaria di C(X) a valori reali, ristretta ad una componente connessa di X,
contiene solo due punti estremi, le costanti ±1, il cui involucro convesso è
quindi un segmento (ossia una palla unidimensionale. Ma per ogni coppia
di punti x, y in uno spazio topologico di Hausdorff esistono aperti disgiunti
Ox 3 x e Oy 3 y, e quindi una funzione continua che assume valori diversi
su x e y. Quindi su ogni componente connessa di X la palla unitaria delle
funzioni continue a valori reali include funzioni che non sono combinazioni
convesse di punti estremi della palla. tu
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Esempio 3.9.17. (Punti estremi delle sfere unitarie di Lp.) Consi-
deriamo adesso le sfere (o equivalentemente, le palle) unitarie in Lp[a, b].
Poiché chiaramente i punti estremi rimangono invariati se si dilata la sfera,
senza perdita di generalità possiamo assumere che la misura di Lebesgue sia
stata normalizzata in maniera che la misura totale di [a, b] valga 1: ossia,
dm = dx/(b− a). Per evitare di scrivere il fattore di normalizzazione in ogni
passaggio, consideriamo il caso di Lp[0, 1] (di nuovo senza perdita di generali-
tà, perché i punti estremi rimangono invariati se si dilata o trasla l’intervallo
[a, b]).
È evidente che nessuna f con ‖f‖p < 1 è un punto estremo (è una combi-
nazione convessa delle due funzioni antipodali di norma 1 date da ±f/‖f‖p:
questo argomento val;e per ogni sfera unitaria in qualunque spazio di Ba-
nach), quindi d’ora in poi limiteremo l’attenzione a funzioni di norma 1.
Consideriamo dapprima L1. Sia f ∈ L1[0, 1] tale che ‖f‖1 = 1. Allora esiste
un sottoinsieme proprio E  [0, 1] di misura positiva tale che 0 <

∫
E
|f | < 1

quasi ovunque in E. Poniamo m1 =
∫
E
|f | e m2 = 1−m1 =

∫
[0,1]\E |f |. Po-

niamo poi f1(x) = f(x)/m1 se x ∈ E, f1(x) = 0 se x /∈ E, ed analogamente
f2(x) = 0 se x ∈ E e f2(x) = f(x)/m2 se x /∈ E. Allora f1 e f2 hanno
supporto disgiunto e f è la loro combinazione convessa f = m1f1 + m2f2.
Notiamo che ‖f1‖1 =

∫
E
|f |/m1 = 1, e per la stessa ragione anche ‖f2‖ = 1.

Quindi f non è un punto estremo: la sfera unitaria di L1 rispetto alla misura
di Lebesgue non ha punti estremi. Più in generale, lo stesso argomento vale
per lo spazio L1(µ) rispetto a qualsiasi misura non puramente atomica, e
porta a concludere che ciascun punto estremo della sfera unitaria di L1(µ)
devono avere supporto in un atomo, ed ovviamente vale anche il viceversa:
le funzioni caratteristiche di atomi, se normalizzate, sono punti estremi della
sfera unitaria (rammentiamo che una misura non ha atomi se ogni insieme
di misura positiva contiene un sottoinsieme di misura strettamente inferiore
ma ancora positiva: Definizione 1.9.11).
lo stesso argomento non funziona però per Lp con 1 < p <∞. Infatti, provia-
mo a generalizzarlo, ponendo ora f ∈ Lp[0, 1] con ‖f‖p = 1, m1 = (

∫
E
|f |p)1/p

e m2 = (
∫
[0,1]\E |f |p)1/p. Ora mp

1 +mp
2 =

∫
E
|f |p dx+

∫
∁E |f |p dx = 1, e quindi

(m1 + m2)
p => mp

1 + mp
2 = 1 per il Lemma 1.7.5. Pertanto ora la com-

binazione lineare m1f1 + m2f2 non è più una combinazione convessa, ed il
precedente argomento non si applica.
D’altra parte, è facile provare che, se p > 1 e ‖f‖p = 1, allora f è un punto
estremo della sfera unitaria di Lp. Infatti, se p > 1 e f = αg + (1 − α)h
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con 0 < α < 1 e ‖g‖p = ‖h‖p = 1, allora almeno una fra g e h ha norma
Lp maggiore di 1. Infatti, dal momento che per p > 1 la funzione t 7→ tp è
strettamente convessa in R+ (ha derivata seconda strettamente positiva!), se
‖g‖p = ‖h‖p = 1 si ha∫ 1

0

|αg(x) + (1− α)h(x)|p dx <
∫ 1

0

(α|g(x)|p + (1− α)|h(x)|p) dx

= α‖g‖pp + (1− α)‖h‖pp = 1 .

tu

Esempio 3.9.18. (Misure atomiche µ, delta di Dirac e punti estremi
della sfera unitaria di L1(µ).) Per quali misure di Borel µ sull’intervallo
[a, b] (o su un insieme misurabile in R di misura finita) esistono punti estremi
nella palla (o equivalentemente, nella sfera) unitaria di L1(µ)? Come nell’E-
sempio 3.9.17, possiamo assumere µ normalizzata da µ[a, b] = 1, e possiamo
assumere [a, b] = [0, 1]. Evidentemente occorre che non si applichi il ragiona-
mento dell’Esempio 3.9.17, che porta alla inesistenza di punti estremi nella
palla unitaria di L1(m) ove m è la misura di Lebesgue: in particolare, rive-
dendo quell’argomento, ci accorgiamo che, per qualche f ∈ L1(µ) di norma
1, non deve esistere un sottoinsieme proprio E  [0, 1] di misura positiva tale
che 0 <

∫
E
|f | < 1 quasi ovunque in E. Questo equivale a richiedere che ogni

sottoinsieme di [0, 1] abbia µ-misura uguale a 0 o a 1, o equivalentemente
che la misura µ sia puramente atomica, ossia esistano punti xk ∈ [0, 1] tali
che, per ogni sottoinsieme misurabile E ⊂ [0, 1], si abbia µ(E) = 0 se E non
contiene alcuno dei punti xk (si rivedano la Definizione 1.9.11 e l’Esempio
1.9.22). Se c’è un solo atomo x0 la misura µ si chiama la delta di Dirac al
punto x0, e si indica con δx0 . Reintrodurremo la delta di Dirac nel contesto
più generale delle distribuzioni nella parte (iii) dell’Esempio 11.5.4 e ne stu-
dieremo in grande dettaglio le proprietà nel resto del Capitolo 11 e poi nei
Capitoli 12 e 13.
Le funzioni di norma 1 in L1(δx0) sono quelle che valgono 1 al punto x0.
Due funzioni che coincidono al punto x0 sono nella stessa classe di Lebesgue
rispetto alla misura δx0 . Quindi, se una funzione f di norma 1 in L1(δx0) è
combinazione convessa di due funzioni g e h di norma 1, necessariamente le
classi di Lebesgue di f , g e h coincidono: quindi ogni funzione di norma 1 è
un punto estremo.
Se invece la misura µ ha due atomi x0 e x1, ossia se µ = αδx0 + (1 − α)δx1 ,
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allora le funzioni f ∈ L1(µ) di norma 1 sono le funzioni per le quali α|f(x0)|+
(1 − α)|f(x1)| = 1, e fra queste funzioni i punti estremi della sua sfera uni-
taria L1 sono quelle per cui |f(x0)| = 0 oppure |f(x1)| = 0.
Estendendo questo argomento, vediamo che, in presenza di una successione
di atomi {xk} per una misura puramente atomica µ, i punti estremi della
sfera unitaria sono le funzioni nulle su ogni atomo tranne uno. Se tutti gli
atomi hanno la stessa µ-misura (nel qual caso sono un numero finito oppure
µ è una misura di variazione totale infinita), allora i punti estremi della sfera
unitaria in L1(µ) sono le funzioni che, prese in modulo, coincidono con le
successioni ek tali che ek(xj) = δkj = 1 se j = k e zero altrimenti (il resto
del dominio, [0, 1] \ {xk}, non conta perché è un insieme di µ-misura zero).

tu

Esempio 3.9.19. (Punti estremi della sfera unitaria di `p.) In partico-
lare, se nel precedente Esempio 3.9.18 µ è la misura che conta su Z (introdotta
nell’Esempio 1.9.22), allora Lp(µ) è isometricamente isomorfo allo spazio `p
delle successioni la cui potenza p dà luogo ad una serie assolutamente conver-
gente, introdotto nella Definizione 1.7.1, e le successioni ek giocano un ruolo
analogo ai vettori della base canonica nello spazio `p su n punti, isomorfo a
Cn.
Analogamente, per la misura con infiniti atomi di identica massa, lo spazio
Lp è isometricamente isomorfo a `p (se gli atomi hanno masse differenti si
ottengono invece spazi `p con peso). Da quanto visto prima ora sappiamo
che tutte le successioni nella sfera unitaria di `p sono punti estremi di questa
sfera se 1 < p <∞, mentre per p = 1 i punti estremi sono solo le successioni
canoniche ek (che in questo contesto discreto sono delte di Dirac) moltiplicate
per un generico numero complesso di modulo 1, e per p = ∞ i punti estremi
sono tutte le successioni di modulo 1.
Naturalmente, nel caso particolare di sottospazi a dimensione finita di `p dati
da successioni nulle dopo l’indice n, questo significa che la sfera unitaria di `p
è un solido strettamente convesso se 1 < p <∞, mentre nonb lo è per p = 1
o ∞: in tal caso i punti estremi di questo solido sono i vettori che (limitando
l’attenzione al modulo delle loro coordinate) giacciono rispettivamente sugli
assi cartesiani o sulle bisettrici dei vari ottanti. per il calcolo esplicito ed il
disegno di queste sfere unitarie nel caso bidimensionale rinviamo il lettore
all’Esempio 1.7.10. tu
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3.10 Topologia debole∗ sul duale di uno spa-
zio vettoriale topologico e teorema di Banach–
Alaoglu

Definizione 3.10.1. Per la Proposizione 3.3.11, il duale V ′ di uno spazio di
Banach V è anch’esso uno spazio di Banach, e quindi lo è anche il duale V ′′

di V ′, che indichiamo come il biduale di V .

Proposizione 3.10.2. (Immersione di uno spazio vettoriale topolo-
gico nel suo biduale.) Sia V uno spazio vettoriale topologico con duale
V ′. La mappa

ı[v](x′) = x′(v) := 〈x′, v〉

è una applicazione lineare di V allo spazio W := Hom(V ′,C) dei funzionali
lineari su V ′ che separa i punti di V ′. Questa mappa è iniettiva se e solo se
V ′ separa i punti di V (ad esempio se V è localmente convesso: Corollario
3.9.7).

Dimostrazione. La linearità è evidente. Mostriamo che ı separa i punti di
V ′: ı(x′) = ı(y′) se e solo se 〈x′, v〉 = 〈y′, v〉 per ogni v ∈ V , ossia se e solo se
x′ = y′.
Infine, V ′ separa i punti di V se e solo se per ogni v1 6= v2 ∈ V esiste x′ tale
che 〈x′, v1〉 6= 〈x′, v2〉, ossia ı(v1) 6= ı(v2). tu

Definizione 3.10.3. (Topologia debole∗.) La topologia debole indotta
su V ′ dalla famiglia di funzionali continui in V ′′ data dall’immagine dell’im-
mersione ı della precedente Proposizione 3.10.2 si chiama la topologia debole∗
τw∗ di V ′. Si noti che, in base alla definizione di topologia debole (Notazione
3.8.5), la topologia debole∗ di V ′ è la topologia più debole nella quale tutti i
funzionali ıv ∈ V ′′ al variare di v in V sono continui.

Da questa Definizione e dalla Proposizione 3.8.3 otteniamo immediata-
mente il fatto seguente:

Corollario 3.10.4. La topologia debole∗ è localmente convessa, ed ogni fun-
zionale τw∗-continuo su V ′ è del tipo x′ → ı[v](x′) = 〈x′, v〉 per qualche
v ∈ V .
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Nota 3.10.5. Una questione terminologica: nella Proposizione 3.10.2 faccia-
mo riferimento a W = Hom(V ′,C) (lo spazio dei funzionali lineari su V ′)
invece che al duale V ′′ (lo spazio dei funzionali lineari continui su V ′), per-
chè la continuità in generale non ha senso: il duale di uno spazio vettoriale
topologico non è necessariamente uno spazio vettoriale topologico. Proprio
tramite la costruzione a cui stiamo procedendo introdurremo su di esso una
topologia. Però abbiamo visto che il duale di uno spazio normato è invece in
maniera naturale uno spazio normato, anzi di Banach (Proposizione 3.3.11),
e quindi, nel contesto più ristretto degli spazi normati, la topologia debole∗
verrà paragonata alla topologia della norma, detta topologia forte: questo
paragone sarà necessario in vari enunciati della Sezione 3.11. tu

La topologia debole∗ è un esempio di topologia debole, e come tale è,
in effetti, piuttosto magra, come osservato nella Nota 3.8.4. Ora mostriamo
un fatto sorprendente: la topologia debole∗ è così magra che in essa, in uno
spazio normato, la sfera unitaria è compatta. Premettiamo un lemma tecnico.

Lemma 3.10.6. Sia U un intorno dell’origine in uno spazio vettoriale topolo-
gico V e F l’insieme dei funzionali lineari x′ su V che verificano |〈x′, v〉| ⩽ C
per qualche C > 0 e per ogni v ∈ U . Allora:

(i) per ogni v ∈ V , esiste una costante cv > 0 tale che 〈x′, v〉| ⩽ cv per
ogni x′ ∈ F, e quindi F è un sottoinsieme del prodotto cartesiano
Z :=

∏
v∈V Dv, dove Dv è la palla di raggio cv/C nel campo di base su

cui è definito V (reale o complesso);

(ii) nella topologia prodotto τ di Z, la chiusura F è tale che ogni f ∈ F è
un funzionale lineare su V .

Dimostrazione. Dato v 6= 0 in V , la retta parametrica che passa per l’origine
e per V deve intersecare l’aperto U in un aperto di R (perchè la moltiplica-
zione per scalari è continua in uno spazio vettoriale topologico: questa stessa
osservazione è stata giè esposta nella Definizione 3.9.2). Pertanto, per ogni v
deve esistere un fattore di scala cv tale che v ∈ cv U . Allora, vista la definizio-
ne di F data nell’enunciato, 〈x′, v〉| ⩽ cv per ogni x′ ∈ F: quindi F è l’insieme
delle funzioni x′ su V definite da v 7→ x′(v) ∈ Dv, ossia un sottoinsieme del
prodotto cartesiano Z :=

∏
v∈V Dv (Definizione 3.4.1). Questo prova la parte

(i).
Ora consideriamo f ∈ F , λ1, lambda2 scalari, v1, v2 ∈ V e ε > 0 arbitrari.
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L’insieme

W := {x′ ∈ Z : |x′(vi)− f(vi)| < ε

e |x′(λ1v1 + λ2v2)− f(λ1v1 + λ2v2) < ε, i = 1, 2}

è un aperto nella topologia prodotto τ di Z (che, per la Definizione 3.7.2,
altro non è se non la topologia debole su Z indotta dalla famiglia di tutte
le funzioni v 7→ g(v) ∈ Dv). Per definizione di chiusura, F deve intersecare
questo aperto W . Sia x′ ∈ W ∩ F. Poichè x′ è stato assunto lineare, ora
abbiamo

f(λ1v1 + λ2v2)− λ1f(v1)− λ2f(v2) =

(f − x′)(λ1v1 + λ2v2)− λ1(f − x′)(v1)− λ2(f − x′)(v2) ,

e quindi

|f(λ1v1 + λ2v2)− λ1f(v1)− λ2f(v2)| < (1 + |λ1|+ |λ2|)ε .

Poichè ε è arbitrario, da questo segue che f è lineare. tu

Teorema 3.10.7 (Banach–Alaoglu). Come nel precedente Lemma 3.10.6, sia
U un intorno dell’origine in uno spazio vettoriale topologico V e F l’insieme
dei funzionali lineari x′ su V che verificano |〈x′, v〉| ⩽ C per qualche C ⩾ 0
e per ogni v ∈ U . Allora F è un sottoinsieme di V ′ (ossia i funzionali in F

sono necessariamente continui) ed è compatto nella topologia debole∗.
In particolare, se V è uno spazio normato, allora la sua sfera unitaria è
debolmente∗ compatta (e lo è anche qualsiasi altra sfera di raggio finito, il che
è equivalente vista l’invarianza della topologia per traslazione e dilatazione,
Definizione 3.1.1).

Dimostrazione. È ovvio dalla Proposizione 3.3.4 che i funzionali in F sono
continui, visto che essi sono limitati perchè mandano l’intorno aperto U di 0
in V in una sfera limitata nel campo di base. Quindi F ⊂ V ′.
Sappiamo dalla parte (i) del precedente Lemma 3.10.6 che F è immerso nel
prodotto cartesiano Z definito in quel Lemma. Dalla parte (ii) del Lemma
3.10.6 F è τ -chiuso in Z. Ma Z è compatto per il Teorema di Tychonoff
3.7.4, e quindi è τ -compatto per la prima parte del Lemma 1.10.6.
Da queste due considerazioni segue F ⊂ V ′ ∩ Z, e quindi F eredita da V ′ la
topologia debole∗ τw indotta da V , e da Z la topologia prodotto τ . Il prossimo
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passo consiste nel dimostrare che queste due topologie su F concidono.
Fissati arbitrariamente ε > 0, x′0 ∈ F e v1 , . . . vn ∈ V , consideriamo i seguenti
due intorni di base locale a x′0 rispettivamente in τw e τ :

W1 := {x′ ∈ V ′ : |〈x′, vi〉 − 〈x′0, vi〉| < ε, i = 1, . . . n} ,
W1 := {f ∈ Z : |f(vi)− 〈x′0, vi〉| < ε, i = 1, . . . n} .

Poichè abbiamo visto che F ⊂ V ′ ∩Z, ogni x′ ∈ W1 ⊂ V ′ che appartiene a F

deve appartenere anche a Z, e quindi la derfinizione di W1 e W2 implica che
questo funzionale x′ sta in W2: quindi W1 ∩ F ⊂ W2. Lo stesso argomento
dimostra il viceversa, W2 ∩ F ⊂ W1. In altre parole, W1 ∩ F = W2 ∩ F.
Pertanto le basi delle due topologie τ e τw, ristrette a F, coincidono, e quindi
le due topologie coincidono su F.
Ma allora F, che poco sopra abbiamo provato essere compatto nella topologia
τ , lo è anche nella topologia τw. Questo completa la dimostrazione. tu

Corollario 3.10.8. (i) Lo spazio delle funzioni continue su uno spazio to-
pologico di Hausdorff X (Definizione 1.10.2 ) non totalmente sconnesso
non è il duale di uno spazio vettoriale topologico. (Si noti che, invece,
lo spazio L∞(µ) rispetto ad una qualsiasi misura di Borel µ su R è il
duale di L1(R, µ): si veda l’Esempio 3.12.1 nel seguito).

(ii) Lo spazio L1(X,µ) rispetto ad una misura non puramente atomica non è
il duale di uno spazio vettoriale topologico. (Vedremo invece nel seguito
che, invece, se µ è una qualsiasi misura di Borel puramente atomica
con un insieme numerabile di atomi nei punti, diciamo, xn, allora lo
spazio L1(µ) è il duale dello spazio c0 delle successioni che tendono
a zero all’infinito (pensate come funzioni definite su {xn}: si riveda
la fine dell’Esempio 3.12.4). Vedremo altresì che, se p > 1, Lp(µ)
rispetto ad una qualsiasi misura di Borel µ, con 1 < p ⩽ ∞, è il duale
di Lq(µ), dove q è l’indice coniugato di p nel senso della Definizione
1.16.4 (Esempio 3.12.2)).

Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso dello spazio C(X) delle fun-
zioni continue a valori reali (uno spazio sul campo R). Se C(X) fosse il duale
di uno spazio vettoriale topologico, la sua sfera unitaria sarebbe compatta
nella topologia debole∗ in base al Teorema di Banach–Alaoglu 3.10.7, e quin-
di sarebbe l’involucro convesso dei propri punti estremi in base al Teorema
di Krein–Milman 3.9.13 (si noti che il fatto che un punto sia estremo non



396CAPITOLO 3. SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI, ANALISI FUNZIONALE

dipende dalla topologia, forte o debole che essa sia). Invece non è così, come
abbiamo visto nell’Esempio 3.9.15: in effetti, in tale Esempio abbiamo mo-
strato che, se la topologia non è totalmente sconnessa, i punti estremi sono
funzioni costanti su ogni componente connessa, e quindi l’involucro conves-
so chiuso dei punti estremi è uno spazio vettoriale di funzioni costanti sulle
componenti connesse, pertanto in generale assai più piccolo di C(X), a meno
che, appunto, le componenti connesse siano singoli punti, ossia X sia total-
mente sconnesso: infatti, la proprietà di separazione T2 (Definizione 1.10.2)
implica che su uno spazio di Hausdorff, per ogni due punti diversi, esiste una
funzione continua che li separa, ossia che assume su di essi valori diversi.
Ora passiamo al caso delle funzioni continue a valori complessi (uno spazio
sul campo C). Se una funzione f appartiene alla sfera unitaria di C(X), vi
appartengono anche Re f e Im f . Quindi lo stesso argomento mostra che, se
lo spazio topologico X è uno spazio di Hausdorff non totalmente sconnesso,
l’involucro convesso chiuso dei punti estremi della sfera unitaria di C(X)è lo
spazio vettoriale sul campo C delle funzioni costanti in ciascuna componente
connessa di X, che non è tutta la sfera unitaria di C(X), la quale contiene
funzioni non costanti su queste componenti connesse.

Esattamente per lo stesso argomento, lo spazio L1(X,µ), rispetto ad una
misura di Borel µ non puramente atomica su uno spazio di misura X, non
può essere il duale di uno spazio vettoriale topologico, perché non esistono
punti estremi della sua sfera unitaria tranne quelli con supporto in un atomo
(qui si usa l’Esempio 3.9.17). Questo prova la parte (ii). tu

3.11 Duali di spazi normati e loro topologia
debole∗; spazi riflessivi

Sappiamo dall’Esercizio 3.3.8 che gli operatori lineari da uno spazio normato
V ad un altro spazio normato W formano uno spazio normato con la norma
della Definizione 3.3.7, che qui ripetiamo:

‖T‖ := sup{|T (v)| : ‖v‖V ⩽ 1} , (3.29)

Inoltre, segue dalla Proposizione 3.3.11 che se W è uno spazio di Banach
allora lo spazio normato degli operatori lineari da V aW risulta uno spazio di
Banach. Allora, come già osservato alla fine della Definizione 3.3.14, il duale
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di uno spazio normato è uno spazio normato e dalla Proposizione 3.3.11 che
il duale di uno spazio di Banach è uno spazio di Banach. Più precisamente:

Corollario 3.11.1. Sia V uno spazio normato (reale o complesso), e B la
sua palla unitaria chiusa. Per ogni v′ ∈ V ′ (duale reale o complesso) abbiamo
posto in (3.9):

‖v′‖ := sup{|〈v′, v〉| : v ∈ B} .

Questo definisce su V ′ una norma rispetto alla quale V ′ è uno spazio di
Banach.
Si noti che quindi

|〈v′, v〉| ⩽ ‖v‖‖v′‖ (3.30)
per ogni v ∈ V e v′ ∈ V ′ (questo è stato già implicitamente osservato nella
dimostrazione del Corollario 3.5.10).

Dimostrazione. La prima asserzione discende immediatamente dall’identità
3.29 e dai commenti che la accompagnano, visto che R e C sono spazi di
Banach. Ne segue immediatamente la disuguaglianza (3.30) per v ∈ B, ed
allora, per linearità, anche per ogni v ∈ V . tu

Rammentiamo anche il Corollario 3.5.10, che ripetiamo ed estendiamo
qui:

Corollario 3.11.2. Vale la identità duale di quella del precedente Corollario
3.11.1: se V uno spazio normato (reale o complesso), e B∗ la palla unitaria
chiusa del suo duale, allora per ogni v ∈ V abbiamo

‖v‖ := sup{|〈x′, v〉| : x′ ∈ B∗} .

In altre parole, la mappa x′ 7→ 〈x′, v〉 è un funzionale lineare continuo su V ′

di norma ‖v‖.
Infine, B∗ è compatto nella topologia debole∗ di V ′ (Definizione 3.10.3).

Dimostrazione. L’unica asserzione nuova è la compttezza, che ora dimostria-
mo. Siano B la palla unitaria chiusa di V e U la palla unitaria aperta. Allora
B è la chiusura di U , e quindi, grazie alla formula per la norma di x′ come
estremo superiore su B data nel precedente Corollario 3.11.1, se ne dedu-
ce che un funzionale x′ continuo ha norma 1, ovvero è in B∗, se e solo se
|〈v, x′〉| ⩽ 1 per ogni v ∈ U . Ora la compattezza di B∗ segue dal Teorema di
Banach–Alaoglu 3.10.7. tu
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Corollario 3.11.3. Se V è uno spazio normato di dimensione infinita, la
topologia debole∗ del suo duale V ′ è strettamente più debole della topologia
della norma di V ′, discussa nel Corollario 3.11.1. (In dimensione finita ogni
spazio vettoriale è isomorfo e topologicamente omeomorfo al suo duale, e
quindi le due topologie coincidono).
Dimostrazione. La topologia debole∗ è la topologia più debole nella quale
tutti i funzionali v′′ : x′ 7→ 〈x′, v〉 sono continui: allora il precedente Corollario
3.11.2 asserisce che la topologia della norma di V ′ è più forte della topologia
debole∗. Il fatto che a dimensione infinita essa sia strettamente più forte segue
dalla Nota 3.8.4, dal momento che V ′, come spazio normato, è ovviamente
localmente limitato (basta considerare le palle aperte intorno all’origine, che
sono limitate). tu

L’identità duale del Corollario 3.11.2 si trasporta alla riformulazione della
definizione di norma di operatore lineare limitato fra spazi normati:
Corollario 3.11.4. Siano V , W spazi normati e T : V → W un operatore
lineare limitato. Allora la norma di T in B(V,W ) si può esprimere come

‖T‖ = sup{|〈Tv, w′〉| : ‖v‖V ⩽ 1, ‖w′‖W ′ ⩽ 1} .

Dimostrazione. Sappiamo dalla Definizione 3.3.7 che ‖T‖ := sup{‖Tv‖V :
‖v‖V ⩽ 1}. D’altra parte, sappiamo dal Corollario 3.11.2 che ‖Tv‖V =
sup{|〈Tv, w′〉| : ‖w′‖W ′ ⩽ 1}. Combinando queste due identità otteniamo
quella nell’enunciato. tu

Nota 3.11.5. Rammentiamo quanto osservato nella Proposizione 3.10.2: in
base al Corollario 3.11.2 che ogni v ∈ V definisce un (unico) ı(v) ∈ V ′′ nel
modo seguente:

〈v, v′〉 := 〈v′, ı(v)〉 .
Questa immersione ı : V → V ′′ è lineare, e gli elementi di ı(V ) sono esatta-
mente i funzionali lineari continui su V ′ rispetto alla sua topologia debole∗.
Inoltre, sempre dal Corollario 3.11.2, segue che ‖ı(v)‖V ′′ = ‖v‖V , ossia che ı
è una isometria di V in un sottospazio di V ′′. Se (e solo se) V è uno spazio di
Banach, ossia completo, l’immagine isometrica ı(V ) ⊂ V ′′ è un sottospazio
completo di V ′′, quindi è chiusa. Di solito si identifica V con ı(V ) ⊂ V ′′ e si
scrive semplicemente V ⊂ V ′′. Dal momento che la topologia della norma di
V ′ è più forte della topologia debole∗ (Corollario 3.11.3), i funzionali conti-
nui rispetto a quest’ultima possono essere strettamente di meno, e quindi in
generale V ( V ′′. tu
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Per futura memoria, presentiamo come enunciato separato l’asserzione
provata nella precedente Nota 3.11.5 circa il fatto che ıV sia chiuso:

Corollario 3.11.6. Sia V uno spazio normato. Allora ıV è un sottospazio
chiuso di V ′′ se e solo se V è uno spazio di Banach.

Definizione 3.11.7. (Spazi normati riflessivi.) Uno spazio normato
in cui l’immersione isometrica ı appena richiamata è surgettiva, ossia V :=
ı(V ) = V ′′, si dice riflessivo.

Nota 3.11.8. (Riflessività degli spazi Lp con 1 ⩽ p < ∞.) Segue dagli
esempi della Sezione 3.12 che gli spazi Lp e `p, per 1 ⩽ p <∞, sono riflessivi.
Infatti, vedremo negli Esempi 3.12.2 e 3.12.4 che il loro duale coincide con lo
spazio Lq (rispettivamente, `q) con p e q indici coniugati (Definizione 1.16.4).
Dal momento che la relazione di coniugazione, 1

p
+ 1

q
= 1, è simmetrica in p

e q, si ottiene che questi spazi coincidono con il proprio biduale.
Invece, L∞ e `∞ non sono riflessivi, e neppure lo sono i loro sottospazi chiusi
dati rispettivamente dalle funzioni continue e limitate C∩L∞ (ed anche dalle
funzioni continue che tendono a zero all’infinito, C0) e dalle successioni che
tendono a zero all’infinito, c0. Nei sopracitati Esempi accenniamo al caso di
L∞[0, 1] e C[0, 1]: il caso generale di spazi di misura qualsiasi, ad esempio
infinita, viene lasciato come esercizio al lettore (nel caso di `p si veda anche
[25, Esercizio 5 del Capitolo 3]). Si noti che il caso di misura infinita include
anche l’esempio di `∞, che è lo spazio L∞(µ) rispetto alla misura discreta
che conta gli interi introdotta nell’Esempio 1.9.22. In questo caso sappiamo
già che il duale di `∞ è strettamente più grande di `1, a causa dell’esistenza
di un funzionale lineare continuo su `∞ che non proviene da `1, il limite di
Banach studiato nell’Esempio 3.5.4. tu

Proposizione 3.11.9. Se X è uno spazio normato riflessivo, allora il suo
duale X ′ è uno spazio normato riflessivo.

Dimostrazione. Sappiamo dal Corollario 3.11.1 che X ′ è uno spazio normato
(con la norma del duale). Siano ı : X 7→ X ′′ e ı′ : X ′ 7→ X ′′′ le rispettive im-
mersioni canoniche. È chiaro che la riflessività implica che X ∼ X ′′ e quindi
X ′ ∼ X ′′′, ma questo non basta, perché occorre provare che l’isomorfismo
isometrico fra X ′ e X ′′′ è stabilito dall’immersione canonica ı′, ossia che ı′ è
surgettiva su X ′′′.
Per questo fine, scegliamo x′′′ ∈ X ′′′ ed osserviamo che, essendo X riflessivo,
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ı : X 7→ X ′′ è surgettiva e quindi per ogni x′′ ∈ X ′′ esiste x = ı−1x′′ ∈ X.
Allora

〈x′′′, x′′〉 = 〈x′′′, ıx〉 = 〈x′′′ ◦ ı, x〉 = 〈x′′, x′′′ ◦ ı〉.
Questo equivale a dire che, per ogni x′′′ ∈ X ′′′, si ha x′′′ = ı′(x′′′ ◦ ı), e quindi
ı′ è surgettiva. tu

Proposizione 3.11.10. Siano X, Y spazi normati. Se J : X 7→ Y è un
isomorfismo e X è riflessivo, anche Y è riflessivo.
Dimostrazione.

Sia J ′ : Y ′ 7→ X ′ l’operatore lineare definito da J ′y′ = y′ ◦J , e J ′′ : X ′′ 7→
Y ′′ quello definito da J ′′x′′ = x′′◦J ′. Segue direttamente dal Corollario 3.11.4
che questi operatori lineari sono limitati, e segue dalla surgettività di J che J ′

è iniettivo, e dalla sua iniettività che J ′ è surgettivo (lasciamo questa verifica
al lettore come esercizio). Perciò J ′ è un isomorfismo. A questo punto, per
lo stesso argomento, anche J ′′ è un isomorfismo. Siano ıX : X 7→ X ′′ e
ıY : Y 7→ Y ′′ le immersoini canoniche. Poiché J ′′ è un isomorfismo, per ogni
y′′ ∈ Y ′′ esiste x′′ ∈ X ′′ tale che y′′ = J ′′x′′ = J ′′ıXx per qualche x ∈ X (che
esiste perché X è riflessivo). Allora, per ogni y′ ∈ Y ′,

〈y′′, y′〉 = 〈J ′′ıXx, y
′〉 = 〈ıXx, J ′y′〉 = 〈J ′y′, x〉 = 〈y′, Jy〉,

e quindi y′′ = ıY Jx. Pertanto ıY è surgettiva, e quindi, per la Definizione
3.11.7, Y è uno spazio riflessivo. tu

3.11.1 Annichilatori; duali di sottospazi e di quozienti
Definizione 3.11.11. (Annichilatori.) Sia X uno spazio vettoriale to-
pologico ed X ′ il suo duale. Dati due sottoinsiemi V ⊂ X e W ⊂ X ′, ne
definiamo gli annichilatori

V ⊥ := {x′ ∈ X ′ : 〈x′, v〉 = 0 per ogni v ∈ V },
⊥W := {x ∈ X : 〈w, x〉 = 0 per ogni w ∈ W}.

Corollario 3.11.12. Siano X uno spazio normato e V ⊂ X e W ⊂ X ′

sottoinsiemi non necessariamente chiusi. Allora V ⊥ è un sottospazio chiuso
di X ′ (nella topologia debole∗ (e quindi, a maggior ragione, è anche chiuso
nella norma duale introdotta nel Corollario 3.11.1, che è più forte della
toologia debole∗). Analogamente ⊥W è un sottospazio chiuso di X (nella
topologia della norma).
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Dimostrazione. Si verifica banalmente che V ⊥ e ⊥W siano sottospazi lineari
di X ′ e di X, rispettivamente.
Per definizione, V ⊥ è l’intersezione dei nuclei dei funzionali ıv ∈ X ′′ con
v ∈ V . Osserviamo che tali funzionali sono continui sullo spazio normato X ′

(munito della norma duale), i loro nuclei sono chiusi (nella topologia della
norma), e quindi V ⊥ è l’intersezione di una famiglia di chiusi, e pertanto
è chiuso. Ma questi funzionali sono anche continui nella topologia debole∗,
proprio per la Definizione 3.10.3 di tale topologia, e quindi lo stesso ragiona-
mento mostra che, più in generale, V ⊥ è chiuso in X ′ nella topologia debole∗.
Se xα ∈ ⊥W e xα → x, allora, in base alla disuguaglianza (3.30), per ogni
w ∈ W si ha |〈xα−x, w〉| ⩽ ‖xα−x‖ ‖w‖ → 0, e quindi 〈x, w〉 = limα〈xα, w〉.
Ma 〈xα, w〉 = 0 per xα ∈ ⊥W e w ∈ W , e quindi 〈xα, w〉 = 0 per ogni w ∈ W
e x ∈ ⊥W : questo prova che ⊥W è chiuso in norma. tu

Corollario 3.11.13. Per ogni spazio normato X e sottoinsiemi V ⊂ X e
W ⊂ X ′,

(i) ⊥(V ⊥) è la chiusura in norma del sottospazio lineare generato da V in
X (e quindi ne è anche la chiusura debole, in base alla Proposizione
3.8.6);

(i) (⊥W )⊥ è la chiusura debole∗ del sottospazio lineare generato da W in
X ′.

Dimostrazione. Per comodità, in questa dimostrazione denotiamo con V˜
il sottospazio lineare di X generato da V , ed analogamente per W˜ in X ′.
Anzitutto osserviamo che V ⊂ ⊥(V ⊥) perché se v ∈ V allora 〈v, x′〉 = 0
per ogni x′ ∈ V ⊥. D’altra parte, ⊥(V ⊥) è un sottospazio di X chiuso in
norma, per il precedente Corollario 3.11.12. Quindi la chiusura V˜verifica
V˜⊂ ⊥(V ⊥). D’altra parte, segue dal Teorema di Hahn–Banach 3.6.1 che, per
ogni x ∈ X, x /∈ V ,̃ esiste x′ ∈ X ′ tale che 〈x′, x〉 6= 0: pertanto x /∈ ⊥(V ⊥).
Riassumendo, si ha V˜= ⊥(V ⊥), e la parte (i) è dimostrata.

Procediamo in maniera analoga per la parte (ii). Per ciascun w ∈ W ⊂
X ′ si ha 〈x, w〉 = 0 per ogni x ∈ ⊥W ⊂ X, quindi w ∈ (⊥W )⊥. Ma, in base al
precedente Corollario 3.11.12, quest’ultimo sottospazio di X ′ è chiuso nella
topologia debole∗, e pertanto abbiamo dimostrato che la chiusura debole∗
W˜ è contenuta in (⊥W )⊥. D’altra parte, se x′ ∈ X ′ e x′ /∈ W ,̃ possiamo
applicare il Teorema di Hahn–Banach 3.6.1 allo spazio duale X ′ visto come
spazio localmente convesso munito della sua topologia debole∗ per concludere
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che esiste x ∈ ⊥W tale che 〈x′, x〉 6= 0. Ciò equivale a dire che x′ /∈ (⊥W )⊥.
Segue da questi due fatti che W˜= (⊥W )⊥. tu

Sappiamo dalla Definizione 3.1.5 che, se X è uno spazio normato e V
un sottospazio chiuso, allora lo spazio quoziente X/V è anch’esso uno spazio
normato, con la norma quoziente introdotta in (3.1), e se X è uno spazio di
Banach allora anche X/V è di Banach nella norma quoziente. L’essenza del
prossimo enunciato è che per i duali valgono gli isomorfismi V ′ ∼ X ′/V ⊥ e
(X/V )′ ∼ V ⊥.

Teorema 3.11.14. (Duali di sottospazi e di quozienti.) Sia V ⊂ X
un sottospazio chiuso di uno spazio di Banach X. Per ogni v′ ∈ V ′ sia
x′ = ṽ′ ∈ X ′ una qualunque estensione di v′ ad un funzionale continuo su X
data dal Teorema di Hahn–Banach 3.5.5.

(i) Sia π′ : X ′ 7→ X ′/V ⊥ la proiezione canonica, π′[x′] = x′ + V ⊥, e sia
η[v′] = π′ [ṽ′] = π[x′] = x′ + V ⊥. Allora η è ben definito, ossia non
dipende dalla scelta dell’estensione di Hahn–Banach x′ di v′, ed è un
isomorfismo isometrico di V ′ su X ′/V ⊥.

(ii) Sia π : X 7→ X/V la proiezione canonica, π[x] = x + V , e per ogni
funzionale lineare continuo u′ sullo spazio quoziente X/M sia ζ[u′] =
u′ ◦ π ∈ X ′, ossia ζ[u′](x) = u′(x + V ). Allora ζ[u′](x) assume valore
costante su tutti i vettori della classe laterale x + V ⊂ X (ovvero,
non dipende dalla scelta del rappresentante della classe laterale),quindi
ζ[u′] ∈ V ⊥, ed inoltre ζ è un isomorfismo isometrico di (X/V )′ su V ⊥.

Dimostrazione. Per la parte (i), è chiaro che η è ben definito, perché asserire
che x′1 e x′2 sono due diverse estensioni di Hahn–Banach di v′ ∈ V ′ significa
dire che x′1−x′2 si annulla su V , ossia x′1−x′2 ∈ V ⊥, e quindi x′1+V ⊥ = x′2+V

⊥.
Il fatto che η sia una mappa lineare è banalmente verificato. Ogni classe
laterale x′ + V ⊥ nel quoziente X ′/V ⊥ è (in corrispondenza biunivoca con)
un funzionale su V , dato dalla restrizione di x′ a V . Ma x′ è l’estensione
di Hahn–Banach di v′, quindi x′ ristretto a V coincide con v′, e pertanto,
al variare di v′ in V ′, η[v′] copre tutto X ′/V ⊥: abbiamo dimostrato che η è
surgettivo.
Per definizione di estensione di un funzionale, è chiaro che l’estensione di
Hahn–Banach x′ di v′ verifica ‖v′‖ ⩽ ‖x′‖. D’altra parte, per la definizione
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(3.1) di norma quoziente,

‖η[v′]‖ = sup{‖x′ + y′‖ : x′ ∈ X ′, x′ |V = v′, y′ ∈ V ⊥}

= inf{‖x′ + y′‖ : x′ ∈ X ′, x′ |V = v′, y′ |V = 0} ,

e quindi, per ogni estensione di Hahn–Banach u′ ∈ X ′ di v′, si ha ‖v′‖ ⩽
‖η[v′]‖ ⩽ ‖u′‖. Ma sappiamo dal Teorema di Hahn–Banach 3.5.5 che esiste
una tale estensione u′ che verifica ‖u′‖ = ‖v′‖. Quindi |η[v′]‖ = ‖v′‖, e
pertanto η è una isometria.

Sia x ∈ X e u′ ∈ (X/V )′: allora π[x] = x + V ∈ X/V , e quindi u′ ◦ π è
un funzionale lineare continuo su X che si annulla su V , ossia è costante sui
vettori delle classi laterali modulo V . Questo dimostra che ζ[u′] ∈ V ⊥. Di
nuovo, la linearità di ζ è ovvia.
I funzionali lineari x′ ∈ V ⊥ sono quelli che si annullano su V , e quindi sono
lifting a X di funzionali su X/V : in altre parole, per ogni x′ ∈ V ⊥ esiste un
funzionale lineare y′ su X/V tale che y′◦π = x′ (non stiamo per ora asserendo
che y′ sia continuo, ma certamente è lineare). Scriviamo N = ker x′: allora N
è un sottospazio chiuso di X, e quindi ker y′ = π[N ] è un sottospazio chiuso
di X/V dal momento che la proiezione canonica è un omeomorfismo, per la
Definizione 3.1.5 di topologia quoziente. Pertanto, in base alla proposizione
3.3.15, y′ è continuo, ossia y′ ∈ (X/V )′. Ora si ha ζ[y′] = y′ ◦π = x′, e quindi
ogni x′ ∈ X ′ è nell’immagine di ζ: abbiamo provato la surgettività.
Infine, dimostriamo che ζ è una isometria. Sia B la palla unitaria aperta in
X: per definizione di topologia quoziente, π[B] è la palla unitaria aperta in
X/V . Ora consideriamo un generico funzionale continuo y′ ∈ (X/V )′. Per
definizione, ζ[y′] = y′ ◦ π, e quindi (ovviamente calcolando le norme in base
alla Proposizione 3.3.7),

‖ζ[y′]‖ = ‖y′ ◦ π‖ = sup{|〈x, y′ ◦ π〉| : x ∈ B} = sup{|〈π[x], y′〉| : x ∈ B}
= sup{|〈y, y′〉| : y ∈ π[B]} = ‖y′‖,

ovvero la mappa ζ è isometrica. tu

3.11.2 Annichilatori e riflessività
Lemma 3.11.15. Sia V un sottospazio di uno spazio normato X, e come
sempre ı : X 7→ X ′′ l’immersione canonica della Proposizione 3.10.2. Allora
V è riflessivo se e solo se ıV = V ⊥⊥.
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Dimostrazione. In base alla parte (i) del Teorema 3.11.14, identifichiamo
V ′ con il quoziente X ′/V ⊥, e quindi, in base alla parte (ii) dello stesso
Teorema, identifichiamo V ′′ con V ⊥⊥. Allora a prima vista sembrerebbe
si possa concludere che V è riflessivo se e solo se ıV ∼ V ′′ ∼ V ⊥⊥, che è
il nostro enunciato. Questo argomento però non è corretto, perché, in base
alla Definizione 3.11.7 di riflessivià, occorre anche mostrare che l’isomorfismo
V ∼ V ′′ sia implementato dall’immersione canonica ı, e nell’argomento che
abbiam accennato questo non è chiaro perché vi si intrecciano due isomorfismi
diversi. Quindi forniamo una dimostrazione più accurata.
Scriviamo l’identificazione fra V ′′ e V ⊥⊥ indicando esplicitamente con v′′ il
funzionale in V ′′ che corrisponde a v⊥⊥ ∈ V ⊥⊥. Supponiamo V riflessivo.
È chiaro che, per ogni v ∈ V , si ha 〈ıv, x′〉 = 〈x′, v〉 = 0 se x′ ∈ V ⊥,
perciò ıV ⊂ V ⊥⊥. Proviamo ora l’inclusione opposta. Ora notiamo che, se
v⊥⊥ ∈ V ⊥⊥, l’ipotesi che V sia riflessivo assicura l’esistenza di un vettore
v ∈ V tale che, per ogni x′ ∈ X ′, si ha

v⊥⊥(x′) = v⊥⊥(x′ + V ⊥⊥) = 〈v′′, x′ + V ⊥⊥〉 = 〈x′ + V ⊥⊥, v = x′(v).

Questo significa che v⊥⊥(x′) = ıv, e quindi ıV ⊃ V ⊥⊥. Pertanto ıV = V ⊥⊥.
Viceversa, supponiamo ora ıV = V ⊥⊥ e deduciamo che V è riflessivo.

Allora, se come prima v′′ indica un generico funzionale in V ′′ e v⊥⊥ il corri-
spondente vettore in V ⊥⊥, deve esistere v ∈ V tale che ıv = v⊥⊥, e quindi,
per ogni classe laterale x′ + V ⊥ ∈ X ′/V ⊥ ∼ V ′,

〈v′′, x′ + V ⊥〉 = v⊥⊥(x′) = 〈x′, v〉 = 〈x′ + V ⊥ v〉,

ossia ıV ⊃ V ′′. Naturalmente si ha sempre ıV ⊂ V ′′, e quindi V è riflessivo.
tu

Proposizione 3.11.16. Sottospazi chiusi di spazi normati riflessivi sono
riflessivi.
Dimostrazione. Sia V un sottospazio chiuso di uno spazio normato riflessivo
X. Osserviamo che, per ogni v′ ∈ V ⊥ e x ∈⊥ (V ⊥), si ha 〈ıx, v′〉 = 〈v′, x〉 =
0, quindi ı⊥(V ⊥) = V ⊥⊥. D’altra parte sappiamo dalla parte (i) del Corol-
lario 3.11.13 che ⊥(V ⊥) = V = V (dal momento che V è chiuso). Quindi
ıV = V ⊥⊥, e l’enunciato ora segue dal precedente Lemma 3.11.15. tu

Teorema 3.11.17. Sia V un sottospazio di uno spazio di Banach X, e sia
come sempre ı : X 7→ X ′′ l’immersione canonica. Allora V è riflessivo se e
solo se ıV è riflessivo.
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Dimostrazione. Il fatto che X ′ sia riflessivo se X è riflessivo è stato già prova-
to, più in generale, per spazi normati, nella Proposizione 3.11.9. Viceversa,
supponiamo che X sia uno spazio di Banach e X ′ sia riflessivo. Allora X ′′ è
riflessivo, come appena osservato, e X è isomorfo a ıX, che, per il Corollario
3.11.6, è un sottospazio chiuso di X ′′. Ma un sottospazio chiuso di uno spazio
riflessivo è riflessivo, e quindi ıX è riflessivo. Pertanto X è isomorfo ad uno
spazio riflessivo, e quindi è riflessivo per la Proposizione 3.11.10. tu

Proposizione 3.11.18. I quozienti di spazi normati riflessivi sono riflessivi.

Dimostrazione. Sia V un sottospazio chiuso di uno spazio normato riflessivo
X. Sappiamo dal Corollario 3.11.12 che V ⊥ è un sottospazio chiuso di X ′

(inteso come spazio normato nella topologia della norma duale: Corollario
3.11.1). Ma abbiamo provato nella Proposizione 3.11.9 che X ′ è riflessivo,
ed allora il suo sottospazio chiuso V ⊥ è anch’esso riflessivo per la prima
parte della presente dimostrazione. In base al Teorema 3.11.14 (ii), (X/V )′

è isomorfo a V ⊥, e quindi è riflessivo, per la Proposizione 3.11.10. Allora
anche X/V è riflessivo, per il precedente Teorema 3.11.17. tu

3.12 Esempi di dualità fra spazi di Banach
Dedichiamo questa Sezione a presentare alcuni esempi importanti di dualità
fra spazi di Banach. Questi esempi sono necessari per chiarire il contesto del-
l’uso della dualità nel Capitolo 11 sulle distribuzioni: in ogni caso, verranno
riassunti in quel Capitolo (nella Sezione 11.3).
Qui rivediamo ed espandiamo alcuni esempi già discussi nelle Sezioni 1.16,
1.17, 1.18, 1.19 e 1.7.

Cominciamo con gli spazi normati L2[0, 1] e L1[0, 1] (Sezione 1.16). Qui
ed in seguito scegliamo l’intervallo [0, 1] per comodità nella normalizzazione
degli integrali, ma tutti i risultati che presenteremo valgono, a meno di una
opportuna costante di normalizzazione, per un qualunque intervallo finito
[a, b], od anche, laddove indicato, per l’intera retta reale.

Sappiamo che L2[0, 1] ⊂ L1[0, 1] : più precisamente, per ogni f ∈ L2[0, 1]
si ha ‖f‖1 ⩽ ‖f‖2, perché
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‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt = (|f |, 1)

⩽ ‖f‖2 ‖1‖2

= ‖f‖2
(∫ 1

0

dt

) 1
2

= ‖f‖2,

per la disuguaglianza di Cauchy–Schwarz in L2 (si veda la Proposizione 4.5.1)
oppure per la disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6). D’altra parte,
L2[0, 1] è denso in L1[0, 1], perché contiene il sottospazio C[0, 1] delle funzio-
ni continue, e questo spazio è un sottospazio denso in L1[0, 1] (Proposizione
1.18.6), od anche come conseguenza del teorema di convergenza di identi-
ta’ approssimate in L1

∗ (che presenteremo in seguito come Teorema 6.1.10):
questo fatto verrà anche usato nella dimostrazione del Corollario 5.13.8.
Esempio 3.12.1. ((L1)′ = L∞.) Il duale di L1[0, 1] è (isometricamente) iso-
morfo a L∞[0, 1] (la stessa dimostrazione vale, parola per parola, per lo spazio
L1 rispetto a qualsiasi altra misura di Borel). Spieghiamo brevemente perché.
Ogni φ ∈ L∞[0, 1] dà luogo ad un funzionale continuo su L1[0, 1] nel modo
che vedremo anche nell’Esempio 11.2.2: Tϕ(f) = 〈φ, f〉 =

∫∞
−∞ φ(t)f(t) dt.

Questo funzionale è continuo su L1 perché
∣∣∣∫∞

−∞ φ(t)f(t) dt
∣∣∣ ⩽ ‖φ‖∞ ‖f‖1,

quindi ‖T‖(L1)′ ⩽ ‖φ‖∞. È facile vedere che ‖Tϕ‖(L1)′ = ‖φ‖∞ : scegliamo
una successione di punti xn ∈ R sui quali φ approssima sempre meglio il suo
estremo superiore (o un x su cui φ raggiunge il proprio massimo assoluto,
se lo ha), ed al posto di f prendiamo identità approssimate in L1 centrate
a questi punti xn (per ogni xn prendiamo un traslato λxnψn di una identità
approssimata ψn con n via via più grande, ossia con grafico più stretto ed
alto). Allora segue dal teorema di convergenza di identità approssimate nella
norma L∞ (che presenteremo in seguito come Teorema 6.1.8), che

‖Tϕ‖ = sup {|〈φ, f〉| : ‖f‖1 = 1} = ‖φ‖∞.

Abbiamo a suo tempo dimostrato (nella dimostrazione del Teorema 1.19.6)
che ogni funzionale continuo su L1 è rappresentabile come integrale pesato
con una funzione. Quindi (L1[0, 1])

′ è isometricamente isomorfo a L∞[0, 1].
Questo fatto è un caso particolare del Teorema 1.19.6.
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Abbiamo già osservato che lo stesso argomento vale per L1 rispetto a
qualsiasi altra misura di Borel, in particolare per funzioni su R invece che
su un intervallo compatto come [0, 1]. In questo caso, un’altra dimostra-
zione fa uso del teorema di convergenza di identità approssimate su R (che
presenteremo in seguito: Teorema 6.1.16), e prova che il duale di L1(R) è
isometricamente isomorfo a L∞(R). Anche questo è un caso particolare del
Teorema 1.19.6. tu

D’altra parte, per il Teorema 11.2.1 di rappresentazione di Riesz (che
presenteremo in seguito) si ha che L2[0, 1]′ è (isometricamente) isomorfo a
L2[0, 1]. Ma abbiamo appena visto che L2[0, 1] ⊂ L1[0, 1] ed è ovvio che
L∞[0, 1] ⊂ L2[0, 1] (esercizio). Quindi abbiamo la catena di inclusioni

L∞[0, 1] ⊂ L2[0, 1] ⊂ L1[0, 1]

e
L1[0, 1]′ ∼= L∞[0, 1] ⊂ L2[0, 1] ∼= L2[0, 1]′.

Ecco quindi che, in questo caso nel quale i sottospazi non sono chiusi (anzi
sono densi, in base al Teorema di convergenza di identità approssimate (cheb
presenteremo in seguito), Teorema 6.1.10), la dualità rovescia la relazione di
inclusione.
Esempio 3.12.2. ((Lp)′ = Lq se 1

p
+ 1

q
= 1.) Più in generale, prendiamo

indici coniugati 1 ⩽ p < ∞, 1 < q ⩽ ∞ con 1
p
+ 1

q
= 1 (Definizione 1.16.4;

conveniamo come sempre che, se p = 1 e q = ∞, valga 1
p
+ 1

q
= 1, però qui

consideriamo solo il caso p = 1, q = ∞, non il viceversa). Rammentiamo
la disuguaglianza di Hölder per funzioni su R (Teorema 1.16.6): per φ ∈
Lq[0, 1] e f ∈ Lp[0, 1] (o rispettivamente per φ ∈ Lq(R) e f ∈ Lp(R)), si ha∣∣∫ φ(t)f(t) dt∣∣ ⩽ ‖φ‖q ‖f‖p. Ne segue:

|Tϕ(f)| = |〈φ, f〉| ⩽ ‖φ‖q ‖f‖p . (3.31)

Di nuovo grazie al teorema (che presenteremo in seguito) di convergenza
di identità approssimate, questa volta nella norma di Lp (Teorema 6.1.10
nel caso di un intervallo finito, e rispettivamente Teorema 6.1.16 nel caso
di funzioni su R), si ha come prima che la mappa φ 7→ Tϕ descrive un
isomorfismo isometrico di Lq sul duale di Lp :

sup {|〈φ, f〉| : ‖f‖Lp = 1} = ‖φ‖q . (3.32)
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In realtà non c’è neppure bisogno del teorema sulle identità approssimate:
fissata φ in Lq, la norma di Tϕ è l’estremo superiore di |Tϕ(f)| al variare di
f nella norma unitaria di Lp, ma questo estremo superiore in realtà è un
massimo, raggiunto esattamente (come si verifica facilmente) quando f è, a
meno di normalizzazione, data da f(x) = e−iθ(x)|φ(x)|q/p. (Qui l’argomento
θ(x) è la fase della decomposizione polare del numero complesso φ(x), cioè
l’angolo all’esponente nell’espressione φ(x) = |φ(x)|eiθ(x)). Pertanto l’argo-
mento svluppato in questo Esempio vale anche per lo spazio Lp rispetto a
qualsiasi altra misura di Borel.

Accenneremo nel prossimo Esempio 3.12.3 che il duale di L∞ non si
ottiene in questo modo: esso è più grande di L1. tu

Esempio 3.12.3. (Dualità ed inclusioni per spazi Lp[0, 1].) Abbiamo
appena visto che, se p e q sono indici coniugati (nel senso del precedente
Esempio 3.12.2), allora

Lp[0, 1]′ ∼= Lq[0, 1]

(isomorfismo isometrico). Si noti che, se 1 < p < r < ∞, la relazione degli
indici coniugati 1

p
+ 1

q
= 1 rovescia la disuguaglianza quando si passa agli

indici coniugati, e pertanto per 1 < p < r <∞ si ha

L∞[0, 1] ( Lr[0, 1] ( Lp[0, 1] ( L1[0, 1]

ma
L1[0, 1]′ ( Lp[0, 1]′ ( Lr[0, 1]′ ( L∞[0, 1]′.

(Il duale di L∞[0, 1] non viene discusso qui: esso consiste dello spazio delle
misure finitamente additive in [0, 1]. In particolare L∞[0, 1]′ ) L1[0, 1]′, come
anticipato nel precedente Esempio 3.12.2. Per maggiori dettagli sulla dualità
per gli spazi Lp si consulti [22].) tu

Esempio 3.12.4. (Dualità ed inclusioni per spazi `p.) Simmetricamente,
per gli spazi `p si ha (Proposizione 1.7.7):

l1 ( `p ( `r ( `∞

se 1 < p < r <∞ , e

`∞ = (l1)′ ) `q = (`p)′ ) `s = (`r)′

dove s ⩽ q e 1
p
+ 1

q
= 1 = 1

s
+ 1

r
(indici coniugati, nel senso della Definizione

1.16.4). Ciascuno spazio `p è denso in ogni spazio `r se 1 ⩽ p < q < ∞, e le
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inclusioni si rovesciano passando agli spazi duali. Anche questi risultati sugli
spazi `p seguono, come prima, dalla disuguaglianza di Hölder, ma questa
volta formulata per successioni numeriche invece che per funzioni. Data
una successione x = {xn ∈ C, n ∈ Z} ∈ `q ed un’altra successione y =
{yn ∈ C, n ∈ Z} ∈ `p, la disuguaglianza di Hölder per successioni (Corollario
1.16.8) asserisce che, ponendo

Tx(y) ≡ 〈x, y〉 ≡
∞∑

n=−∞

xn yn ,

abbiamo

|〈x, y〉| ⩽ ‖x‖ℓq ‖y‖ℓp (3.33)

(Corollario 1.16.8 (i)). Da qui, come prima nel caso di una variabile reale
invece che intera, segue che la norma `p di una successione x è l’estremo
superiore della sua norma come funzionale su `q (Corollario 1.16.8 (ii)), ossia

|Tx(y)| = sup{|〈x, y〉| : ‖y‖ℓp = 1} = ‖x‖ℓq . (3.34)

e quindi la mappa x 7→ Tx è un isomorfismo isometrico di `q sul duale di `p.
Si noti invece che C[0, 1] è contenuto in L∞[0, 1] come sottospazio chiu-

so, non denso: infatti la norma in questi due spazi è la stessa (la norma
uniforme). In questo caso abbiamo già accennato che la dualità preserva
l’inclusione, ed infatti si ha che C[0, 1]′ è lo spazio delle misure finite umera-
bilmente additive su [0, 1], mentre, come già osservato nell’Esempio 3.12.3,
L∞[0, 1]′ è lo spazio delle misure che sono solo finitamente additive: il primo è
un sottospazio chiuso del secondo. Qui, confidando che il lettore sia familiare
con l’esempio particolare della misura di Lebesgue, rinviamo alla Definizione
1.9.29 per la norma nello spazio delle misure (norma della variazione totale):
per maggiori dettagli sulla teoria della misura si consulti ancora [22].
Lo stesso argomento vale per lo spazio c0 delle successioni che tendono a
zero all’infinito: in tal caso le misure finite si intendono sugli interi, e quindi
costituiscono lo spazio `1 delle serie assolutamente convergenti. tu
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3.13 Il teorema di categoria di Baire

3.13.1 Teorema di Baire
Questa Sottosezione è incidentale, perché è dedicata a proprietà degli spa-
zi topologici, non degli spazi vettoriali topologici: pur tuttavia, essa ha
applicazioni fondamentali all’analisi funzionale su spazi vettoriali topologici.

Osserviamo anzitutto che i rapporti fra le nozioni topologiche e metriche
(come ad esempio la densità) e la teoria della misura sono talvolta un po’ sot-
tili, persino negli spazi vettoriali a dimensione finita. Ad esempio, sappiamo
che esistono insiemi numerabili densi in Rma di misura zero, come i razionali.
È facile costruire sottoinsiemi densi in R ed aperti, quindi di misura positiva,
ma piccola. Ecco un modo: si numerino i razionali, in maniera da scrivere
Q come una successione {q1 , q2 , . . . }, e si consideri l’intervallo aperto Jn di
lunghezza, diciamo, 2−n centrato in qn. Allora E = ∪nJn è denso in R perché
contiene Q ma ha misura minore o uguale ad 1. Considerando intervalli Jn di
misura opportunamente piccola e scartando nel corso della costruzione ogni
razionale che appartiene ad uno degli intervalli Jn già considerati otteniamo
una variante di E che consiste di una unione numerabile di intervalli aperti
disgiunti che è densa in R ma di misura arbitrariamente piccola.
Consideriamo quest’ultimo insieme E e trasliamolo di un passo η per ot-
tenere un nuovo insieme Eη con le stesse proprietà. Definitivamente si ha
m(Jn) < η/2: per tutti questi valori di n, Jn è disgiunto dal suo traslato
ληJn, ma interseca comunque altri traslati ληJm a causa della densità. In
particolare, ogni razionale qn deve distare meno di una quantità δn da uno
dei traslati ληJm, e quindi da Eη, con limn δn = 0. Poiché i razionali sono
densi, anche l’intersezione E ∩ Eη continua ad essere un insieme denso, per
ogni η > 0, ed è anche aperta perché è intersezione di due unioni numera-
bili disgiunte di intervalli aperti, e l’intersezione di due intervalli aperti, se
non è vuota, è un aperto. Questa osservazione ha a che fare con proprietà
topologiche o metriche più che della misura: essa lega la densità dell’interse-
zione di due sottoinsiemi con una proprietà puramente topologica, il fatto di
essere aperti. Se gli insiemi non sono aperti l’intersezione di solito è vuota:
si pensi a Q ed ad un suo traslato Qη di passo irrazionale (in questo caso i
due insiemi hanno misura zero, ma è facile adattare l’esempio in modo che
uno dei due abbia misura zero e l’altro no (ad esempio, scegliendo Q ed un
sottoinsieme dell’insieme Eη di prima ottenuto scavando da Eη un insieme
come E di prima ma di misura inferiore a quella di Eη).
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Di questa proprietà topologica di intersezione esiste una formulazione
molto più generale, che vale per opportuni spazi topologici che non sono
necessariamente spazi vettoriali topologici:

Teorema 3.13.1 (Baire). Sia V uno spazio metrico completo, oppure uno
spazio di Hausdorff localmente compatto. Allora l’intersezione di ogni fami-
glia numerabile di sottoinsiemi aperti densi è un sottoinsieme denso (ovvia-
mente di solito non aperto) di V .

Dimostrazione. Sia {Ej : j = 1, . . . } una successione di sottoinsiemi aperti
densi in V . Dobbiamo dimostrare che ogni sottoinsieme aperto non vuoto
O0 ⊂ V interseca ∩nEn.
Grazie alla densità di En, l’intersezione di En con qualsiasi aperto non vuoto
è non vuota: quindi possiamo costruire una successione di aperti non vuoti
On tali che On ⊂ En ∩ On−1. Se V è uno spazio metrico possiamo scegliere
per On una palla di raggio che tende a zero, ad esempio inferiore a 1/n; se
invece V è uno spazio localmente compatto e di Hausdorff, possiamo sce-
gliere On compatto, in base alla parte (vii) della Proposizione 1.10.10. In
tal modo, tutti gli On sono contenuti in O0, e ∩nOn ⊂ ∩nEn. Basta quindi
mostrare che ∩nOn 6= ∅. Nell’ipotesi in cui V è uno spazio metrico, abbia-
mo scelto i raggi delle palle inscatolate On in modo che tendano a zero, ed
allora i centri di queste formano una successione di Cauchy (esercizio): poi-
ché abbiamo anche assunto V completo, questa successione converge ad un
punto che appartiene necessariamente alla chiusura di tutti gli On, e quindi
∩nOn 6= ∅. Invece, nell’ipotesi che V sia localmente compatto di Hausdorff,
abbiamo scelto gli On compatti, ed allora l’intersezione è non vuota in base
alla proprietà dell’intersezione finita (Nota 1.9.7). tu

Nota 3.13.2. Osserviamo che il complemento di un aperto denso E è un chiuso
con interno vuoto, e viceversa: infatti ogni aperto non vuotoO ha intersezione
non vuota con l’insieme denso E, e quindi non può essere contenuto in ∁E.

3.13.2 Insiemi di prima e di seconda categoria
La prossima definizione aiuta a chiarire la differenza topologica fra insiemi
densi ma numerabili, come i razionali, ed insiemi densi ma più ricchi, come
gli irrazionali.

Definizione 3.13.3. Si dice che un sottoinsieme di uno spazio topologico
V è non denso da nessuna parte se la sua chiusura non contiene aperti. Un
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insieme si dice magro, o di prima categoria in V , se è unione numerabile di
insiemi non densi da nessuna parte; altrimenti, l’insieme si dice pieno, o di
seconda categoria.

Nota 3.13.4. In base alla precedente Nota 3.13.2, un insieme è non denso
da nessuna parte se e solo se il complemento della sua chiusura è un aperto
denso

Ad esempio, gli interi non sono densi da nessuna parte in R, e quindi i
razionali, che sono unione numerabile di dilatati degli interi, sono di seconda
categoria. Invece gli irrazionali non sono una unione numerabile di insiemi
non densi da nessuna parte.

Corollario 3.13.5. Gli spazi metrici completi, e gli spazi localmente compatti
e di Hausdorff, sono di seconda categoria in sé stessi.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che uno spazio V come nell’enunciato non
è unione numerabile di sottoinsiemi En non densi da nessuna parte. In effetti,
se per assurdo V = ∪nEn, allora ∩n∁En = ∁V = ∅. Ma la chiusura di En
non contiene aperti, e quindi ∁En è un aperto denso, in base alla Nota 3.13.4.
Allora segue dal Teorema di Baire 3.13.1 che ∩n∁En non può essere vuoto.

tu

Elenchiamo alcune osservazioni ovvie che ci serviranno nella prossima
Sezione 3.14:
Nota 3.13.6. Le unioni numerabili ed i sottoinsiemi di insiemi di prima catego-
ria sono di prima categoria. Gli omeomorfismi (mappe continue ed invertibili
con inversa continua) preservano la categoria.

3.13.3 ∗∗Basi di Hamel
Definizione 3.13.7. Una famiglia di vettori Γ in uno spazio vettoriale V è
una base di Hamel se è un insieme massimale linearmente indipendente.

Corollario 3.13.8. Γ è una base di Hamel nello spazio vettoriale V se e
solo se ogni vettore v ∈ V si decompone in modo unico come combinazione
lineare finita di elementi di Γ.

Dimostrazione. Se Γ è una base di Hamel, ossia un insieme massimale li-
nearmente indipendente, allora ogni v /∈ Γ, aggiunto a Γ, dà luogo ad
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un insieme linearmente dipendente, e quindi esiste una combinazione li-
neare λ0v +

∑n
i=1 λiγi = 0 con coefficienti λi non tutti nulli. Poiché però

{γ1 , . . . , γn} sono linearmente indipendenti, deve essere λ0 6= 0, e dividendo
la precedente identità per λ0 si ottiene v =

∑n
i=1 civi, con ci = −λi/λ0. Di

nuovo per il fatto che {γ1 , . . . , γn} sono linearmente indipendenti, questa
combinazione lineare deve essere unica. Se invece v appartiene già a Γ, l’in-
dipendenza lineare di Γ assicura che v non si può scrivere come combinazione
lineare di altri elementi di Γ, e quindi anche in questo caso si ha unicità.
Viceversa, se ogni vettore v ∈ V si decompone in modo unico come combina-
zione lineare finita di elementi di Γ, allora in particolare questo accade per gli
elementi di Γ, e quindi, in base all’argomento appena visto, Γ è un insieme
linearmente indipendente; inoltre è massimale, perché se vi aggiungeiamo un
elemento v, questo elemento si scriverebbe come combinazione lineare di ele-
menti di Γ ma anche nel modo banale v = v, e quindi non si ha più l’unicità
dello sviluppo. tu

Lemma 3.13.9. Ogni sottospazio di dimensione finita di uno spazio vetto-
riale topologico è chiuso.

Dimostrazione. Sia V uno spazio vettoriale topologico, diciamo sul campo
C, X un sottospazio di dimensione n e F : Cn → X un isomorfismo. Essendo
un operatore lineare a dimensione finita (definito su Cn), F è continuo, e,
indicando con B la sfera unitaria aperta in Cn, l’immagine K = F (S) della
sfera unitaria chiusa S = ∂B è compatta in V . Poiché 0 /∈ K e V è di
Hausdorff, esiste un intorno O di 0 in V disg�unto da K. Per continuità,
possiamo anche scegliere O così piccolo che O ⊂ F (B). Sia x un vettore nella
chiusura di X: in base al Lemma 3.1.13, x ∈ rO se r è abbastanza grande,
quindi x appartiene alla chiusura di X ∩ rO ⊂ F (rB) = F (rB). D’altra
parte, B è compatto in Cn e F è continua, quindi F (rB) è compatto in V ,
e pertanto è chiuso per il Lemma 1.10.6 perché V è di Hausdorff (Corollario
3.1.11). Pertanto x ∈ F (rB ⊂ X, e quindi X è chiuso. tu

Proposizione 3.13.10. Se V è uno spazio vettoriale, Wn ⊂ V sono sotto-
spazi di dimensione finita e V = ∪nWn, allora V è di prima categoria in sé
stesso (nel senso della Definizione 3.13.3).

Dimostrazione. In base al Lemma 3.1.13, se V ha dimensione infinita il sot-
tospazioWn di dimensione finita non possono contenere aperti, e quindi ∁Wn
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è un aperto denso, in base alla Nota 3.13.2. D’altra parte, Wn è chiuso per
il precedente Lemma 3.13.9, e quindi ∁Wn è un aperto denso, ossia Wn non
è denso da nessuna parte, ed allora ∪nWn è un insieme di prima categoria
(Definizione 3.13.3). tu

Allora dal Corollario 3.13.5 del teorema di Baire segue immediatamente:

Corollario 3.13.11. Sia V un F−spazio a dimensione infinita (ossia uno
spazio vettoriale a dimensione infinita, munito di una topologia completa in-
dotta da una metrica, necessariamente invariante per traslazione: Definizione
3.1.1). Allora V non ammette basi di Hamel numerabili.

3.14 Il teorema di uniforme limitatezza
La prossima definizione è la consueta definizione di equicontinuità, però qui
specializzata al caso di mappe lineari F , per le quali F (x si avv�cina a F (y)
se e solo se F (x − y) si avvicina all’origine, e quindi, in base all’invarianza
della topologia per traslazione, basta verificare la condizione di continuità
all’origine per averla dappertutto:

Definizione 3.14.1. Una famiglia F di mappe lineari fra due spazi vettoriali
topologici X e Y si dice equicontinua se per ogni intorno B di 0 in Y esiste
un intorno A di 0 in X tale che F (A) ⊂ B per ogni F ∈ F .

Mostriamo che dalla equicontinuità segue la equilimitatezza (gli insiemi
limitati in uno spazio vettoriale topologico sono stati introdotti nella De-
finizione 3.1.1, e gli operatori limitati fra spazi vettoriali topologici nella
Definizione 3.3.1):

Proposizione 3.14.2. Ogni famiglia equicontinua di operatori lineari fra
spazi vettoriali topologici è equilimitata: ossia, per ogni famiglia equicontinua
calF da X a Y , e per ogni insieme limitato A ⊂ X, esiste un insieme limitato
B ⊂ Y tale che F (A) ⊂ B per ogni F ∈ F .

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che l’insieme B = ∪{F (E) : F ∈ F} è
limitato.
Sia V un intorno dell’origine in Y . Poiché F è una famiglia equicontinua,
esiste un intorno U dell’origine in X tale che F (U) ⊂ V per ogni F ∈ F .
Dal momento che A è limitato, esiste r > 0 tale che E ⊂ rU . Allora F (E) ⊂
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F (rU) = rF (U) = rV per ogni F ∈ F . l’insieme B verifica B ⊂ rV , e
quindi è limitato. tu

Teorema 3.14.3 (Banach–Steinhaus). Siano X e Y spazi vettoriali topolo-
gici e F una famiglia di operatori lineari continui da X a Y . Sia U l’insieme
dei vettori x tali che l’orbita Fx := {F (x) : F ∈ F} è un insieme limitato in
Y . Se U è di seconda categoria in X, allora U = X (ossia gli operatori F in
F sono puntualmente equilimitati, e la famiglia F è equicontinua (e quindi
equilimitata, per la precedente Proposizione 3.14.2).
Dimostrazione. Siano V e W intorni bilanciati dell’origine in Y tali che
V +V ⊂ W . Poiché tutte le F ∈ F sono continue, l’insieme C = ∩{F−1(V ) :
F ∈ F} è intersezione di chiusi in X e quindi è chiuso. Per ogni x ∈ U ab-
biamo assunto che l’orbita Fx sia limitata, quindi contenuta nell’aperto nV
per qualche intero n. Questo significa che x ∈ F−1(nV ) per tutti gli F ∈ F ,
e quindi x ∈ nC. In altre parole, U ⊂ ∪∞

n=1nC.
Ora usiamo l’ipotesi che U sia di seconda categoria in X: allora almeno uno
degli insiemi nC deve essere di seconda categoria, perché altrimenti U sqa-
rebbe unione numerabile di insiemi di prima categoria e quindi anch’esso di
prima categoria (Nota 3.13.6). Ma la moltiplicazione per n è un omeomor-
fismo, e quindi, per la stessa Nota, anche C è di seconda categoria. Allora
C non può essere non denso da nessuna parte (Definizione 3.13.3), e siccome
abbiamo visto che C è chiuso, deve avere almeno un punto interno z, in base
alla Nota 3.13.2. Allora z − C contiene un intorno aperto A dell’origine in
X, e per ogni F ∈ F si ha F (A) ⊂ F (z) − F (C) ⊂ V − V ⊂ W (la prima
inclusione vale perché z ∈ U , la seconda per la definizione di C). Quindi F
è una famiglia equicontinua.
Ora, in base alla Proposizione 3.14.2, la famiglia F è equilimitata: quindi,
per ogni x ∈ X, l’orbita Fx è un insieme limitato in Y . Ciò significa che
U = X. tu

Grazie al Corollario 3.13.5 del teorema di Baire, il Teorema di Banach–
Steinhaus 3.14.3 assume la forma abituale seguente:
Corollario 3.14.4. (Principio di uniforme limitatezza per F-spazi.)
Siano X è un F−spazio (uno spazio vettoriale con una topologia completa
indotta da una metrica: questo include tutti gli spazi di Fréchet e di Banach),
e F una famiglia di operatori lineari da X ad uno spazio vettoriale topologico
Y . Se le orbite Fx := {F (x) : F ∈ F} sono limitate in Y per ogni x ∈ X,
allora F è una famiglia equicontinua.
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Corollario 3.14.5. (Il limite puntuale preserva la continuità degli
operatori.) Sia {Fn} una successione di operatori lineari continui da un
F−spazio X ad uno spazio vettoriale topologico Y , e supponiamo che per ogni
x ∈ X esista il limite F (x) = limn Fn(x). Allora il limite F è un operatore
lineare (ovviamente!) e continuo.

Dimostrazione. Il precedente Corollario 3.14.4 implica che la successione
{Fn} è equicontinua. Perciò, per ogni intorno V dell’origine in Y , esiste
un intorno U dell’origine in X tale che Fn(U) ⊂ V simultaneamente per
tutti gli n. Pertanto F (U) ⊂ V , e quindi F è continuo all’origine, e pertanto
ovunque, essendo lineare (si veda la seguente Nora di richiamo 3.14.6).
tu

Nota 3.14.6. Grazie all’invarianza per traslazione della topologia degli spazi
ettoriali topologici, una mappa fra spazi vettoriali topologici è continua se e
solo se è continua all’origine, ed è aperta se e solo se è aperta all’origine.

Come osservato nel suo enunciato, il Teorema di Banach–Steinhaus 3.14.3
asserisce che una condizione di limitatezza puntuale per una famiglia di
operatori lineari su opportuni spazi vettoriali topologici diventa uniforme.
Riformuliamo questa proprietà nel caso più consueto di spazi di Banach.

Corollario 3.14.7. (Principio di uniforme limitatezza per spazi di
Banach.) Siano X e Y spazi di Banach e F una famiglia di operatori
lineari da X a Y puntualmente limitata, nel senso che, per ogni x ∈ X, si ha
supF ‖F (x)‖) < ∞. Allora F è equicontinua, nel senso che vale la seguente
maggiorazione uniforme sulla sfera unitaria di X: esiste una costanteM > 0
tale che, per ogni x con ‖x‖ ⩽ 1, si ha ‖F (x)‖ ⩽M per ogni F ∈ F . Quindi,
per linearità, gli operatori in F sono uniformemente limitati: per ogni x ∈ X
e F ∈ F ,

‖F (x)‖ ⩽M‖x‖ .

3.15 Il teorema dell’applicazione aperta
Definizione 3.15.1. Una applicazione F fra spazi topologici X e Y si dice
aperta ad un punto x ∈ X se l’immagine di ogni intorno di x contiene un
intorno di F (x). L’applicazione F si dice aperta se è aperta ad ogni punto,
ossia se l’immagine di ogni aperto in X è un aperto in Y .
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Nota 3.15.2. (i) Evidentemente, se una applicazione aperta F è invertibile,
l’applicazione inversa è continua, e viceversa: la continuità equivale
proprio al fatto che la controimmagine degli aperti sotto F−1 sia aperta.

(ii) Come al solito, grazie alla linearità ed all’invarianza per traslazione
della topologia, una applicazione lineare F fra spazi topologici è aperta
se e solo se è aperta all’origine.

Teorema 3.15.3. (Teorema dell’applicazione aperta.) Sia F un opera-
tore lineare continuo da un F−spazio X ad uno spazio vettoriale topologico
Y tale che l’immagine F (X) sia di seconda categoria in Y . Allora anche Y
è un F−spazio, e F è surgettiva ed aperta.

Dimostrazione. Se dimostriamo che F è aperta, ne segue che è surgettiva,
perché, essendo aperta e lineare, deve mandare X in un sottospazio aperto
di Y , ma l’unico sottospazio aperto di Y è Y stesso, come conseguenza del
Lemma 3.1.13.
Allora dimostriamo che F è aperta, ossia, per la parte (ii) della Nota 3.15.2,
che l’immagine F (V ) di ogni intorno V di 0 ∈ X contiene un intorno di 0 ∈ Y .
A tal fine basta dimostrare la seguente asserzione: sia r > 0 abbastanza
piccolo che la palla aperta V0 di raggio r e centro 0 sia contenuta in V , e, per
n ∈ N, sia Vn la palla di centro 0 e raggio 2−nr: allora esiste un intorno W
di 0 tale che

W ⊂ F (V1) ⊂ F (V0) . (3.35)
Dimostriamo tale asserzione. Dal momento che V2 − V2 ⊂ V1, segue dalla
parte (i) dell’Esercizio 3.1.3 che

F (V2)− F (V2) ⊂ F (V2)− F (V2) ⊂ F (V1) .

Perciò, per provare la prima inclusione di (3.35), basta mostrare che F (V1)
ha interno non vuoto. Questo segue dal Lemma 3.1.13, in base al quale
F (X) = ∪nnF (V2), e quindi uno dei dilatati nF (V2) deve essere di seconda
categoria in Y : ma allora, poiché la dilatazione è un omeomorfismo, anche
V2 è di seconda categoria (Nota 3.13.6), e quindi la sua chiusura ha interno
non vuoto (Nota 3.13.4).
Ora proviamo la seconda inclusione di (3.35). Vogliamo provare che ogni
y1 ∈ F (V1) appartiene a F (V1). A questo scopo costriamo iterativamente
una successione appropriata, come segue. Osserviamo che, esattamente come
appena dimostrato per F (V1), anche F (Vn+1) ha interno non vuoto. Allora,
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per ogni yn ∈ F (Vn), yn − F (Vn+1) contiene un intorno dell’origine in Y , e
quindi (yn − F (Vn+1)) ∩ F (Vn) è non vuoto. Pertanto esiste xn ∈ Vn tale
che F (xn) ∈ yn − F (Vn+1). Se ora poniamo yn+1 = yn − F (xn), questo
significa che yn+1 ∈ F (Vn+1). Ma xn tende a zero a velocità esponenziale:
d(xn, 0) < 2−nr perché xn sta nella palla Vn che ha questo raggio. Quindi,
in base alla formula di somma geometrica (Sezione 1.1), le somme parziali∑k

n=1 xn sono una successione di Cauchy in X. Poiché X è un F−spazio
(ossia completo), questa successione converge a qualche x ∈ X, e di nuovo
la formula di somma geometrica rivela che d(x, 0) < r, ossia x ∈ V0. D’altra
parte,

F (x) =
k∑

n=1

F (xn) =
k∑

n=1

(yn − yn+1) = y1 − ym+1 . (3.36)

D’altra parte, xn tende a zero, e quindi anche yn = F (xn) perché F è conti-
nua. Quindi segue da 3.36 che x = F (y1) ∈ F (V0). Questo prova la seconda
inclusione in (3.35), e quindi l’asserzione, e come conseguenza il fatto che F
sia una applicazione aperta.
Reata da dimostrare che anche Y è un F−spazio. Sia N il nucleo di F .
Sappiamo dall’Esercizio 3.1.6 che X/N è un F−spazio: quindi basta trovare
una immersione, ossia un isomorfismo lineare I : X/N → Y , che sia anche
un omeomorfismo. Questo isomorfismo è I(x + N) = F (x). Infatti, è ovvio
che questo è un isomorfismo lineare e che si fattorizza rispetto alla proiezione
canonica sul quoziente (Definizione 3.1.4): F (x) = I(π(x). Mostriamo che i
è continuo: per ogni aperto V ⊂ Y , la controimmagine I−1(V ) è aperta per-
ché I−1(V ) = π(F−1(V )) (per definizione di I) e π è aperta (Esercizio 3.1.6)
e F è continua. Infine, mostriamo che I è una applicazione aperta. Per de-
finizione di I, per ogni aperto O ⊂ X/N , abbiamo che I(O) = F (π−1(O) è
aperto, perché π è continua (per la Definizione 3.1.5 di topologia quoziente)
e, come appena visto, F è aperta. tu

Corollario 3.15.4. Siano X e Y F-spazi e F : X → Y un operatore lineare
surgettivo e continuo: allora F è aperto, e quindi, se F è iniettivo, anche
F−1 è continuo. In particolare, se X e Y sono spazi di Banach e F : X → Y
è un operatore lineare iniettivo, surgettivo e continuo, allora per ogni x ∈ X
non solo esiste una costante C > 0 tale che

‖F (x)‖Y ⩽ C‖x‖X
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(la più piccola tale costante essendo naturalmente ‖F‖: Definizione 3.3.7),
ma esiste anche un’altra costante c > 0 tale che

‖x‖X ⩽ c‖F (x)‖Y

(la più piccola tale costante essendo ovviamente ‖F−1‖).

Dimostrazione. Lo F−spazio Y è di seconda categoria in sé stesso, per il
Corollario 3.13.5 del teorema di Baire. Allora segue dal Teorema dell’appli-
cazione aperta 3.13.5 segue che F è aperto, e quindi, se invertibile, che F−1

è continuo. Se la topologia di X e di Y è indotta da una norma, ciò equivale
alle disuguaglianza dell’enunciato. tu

Definizione 3.15.5. (Nucleo e range di un operatore lineare.) Si
denotano rispettivamente con kernel (o nucleo) e range (o immagine) dell’o-
peratore T : X 7→ Y gli spazi

N (T ) = {x ∈ X : Tx = 0},

R(T ) = {y ∈ Y : y = Tx per qualche y ∈ Y }.

Corollario 3.15.6. Siano X e Y F-spazi e F : X → Y un operatore lineare.
Allora T è invertibile da Y a X con inverso continuo se e solo se R(T ) = Y
e N (T ) = {0}.

Dimostrazione. È evidente che T è invertibile se e solo se è iniettivo e surget-
tivo, e questo equivale alla condizioni dell’enunciato. Inoltre, per il Corollario
3.15.4, queste condizioni assicurano anche che T−1 sia continuo. tu

Corollario 3.15.7. La topologia di un F−spazio è massimale, nel senso
seguente: se X è un F−spazio nella topologia τ− ed anche in una topologia
più forte τ+, allora τ+ coincide con τ−.

Dimostrazione. Basta applicare il Corollario 3.15.4 alla mappa identità da
(X, τ+) a (X, τ−), che è continua visto che τ+ ⊃ τ−. tu

Esercizio 3.15.8. (Sottospazi chiusi di Lp[0, 1].) Siano 1 ⩽ p < ∞ e S
un sottospazio di C[0, 1] ⊂ Lp[0, 1] chiuso come sottospazio di Lp[0, 1] (ossia
nella norma di) Lp). Si provino i seguenti risultati.

(i) Esiste una costante C > 0 tale che, per ogni f ∈ S, ‖f‖p ⩽ ‖f‖∞ ⩽
C‖f‖p.
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(ii) S è chiuso come sottospazio di C[0, 1] (ossia nella norma uniforme).

(iii) Sia q l’indice coniugato di p, ossia 1
q
= 1− 1

p
(Definizione 1.16.4). Allora,

per ogni x ∈ [0, 1], esiste un nucleo riproducente gx ∈ Lq[0, 1] tale che,
per tutte le funzioni f ∈ S, si ha

f(x) =

∫ 1

0

f(t) gx(t) dt .

(iv)∗ Se fn ∈ S converge debolmente in Lp ad una funzione f ∈ S, allora fn
converge a f puntualmente ovunque in [0, 1].

(v)∗ Se fn ∈ S converge debolmente in Lp ad una funzione f ∈ S, allora fn
ammette una sottosuccessione che converge a f nella norma di Lp (ed
in tutte le norme Lr con 1 ⩽ r <∞)).

(vi)∗ D’ora in poi limitiamo l’attenzione al caso particolare p = 2. Lo spazio
S con le proprietà della parte (i) è un sottospazio localmente compatto
di L2[0, 1].

(vii)∗ Sempre nel caso p = 2, S ha dimensione finita.

Svolgimento. È ovvio che ‖f‖p ⩽ ‖f‖∞ per ogni f in Lp[0, 1], quindi anche
per f ∈ S. Inoltre, S ⊂ C[0, 1] ⊂ Lp[0, 1] è chiuso in Lp[0, 1], e l’identità è
una applicazione lineare ed iniettiva da S a Lp[0, 1], ed è continua perché sui
compatti la convergenza uniforme implica quella in Lp. Pertanto la disugua-
glianza ‖f‖∞ ⩽ C‖f‖p segue per ogni f ∈ S dal Corollario 3.15.4. Questo
prova (i), e prova anche che le norme ‖f‖∞ e ‖f‖p su S sono equivalenti, e
quindi che S è anche chiuso nella norma uniforme, ossia (ii).
Per ogni x ∈ [0, 1] il funzionale δx(f) = f(x) è un funzionale lineare su C[0, 1]
evidentemente continuo nella norma uniforme (perché |f(x)| ⩽ ‖f‖∞), e
quindi anche nella norma di Lp, per la parte (ii). Allora δx si estende ad un
funzionale continuo su tutto Lp[0, 1], per il teorema di Hahn–Banach (Teo-
rema 3.5.5). Abbiamo visto nell’Esempio 3.12.2 che tutti questi funzionali, e
quindi in particolare δx, si rappresentano come nella parte (iii) tramite una
funzione gx ∈ Lq[0, 1] come T (f) =

∫ 1

0
f(t) gx(t) dt. Questo prova (iii). Si

noti che T è l’estensione di Hahn–Banach su tutto Lp[0, 1] di δx che era defi-
nito su S come δx(f) = f(x): quindi per f ∈ Lp \ S non è detto che si abbia
T (f) = f(x), anzi in generale l’ultimo membro non ha senso per funzioni di-
scontinue, perché, per ogni fissato x, dipende dalla scelta del rappresentante
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nella classe di Lebesgue di f , e non c’è un rappresentante privilegiato per sui
il valore puntuale abbia senso.
Per dimostrare (iv), osserviamo anzitutto che se fn ∈ S converge debolmen-
te in Lp ad una funzione f ∈ Lp[0, 1], allora, per (iii), per ogni x ∈ [0, 1]
abbiamo

fn(x) =

∫ 1

0

fn(t) gx(t) dt→
∫ 1

0

f(t) gx(t) dt = δx(f) = f(x) .

Questo prova (iv).
Ora supponiamo che fn ∈ S converga a f ∈ S nella topologia debole di Lp.
Dalla parte (iv) sappiamo che fn converge a f puntualmente. Sia xn il punto
in cui |fn| raggiunge il proprio massimo. Dal momento che [0, 1] è compatto,
esiste una sottosuccessione di xnk

di xn che converge a un punto x0 ∈ [0, 1]: ne
ricaviamo da (iv) che ‖fnk

‖∞ → f(x0). Ma allora ‖fnk
‖∞ è una successione

numerica limitata, ossia la sottosuccessione fnk
(x) è uniformemente limitata

al variare di x. Pertanto anche |fnk
(x) − f(x)| è uniformemente limitata

(dalla costante |f(x0)| + ‖f‖∞ ⩽ 2‖f‖∞). Allora possiamo applicare al
compatto [0, 1] il Teorema di Convergenza Dominata 1.9.54 e concludere che
fnk

converge a f in L1 ed in tutte le norme Lr su [0, 1], per ogni 1 ⩽ r <∞.
Abbiamo provato (v).
Se p = 2, osserviamo che la sfera unitaria in S considerato come sottospazio
chiuso nella norma L2, la quale è compatta nella topologia debole stella di
L2 in base al Teorema 3.10.7, lo è anche nella topologia debole indotta da L2,
perché L2[0, 1] coincide isometricamente con il proprio duale (questo risultato
è un celebre teorema di Riesz–Fischer, la cui dimostrazione, per comodità
espositiva, viene rimandata al Capitolo 4 (teorema 4.4.6). Pertanto la parte
(v) nel caso p = 2 asserisce che nella sfera unitaria dello spazio S (nella norma
di L2) ogni successione ha una sottosuccessione convergente ad un elemento
di S non soltanto debolmente, ma anche in norma. Questo significa che
le sfere di S sono compatte nella norma di L2, ossia che S è localmente
compatto. Questo fatto è esattamente la parte (vi), e la parte (vii) ora segue
da un risultato che per convenienza espositiva posponiamo ad una prossima
Sezione: il Teorema 3.21.5, che asserisce che uno spazio vettoriale topologico
è localmente compatto se e solo se è a dimensione finita. tu
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3.16 Il teorema del grafico chiuso
Rammentiamo che una funzione da un insieme X ad un insieme Y è definita
come un sottoinsieme G ⊂ X × Y di coppie (x, y) che non hanno mai lo
stesso primo elemento: questo significa che ad ogni x ∈ X corrisponde al più
un elemento y ∈ Y tale che (x, y) ∈ G. È abituale indicare questo elemento
y con f(x). La proiezione di G sul fattore X è il dominio di f , e quella su y
è l’immagine di f .
Nota 3.16.1. Se G è un grafico, allora ad ogni (x, y) ∈ G corrisponde un unico
y ∈ Y , e quindi la proiezione canonica π1((x, y)) = x è invertibile se ristretta
a G: ossia, esiste π1|−1

G : X → G.
In effetti, spesso questa definizione astratta del concetto di funzione viene

rimpiazzata dal simbolo x 7→ f(x), e l’insieme G viene chiamato il grafico di
f . La consuetudine a questa formulazione, ad esempio nel caso di f : R→ R,
ci fa presumere che, se X e Y sono spazi topologici e f : X → Y è continua,
il grafico di f debba essere un insieme chiuso. Questo fatto è quasi vero:
Proposizione 3.16.2. Siano X e Y spazi topologici e f : X → Y continua.
Allora, se Y è uno spazio di Hausdorff (Definizione 1.10.2), il grafico G
di f è chiuso in X × Y . Viceversa, se Y non è uno spazio di Hausdorff,
esistono funzioni da Y a Y il cui grafico non è chiuso (ad esempio, la funzione
identità).
Dimostrazione. Sia (x0, y0) /∈ G: in altre parole, y0 6= f(x0). Se Y è di
Hausdorff, in Y esistono intorni V1 di y0 e V2 di f(x0) disgiunti. Ma poiché
f è continua, esiste un intorno U di x0 in X tale che f(U) ⊂ V1. Pertanto
l’intorno U × V1 di (x0, y0) è tutto contenuto nel complemento di G. Quindi
il complemento di G è aperto, ossia G è chiuso.
Se invece Y non è di Hausdorff, il gafico della funzione identità è la diagonale
(y, y) : y ∈ Y . Se questo insieme fosse chiuso, allora il suo complemento
sarebbe aperto, il che, per l’argomento appena esposto, equivarrebbe a dire
che per ogni z 6= w in Y esisterebbero intorni aperti disgiunti di z e w: questo
contraddice il fatto che Y non sia di Hausdorff. tu

Nota 3.16.3. Ogni punto di accumulazione in uno spazio metrizzabile Z è
limite di successioni zn ∈ Z. Pertanto, se X e Y sono spazi metrizzabili, ogni
punto di accumulazione del grafico G ⊂ X×Y è limite di successioni (xn, yn),
e quindi il grafico G è chiuso se e solo se per ogni successione xn → x ∈ X
tale che f(xn) → y ∈ Y si ha y = f(x). tu
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Ora mostriamo che, per funzioni lineari su spazi vettoriali topologici me-
trizzabili e completi, il fatto che il grafico sia chiuso equivale alla continuità.
Questa è una conseguenza quasi immediata del Teorema dell’applicazione
aperta 3.15.3.

Teorema 3.16.4. (Teorema del grafico chiuso.) Siano X e Y F -spazi
(Definizione 3.1.1), e T una applicazione lineare da X a Y . Allora T è
continua se e solo se il suo grafico è chiuso in X × Y .

Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 3.16.2 è sufficiente dimostrare che
se il grafico G di T è chiuso allora T è continua.
Consideriamo lo spazio vettoriale X × Y , con somma e moltiplicazione per
scalari definita componente per componente. Poiché X e Y sono F -spazi,
la loro topologia è indotta da metriche invarianti dX e dY : allora è banale
verificare che d((x1, y1), (x2, y2)) := dX(x1, x2) + dY (y1, y2) è una metrica
invariante su X × Y compatibile con la sua topologia prodotto, e completa.
Quindi X×Y , con questa topologia, un F -spazio, ed il sottoinsieme chiuso G
è, essendo chiuso in uno spazio completo, è completo (Proposizione 1.10.7).
Perciò G è un F -spazio. Consideriamo ora le seguenti due proiezioni ottenute
dalle canoniche sui fattori (la seconda è proprio la proiezione canonica):

π1|G(x, Tx) = x, π2(x, y) = y .

Allora π1|G e π2 sono continue, perché le sono le proiezioni canoniche nella
topologia prodotto (per definizione di topologia prodotto, Definizione 3.7.2).
Poiché G eX sono F -spazi, segue dal Teorema dell’applicazione aperta 3.15.3
che π1|−1

G : X → G (che esiste come visto nella Nota 3.16.1) è continua.
Ma naturalmente anche la proiezione canonica π2 è continua, e quindi lo è
T = π2 ◦ pi1|−1

G . tu

3.17 L’operatore aggiunto; kernel e range di
un operatore lineare

Teorema 3.17.1. Siano X e Y spazi normati e T : X → Y un operatore
limitato. Allora esiste un unico operatore limitato T ∗ : X ′ → Y ′ tale che

〈Tx, y′〉 = 〈x, T ∗y′〉 (3.37)

per ogni x ∈ X e y′ ∈ Y ′. Inoltre, ‖T ∗‖ = ‖T‖.
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Dimostrazione. Cominciamo con il definire T ∗ su Y ′, ponendo T ∗y′ := y′ ◦T ,
che è un funzionale lineare continuo su X perché è composizione di mappe
linesri continue. Verifichiamo che T ∗ soddisfa l’identità (3.37):

〈x, T ∗y′〉 := T ∗y′(x) = y′(T (x)) = 〈Tx, y′〉 .

Dato y′ ∈ Y ′, questa identità fissa il valore di T ∗y′ per ogni x ∈ X, e quindi
determina un unico operatore T ∗ : X ′ → Y ′. Dal fatto che la dualità è
una mappa bilineare si verifica immediatamente che T ∗ è una applicazione
lineare. Resta da dimostrare la limitatezza, che segue dal Corollario 3.11.4 e
dall’identità (3.37) in questo modo:

‖T‖ = sup{|〈Tx, y′〉| : ‖x‖X ⩽ 1, ‖y′‖Y ′ ⩽ 1}

= sup{|〈x, T ∗y′〉| : ‖x‖X ⩽ 1, ‖y′‖Y ′ ⩽ 1} = ‖T ∗‖ .

tu

Definizione 3.17.2. X e Y spazi normati e T : X → Y un operatore
limitato. L’operatore T ∗ : X ′ → Y ′ introdotto in (3.37) si chiama l’operatore
aggiunto di T .

Proposizione 3.17.3. Sia T un operatore lineare limitato da uno spazio di
Banach X ad uno spazio di Banach Y . Allora il nucleo ed il range di T (si
veda la Definizione 3.15.5) e del suo aggiunto T ∗ sono collegati dalle seguenti
relazioni:

N (T ∗) = R(T )⊥,

N (T ) =⊥ R(T ∗).

Dimostrazione. Sia y′ ∈ N (T ∗) ⊂ Y ′, ossia T ∗y′ = 0. Questo equivale
all’identità 〈T ∗y′, x〉 = 0 per ogni x ∈ X, ossia a 〈y′, Tx〉 = 0 per ogni x, ossia
ancora a y′ ∈ R(T )⊥. Questo prova la prima relazione dell’enunciato. La
seconda si prova in maniera interamente analoga ed è lasciata come esercizio
al lettore. tu

Corollario 3.17.4. (i) N (T ∗) è chiuso in Y ′ nella topologia debole∗;

(ii) R(T ) è denso in Y se e solo se T ∗ è iniettivo;

(iii) R(T ∗) è denso in X ′ nella topologia debole∗ se e solo se T è iniettivo.
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Dimostrazione. Dalla precedente Proposizione 3.17.3 N (T ∗) = R(T )⊥, e
quindi la parte (i) segue dalla prima asserzione del Corollario 3.11.12. Il
Teorema di Hahn–Banach 3.5.3, o meglio la sua conseguenza enunciata nella
Proposizione 3.5.8, mostra che il sottospazio chiuso R(T ) è denso in Y se e
solo se R(T )⊥ = 0, ossia, in base alla precedente proposizione, se e solo se
N (T ∗) = 0, ma questo equivale a dire che T ∗ è iniettivo, e la parte (ii) è
dimostrata. In maniera analoga, si consideri il sottospazio ⊥R(T ∗) ⊂ X ′, e
si noti che ⊥R(T ∗) = 0 se e solo se R(T ∗) ⊂ X ′ non è annichilato da nessun
ıx ∈ X ′ a parte x = 0: poiché i funzionali del tipo ıx sono quelli continui
nella topologia debole∗ di X ′, di nuovo per il Teorema di Hahn–Banach 3.5.3,
vediamo che questo equivale a dire che il sottospazio chiuso nella topologia
debole∗ di X ′ generato da R(T ∗) deve coincidere con tutto X ′, ossia che
R(T ∗) è denso in X ′ in questa topologia. Questo dimostra la parte (iii).

tu

Abbiamo quindi dimostrato che R(T ) è denso in Y se e solo se T ∗ è
iniettivo. Il prossimo enunciato mostra che R(T ) = Y se e solo se T ∗ è
iniettivo e (T ∗)−1 : R(T ∗) 7→ Y ′ è limitato.

Teorema 3.17.5. Sia T un operatore lineare limitato da uno spazio di Ba-
nach X ad uno spazio di Banach Y . Esiste δ > 0 tale che, per ogni y′ ∈ Y ′,
vale la disuguaglianza

‖T ∗y′‖ ⩾ δ‖y′‖ (3.38)

se e solo se T (X) = Y .

Dimostrazione. Assumiamo che (3.38) valga per ogni y′ ∈ Y ′. Vogliamo
provare che allora T (X) = Y . Se U è la palla unitaria aperta di X e V
quella di Y , questo equivale a provare che esiste η > 0 tale che T (U) ⊃ ηV .
Proveremo adesso che questa inclusione vale con η = δ.

Sia y0 /∈ T (U). Applichiamo al compatto {y0} ed al chiuso T (U) la
parte (ii) del Teorema 3.6.1 (più precisamente, la sua formulazione in ter-
mini del modulo |y′| di un opportuno funzionale, menzionata al termine
di quell’enunciato). Otteniamo che esistono y′ ∈ Y ′ e α, β ∈ R tali che
|〈y′, y〉| < α < β < |〈y′, y0〉| per ogni y ∈ T (U). Rinormalizzando y′ oppor-
tunamente possiamo assumere che si abbia |〈y′, y〉| < 1 per ogni y ∈ T (U)
ma |〈y′, y0〉| > 1. Allora, per questo y′ ∈ Y ′ rinormalizzato e ogni x ∈ U , ab-
biamo |〈T ∗y′, x〉| = |〈y′, Tx〉| < 1, e quindi ‖T ∗y′‖ ⩽ 1, in base come sempre
alla definizione di norma nello spazio duale (si riveda il Corollario 3.11.1).
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Ora, da (3.38),

δ < δ |〈y′, y0〉| ⩽ δ ‖y′‖ ‖y0‖ ⩽ ‖y0‖ ‖T ∗y′‖ < ‖y0‖ .

Quindi ogni y0 /∈ T (U) verifica y0 /∈ δV , o equivalentemente, y ∈ δV implica
y ∈ T (U). Abbiamo quindi dimostrato che (3.38) implica δV ⊂ T (U), e di
conseguenza che T (X) = Y .

Viceversa, supponiamo che T (X) = Y . Allora, per il Teorema dell’ap-
plicazione aperta 3.15.3 (o più esplicitamente, per il suo Corollario 3.15.4),
T (U) ⊃ δV per qualche δ > 0. Allora, ancora una volta per il Corollario
3.11.1, abbiamo

‖T ∗y′‖ = sup
x∈U

|〈T ∗y′, x〉| = sup
x∈U

|〈y′, Tx〉|

⩾ sup
y∈δV

|〈y′, y〉| = δ‖y′‖ ,

ossia (3.38). tu

Teorema 3.17.6. Siano X e Y spazi di Banach e T : X 7→ Y un operatore
lineare limitato. le seguenti asserzioni sono equivalenti:

(i) R(T ) è chiuso in Y ;

(ii) R(T ∗) è chiuso in X ′ nella topologia debole∗;

(iii) R(T ∗) è chiuso in X ′ nella topologia della norma.

Dimostrazione. Dalla Proposizione 3.17.3 sappiamo cheN (T )⊥ = (⊥R(T ∗))⊥,
e quest’ultimo spazio, in base alla parte (ii) del Corollario 3.11.13, è la chiu-
sura debole∗ di R(T ∗), in particolare calN(T )⊥ ⊃ R(T ∗). Ora proviamo che,
se vale (i), allora vale l’inclusione opposta, calN(T )⊥ ⊂ R(T ∗), e pertanto
avremo che R(T ∗) = N (T )⊥ è chiuso nella topologia debole∗, ossia (ii).

Fissiamo x′ ∈ N (T )⊥. Per ogni x ∈ X scriviamo y = Tx. Il funzionale
continuo x′ si estende allora ad un funzionale η su R(T ) dato da η(y) =
〈x′, x〉, ossia η = x′ ◦ T−1. In effetti, η è ben definito, perché se x1, x2 ∈ X
verificano Tx1 = Tx2, allora x1 − x2 ∈ N⊥ e quindi 〈x′, x1〉 = 〈x′, x2〉 in
quanto x′ appartiene a N (T )⊥.

Poiché assumiamo (i), ossia che R(T ) sia chiuso in Y , e quindi completo
(Proposizione 1.10.7), possiamo applicare il Corollario 3.15.4 del Teorema
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dell’Applicazione Aperta all’operatore T : X 7→ R(T ) e concludere che, per
qualche c > 0, ogni y ∈ R(T ) verifica y = Tx per qualche x ∈ X con
‖x‖ ⩽ c‖y‖. Pertanto |η(y)| = |〈x′, x〉| ⩽ c ‖x′‖ ‖x‖, e quindi η è continuo
su R(T ). Per il Teorema di Hahn–Banach 3.5.3 , η si estende a qualche
funzionale continuo y′ ∈ Y ′, ed allora, per ogni x ∈ X, si deve avere

〈T ∗y′, x〉 = 〈y′, Tx〉 = η(Tx) = 〈x′, x〉,

ossia x′ = T ∗y′. Questo prova che x′ ∈ R(T ∗), ossia che R(T ∗) = N (T )⊥, il
che, come abbiamo visto, implica (ii).

È ovvio che (ii) implichi (iii), dal momento che la topologia debole∗ è
più debole della topologia della nrma. Allora proviamo che (iii) implica (i).
Supponiamo quindi che R(T ∗) sia chiuso in X ′ nella topologia della norma,
ed indichiamo con R la chiusura di R(T ) in Y nella topologia della norma.
Ovviamente possiamo riconsiderare T : X 7→ Y come un operatore da X
a R(T ), e quindi come un operatore fra gli spazi di Banach X e R, che
preferiamo, per maggior chiarezza, indicare con un altro simbolo, diciamo
S : X 7→ R (si noti che R(S) = R(T ), un fatto ovvio che useremo fra poco).
Per definizione di R = R(T ), l’immagine di S è densa in R. Per la parte (ii)
del Corollario 3.17.4, questo equivale a dire che S∗ : R′ 7→ X ′ è iniettivo.
Per il Teorema di Hahn–Banach 3.5.3, ogni r′ ∈ R′ ha qualche estensione
continua y′ ∈ Y ′, la quale, come prima, verifica

〈T ∗y′, x〉 = 〈y′, Tx〉 = 〈r′, Sx〉 = 〈S∗r′, x〉.

Quindi R(S∗) = R(T ∗), e poiché stiamo assumendo che valga (iii), R(S∗)
è chiuso, e quindi è uno spazio di Banach. Allora possiamo applicare il
Corollario 3.15.4 all’operatore S∗ : R′ 7→ R(S∗), in base al quale, poiché S∗

è iniettivo, otteniamo una costante c > 0 tale che ‖r′‖ ⩽ c‖S∗r′‖ per ogni
r′ ∈ R′. Segue allora dal Teorema 3.17.5 che S(T ) = R. Ma abbiamo notato
che R(S) = R(T ), e quindi ciò che abbiamo dimostrato è che R(T ) = R, un
spazio chiuso: questa è la proprietà (i). tu

3.18 Operatori compatti; l’alternativa di Fre-
dholm

Definizione 3.18.1. Sia T : X 7→ Y un operatore lineare fra due F−spazi
X e Y . Diciamo che T è un operatore compatto se l’immagine di una palla
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aperta U ⊂ X è relativamente compatta in Y , cioè se la chiusura di T (U)
è compatta. Si noti che, grazie alla linearità ed al fatto che le traslazioni
in uno spazio vettoriale topologico sono omeomorfismi, questa proprietà vale
per ogni palla aperta se e solo se vale per una qualsiasi di esse (esercizio).

Nota 3.18.2. (i) Se T è un operatore compatto, in particolare l’immagine
della palla unitaria con centro l’origine è contenuta in un compatto,
e quindi limitata. Pertanto segue immediatamente dalla Definizione
3.3.7 che T è un operatore limitato.

(ii) La restrizione di un operatore compatto T ad un sottospazio V ⊂ X
è ancora un operatore compatto: infatti, data una palla U ⊂ X, si
ha T |V (U) = T (U ∩ V ), e quest’ultimo insieme è chiuso nel compatto
T (U), e quindi è compatto per la prima asserzione del Lemma 1.10.6.

(iii) È ovvio che ogni operatore su uno spazio a dimensione finita è compat-
to, perché manda la palla unitaria in un sottoinsieme di una palla nello
spazio immagine, la quale ha chiusura compatta a causa della dimen-
sione finita. Lo stesso argomento vale più in generale se l’immagine
dell’operatore ha dimensione finita.

(iv) Viceversa, se X e Y sono F−spazi e T : X 7→ Y è compatto con im-
magine R(T ) chiusa, allora dim(R(T )) <∞. Infatti, se R(T ) è chiuso
nello spazio completo Y , allora è esso stesso completo (Proposizione
1.10.7), e quindi, in base al Teorema 3.15.3 dell’Applicazione Aperta,
l’operatore limitato T : X 7→ R(T ) è una applicazione aperta, ossia
manda aperti in aperti. Visto che T si assume compatto, esso manda
palle aperte in aperti a chiusura compatta. Considerando in X la base
locale a 0 data dalle palle Uρ con centro l’origine e raggio ρ > 0, vedia-
mo che T (Uρ) è una famiglia di aperti a chiusura compatta che forma
una base locale della topologia di R(T ). Pertanto R(T ) è uno spazio
topologico localmente compatto, e pertanto deve essere a dimensione
finita in base al Teorema 3.21.5.

(v) Inoltre, in base al Teorema 1.11.1, T è compatto se e solo se l’immagine
T (U) di una qualsiaisi palla aperta U è totalmente limitata (la tota-
le limitatezza fu definita nella parte (iii) dell’enunciato del suddetto
Teorema), e se e solo se da ogni successione in U si può estrarre una
sottosuccessione la cui immagine sotto T è convergente.
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(vi) Infine, nel caso T : X 7→ X, ossia T ∈ B(X) è un operatore limitato
da X a sé stesso, allora gli operatori compatti formano, oltre che un
sottospazio, anche un ideale bilatero nell’algebra B(X), ossia se T è
compatto e S ∈ B(X), allora ST e TS sono compatti. Infatti, poiché
T è compatto, per ogni palla aperta U si ha che T (U) è un insieme com-
patto, e quindi, poiché S è continuo, ne segue che ST (U) = S(T (U))
è un compatto in base alla Proposizione 1.10.8. D’altro lato, a cau-
sa della limitatezza dell’operatore S, l’immagine S(U) è contenuta in
una palla rU centrata nell’origine, e quindi TS(U) ⊂ rT (U), che è un
compatto perché T è un operatore compatto. Pertanto TS(U) è un
sottoinsieme chiuso di un compatto, e quindi è compatto in base alla
prima asserzione del Lemma 1.10.6.

tu

Proposizione 3.18.3. Siano X e Y spazi di Banach. Gli operatori compatti
formano un sottospazio chiuso C = C(X,Y ) dello spazio normato B(X,Y )
degli operatori lineari limitati da X a Y , munito della norma degli operatori.
Dimostrazione. Abbiamo già accennato il fatto ovvio che C è uno spazio
vettoriale. Mostriamo che C è chiuso. Indichiamo con U la palla unitaria
aperta di X centrata in 0 e con Ur(x) la palla aperta di raggio r > 0 centrata
in x ∈ X. Sia T un operatore nella chiusura di C in B(X,Y ): ossia, per ogni
r > 0 esiste S ∈ C tale che ‖T − S‖ < r, ossia ancora

‖T (x)− S(x)‖ < r per ogni x. (3.39)

Sappiamo dalla parte (v) del Corollario ?? che S(U) è totalmente limitato,
ossia esistono x1, . . . , xn ∈ U tali che S(U) ⊂ ∪ni=1Ur(Sxi). Per ciascun
x ∈ U , sia xi ∈ U un indice tale che S(x) ∈ S(xi). Allora dalla disuguaglianza
triangolare e da (3.39) segue che,

‖T (x)− T (xi)‖ ⩽ ‖T (x)− S(x)‖+ ‖S(x)− S(xi)‖+ ‖S(xi)− T (x)‖ ⩽ 3r .

Questo mostra che T (U) è localmente limitato: pertanto, in base alla parte
(iv) della precedente Nota 3.18.2, T è compatto. tu

Definizione 3.18.4. (Spettro di un operatore.) Sia X uno spazio vet-
toriale topologico e T ∈ B(X) (un operatore continuo su X). Lo spettro
σ(T ) è l’insieme di tutti gli scalari λ (numeri nel campo di base dello spazio
X) tali che T − λI non è invertibile con inverso continuo, ossia non esiste
(T − λI)−1 ∈ B(X).
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Nota 3.18.5. Segue immediatamente dal Corollario 3.15.6 che, se X è un
F−spazio, allora λ ∈ σ(T ) se e solo se almeno una delle seguenti proprietà è
vera:

(i) T − λI non è iniettivo, ovvero N (T − λI) 6= {0};

(ii) T − λI non è surgettivo, ossia R(T − λI) ( X.

Se vale (i), λ è autovettore di T , e N (T −λI) è il corrispondente autospazio.
tu

Proposizione 3.18.6. Sia X un F−spazio e T ∈ B(X).

(i) Se T è compatto e λ 6= 0, allora dim(N (T − λI)) <∞.

(ii) Se X ha dimensione infinita e T è compatto, allora 0 ∈ σ(T ).

Dimostrazione. La restrizione di T al sottospazio chiuso N (T − λI) è un
operatore compatto per la parte (ii) della Nota 3.18.2, ma questa restrizione è
l’operatore λI, la cui immagine è esattamente il sottospazio chiusoN (T−λI),
che quindi deve essere a dimensione finita in seguito alla parte (iv) della stessa
Nota. Questo prova (i).

Se 0 /∈ σ(T ), allora R(T ) = X per la Nota 3.18.5, e quindi segue anche in
questo caso dalla parte (iv) della Nota 3.18.2 che dimX = dimR(T ) < ∞,.
Questo contraddice l’ipotesi di (i) tu

Teorema 3.18.7. Siano X e Y spazi di Banach e T : X 7→ Y un operatore
lineare continuo. Allora T è compatto se e solo se il suo aggiunto T ∗ è
compatto.

Dimostrazione.

3.19 ∗Seminorme e spazi localmente convessi
Da qui in poi l’accento si focalizza su aspetti più astratti. Il lettore non
interessato è invitato ad omettere il resto del Capitolo.
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3.19.1 Spazi di Fréchet e topologie indotte da famiglie
numerabili di seminorme

Definizione 3.19.1. (Famiglia separatrice di seminorme.) Sia V
uno spazio vettoriale munito di una famiglia numerabile di seminorme pn
(introdotte nella Definizione 3.2.8), con la seguente proprietà di separazione:
per ogni v 6= 0 in V , esiste n tale che pn(v) 6= 0. Una tale famiglia di
seminorme si dice separatrice.

I seguenti enunciato sono chiari, e si dimostrano come la parte (i) dell’E-
sercizio 1.13.7:
Nota 3.19.2. (Basi e sottobasi per topologie indotte da famiglie se-
paratrici di seminorme.) Al variare di n ∈ N e r ∈ Q, r > 0, gli insiemi
V (pn, r) := {v : pn(v) < r} formano una sottobase di aperti convessi e bi-
lanciati (Definizione 3.1.7) per la topologia τ appena introdotta: i V (pn, r)
sono convessi grazie alla disuguaglianza triangolare delle seminorme, e bilan-
ciati grazie alla proprietà di dilatazione delle seminorme (rispettivamente le
proprietà (i) e (ii) della Definizione 3.2.8). In altre parole, una base per τ
consiste delle intersezioni finite degli insiemi V (pn, r) al variare di n in N e
r > 0 in Q.
Si noti che gli insiemi V (pn, r) := {v : pn(v) < r} formano una sottobase
ma in generale non una base per la topologia: non è detto che in ogni aperto
sia contenuto qualche V (pn, r). Ad esempio, la consueta topologia euclidea
in R2 (i cui aperti di base possono essete scelti come palle euclidee) è indotta
dalle due seminorme p1(x1, x2) = |x1| e p2(x1, x2) = |x2|, i cui aperti V (pn, r)
(n = 1, 2) sono strisce nel piano: le loro intersezioni sono rettangoli, ed ogni
palla contiene un rettangolo, ma non una striscia. tu

Nota 3.19.3. (Topologia indotta da una famiglia separatrice di se-
minorme.) Una famiglia separatrice di seminorme rende V uno spazio
vettoriale topologico con la topologia τ data da tutte le unioni di traslati di
membri della base locale a 0. È ovvio che questa topologia è invariante per
traslazione; in verità, occorrerebbe dimostrare che i punti sono chiusi (la pro-
prietà T1 che è assunta nella Definizione 3.1.1 di spazio vettoriale topologico,
ma questo (per l’invarianza per traslazione) equivale al fatto che {0} sia un
chiuso, e ciò è una ovvia conseguenza della proprietà di separazione: ogni
v 6= 0 è contenuto in qualche aperto di base v + V (pn, r) che non contiene
0, quindi il complemento di {0} è aperto. La continuità della somma e della
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moltiplicazione per scalari sono facili esercizi che lasciamo per il lettore (che
in caso di difficoltà può consultare la dimostrazione di [25, Theorem 1.37].
In questa topologia la nozione di convergenza diventa la seguente:

lim
j→∞

vj = v

se per ogni seminorma pn si ha

lim
j→∞

pn(vj − v) = 0

cioè se per ogni ε > 0 esiste j0 ∈ N, j0 = j0(ε, n), tale che, se j > j0, si ha
pn(vj − v) < ε. La proprietà di separazione è necessaria perché la topologia
di uno spazio vettoriale topologico deve soddisfare l’assioma di separazione
T2 (Lemma 3.1.11), ed anche già solo T1 (Definizione 3.1.1). tu

Nota 3.19.4. (Continuità nelle topologie indotte da famiglie sepa-
ratrici di seminorme.) Come conseguenza diretta della Nota 3.19.2, se
la topologia dello spazio vettoriale V è indotta da una famiglia separatrice
di seminorme, una funzione F : V → W (dove W è un qualsiasi spazio to-
pologico) è continua se e solo se la controimmagine di un aperto O ⊂ W
contiene un aperto di tale base (per definizione di continuità, Sezione 1.1, e
definizione di base locale della topologia, Definizione 1.10.1). Un caso parti-
colare è quello delle funzioni F che sono operatori lineari da V ad uno spazio
normato W : essi sono continui se e solo se sono continui all’origine (grazie
alla linearità ed alla invarianza per traslazione della topologia), e pertanto
se e solo se, per ogni sfera O intorno all’origine in W , esistono una famiglia
finita n1, . . . , nk ∈ N e una costante C tali che, per ogni v ∈ O,

‖F (v)‖ < Cn

k∑
i=1

pni
(v) .

Analogo è il caso di uno spazio W munito di una famiglia numerabile di
seminorme qn: in tal caso l’operatore lineare F : V → W è continuo se e solo
se, per ogni n ∈ N, esistono una famiglia finita n1, . . . , nk ∈ N e una costante
Cn tali che, per ogni v ∈ V ,

qn(F (v)) < Cn

k∑
i=1

pni
(v) .

tu
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Nota 3.19.5. Sia V uno spazio vettoriale con topologia indotta da una famiglia
numerabile di seminorme pn. Allora ogni pn è una funzione continua su V .
Infatti, per l’invarianza per traslazione basta mostrare che pn è continua a
0. Per ogni ε > 0, sia r ∈ Q, 0 < r < ε. Allora la controimmagine sotto pn
dell’intervallo aperto di raggio ε e centro 0 in R contiene V (pn, r), ed infatti
consiste dell’unione ∪0<r<εV (pn, r), ossia di un aperto in V . tu

Teorema 3.19.6. (Seminorme e metrizzabilità.) La topologia indotta da
una famiglia separatrice di seminorme è metrizzabile e localmente convessa.

Dimostrazione. La topologia indotta su V dalla famiglia numerabile di se-
minorme pn proviene da una metrica invariante, in base al Teorema 3.2.5,
dal momento che abbiamo appena visto che questa topologia ha basi locali
numerabili. È facile costruire esplicitamente una tale metrica d nel modo
seguente: nel modo seguente:

d(x, y) :=
∞∑
n=1

2−n
p(x− y)

1 + p(x− y)
.

Ovviamente questa serie è convergente percé la funzione h(t) = t/(1 + t) ha
valori fra 0 e 1 per t ⩾ 0, e quindi i termini della serie, 2−nh(p(x− y)), sono
maggiorati da 2−n. L’unica proprietà di d che non è ovvia è la disuguaglianza
triangolare, per dimostrare la quale occorre osservare che la funzione h è
concava nella semiretta {t ⩾ 0}, e quindi sublineare: h(u+ v) ⩽ h(u) + h(v)
(la disuguaglianza è stretta se u, v > 0, ma non ci serve). Da questo segue
che d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y) per ogni x, y, z ∈ V .
Poiché la topologia indotta dalla famiglia pn ammette basi locali consistenti
di insiemi convessi, essa è una topologia localmente convessa. tu

Proposizione 3.19.7. Sia V uno spazio vettoriale con topologia indotta da
una famiglia numerabile di seminorme pn. Allora un sottoinsieme E ⊂ V è
limitato se e solo se ogni pn è una funzione limitata su E.

Dimostrazione. Supponiamo E limitato: per ogni intorno U di 0 in V esiste
r > 0 tale che E ⊂ λU per tutte le dilatazioni λ con |λ| > r (Definizione
3.1.1). Prendiamo, al posto di U , l’aperto di base V (pn, 1). L’inclusione
E ⊂ λV (p, 1) equivale alla disuguaglianza pn(v) < λ per ogni v ∈ E: quindi
pn è limitata su E.
Viceversa, supponiamo che tutte le seminorme siano limitate su E e scegliamo
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un intorno U di 0 ed un aperto di base V (p1, r1)∩· · ·∩V (pn, rn) ⊂ U . Poiché
queste seminorme p1 . . . , pn sono limitate su E, esistono costanti Cj tali che
pj < Cj su tutto E per ogni 1 ⩽ j ⩽ n. Ma allora, per tutti questi indici
j e per ogni λ > max{Cj/rj : 1 ⩽ j ⩽ n}, abbiamo λU ⊃ V (pj, λrj) ⊃
V (pj, Cj) ⊃ E, quindi E è un insieme limitato. tu

Nota 3.19.8. Si badi bene, a scanso di funesti equivoci, che gli insiemi E
caratterizzati dal fatto che tutte le seminorme pn sono limitate su E di solito
non sono aperti! La palla Bn(λ) = {f : pn(f) < λ} è limitata per ciascun
n e λ, come osservato all’inizio della dimostrazione del Teorema 3.2.11, ed è
aperta grazie alla Nota 3.19.5. Ma se la famiglia di seminorme è numerabile
invece che finita, il tipico insieme E su cui tutte le seminorme sono limitate
é l’intersezione numerabile di traslati di palle Bn(λn), ed una intersezione
numerabile di aperti di solito non è aperta. Questa è la vera, profonda
differenza fra le topologie di spazio normato e di spazio munito di una famiglia
separatrice (infinita) di seminorme. tu

3.20 Esempi di spazi con famiglie numerabili
di seminorme; spazi di Fréchet

3.20.1 Gli spazi C∞(Ω), D(Ω) e DK

Dato un aperto non vuoto Ω ⊂ Rk, lo spazio C∞(Ω) consiste di tutte le
funzioni infinitamente derivabili su Ω. Per stabilire la notazione, indichiamo
con α = (α1 , . . . , αk) un multi-indice, ossia un vettore in Nk a coefficienti
non negativi, e con Dα := Dα1

1 . . . Dαk
k la derivata di ordine α (si intende

che D0f = f). L’ordine di derivazione è indicato con |α| :=
∑k

i=1 |αi|.
Tutte le idee e gli argomenti che stiamo per presentare sono completamente
intellegibili anche limitando l’attenzione al caso k = 1, ed invitiamo il lettore
non interessato alla generalità a limitare l’attenzione a questo caso.
Sia Bn la palla di centro l’origine e raggio n in Rk. Ecco un modo di definire
una famiglia numerabile di seminorme su C∞(Ω): per ogni multi-indice α,

qn,α(f) = max{|Dαf(x)| : x ∈ Bn} . (3.40)

Gli aperti della sottobase locale indotta da ciascuna di queste seminorme
sono gli insiemi W (n, α, r) = {f : qn,α(f) < r} Poiché però una base per la
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topologia indotta da questa famiglia di seminorme consiste delle intersezioni
finite di questi insiemi, la stessa topologia viene indotta da questa nuova
famiglia di seminorme:

pn(f) = max{|Dαf(x)| : x ∈ Bn , |α| ⩽ n} . (3.41)

Le famiglie di seminorme {qn} e {pn} sono famiglie separatrici, perché se
f 6= 0 allora q0(f) = p0(f) = ‖f‖∞ > 0.
La sottobase indotta dalla nuova famiglia {pn} consiste degli insiemi V (n, r) =
∩|α|⩽nW (n, α, r). In effetti questa è non solo una sottobase ma anche una
base, grazie alla seguente ovvia osservazione:
Nota 3.20.1. Se una famiglia di seminorme pn è monotòna, nel senso che,
per ogni vettore v, si ha pn(v) ⩽ pn+1(v), allora gli insiemi V (pn, r) = {v :
pn(v) < r} sono inscatolati, nel senso che V (pn+1, r) ⊂ V (pn, r), e quindi la
intersezione di un numero finito di questi insiemi V (pn, r) è ancora un insieme
dello stesso tipo: se n1 < n2 < · · · < nk, allora ∩ki=1V (pni

, r) = V (pnk
, r).

Quindi i V (pn, r) costituiscono non solo una sottobase, ma anche una base
locale a 0 per la topologia (Teorema 3.2.13). Per semplicità, preferiamo
ricorrere ad una base indicizzata da un solo indice, e per questo limitiamo
l’attenzione alla famiglia B di aperti di base

Vn := V

(
pn ,

1

n

)
. (3.42)

Le intersezioni finiti degli insiemi Vn ∈ B sono ancora insiemi in B, e poiché
1/n → 0 ogni V (pn, r) contiene V (pn, 1/n) = Vn se n è abbastanza grande
(maggiore di 1/r). Quindi anche B è una base locale a 0. tu

Corollario 3.20.2. La convergenza di una successione fn ∈ C∞(Ω) è la
convergenza uniforme sui compatti delle fn e di tutte le loro derivate (di
qualsiasi ordine).

Dimostrazione. L’enunciato segue dalle espressioni (3.40) o equivalentemente
(3.41) delle seminorme che inducono la topologia di C∞(Ω). tu

Nota 3.20.3. È interessante considerare quest’altra possibilità:

sn(f) = max{|Dαf(x)| : x ∈ Ω, |α| ⩽ n} . (3.43)

Queste seminorme non sono finite su C∞(Ω) (a meno che Ω, invece di esserw
aperto, non sia compatto), perché C∞(Ω) contiene funzioni che divergono alla
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frontiera di Ω (od all’infinito); esse però costituiscono una famiglia di semi-
norme sul sottospazio di C∞(Ω) delle funzioni limitate e con tutte le derivate
limitate. Su questo sottospazio le seminorme {sn} definite da (3.43) sono in
realtà norme, dal momento che, se sn(f) = 0, allora s0(f) = ‖f‖L∞(Ω) = 0,
e quindi f = 0. In particolare, queste norme sono definite sul sottospazio
C∞

0 (Ω) delle funzioni infinitamente derivabili che tendono a zero all’infinito,
ed anche sul sottospazio D delle funzioni C∞ a supporto compatto, e sui
suoi sottospazi DK delle funzioni C∞ a supporto in qualche fissato compatto
K ⊂ Ω.
Le due famiglie di seminorme {pn} e {sn} definiscono la stessa topologia su
D, ed anche su DK per ogni compatto K ⊂ Ω. Infatti, da un lato pn ⩽ sn
per ogni n, ma d’altro lato

sup
n

max
Bn

max
|α|⩽n

|Dαf | = sup
n

sup
Rk

max
|α|⩽n

|Dαf |

(perché i massimi di tutte le derivate di f sono assunti sullo stesso compatto
suppF .) tu

Teorema 3.20.4. C∞(Ω) è uno spazio di Fréchet (Definizione 3.1.1).

Dimostrazione. C∞(Ω) è localmente convesso in base al Teorema 3.19.6.
Dobbiamo solo dimostrare che C∞(Ω) è completo.
Consideriamo una successione {fj} di Cauchy in C∞(Ω). Allora fi − fj ∈
Vn = V (pn, 1/n (definito in (3.42) se i e j sono abbastanza grandi (quanto
grandi dipende da n, naturalmente). Questo significa chemaxx∈Bn |Dαfi(x)−
Dαfj(x)| < 1/n per ogni |α| ⩽ n. Ma allora, per ogni α, la successione
{Dαfj} è di Cauchy nella norma uniforme per ogni compatto in Ω. Poiché
la norma uniforme è completa, per ogni multi-indice α esiste gα = limj D

αfj
(limite uniforme sui compatti). Quindi gα è continuo, e, per il Teorema 1.3.19
di convergenza uniforme con le derivate, gα = Dαg0, e quindi g0 ∈ C∞(Ω) e
lo stesso vale per tutte le gα. Ma allora pn(fj − g) → 0 per j → ∞, e quindi
fj → g nella topologia di C∞(Ω). tu

Nota 3.20.5. In seguito vedremo un argomento analogo per il sottospazio
S(Ω) di C∞(Ω) su cui sono finite tutte le seminorme

pk,n(f) = sup
x∈Rm,|α|=n

(1 + |x|k) |Dαf(x)| .
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Questo spazio si chiama la classe di Schwartz, ed è studiato in dettaglio nel
Capitolo 9. Però, in realtà, la dimostrazione della sua completezza, che sarà
svolta in pieno dettaglio nel Teorema 9.4.3, è la stessa del precedente Teorema
3.20.4: invitiamo il lettore a svolgerla ora per esercizio, insieme agli enunciati
paralleli a quelli della precedente Nota 3.20.3, ed a consultare il succitato
teorema in caso di difficoltà con la stringatezza dell’argomento precedente.
Qui ci limitiamo a riassumere il risultato appena citato (e l’equivalente della
Nota 3.20.3) nel prossimo Corollario 3.20.6. Prima, però, osserviamo che
la topologia indotta dalla famiglia delle seminorme pk,n è la stessa di quella
indotta dalle seminorme

r2k,n(f) = sup
x∈Rm,|α|=n

(1 + x2k) |Dαf(x)| .

Infatti, le due famiglie di seminorme sono equivalenti, perché, ovviamen-
te, p2k,n = r2k,n, e le palle associate a ciascuna di queste due famiglie di
seminorme sono inscatolate all’aumentare di k. tu

Corollario 3.20.6. La topologia indotta su S(Ω) dalle seminorme pk,n(f) =
supx∈Rm,|α|=n(1 + |x|)k |Dαf(x)| è la stessa di quella indotta dalle seminor-
me qn(f) = sup|x|⩽n,|α|⩽n(1 + |x|)k |Dαf(x)|, che però hanno il vantaggio di
essere crescenti, nel senso che qn(f) ⩽ qn+1(f) per ogni f ∈ S. Con questa
topologia, S(Ω) è uno spazio di Fréchet (Definizione 3.1.1: si rammenta che
S(Ω) è localmente convesso perché la sua topologia è indotta da una famiglia
separatrice di seminorme: Teorema 3.19.6).

In maniera del tutto analoga:

Corollario 3.20.7. Per ogni compatto K ⊂ Ω, il sottospazio DK ⊂ C∞(Ω) è
un sottospazio chiuso, e quindi è completo; pertanto è uno spazio di Fréchet.

Dimostrazione. Le seminorme in DK sono la restrizione delle seminorme di
C∞(Ω), e quindi le successioni di Cauchy {fn} ⊂ DK convergono in C∞(Ω)
perché quest’ultimo spazio è completo (Teorema 3.20.4): questo significa che
le fn convergono uniformemente sui compatti (con tutte le loro derivate) a
qualche funzione f in C∞(Ω) (Corollario 3.20.2). Ma visto che tutte le fun-
zioni fn hanno supporto in un unico compatto K, lo stesso vale per il loro
limite uniforme sui compatti f , che quindi appartiene a DK . Pertanto DK

è chiuso in C∞(Ω), e le successioni di Cauchy convergono in DK . Siccome
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la topologia di DK è indotta da una famiglia di seminorme, essa è localmen-
te convessa, grazie al Teorema 3.19.6: quindi DK è uno spazio di Fréchet
(Definizione 3.1.1). tu

3.20.2 La topologia di limite induttivo rende D(Ω) com-
pleto

Abbiamo già definito in (3.41) le seminorme pn(f) = max{|Dαf(x)| : x ∈
Bn , |α| ⩽ n} su D(Ω), ed abbiamo mostrato nella Nota 3.20.3 che esse
inducono la stessa topologia delle norme {sn} definite in (3.43): sn(f) =
max{|Dαf(x)| : x ∈ Rk , |α| ⩽ n}. Ovviamente, per ciascun compatto
K ⊂ Ω, queste norme inducono sul sottospazio DK ⊂ D la topologia relativa
ereditata da D(Ω): abbiamo visto nel precedente Corollario 3.20.7 che in
questa topologia DK è di Fréchet. Purtroppo, però:

Proposizione 3.20.8. Nella topologia indotta dalle seminorme di C∞(Ω)
studiate nella Nota 3.20.3, il sottospazio D(Ω) delle funzioni a supporto
compatto non è completo.

Dimostrazione. Costruiamo una successione di Cauchy rispetto alle semi-
norme pn definite in (3.41) che converge (ovviamente!) in C∞ ma ad una
funzione a supporto non compatto, quindi non converge in D. Per semplicità
consideriamo solo il caso di D(R), ma la generalizzazione a funzioni definite
su un aperto illimitato Ω ⊂ Rk è ovvia.
Sia φ una funzione C∞ con supporto in [0, 1] e cn una successione di numeri
complessi che tende a zero. Allora la successione ΦN =

∑N
n=0 cn φ(x − n) è

di Cauchy nelle seminorme pn, perché, se n < M < N , allora ΦN − ΦM =∑N
n=M cn φ(x − n) ha supporto fuori della palla di raggio M > n e quin-

di pn(ΦN − ΦM) = 0. È chiaro che ΦN converge in C∞ alla funzione∑∞
n=0 cn φ(x− n), che ha supporto non compatto. tu
Pertanto, non vogliamo usare su D la topologia delle seminorme pn, anche

se essa si restringe su DK alla consueta topologia di Frechét per ogni com-
patto K ⊂ Ω: al contrario, vogliamo utilizzare queste topologie di Fréchet
di tutti i sottospazi DK per indurre una nuova topologia su D che verifi-
chi la proprietà di completezza e si restringa su tutti i DK alla consueta
topologia delle seminorme pn. In base al Teorema 3.19.6, questa topologia,
che si chiama la topologia del limite induttivo, non è indotta da una fami-
glia separatrice di seminorme su D, perché vedremo che, non è metrizzabile
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(Teorema 3.20.21). Quando munito di tale topologia, lo spazio vettoriale to-
pologico D(Ω) si chiama il limite induttivo dei sottospazi DK : d’ora in avanti
considereremo sempre D(Ω) con la topologia di limite induttivo.

Definizione 3.20.9. (Topologia del limite induttivo.) Sia K ⊂ Ω
compatto con interno non vuoto e τK la consueta topologia di Fréchet di DK

(indotta dalla famiglia {sn} di norme introdotte in (3.43), che danno luogo
alla stessa topologia delle seminorme {pn}, come visto nella Nota 3.20.3). Sia
β la famiglia di tutti gli insiemi convessi bilanciati W ⊂ D compatibili con le
topologie τK , ossia tali che W ∩DK ∈ τK per ogni compatto K come sopra,
e τ la famiglia di tutti i traslati in D di insiemi in β.

Nota 3.20.10. Per ogni r > 0 e K ⊂ Ω compatto, le palle Bn,K(r) =
{f ∈ DK : sn(f) < r} sono aperti convessi bilanciati in DK : sono aper-
ti perché la topologia τK su DK è quella indotta dalle norme {sn}, e sono
convesse e bilanciate rispettivamente per la proprietà subadditiva (disugua-
glianza triangolare) e la proprietà di omogeneità delle norme (o seminorme:
proprietà (i) e (ii) della Definizione 3.2.8). Per lo stesso motivo, le palle
Bn(r) = {f ∈ D(Ω) : sn(f) < r} sono insiemi convessi e bilanciati in D(Ω),
ed ovviamente Bn,K(r) = Bn(r) ∩ DK . Segue quindi dalla definizione di β
(Definizione 3.20.9) che le palle Bn(r) appartengono a β. tu

Abbiamo bisogno di un facile lemma tecnico.

Lemma 3.20.11. Se W è un convesso e 0 < δ < 1, allora W = δW + (1−
δ)W .

Dimostrazione. Per semplicità consideriamo il caso δ = 1
2
: il caso generale

ha la stessa dimostrazione, parola per parola.
Osserviamo anzitutto che ogni insieme W verifica W ⊂ 1

2
W + 1

2
W , dal mo-

mento che per ogni punto w si ha w = 1
2
w + 1

2
w. Però, se l’insieme W è

convesso, allora è vero anche il viceversa: se u, v ∈ 1
2
W , allora 2u, 2v ∈ W

e ponendo w = 1
2
(2u + 2v) vediamo che la combinazione convessa w deve

appartenere a W , quindi 1
2
W + 1

2
W ⊂ W . Abbiamo pertanto provato che

ogni convesso W verifica W = 1
2
W + 1

2
W . tu

Teorema 3.20.12. La famiglia τ della precedente Definizione 3.20.9 è una
topologia su D(Ω) con base locale β a 0, e:

(i) in questa topologia D(Ω) è uno spazio localmente convesso;
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(ii) i sottoinsiemi convessi bilanciati di D(Ω) sono aperti se e solo se
appartengono alla base locale β;

(iii) la restrizione di τ a DK coincide con τK.

Dimostrazione. Proviamo per prima cosa che β è una base locale per τ :
questo equivale a mostrare che, per tutti gli aperti V1, V2 ∈ τ e per ogni
funzione f ∈ V1 ∩ V2, esiste un aperto W ∈ β tale che

f +W ⊂ V1 ∩ V2 . (3.44)

Poiché (per la sua definizione 3.20.9) τ consiste di traslati di insiemi in β,
per i = 1, 2 esistono fi ∈D= D(⊗) e Wi convessi bilanciati in β tali che

f ∈ fi +Wi ⊂ Vi . (3.45)

Sia K ⊂ Ω un compatto che contiene i supporti di f , f1 e f2, ovvero f ,
f1 e f2 ∈ DK . Rammentiamo la condizione di compatibilità nella Defi-
nizione 3.20.9: gli insiemi bilanciati Wi verificano Wi ∩ DK ∈ τK , ossia
queste intersezioni sono aperti in DK . Ma allora, a causa di (3.45), ab-
biamo f − fi ∈ Wi ∩ DK . Ma quando W è un aperto e g ∈ W , il numero
λ0 := inf{λ : g ∈ λW non è un minimo, e poiché g ∈ W deve essere λ0 < 1.
Quindi esistono δi ∈ (0, 1) tali che f − fi ∈ (1 − δi)Wi, per i = 1, 2. Ora
usiamo il fatto che i Wi sono anche convessi: segue dal Lemma 3.20.11 che

f − fi + δiW ⊂ (1− δi)Wi + δiWi = Wi ,

e quindi l’inclusione (3.44) vale con la sceltaW = δ1W1∩δ2W2. Questo prova
che bβ è una base per τ .

La tediosa ma elementare verifica del fatto che τ sia una topologia di
spazio vettoriale topologico potrebbe essere lasciata al lettore per esercizio,
ma a titolo esemplificativo la svolgiamo qui.
Siano f1, f2 ∈ D(Ω), f1 6= f2, e consideriamo la palla B0(r) introdotta nella
Nota 3.20.10 con r := p0(f1−f2) (r è positivo perché f1−f2 6= 0 e le sn sono
norme). Proprio per quanto osservato in quella Nota, B0(r) appartiene a β,
ed in base alla disuguaglianza triangolare f1 /∈ f2+B0(r): quindi ogni punto
f2 6= f1 appartiene ad un aperto della topologia τ disgiunto da f1, ovvero il
complemento di f1 è aperto in τ , e quindi i punti sono chiusi.
Per provare che la somma è continua, usiamo il Lemma 3.20.11: datoW ∈ β,
abbiamo (f1+

1
2
W )+(f2+

1
2
W ) = (f1+f2)+W , e quindi la controimmagine
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di un intorno aperto di f1+ f2 contiene la somma di intorni aperti di f1 e f2.
Per provare che la moltiplicazione per scalari è continua, prendiamo α, α0 ∈ C
e f, f0 ∈ D(Ω), e scriviamo

αf − α0f0 = α(f − f0) + (α− α0)f0 . (3.46)

Poiché abbiamo già mostrato che β è una base locale a 0 per τ , dato un
qualsiasi W ∈ β esiste δ > 0 tale che δf ∈ 1

2
W . Allora, da (3.46) e dal fatto

che W ∈ β è convesso e bilanciato, per ogni |α − α0| < δ e f − f0 ∈ λW
abbiamo αf −α0f0 ∈ |α|cW + 1

2
W ⊂ (c(|α0|+ δ) + 1

2
)W . Quindi, scegliendo

c abbastanza piccolo, vediamo che αf − α0f0 ∈ W : questo significa che la
moltiplicazione per scalari è continua. Abbiamo completato la dimostrazione
del fatto che τ è una topologia di spazio vettoriale topologico.
Infine, poiché la base locale β consiste di insiemi convessi, la topologia τ
è localmente convessa. Questo completa la dimostrazione della parte (i)
dell’enunciato.

Ora mostriamo la parte (ii), anzi più in generale che per ogni V ∈ τ si
ha

V ∩ DK ∈ τK (3.47)
(da questo segue la parte (ii) se si limita l’attenzione ad aperti V convessi e
bilanciati; si noti che il “solo se” è ovvio, perché gli elementi della base locale
β sono automaticamente aperti in τ).
Fissato V ∈ τ scegliamo f ∈ V ∩DK . Come al solito, poiché ormai sappiamo
che β è una base locale a 0 per τ , esiste W ∈ β tale che f + W ⊂ V , e
quindi f + (W ∩ DK) ⊂ V ∩ DK . D’altra parte, il fatto che W appartenga
a β significa che W ∩ DK è un aperto della topologia τK di DK . Allora, per
ogni suo punto f , l’insieme V ∩DK contiene un intorno aperto (in τK) di f .
Quindi V ∩DK è un aperto di τK : questo prova (3.47) e quindi la parte (ii).

Osserviamo anche che (3.47) implica che la topologia relativa ereditata
da DK per restrizione della topologia τ di D(Ω) è contenuta in τK . Quindi,
per provare la parte (iii), basta ora mostrare che ogni aperto in E ∈ τK è la
restrizione a DK di qualche aperto di V ∈ τ . La topologia τK è indotta dalle
norme sn, una cui base locale a 0 consiste delle palle

Bn,K(r) = {f ∈ DK : sn(f) < r} (3.48)

(Nota 3.19.2), e quindi, per ogni f ∈ E, esistono n intero e r > 0 tali che

f +Bn,K(r) = {g ∈ DK : sn(g − f) < r} ⊂ E . (3.49)
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Ora consideriamo la palla analoga in D(Ω), ossia Bn(r) = {h ∈ D(Ω) :
sn(h) < r}. Naturalmente,

Bn,K(r) = Bn(r) ∩ DK . (3.50)

È chiaro che (f + Bn(r)) ∩ DK = f + (Bn(r) ∩ DK) = f + Bn,K(r) ⊂ E.
Allora poniamo

V := ∪f∈E(f +Bn(r)) ,

e concludiamo che V appartiene a τ , perché unione di traslati di aperti in
β, visto che le palle Bn(r) appartengono a β (Nota 3.20.10), ed inoltre, per
(3.50) e (3.49), V ∩ DK = ∪f∈E(f + Bn,K(r)) = E. Questo conclude la
dimostrazione della parte (iii), e del teorema. tu

Corollario 3.20.13. Se E è un insieme limitato in D(Ω), allora E ⊂ DK

per qualche compatto K ⊂ Ω, e E è limitato in DK: in particolare, tutte le
norme sn sono limitate su E, ossia esistono costanti mn tali che, per ogni
n ∈ N e f ∈ E, si ha sn(f) ⩽ mn.

Nota 3.20.14. A scanso di equivoci, mettiamo in guardia il lettore sul fatto che
vedremo in seguito (Corollario 3.22.6) che DK e D(Ω) non sono localmente
limitati, e quindi non contengono aperti limitati! Questi spazi contengono
molti insiemi limitati, appunto quelli su cui tutte le seminorme sono limitate,
ma questi insiemi non sono aperti. Si riveda la Nota 3.19.8. tu

Dimostrazione del Corollario 3.20.13. Sia E un sottoinsieme di D(Ω) che
non è contenuto DK per alcun compatto K ⊂ Ω. Questo vuol dire che esiste
una successione fn ∈ D(Ω) i cui supporti non sono contenuti in un unico
compatto, ossia tali che fn(xn) 6= 0 per qualche successione xn ∈ E che
tende all’infinito (ossia che ha solo un numero finito di elementi in ciascun
compatto K).Senza perdita di generalità, possiamo scegliere le fn a supporto
disgiunto. Allora poniamo

V := {f ∈ D(Ω) : |f(xn)| <
1

n
|fn(xn)| per ogni n ∈ N} .

Consideriamo V ∩ DK . Il compatto K contiene solo un numero finito di
punti x1, . . . , xn(K) della successione {xn}: quindi, ponendo per semplicità
rj = 1

j
|fj(xj)| per j = 1, . . . , n(K), vediamo che f(xn) = 0 per n > n(K)

(perché i supporti delle fn sono disgiunti), e quindi la condizione |f(xn)| <
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1
n
|fn(xn)| è verificata in f ∈ DK , ma che ogni f ∈ V ∩ DK verifica sj(f) <
rj per j < n(K), ossia V ∩ DK ⊃ ∩1⩽j⩽n(K)B0,K(rj) (notazione come in
(3.48)). Inoltre V è aperto nella topologia relativa indotta da D su DK ,
perché, se ristretto a DK , V è una intersezione finita di aperti, in quanto la
disuguaglianza che lo definisce viene verificata solo un numero finito di volte.
Poiché le palle B0,K(rj) appartengono alla topologia τK indotta dalle norme
sn, questo significa che V ∩ DK ∈ τK , ossia (in base alla Definizione 3.20.9)
che V ∈ β, e precisamente V è un intorno di 0 nella topologia τ . Ma per
il modo in cui abbiamo definito V , per nessun intero n si ha che fn ∈ nV :
siccome le fn appartengono a E, questo vuol dire che E è illimitato (si riveda
la definizione di insieme limitato nella Definizione 3.1.1).
Pertanto, se E è limitato in D(Ω), esiste un compatto K ⊂ Ω tale che
E ⊂ DK . Ma allora, per la parte (iii) del precedente Teorema 3.20.12, E
è limitato in DK , ed allora, per la Proposizione 3.19.7, esistono costanti mn

tali che supf∈E sn(f) = mn. (Si noti che questa Proposizione si applica a DK

ma non direttamente a D(Ω), perché la topologia τ del limite induttivo non
è indotta da una famiglia separatrice di seminorme.) tu

Teorema 3.20.15. (i) Se {fj} è una successione di Cauchy in D(Ω), al-
lora {fj} ⊂ DK per qualche compatto K ⊂ Ω, e {fj} è una successione
di Cauchy in DK (nella topologia τK). In altre parole, per ogni intero
n si ha sn(fi− fj) → 0 per i, j → ∞: ossia, tutte le fn hanno supporto
in un unico compatto, e tutte le derivate delle fj (di qualsiasi ordine
α ∈ Nk) convergono uniformemente a 0 per j → ∞.

(ii) Lo spazio D(Ω) (con la topologia di limite induttivo τ) è uno spazio
completo, e quindi di Fréchet (Definizione 3.1.1).

Dimostrazione. In base al Lemma 3.1.16, ogni successione di Cauchy è un
insieme limitato. Pertanto, per il precedente Corollario 3.20.13, l’intera suc-
cessione giace in un sottospazio DK . Per la parte (iii) del Teorema 3.20.12,
la restrizione di tau al sottospazio DK è precisamente la topologia τK : quin-
di la successione è di Cauchy nella topologia τK . Questo prova la parte (i).
Poiché DK è completo (nella sua topologia τK), ogni successione di Cauchy
per τK converge, e quindi, grazie alla parte (i), anche D(Ω) è completo. Poi-
ché abbiamo visto che D(Ω) è localmente convesso (parte (i) del Teorema
3.20.12), ne segue che D(Ω) è uno spazio di Fréchet. tu
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Teorema 3.20.16. Sia F un funzionale lineare su D(Ω), o più in generale
una applicazione lineare di D(Ω) su uno spazio X localmente convesso. Allora
le seguenti proprietà sono equivalenti:

(i) F è continuo.

(ii) F è limitato (nel senso della Definizione 3.3.1, ossia manda insiemi
limitati in insiemi limitati).

(iii) La restrizione di F ad ogni sottospazio DK è continua su DK (ossia
nella topologia τK di DK).

Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto che (i) e (iii) sono equivalenti. È
chiaro che (i) implica (iii), perché la topologia τK di DK è la topologia re-
lativa indotta da D(Ω) (ottenuta da τ per restrizione a (ovvero intersezione
con) DK). Viceversa, ora proviamo che, se la restrizione di F a tutti i DK è
τK-continua, allora F è τ -continua. Sia U un intorno di 0 in X (che senza
perdita di generalità possiamo scegliere convesso e bilanciato grazie al Lem-
ma 3.1.8) e V := F−1(U): dobbiamo provare che V è aperto in D(Ω) (ossia
che appartiene a τ). Ma chiaramente V = F−1(U) è anch’esso convesso e
bilanciato, ed in base alla parte (ii) del Teorema 3.20.12 un tale V è in τ se
e solo se è in β, ossia V ∩DK ∈ τK (questa è la Definizione 3.20.9 di β). Ma
questo è vero se la restrizione di F a DK è τK-continua. Abbiamo provato
che (i) e (iii) sono equivalenti.
Abbiamo già dimostrato nella prima parte della Proposizione 3.3.4 che (i)
implica (ii). Purtroppo, il viceversa non segue da quella Proposizione, perché
non abbiamo dimostrato che D(Ω) sia metrizzabile, ed in effetti vedremo che
non lo è (Teorema 3.20.21). (invece, l’equivalenza di (i) e (ii) sarebbe con-
seguenza di quella Proposizione se stessimo considerando applicazioni lineari
sui sottospazi DK , che sono metrizzabili in base al Teorema 3.19.6 perch’e la
loro topologia τK è indotta da una famiglia separatrice di seminorme).
Assumiamo (ii): F è limitato. Evidentemente, allora, la restrizione di F ai
sottospazi DK per ogni compatto K ⊂ Ω è anch’essa limitata. Poiché DK è
metrizzabile, questa restrizione è continua su DK (naturalmente rispetto a
τK , che è la topologia indotta da τ per restrizione), in base alla seconda parte
della prima parte della Proposizione 3.3.4. Questo mostra che (ii) implica
(iii) e completa la dimostrazione dell’enunciato. tu

Corollario 3.20.17. Per ogni multi-indice α, l’operatore di derivata Dα

manda D(Ω) in D(Ω) ed è continuo.
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Dimostrazione. Che Dα mandi D(Ω) in sé è ovvio dalla definizione di D(Ω);
lo stesso è vero per DK . Il fatto che sia continuo segue dall’equivalenza fra
(i) e (iii) nel precedente Teorema 3.20.16, visto che le norme sn introdotte
in (3.43) verificano sn(Dαf) ⩽ sn+α(f), e pertanto la restrizione di Dα a DK

è continua su DK (la cui topologia è indotta dalle norme sn, come abbiamo
visto nella Nota 3.20.3). tu

Corollario 3.20.18. Un funzionale lineare F su D(Ω) è continuo se e solo
se, per ogni compatto K ⊂ Ω, esistono un intero n = n(K) ed una costante
C = C(K) tali che, per ogni f ∈ D(Ω), la norma sn definita in (3.43) verifica
la disuguaglianza |F (f)| ⩽ Csn(f).

Dimostrazione. Questa è esattamente l’equivalenza fra le proprietà (i) e (iii)
del Teorema 3.20.16. tu

Notazione 3.20.19. Un funzionale continuo su D(Ω) si chiama una distri-
buzione. Le distribuzioni verranno studiate succintamente, ma comunque in
maggior dettaglio, nella Sezione 11.18.
Ridefiniamo, per ogni compattoK, l’indice n nel precedente Corollario 3.20.18
in modo che n(K) sia il più piccolo indice per cui vale la disuguaglianza di
quell’enunciato. Allora, se n(K) si può scegliere indipendente dal compatto
K, ossia se n(K) è limitato al variare del compatto K ⊂ Ω, allora il minimo
tale n si chiama l’ordine della distribuzione F .

Esempio 3.20.20. Per ogni x ∈ Ω, definiamo δx(f) = f(x). È ovvio che δx
è un funzionale lineare, ed è continuo su D(Ω) in base al Corollario 3.20.18,
perché |δx(f)| = |f(x)| ⩽ ‖f‖∞ = s0(f) (in effetti, da questo vediamo che
δx è una distribuzione di ordine 0). Questo funzionale continuo si chiama la
distribuzione delta di Dirac. tu

Abbiamo inizialmente introdotto su D(Ω) la famiglia di norme sn che
descrivono la topologia di DK per K compatto (equivalenti alle seminorme
pn con cui abbiamo topologizzato C∞(Ω): si riveda la Nota 3.20.3). In quella
topologia D(Ω) è metrizzabile (Teorema 3.19.6), ma abbiamo visto che non
è completo (Proposizione 3.20.8). Per renderlo completo, abbiamo cambiato
topologia: lo abbiamo munito della topologia di limite induttivo indotta da
tutti i sottospazi (metrizzabili!) DK con K compatto in Ω. Con questa
topologia D(Ω) è completo (Teorema 3.20.15). Ora vedremo che purtroppo,
però, non è metrizzabile. In particolare, non è normabile, perché altrimenti
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la norma definirebbe una metrica che indurrebbe una topologia equivalente.
Nella Sezione 3.22 dimostreremo, in modo indipendente e forse più semplice,
che D(Ω) non è normabile: qui utilizziamo un teorema di base dell’Analisi
Funzionale per mostrare il risultato più generale che non è metrizzabile.
Teorema 3.20.21. Lo spazio D(Ω), con la topologia di limite induttivo τ ,
non è metrizzabile.
Dimostrazione. Il nucleo della distribuzione δx dell’Esempio 3.20.20 consiste
delle funzioni in D(Ω) che si annullano al punto x. Abbiamo visto in quel-
l’Esempio che δx è un funzionale continuo, e quindi il suo nucleo è chiuso
in base alla Proposizione 3.3.15. Allora il sottospazio DK , che consiste delle
funzioni nulle fuori di K, e quindi è l’intersezione di questi nuclei al variare
di x nel complemento di K, è un sottospazio chiuso perché è intersezione di
chiusi. Ma siccome DK è un sottospazio proprio, esso non può contenere un
intorno aperto dell’origine della topologia τ di D(Ω) (altrimenti, in base al
Lemma 3.1.13, coinciderebbe con tutto D(Ω)). Per l’invarianza per trasla-
zione della topologia di spazio vettoriale topologico (Definizione 3.1.1), DK

non contiene alcun aperto di τ , ovvero ha interno vuoto in D(Ω). Invadiamo
Ω con una famiglia numerabile di sottoinsiemi compatti Kn, ossia scegliamo
Kn in modo che Ω = ∪∞

n=1Kn: allora D(Ω) = ∪∞
n=1DKn è unione numerabile

di sottoinsiemi con interno vuoto, e quindi è di prima categoria in sé stesso
(Definizione 3.13.3): allora, poiché è completo (Teorema 3.20.15), non può
essere metrizzabile in base al Teorema di Categoria di Baire 3.13.1. tu

3.21 ∗Spazi vettoriali localmente compatti e
proprietà di Heine–Borel

Richiamiamo la nozione di sottoinsieme limitato A di uno spazio vettoriale
topologico V , introdotta nella Definizione 3.1.1: A è limitato se per ogni
intorno U di 0 in V esiste r = rA,U > 0 tale che A ⊂ λU per tutte le
dilatazioni λ con |λ| > r.
∗Proposizione 3.21.1. In uno spazio vettoriale topologico, un insieme com-
patto è limitato e chiuso.
Dimostrazione. Sia X uno spazio vettoriale topologico e K ⊂ X un compat-
to. Poiché la topologia di uno spazio vettoriale topologico è di Hausdorff, il
fatto che K sia chiuso segue dalla seconda metà del Lemma 1.10.6.
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Proviamo che K è un insieme limitato. Sappiamo dal Lemma 3.1.13 che,
se U è un intorno di 0, allora

X = ∪n∈NnU . (3.51)

Dunque è anche vero che K ⊂ ∪n∈NnJ per ogni intorno bilanciato J di 0
contenuto in U (un tale intorno esiste in base al precedente Lemma 3.1.8).
Dal ricoprimento {nJ} del compattoK estraiamo un sottoricoprimento finito
{n1J, n2J, . . . , nmJ}, e per comodità supponiamo di ordinare gli indici in
modo che nm sia l’indice massimo. Poiché J è bilanciato abbiamo nmJ ⊃ nkJ
per k = 1, . . . ,m − 1: quindi K ⊂ nmJ , ed allora, per ogni t > nm, si ha
K ⊂ nmJ ⊂ tJ ⊂ tU . Questo dimostra che K è limitato. tu

Ora ci serve un lemma tecnico:
Lemma 3.21.2. Sia X uno spazio vettoriale topologico e Y un sottospazio
localmente compatto nella topologia relativa ereditata da X: quindi esiste un
intorno dell’origine in Y a chiusura compatta K ⊂ Y , ovvero un intorno
dell’origine U in X tale che U ∩Y ⊂ K. Esiste un intorno V dell’origine in
X simmetrico (ossia tale che V = −V ) e tale che V + V ⊂ U . Allora, per
ogni x ∈ X, l’insieme Y ∩ (x+ V ) è compatto in Y .
Dimostrazione. Un intorno V tale che V + V ⊂ U esiste perché 0 + 0 = 0 e
la somma è continua. Grazie al Corollario 3.1.12, possiamo anche supporre
che V + V ⊂ U , e rimpiazzando V con V ∩ (−V ) possiamo anche scegliere
V simmetrico. Quindi (V + V ) ∩ Y è contenuto nel compatto K, pertanto
è compatto per la prima parte del Lemma 1.10.6 (che qui si applica perché,
ovviamente, lo spazio Y , essendo localmente compatto, contiene la chiusura
in X di un suo aperto intorno all’origine e quindi è chiuso in X). Ma allora,
per x ∈ X, scriviamo Ex,V := Y ∩ (x+ V ). Per ogni y, z ∈ Ex,V si ha, da un
lato, y−z = y−x+x−z ∈ V +V ⊂ U , e d’altro lato y−z ∈ Y perché Y è uno
sottospazio. Quindi y− z ∈ Y ∩U ⊂ K. Ma allora ogni y ∈ Ex,V appartiene
al compatto z+K, ossia Ex,V ⊂ z+K compatto. D’altra parte Ex,V è chiuso
in Y nella topologia relativa indotta su Y da X, perché è l’intersezione di
Y con un chiuso x + V di X. Allora Ex,V è un chiuso in Y contenuto in un
compatto, e quindi è compatto per la prima parte del Lemma 1.10.6.
tu

Lemma 3.21.3. Sia X uno spazio vettoriale topologico e Y un sottospazio
localmente compatto (nella topologia relativa ereditata da X). Allora Y è
chiuso in X.
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Dimostrazione. Poiché Y è localmente compatto, esiste un compatto K ⊂ Y
il cui interno contiene 0 (qui le proprietà topologiche di compattezza ed in-
terno si intendono nella topologia relativa di Y ereditata da X). Ciò significa
che esiste un intorno dell’origine U ⊂ X tale che U ∩ Y = K. In corrispon-
denza di questo aperto U scegliamo un intorno aperto V di 0 in X come nel
precedente Lemma 3.21.2, e consideriamo la famiglia F di tutti i suoi sottoin-
siemi aperti che contengono 0. Fissiamo un punto qualsiasi nella chiusura
Y . Se W ∈ F consideriamo l’insieme Ex,W := Y ∩ (x+W ): esso è compatto
per la prima parte del Lemma 1.10.6, perché è un sottoinsieme chiuso di
Y ∩ (x+ V ) che è compatto per il sopraccitato Lemma 3.21.2; inoltre è non
vuoto, perché x ∈ Y e quindi x+W interseca Y per ogni intorno apertoW di
0. Evidentemente, le intersezioni finite di insiemi in F appartengono ancora
a F . Allora la famiglia {Ex,W : W ∈ F} è una famiglia di compatti con la
proprietà dell’intersezione finita (Nota 1.9.7): pertanto esiste z ∈ ∩W∈FEx,W .
Poiché tutti gli Ex,W sono sottoinsiemi di Y , anche z appartiene a Y . D’altra
parte z ∈ x+W per ogni W ∈ F , e quindi i punti x e z non sono separabili
con due intorni disgiunti: dal momento che la topologia di X è di Hausdorff
(Lemma 3.1.11), ne segue z = x. Pertanto Y = Y . tu

Proposizione 3.21.4. Sia X uno spazio vettoriale topologico e V un sotto-
spazio di dimensione finita. Allora V è chiuso in X.

Dimostrazione. In base al precedente Lemma 3.21.3, è sufficiente dimostra-
re che Y è localmente compatto (nella topologia relativa). Più in generale,
costruiamo un isomorfismo fra Y e Cn che è un omeomorfismo (ossia conti-
nuo con inversa continua), ed allora Y deve essere localmente compatto nella
topologia relativa perché Cn lo è nella propria topologia. In effetti, ciò che
stiamo per dimostrare è che ogni isomorfismo è un omeomorfismo.
Scegliamo una base {v1 , . . . , vn} in V , e consideriamo la mappa T : Cn → V
definita da F (α1 , . . . , αn) =

∑n
j=1 αjvj: si osservi che l’immagine di T è

V . Poiché in uno spazio vettoriale topologico la moltiplicazione per scalari
e la somma sono mappe continue, anche T è continuo, ed inoltre è iniet-
tivo perché {v1 , . . . , vn} è una base. Basta provare che l’operatore inverso
T−1 : V → Cn è anch’esso continuo, perché in tal caso gli spazi topologici
Cn e V (quest’ultimo nella topologia relativa indotta da X) sono omeomorfi,
e quindi V deve essere chiuso perché lo è Cn. Dimostriamo questo fatto per
induzione su n.
Per n = 1, T−1 esiste perché T è iniettivo, ed è un funzionale lineare iniettivo
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definito su V , quindi ha nucleo {0}. Il nucleo è chiuso (nella topologia relati-
va di V ) e quindi T−1 è continuo in base alla Proposizione 3.3.15. Pertanto,
in questo caso, T è un omeomorfismo.
Fissiamo n > 1 e supponiamo, per induzione, che l’enunciato valga per n−1,
ossia che la restrizione di T a sottospazi di dimensione n−1 sia un omeomor-
fismo. Poiché {v1 , . . . , vn} è una base di V , ogni vettore v ∈ V si esprime
in modo unico come v =

∑n
i=1 αi vi, dove la coordinata αi = αi(v) è un

funzionale lineare su V , non nullo: quindi il nucleo Ni di questo funzionale
lineare è un sottospazio di V di dimensione n − 1. Per l’ipotesi di induzio-
ne, per ogni i sappiamo che Ni è chiuso nella topologia di V (la topologia
relativa indotta da X) e quindi il funzionale αi è continuo su Y . Ma allora
T (v) = (α1(v), . . . , αn(v)) è anch’esso un operatore continuo. tu

Teorema 3.21.5. Ogni spazio vettoriale localmente compatto ha dimensio-
ne finita (e naturalmente, grazie alla dimostrazione del precedente Lemma
3.21.4, tutti gli spazi vettoriali a dimensione finita sono localmente compatti).

Dimostrazione. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente compat-
to: allora esiste un intorno V dell’origine a chiusura compatta (Definizione
3.1.1); sostituendo V con V ∩ (−V ) possiamo assumere che V sia un intorno
simmetrico: V = −V . Applichiamo allora due risultati precedenti: la Propo-
sizione 3.21.1, in base alla quale sappiamo che V è limitato, e la Proposizione
3.2.1, che asserisce che esiste una base numerabile all’origine fatta di dilatati
di V , ad esempio gli intorni Vn = 2−nV . I traslati {x + 1

2
V : x ∈ X costi-

tuiscono una famiglia di aperti che copre X, e quindi anche V : quest’ultimo
insieme è compatto, e quindi per ricoprirlo basta una sottofamiglia finita
{xi + 1

2
V : i = 1, . . . , k}. Lo spazio vettoriale Y generato da x1 , . . . , xk ha

dimensione minore o uguale a k e quindi è chiuso in X in base alla precedente
Proposizione 3.21.4. Visto che V ⊂ V ⊂ ∪ki=(xi + 1

2
V ) ⊂ Y + 1

2
V (perché

xi ∈ Y per il modo in cui abbiamo definito Y ), dividendo per due otteniamo
1
2
V ⊂ Y + 1

4
V (rammentiamo che Y è uno spazio vettoriale e quindi inva-

riante per moltiplicazione scalare: 1
2
Y = Y ; fra un attimo useremo anche che

è invariante per somma, ossia Y + Y = Y ). Allora

V ⊂ Y +
1

2
V ⊂ Y + Y +

1

4
V = Y +

1

4
V

ed iterando
V ⊂ ∩∞

n=1(Y + 2−nV ) = ∩∞
n=1(Y + Vn .



450CAPITOLO 3. SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI, ANALISI FUNZIONALE

Se A ⊂ X, la chiusura di A è definita come l’insieme degli x ∈ X tali che
x + U interseca A per ogni intorno U di 0, o equivalentemente per ogni
intorno in una base locale a 0 (indichiamola con F). Se questi intorni di
base si scelgono simmetrici, questo equivale a dire che x ∈ A se e solo se
x ∈ ∩{A + V : V ∈ F}. Gli intorni Vn formano appunto una tale base,
come visto sopra: quindi abbiamo provato che V ⊂ Y . Ma allora V ⊂ Y ,
perché Y è un sottospazio chiuso. Dilatando ora vediamo che nV ⊂ Y per
ogni n ⩾ 1. In base all’identità (3.51) nella dimostrazione della Proposizione
3.21.1, questo implica X = Y . Ma Y ha dimensione finita, e questo completa
la dimostrazione. tu

3.21.1 Proprietà di Heine–Borel
Definizione 3.21.6. (Proprietà di Heine–Borel.) Uno spazio topologi-
co verifica la proprietà di Heine–Borel se ogni sottoinsieme limitato e chiuso
è compatto

In particolare, se uno spazio vettoriale topologico verifica la proprietà di
Heine–Borel, i suoi compatti sono tutti e soli gli insiemi limitati e chiusi, in
base alla Proposizione 3.21.1.

Teorema 3.21.7. Ogni spazio vettoriale localmente limitato che verifica la
proprietà di Heine–Borel è di dimensione finita.

Dimostrazione. Sia X uno spazio vettoriale localmente limitato: X contiene
quindi un intorno limitato V dell’origine (Definizione 3.1.1). Asseriamo che
anche la sua chiusura V è un insieme limitato. Infatti, sia U un intorno
limitato dell’origine: allora, grazie al Corollario 3.1.12, esiste un altro intorno
J dell’origine con J ⊂ U . Poiché V è limitato, per qualche r > 0 deve valere
V ⊂ rJ , ma allora vale anche V ⊂ rJ ⊂ rU , e quindi anche V è limitato:
questo prova l’asserzione.
Poiché si assume che X soddisfi la proprietà di Heine–Borel, V è compatto:
ma questo significa che X è uno spazio vettoriale localmente compatto, ed
allora X ha dimensione finita in base al precedente Teorema 3.21.5. tu

Corollario 3.21.8. Uno spazio normabile di dimensione infinita non soddisfa
la proprietà di Heine–Borel.
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Dimostrazione. Uno spazio normabile è localmente limitato (Teorema 3.2.11),
e quindi, se ha dimensione infinita, non può verificare la proprietà di Heine–
Borel a causa del precedente Teorema 3.21.7). tu

Esempio 3.21.9. Consideriamo la palla unitaria B1 nello spazio normato
Lp(R). Naturalmente, la palla unitaria in uno spazio normato come Lp(R)
è chiusa, perché la norma è una funzione continua; inoltre è limitata, per
l’ovvio argomento esposto nelle prime righe della dimostrazione del Teorema
3.2.11. Dal precedente Corollario 3.21.8 sappiamo che Lp(R) non soddisfa la
proprietà di Heine–Borel, e ad esempio di questo fatto osserviamo che la pal-
la unitaria B1 limitata e chiusa, non è compatta. Infatti, consideriamo una
successione di funzioni fn ∈ Lp di norma 1 ed a supporti disgiunti (ad esem-
pio, potremmo scegliere fn come la funzione caratteristica χn dell’intervallo
[n, n + 1]). Allora il limite puntuale f(x) esiste per ogni x e vale identica-
mente zero, a causa della disgiunzione dei supporti (esercizio). Se esistesse
il limite nella norma di Lp, allora fn(x) dovrebbe convergere a f(x) = 0 per
quasi ogni x, e quindi, per la continuità della norma, limn ‖fn‖p = ‖f‖p = 0.
Ma ciò non accade perché ‖fn‖p ≡ 1.
In particolare questo fatto vale per L∞(R), e quindi per i suoi sottospazi
chiusi C ∩ L∞(R) e C0(R), muniti della norma uniforme.
Un caso particolarmente interessante è quello di L2(R), dove la norma è in-
dotta dal prodotto scalare (f, g)2 :=

∫
R f(x) ĝ(x) dx, nel senso che ‖f‖22 =

(f, f)2. Allora, consideriamo un sistema ortonormale numerabile {fn} (ossia
tale che (fn, fm)2 = 0 se n 6= m e 1 se n = m. Allora per n 6= m la distanza
fra fn e fm vale

√
2 (per il teorema di Pitagora nello spazio bidimensionale

generato da fn e fm, od equivalentemente perché

dist(fn, fm) = ‖fn − fm‖2 =
√

(fn − fm, fn − fm) =
√
(fn, fn) + (fm, fm)

=
√
2 .

Quindi nessuna sottosuccessione di {fn} può essere di Cauchy (la sua varia-
zione non tende a zero), e pertanto non può convergere. tu
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3.22 ∗Esempi esotici: spazi non localmente
limitati

3.22.1 C∞(Ω) non è localmente limitato
Abbiamo appena visto che lo spazio normato C0(Ω) e tutti gli altri spazi
normati a dimensione infinita non soddisfano la proprietà di Heine–Borel
(Esempio 3.21.9). Completamente diverso può essere il caso di uno spazio
metrico la cui topologia è indotta da una famiglia separatrice di seminorme:

Teorema 3.22.1. C∞(Ω) soddisfa la proprietà di Heine–Borel della Defini-
zione 3.21.6.

Dimostrazione. Sia J ⊂ C∞(Ω) un sottoinsieme limitato e chiuso: dobbiamo
mostrare che J è compatto. Poiché la topologia di C∞(Ω) è indotta dalla
famiglia separatrice di seminorme pn introdotte in (3.41), C∞(Ω) è uno spazio
metrico per il Teorema 3.19.6, ed è completo per il Teorema 3.20.4. Pertanto,
in base al Teorema 1.11.1, J è compatto se e solo se ogni successione in J ha
una sottosuccessione convergente.
Usiamo l’ipotesi che J sia un insieme limitato, il che, per la Proposizione
3.19.7, equivale a dire che tutte le seminorme pn sono limitate su J . Vista la
definizione delle seminorme pn, questo significa che, per opportune costanti
Cn, ogni elemento f ∈ J verifica |Dα(f)(x)| ⩽ Cn per ogni |α| ⩽ n e per ogni
x nella palla Bn ∩Ω ⊂ Rk di centro l’origine e raggio n. Ma se le derivate di
ordine n sono limitate, allora lo è il gradiente delle derivate di ordine n−1, e
pertanto, per il teorema di Lagrange (Sezione 1.1), tutte le derivate di ordine
n− 1 (ed iterando l’argomento anche tutte quelle di ordine minore o uguale
a n − 1) sono lipschitziane (nel senso di (1.28.2)) con la stessa costante di
Lipschitz Cn indipendente da f , e quindi equicontinue (Definizione 1.12.1)
su Bn ∩ Ω. Poiché ogni sottoinsieme compatto K ⊂ Ω è contenuto in Bn

se n è abbastanza grande, il Teorema di Ascoli–Arzelà 1.12.3 implica che
ogni successione di funzioni in J ha una sottosuccessione {fj} che converge
uniformemente sui compatti con tutte le sue derivate Dαfj per ogni multi-
indice α. Perciò {fj} converge nella topologia di C∞(Ω). Poich’e J è chiuso,
questo implica che f appartiene a J . Abbiamo dimostrato che J è compatto.

tu

Corollario 3.22.2. C∞(Ω) non è localmente limitato, ed in particolare la
sua topologia non proviene da una norma.
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Dimostrazione. La topologia di C∞(Ω) proviene da una famiglia separatrice
di seminorme, e quindi è metrizzabile per il Teorema 3.19.6, e localmente
convessa per il Teorema 3.19.6. Allora il precedente Teorema 3.22.1, il fatto
che C∞(Ω) ha dimensione infinita (contiene lo spazio di tutti i polinomi!) ed
il Teorema 3.21.7 implicano che C∞(Ω) non può essere localmente limitato.
Inoltre, dalla condizione equivalente alla normabilità del Teorema 3.2.11, ora
segue che C∞(Ω) non può essere normabile. tu

Corollario 3.22.3. Per ogni compatto K ⊂ Ω, lo spazio DK soddisfa la
proprietà di Heine–Borel.

Dimostrazione. Questo segue immediatamente dallo stesso argomento della
dimostrazione del precedente Corollario 3.22.2 e dal fatto che DK è chiu-
so in C∞(Ω) (Corollario 3.20.7) e la sua topologia è indotta dalle stesse
seminorme). tu

L’argomento della dimostrazione del Corollario 3.22.2 non si applica di-
rettamente allo spazio D(Ω), perché la topologia τ di limite induttivo di
D(Ω) non è indotta direttamente da una famiglia di seminorme (Definizione
3.20.13). Ma è proprio qui che si apprezzano le conseguenze della proprie-
tà di compatibilità per restrizione della topologia τ ((3.47) e parte (iii) del
Teorema 3.20.12:

Corollario 3.22.4. Lo spazio D(Ω) soddisfa la proprietà di Heine–Borel.

Dimostrazione. Grazie al Corollario 3.20.13, ogni insieme J limitato in D(Ω)
è contenuto in DK per qualche compatto K ⊂ Ω, ed allora, in base alla
parte (iii) del Teorema 3.20.12, J è limitato nella topologia τK di DK che
ivi coincide con la topologia τ di D(Ω). Quindi J è compatto (in questa
topologia τK) grazie alla dimostrazione del Corollario 3.22.3: ma allora è
compatto in τ , di nuovo perché τ e τK coincidono sul sottospazio DK .
tu

Proposizione 3.22.5. La classe di Schwartz S(Ω) soddisfa la proprietà di
Heine–Borel.

Dimostrazione. Vogliamo sapplicare lo stesso argomento che dimostra il Teo-
rema 3.22.1. L’unica difficoltà consiste nel provare che, se le seminorme pk,n
della Nota 3.20.5 sono equilimitate su un insieme J ⊂ S, allora le funzioni
f ∈ J sono equicontinue. A questo fine conviene utilizzare le seminorme
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equivalenti r2k,n(f) = supx∈Rm,|α|=n(1 + x2k) |Dαf(x)| introdotte in quella
Nota, che sono C∞. Meglio ancora, usiamo al posto di queste seminorme le
equivalenti monotòne ad un solo indice definite da

hn(f) = sup
x∈Rm, |α|⩽n, k⩽n

(1 + x2k) |Dαf(x)|

(esattamente come abbiamo fatto nel passare da (3.40) a (3.41)).
Si tratta di dimostrare che le funzioni f ∈ S tali che hn(f) < Cn sono equi-
continue. Come nella dimostrazione del Teorema 3.22.1, basta dimostrare
che, se (1 + x2k)|Dαf | ⩽ Cn−1 per |α|, k ⩽ n − 1, allora anche le derivate
di (1 + x2k)Dαf sono equilimitate. Si noti che è qui che è comodo utilizzare
seminorme in forma C∞.
Ma le derivate di (1+x2k)Dαf sono somme del tipo x2k−1Dαf+(1+x2k)Dβf
con |β| = n. Pertanto, se hn(f) ⩽ Cn, queste somme si maggiorano con 2Cn
e quindi sono equilimitate. tu

Corollario 3.22.6. Gli spazi DK per K ⊂ Ω compatto, D(Ω) e S(Ω) non
sono localmente limitati, ed in particolare la loro topologia non proviene da
una norma.
Dimostrazione. la dimostrazione è identica a quella del Corollario 3.22.2 pur
di dimostrare che questi spazi hanno dimensione infinita. D’altra parte, pos-
siamo sempre trovare, in ogni compatto K di misura positiva, una famiglia
di sottoinsiemi compatti Kn di misura positiva, perché la misura di Lebe-
sgue è regolare ( Definizione 1.9.11). Allora il lemma di partizione dell’unità
(Corollario 1.10.16) assicura l’esistenza di funzioni fn ∈ C∞ con supporto in
Kn (e quindi in DK ⊂ D(Ω) ⊂ S(Ω)). Poiché i supporti sono disgiunti, la
famiglia di funzioni fn è linearmente indipendente. tu

3.23 ∗∗Esempi esotici: spazi non localmente
convessi

3.23.1 Spazi Lp[0, 1] e Lp(R) per 0 < p < 1

Gli elementi di Lp[0, 1] sono le (classi di equivalenza di Lebesgue delle)
funzioni misurabili secondo Lebesgue su [0, 1] tali che

Np
p (f) :=

∫ 1

0

|f |p <∞ . (3.52)
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Per 0 < p < 1 sappiamo dal Lemma 1.7.5 che (a + b)p ⩽ ap + bp. Quindi,
ponendo

d(f, g) := Np
p (f − g) , (3.53)

otteniamo una funzione non negativa su Lp che verifica la disuguaglianza
triangolare e tale che d(f − h, g − h) = d(f, g) per ogni f, g, h: ossia, una
metrica invariante per traslazione. Sappiamo che, per 0 < p < 1, Np non è
da una norma (parte (ii) dell’Esercizio 1.16.18), ma che nella metrica d lo
spazio Lp è completo per tutti i p > 0 (Nota 1.16.27).

Nota 3.23.1. (Gli spazi Lp sono completi e localmente limitati.) Per
r > 0, consideriamo le palle aperte intorno all’origine, Br := {f ∈ Lp :
Np
p (f) < r}. È chiaro che queste palle formano una base locale all’origine

per la topologia di Lp (le basi locali sono definite alla fine della Definizione
1.10.1). È anche immediato che questa base consiste di insiemi limitati (nel
senso della Definizione 3.1.1), perché queste palle sono dilatate l’una dell’al-
tra: ad esempio, B1 = r−1/pBr per ogni r > 0, e quindi B1 è limitato, ed
analogamente lo sono tutti i Br. Quindi, per tutti i p > 0, gli spazi Lp sono
completi e localmente limitati, nel senso della Definizione 3.1.1 (per p ⩾ 1
questo era già ovvio, perché gli spazi normati sono evidentemente localmen-
te limitati). Si noti che lo stesso argomento vale per Lp(R) ed anche per
Lp(µ) rispetto ad una qualsiasi misura di Borel, ad esempio per gli spazi di
successioni `p introdotti nella Definizione 1.7.1. tu

Il prossimo enunciato prova una conseguenza interessante, che equivale
ad asserire che Lp, per p < 1, non è localmente convesso, come già sappiamo
(le palle unitarie in questi Lp non sono convesse, perché hanno sezioni bidi-
mensionali non convesse, illustrate nelle Figure della Nota 1.7.10; abbiamo
gà alluso a questi fatti nella parte (ii) dell’Esercizio 1.16.18 e nell’Eserci-
zio 1.7.8). L’equivalenza della formulazione della prossima Proposizione con
quella relativa a palle unitarie segue subito dal fatto che, se esistesse un aperto
convesso intorno ad un qualsiasi punto, grazie all’invarianza per traslazione
della topologia ne esisterebbe uno che contiene l’origine).

Proposizione 3.23.2. Per 0 < p < 1, gli unici sottoinsiemi aperti convessi
di Lp sono l’insieme vuoto e Lp stesso.

Dimostrazione. Sia U un aperto convesso in Lp. Grazie all’invarianza per
traslazione della topologia, senza perdita di generalità possiamo assumere
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0 ∈ U . Allora U contiene una palla Br per qualche r > 0 opportuno, perché
queste palle formano una base locale per la topologia (si riveda la Definizione
1.10.1). Scegliamo una qualsiasi funzione f ∈ Lp, f 6= 0. Poiché l’integrale
indefinito di |f |p è continuo (Lemma 1.27.2), esistono x0 = 0 < x1 < x2 <
· · · < xn = 1 tali che, per i = 1, . . . , n,∫ xn

xn−1

|f(x)|p dx =
1

n
Np
p (f) (3.54)

(si noti che la stessa proprietà resta vera anche per Lp(R) anziché Lp[0, 1]
pur di prendere x0 = −∞ e xn = +∞). Poniamo gi = 0 fuori dell’intervallo
[xi−1 , xi) e gi = nf in tale intervallo. Allora Np

p (gi) = np−1Np
p (f): poiché

p < 1, sappiamo che np−1 → 0 per n → ∞, e quindi esiste n tale che
np−1Np

p (f) < r. Ma allora le funzioni gi sono in U , perché la disuguaglianza
Np
p (gi) < r equivale a gi ∈ Br ⊂ U . D’altro lato, f è la combinazione

convessa f = (g1+ · · ·+ gn)/n. Allora f ∈ U visto che U è convesso. Questo
prova che U = Lp. tu

Corollario 3.23.3. Lo stesso risultato della precedente Proposizione 3.23.2
vale per Lp(R), o più in generale per qualsiasi spazio Lp(µ) rispetto ad una
misura di Borel assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue.

Dimostrazione. Il caso di Lp(R) è chiarito nella osservazione subito dopo
(3.54). Il caso generale di misure senza componenti atomiche è analogo (si
vedano in particolare i Teoremi 1.28.15 e 1.28.18). tu

Esercizio 3.23.4. Il precedente enunciato vale anche per misure senza compo-
nente atomica (definite come nell’Esempio 3.9.18)? Si riveda la Sottosezione
1.28.2. QUI tu

Ecco una conseguenza a prima vista sorprendente:

Corollario 3.23.5. Per 0 < p < 1, l’unico funzionale lineare continuo di
Lp[0, 1] o Lp(R) a valori in uno spazio localmente convesso V (ad esempio,
V = R o V = C) è il funzionale nullo.

Dimostrazione. Sia F : Lp → V un funzionale continuo e B una base locale
a 0 per la topologia di V consistente di insiemi convessi. Per ogni U ∈ B, la
controimmagine F−1(U) è un aperto di Lp non vuoto (perchè F è continuo) e
convesso (perché F è lineare). Dalla Proposizione 3.23.2 segue F−1(U) = Lp,
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ovvero F (Lp) ⊂ U per ogni intorno di base U . Ma se per qualche f 6= 0 in Lp
si avesse F (f) 6= 0, allora esisterebbe un intorno U della base locale di V che
non contiene F (f) (perché lo spazio vettoriale topologico V è di Hausdorff:
Lemma 3.1.11). Quindi F = 0. tu

3.23.2 Un compatto numerabile senza punti estremi in
Lp[0, 1] e Lp(R) per 0 < p < 1

Sia M ⊂ R un intervallo oppure tutto R con la misura di Lebesgue, o più
in generale uno spazio di misura con misura µ. Scegliamo una f ∈ Lp(µ)
normalizzata da Np

p (f) = 1 (qui Np
p (f) :=

∫
|f |p come in (3.52). Abbiamo

visto nella dimostrazione della Proposizione 3.23.2 che f si decompone come
combinazione convessa f = (g1 + · · · + gn)/n, dove gi = n f χ[xi,xi+1], per
opportuni punti xi ∈M scelti in modo tale che Np

p (f χ[xi,xi+1]) = Np
p (f)/n =

1/n , e quindi Np
p (gi) = np−1. Chiamiamo le funzioni gi i frammenti di prima

generazione di f , e denotiamoli con gi = f1,i: allora abbiamo Np
p (f1,i) = np−1.

Iteriamo la procedura ponendo, per k = 1, . . . , n,

f1,k = (f2,1 + · · ·+ f2,n)/n

con nuovi frammenti (di seconda generazione) a supporti disgiunti e tali che
Np
p (f2,m) = np−1Np

p (f1i) = n2(p−1), e così via iterativamente. Ogni fram-
mento di una data generazione è combinazione convessa di frammenti della
generazione successiva, ed i frammenti g di generazione k risultano norma-
lizzati dalla regola Np

p (g) = nk(p−1). Quindi, per 0 < p < 1, i frammenti di
generazione k tendono a zero nella metrica di Lp (definita come in (3.53).
Poiché ci sono un numero finito di frammenti di ciascuna generazione, da
questo segue che l’insieme Jf costituito da tutti i frammenti di tutte le ge-
nerazioni è numerabile ed ha 0 come unico punto limite, quindi Jf ∪ {0}
è compatto, ma nessun punto di Jf è estremo (perché ogni frammento è
una combinazione convesa di altri frammenti). Ripetendo la costruzione a
partire dalla funzione −f si ottiene analogamente un insieme J−f tale che
K := Jf ∪ J−f ∪ {0} è compatto ma non ha punti estremi (la funzione 0 non
può essere un punto estremo perché è combinazione convessa di f e −f : ne
è la media aritmetica!).
Questo esempio non contraddice il Corollario 3.9.14 perché gli spazi Lp(µ),
per 0 < p < 1, non sono localmente convessi.
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3.23.3 Spazi `p per 0 < p < 1

Consideriamo ora gli spazi `p di successioni introdotti nella Definizione 1.7.1.
Questo è il caso di Lp rispetto ad una misura puramente atomica (il caso
opposto a quello del Corollario 3.23.3). Analogamente a quanto fatto nella
precedente Sottosezione 3.23.1, per x = {xn : n = 0, 1, . . . } ∈ `p poniamo

Np
p (x) :=

∞∑
n=0

|xn|p .

Come nella Sottosezione 3.23.1, l’espressione

d(x,y) := Np
p (x− y) ,

è una metrica invariante per traslazione, ma, per 0 < p < 1, Np non è una
norma perché non verifica la disuguaglianza triangolare. In particolare, per
0 < p < 1, gli spazi `p non sono spazi di Banach e non sono localmente
convessi. Essi sono però spazi metrici completi (Corollario 1.16.30) e spazi
vettoriali topologici localmente limitati (Nota 3.23.1). Per p ⩾ 1, invece, gli
spazi `p sono spazi di Banach ed il duale di `p è isometricamente isomorfo a
`q con 1/p+1/q = 1, come si è visto nella Sezione 3.12. La dualità è data da

〈x, y〉 :=
∞∑
n=0

xn yn (3.55)

Nota 3.23.6. Indichiamo con ei il funzionale su `p dato da ei(x) = xi (si
osservi che, per p ⩾ 1, le successioni ei sono quelle che valgono 1 all’indice i
e zero altrove, che chiamiamo successioni canoniche). Poiché |xi| ⩽ Np(x) =
d(x,0)1/p, i funzionali ei sono continui su `p per ogni p > 0. tu

Proposizione 3.23.7. Per tutti i p (0 < p ⩽ ∞), il duale dello spazio
vettoriale topologico `p separa i punti di `p.

Dimostrazione. Basta osservare che, se x 6= y ∈ `p, allora per qualche indice
i si deve avere xi 6= yi, e quindi il funzionale lineare ei separa x e y. D’altra
parte, abbiamo osservato nella Nota 3.23.6 che questo funzionale è continuo
su `p. tu
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Nota 3.23.8. I sottoinsiemi di `p dati da {x : xi > t}, per i ∈ N e t ∈ R
sono aperti convessi in `p, ed in base alla dimostrazione della precedente
Proposizione 3.23.7 essi sono sufficientemente numerosi da separare i punti
di `p, ma (se p < 1) non abbastanza da dare origine ad una base o anche solo
ad una sottobase per la topologia di `p (nel senso della Definizione 1.10.1),
visto che per questi p lo spazio `p non è localmente convesso. tu

Corollario 3.23.9. Per 0 < p < 1, il duale (`p)′ di `p è contiene il duale di
`∞ e separa i punti di `∞.
Dimostrazione. Abbiamo visto nella Proposizione 1.7.7 che, per x ∈ `p con
p < 1, si ha ‖x‖∞ ⩽ ‖x‖p, e quindi x ∈ `∞.In altre parole, la mappa identità
è una immersione continua di `p in `∞. Quindi ogni funzionale continuo su
`∞ è anche continuo su `p (ossia, è continuo nella norma di `p). Quindi il
duale di `p separa i punti di `∞, grazie alla proprietà di separazione discende
quindi dalla precedente Proposizione 3.23.7. tu

Proposizione 3.23.10. (Per 0 < p ⩽ 1, il duale di `p è `∞) Il duale (`p)′

di `p coincide con `∞ (qui la dualità è quella stabilita in (3.55).
Dimostrazione. Il caso p = 1 è già noto dalla Sezione 3.12. Assumiamo
quindi 0 < p < 1. È chiaro che, per ogni x ∈ `p e y ∈ `∞, la serie 〈x, y〉 =∑∞

n=0 xn yn converge, poiché ‖x‖1 ⩽ ‖x‖p per p < 1 (dimostrazione della
Proposizione 1.7.7), e quindi

∞∑
n=0

|xn yn| ⩽ max
n

|yn|
∞∑
n=0

|xn| ⩽ max
n

|yn|

(
∞∑
n=0

|xn|p
) 1

p

,

ossia |〈x, y〉| ⩽ ‖y‖∞‖x‖p. Pertanto `∞ si immerge nel duale di `p, ovvero
`∞ ⊂ (`p)′, e l’immersione è continua.
Resta da dimostrare che ogni funzionale continuo y su `p è del tipo y(x) =
〈x, y〉 =

∑∞
n=0 xn yn per qualche successione limitata y. Consideriamo le

successioni canoniche ei della Nota 3.23.6, e poniamo yi := y(ei). Poiché y
è un funzionale continuo e ‖ei‖p = 1, i numeri |yi| = sono limitati unifor-
memente rispetto a i (da ‖y‖(ℓp)′ , e per ogni x ∈ `p la serie x =

∑∞
i=0 xiei

converge in `p, perché le sue code
∑

i>N xiei sono maggiorate nella norma di
`p da

(∑
i>N |xi|p

)1/p. Ma allora converge anche la serie

y(x) =
∞∑
i=0

xi y(ei) =
∞∑
i=0

xi yi .
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Quindi il funzionale y è implementato dalla successione limitata {yi} nel
senso della dualità (3.55). tu

Teorema 3.23.11. Sia τp la topologia debole∗ (Definizione 3.10.3) indotta
su `∞ dallo spazio `p (0<p<1) visto come sottospazio del preduale di `∞ alla
luce della precedente Proposizione 3.23.10). Allora al variare di p le topologie
τp sono inequivalenti. Ciononostante, la loro restrizione agli insiemi limitati
in norma in `∞ induce su questi insiemi limitati la stessa topologia.

Dimostrazione. Sia 0 < p < 1. In base alla Proposizione 3.23.9, i funzionali
continui su `p separano i punti di `∞. Pertanto si applica la Proposizio-
ne 3.8.3, e quindi sappiamo che il duale di `∞ visto come spazio vettoriale
topologico con la topologia τp coincide con `p. Poiché gli spazi `p sono stretta-
mente inclusi uno nell’altro (diventano strettamente più piccoli al decrescere
di p: Proposizione 1.7.7), ne segue che le topologie τp sono inequivalenti (al
decrescere di p, diminuiscono i funzionali continui rispetto a τp, e quindi τp
è strettamente più debole di τq se 0 < p < q < 1).
D’altra parte, se K è un insieme limitato in norma in `∞, K è contenuto in
un multiplo della sua sfera unitaria, che è compatta nella topologia debole∗
τp in base al Teorema di Banach–Alaoglu 3.10.7. Rammentiamo che la to-
pologia debole∗ τp separa i punti di `∞ (Corollario 3.23.9) ed è di Hausdorff,
come tutte le topologie deboli indotte da una famiglia di funzionali che se-
parano i punti (Esercizio 1.13.7). Allora l’ultima parte dell’enunciato segue
dalla unicità di una topologia compatta e di Hausdorff (seconda parte della
Proposizione 1.10.8, o più precisamente Esercizio 1.10.9). tu

3.24 Interpolazione di operatori e teorema di
Riesz–Thorin
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Capitolo 4

Sistemi ortonormali e spazi di
Hilbert

4.1 La migliore approssimazione in spazi con
prodotto interno

Richiamiamo la seguente :

Definizione 4.1.1. Rammentiamo che un prodotto interno (o prodotto scala-
re) (·, ·) su uno spazio vettoriale V è non degenere se v ∈ V verifica (v, u) = 0
per ogni u ∈ V , allora si abbia necessariamente v = 0. Un caso particolare di
prodotti interni non degeneri è dato dai prodotti interni definiti positivi, cioè
tali che (v, v) ⩾ 0 per ogni v ∈ H e (v, v) = 0 se e solo se v = 0. Il prodotto
scalare euclideo in Cn, definito da (v, u) =

∑n
i=1 viui, è non degenere.

Sia V uno spazio vettoriale munito di un prodotto interno definito positi-
vo, e siaH un sottospazio a dimensione finita (quindi necessariamente chiuso)
di V . Affermiamo che per ogni vettore v ∈ V esiste un vettore w = PH(v) in
H tale che la distanza ‖v − w‖ è la minima possibile. Questo fatto si prova
nel modo seguente. Anzitutto la distanza è una funzione continua (vedi Nota
4.1.2 in seguito). Inoltre i suoi valori più piccoli si trovano entro una sfera
chiusa S; basta prendere un qualsiasi punto h in H e scegliere come raggio
della sfera la distanza r = ‖v − h‖: i punti di H fuori di questa sfera non
ci interessano perché distano da v più di h. Quindi i valori più piccoli della
distanza da H a v si ottengono per punti di H che si trovano nell’insieme
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limitato e chiuso S ∩ H. Ora, in un insieme limitato e chiuso in uno spa-
zio a dimensione finita, la distanza, essendo una funzione continua (come
mopstrato nella prossima Nota 4.1.2), ha minimo (Teorema di Weierstrass,
Sezione 1.1).
Nota 4.1.2. Perché la distanza ‖v − w‖ è continua rispetto a w (e a v)?
Perché, se w,w0 ∈ H e v ∈ V , allora

|‖v − w‖ − ‖v − w0‖| ⩽ ‖v − w − (v − w0)‖ = ‖w − w0‖

grazie alla disuguaglianza triangolare delle norme, e quindi

‖v − w‖ → ‖v − w0‖

se w → w0 (cioè se ‖w − w0‖ → 0). tu

Esercizio 4.1.3. Il prodotto scalare è continuo rispetto a ciascuna variabile.
tu

Fissiamo in H un sistema ortonormale {en, n = 1, 2, . . . }. Vogliamo tro-
vare le coordinate di PH(v) rispetto a questo sistema ortonormale.

Teorema 4.1.4. (Teorema di migliore approssimazione).
Sia H un sottospazio chiuso di V , N ∈ N e α1, . . . , αN ∈ C. Definiamo

EH
N (v) = min

α1,...,αN∈C

∥∥∥∥∥v −
N∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
(la distanza minima da v a punti del sottospazio di H generato dai vettori
{e1, . . . , eN}). Allora

(
EH
N (v)

)2
= ‖v‖2 −

N∑
j=1

(v, ej)
2

Nota 4.1.5. Per spazi di dimensione finita questo è il Teorema di Pitagora:
si veda la Figura 4.1

In generale, anche a dimensione infinita, l’espressione della distanza eu-
clidea, come somma o serie di quadrati, porta ad un nome differente per il
teorema di migliore approssimazione 4.1.4, che in quasi tutti i testi applicativi
si chiama teorema dei minimi quadrati. tu
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Figura 4.1: Migliore approssimazione in spazi con prodotto scalare e teorema di Pitagora

Dimostrazione del Teorema. Rammentiamo che, se z, w sono numeri com-
plessi, allora

|z − w|2 = |z|2 + |w|2 − zw − zw = |z|2 + |w|2 − 2Re zw. (4.1)

Perciò si ha :∥∥∥∥∥v −
N∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

=

(
v −

N∑
j=1

αjej, v −
N∑
k=1

αkek

)

= (v, v)−
N∑
k=1

αk(v, ek)−
N∑
j=1

αj(v, ej) +
N∑

j,k=1

αjαk(ej, ek).

Ma
(ej, ek) = δjk =

{
0 k 6= j
1 k = j

perché gli ej sono un sistema ortonormale. Quindi∥∥∥∥∥v −
N∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

= ‖v‖2 −
N∑
k=1

αk(v, ek)−
N∑
j=1

αj(v, ej) +
N∑
j=1

|αj|2.

Ora, applicando (4.1), si ottiene

∥∥∥∥∥v −
N∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

= ‖v‖2 +
N∑
j=1

|αj − (v, ej)|2 −
N∑
j=1

|(v, ej)|2.
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Poiché, per ogni α1, . . . , αN ,

N∑
j=1

|αj − (v, ej)|2 ⩾ 0

(i moduli non possono essere negativi), ne segue che∥∥∥∥∥v −
N∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

⩾ ‖v‖2 −
N∑
j=1

|(v, ej)|2 .

La disuguaglianza diventa uguaglianza quando

N∑
j=1

|αj − (v, ej)|2 = 0

cioè se αj = (v, ej) ∀j.
Quindi

EH
N (v) = min

α1,...,αN∈C

∥∥∥∥∥v −
N∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥ =

√√√√‖v‖2 −
N∑
j=1

|(v, ej)|2.

tu

Corollario 4.1.6. Sia v ∈ V e H = span {e1, . . . , eN} il sottospazio lineare
generato dai vettori ortonormali e1, . . . , eN . Allora il vettore PH(v) ∈ H di
minima distanza da v è dato da

PH(v) =
N∑
j=1

(v, ej)ej.

Inoltre l’errore v−PH(v) commesso approssimando v con la migliore appros-
simazione PH(v) in H è ortogonale a H:

v − PH(v)⊥w ∀w ∈ H.

Nota 4.1.7. Come si vede dalla figura 4.1, l’ortogonalità è geometricamente
chiara se V è a dimensione finita, però richiede una dimostrazione. tu
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Dimostrazione del Corollario. Abbiamo già visto che PH(v) =
∑N

j=1 (v, ej) ej

(Teorema di migliore approssimazione 4.1.4). Sia w ∈ H, w =
∑N

j=1 αjej.Grazie
all’ortonormalità degli ej si ha:

(w, v − PH(v)) =

(
N∑
j=1

αjej, v

)
−

(
N∑
j=1

αjej,

N∑
k=1

(v, ek)ek

)

=
N∑
j=1

αj(ej, v)−
N∑
j=1

αj(v, ej) = 0.

tu
Questa proprietà di ortogonalità motiva la seguente terminologia:

Definizione 4.1.8. Il vettore PH(v) ∈ H di minima distanza da v si chiama
proiezione ortogonale sul sottospazio chiuso H.

Vedremo che PH(v) si definisce anche quando H è di dimensione infinita.
Come ulteriore corollario del teorema di migliore approssimazione abbia-

mo:

Corollario 4.1.9. (Disuguaglianza di Bessel). Per ogni v ∈ V e per ogni
sistema ortonormale {ei, i ∈ N} la serie

∞∑
i=1

|(v, ei)|2

è convergente, e
∞∑
i=1

|(v, ei)|2 ⩽ ‖v‖2.

Dimostrazione. Dal Teorema di migliore approssimazione 4.1.4 segue che per
ogni N

‖v‖2 −
N∑
i=1

|(v, ei)|2 = EH
N (v)

2 ⩾ 0,

dove H = span {e1, . . . , eN}. Perciò si ha

N∑
i=1

|(v, ei)|2 ⩽ ‖v‖2 ∀N.
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Ma
N∑
i=1

|(v, ei)|2

è una successione non decrescente al crescere di N . Una successione monotò-
na e limitata ha limite finito [19, Cap. 16 (Appendice)]. Quindi esiste finito
il limite

∞∑
i=1

|(v, ei)|2

e verifica
∞∑
i=1

|(v, ei)|2 ⩽ ‖v‖2 .

tu

Definizione 4.1.10. (Coefficienti di Fourier di sviluppi ortonormali
ed ortogonali.) Fissato un sistema ortonormale {ej}j∈N ⊂ V , per ogni
v ∈ V la serie

∞∑
j=1

(v, ej)ej

si chiama sviluppo ortonormale (o serie di Fourier) di v rispetto al sistema
{ej}j∈N. I coefficienti cj = (v, ej) si chiamano coefficienti di Fourier di v
rispetto al dato sistema ortonormale.

Se invece il sistema {ej}j∈N è ortogonale ma non ortonormale, allora,
normalizzandolo, si ottiene il sistema bj :=

{
ej

∥ej∥

}
. Lo sviluppo ortonormale

di v rispetto a questo nuovo sistema è

∞∑
j=1

(v, bj)bj =
∞∑
j=1

(v, ej)

(ej, ej)
ej .

I coefficienti
cj =

(v, ej)

(ej, ej)
(4.2)

di questo sviluppo (rispetto ai vettori ortogonali non normalizzati ej) si
chiamano ancora coefficienti di Fourier di v rispetto agli ej.

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.succ_crescenti_hanno_limite
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L’espressione della disuguaglianza di Bessel nel caso di un sistema ortogo-
nale non normalizzato segue immediatamente dall’espressione dei coefficien-
ti di Fourier in questo caso, data nella Definizione 4.1.10 immediatamente
precedente:

Corollario 4.1.11. (Disuguaglianza di Bessel per sviluppi orto-
gonali.) Per ogni v ∈ V e per ogni sistema ortogonale {ei, i ∈ N}, la
serie

∞∑
i=1

|(v, ei)|2

(ei, ei)

è convergente, e
∞∑
i=1

|(v, ei)|2

(ei, ei)
⩽ ‖v‖2.

In particolare, se denotiamo con ci i coefficienti di Fourier |(v,ei)|
(ei,ei)

(Definizione
4.1.10), otteniamo

∞∑
i=1

|ci)|2‖ei‖2 ⩽ ‖v‖2. (4.3)

4.2 Completezza in spazi con prodotto inter-
no e convergenza di serie

Sia V uno spazio vettoriale con prodotto interno (·, ·), e come al solito ‖v‖2 =
(v, v). Data una successione di vettori {vj, j ∈ N} ⊂ V , ricordiamo che si
dice che vj converge a v in norma per j → ∞ se

lim
j→∞

‖vj − v‖ = 0.

Da questo segue la definizione di convergenza di una serie di vettori: la serie
∞∑
j=1

vj

converge se le sue somme parziali

SN =
N∑
j=1

vj
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sono una successione convergente. In tal caso esse costituiscono una succes-
sione di Cauchy:
per ogni ε > 0 esiste K ∈ N tale che, per ogni N > M > K∥∥∥∥∥

N∑
j=M+1

vj

∥∥∥∥∥ = ‖SN − SM‖ < ε. (4.4)

Definizione 4.2.1. Lo spazio H è completo se è vero anche il viceversa:
ogni successione di Cauchy è convergente a un vettore di H. In tal caso, la
condizione (4.4) è equivalente alla convergenza della serie.

Lemma 4.2.2. Sia {ej}j∈N un sistema ortonormale, e α1, α2, · · · ∈ C.
Allora, per ogni M , ∥∥∥∥∥

M∑
j=1

αjej

∥∥∥∥∥
2

=
M∑
j=1

|αj|2 .

Dimostrazione. Sia

SM =
M∑
j=1

αjej.

Allora

‖SM‖2 = (SM , SM) =
M∑

j,k=1

(αjej, αkek)

=
M∑

j,k=1

αjαk(ej, ek) =
M∑
j=1

|αj|2

per l’ortonormalità. tu

Corollario 4.2.3. In uno spazio completo V, lo sviluppo ortonormale di ogni
vettore v ∈ V è una serie convergente.

Dimostrazione. Chiamiamo, come sempre, {ej}j∈N un sistema ortonormale.
Sia αj = (v, ej). Consideriamo le somme parziali

SM =
M∑
j=1

αjej
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dello sviluppo ortonormale. Per il Lemma 4.2.2, per ogni M > N

‖SM − SN‖2 =
M∑

j=N+1

|αj|2 . (4.5)

Per la disuguaglianza di Bessel (Corollario 4.1.9) la serie

M∑
j=1

|αj|2 ⩽ ‖v‖2

è convergente. Quindi le sue somme parziali formano una successione di Cau-
chy. Allora, a causa di (4.5), le somme parziali SM formano una successione
di Cauchy. Poiché V è completo questa successione di Cauchy converge.

tu

Nota 4.2.4. Nel Corollario 4.2.3 non è detto che lo sviluppo ortonormale di
un vettore v converga proprio al vettore v. Questo non accade se il siste-
ma ortonormale non è sufficientemente ”ricco”. Ad esempio, sia V = R3 e
prendiamo il sistema ortonormale {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0)}. Lo sviluppo
ortonormale di un vettore v, ad esempio v = (1, 2, 3) non appartenente al
piano xy (generato da {e1, e2}) è (v, e1)e1 + (v, e2)e2 che sta nel piano xy,
ed infatti è esattamente la proiezione ortogonale P (v) di v su questo piano
(nell’esempio si ha P (v) = e1 + 2e2 6= v). tu

Corollario 4.2.5. Se {ej}j∈N è un sistema ortonormale, α1, α2, · · · ∈ C e la
serie

∞∑
j=1

αjej

converge ad un vettore v, allora αj = (v, ej) per ogni j, cioè i coefficienti dello
sviluppo sono necessariamente i coefficienti di Fourier. La stessa asserzione
vale per uno sviluppo ortogonale non ortonormale.

Dimostrazione. Una volta dimostrato l’enunciato per un sistema ortonorma-
le, esso segue immediatamente per un sistema ortogonale in virtù del fatto
che i coefficienti di Fourier in questo contesto sono definiti come quelli del
corrispondente sviluppo rispetto al sistema normalizzato (Definizione 4.1.10).
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Assumiamo quindi il sistema ortonormale. Allora, per l’ortonormalità degli
{ej}j∈N e la continuità del prodotto scalare (Esercizio 4.1.3),

(v, ej) =

(
∞∑
k=1

αkeh, ej

)
= αj.

tu

4.3 Sistemi ortonormali in spazi con prodotto
interno

Sia V uno spazio vettoriale con prodotto interno, e sia {ej, j ∈ N} un sistema
ortonormale in V . SiaHN = span {e1, . . . , eN} ⊂ V . Dal Teorema di migliore
approssimazione 4.1.4 abbiamo

EN(v) = EHN
(v) =

√√√√‖v‖2 −
N∑
j=1

|(v, ej)|2.

Sappiamo che
N∑
j=1

|(v, ej)|2

cresce con N , e quindi la distanza EN(v) fra v e HN decresce quando N
cresce (il che è comunque ovvio perché HN ⊂ HM se N < M).

Definizione 4.3.1. Si dice che il sistema ortonormale {ej, j ∈ N} è completo
se

lim
N→∞

EN(v) = 0, ∀v.

Dal Teorema di migliore approssimazione 4.1.4 segue

Corollario 4.3.2. Sia V uno spazio con prodotto interno e {ej, j ∈ N} un
sistema ortonormale. Le proprietà seguenti sono equivalenti:

(i) {ej, j ∈ N} è un sistema ortonormale completo;

(ii) per ogni v ∈ V la serie
∑∞

j=1(v, ej)ej converge a v;
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(iii) per ogni v ∈ V , ‖v‖2 =
∑∞

j=1 |(v, ej)|2

(iv) il sottospazio vettoriale chiuso generato dal sistema ortonormale {ej, j ∈ N}
coincide con V .

Nota 4.3.3. (Identità di Parseval, ovvero Teorema di Plancherel in
uno spazio con prodotto interno.) La proprietà (iii) è l’estensione del-
l’identità del teorema di Pitagora a spazi di dimensione non necessariamente
finita: essa si chiama identità di Parseval (o Teorema di Plancherel).
tu

Dimostrazione del Corollario 4.3.2. Per il Teorema di migliore approssimazio-
ne 4.1.4 (i) è equivalente a (iii). Inoltre dalla dimostrazione di quel teorema
(vedi (4.1)) si ha

‖v −
N∑
j=1

(v, ej)ej‖2 = ‖v‖2 −
N∑
j=1

|(v, ej)|2

e quindi

‖v −
∞∑
j=1

(v, ej)ej‖2 = ‖v‖2 −
∞∑
j=1

|(v, ej)|2

(la serie numerica è convergente grazie alla disuguaglianza di Bessel, Corol-
lario 4.1.9). Quindi (ii) è equivalente a (iii). Infine, sia H il sottospazio
chiuso di V generato dai vettori {ej, j ∈ N}. Se vale (ii) H = V , quindi
(ii) ⇒ (iv). Viceversa, se vale (iv), allora per ogni v ∈ V ∃α1, α2 · · · ∈ C tali
che

n∑
j=1

αjej → v.

Ma allora, per il corollario 4.2.5 si ha

N∑
j=1

(v, ej)ej → v per N → ∞

e quindi (iv) ⇒ (ii).
tu
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Corollario 4.3.4. Sia H un sottospazio chiuso di V , non necessariamente
a dimensione finita. Definiamo la proiezione ortogonale PH(v) su H di un
vettore v analogamente a quanto fatto nel corollario 4.1.6 nel caso di H a
dimensione finita:

PH(v) =
∞∑
j=1

(v, ej)ej,

dove {ej, j ∈ N} è un sistema ortonormale in H.
Se V è uno spazio completo, allora la serie che definisce PH(v) è convergente
ad un vettore in H, e questo vettore non dipende dalla scelta del sistema
ortonormale {ej} usato per costruirlo. Inoltre, se {ej, j ∈ N} è un sistema
ortonormale completo in H, allora

PH(v) = v, ∀v ∈ H

e viceversa, ed inoltre

v − PH(v)⊥H ∀v ∈ V.

Dimostrazione. Se {ej, j ∈ N} è un sistema ortonormale in H ⊂ V , allora
la serie

∞∑
j=1

(v, ej)ej

converge grazie alla disuguaglianza di Bessel (Corollario 4.1.9). Infatti le sue
somme parziali

SN =
N∑
j=1

(v, ej)ej

verificano

‖SN − SM‖2 ⩽
N∑

j=M+1

|(v, ej)|2 ∀N > M,

a causa della ortonormalità degli {ej}.
Ma

∞∑
j=1

|(v, ej)|2 ⩽ ‖v‖2,
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per la disuguaglianza di Bessel (Corollario 4.1.9), e quindi, per la proprietà
di Cauchy, si ha

N∑
j=M+1

|(v, ej)|2 < ε ∀N > M

se M è abbastanza grande.
Quindi le somme parziali SN formano una successione di Cauchy nello spazio
completo V (e nel suo sottospazio chiuso, quindi completo, H).
Perciò la successione {SN} è convergente in H, quindi la serie

∞∑
j=1

(v, ej)ej

converge a un vettore PH(v) ∈ H.
Se v ∈ H e il sistema ortonormale {ej} è completo in H, allora per il
Corollario 4.3.2 (ii)

PH(v) =
∞∑
j=1

(v, ej)ej = v.

Poiché le somme parziali SN formano una successione di Cauchy nello spazio
completo V , la successione {SN} è convergente in V . Ma SN ∈ H e H è
chiuso in V , quindi

SN =
N∑
j=1

(v, ej)ej

converge a un vettore PH(v) ∈ H.
Se il sistema ortonormale {ej}j∈N è completo inH, allora, per il Corollario

4.3.2 (iii), si ha

PH(v) =
∞∑
j=1

(v, ej)ej = v.

Se invece non è completo, allora esiste un vettore v0 ∈ H tale che v0 6=∑∞
j=1(v0, ej)ej, sempre per il Corollario 4.3.2. Ma la serie

∞∑
j=1

(v0, ej)ej

converge a PH(v0), quindi PH(v0) 6= v0.
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Supponiamo che {ej}j∈N sia completo in H. Per mostrare che v − PH(v)
è ortogonale a H, è sufficiente mostrare che è ortogonale a ogni ej. Infatti se
w ∈ H e w⊥ ej ∀j allora (w, h) = 0 ∀h ∈ H perché, per il corollario 4.3.2,

h =
∞∑
j=1

(h, ej)ej

e quindi

(w, h) =
∞∑
j=1

(h, ej)(w, ej) = 0

per la continuità del prodotto scalare (Nota 4.1.2).
Abbiamo quindi visto che basta provare che v − PH(v)⊥ ej per ogni j.

Per dimostrare questa relazione di ortogonalità si procede come nel Corollario
4.1.6. Per ogni j si ha:

(v − PH(v), ej) =

(
v −

∞∑
k=1

(v, ek)ek, ej

)

= (v, ej)−
∞∑
k=1

(v, ek)(ek, ej)

= (v, ej)− (v, ej)(ej, ej) = (v, ej)− (v, ej) = 0.

Mostriamo che il vettore w1 = PH(v) non dipende dalla scelta del sistema
ortonormale completo {ej} ⊂ H. Sia {fi} un altro sistema ortonormale
completo in H, e sia w2 =

∑∞
i=1 (v, fi) fi. Allora w1 e w2 appartengono a H,

ed abbiamo quindi visto che v−w1 e v−w2 sono entrambi ortogonali a tutto
H. Pertanto, per h, k = 1, 2 si ha (v − wk, wh) = 0, e quindi, per k = 1, 2,

(v, wk) = (wk , wk) = ‖wk‖2,

e
(v, w1) = (w2 , w1) , (v, w2) = (w1 , w2) .

Ma (w2, w1) = (w1 , w2). Pertanto segue dalla precedenti identità che

‖w1‖2 = (v, w1) = (w2 , w1) = (w1 , w2) = ‖w1‖2.

Quindi

‖w1−w2‖2 = (w1 − w2 , w1 − w2) = ‖w1‖2−(w1 , w2)−(w12, , w1)+‖w2‖2 = 0,

ossia w1 = w2. tu
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Nota 4.3.5. Se {ej} non è completo in H, allora, in generale, PH(v) 6= v per
v ∈ H.

Ad esempio, sia V = R3 (oppure C3 se si lavora sul campo complesso)
e H = R2 (oopure C2) il sottospazio dato da H = span {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} e
v = (1, 2, 0).

Consideriamo il sistema consistente del solo vettore e1 = (1, 0, 0). Allora,
rispetto a questo sistema, PH(v) = (v, e1)e1 = (1, 0, 0) 6= (1, 2, 0) = v.

Invece, se si sceglie in H il sistema completo {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} allora
PH(v) = v. tu

Riassumendo, se {ej}j∈N è completo in H e V è uno spazio completo si
ha

(i) PH(v) ∈ H ∀v ∈ V

(ii) PH(h) = h ∀h ∈ H

(iii) v − PH(v)⊥H.

È facile vedere che queste tre proprietà caratterizzano PH(v).

Definizione 4.3.6. Si dice che un sistema ortonormale {ej, j ∈ N} è mas-
simale se

(v, ej) = 0 ∀j ⇒ v = 0.

Teorema 4.3.7. In uno spazio completo il sistema di vettori {ej, j ∈ N} è
massimale se e solo se è un sistema completo.

Dimostrazione. Mostriamo prima che {ej} completo implica {ej} massimale.
Sia v ∈ V , e supponiamo che si abbia (v, ej) = 0 per ogni j. Dobbiamo

mostrare che v = 0. Ma poiché {ej} è completo, dal Corollario 4.3.2 abbiamo

v =
∞∑
j=1

(v, ej)ej = 0.

Ora mostriamo, per assurdo, che, se {ej} è massimale e lo spazio V è
completo, allora {ej} è completo.

Se non lo fosse, per il punto (iv) del corollario 4.3.2 il sottospazio chiuso
H generato dai vettori {ej} sarebbe più piccolo di V , cioè esisterebbe un
vettore v ∈ V con v /∈ H. Allora esisterebbe anche un vettore w ∈ V con
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w 6= 0 e w⊥H (basta prendere il vettore w = v−PH(v) e usare il Corollario
4.3.4, che è applicabile perché lo spazio H, essendo un sottospazio chiuso di
uno spazio completo, è anch’esso completo).

Ma in tal caso si avrebbe:

∀j (w, ej) = (v, ej)− (PH(v), ej) = (v, ej)− (v, ej) = 0

per il Corollario 4.1.6.
Quindi w 6= 0 e (w, ej) = 0 ∀j il che contraddice l’ipotesi che {ej} sia

massimale. tu

Esercizio 4.3.8. In C3 (oppure in R3) si consideri la base canonica e1 =
(1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1). Allora {e1, e2, e3} è massimale ed è
completo, mentre {e1, e2} non è né massimale né completo. La stessa cosa
vale per qualsiasi altra base. tu

Esercizio 4.3.9. Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare (·, ·) e sia
{ej}j∈N un sistema ortonormale in V .

Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false ( V vero, F falso)

(a) {ej}j∈N è completo ⇐⇒ per ogni v ∈ V la serie

+∞∑
j=1

(v, ej)ej

converge a v. V F

(b) Se {ej}j∈N è completo ⇒ per ogni v ∈ V

‖v‖2 =
+∞∑
j=1

|(v, ej)|2.

V F

(c) Il sottospazio vettoriale chiuso generato dal sistema ortonormale {ej}j∈N
coincide con V . V F
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(d) Se H ⊂ V è un sottospazio vettoriale chiuso, la proiezione ortogonale
su H di v è data da

PH(v) =
+∞∑
j=1

(v, ej)ej.

V F

(e) Se {ej}j∈N è un sistema ortonormale completo in H ⇒ il vettore v −
PH(v) è parallelo a tutti i vettori di H. V F

tu

4.4 Spazi di Hilbert
Definizione 4.4.1. Sia H uno spazio vettoriale munito di un prodotto sca-
lare (·, ·) definito positivo. Se H è completo rispetto alla norma indotta dal
prodotto scalare (‖v‖2 = (v, v)) si dice che H è uno spazio di Hilbert.

Nell’esempio seguente e nel successivo esercizio dobbiamo considerare suc-
cessioni di vettori i quali sono essi stessi costituiti da successioni (numeri-
che). Per evitare confusione, in queste pagine indichiamo tali successioni con
simboli in grassetto.
Esempio 4.4.2. (i) L2(R) è uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(t)g(t) dt.

L’integrale in questa definizione è l’integrale di Lebesgue (Sezione 1.9).
La completezza è stata dimostrata in 1.16.26. Il lettore può derivare
una dimostrazione alternativa (di fatto analoga) che usa solo tecniche
di spazi di Hilbert in analogia al successivo Esercizio 4.4.3 (si veda Nota
4.4.4).

(ii) Analogamente, e con la stessa dimostrazione, L2([a, b]) è uno spazio di
Hilbert con il prodotto scalare

(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t) dt .
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Preferiamo, pero’, rinormalizzare la misura di Lebesgue nell’integrale
che definisce il prodotto scalare, e quindi lo ridefiniamo così:

(f, g) =
1

b− a

∫ b

a

f(t)g(t) dt .

(iii) Se E è uno spazio topologico munito della σ-algebra dei Boreliani (De-
finizione 1.9.9), e µ è una misura di Borel su E (Definizione 1.9.11),
allora L2(E, µ) è uno spazio di Hilbert (stessa dimostrazione che per
L2(R)).

(iv) `2 = `2(N) o `2(Z) sono spazi di Hilbert.
Dimostrazione. La completezza è un caso particolare del punto (iii):
basta prendere E = N o Z e µ la misura discreta (quella che conta i
punti di ogni insieme). In effetti, in questo ambiente puramente atomi-
co, ossia discreto, dove gli integrali diventano somme, possiamo anche
dare una dimostrazione diretta della completezza, che viene posposta
al successivo Esercizio 4.4.3. Illustriamo invece qui alcuni aspetti che
legano `2 agli spazi a dimensione finita.
Indichiamo gli elementi di `2 con α = (α1, α2, . . . ). Il prodotto scalare
in `2 è dato da

(α, β) =
∞∑
i=1

αiβi ,

e quindi la norma è

‖α‖2 =
∞∑
i=1

|αi|2 .

Un sistema ortonormale completo è dato dalla famiglia di successioni
ej = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0, 0 . . . ) dove il valore 1 è al posto j-esimo, cioè

(ej)k = δjk =

{
0 se k 6= j
1 se k = j

. È ovvio che le successioni α che sono

nulle dopo il posto N -simo, cioè del tipo α = (α1, . . . , αN , 0, 0, . . . ),
formano un sottospazio di `2N isomorfo a CN (come già osservato nella
Nota 1.7.11). La norma CN di una tale successione coincide con la sua
norma in `2:

‖α‖2ℓ2N =
N∑
i=1

|αi|2 =
∞∑
i=1

|αi|2 = ‖α‖2ℓ2 .
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A questo sottospazio `2N appartengono i primi N vettori ej, che corri-
spondono agli N vettori canonici di base. Quindi `2 può essere pensato
come una naturale estensione a dimensione infinita dello spazio euclideo
CN , e gli ej come i ”vettori canonici di base”.
Il sistema {ej} è completo. Per provare questo fatto basta provare che
è massimale, per il Teorema 4.3.7. Mostriamo quindi la massimalità:
cioè mostriamo che, se α ∈ `2 e (α, ej) = 0 per ogni j allora α = 0 =
(0, . . . , 0, . . . ). Ma questo segue immediatamente dal fatto che

(α, ej) =
∞∑
k=1

αkδkj = αj .

tu

Esercizio 4.4.3. Diamo una dimostrazione diretta della completezza di `p per
0 < p <∞.
Svolgimento. Per coerenza, visto che il presente Capitolo è dedicato agli spazi
di Hilbert, limitiamo l’attenzione al caso di `2, ma, se sostituiamo 2 con p e la
disuguaglianza di Cauchy con la disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6),
la dimostrazione si ripete parola per parola.
Dobbiamo provare che ogni successione di Cauchy {αn} di elementi di `2
(cioè di successioni a quadrato sommabile) converge a una successione limite
in `2. Notiamo preliminarmente che per ogni α ∈ `2, per ogni j si ha

|αj| ⩽

√√√√ ∞∑
j=1

|αj|2 = ‖α‖ℓ2 .

Allora sia {αn} una successione di Cauchy di elementi di `2:

∀ε > 0 ∃N : ∀m,n > N, ‖αm − αn‖ < ε. (4.6)

Allora per ogni j anche la successione numerica (αn)j è di Cauchy, grazie alla
precedente disuguaglianza∣∣∣(αm)j − (αn)j

∣∣∣ ⩽ ‖αm − αm‖ < ε

e a (4.6).
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Poiché C è completo, deve esistere per ogni j il limite della successione{
(αm)j

}
j∈N

: chiamiamolo αj. Mostriamo che α = (α1, α2, . . . ) è un elemento
di `2 e αn → α, cioè

‖αn − α‖ → 0 per n→ ∞.

Grazie a (4.6) si ha

∀ε > 0 ∃M :
∞∑
j=1

∣∣∣(αm)j − (αk)j

∣∣∣2 < ε2 ∀m, k > M.

Perciò, per ogni n
n∑
j=1

∣∣∣(αm)j − (αk)j

∣∣∣2 ⩽ ∞∑
j=1

∣∣∣(αm)j − (αk)j

∣∣∣2 < ε2 ∀m ⩾ k > M.

Passando al limite per k → ∞ si ottiene
n∑
j=1

∣∣∣(αm)j − αj

∣∣∣2 < ε2 ∀m ⩾ k > M.

Quindi le somme parziali Sn della serie
∞∑
j=1

∣∣∣(αm)j − αj

∣∣∣2
sono limitate. Poiché questa serie è a termini non negativi le sue somme
parziali convergono (esse sono una successione crescente e limitata in R [19,
Cap. 16 (Appendice)]). Quindi

‖αm − α‖2 =
∞∑
j=1

∣∣∣(αm)j − αj

∣∣∣2 < ε2 <∞, (4.7)

cioè αm − α ∈ `2, ∀m > M . Poiché, per ipotesi, αm ∈ `2, anche α ∈ `2.
Inoltre, per (4.7) si ha che per ogni ε > 0 esiste M tale che per ogni m > M

‖αm − α‖ < ε,

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.succ_crescenti_hanno_limite
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e cioè
αm − α → 0 per m→ ∞.

Questo prova che la successione di Cauchy {αm} ⊂ `2 converge a α ∈ `2 e
quindi che `2 è completo. Si noti che la stessa dimostrazione si applica allo
spazio normato `p introdotto nella Definizione 1.7.1. tu

Nota 4.4.4. I passaggi al limite sotto il segno di serie sono analoghi a quelli
sotto il segno di integrale che servirebbero, con identica dimostrazione, per
provare la completezza di L2; una variante di tale dimostrazione che si estende
a tutti gli spazi Lp (e `p) è stata presentata nel Teorema di Riesz-Fischer
(Teorema 1.16.26). Tali passaggi al limite sotto il segno di integrale sono
validi per l’integrale di Lebesgue ma non per quello di Riemann (si veda la
Sezione 1.9). Si ha che lo spazio L2 costruito con l’integrale di Lebesgue è
completo, ma costruito con l’integrale di Riemann non lo è. tu

Esercizio 4.4.5. Costruire una successione di Cauchy in L2((0, 1)) (rispetto
all’integrale di Lebesgue) che converge in questo spazio, ma non converge
nello spazio L2((0, 1)) costruito con l’integrale di Riemann.
Svolgimento. . Si consideri una funzione positiva f ∈ L2 illimitata ed i suoi
approssimanti fn(x) := min{f(x), n}. Si osservi che fn tende a f puntual-
mente in maniera monotòna ed anche nella norma di L2, ma il limite puntuale
f è illimitato, e quindi non integrabile secondo Riemann (non ha approssi-
manti per eccesso a gradini). Naturalmente, la norma L2 di f nel senso di
Riemann è definibile come limite delle norme di fn, ossia come approssima-
zione nel senso degli integrali impropri di Riemann, ed allora ovviamnete
coincide con la norma L2 di Lebesgue: però non è definibile direttamente
come

∫
|f |2 nel senso dell’integrale di Riemann. tu

D’ora in avanti useremo sempre l’integrale di Lebesgue.

Teorema 4.4.6. (Riesz–Fischer.) Uno spazio di Hilbert H si dice se-
parabile se è dotato di un sistema ortonormale completo numerabile (cioè
indicizzato da un indice intero). Ogni spazio di Hilbert separabile è iso-
metricamente isomorfo a `2: in altre parole, esiste un isomorfismo lineare
surgettivo

τ : H → `2

tale che
∀h ∈ H, ‖τ(h)‖ℓ2 = ‖h‖H .
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Dimostrazione. Sia {en}n∈N un sistema ortonormale completo in H. Definia-
mo

τ(h) = {(h, en), n = 1, 2, . . . } .

Per l’identità di Parseval (Corollario 4.3.2(iii)) si ha
∞∑
n=1

|(h, en)|2 = ‖h‖2H ,

e quindi τ è una isometria (perciò necessariamente iniettiva: se h1 6= h2 ∈ H
allora ‖τ(h1)− τ(h2)‖ℓ2 = ‖h1 − h2‖H 6= 0). Dobbiamo solo dimostrare che
τ è surgettivo.

Sia α = (α1, α2, . . . ) ∈ `2. Basta costruire un vettore h ∈ H tale che
τ(h) = α. Questo h esiste: esso è dato da

h =
∞∑
j=1

αjej.

La serie converge perché H è completo (Corollario 4.3.2(ii)), e

τ(h) = {(h, en), n = 1, 2, . . . } = {αn n = 1, 2, . . . } = α

perché (
∞∑
j=1

αjej, en

)
=

∞∑
j=1

αjδjn = αn,

per l’ortogonalità e per la continuità del prodotto scalare (Esercizio 4.1.3).
tu

Nota 4.4.7. Se nel Teorema 4.4.6 si assume che H sia munito di prodotto
scalare, ma non sia completo rispetto alla norma, allora, ovviamente, l’enun-
ciato non può valere: H non può, in questa ipotesi, essere isometricamente
isomorfo a `2, perché `2 è completo. La parte della dimostrazione che viene
meno è la surgettività di τ . Infatti, dato α ∈ `2, α = (α1, α2, . . . ), non si
trova sempre h ∈ H tale che α = τ(h).

In effetti, sulla base della disuguaglianza di Bessel (Corollario 4.1.9), le
somme parziali Sn della serie

∞∑
j=1

αjej
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formano ancora una successione di Cauchy:

∀m > n ‖Sm − Sn‖2 =
m∑

j=n+1

|αj|2 < ε

se n è abbastanza grande. Infatti
∞∑
j=1

|αj|2 < ‖h‖2 (4.8)

per il Corollario 4.3.2, e quindi

n→
n∑
j=1

|αj|2

è una successione (numerica) convergente, quindi di Cauchy. Quindi lo è
anche la successione Sn. Però, se non si assume che H sia completo, la
successione di Cauchy Sn in H può non essere convergente.

Peraltro, quando H non è completo, τ è un isomorfismo isometrico sur-
gettivo su un sottospazio K denso in `2, cioè tale che K = `2 (chiusura in
norma): si tratta del sottospazio delle successioni con solo un numero finito
di termini non nulli:

K = {β : ∃n = n(β) ∈ N taleche βj = 0 perogni j > n} .

Infatti è ovvio che ogni α ∈ `2 si approssima, a meno di qualunque ε > 0,
con elementi di K (e quindi K = `2):

∀α ∈ `2 ∃n :
∞∑

j=n+1

|αj|2 < ε

perché, per (4.8), la serie
∞∑
j=1

|αj|2

è convergente. Perciò β = (α1, . . . , αn, 0, 0, . . . , ) verifica

‖α− β‖2 =
∞∑

j=n+1

|αj|2 < ε.
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È anche ovvio che τ è surgettivo su K, poiché, per ogni β ∈ K, β =
(β1, . . . , βn, 0, 0 . . . ), si ha

h =
n∑
j=1

βjej ∈ H

(è una combinazione lineare finita, non ci sono problemi di convergenza di
serie!) e τ(h) = β. tu

Esercizio 4.4.8. Sia H lo spazio di Hilbert L2([−1, 1], dx) e K il sottospazio
delle funzioni lineari (quindi f ∈ K ⇔ ∃a, b ∈ R tali che f(x) = ax + b). Si
determini la proiezione ortogonale su K della funzione φ(x) = x2. tu

Svolgimento Se a, b ∈ R, i vettori e1 = b e e2 = ax formano una base
ortogonale in K. Infatti

(e1, e2) =

∫ 1

−1

bax dx

= ba

∫ 1

−1

x dx = 0.

Scegliamo ora a e b in modo da avere che {e1, e2} è una base ortonormale,
ossia in modo tale che

(e1, e1) = 1 (e2, e2) = 1.

i deve avere

(e1, e1) =

∫ 1

−1

b2 dx = 2b2 = 1 ⇔ b2 =
1

2
⇔ b = ±

√
2

2
,

(scegliamo b =
√
2
2
) e

(e2, e2) =

∫ 1

−1

a2x2 dx = a2
[
x3

3

]1
−1

= a2
2

3
= 1 ⇔ a2 =

3

2
⇔ a = ±

√
3

2
,

(scegliamo a =
√

3
2
).

Allora la base ortonormale è {
√
2
2
,
√

3
2
x}.
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Ricordiamo che la proiezione sul sottospazio K di un vettore v è data da
(Corollario 4.3.4 ):

PK(v) =
2∑
i=1

(v, ei)ei.

Quindi

PK(x
2) = (x2,

√
2

2
)

√
2

2
+ (x2,

√
3

2
x)

√
3

2
x.

Ma
(x2,

√
2

2
) =

∫ 1

−1

√
2

2
x2 dx =

√
2

2

[
x3

3

]1
−1

=

√
2

3

e
(x2,

√
3

2
x) =

√
3

2

∫ 1

−1

x3 dx = 0.

Quindi

PK(x
2) =

√
2

3

√
2

2
=

1

3
.

tu

Nota 4.4.9. La proiezione del polinomio pari x2 sullo spazio dei polinomi li-
neari, generato dal polinomio pari 1 e dal dispari x, ha componente nulla
lungo il polinomio dispari. Questa relazione fra proiezione e parità è sempre
vera (esercizio!) ed è analoga al fatto che gli sviluppi di Taylor di fun-
zioni dispari (rispettivamente pari) sono composti di soli polinomi dispari
(rispettivamente pari). Si veda anche l’Esercizio 5.2.8). tu

Esercizio 4.4.10. Consideriamo in `2(N) i vettori della base canonica
e1 = (1, 0, 0, . . . )
e2 = (0, 1, 0, . . . )
...

e sia vj =
∑j

i=1 ei.
Fissato j, trovare la proiezione ortogonale di vj sui seguenti sottospazi:

(i) il sottospazio generato da e1;

(ii) il sottospazio generato da {e1, e2, . . . , ej};

(iii) il sottospazio generato da {e1, e2, . . . , e2j}.
tu
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4.5 La disuguaglianza di Cauchy–Schwarz
Proposizione 4.5.1. Se V è uno spazio con prodotto interno e v, w ∈ V ,
allora

|(v, w)| ⩽ ‖v‖2‖w‖2

Dimostrazione. Osserviamo dapprima che la disuguaglianza è vera in ogni
spazio V di dimensione 2. Questo segue dal Teorema di Talete: (v, w) =
‖v‖‖w‖ cos(θ) dove θ è l’angolo formato dai vettori v e w; oppure, in termini
di coordinate nella base canonica, dalle seguenti uguaglianze:
se v = v1e1 + v2e2 e w = w1e1 + w2e2, allora

|(v, w)|2 = |v1w1 + v2w2|2

= |v1w1|2 + |v2w2|2 + 2Re(v1w1v2w2)

mentre

‖v‖2‖w‖2 = (|v1|2 + |v2|2)(|w1|2 + |w2|2)
= |v1w1|2 + |v2w2|2 + |v1|2|w2|2 + |w1|2|v2|2.

Infatti da qui segue che la disuguaglianza dell’enunciato equivale al fatto che,
per ogni v1, v2, w1, w2,

2Re(v1w1v2w2) ⩽ |v1|2|w2|2 + |w1|2|v2|2 ,

cioè, per ogni a, b ∈ C,

2Re(ab) ⩽ |a|2 + |b|2 .

Questo è vero perché

|a|2 + |b|2 − 2Re(ab) = |a− b|2 ⩾ 0.

Questo dimostra la Proposizione se la dimensione di V è uguale a 2. Ma se
V è arbitrario, una volta scelti v, w applichiamo la disuguaglianza appena
provata allo spazio bidimensionale generato da v e w. tu

Nota 4.5.2. La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz per lo spazio L2 è un caso
particolare della disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6) per gli spazi Lp
e Lq, con p, q indici coniugati (Definizione 1.16.4). tu
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4.6 Operatori lineari e funzionali lineari su
spazi normati; dualità

In questa Sezione trattiamo i funzionali lineari continui su spazi di Hilbert.
La terminologia e le nozioni di base sono state esposte nella Sezione ??,
ma ripetiamo qui gli eninciati principali, senza ripetere le dimostrazioni.
Alcuni risultati simili per gli spazi normati completi Lp sono stati esposti
in Sezione 1.19: in particolare, alcuni enunciati che ora presenteremo sono
già stati introdotti là. Il risultato principale di questa Sezione, il Teorema di
rappresentazione di Riesz (Teorema 4.6.4), quando specializzato al caso dello
spazio di Hilbert L2 coincide con il caso p = 2 del Teorema di Dualità 1.19.6
per gli spazi Lp.

Richiamiamo la seguente definizione di operatore lineare tipica dell’Alge-
bra Lineare:

Definizione 4.6.1. Siano V e W spazi vettoriali. Una applicazione

T : V → W

si dice un operatore lineare se per ogni v1, v2 ∈ V e per ogni c1, c2 ∈ C si ha

T (c1v1 + c2v2) = c1T (v1) + c2T (v2).

Definizione 4.6.2. (Operatori continui.) Se V è uno spazio normato
(o più in generale se su V è data una nozione di convergenza) dire che T è
continuo significa dire che

lim
v→v0

T (v) = T (v0)

(spesso scriveremo Tv invece che T (v)).

Il seguente enunciato è un caso particolare della Proposizione 3.3.4, grazie
all’ultima osservazione della Definizione 3.3.7.

Proposizione 4.6.3. Se V,W sono spazi normati e T : V → W è un
operatore lineare, allora T è continuo se e solo se esiste C > 0 tale che, per
ogni v ∈ V

‖Tv‖W ⩽ C‖v‖V .

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.operatore lineare
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Dimostrazione. La disuguaglianza nell’enunciato ovviamente implica la con-
tinuità di T . Viceversa, se T è continuo, allora per ogni ε > 0 esiste δ > 0
tale che la sfera con centro 0 di raggio δ in V viene mandata da T nella sfera
con centro 0 di raggio ε in W : cioè ‖Tv‖W < ε0 se ‖v‖V < δ0. Ma poiché
T è lineare e continuo, questo vuol dire che ‖Tv‖W ⩽ ε0 se ‖v‖V ⩽ δ0. In
particolare, scegliendo v tale che ‖v‖V = δ0, per ogni α > 0 si ha:

‖Tv‖W ⩽ ε := αε0

se
‖v‖V = δ := αδ0.

Cioè
‖Tv‖W ⩽ αε0 =

ε0
δ0
‖v‖V = C‖v‖V .

tu

La norma di un operatore lineare T da uno spazio normato V ad uno spa-
zio normato W è stata introdotta nella Definizione 3.3.7: rammentiamo che
si tratta dell’estremo inferiore delle costanti C > 0 tali che, per ogni v ∈ V , si
abbia ‖Tv‖ ⩽ C‖v‖. Rammentiamo anche che la norma è submoltiplicativa
(Corollario 3.3.10): dati due operatori lineari A : V → W e B : U → V ,
l’operatore composto AB : U → W verifica

‖AB‖ ⩽ ‖A‖‖B‖ .

Inoltre, in dimensione finita, la norma coincide con il massimo modulo degli
autovalori (Proposizione 3.3.12).
Ora studiamo i funzionali lineari su uno spazio di HilbertH (ossia gli operato-
ri lineari da H a C, Definizione 3.3.14) che sono continui. Un caso particolare
è quello ben noto dei funzionali sugli spazi vettoriali a dimensione finita).

Teorema 4.6.4. (Teorema di rappresentazione di Riesz.) Se H è
uno spazio di Hilbert, i funzionali lineari continui su H formano uno spazio
vettoriale isometricamente isomorfo a H. Per ogni u ∈ H il funzionale Fu
definito da

Fu(v) = (v, u)H ∀v ∈ H

è continuo e ‖Fu‖ = ‖u‖u. Viceversa ogni funzionale continuo su H è del
tipo Fu per qualche u ∈ H, e questo u è unico.
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Notazione 4.6.5. Lo spazio dei funzionali continui su uno spazio normato
V si chiama il duale di V e si indica con V ′.

Dimostrazione. È ovvio che H ′ è uno spazio vettoriale. Sia u ∈ H e Fu(v) =
(v, u). Allora Fu è un funzionale lineare e per la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz (Proposizione 4.5.1) si ha

|Fu(v)| = |(v, u)| ⩽ ‖v‖‖u‖.

Quindi, per la Proposizione 4.6.3, Fu è continuo, e ‖Fu‖ ⩽ ‖u‖. Ma Fu(u) =
(u, u) = ‖u‖2, e perciò

‖Fu‖ = inf {C > 0 : |Fu(v)| ⩽ C‖v‖ ∀v ∈ H} ⩾ ‖u‖.

Quindi ‖Fu‖ = ‖u‖.
Viceversa, mostriamo che per ogni F ∈ H ′ esiste u ∈ H tale che F = Fu.

Se F = 0, allora questo è vero per u = 0. Altrimenti sia

M = KerF = {v ∈ H : F (v) = 0} .

Osserviamo che M è un sottospazio vettoriale di H (perché F è lineare) ed
inoltre M è chiuso: se vn ∈ M e limn→∞ vn = v ∈ H, allora v ∈ M , perché
F è continuo, e quindi

F (v) = lim
n→∞

F (vn) = 0.

Poiché F 6= 0 si ha M 6= H. Perciò possiamo trovare v0 ∈ H con v0 /∈
M . Ma allora esiste w ∈ H, w ⊥ M : basta utilizzare il procedimento di
ortogonalizzazione di Gram-Schmidt, cioè prendere w = v0 − PM(v0), dove
PM è la proiezione ortogonale su M definita nel Corollario 4.3.4 (PM(v0)
esiste, grazie a questo Corollario, perchéM è chiuso). Riscalando, otteniamo
un vettore w0 tale che w0 ⊥M e F (w0) = 1.

Per ogni h ∈ H, ponendo α = F (h), osserviamo che

F (h− αw0) = F (h)− αF (w0) = α− α = 0.

Quindi h− αw0 ∈M , e dal momento che w0 ⊥M si ha

0 = (h− αw0, w0) = (h,w0)− α‖w0‖2 = (h,w0)− F (h)‖w0‖2.

Poniamo u = w0/‖w0‖2 : allora ne segue che, per ogni h ∈ H, F (h) = (h, u).
Quindi F = Fu.
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Questo vettore u è unico, perché se F = Fu = Fu′ , allora

(h, u) = (h, u′) ∀h ∈ H,

e quindi u− u′ ⊥ H. Ma allora u = u′, perché il prodotto scalare è definito
positivo, e quindi non degenere (Definizione 4.1.1). tu

Nota 4.6.6. Il Teorema di rappresentazione di Riesz 4.6.4 asserisce che, se
H è uno spazio di Hilbert, allora H ′ ≈ H e l’isomorfismo è una isometria.
In particolare questo vale per ogni spazio vettoriale di dimensione finita V ,
perché ogni tale spazio V è di Hilbert (fissata una base {ei}ni=1 il prodotto
scalare è dato da

(v, u) =
n∑
i=1

viui

se v =
∑n

i=1 viei e u =
∑n

i=1 uiei). Quindi ogni spazio di dimensione finita
è isomorfo al suo duale. Si osservi che, se ei = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) con 1 al
posto i è un vettore della base canonica, allora il funzionale lineare associato
è

Fei(v) = (v, ei) = vi,

cioè il suo valore è la i-esima coordinata del vettore a cui Fei si applica.
Quindi i funzionali che ”leggono” le singole coordinate formano una base in
V ′ che chiameremo base canonica di V ′ (una volta fissata una base canonica
in V ). tu

Esercizio 4.6.7. Sia H uno spazio di Hilbert e sia F ∈ H ′ un funzionale
lineare continuo su H. Dimostrare che se K = KerF ≡ {x : F (x) = 0},
allora dimK⊥ = 1. tu

Svolgimento. y ∈ K⊥ ⇔ (y, x) = 0 se F (x) = 0. Se y1, y2 sono due
vettori linearmente indipendenti in K⊥, allora

(y1 − y2, x) = 0 per ogni x ∈ K ⇒ y1 − y2 ∈ K⊥.

Scegliamo y1 e y2 in modo tale che F (y1) = F (y2) = 1 (ciò è sempre possibile
dividendo yi per F (yi), i = 1, 2).

Allora

F (y1 − y2) = F (y1)− F (y2) = 1− 1 = 0 ⇒ y1 − y2 ∈ K .

MaK⊥∩K = {0} perché il prodotto scalare è non degenere, e quindi y1−y2 =
0 cioè y1 = y2. tu
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Nota 4.6.8. L’esercizio può essere risolto anche utilizzando il Teorema di
rappresentazione di Riesz 4.6.4. tu

Esercizio 4.6.9. Sia {an}n∈N una successione in H spazio di Hilbert tale che
an > 0 ∀n ∈ N e

∑
anbn < +∞ per ogni bn > 0 con

∑
b2n < +∞. Dimostrare

che allora
∑
a2n < +∞. tu

Svolgimento. Poniamo a = {an}n∈N e b = {bn}n∈N. Allora abbiamo che
|(a,b)| < ∞ ∀b ∈ `2. Da ciò segue che la trasformazione lineare Fa tale che
Fa(b) = (a,b) è definita su tutto `2. Essa è continua, perché, per ogni ε > 0
∃N ∈ N tale che

Fa(b) =
+∞∑
n=1

anbn ⩽
N∑
n=1

anbn + ε,

ma
N∑
n=1

anbn ⩽
(

N∑
n=1

a2n

)(
N∑
n=1

b2n

)
,

per la disuguaglianza di Cauchy–Schwartz (Proposizione 4.5.1). Perciò per
ogni b ∈ `2,

Fa(b) ⩽
(

N∑
n=1

a2n

)(
N∑
n=1

b2n

)
+ ε

⩽
(

N∑
n=1

a2n

)
‖b‖2ℓ2 + ε.

Prendiamo ε = ‖b‖2ℓ2 . Allora ∃N ∈ N tale che

Fa(b) ⩽
[
1 +

(
+∞∑
n=1

a2n

)]
‖b‖2ℓ2 .

Da ciò segue che Fa è continuo su `2 (Proposizione 4.6.3 ). Allora per il
Teorema di rappresentazione di Riesz 4.6.4, esiste c ∈ `2 tale che

Fa(b) = (c,b) ∀b ∈ `2.

Consideriamo i casi particolari b = ei = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , ) come nell’Eser-
cizio 4.4.3. Allora

Fa(b) = Fa(ei) = ai
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e
(c,b) = (c, ei) = ci.

Perciò ai = ci ∀i e quindi a = c ∈ `2. tu

Esercizio 4.6.10. Sia H uno spazio di Hilbert e siano f, g ∈ H linearmente
indipendenti e ‖f‖ = ‖g‖ = 1. Dimostrare che ‖tf + (1 − t)g‖ < 1 per
0 < t < 1. In altre parole, mostrare che la sfera in uno spazio di Hilbert
è strettamente convessa: la corda che congiunge due punti sulla superficie
della sfera sta tutta all’interno della sfera tranne che ai due punti estremi.

tu

Svolgimento. Questo esercizio è già stato svolto per spazi di Hilbert sepa-
rabili: infatti, dal momento che ogni spazio di Hilbert separabile è isometri-
camente isomorfo a L2 in base al Teorema di Riesz–Fischer 4.4.6, abbiamo già
dimostrato questo enunciato nell’Esempio 3.9.17, più in generale per tutti gli
spazi Lp con 1 < p <∞. Pertanto l’enunciato vale anche per spazi di Hilbert
non separabili, dal momento che il sottospazio generato dai due vettori f e
g è separabile. Pur tuttavia, diamo qui dimostrazioni alternative indirizzate
ai lettori che non abbiano avuto sufficiente interesse per approfondire questi
argomenti di Analisi Funzionale su spazi di Banach.
Osserviamo anzitutto che il fatto che ogni sfera di raggio positivo in uno
spazio di Hilbert sia strettamente convesse è ovvio per il motivo seguente.
A meno di traslazioni e dilatazioni possiamo rstringere l’attenzione alla sfera
unitaria con centro l’origine (come abbiamo fatto nell’enunciato). Ogni due
vettori non multipli l’uno dell’altro f e g di norma 1 generano un sottospa-
zio di Hilbert isometricamente isomorfo a C2, e, se si limita l’attenzione a
combinazioni lineari a coefficienti reali, generano un sottospazio reale R iso-
metricamente isomorfo a R2. Questo è appunto il caso delle combinazioni
convesse dei vettori f e g, visto che i loro coefficienti sono reali: quindi esse
giacciono tutte in R ∼ R2. Ora, che il cerchio di raggio 1 con centro l’origine
in R2 sia strettamente convesso è geometricamente ovvio: il lettore che non
lo trova ovvio può ruotare il cerchio intorno all’origine in maniera da portare
la corda sottesa da f e g nel semipiano inferiore (aperto), dove il cerchio è il
grafico della funzione

√
1− x2, che è strettamente convessa perché ha deri-

vata seconda strettamente positiva (limitata inferiormente da una costante
positiva).

Ma per il lettore che preferisce usare solo tecniche basate sull’algebra
lineare e sulle norme, ecco una dimostrazione diretta.
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Consideriamo dapprima il caso particolare in cui f⊥g. Si ha:

‖tf + (1− t)g‖2 = t2(f, f) + (1− t)2(g, g) + t(1− t)[(f, g) + (g, f)].

Dato che f⊥g e ‖f‖ = ‖g‖ = 1,

‖tf + (1− t)g‖2 = t2 + (1− t)2 = 2t2 − 2t+ 1.

Osserviamo ora che max{2t2−2t+1 : t ∈ (0, 1)} < 1, perché se consideriamo
la funzione φ(t) = 2t2 − 2t + 1, abbiamo che φ′(t) = 4t − 2 = 0 ⇔ t = 1

2

e φ(1
2
) = 1

2
, φ(0) = φ(1) = 1. Quindi la funzione φ(t) assume il massimo

assoluto (= 1) solo agli estremi dell’intervallo [0, 1]. Da ciò segue che φ(t) < 1
per ogni t ∈ (0, 1).

Veniamo al caso generale: ora f, g sono solo linearmente indipendenti.
Consideriamo il sottospazio bidimensionale che essi generano e sia {e1, e2}
una base ortonormale in esso.

Allora f = c1e1 + c2e2 e g = d1e1 + d2e2 con c21 + c22 = 1 e d21 + d22 = 1.
Inoltre

tf + (1− t)g = tc1e1 + (1− t)d1e1 + tc2e2 + (1− t)d2e2

= [tc1 + (1− t)d1]e1 + [tc2 + (1− t)d2]e2

e quindi

‖tf + (1− t)g‖2 = [tc1 + (1− t)d1]
2 + [tc2 + (1− t)d2]

2

= t2c21 + (1− t)2d21 + t2c22

+ (1− t)2d22 + 2t(1− t)c1d1 + 2t(1− t)c2d2

= t2(c21 + c22) + (1− t)2(d21 + d22) + 2t(1− t)(f, g)

= t2 + (1− t)2 + 2t(1− t)(f, g)

< t2 + (1− t)2 + 2t(1− t)

perché |(f, g)| < 1, in quanto ‖f‖ = ‖g‖ = 1 e f, g non sono allineati (essendo
linearmente indipendenti).

Quindi

‖tf + (1− t)g‖2 < t2 + (1− t)2 + 2t(1− t) = [t+ (1− t)]2 = 1.

tu
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Nota 4.6.11. L’Esercizio 4.6.10 rivela che la sfera in uno spazio di Hilbert
è strettamente convessa: la corda che congiunge due punti sulla superficie
della sfera sta tutta all’interno della sfera tranne che ai due punti estremi.
Facendo tendere uno dei due punti estremi f verso l’altro, g, si osserva che
la retta in cui giace tale corda si sposta verso la retta tangente alla sfera in
g. Quindi tutte le rette tangenti toccano la sfera unicamente nel punto di
tangenza. Questa proprietà di convessità stretta non è vera in generale per
spazi normati non di Hilbert; ad esempio non è vera per gli spazi `1 e `∞ (si
vedano le figure delle loro sfere unitarie nella Nota 1.7.10). tu



Capitolo 5

Serie di Fourier

5.1 Funzioni periodiche e sistema trigonome-
trico

Sia f una funzione periodica su R di periodo T > 0: cioè f(t + T ) = f(t)
per ogni t ∈ R.
Useremo spesso il seguente fatto:

Lemma 5.1.1. Se f è una funzione periodica di periodo T e integrabile in
ogni intervallo finito, l’integrale di f su un qualunque intervallo di lunghezza
T è lo stesso, cioè ∫ a+T

a

f(t) dt =

∫ T

0

f(t) dt ∀a ∈ R.

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che, se si sposta l’intervallo di inte-
grazione da [0, T ] a [a, a+ T ] (diciamo verso destra, cioè per a > 0: il caso
opposto è analogo) il contributo dell’integrale che si perde nel tratto [0, a] lo
si riacquista nel tratto [T, a+ T ]:

In effetti questo equivale alla additività dell’integrale: per la periodicità
si ha ∫ a

0

f(t) dt =

∫ a+T

T

f(t) dt

e quindi per l’additività

497
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Figura 5.1: L’integrale su un periodo è invariante per traslazione del periodo

∫ a+T

a

f(t) dt =

∫ a+T

0

f(t) dt−
∫ a

0

f(t) dt

=

∫ a+T

0

f(t) dt−
∫ a+T

T

f(t) dt =

∫ T

0

f(t) dt.

tu

Nota 5.1.2. Se f è periodica di periodo T allora la funzione dilatata

g(t) = f

(
T

2π
t

)
è periodica di periodo 2π: infatti per ogni t

g(t+ 2π) = f

(
(t+ 2π)T

2π

)
= f

(
tT

2π
+ T

)
= f

(
tT

2π

)
= g(t)

perché f è periodica di periodo T .
Quindi, a meno di una dilatazione di scala, possiamo limitarci a conside-

rare funzioni periodiche di periodo 2π. tu

Definizione 5.1.3. Muniamo lo spazio L2[0, 2π] del prodotto scalare seguen-
te:

(f, g) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t) dt ,

normalizzato come alla fine della parte (ii) dell’Esempio 4.4.2. Pertanto la
norma in L2[0, 2π] è data da

‖f‖L2 =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt
) 1

2

.
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Analogamente, per 1 ⩽ p < ∞, rammentiamo la Definizione 1.16.1 di
Lp[0, 2π] come lo spazio delle funzioni misurabili secondo Lebesgue (Defi-
nizione 1.9.39) tali che la seguente norma è finita:

‖f‖Lp =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|p dt
) 1

p

.

In particolare, per p = 1, la norma L1 è data da

‖f‖L1 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)| dt.

Infine, lo spazio L∞[0, 2π] consiste delle funzioni misurabili e limitate su
[0, 2π], ed è munito della norma

‖f‖L∞ = ess sup0⩽t⩽2π |f(t)|

(l’estremo superiore essenziale è stato introdotto nella Definizione 1.16.2 e
poi studiato nell’Esercizio 1.16.3).
Notiamo anche che, con la normalizzazione scelta alla fine della parte (ii)
dell’Esempio 4.4.2, il prodotto scalare in L2[0, T ] è

(f, g) =
1

T

∫ T

0

f(t)g(t) dt ,

e quindi la norma in L2[0, T ] è data da

‖f‖L2 =

(
1

T

∫ T

0

|f(t)|2 dt
) 1

2

,

ed analogamente per la norma in Lp[0, T ].

Definizione 5.1.4. Nello spazio L2 [0, 2π] chiamiamo sistema trigonometrico
la famiglia di funzioni

{1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, sin 3x, cos 3x, . . . , }

tutte di periodo 2π.

Proposizione 5.1.5. Il sistema trigonometrico è ortogonale in L2 [0, 2π].
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Dimostrazione. Come per molte altre proprietà delle serie di Fourier, anche
questa si dimostra più agevolmente passando dalle funzioni trigonometriche
ad esponenziali complessi. Rammentiamo (Sezione 1.1) che

eit = cos t+ i sin t.

Da qui

cos kt =
eikt + e−ikt

2
; sinmt =

eimt − e−imt

2i
∀k,m ∈ Z. (5.1)

Ma il sistema
{
eikt
}
k∈Z è ortogonale in L2 [0, 2π]. Infatti:

(
eikt, eimt

)
=

1

2π

∫ 2π

0

eikte−imt dt =
1

2π

∫ 2π

0

ei(k−m)t dt (5.2)

=

{
1 se k = m

ei(k−m)t

2πi(k−m)

]2π
0

se k 6= m.

Esercizio 5.1.6. Si verifichi l’ultima uguaglianza (5.2) anche passando alle
parti reale e immaginaria ed applicando le formule di prostaferesi. tu

Da qui e da (5.1) è ovvio che, se k 6= m e uk(t) = cos kt, vm(t) = sinmt,
si ha:

(uk, vm) = 0

mentre, per k 6= 0,

(uk, uk) =
1

2π

∫ 2π

0

cos2 kt dt =
1

2
=

1

2π

∫ 2π

0

sin2 kt dt = (vk, vk) ,

e, per k = 0,

(1, 1) =
1

2π

∫ 2π

0

1 dt = 1 .

Usando queste ultime due identità segue, di nuovo da (5.1), che

(uk, um) = 0 = (vk, vm).

tu
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Esercizio 5.1.7. Dimostriamo che

(uk, uk) = (vk, vk) =
1

2

direttamente con integrali di funzioni a valori reali, invece che passando per
integrali di esponenziali complessi. tu

Svolgimento. Si ha sin(t+ π
2
) = cos t per ogni t, quindi∫ 2π

0

cos2 t dt =

∫ 2π

0

sin2(t+
π

2
) dt =

∫ 2π+π
2

π
2

sin2 t dt.

Grazie al Lemma 5.1.1, l’ultimo integrale è uguale a∫ 2π

0

sin2 t dt.

Quindi si ha

1

2π

∫ 2π

0

sin2 t dt = ‖v1‖2L2
∗
= ‖u1‖2L2

∗
=

1

2π

∫ 2π

0

cos2 t dt.

Invece di calcolare questo integrale con il metodo di integrazione per sosti-
tuzione (Teorema 1.22.1), possiamo ottenere il risultato così:∫ 2π

0

sin2 t dt =
1

2

(∫ 2π

0

sin2 t dt+

∫ 2π

0

cos2 t dt

)

=
1

2

∫ 2π

0

1 dt = π . (5.3)

Quindi

‖v1‖2L2
∗
=

1

2π

∫ 2π

0

sin2 t dt =
1

2π

∫ 2π

0

sin2 t dt = ‖u1‖2L2
∗
= 1 .

Ora, per trattare il caso di ‖uk‖2 e ‖vk‖2, osserviamo che vale il seguente

Lemma 5.1.8. Se f è periodica di periodo T e g(t) = f(kt) per qualche
intero positivo k, allora ∫ T

0

g(t) dt =

∫ T

0

f(t) dt.
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Dimostrazione. ∫ T

0

g(t) dt =

∫ T

0

f(kt) dt =

=
1

k

∫ kT

0

f(t) dt

=
1

k
k

∫ T

0

f(t) dt

dove l’ultima uguaglianza segue dalla periodicità di f . tu
Completiamo ora la dimostrazione dell’Esercizio 5.1.7.
Osserviamo che uk(t) = cos kt = u1(kt) e analogamente per vk. Dal

Lemma 5.1.8 segue che

‖uk‖L2
∗
= ‖u1‖L2

∗
= 1

e
‖vk‖L2

∗
= ‖v1‖L2

∗
= 1

per ogni k. tu

Nota 5.1.9. Consideriamo il dilatato g(t) = f(αt) di una funzione f , periodica
di periodo T (qui α ∈ R, α 6= 0). Allora g è una funzione periodica di periodo
T/α e, come nella dimostrazione del Lemma 5.1.8, si ha∫ T

α

0

g(t) dt =

∫ T
α

0

f(αt) dt =
1

α

∫ T

0

f(x) dx.

Pertanto, con la normalizzazione scelta alla fine della Definizione 5.1.3, tro-
viamo che, per ogni T ,

‖g‖2L2[0,T ] =
1

T

∫ T

0

|g(t)|2dt = 1

T

∫ T

0

|f(αt)|2 dt

=
1

αT

∫ αT

0

|f(x)|2 dx = ‖f‖2L2[0,αT ] .

Ad esempio, le funzioni ũk(t) = sin(2πkt) e ṽk(t) = cos(2πkt) verificano

‖ũk‖2L2[0,1] = ‖uk‖2L2[0,2π] =
1

2
,
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e analogamente per vk. Quindi il sistema trigonometrico{
1,
√
2 sin(2πt),

√
2 cos(2πt),

√
2 sin(4πt),

√
2 cos(4πt), . . .

}
è ortonormale in L2 [0, 1]. Analogamente il sistema{

e2πikt
}
k∈Z

è ortonormale in L2 [0, 1]. tu

Ora riassumiamo:
Corollario 5.1.10. (i) Il sistema{

1,
√
2 sin t,

√
2 cos t,

√
2 sin 2t,

√
2 cos 2t, . . .

}
è ortonormale in L2 [0, 2π], e più in generale il sistema{

1,
√
2 sin

2πt

T
,
√
2 cos

2πt

T
,
√
2 sin

4πt

T
,
√
2 cos

4πt

T
, . . .

}
è ortonormale in L2 [0, T ] con la norma definita da

‖f‖2L2[0,T ] =
1

2T

∫ T

0

|f |2 dt ;

(ii) il sistema
{eikt}k∈Z

è ortonormale in L2 [0, 2π], e più in generale il sistema

{e2πikt/T}k∈Z
è ortonormale in L2 [0, T ]

Per passare dall’uno all’altro di questi due sistemi ortogonali si usa un
semplice cambiamento di base, basato sulle identità (5.1): se uk(t) = cos kt,
vk(t) = sin kt e ek(t) = eikt si ha(

uk
vk

)
=

1

2

(
1 1

−i i

)(
ek
e−k

)
per k 6= 0,

e u0 = e0.
È quindi ovvio che uno di questi due sistemi ortonormali è completo in
L2 [0, 2π] se e solo se lo è l’altro.

Vedremo in seguito che questi due sistemi sono completi.
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Nota 5.1.11. La normalizzazione dei sistemi ortogonali in un intervallo, ad
esempio [−π, π], naturalmente dipende dalla normalizzazione della misura
di Lebesgue sull’intervallo. Ad esempio, se invece di normalizzare la misura
in maniera che la massa totale dell’intervallo sia 1, ossia di considerare la
misura dµ := dx

2π
, si usa la misura non normalizzata dm := dx, come all’inizio

dell’Esempio 4.4.2, allora la massa totale dell’intervallo diventa 2π e la norma
L2 della funzione 1 diventa

√
2π, quella delle funzioni sinnx e cosnx per

n > 1 risulta essere
√
π, mentre la norma di eikx diventa

√
2π.

Invece, i coefficienti di Fourier rimangono invariati, perché sono dati dal
rapporto dei due prodotti scalari definiti in (4.2), dove numeratore e deno-
minatore cambiano entrambi proporzionalmente alla normalizzazione della
misura. tu

5.2 Sviluppi di Fourier di funzioni in L2 [0, T ]

Scriviamo lo sviluppo nel sistema trigonometrico: per ogni f ∈ L2 [0, 2π] lo
sviluppo ortonormale è

(f, 1) +
∞∑
k=1

(f,
√
2cos kt)

√
2cos kt+

∞∑
k=1

(f,
√
2sin kt)

√
2sin kt

=
1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt+

∞∑
k=1

[
1

π

(∫ 2π

0

f(t) cos kt dt

)
cos kx+

1

π

(∫ 2π

0

f(t) sin kt dt

)
sin kx

]
.

Per indicare che questo è lo sviluppo ortonormale di f rispetto al sistema
trigonometrico scriveremo:

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (5.4)

dove

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos kt dt, bk =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin kt dt. (5.5)

Poiché per n > 0 le funzioni en(x) = cos(nx) oppure sin(nx) verificano
‖en‖2 = 1/2 (identità (5.2) ed Esercizio 5.1.7), per k > 0 questi sono precisa-
mente i coefficienti di Fourier di f introdotti nella Definizione 4.1.10, rispetto
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al sistema ortogonale dato dalle funzioni 1, cos(nx) e sin(nx) (n intero posi-
tivo) ed anche rispetto al corrispondente sistema normalizzato del Corollario
5.1.10 (i); si noti però che, nel caso k = 0, ossia per la funzione costantemen-
te 1, si ha ‖1‖2 = 1, e quindi il coefficiente di Fourier della Definizione 4.1.10
vale 1

2π
(f, 1) = a0/2: questo spiega perché abbiamo scritto a0/2 in (5.4).

Nota 5.2.1. Dobbiamo usare il simbolo ∼, diverso da = , dato che non
sappiamo ancora se la serie converge a f , perché non abbiamo dimostra-
to che il sistema è completo (lo dimostreremo in seguito nel Teorema 5.13.3).
Analogamente scriviamo

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

cke
ikx (5.6)

dove

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−ikt dt. (5.7)

I coefficienti ck si chiamano coefficienti di Fourier di f in forma complessa.
Le serie (5.4) e (5.6) si chiamano, rispettivamente, serie di Fourier di f in
forma reale e complessa. tu

Definizione 5.2.2. Nel seguito scriveremo f̂(k) invece di ck in (5.7).

Esercizio 5.2.3. Per ogni k ∈ Z si ha f̂(k) = f̂(−k). tu

Proposizione 5.2.4. I coefficienti di Fourier di f ∈ L2[0, T ] sono una
successione che tende a zero all’infinito:

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = lim
k→∞

f̂(k) = 0.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla disuguaglianza di Bessel (Co-
rollario 4.1.9) tu

Proposizione 5.2.5. Fra i coefficienti di Fourier di f in forma reale e
complessa intercorre la seguente relazione: per k ⩾ 0,

f̂(k) = ck =
1

2
(ak − ibk)

f̂(−k) = c−k =
1

2
(ak + ibk) ,
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o equivalentemente, per k ⩾ 0,

ak = f̂(k) + f̂(−k)

bk = i
(
f̂(k)− f̂(−k)

)
.

Inoltre, se f è a valori reali, allora ak, bk ∈ R e ck = c−k.

Dimostrazione. Segue dall’identità (5.1) della Proposizione 5.1.5. tu
Se si considerano funzioni L2 [0, T ], dove T > 0, allora si ottengono risul-

tati analoghi dilatando l’intervallo [0, 2π] in [0, T ]: il sistema ortonormale in
forma complessa diventa {

e
2πikt

T

}
k∈Z

ed in forma reale {
1,
√
2 cos

2πkt

T
,
√
2 sin

2πkt

T

}
k∈N

.

Corollario 5.2.6. Per ogni f ∈ L2[0, T ], sia k = 1, 2 . . . e scriviamo

ak =
2

T

∫ T

0

f(t) cos
2πkt

T
dt

bk =
2

T

∫ T

0

f(t) sin
2πkt

T
dt

f̂(k) =
1

T

∫ T

0

f(t)e−2πikt/T dt

i coefficienti di Fourier in forma reale o complessa (cioè rispetto ai siste-
mi trigonometrici in forma reale o complessa in L2[0, T ] considerati nella
Proposizione 5.2.5). Allora la serie di Fourier in forma reale

a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
2πk

x

T

)
+ bk sin

(
2πk

x

T

))
ed in forma complessa

∞∑
k=−∞

f̂(k)e2πikx/T

convergono entrambe (alla stessa funzione) in L2[0, T ].
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Dimostrazione. Questo è niente altro che il Corollario 4.2.3 del Capitolo 1.
Il fatto che le due serie convergono alla stessa somma è dovuto alla identità

ak cos kx+ bk sin kx = f̂(k)eikx + f̂(−k)e−ikx,

che segue dalla Proposizione 5.2.5. Si osservi che lo stesso fatto sarebbe se-
guito subito, per il Corollario 4.1.9 (ii), dal fatto che le due serie sono due
sviluppi ortonormali della stessa funzione rispetto a due sistemi ortonormali
diversi, se si fosse dimostrato che questi sistemi sono completi. Però al mo-
mento non abbiamo ancora dimostrato la completezza: la dimostreremo nel
Teorema 5.13.3. tu

Nota 5.2.7. Per ogni f ∈ L2
∗, la disuguaglianza di Bessel (Corollario 4.1.9)

dice che
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)∣∣∣2 < ‖f‖2L2[0,2π] .

Dopo che avremo dimostrato la completezza del sistema trigonometrico, que-
sta disuguaglianza diventerà un’uguaglianza, l’identità di Parseval (Nota
4.3.3):

∞∑
k=−∞

∣∣∣f̂(k)∣∣∣2 = ‖f‖2L2[0,2π] .

tu

Esercizio 5.2.8. (i) Se f è pari, cioè f(x) = f(−x) per ogni x, allora bk = 0
per ogni k, e quindi la serie di Fourier di f diventa in soli coseni:

a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
(
2πk

x

T

)
;

(ii) Se f è dispari, cioè f(x) = −f(−x) per ogni x, allora ak = 0 per ogni
k, e quindi la serie di Fourier di f è in soli seni:

∞∑
k=1

bk sin
(
2πk

x

T

)
tu
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Nota 5.2.9. (Sviluppo trigonometrico in soli seni od in soli coseni.)
Anticipando un argomento che verrà analizzato in seguito nel Lemma 5.13.6,
notiamo dal precedente Esercizio 5.2.8 che le funzioni pari hanno serie di
Fourier i cui termini sono solo coseni, mentre per le funzioni dispari sono
solo seni. Ma ogni funzione f nell’intervallo [0, π) può essere prolungata
all’intervallo [−2π, 2π) (centrato nell’origine) sia in maniera pari sia in ma-
niera dispari. Da questi due prolungamenti si ricavano due diversi sviluppi
di Fourier, il primo in soli seni ed il secondo in soli coseni, i quali, ristretti
all’intervallo originale [0, , 2π), sono sviluppi trigonometrici diversi associati
alla stessa funzione f in [0, , 2π) (ma nessuno dei due è in generale la serie
di Fourier di f in questo intervallo, perché lo sviluppo di Fourier in [0, , 2π)
include sia i seni sia i coseni).
Vedremo nel Lemma 5.13.6 che questi due sviluppi convergono entrambi a f
in L2[0, , 2π) se f ∈ L2

∗, ed in condizioni ragionevolmente generali su f essi
convergono entrambi a f puntualmente. tu

Esercizio 5.2.10. Sia f una funzione in L1
∗, ossia periodica (di periodo, dicia-

mo, 2π) e tale che
∫ 2π

0
|f(x)| dx <∞. Scriviamo f̂(n) = cn =

∫ 2π

0
f(x) e−inx dx.

(i) Sia g(x) = λtf(x) = f(x− t) il traslato di passo t di f . Allora ĝ(n) =
e−intf̂(n).

(ii) Mostrare che, per ogni t, i traslati cosn(x− t) e sinn(x− t) di cosnx e
sinnx appartengono allo spazio vettoriale bidimensionale generato da
cosnx e sinnx, calcolarne i coefficienti dello sviluppo rispetto a questa
base e mettere il risultato in relazione con la parte (i) dell’Esercizio.

(iii) Mostrare che, se h(x) = einxf(x), allora per ogni k ∈ Z si ha ĥ(k) =
ĥ(k − n) .

tu

5.3 Esempi di sviluppi di Fourier in L2

Esempio 5.3.1. Sia f(x) = x in −π ⩽ x < π (periodicizzata al di fuori di que-
sto intervallo, se si preferisce considerare funzioni periodiche). La funzione
è dispari, e quindi i coefficienti di Fourier {an} rispetto ai coseni sono tutti
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nulli, perché sono l’integrale sull’intervallo [−π, π] (che è centrato nell’origi-
ne) della funzione dispari f(x) cosnx (questa funzione è dispari perché è il
prodotto della funzione dispari x con la funzione pari cosnx). I coefficienti
di Fourier rispetto ai seni sono

bn =
1

π

∫ π

−π
x sinnx dx =

1

π

([
−x cosnx

n

]π
−π

+
1

n

∫ π

−π
cosnx dx

)
.

Si noti che x cosnx è una funzione dispari: pertanto[
−x cosnx

n

]π
−π

= 2
[
−x cosnx

n

]π
0
= −2

π cosnπ

n
= (−1)n+12 π

n
.

D’altra parte,∫ π

−π
cosnx dx =

1

n

∫ nπ

−nπ
cos u du =

∫ π

−π
cos u du = 0 ,

perché la funzione coseno è a media nulla sul periodo. Combinando questi
calcoli otteniamo, per n = 1, 2 . . . ,

bn = (−1)n+1 2

n

La serie di Fourier di f quindi è

f ∼ 2
∞∑
n=1

(−1)n+1 sinnx

n
.

Lo stesso calcolo si svolge, anche più agevolmente, per i coefficienti di
Fourier cn = f̂(n) rispetto agli esponenziali complessi. In effetti,

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) e−inx dx =

1

2π

([
x
e−inx

−in

]π
−π

+
1

in

∫ π

−π
e−inx dx

)

=
1

2π

((
(−i)nπ
−in

− (−i)n(−π)
−in

)
+

1

in

[
e−inx

−in

]π
−π

)
= i

(−1)n

n
,

perché
[
e−inx

−in

]π
−π

= 0 dal momento che e−inπ = (−1)n = einπ. Quindi f̂(n) =

i (−1)n

n
. In particolare, viene verificata la relazione che lega i coefficienti di
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Fourier in forma esponenziale ed in forma trigonometrica: f̂(n) = cn =
(an − ibn) /2 (Proposizione 5.2.5).

Si noti che la funzione f è periodica e discontinua (ha un salto agli estermi
del periodo), ed i suoi coefficienti di Fourier tendono a zero come O(1/n).

tu

Esempio 5.3.2. Ora scegliamo f(x) = |x| per x ∈ [−π, π) (e periodicizziamo
questa funzione al di fuori di tale intervallo). Allora la funzione f è pari, ed
i coefficienti di Fourier rispetto alle funzioni seno sono nulli. Invece,

a0
2

=
1

2π

∫ π

−π
|x| dx =

1

π

∫ π

0

x dx =
π

2
,

e per k ⩾ 1

an =
1

π

∫ π

−π
|x| cosnx dx =

2

π

∫ π

0

x cosnx dx

=
2

π

([
x
sinnx

n

]π
0

− 1

n

∫ π

0

sinnx dx

)
.

Dei due termini all’ultimo membro, questa volta quello che si annulla è il
primo, perché sinnπ = 0. Pertanto

an = − 2

π

1

n

[
− cosnx

n

]π
0

=
2

πn2
((−1)n − 1) ,

ossia an = 0 se n è pari e an = −4/(πn2) se n è dispari.
Si verifichi che i coefficienti di Fourier in forma esponenziale complessa

sono f̂(n) = 0 se n è pari e f̂(n) = −2/(πn2) se n è dispari, di nuovo a
conferma della relazione nella Proposizione 5.2.5.

Si osservi anche che questa funzione periodicizzata è continua ma la de-
rivata ha punti di salto agli estremi dell’intervallo, ed i coefficienti di Fourier
tendono a zero come O(1/n2). tu

Esempio 5.3.3. Sia ora f(x) = −1 in −π ⩽ x < 0 e f(x) = 1 in 0 ⩽ x < π
(periodicizzata al di fuori dell’intervallo [−π, π), se si preferisce considerare
funzioni periodiche). La funzione f è dispari, e quindi tutti i coefficienti di
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Fourier dei coseni sono nulli. Invece,

bn =
1

π

(
−
∫ 0

−π
sinnx dx+

∫ π

0

sinnx dx

)
=

2

π

∫ π

0

sinnx dx

=
2

π

[
cosnx

−n

]π
0

=
2

nπ
(1− (−1)n)

ovvero bn = 0 se n è pari e bn = 4/(nπ) se n è dispari. Lasciamo per esercizio
al lettore il calcolo dei coefficienti di Fourier in forma esponenziale complessa.
Anche in questo esempio di funzione con discontinuità di tipo salto notiamo
che i coefficienti di Fourier tendono zero come O(1/n). tu

Esercizio 5.3.4. È ovvio che i coefficienti di Fourier del polinomio trigonome-
trico g(x) ≡ 1 sono tutti nulli tranne a0/2 che vale 1/2. Da questa osserva-
zione e dal precedente Esempio 5.3.3 si ricavino, per linearità, i coefficienti
di Fourier della funzione caratteristica dell’intervallo [0, π) (che non è né pari
né dispari). tu

Esempio 5.3.5. Ora scegliamo f(x) = x2 in −π ⩽ x < π, periodicizzata al
di fuori di questo intervallo se si desidera considerare la funzione su tutto R.
La funzione è pari e quindi i coefficienti di Fourier rispetto ai seni sono nulli.
Si ha

a0
2

=
1

2π

∫ π

−π
x2 dx =

π2

3

e, grazie alla parità,

an =
2

π

∫ π

0

x2 cosnx dx =
2

π

([
x2 sinnx

k

]π
0

− 2

n

∫ π

0

x sinnx dx

)
= − 4

nπ

([
−x cosnx

n

]π
0
+

1

n

∫ π

0

cosnx dx

)
= (−1)n

4

n2

(abbiamo integrato due volte per parti ed usato le relazioni sinnπ = 0 e
cosnπ = (−1)n).
Ancora una volta, per questa funzione continua ma con derivata che ha
un salto ai multipli di π, troviamo coefficienti di Fourier con velocità di
decadimento O(1/n2). tu
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Nota 5.3.6. (La somma della serie
∑

1
n2 .) Dal precedente Esempio 5.3.5

risulta che la serie di Fourier della funzione f(x) = x2 in [−π, π] è

π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n
cosnx

n2
.

Se sapessimo dimostrare che questa serie converge puntualmente alla funzione
f , ponendo x = π ed usando la relazione cosnπ = (−1)n otterremmo

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

e per x = 0 otterremmo
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n2
=
π2

12
.

In effetti è vero che la serie di Fourier di f converge a f puntualmente ovun-
que, come dimostreremo in seguito nel Corollario 5.12.4, e quindi valgono le
due ultime identità. tu

Esempio 5.3.7. Ora consideriamo la funzione f(x) = 1 se −π/2 ⩽ x ⩽ π/2,
e f(x) = 0 per ogni x tale che π/2 < |x| < π. Anche questa funzione
è pari, e quindi i suoi coefficienti di Fourier bn rispetto ai seni sono nulli.
Per quanto riguarda i coefficienti di Fourier an rispetto ai coseni, a0/2 =

1/(2π)
∫ π
−π f(x) dx = 1/(2π)

∫ π/2
−π/2 dx = 1/2, e, per n > 0,

an =
1

π

∫ π/2

−π/2
cosnx dx =

2

π

∫ π/2

0

cosnx dx =
2

nπ
sin

nπ

2
,

ossia a2n = 0 e

a2n+1 =
2

(2n+ 1)π
sin
(
nπ +

π

2

)
= (−1)n

2

(2n+ 1)π
= (−1)n

1

(n+ 1
2
)π
.

Ancora una volta, la funzione f ha discontinuità a salto, ed i coefficienti di
Fourier decadono come O(1/n). tu

Esercizio 5.3.8. Si ricavi il risultato del precedente Esempio 5.3.7 da quello
dell’Esercizio 5.3.4 e dalla proprietà di traslazione (parte (i) dell’Esercizio
5.2.10). tu
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Esercizio 5.3.9. Si estenda il risultato del precedente Esempio 5.3.7 al caso
in cui f sia la funzione caratteristica dell’intervallo [−A, A], con 0 < A < π:
si dimostri che a0/2 = A/π, e, per n > 0, bn = 0 e

an =
2

π

sinAn

n
.

tu

Esempio 5.3.10. Sia f(x) = 0 se −π ⩽ x < 0 e f(x) = x se 0 ⩽ x < π.
Questa volta la funzione non è né pari né dispari. I coefficienti di Fourier
sono i seguenti. Abbiamo

a0
2

=
1

2π

∫ π

0

x dx =
π

4
.

Invece, per n > 0, usiamo il’identità∫ π

0

cosnx dx =

[
sinnx

n

]π
0

= 0 (5.8)

per ottenere

an =
1

π

∫ π

0

x cosnx dx =
1

π

([
x sinnx

n

]π
0

− 1

n

∫ π

0

x sinnx dx

)
=

1

nπ

([x cosnx

n

]π
0
−
∫ π

0

cosnx dx

)
=

1

nπ

[cosnx
n

]π
0
=

1

nπ
((−1)n − 1) ,

bn =
1

π

∫ π

0

x sinnx dx =
1

π

([
−x cosnx

n

]π
0
+

1

n

∫ π

0

x cosnx dx

)
= − 1

nπ

[x cosnx
n

]π
0
+

1

nπ

[
x sinnx

n

]π
0

= − 1

nπ

[x cosnx
n

]π
0
= − 1

π

π cosnπ

n
= (−1)n+1 1

n
,

dove nel penultimo passaggio abbiamo usato l’identità (5.8). tu
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Esempio 5.3.11. Si consideri la funzione f(x) = x se 0 ⩽ x ⩽ π e f(x) = π
se π < x < 2π (che, come al solito, si può immaginare prolungata ad una
funzione periodica di periodo 2π su tutto R). Questa funzione non è né pari
né dispari. I coefficienti di Fourier sono

a0
2

=
1

2π

∫ 2π

0

f(x) dx =
1

2π

([
x2

2

]π
0

+ π2

)
=

3π2

2
;

per n > 0, invece

an =
1

π

∫ π

0

x cosnx dx+
1

π

∫ 2π

π

π cosnx dx =
1

π

∫ π

0

x cosnx dx ,

dal momento che
∫ 2π

π
cosnx dx = 0, perché una primitiva della funzione

coseno è la funzione seno, che si annulla ai punti π e 2π. D’altra parte,∫ π

0

x cosnx dx =

[
x sinnx

n

]π
0

− 1

n

∫ π

0

sinnx dx

= − 1

n

[
−cosnx

n

]π
0
=

(−1)n − 1

n2

perché sinnπ = 0. Dalle ultime due identità abbiamo an = (−1)n−1
πn2 per n > 0.

Infine,

bn =
1

π

∫ π

0

x sinnx dx+
1

π

∫ 2π

π

π sinnx dx .

Ma
∫ 2π

π
sinnx dx =

[
− cosnx

n

]2π
π

= (−1+(−1)n)
n

, e∫ π

0

x sinnx dx =
[
−x cosnx

n

]π
0
+

1

n

∫ π

0

cosnx dx

= (−1)n+1π

n
+

1

n

[
sinnx

n

]π
0

= (−1)n+1π

n

(quest’ultimo calcolo si può semplificare grazie all’identit�à (5.8)). Combi-
nando le ultime tre identità si ottiene

bn = (−1)n+1 1

n
− 1

n
+ (−1)n

1

n
= − 1

n
.

tu
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Esercizio 5.3.12. Si sviluppi la funzione f del precedente Esempio 5.3.11 in
serie trigonometrica di soli coseni ed in serie di soli seni nel senso della Nota
5.2.9. tu

5.4 Sviluppi di Fourier di funzioni in L1 [0, T ]

I coefficienti di Fourier sono definiti non solo per funzioni in L2 [0, T ] ma
anche, più in generale, per funzioni in L1 [0, T ] (rammentiamo che L2 [0, T ] ⊂
L1 [0, T ], grazie alla Proposizione 1.17.1), perché∣∣∣∣ 1T

∫ T

0

f(t) cos 2πkt/T dt

∣∣∣∣ ⩽ 1

T

∫ T

0

|f(t)| |cos 2πkt/T | dt

⩽ 1

T

∫ T

0

|f(t)| dt

= ‖f‖L1[0,T ] ,

e analogamente ∣∣∣∣∫ T

0

f(t) sin 2πkt/T dt

∣∣∣∣ ⩽ ‖f‖L1 ,

dove abbiamo abbreviato la notazione ‖f‖L1[0,T ] = ‖f‖L1 (useremo la stessa
abbreviazione per tutte le norme Lp, 1 ⩽ p ⩽ ∞ e talvolta scriveremo ‖f‖p
invece di ‖f‖Lp ).

Quindi si può studiare la serie di Fourier di ogni funzione in L1 [0, T ].
Abbiamo già osservato (Proposizione 1.17.1) che, per p > 1, si ha l’inclusione
Lp [0, T ] ⊂ L1 [0, T ]: pertanto ora possiamo studiare la serie di Fourier di
ogni funzione in Lp. Per p = 2, la serie di Fourier di f ∈ L2 converge in L2

(vedremo in seguito a quale somma) in base al Corollario 4.2.3.

5.5 Problematiche sulle serie di Fourier
Ora si pongono nuove domande interessanti. Ad esempio, per 1 ⩽ p ⩽ ∞,
la serie di Fourier di f ∈ Lp [0, T ] converge nella norma di Lp? In generale
questo è falso per p = ∞, perché una funzione L∞ non è necessariamente
continua, ma se una serie di Fourier (i cui termini sono chiaramente continui)
converge uniformemente, allora la sua somma deve essere continua (Teorema
1.3.33).
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Però potremmo limitare l’attenzione allo spazio delle funzioni continue in
[0, T ] con f(0) = f(T ) (chiameremo questo spazio C∗ [0, T ]) munito della
norma uniforme, e chiederci se per ogni f ∈ C∗ [0, T ] la serie di Fourier
converge uniformemente (la condizione f(0) = f(T ) è necessaria perché è
verificata da tutti gli addendi della serie di Fourier, ed il limite uniforme, se
esiste, è anche limite puntuale).
Quello che sappiamo è che C∗ [0, T ] ⊂ L2 [0, T ] (Proposizione 1.18.6) e Lp [0, T ] ⊂
L2 [0, T ] per 2 < p ⩽ ∞ (Proposizione 1.17.1), e quindi le serie di Fourier di
f ∈ C∗ o f ∈ Lp, 2 < p < ∞, convergono nel senso di L2, ma non sappiamo
se convergono nelle norme L∞ o Lp (per f ∈ L∞ ma f /∈ C∗ sappiamo che
non si ha questa convergenza per quanto osservato sopra).
Infine, per 1 ⩽ p < 2, Lp [0, T ] ⊃ L2 [0, T ] e da quanto detto finora non
possiamo concludere nulla della convergenza nella norma in Lp. Sappiamo
però che, se f ∈ L2 [0, T ], allora, per 1 ⩽ p < 2, f ∈ Lp [0, T ] ed esiste una
costante C > 0 che dipende solo da p e T tale che ‖f‖p ⩽ C ‖f‖2 (??),
ed inoltre la serie di Fourier di f converge nella norma L2. Ma allora la
successione delle sue somme parziali è di Cauchy anche nella norma Lp, per
la disuguaglianza sulle norme, e quindi converge anche nella norma Lp, per
la completezza di Lp (converge alla stessa somma a cui converge in L2 - la
dimostrazione di questo fatto elementare è lasciata per esercizio -, quindi la
somma appartiene comunque a L2, ma la convergenza vale anche rispetto
alla norma Lp). Tutto questo, però, vale solo per le funzioni in L2  Lp, non
per tutto Lp. In realtà, si può dimostrare che le serie di Fourier di funzioni
Lp convergono nella norma di Lp per tutti i p con 1 < p < ∞: questo è un
risultato delicato, che proveremo in seguito (Corollario 7.6.38). Sappiamo che
questo non succede per p = ∞, e fra qualche riga vedremo che non succede
per p = 1.

Inoltre ci potremmo chiedere se la serie di Fourier di una funzione Lp o
C∗ converge puntualmente. Questa è una domanda molto naturale, a cui
daremo una risposta positiva solo per C∗, ma con pesanti ipotesi aggiuntive.
Non si può fare molto di più, perché si possono costruire esempi di funzioni
in C∗ la cui serie di Fourier diverge in ogni punto razionale in [0, T ]. È
stato però dimostrato da Lennart Carleson nel 1963 che la serie di Fourier
di una funzione in L2 [0, T ] converge puntualmente tranne che in un insieme
di misura di Lebesgue nulla (quindi questo fatto vale anche per C∗ [0, T ] ⊂
L2 [0, T ]). Questo teorema è stato esteso a Lp [0, T ], 1 < p < ∞, da Richard
Hunt nel 1964. Esso non vale per L1 [0, T ]: fu costruita da Kolmogorov
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una funzione in L1 [0, T ] la cui serie di Fourier diverge ovunque (quindi,
in particolare, le serie di Fourier di funzioni L1 in generale non convergono
neppure nella norma di L1). Anche questo risultato di Kolmogorov è delicato:
lo proveremo nel Capitolo 7.

Persino per funzioni continue, la serie di Fourier può divergere puntual-
mente quasi ovunque (ed anche questo lo proveremo nel Capitolo 7). Per
questa ragione, l’ipotesi di continuità non è sufficiente per enunciare un buon
teorema di convergenza puntuale per serie di Fourier, e tanto meno un buon
teorema di convergenza uniforme. Vedremo che, per questo tipo di enunciati,
occorre assumere proprietà di ulteriore regolarità, come ad esempio la deri-
vabilità con derivata continua, o anche ipotesi meno forti, ma pur sempre
collegate in qualche senso debole alla derivabilità, come la regolarità di Lip-
schitz o di Hölder, come vedremo in questo Capitolo nella Sezione 5.12. Se
condizioni di regolarità di tipo C1 sono verificate solo a tratti, con un numero
finito di salti, allora ovviamnete si perde la convergenza uniforme delle serie
di Fourier, ma vedremo che si mantiene quella puntuale. Però le condizioni di
regolarità che dovremo richiedere per la convergenza puntuale sono di poco
più deboli che per la convergenza uniforme, ed infatti in questo Capitolo ne
daremo la dimisdtrazione classica, il cui nucleo centrale è quasi unificato per
convergenza puntuale ed uniforme. In seguito, nel Capitolo 7, forniremo una
dimostrazione alternativa assai più semplice per la convergenza puntuale e
per quella uniforme: il lettore non interessato allo sviluppo storico di questi
temi è invitato a sostituire i teoremi di convergenza di questo Capitolo con
quelli del Capitolo 7.

Un’altra questione interessante è il paragone fra serie di Fourier e serie
di Taylor. Sappiamo che la serie di Taylor (con centro, diciamo, 0) di una
funzione f ∈ C∞ è una serie di potenze. Essa converge alla funzione f , uni-
formemente all’interno dell’intervallo di convergenza, che è specificato dal
suo raggio di convergenza, non necessariamente finito. Laddove essa con-
verge, le sue somme parziali si ”adagiano” successivamente in modo via via
più aderente al grafico di f . Però basta cambiare il valore di f al centro di
sviluppo e la serie smette di esistere (perché f non è più continua).

Invece se si cambia il valore di f in un punto, o persino in un qualunque
insieme di misura zero, i coefficienti di Fourier non cambiano perché sono dati
da integrali. Vedremo che per una vasta classe di funzioni continue la serie
di Fourier converge uniformemente. Ma le somme parziali non seguono via
via meglio la geometria del grafico di f : esse si adagiano intorno al grafico di
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f in media, oscillandovi attorno, e coincidono con esso di solito solo in una
successione di punti nodali equispaziati in numero uguale all’ordine della
somma parziale.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

a

f1
0

Figura 5.2: Tipo di convergenza degli approssimanti di Fourier: punti nodali

Vedremo in seguito un altro paragone interessante fra sviluppi di Taylor e
di Fourier. Se si modifica una funzione f ∈ C∞ lontano dal centro di sviluppo
(in questo caso 0), la serie di Taylor non cambia (dipende solo dalle derivate di
f in 0), ma naturalmente non converge alla nuova funzione nell’intorno in cui
si è apportata la modifica se ci convergeva prima. Invece se si modifica una
funzione in un insieme di misura di Lebesgue positiva, tutti i coefficienti di
Fourier ovviamente cambiano, ma in ogni intervallo contenuto strettamente
nella zona dove la funzione non è stata modificata la somma della nuova serie
di Fourier coincide con quella della serie originale (principio di localizzazione:
Nota 5.9.10).
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5.6 Sviluppi di Fourier di funzioni periodiche
con periodo arbitrario

C’è una corrispondenza naturale fra le funzioni definite nell’intervallo [0, T ]
che verificano f(0) = f(T ) e le funzioni periodiche su R di periodo T (cioè
che verificano f(t+T ) = f(t) per ogni t ∈ R). Infatti, consideriamo la mappa
da

FT = {funzioni periodiche di periodo T}

a
F∗ [0, T ] = {funzioni f definite in [0, T ] con f(0) = f(T )}

data dalla restrizione, cioè dal considerare una funzione in FT come ristretta a
[0, T ]. Questa mappa è lineare e invertibile: l’inversa è data dal prolungamen-
to periodico a tutto R (di periodo T ) di una funzione definita originariamente
solo in [0, T ].

Se f ∈ L2 [0, T ], allora possiamo introdurre una norma L2 anche sulla
funzione f̃ che estende f a tutto R in maniera periodica:

∥∥∥f̃∥∥∥
2
=

√
1

T

∫ T

0

|f(t)|2 dt .

È chiaro che in questo modo introduciamo una norma L2 sullo spazio delle
funzioni su R periodiche di periodo T e di quadrato integrabile sul periodo.
Chiameremo questo spazio L2

∗ o, se necessario specificare il periodo, L2
T . È

anche chiaro che
ρ : L2

T → L2 [0, T ]

definita più sopra è un isomorfismo isometrico. In generale, per comodi-
tà, preferiamo rappresentare le funzioni come periodiche di periodo T anzi-
ché come definite solo in [0, T ]. Grazie al Lemma 5.1.1 possiamo scrivere i
coefficienti di Fourier come

ak =
2

T

∫ T/2

−T/2
f(t) cos

2πkt

T
dt

bk =
2

T

∫ T/2

−T/2
f(t) sin

2πkt

T
dt (5.9)
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ed in particolare, nel caso di T = 2π,

ak =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos kt dt

bk =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin kt dt.

Osserviamo che la condizione di periodicità in

CT = {f continue su R periodiche di periodo T}

si riduce alla condizione f(0) = f(T ) in C [0, T ] (che abbiamo già introdotto
in C∗ [0, T ]) (nella Sezione 2.4). Questa condizione è necessaria per poter
estendere una funzione continua in [0, T ] a una funzione continua su R e
periodica di periodo T . Invece essa non è necessaria per estendere funzioni
da L2 [0, T ] o Lp [0, T ] (1 ⩽ p <∞) a tutto R in maniera periodica, perché le
funzioni Lp in realtà sono classi di equivalenza (Definizione 1.16.16), in cui il
valore puntuale può essere modificato senza modificare la classe (cioè senza
cambiare la funzione), in qualunque insieme di misura di Lebesgue zero (in
particolare sulla successione {kT}k∈Z). Quindi tutto ciò che abbiamo detto
per L2 [0, T ] (o Lp [0, T ]) si può trasferire allo spazio

L2
T = {f : R 7→ C : f(t+ T ) = f(t) per quasi ogni t ∈ R

e

∫ T

0

|f(t)|2 dt <∞
}

(per Lp l’integrale è
∫ T
0
|f(t)|p dt).

Per semplicità, indichiamo L2
2π con L2

∗ e Lp2π con Lp∗.

5.7 Scelta del periodo
Dedichiamo una brevissima Sezione a questo argomento solo per enfasi. Nel
resto di questo libro, quando prenderemo in esame la trasformata di Fourier,
faremo uso di esponenziali complessi e2πiωt, dove la frequenza ω è un numero
reale arbitrario. Poiché in generale ω non è intero, questi esponenziali sono
funzioni periodiche ma con periodo diverso dall’uno all’altro. Nondimeno,
sarebbe naturale ora fissare l’attenzione su sistemi ortogonali fabbricati con
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gli esponenziali con frequenze intere e2πint, che sono periodici di periodo 1.
Invece, per evitare di trascinarci da una riga all’altra il fattore moltiplicativo
2π all’esponente, scegliamo, solo in questo Capitolo, esponenziali di periodo
2π, ossia del tipo eint. Mettiamo in guardia il lettore che questa scelta non
viene mantenuta nelle parti successive del libro, ad esempio nel Capitolo 10:
si veda la Nota 10.3.4 riguardo alla motivazione di queste scelte. Invitiamo
il lettore a modificare per esercizio ogni enunciato e dimostrazione di questo
Capitolo onde riportarlo al caso di periodo 1.

5.8 Somme di Dirichlet

Vogliamo trovare condizioni sotto le quali le somme parziali (5.4)

Sn(x) ≡ Snf(x) :=
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

della serie di Fourier convergono a f in L2, o nella norma uniforme, o almeno
puntualmente (per semplicità, in questa capitolo scriviamo Sn(x) invece di
Snf(x), senza ambiguità perché consideriamo sempre una stessa funzione f ,
ma nel seguito ritorniamo alla notazione completa). Per questo scopo dob-
biamo stimare Sn(x)− f(x).
Anticipiamo subito che il risultato per la norma L2 seguirà immediatamente
dalla identità di Parseval (Nota 4.3.3) dopo che avremo provato la comple-
tezza nello spazio di Hilbert L2 del sistema trigonometrico {cos nx, sin nx}:
questa completezza seguirà dal risultato relativo alla convergenza uniforme.
Anticipiamo anche che le stime classiche che stiamo per presentare sono fati-
cose e delicate: il lettore interessato ad una dimostrazione facile del risultato
sulla convergenza puntuale di serie di Fourier, ed a una facile di un risultato
più debole sulla convergenza uniforme, può rimpiazzare una parte di questo
Capitolo con la Sezione 7.2.

Cominciamo con lo studiare Sn(x). Segue dalle espressioni di ak e bk date
nelle formule (5.4) che
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Sn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt+
1

π

n∑
k=1

∫ 2π

0

f(t) (cos kt cos kx+ sin kt sin kx) dt

=
1

π

∫ 2π

0

[
1

2
+

n∑
k=1

cos(k(t− x))

]
f(t) dt

≡ 1

π

∫ 2π

0

Dn(t− x)f(t) dt

dove
Dn(x) =

1

2
+

n∑
k=1

cos kx

si chiama somma di Dirichlet di ordine n.

Proposizione 5.8.1. (i) Per ogni n, Dn è pari.

(ii) Per ogni n
1

π

∫ 2π

0

Dn(u) du = 1 .

Dimostrazione. È ovvia. Ad esempio, per provare la parte (ii), si osservi che

1

π

∫ 2π

0

Dn(u) du =
1

π

∫ 2π

0

1

2
du+

1

π

n∑
k=1

∫ 2π

0

cos(ku) du

=
1

2π

∫ 2π

0

du = 1 .

tu
Allora si ha

Sn(x) =
1

π

∫ 2π

0

Dn(x− t)f(t) dt ≡ 1

π
(Dn ∗ f) (x) ,

dove il simbolo ∗ rappresenta l’operazione di convoluzione, definita, per h, f
in L1 e periodiche di periodo 2π, da

h ∗ f(x) =
∫ 2π

0

h(x− t)f(t) dt .



5.8. SOMME DI DIRICHLET 523

Per maggiori dettagli si veda la Sezione 6.1 in seguito, in particolare la
Definizione 6.1.2.
Osserviamo anche che, dal momento che Dn é pari, si ha

Sn(x) =
1

π

∫ 2π

0

Dn(x− t)f(t) dt =
1

π

∫ 2π

0

Dn(u)f(u+ x) du =
1

π

∫ 2π

0

Dn(u)f(x− u) du.(5.10)

Ora troviamo una formula esplicita (non solo come sommatoria) per le somme
di Dirichlet Dn.
Proposizione 5.8.2. Per ogni n

Dn(x) =


sin((n+ 1

2
)x)

2 sin x
2

se x 6= 2mπ m ∈ Z
n+ 1

2
se x = 2mπ m ∈ Z.

Dimostrazione. Se x = 2πm con m ∈ Z, allora cos kx = 1 e Dn(x) = n + 1
2
.

Invece, se x 6= 2mπ m ∈ Z, si ha eix 6= 1, e quindi, per la formula di somma
geometrica (Sezione 1.1) si ha

Dn(x) =
1

2
+

n∑
k=1

cos kx (5.11)

=
1

2
+ Re

(
n∑
k=1

eikx

)

= −1

2
+ Re

(
n∑
k=0

eikx

)

= −1

2
+ Re

(
1− ei(n+1)x

1− eix

)
.

Ma
1− ei(n+1)x

1− eix
=

ei(n+1)x − 1

eix − 1

=
1

ei
x
2

ei(n+1)x − 1

ei
x
2 − e−i

x
2

=
1

2iei
x
2

ei(n+1)x − 1

sin x
2

=
−ie−ix2

(
ei(n+1)x − 1

)
2 sin x

2

.
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Poiché, se z = x + iy ∈ C, si ha Re(iz) = Re(ix − y) = − Im(z), da questo
segue:

Re

(
1− ei(n+1)x

1− eix

)
=

Im
(
e−i

x
2

(
ei(n+1)x − 1

))
2 sin x

2

=
Im
(
ei(n+

1
2
)x − e−i

x
2

)
2 sin x

2

=
sin(n+ 1

2
)x+ sin x

2

2 sin x
2

=
sin(n+ 1

2
)x

2 sin x
2

+
1

2
.

tu

Nota 5.8.3. L’identità

Dn(x) =
sin
(
(n+ 1

2
)x
)

2 sin x
2

se x 6= 2kπ, k ∈ Z

si può anche dimostrare per induzione.

Dimostrazione. L’identità è vera per n = 0: in tal caso D0(x) =
1
2
.

Inoltre, se è vera per n = n0 − 1, cioè se

1

2
+

n0−1∑
k=1

cos kx =
sin
(
(n0 − 1

2
)x
)

2 sin x
2

,

allora rimane vera per n = n0. Infatti,
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1

2
+

n0∑
k=1

cos kx =
1

2
+

n0−1∑
k=1

cos kx+ cosn0x

=
sin
(
(n0 − 1

2
)x
)

2 sin x
2

+ cosn0x

=
sin
(
(n0 − 1

2
)x
)
+ 2 cosn0x sin

x
2

2 sin x
2

=
sinn0x cos

x
2
− cosn0x sin

x
2
+ 2 cosn0x sin

x
2

2 sin x
2

=
sinn0x cos

x
2
+ cosn0x sin

x
2

2 sin x
2

=
sin
(
(n0 +

1
2
)x
)

2 sin x
2

.

tu

5.9 Stime puntuali ed uniformi per il resto
n-esimo della serie di Fourier

Grazie al Lemma 5.1.1, è equivalente calcolare gli integrali sull’intervallo
[−π, π] invece di [0, 2π]. Allora segue dalla identità (5.10) e dalla Proposizione
5.8.1 (ii) che per ogni n e per ogni x

Snf(x)− f(x) =
1

π

∫ π

−π
Dn(u) (f(x+ u)− f(x)) du (5.12)

=
1

π

∫ π

−π
Dn(u) (∆uf) (x) du

dove ∆uf è l’incremento di f di passo u:

Definizione 5.9.1. ∆uf(x) = f(x+ u)− f(x).
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Ora dalla Proposizione 5.8.2 segue che, per −π < x < π,

Dn(x) =
sin
(
(n+ 1

2
)x
)

2 sin x
2

(5.13)

=
sinnx cos x

2
+ cosnx sin x

2

2 sin x
2

=
sinnx

2 tg x
2

+
1

2
cosnx.

Teorema 5.9.2. Per ogni f ∈ L1
∗ (cioè periodica di periodo, diciamo, 2π

ed integrabile con integrale finito sul periodo), per ogni n, ogni x e ogni
η ∈ (0, π), si ha

Snf(x)− f(x) =
1

π

∫ π

−π

(
sinnu

2 tg u
2

+
1

2
cosnu

)
(∆uf) (x) du

=
1

π

∫ η

−η

sinnu

u
(∆uf) (x) du+ ρn(x, η)

dove ρn(x, η) converge a zero quando n → ∞, puntualmente per ogni x ed
uniformemente rispetto a x in ogni intervallo chiuso a ⩽ x ⩽ b dove f è
limitata.

Dimostrazione. Da (5.12) e (5.13) si ottiene

Snf(x)− f(x) =
1

π

∫ η

−η

sinnu

2 tg u
2

(∆uf) (x) du

+
1

π

∫
η<|u|<π

sinnu

2 tg u
2

(∆uf) (x) du

+
1

2π

∫ π

−π
cosnu (∆uf) (x) du.

Perciò

Snf(x)− f(x) =
1

π

∫ η

−η

sinnu

u
(∆uf) (x) du+ ρn(x, η)
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dove

ρn(x, η) =
1

π

∫ π

−π
sinnu α̃(u) (∆uf) (x) du

+
1

2π

∫ π

−π
cosnu (∆uf) (x) du

e

α̃(u) =


1

2 tg u
2
− 1

u
se − η < u < η,

1
2 tg u

2
se η ⩽ |u| < π.

Ora poniamo

α(u) =


1
π
α̃(u) se − η < u < η,

0 altrimenti.
(5.14)

e

β(u) =


1
2π

se − π < u < π,

0 altrimenti.
(5.15)

Quindi possiamo riscrivere ρn(x, η) come segue:

ρn(x, η) =

∫ ∞

−∞
sinnuα(u) (∆uf) (x) du

+

∫ ∞

−∞
cosnuβ(u) (∆uf) (x) du . (5.16)

Per completare la dimostrazione abbiamo bisogno di alcuni risultati pre-
liminari.

Lemma 5.9.3. La funzione α definita in (5.14) nella dimostrazione del
Teorema 5.9.2 è limitata.

Dimostrazione. Per 0 < |u| < η < π,

1

2 tg u
2

− 1

u
=
u− 2 tg u

2

2u tg u
2

=
O(u3)

O(u2)
= O(u) per u→ 0,
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in base allo sviluppo di Taylor di tg u con centro in 0.
Perciò

1

2 tg u
2

− 1

u

tende a zero per u → 0, e ovviamente è limitata in ogni intervallo chiuso
[−π,−ε] ∪ [ε, π] (si osservi che 1

2 tg t
2

→ 0 se t→ ±π). Quindi tale funzione è
limitata in [−π, π] per ogni η (da una costante che dipende da η). tu

Lemma 5.9.4. (La traslazione è un operatore continuo su L1.) Per
ogni f ∈ L1(R)

lim
δ→0

∫ ∞

−∞
|f(x+ δ)− f(x)| dx = 0

Più in generale, per ogni f ∈ Lp(R), con 1 ⩽ p <∞ si ha limδ→0 ‖λf−f‖p =
0 e, se f è uniformemente continua, anche limδ→0 ‖λf − f‖∞ = 0.

Dimostrazione. Sappiamo che lo spazio Cc(R) delle funzioni continue a sup-
porto compatto è denso in L1(R) (Proposizione 1.18.6): per ogni ε > 0, per
ogni f ∈ L1(R) esiste g ∈ Cc(R) tale che

‖f − g‖1 =
∫ ∞

−∞
|f(x)− g(x)| dx < ε

3
.

Allora, grazie all’identitá

f(x+ δ)− f(x) = f(x+ δ)− g(x+ δ) + g(x+ δ)− g(x) + g(x)− f(x)

ed all’invarianza per traslazione della misura di Lebesgue su R,∫ ∞

−∞
|f(x+ δ)− f(x)| dx ⩽

∫ ∞

−∞
|f(x+ δ)− g(x+ δ)− f(x) + g(x)| dx

+

∫ ∞

−∞
|g(x+ δ)− g(x)| dx

⩽ 2 ‖f − g‖1 +
∫ ∞

−∞
|g(x+ δ)− g(x)| dx

⩽ 2

3
ε+

∫ ∞

−∞
|g(x+ δ)− g(x)| dx. (5.17)

Basta quindi dimostrare che∫ ∞

−∞
|g(x+ δ)− g(x)| dx < ε

3
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se δ è sufficientemente piccolo, cioè che l’enunciato è vero quando g è con-
tinua a supporto compatto. Sia K il supporto di g e m(K) la sua misura
(cioè m(K) =

∫
K
dx). Poiché una funzione continua a supporto compatto è

uniformemente continua per il Teorema di Heine (Teorema 1.8.6), allora per
ogni ε > 0 esiste ρ tale che, se δ < ρ,

|g(x+ δ)− g(x)| < ε

6m(K)

per tutti gli x. Osserviamo anche che la funzione h(x) = g(x + δ) − g(x)
ha supporto in K ∪ (K − δ), perché g(x) = 0 se x /∈ K e g(x + δ) = 0 se
x+ δ /∈ K, cioè se x /∈ K − δ.
Perciò, grazie all’invarianza per traslazione della misura di Lebesgue, ora si
ha ∫ ∞

−∞
|g(x+ δ)− g(x)| dx =

∫
K∪(K−δ)

|g(x+ δ)− g(x)| dx

⩽
∫
K

|g(x+ δ)− g(x)| dx

+

∫
K−δ

|g(x+ δ)− g(x)| dx

⩽ ε

6m(K)
(m(K) +m(K − δ)) =

ε

3
.

La dimostrazione per 1 < p < ∞ è analoga (utilizza allo stesso modo il
fatto che le funzioni continue a supporto compatto sono dense in Lp), mentre
per le funzioni continue basta osservare che la continuità della traslazione
è equivalente alla uniforme continuità. Nel caso di funzioni periodiche, la
dimostrazione per Lp è identica. tu

Lo stesso argomento vale per funzioni in L1
∗ (in tal caso in (5.17) si usa il

Lemma 5.1.1 invece dell’invarianza per traslazione della misura di Lebesgue
su R). Nel caso di funzioni in C∗ non occorre qui assumere l’uniforme conti-
nuità, perché essa è automaticamente verificata per le funzioni continue sui
compatti grazie al Teorema di Heine. Enunciamo esplicitamente il risultato
per uso futuro:
Lemma 5.9.5. Per ogni f ∈ L1

∗

lim
δ→0

∫ π

−π
|f(x+ δ)− f(x)| dx = 0.
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Se f ∈ Lp∗, si ha limδ→0 ‖λf − f‖Lp
∗ = 0 e, se f ∈ C∗, anche limδ→0 ‖λf −

f‖∞ = 0.

Lemma 5.9.6. (Riemann–Lebesgue). Per ogni f ∈ L1(R),

lim
ω→±∞

∫ ∞

−∞
f(x) cosωx dx = 0 = lim

ω→±∞

∫ ∞

−∞
f(x) sinωx dx .

Nota 5.9.7. Per ω ∈ Z, questo fatto era già stato osservato nel caso di
f ∈ L2 [0, 2π], come conseguenza immediata della disuguaglianza di Bessel
(si veda la Proposizione 5.2.4). Abbiamo osservato nella dimostrazione del
Lemma 5.9.5 che, per ogni T > 0, le funzioni continue con supporto compat-
to in [−T, T ] sono dense in L1[−T, T ]. D’altra parte, L2[−T, T ] ( L1[−T, T ]
(Proposizione 1.17.1), e siccome L2[−T, T ] contiene C[−T, T ] anche esso è
denso in L1[−T, T ].
Da qui segue facilmente che, per n ∈ N, il fatto (che sapevamo fin da prima)
che

lim
n→∞

1

T

∫ T

−T
f(t) cos

2πkt

T
dt = 0 = lim

n→∞

1

T

∫ T

−T
f(x) sin

2πkt

T
dt

implica già che l’enunciato del Lemma di Riemann–Lebesgue vale per ogni
f ∈ L1(R), purché ω sia intero: cioè, che i coefficienti di Fourier di funzioni
in L1(R) tendono a zero all’infinito. Infatti, per ogni ε > 0 scegliamo T e fT
come sopra: o meglio, 1

T
‖f − fT‖1 < ε/2. Poi scegliamo N > 0 tale che, per

ogni |k| > N , si abbia 1
T

∫ T
−T f(t) cos(2πkt/T ) dt < ε/2, ed analogamente con

sin(2πkt/T ). Allora i coefficienti di Fourier di fT rispetto ai coseni verificano∣∣∣∣ 1T
∫ ∞

−∞
f(t) cos(2πkt/T ) dt− 1

T

∫ ∞

−∞
fT (t) cos(2πkt/T ) dt

∣∣∣∣ ⩾ 1

T
‖f−fT‖1 <

ε

2
.

D’altra parte, abbiamo già osservato che i coefficienti di Fourier

ak =
1

T

∫ T

−T
fT (t) cos(2πkt/T ) dt =

1

T

∫ ∞

−∞
fT (t) cos(2πkt/T ) dt

della funzione fT continua (e quindi in L2
∗) tendono a zero all’infinito grazie

alla disuguaglianza di Bessel. Pertanto, se k è abbastanza grande, |ak| < ε/2,
e ∣∣∣∣ 1T

∫ ∞

−∞
f(t) cos(2πkt/T ) dt

∣∣∣∣ ⩾ 1

T
‖f − fT‖1 + |ak| <

ε

2
+
ε

2
= ε
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e quindi
∣∣∣ 1T ∫ T∞−∞ f(t) cos(2πkt/T ) dt

∣∣∣ → 0 quando |k| → ∞. Lo stesso vale
per i coefficienti di Fourier rispetto ai seni.

Il Lemma di Riemann–Lebesgue estende questo risultato a frequenze di
oscillazione non intere. tu

Dimostrazione del Lemma 5.9.6. Basta mostrare che∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x) cosωx dx

∣∣∣∣ ⩽ 1

2

∫ ∞

−∞

∣∣∣f (x+ π

ω

)
− f(x)

∣∣∣ dx (5.18)

ed analogamente∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x) sinωx dx

∣∣∣∣ ⩽ 1

2

∫ ∞

−∞

∣∣∣f (x+ π

ω

)
− f(x)

∣∣∣ dx . (5.19)

Infatti queste disuguaglianze, una volta dimostrate, implicano l’enunciato
grazie al Lemma 5.9.4 che ci dà

lim
ω→±∞

∫ ∞

−∞

∣∣∣f (x+ π

ω

)
− f(x)

∣∣∣ dx = 0 .

Dimostriamo la disuguaglianza (5.18):∫ ∞

−∞
f(x) cosωx dx =

∫ ∞

−∞
f
(
x+

π

ω

)
cos
(
ω
(
x+

π

ω

))
dx

= −
∫ ∞

−∞
f
(
x+

π

ω

)
cosωx dx

dalla formula di addizione del coseno, o più semplicemente perché

cos
(
ω
(
x+

π

ω

))
= cos(ωx+ π) = − cosωx .

Quindi∫ ∞

−∞
f(x) cosωx dx =

1

2

∫ ∞

−∞

(
f(x) cosωx− f

(
x+

π

ω

)
cosωx

)
dx (5.20)

e, poiché |cos(ωx)| ⩽ 1,∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x) cosωx dx

∣∣∣∣ ⩽ 1

2

∫ ∞

−∞

∣∣∣f (x+ π

ω

)
− f(x)

∣∣∣ dx .
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Analoga dimostrazione vale nel caso della funzione seno. tu
Continuazione della dimostrazione del Teorema 5.9.2.

In virtù di (5.16) e del Lemma 5.9.3, per ottenere la parte dell’enunciato
del Teorema 5.9.2 che concerne la convergenza puntuale basta mostrare che,
per ogni x ∈ R, per ogni f ∈ L1(R), per ogni g L∞ a supporto compatto
(diciamo in [−π, π]) e per ogni 0 < η < π fissato,

ρ+n (x, η) =

∫ ∞

−∞
sinnu g(u) (∆uf) (x) du (5.21)

=

∫ ∞

−∞
sinnu g(u)f(x+ u) du− f(x)

∫ ∞

−∞
sinnu g(u) du

e

ρ−n (x, η) =

∫ ∞

−∞
cosnu g(u) (∆uf) (x) du (5.22)

=

∫ ∞

−∞
cosnu g(u)f(x+ u) du− f(x)

∫ ∞

−∞
cosnu g(u) du

convergono a 0 quando n→ ∞.
Ma g è limitata e a supporto in [−π, π], quindi g ∈ L1 [−π, π]. Inoltre
f ∈ L1(R), quindi, per ogni x, la funzione k(u) = g(u)f(x + u) è in L1(R),
perché ‖k‖1 ⩽ ‖g‖∞‖f‖1. Perciò i due integrali dell’ultimo membro di (5.21)
e (5.22) convergono a zero per il Lemma 5.9.4.

Resta da dimostrare l’uniformità della convergenza rispetto a x, negli
intervalli I = [a, b] in cui f è limitata: diciamo supI |f(x)| = C < ∞. Ma in
questi intervalli il secondo termine nell’ultimo membro di (5.21) converge a
zero uniformemente rispetto a x: se n è sufficientemente grande, allora∣∣∣∣∫ ∞

−∞
sinnu g(u) du

∣∣∣∣ < ε

per il Lemma 5.9.6, e quindi∣∣∣∣f(x) ∫ ∞

−∞
sinnu g(u) du

∣∣∣∣ < Cε.

Quindi per completare la dimostrazione del Teorema 5.9.2 basta provare il
seguente enunciato:
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Proposizione 5.9.8. (Convergenza uniforme nel Lemma di Riemann–
Lebesgue.) Se f ∈ L1

∗ (o più precisamente, periodica ed integrabile su un
periodo con integrale finito) e g è limitata, misurabile ed a supporto compatto,
allora

∫ ∞

−∞
sinnu g(u) f(x+ u) du e

∫ ∞

−∞
cosnu g(u) f(x+ u) du

convergono a zero quando n → ∞ uniformemente rispetto a x in ogni
intervallo [a, b].

La maggior parte della asserzione della Proposizione 5.9.8 è contenuta
nel seguente lemma, che enunciamo per una frequenza reale ω invece che
una frequenza intera n perché la dimostrazione è identica, visto che nel suo
enunciato non ci sono più requisiti di periodicità di periodo 2π.

Lemma 5.9.9. Siano f, g ∈ L1(R) con g limitata. Allora

lim
ω→±∞

∫ ∞

−∞
sin(ωu) g(u) f(x+ u) du = 0

e
lim

ω→±∞

∫ ∞

−∞
cos(ωu)g(u)f(x+ u) du = 0

uniformemente rispetto a x.

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalle disuguaglianze (5.18) e (5.19)
del Lemma 5.9.6 e dal Lemma 5.9.4. Infatti, per la densità di Cc(R) in L1(R)
(Proposizione 1.18.6), si ha che per ogni ε > 0 esiste h ∈ Cc(R) tale che

‖f − h‖1 <
ε

2 ‖g‖∞
.

Quindi per (5.18)∣∣∣∣∫ ∞

−∞
cos(ωu) g(u) f(u+ x) du

∣∣∣∣
⩽ 1

2

∫ ∞

−∞

∣∣∣g (u+ π

ω

)
f
(
u+

π

ω
+ x
)
− g(u)f(x+ u)

∣∣∣ du .
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Ma

g
(
u+

π

ω

)
f
(
u+

π

ω
+ x
)
− g(u)f(u+ x)

= g
(
u+

π

ω

)(
f
(
u+

π

ω
+ x
)
− f(u+ x)

)
+
(
g
(
u+

π

ω

)
− g(u)

)
(f(u+ x)− h(u+ x))

+
(
g
(
u+

π

ω

)
− g(u)

)
h(u+ x) .

Poiché ∣∣∣g (u+ π

ω

)
− g(u)

∣∣∣ ⩽ 2 ‖g‖∞ per ogni u,

dalla disuguaglianza precedente segue∣∣∣∣∫ ∞

−∞
cosnu g(u)f(u+ x) du

∣∣∣∣
⩽ 1

2
‖g‖∞

∫ ∞

−∞

∣∣∣f (u+ π

ω
+ x
)
− f(x+ u)

∣∣∣ du
+ ‖g‖∞‖f − h‖1 +

1

2
‖h‖∞

∫ ∞

−∞

∣∣∣g(u+ π

ω
)− g(u)

∣∣∣ du . (5.23)

Si noti che il secondo membro non dipende più da x (per vederlo, basta
cambiare la variabile da u a t = u+x nel primo integrale a secondo membro).
Quindi, se dimostriamo che è minore di ε per |ω| abbastanza grande, abbiamo
dimostrato la convergenza uniforme rispetto a x. A questo fine notiamo che,
grazie al Lemma 5.9.5, per ogni ε esiste Ω > 0 tale che, se |ω| > Ω, allora

∫ ∞

−∞

∣∣∣f (u+ π

ω

)
− f(u)

∣∣∣ du < ε

2‖g‖∞∫ ∞

−∞

∣∣∣g (u+ π

ω

)
− g(u)

∣∣∣ du < ε

2‖h‖∞
.
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Ricordiamo che h è stato scelto in maniera che ‖f − h‖1 < ε/(2‖g‖∞). Per
questi ω segue quindi (5.23) che∣∣∣∣∫ ∞

−∞
cosnu g(u)f(u+ x) du

∣∣∣∣ < 1

2

ε

2
+

1

2
‖h‖∞

ε

2‖h‖∞
+ ‖g‖∞‖f − h‖1

=
ε

4
+
ε

4
+
ε

2
= ε.

La dimostrazione per l’integrale∣∣∣∣∫ ∞

−∞
cosnu g(u)f(u+ x) du

∣∣∣∣
è identica. tu

Fine della dimostrazione del Teorema 5.9.2: uniformità rispetto a x della
convergenza. Come abbiamo visto, basta ormai dedurre la Proposizione 5.9.8
dal Lemma 5.9.9.
Dimostrazione della Proposizione 5.9.8. Ora f ∈ L1

∗ è periodica di periodo,
diciamo, K (nel Teorema 5.9.2 il periodo è 2π). Perciò f /∈ L1(R) e non pos-
siamo applicare il Lemma 5.9.9 direttamente. Però g è a supporto compatto.
Sia T > 0 tale che il supporto di g sia contenuto nell’intervallo [−T, T ] (nel
Teorema 5.9.2 si ha T = π). Dobbiamo limitare l’attenzione all’intervallo
a ⩽ x ⩽ b in cui f è limitata. Allora, se u ∈ supp(g) ⊂ [−T, T ], si ha
x+ u ∈ [a− T, b+ T ]. Quindi

∫ ∞

−∞
|cosnu g(u)f(u+ x)| du =

∫ T

−T
|cosnu g(u)f(u+ x)| du

=

∫ T

−T

∣∣∣cosnu g(u)f̃(u+ x)
∣∣∣ du

dove
f̃(t) =

{
f(t) se t ∈ [a− T, b+ T ]
0 altrimenti.

Ora questa funzione f̃ è a supporto compatto e, dove non è nulla, coincide
con la funzione f , che è periodica di periodo K ed integrabile su un intervallo
lungo un periodo: ∫ K

0

|f(x)| dx <∞.
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Notiamo che, per la periodicità, |f | ha integrale finito su ogni intervallo di
lunghezza finita. Pertanto f̃ ∈ L1(R). Ora, finalmente, il Lemma 5.9.9 si
applica, e l’integrale ∫ ∞

−∞
cosnu g(u)f(u+ x) du

converge uniformemente a zero per n→ ∞.
La dimostrazione per l’integrale∫ ∞

−∞
sinnu g(u)f(u+ x) du

è identica. tu

Nota 5.9.10. (Principio di localizzazione.) Dal Teorema 5.9.2 segue che
la somma della serie di Fourier di una funzione f ad un punto x dipende
solo dai valori di f in un intorno arbitrariamente piccolo di x, e che il limite
uniforme della serie di Fourier in un intervallo I su cui f è limitata dipen-
de solo dai valori di f in un intorno arbitrariamente piccolo dell’intervallo
I. Questo fatto è sorprendente, perché i coefficienti di Fourier dipendono
invece dai valori di f su tutto il periodo. Di più, vedremo nella Sezione 5.18
che, se f è continua e periodica e g si ottiene da f modificando f in un in-
tervallo arbitrariamente piccolo, ma introducendo un salto, allora l’ordine di
infinitesimo dei coefficienti di Fourier di g cambia rispetto a quello di f : essi
tendono ancora a zero, ma più lentamente di almeno un ordine di grandezza.
Eppure, nonostante questo, la somma della serie di Fourier di g coincide con
quella di f dove le due funzioni coincidono, e addirittura i limiti uniformi
degli approssimanti di Fourier coincidono negli intervalli in un intorno dei
quali le due funzioni coincidono. tu

5.10 Visualizzazione geometrica del Lemma
di Riemann–Lebesgue: modulazione di
ampiezza e cancellazioni

Il Teorema 5.9.2 è stato dimostrato grazie alle cancellazioni negli integrali di
funzioni oscillanti, come la funzione sinnu

u
. Queste proprietà di cancellazione
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sono state sfruttate nel Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6 e nella Proposi-
zione 5.9.8 sulla convergenza uniforme di integrali oscillanti. Vediamo come
visualizzare il Lemma di Riemann–Lebesgue in termini di cancellazioni di
integrali.

Sia f una funzione (o “segnale”) in L1(R).

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
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Figura 5.3: Un segnale a variazione lenta con grafico a campana

Il grafico di f(t) sin(ωt) si ottiene da quello di sin(ωt) mediante una modu-
lazione di ampiezza f(t) come illustrato nei grafici seguenti:
Il segnale così modulato ha un grafico con oscillazioni positive e negative.
Se f è continua e a supporto compatto, queste oscillazioni danno luogo a
contributi di segno opposto nell’integrale.
In tal caso, quando la frequenza ω aumenta, due oscillazioni consecutive
racchiudono quasi la stessa area, ma con segni opposti nelle zone in cui
f 6= 0. Se f si annulla in x0, le oscillazioni intorno a x0 possono essere dello
stesso segno, ma sono comunque piccole. Il grafico diventa:
È intuitivo che l’integrale risultante presenti cancellazioni via via più precise
quando |ω| aumenta, e quindi tende a zero se ω → ∞. Se f non è continua,
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Figura 5.4: Un segnale sinusoidale

allora per grandi ω due oscillazioni consecutive potrebbero non cancellarsi
abbastanza bene, perché i valori di f possono cambiare di colpo. (Ma se f
è integrabile secondo Riemann, il Teorema di Lebesgue 1.9.37 dice che essa
ha variazione che tende a zero in intorno appropriatamente piccoli di ciascun
punto eccetto che su un insieme di misura di Lebesgue zero).
In questo caso, abbiamo approssimato f con funzioni continue a supporto
compatto, ed usato per queste il principio delle cancellazioni. Questo è lo
spirito della dimostrazione del Lemma 5.9.6.

5.11 Le condizioni di Lipschitz e di Hölder:
gli spazi Lip(α)

Definizione 5.11.1. (i) Una funzione definita su un intervallo (a, b) o su
tutto R verifica la condizione di Lipschitz se esiste M tale che per ogni
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Figura 5.5: Un segnale sinusoidale rapidamente oscillante

x1, x2 nel dominio di definizione di f si abbia

|f(x1)− f(x2)| < M |x1 − x2|.

La più piccola costante M che verifica la disuguaglianza si chiama
costante di Lipschitz (ovviamente essa dipende dalla scelta di f).

(ii) Una funzione f : (a, b) 7→ C (ovvero f : R 7→ C) verifica la condizione
di Hölder di ordine α > 0 se esiste M tale che per ogni x1, x2 nel
dominio di definizione di f si abbia

|f(x1)− f(x2)| < M |x1 − x2|α.

La più piccola costante M che verifica tale disuguaglianza si chiama
costante di Hölder (dipende da f).
In particolare, la condizione di Hölder di ordine α = 1 coincide con la
condizione di Lipschitz.
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Figura 5.6: Modulazione del segnale a campana con il segnale sinusoidale ad oscillazione
rapida

(iii) Lo spazio

{f : (a, b) 7→ C : f soddisfa la condizione di Hölder di ordine α}

si indica con Lip(α) o anche Lipα([a, b]) (e analogamente per le funzioni
definite su tutto R).

(iv) Una funzione f : (a, b) 7→ C (ovvero f : R 7→ C) verifica la condizione
di Hölder locale di ordine α > 0 al punto x ∈ (a, b) se ∃M = Mx tale
che per ogni x1 ∈ (a, b) si abbia

|f(x)− f(x1)| < Mx|x− x1|α.

Esercizio 5.11.2. Si mostri che dalla Definizione 5.11.1 segue immediatamente
che sia le funzioni Lipschitziane sia quelle Hölderiane sono uniformemente
continue (Definizione 1.8.2).
Suggerimento: si applichi il teorema del confronto (Sezione 1.1). tu
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Nota 5.11.3. Per α > 1 lo spazio Lip(α) consiste solo delle costanti. Infatti,
se f ∈ Lip(α) con α > 1, si ha: per ogni x nel dominio di f , per ogni h > 0
tale che x+ h nel dominio di f ,

|f(x+ h)− f(x)| < M |h|α

e quindi ∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ < M |h|α−1 → 0

per h→ 0.
Perciò la derivata f ′ esiste ed è nulla ovunque. Quindi f è costante.
Ne segue che Lip(α) è banale per α > 1. Da qui in avanti considereremo solo
gli spazi Lip(α) con α ⩽ 1. tu

Nota 5.11.4. È chiaro che Lip(α) è uno spazio vettoriale. Infatti è ovvio
che per ogni c ∈ C e per ogni f ∈ Lip(α) si ha cf ∈ Lip(α). Inoltre se
f, g ∈ Lip(α) anche f + g ∈ Lip(α), perché

|(f + g)(x1)− (f + g)(x2)| = |f(x1)− f(x2) + g(x1)− g(x2)|
⩽ |f(x1)− f(x2)|+ |g(x1)− g(x2)|
⩽ M1|x1 − x2|α +M2|x1 − x2|α

⩽ M |x1 − x2|α.

tu

Nota 5.11.5. (i) Se f ∈ Lip(1) è derivabile, allora |f ′(x)| è limitata dalla
costante di Lipschitz.

(ii) f ∈ Lip(1) non implica che f sia derivabile.

Dimostrazione.

(i) Se f ∈ Lip(1) ed esiste f ′(x), allora |f(x+ h)− f(x)| < M |h| e quindi

|f ′(x)| = lim
h→0

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ ⩽M.
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(ii) Il seguente è un esempio di una funzione f definita ovunque che verifica
la condizione di Lipschitz ma non è derivabile in 0: f(x) = |x|.
Infatti, per la disuguaglianza triangolare [19, Cap. 16 (Appendice)],

|f(x1)− f(x2)| = ‖x1| − |x2|| ⩽ |x1 − x2| .

Quindi f soddisfa la condizione di Lipschitz con costante di Lipschitz
uguale a 1.

tu

L’esempio precedente si generalizza alle funzioni hölderiane nel modo
seguente.
Esempio 5.11.6. Per 0 < α < 1 la funzione fα(x) = |x|α soddisfa la condizione
di Hölder di ordine α con costante di Hölder uguale a 1, ma non è derivabile
in 0.
Dimostrazione. È ovvio che f non è derivabile in 0 per 0 < α < 1. Si ha, per
x1 6= x2,

|fα(x1)− fα(x2)|
|x1 − x2|α

=
||x1|α − |x2|α|
|x1 − x2|α

. (5.24)

Supponiamo |x1| > |x2| e poniamo t =
∣∣∣x1x2 ∣∣∣ > 1. Poiché |x1−x2| ⩾ |x1|−|x2|

(disuguaglianza triangolare) si ha∣∣∣∣x1 − x2
x2

∣∣∣∣α ⩾
∣∣∣∣∣∣∣∣x1x2

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣α = (t− 1)α.

Quindi, dividendo per |x2|α il numeratore ed il denominatore del membro di
destra nella (5.24), si ottiene

|fα(x1)− fα(x2)|
|x1 − x2|α

⩽ tα − 1

(t− 1)α
:= φα(t).

Il secondo membro φα è una funzione crescente in (1,∞) perchè φ′
α(t) > 0 per

ogni t ⩾ 1. È chiaro che limt→∞ φα(t) = 1. Ponendo s = t−1 e rammentando
lo sviluppo in serie di potenze della serie binomiale (1.17), si vede che

lim
t→1+

φα(t) = lim
s→0+

(1 + s)α − 1

sα
= lim

s→0+

αs

sα
= 0 .
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Quindi
sup {φα(t), 1 < t <∞} = 1.

Perciò fα è hölderiana con costante di Hölder uguale a 1. tu

Proposizione 5.11.7. Se f è derivabile in (a, b) (o in R) con derivata
limitata allora f verifica la condizione di Lipschitz con costante di Lipschitz
uguale a ‖f ′‖∞.

Dimostrazione. Per il Teorema del Valor Medio di Lagrange (Sezione 1.1)
per ogni x1 < x2 esiste ξ ∈ (x1, x2) tale che

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1)

e quindi
|f(x2)− f(x1)| ⩽ ‖f ′‖∞|x2 − x1|.

tu

Definizione 5.11.8. Si dice che una funzione f definita in [a, b] (o in R)
è continua a tratti se esiste eccetto che per un numero finito di punti {xi}
in ogni intervallo di lunghezza finita, e per ciascuno di tali punti xi esistono
finiti i limiti

lim
x→x+i

f(x) e lim
x→x−i

f(x)

(in altre parole se f ha un numero finito di discontinuità in ogni intervallo di
lunghezza finita, tutte di prima specie, cioè a salto finito).
Si dice che f è C1 a tratti se f e f ′ sono continue a tratti, ossia se esiste
un numero finito di punti {xi} in ogni intervallo di lunghezza finita, tali che
f ∈ C1(xi, xi+1) per ogni i e per ciascuno di tali punti xi esistono finiti i
limiti

lim
x→x+i

f(x) e lim
x→x−i

f(x)

e
lim
x→x+i

f ′(x) e lim
x→x−i

f ′(x) .

Nota 5.11.9. Se f è C1 a tratti, allora è continua a tratti con discontinuità
costituite da punti di salto di ampiezza finita. Infatti, siano come sopra {xi}
i punti di salto di f ′. Su ciascun intervallo [xi−1, xi] la funzione f ′ si estende
ad una funzione Fi continua, quindi limitata. Ovviamente f è continua
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all’interno di questi intervalli, essendo ivi derivabile. Inoltre, fissiamo un
punto ξ nell’intervallo (xi−1, xi). Allora, per il Teorema Fondamentale del
Calcolo (Teorema 1.27.1), limx→x−i

f(x) = f(ξ) +
∫ xi
ξ
f ′(t) dt è finito, e lo

stesso risultato vale per limx→x+i−1
f(x). Quindi tutte le discontinuità di f

sono salti finiti. tu

Proposizione 5.11.10. Una funzione continua e C1 a tratti definita in un
intervallo [a, b] di lunghezza finita soddisfa la condizione di Lipschitz.

Dimostrazione. Siano x1 < x2 < · · · < xn i punti di salto di f ′ nell’intervallo
(a, b). Per ogni i = 1, . . . , n − 1 nell’intervallo aperto (xi, xi+1) esiste f ′ ed
inoltre esistono i limiti

lim
x→x+i

f ′(x) e lim
x→x−i

f ′(x).

Poniamo x0 = a e xn+1 = b. Abbiamo visto nella Nota 5.11.9 precedente
che f ′ si estende a una funzione continua Fi nell’intervallo chiuso [xi, xi+1]
(cautela: poiché f ′ ha un salto in xi non è vero che Fi−1(xi) = Fi(xi)).
Poiché Fi è continua nell’intervallo limitato e chiuso [xi, xi+1] essa ammette
massimo Mi per il Teorema di Weierstrass (si veda [19, Cap. 16 (Appendi-
ce)]). Perciò per ogni x nell’intervallo aperto (xi, xi+1) si ha che |f ′(x)| ⩽Mi,
e quindi f è lipschitziana in (xi, xi+1) con costante di Lipschitz Mi, grazie
alla Proposizione 5.11.7.

Ora sia M = max {M1, . . . ,Mn−1} e x < y ∈ (a, b). Se succede che x e y
appartengono allo stesso intervallo (xi, xi+1), allora sappiamo che

|f(y)− f(x)| ⩽Mi|y − x| ⩽M |y − x|

e quindi la condizione di Lipschitz è soddisfatta per questi x e y con costante
M . A titolo di illustrazione esaminiamo cosa succede quando x ∈ (xi−1, xi)
e y ∈ (xi, xi+1). In tal caso poiché f è continua in xi (e quindi in particolare
esiste il valore f(xi), si ha

|f(y)− f(x)| = |f(y)− f(xi) + f(xi)− f(x)|
⩽ |f(y)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)|
⩽ Mi(y − xi) +Mi−1(xi − x)

⩽ M(y − xi) +M(xi − x)

= M(y − xi + xi − x) =M(y − x)

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Teorema_Weierstrass_max_e_min_su_compatti
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e quindi, di nuovo, f soddisfa la disuguaglianza di Lipschitz con costante M
per questi valori di x e y. In generale avremo xi−1 < x < xi < xi+1 < · · · <
xj < y < xj+1. In tal caso

f(y)− f(x) = f(y) + f(xi) +

j−1∑
k=i

(f(xk+1)− f(xk))− f(xj)− f(x)

da cui

|f(y)− f(x)| = |f(y)− f(xj) +

j−1∑
k=i

(f(xk+1)− f(xk)) + f(xi)− f(x)|

⩽ Mj(y − xj) +

j−1∑
k=i

Mk(xk+1 − xk) +Mi−1(xi − x)

⩽ M(y − xj +

j−1∑
k=i

(xk+1 − xk) + xi − x) =M(y − x).

Perciò la condizione di Lipschitz con costante M è verificata per ogni x < y
in (a, b). tu

5.12 Convergenza puntuale e uniforme di se-
rie di Fourier di funzioni hölderiane

La condizione che f sia di Hölder è sufficiente ad assicurare che la serie di
Fourier di f converga a f .
Teorema 5.12.1. (Dirichlet). Sia f ∈ L1

∗ (cioè periodica di periodo, di-
ciamo 2π e integrabile sul periodo) e supponiamo che nell’intervallo [a, b] f
soddisfi la condizione di Hölder di ordine α > 0. Allora per ogni δ > 0 la serie
di Fourier di f converge a f uniformemente nell’intervallo [a+ δ, b− δ].
Dimostrazione. Poichè f è Hölderiana in [a, b] essa è ivi continua e quindi
limitata, per il Teorema di Weierstrass sulla esistenza dei massimi e dei
minimi delle funzioni continue su un intervallo limitato e chiuso (si veda [19,
Cap. 16 (Appendice)]). Perciò si applica il Teorema 5.9.2, da cui segue che
per ogni n ∈ N, per ogni η > 0,

Snf(x)− f(x) =
1

π

∫ η

−η

sinnu

u
(f(x+ u)− f(x)) du+ ρn(x, η)

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Teorema_Weierstrass_max_e_min_su_compatti
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dove ρn(x, η) → 0 per n→ ∞ uniformemente rispetto a x in [a, b].
Per ogni η tale che 0 < η < δ e per ogni x ∈ [a+ δ, b− δ] il punto x + u

appartiene a [a, b] per ogni u tale che 0 ⩽ |u| ⩽ η. Perciò dalla condizione di
Hölder segue

|f(x+ u)− f(x)| ⩽M |u|α (5.25)

per tutti questi u e x.
Quindi, per x ∈ [a+ δ, b− δ] e 0 ⩽ η ⩽ δ,

|Snf(x)− f(x)| ⩽ 1

π

∫ η

−η
| sinnu|

∣∣∣∣(f(x+ u)− f(x)

u

∣∣∣∣ du+ |ρn(x, η)|

⩽ 1

π
M

∫ η

−η

∣∣∣∣uαu
∣∣∣∣ du+ |ρn(x, η)|

⩽ 2
M

π

∫ η

0

uα−1 du+ |ρn(x, η)|

⩽ 2M

πα
ηα + |ρn(x, η)| .

Nell’ultimo membro il secondo termine converge a zero per ogni η uniforme-
mente rispetto a x, e quindi per ogni ε, η > 0 esiste N = Nε,η ⩾ 0 tale che,
per ogni n ⩾ N , si ha |ρn(x, η)| < ε

2
(indipendentemente da x).

Inoltre il primo termine 2M
πα
ηα converge a zero se η → 0 (perché α > 0).

Quindi dato ε > 0 esiste β > 0 tale che per ogni η < β si ha

2M

πα
ηα <

ε

2
. (5.26)

Dato ε, fissiamo un valore di η < β. Allora per ogni n > N = Nε,η

valgono entrambe queste disuguaglianze, e quindi per x ∈ [a+ δ, b− δ] si ha

|Snf(x)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε ∀n > N.

Questo equivale alla convergenza di Snf a f uniformemente rispetto a x
nell’intervallo [a+ δ, b− δ]. tu

Nota 5.12.2. (Convergenza puntuale o uniforme e condizioni di Höl-
der locali e globali.) Nella dimostrazione del Teorema di Dirichlet 5.12.1
abbiamo usato la condizione di Hölder globale (5.25): |f(x + u) − f(x)| ⩽
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M |u|α per tutti gli x e per u abbastanza piccolo. Questo porta alla di-
suguaglianza (5.26) (uniforme rispetto a x, e tramite essa alla convergenza
uniforme della serie di Fourier.
Si noti che, se invece avessimo richiesto una disuguaglianza di Hölder locale
al punto x (parte (iv) della Definizione 5.11.1), ossia, per x fissato,

|f(x+ u)− f(x)| ⩽Mx|u|α

per u abbastanza piccolo, allora la stessa dimostrazione proverebbe solo la
convergenza puntuale della serie di Fourier al punto x. In particolare, la con-
dizione aggiuntiva da imporre, per passare dalla convergenza puntuale su un
intervallo aperto dove f è limitata alla convergenza uniforme in ogni sottoin-
tervallo chiuso, è che le costanti di Hölder Mx siano limitate uniformemente
rispetto a x. tu

Riscriviamo quanto appena detto come enunciato separato:

Corollario 5.12.3. (Convergenza puntuale di serie di Fourier). Sia
f ∈ L1

∗ e supponiamo che ad un punto x nell’intervallo [a, b] f soddisfi la
condizione di Hölder locale di ordine α > 0,

|f(x+ u)− f(x)| ⩽Mx|u|α ,

e quindi in particolare f è continua in x ed ha senso parlare del suo valore
f(x). Allora le somme parziali Snf(x) della serie di Fourier di f convergono
a f(x).

Corollario 5.12.4. Sia f ∈ C∗ e supponiamo che f sia C1 a tratti in [0, 2π]
e con limiti

lim
x→0+

f ′(x) e lim
x→2π−

f ′(x)

finiti (a causa della periodicità questo equivale a richiedere che f sia C1 a
tratti in un qualche intervallo [−δ, 2π + δ] e quindi sempre per la periodicità,
C1 a tratti in ogni intervallo di lunghezza finita).
Allora la serie di Fourier di f converge a f uniformemente ovunque.

Dimostrazione. Per la Proposizione 5.11.10, f soddisfa la condizione di Höl-
der in ogni intervallo di R (quindi ovunque in R per la periodicità). Grazie
al Teorema di Dirichlet 5.12.1, la serie di Fourier di f converge a f unifor-
memente in ogni intervallo. Poiché f è periodica, la convergenza uniforme
vale su tutto R. tu
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5.13 Completezza del sistema trigonometrico
in C∗, L2

∗ e Lp∗ (1 ⩽ p <∞)
Consideriamo dapprima due nuovi spazi:

Definizione 5.13.1. Indichiamo con C+
∗ il sottospazio di C∗ delle funzioni

pari, e con C−
∗ il sottospazio di C∗ delle funzioni dispari.

Corollario 5.13.2. (i) C+
∗ è isometricamente isomorfo a C [0, π]

(ii) C−
∗ è isometricamente isomorfo al sottospazio C0 di C [0, π] di tutte le

funzioni f che verificano f(0) = f(π) = 0.

Dimostrazione.

(i) Ogni funzione h in C [0, π] si prolunga a una funzione h̃ in C+
∗ per

parità: in [−π, 0] definiamo h̃(x) = h(−x) e osserviamo che quindi
h̃(−π) = h̃(π). Poi estendiamo h̃ da [−π, π] a tutto R per periodicità.
Poiché h̃ ha lo stesso valore in π e in −π l’estensione è continua. Vice-
versa se g̃ ∈ C+

∗ allora la restrizione di g̃ a [0, π] appartiene a C [0, π].
Chiaramente questa corrispondenza è lineare e isometrica.

(ii) Nel caso di funzioni dispari la corrispondenza da C−
∗ a C [0, π] è an-

cora la restrizione all’intervallo [0, π]. Però se g̃ ∈ C−
∗ allora, poiché è

dispari, si deve avere g̃(0) = 0 e g̃(π) = −g̃(−π). Ma poiché g̃ è anche
periodica di periodo 2π si ha g̃(π) = g̃(−π) e quindi g̃(π) = g̃(−π) = 0.
Perciò la restrizione di g̃ all’intervallo [0, π] appartiene a C0. Nell’al-
tro senso, ogni funzione in C0 si estende a una funzione in C−

∗ per
disparità: se h ∈ C0 estendiamo dapprima h all’intervallo [−π, 0] po-
nendo h(−x) = −h(x) (si osservi che h(0) = h(π) = h(−π) = 0 perché
h ∈ C0). Poi prolunghiamo h a una funzione su tutto R per periodicità.
Poiché h ha lo stesso valore in −π e π l’estensione periodica è continua.
Anche in questo caso l’isometria è ovvia.

tu

Il Corollario 5.12.4 del Teorema di Dirichlet 5.12.1 implica il seguente
fondamentale teorema di completezza:
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Teorema 5.13.3 (Weierstrass). (i) Il sistema trigonometrico (definito nel
Corollario 5.1.10) è completo in C∗ cioè ogni funzione f ∈ C∗ si
approssima uniformemente con combinazioni lineari del tipo

n∑
k=0

αk cos kx+ βk sin kx

(in altre parole, lo spazio generato dal sistema trigonometrico è denso
in C∗).

(ii) Il sistema {1, cos x, cos 2x, . . . , } costituito dalle funzioni pari del siste-
ma trigonometrico è completo in C+

∗ .

(iii) Il sistema {sin x, sin 2x, . . . , } costituito dalle funzioni dispari del siste-
ma trigonometrico è completo in C−

∗ .

Dimostrazione. Il Corollario 5.12.4 mostra che il sistema trigonometrico è
completo (nella norma uniforme) nel sottospazio di C∗ delle funzioni C1 a
tratti (in questo sottospazio, ogni funzione viene approssimata uniformemen-
te dalle somme parziali della serie di Fourier). Procediamo per approssimazio-
ne. A questo scopo introduciamo il seguente lemma (parte del quale è stata
sostanzialmente già vista nella dimostrazione della Proposizione 1.14.5):

Lemma 5.13.4. (i) Il sottospazio di C∗ delle funzioni C1 a tratti è denso
in C∗.

(ii) Il sottospazio di C+
∗ delle funzioni C1 a tratti è denso in C+

∗ .

(iii) Il sottospazio di C−
∗ delle funzioni C1 a tratti è denso in C−

∗ .
In tutti e tre i casi, è denso anche il sottospazio P delle funzioni C1 a tratti
costituito dalle funzioni continue lineari a tratti (cioè quelle il cui grafico è
una poligonale).

Dimostrazione.

(i) Sia f ∈ C∗. Poiché f è continua nel compatto [−π, π], f è unifor-
memente continua in [−π, π] (e per periodicità su tutto R) grazie al
Teorema di Heine sulla uniforme continuità delle funzioni continue sui
compatti (Teorema 1.8.6). Perciò per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che,
se |t1 − t2| < δ, allora |f(t1)− f(t2)| < ε.
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Ora utilizziamo lo stesso argomento dell’Esercizio 1.14.6. Sia x0 =
−π < x1 < x2 < · · · < xn = π una partizione di [−π, π] in intervalli di
ampiezza minore di δ. Costruiamo la funzione p ∈ P (lineare a tratti)
che coincide con f nei punti x0, x1, . . . , xn e negli intervalli [xi, xi+1] è
lineare.

Figura 5.7: Approssimazione con funzioni lineari a tratti

Allora si ha:

(a) |f(x) − f(y)| < ε se x, y ∈ [xi, xi+1] per costruzione degli xi; in
particolare, |f(xi+1)− f(xi)| < ε.

(b) |p(xi+1)− p(xi)| = |f(xi+1)− f(xi)| < ε

(c) se x, y ∈ [xi, xi+1] allora |p(x)− p(y)| < ε per linearità.

Da (a) e (b) segue che per ogni i, per ogni t ∈ [xi, xi+1] si ha

|f(t)− p(t)| ⩽ |f(t)− f(xi)|+ |f(xi)− p(x)| < 2ε.

Ma ogni t ∈ [−π, π] sta in un intervallo [xi, xi+1] e quindi ‖f−p‖C[−π,π] <
2ε. Questo dimostra (i).

(ii) Per dimostrare la seconda parte dell’enunciato basta osservare che la
funzione lineare a tratti p si può scegliere pari se f è pari: basta pren-
dere i punti della partizione in modo simmetrico rispetto a zero (cioè
x1 = −xn−1, x2 = −xn−2 e cos� via.)
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(iii) Per dimostrare la terza parte basta osservare che se f è dispari la
scelta della partizione simmetrica produce una approssimazione lineare
a tratti p dispari.

tu

Per inciso, la dimostrazione del precedente Lemma 5.13.4, adattata ad
un compatto qualsiasi, non necessariamente [−π, π], porta alla seguente
conclusione che ci sarà utile in seguito:

Corollario 5.13.5. Le funzioni C1 su un compatto K sono uniformemente
dense nello spazio C(K) delle funzioni continue.

Fine della dimostrazione del Teorema 5.13.3.
Sia f ∈ C∗. Per ogni ε > 0 sappiamo che esiste una funzione p = pε

lineare a tratti tale che ‖f − p‖∞ < ε
2
. Poiché p è continua, periodica e C1

a tratti, dal Corollario 5.12.4 sappiamo che esiste n tale che l’approssimante
n-simo di Fourier qn di p

qn(x) =
a0(ε)

2
+

n∑
k=1

(ak(ε) cos kx+ bk(ε) sin kx)

verifica
‖p− qn‖∞ <

ε

2

(abbiamo scritto tutti i coefficienti di Fourier come funzioni di ε per enfa-
tizzare che essi dipendono dalla scelta di ε perché da questa scelta dipende
p = pε). Perciò per ogni ε > 0 esiste qn polinomio trigonometrico (cioè
combinazione lineare finita degli elementi del sistema trigonometrico) tale
che

‖f − qn‖∞ ⩽ ‖f − pε‖∞ + ‖pε − qn‖∞ < ε.

Questo dimostra (i).
Per dimostrare (ii) si osserva che se f ∈ C+

∗ allora per il Lemma 5.13.4
l’approssimante pε può essere scelto pari. Per dimostrare (iii) si osserva che,
in modo analogo, se f ∈ C−

∗ , l’approssimante può essere scelto dispari. Allora
la dimostrazione di (ii) e (iii) è conseguenza immediata del seguente
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Lemma 5.13.6. (i) Se f ∈ L1
∗ è pari, allora

bk =

∫ π

−π
f(x) sin kx dx = 0 ∀k

e quindi la serie di Fourier di f consiste solo di termini pari

f(x) ∼ a0
2

+
∑
k

ak cos kx.

(ii) Se f ∈ L1
∗ è dispari, allora

ak =

∫ π

−π
f(x) cos kx dx = 0 ∀k

e quindi la serie di Fourier di f consiste solo di termini dispari

f(x) ∼
∑
k

ak sin kx

Dimostrazione. Ovvia, dato il fatto che se f è pari allora x → f(x) sin kx è
dispari, e se f è dispari allora x→ f(x) cos kx è dispari. tu

Nota 5.13.7. Il Teorema di Completezza di Weierstrass 5.13.3 prova che ogni
f ∈ C∗ può essere approssimata uniformemente con polinomi trigonometrici
qn di grado n. Allora, se scriviamo r0 = q0 e rk = qk − qk−1 per k = 1, 2, . . . ,
f viene approssimata uniformemente dalle somme parziali della serie

n∑
k=0

rk(x) = (qn(x)− qn−1(x)) + · · ·+ (q1(x)− q0(x)) + q0(x) = qn(x) .

Ma questo non vuol dire che ogni f ∈ C∗ sia approssimata uniformemente
dalle somme parziali della sua serie di Fourier. Infatti si ha che per ogni ε
esiste n tale che ∥∥∥∥∥f −

n∑
k=0

rk

∥∥∥∥∥
∞

< ε ,

ma non solo n, bensì anche tutti i termini rk dipendono dalla scelta di ε.
Invece nella serie di Fourier di f

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
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i termini dipendono solo da f , non da ε. Se si avesse approssimazione uni-
forme con le somme parziali della serie di Fourier, per ogni ε si potrebbe
approssimare f a meno di ε con una somma parziale Sn dove soltanto n,
cioè il numero degli addendi, dipende da ε, ma i singoli addendi non sono
funzioni di ε. In altre parole, al decrescere di ε aumenterebbe l’ordine di
n, si aggiungerebbero quindi nuovi termini in cos kx e sin kx di frequenza k
elevata, ma i termini precedenti, di frequenza k ⩽ n, rimarrebbero gli stessi
di prima.

In effetti, come abbiamo accennato in Sezione 5.5, esistono funzioni in L1
∗

la cui serie di Fourier non converge (anzi, diverge ovunque): per maggiori
dettagli si veda il successivo Capitolo 7. tu

Siamo finalmente in grado di dimostrare l’asserzione fondamentale an-
nunciata in 5.2.1: la completezza del sistema ortonormale{

1√
2π
,

1√
π
sin x,

1√
π
cos x,

1√
π
sin 2x,

1√
π
cos 2x, . . . ,

}
nello spazio di Hilbert L2

∗.

Corollario 5.13.8. (Completezza in L2 e Lp).

(i) Il sistema trigonometrico è completo in L2
∗

(ii) Il sistema trigonometrico è completo in Lp∗ per ogni p, 1 ⩽ p <∞.

Dimostrazione. Ancora una volta si procede per approssimazione.
Per provare (i) basta ricordare che C∗ è denso in L2

∗ (ovvia conseguenza
del Proposizione 1.18.6) e per ogni g ∈ C∗ si ha ‖g‖2 ⩽ ‖g‖∞. Perciò, dati
ε > 0 e f ∈ L2

∗, esiste h ∈ C∗ tale che ‖f − h‖2 < ε
2
.

Sappiamo anche, dal Teorema 5.13.3 (i), che il sistema trigonometrico è com-
pleto in C∗, cioè che per ogni h ∈ C∗ e per ogni ε > 0 esiste un polinomio
trigonometrico q tale che ‖h− q‖∞ < ε

2C
.

Pertanto

‖f − q‖2 ⩽ ‖f − h‖2 + ‖h− q‖2
⩽ ‖f − h‖2 + C‖h− q‖∞
⩽ ε

2
+ C

ε

2C
= ε.
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Per provare (ii) si procede in maniera identica usando il fatto che C∗ è
denso in Lp∗ per 1 ⩽ p <∞ (ma non in L∞

∗ ) e per ciascuno di questi p si ha

‖f‖p ⩽ ‖f‖∞.

(Proposizione 1.18.6). tu

Nota 5.13.9. Per comodità del lettore, richiamiamo brevemente, in maniera
non esauriente ma sintetica, l’idea della dimostrazione del fatto che C[0, π] è
denso in L1[0, π] (Proposizione 1.18.6). Rammentiamo anzitutto che questo
fatto segue immediatamente ed elegantemente dal Teorema di Lusin 1.14.10,
ma preferiamo riproporne una dimostrazione più artigianale perchè il Teo-
rema di Lusin non è del tutto elementare, dal momento che richiede alcuni
preliminari di teoria della misura e di topologia.

Per definizione di L1, se f ∈ L1[0, π], per ogni ε > 0 esiste una funzione
semplice

g =
n∑
i=1

ciχi

(dove χi è la funzione che vale 1 su un aperto Oi e 0 altrove) tale che

‖f − g‖1 ⩽
ε

2
.

Ora limitiamo l’attenzione al caso in cui gli Oi sono intervalli aperti, ossia g
è una funzione a gradini (è perciò che questa dimostrazione non è esauriente,
ma abbiamo dimostrato nella Proposizione 1.18.4 che questo caso particolare
approssima quello generale nella norma L1). Consideriamo gli n salti della
funzione (discontinua) g e modifichiamo g rimpiazzandola con una funzione
lineare negli n intervalli con centro in uno di questi punti di salto e diametro

ε
2n∥g∥∞ , esattamente come nella dimostrazione del Lemma 5.13.4(i). Come
in quella dimostrazione si ottiene cos� una nuova funzione g̃ continua, che
verifica

‖g − g̃‖1 <
ε

2
.

Quindi
‖f − g̃‖1 ⩽ ‖f − g̃‖1 + ‖g − g̃‖1 <

ε

2
+
ε

2
= ε.

tu



5.14. LA FUNZIONE A DENTI DI SEGA 555

Corollario 5.13.10. (Teorema di unicità). Se f, g ∈ L2
∗ e f̂(n) = ĝ(n)

per ogni n ∈ Z, allora f = g in L2
∗.

Dimostrazione. Poiché il sistema trigonometrico è completo in L2
∗ (Corollario

5.13.8) questo enunciato non è altro che il fatto che il sistema trigonometrico
è massimale (Teorema 4.3.7). tu

5.14 Esempio del tipo di convergenza della
serie di Fourier di una funzione con di-
scontinuità a salto: la funzione a denti
di sega

Esempio 5.14.1. La funzione a denti di sega è definita nell’intervallo (−π, π]
in questo modo:

Θ(x) =


π
2
− x

2
se 0 < x < π,

−π
2
− x

2
se − π < x < 0.

Inoltre poniamo Θ(−π) = Θ(0) = Θ(π) = 0. (Si noti che potremmo scegliere
altri valori per Θ a questi tre punti senza che questo modifichi i coefficienti
di Fourier: ma la scelta che abbiamo fatto rende più elegante il risultato
sulla convergenza degli approssimanti di Fourier che stiamo per presentare).

tu

Come sempre, estendiamo Θ per periodicità a tutto R. Il grafico della
funzione periodica Θ è in Figura 5.8.

La funzione Θ ha un salto di ampiezza π nei punti {2kπ, k ∈ Z}. Poiché
questa funzione non è continua, ad essa non si applica il Teorema 5.12.1
di Dirichlet su tutto R, però si applica sull’intervallo [δ, 2π − δ] e sui suoi
traslati di passo 2π.

Calcoliamo i coefficienti di Fourier di Θ ed il limite delle somme parziali
della sua serie di Fourier per ogni x ∈ R.

Si noti che Θ ∈ L2
∗ e quindi i coefficienti di Fourier esistono e tendono

a zero per n → ∞, in base alla Proposizione 5.2.4 (conseguenza della disu-
guaglianza di Bessel). Inoltre SnΘ → Θ per n → ∞ nella norma di L2, in
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Figura 5.8: La funzione periodica a denti di sega π
2 − x

2

base al Corollario 5.13.8(i) (completezza del sistema trigonometrico) ed al
Corollario 4.3.2(ii).

Per il Teorema 5.12.1 di Dirichlet, SnΘ → Θ puntualmente nell’interval-
lo aperto (0, 2π) e più in generale in (2kπ, 2(k + 1)π), e uniformemente in
[δ, 2π − δ] (e più in generale in [2kπ + δ, 2(k + 1)π − δ]).

Osserviamo che la funzione Θ è dispari (come rivela la sua definizione ed
è ovvio dal suo grafico). Perciò i coefficienti di Fourier ak sono tutti nulli.
Calcoliamo bk. Si ha:

bk =
1

π

∫ π

−π
Θ(t) sin kt dt

=
2

π

∫ π

0

π − t

2
sin kt dt

=

∫ π

0

sin kt dt− 1

π

∫ π

0

t sin kt dt.

La primitiva di sin kt è − cos kt
k

. Quindi∫ π

0

sin kt dt = −cos kt

k

]π
0

=
1

k
− cos(kπ)

k
=

1− (−1)k

k
.

Inoltre, integrando per parti,∫ π

0

t sin kt dt = −t cos kt
k

]π
0

+

∫ π

0

cos kt

k
dt

=
(−1)k+1

k
π.
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perché ∫ kπ

0

cos t dt =
1

k

∫ π

0

cos kt dt = 0 ∀k.

Perciò

bk =

∫ π

0

sin kt dt− 1

π

∫ π

0

t sin kt dt

=
1

k
− (−1)k

k
− (−1)k+1

k
=

1

k
.

Quindi

SnΘ(x) =
n∑
k=1

sin kx

k
. (5.27)

Si osservi che, per x = 2mπ, sin kx = 0 per ogni k, e quindi SnΘ(x) = Θ(x).
Per tutti gli altri x sappiamo già che SnΘ(x) → Θ(x) puntualmente. Perciò
SnΘ(x) → Θ(x) puntualmente su tutto R.
Nota 5.14.2. Per memoria futura, notiamo che, da (5.27), i coefficienti di
Fourier della funzione Θ (che ha un salto) tendono a zero per k → ∞ come
1
k
. Inoltre, dalle formule della Proposizione 5.2.5, si ha che Θ̂(k) = − i

2k
→ 0.

tu

5.15 Convergenza puntuale di serie di Fou-
rier di funzioni periodiche C1 a tratti e
con un numero finito di discontinuità nel
periodo, tutte di tipo salto

Utilizziamo il Teorema 5.12.1 di Dirichlet (è sufficiente il Corollario 5.12.4) e
l’Esempio 5.14.1 per provare il seguente teorema di convergenza puntuale:

Teorema 5.15.1. Sia f ∈ L1
∗, C1 a tratti su un intervallo [a, b] e con un

unico punto di discontinuità x0 in questo intervallo (interno all’intervallo,
x0 ∈ (a, b)). Sappiamo che la discontinuità di f in x0 è un salto finito (Nota
5.11.9), cioè esistono finiti i limiti

lim
x→x+0

f(x) = f(x+0 ) lim
x→x−0

f(x) = f(x−0 ).
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Allora

(i) al punto x0 la serie di Fourier di f converge alla media aritmetica
1
2

(
f(x−0 ) + f(x+0 )

)
(ii) per ogni δ > 0 negli intervalli [a+ δ, x0 − δ] e [x0 + δ, b− δ] la serie

di Fourier di f converge a f uniformemente (e quindi puntualmente).

Dimostrazione. La parte (ii) segue direttamente dal Corollario 5.12.4.
Proviamo (i). Per ragioni di eleganza, assumiamo, senza perdita di ge-

neralità, che f(x0) = 1
2
(f(x−0 ) + f(x+0 )): stiamo cambiando il valore di f nel

solo punto x0, il che non cambia i coefficienti di Fourier. Per la funzione f
così definita l’enunciato assume una forma più elegante: equivale ad asserire
che Snf(x) → f(x) per ogni x.

Per provare questa asserzione, rimuoviamo il salto nel modo seguente:
denotiamo con A l’ampiezza del salto in x0: A = f(x+0 )− f(x−0 ). Sia h(x) =
1
π
AΘ(x − x0), dove Θ è la funzione dell’Esempio 5.14.1, che ha un salto di

ampiezza π in 0.
Quindi h ha, in [a, b], soltanto un salto, al punto x0, di ampiezza A, esatta-
mente come f .
Poniamo g = f − h. Allora g è C1 a tratti in [a, b], perché f e h lo sono.
Inoltre g è continua in [a, b], perché f e h hanno un solo punto di discontinuità
in x0, ma in quel punto il salto di g è zero, e quindi g è continua anche in x0.

Per il Corollario 5.12.4 (o più precisamente per il Teorema 5.12.1 e la
Proposizione 5.11.10), Sng → g per n → ∞ uniformemente in ogni sot-
tointervallo chiuso contenuto in (a, b) ed in particolare Sng(x0) → g(x0) per
n→ ∞. Questo prova (i) (osserviamo che la stessa proprietà di convergenza
vale per ogni x ∈ [a+ δ, b− δ] con δ arbitrariamente piccolo).

Abbiamo già dimostrato la parte (ii), ma ecco una dimostrazione più
esplicita. Abbiamo visto nell’Esempio 5.14.1 che Snh(x) → h(x) per ogni
x ∈ R, e la convergenza è uniforme negli intervalli [a + δ, b − δ] con δ
arbitrariamente piccolo. Quindi

Snf(x) = Sng(x) + Snh(x) → g(x) + h(x) = f(x)

per ogni x ∈ [a+ δ, b− δ], in particolare per x0, e la convergenza è uniforme
in [a+ δ, x0 − δ] e [x0 + δ, b− δ]. tu

Corollario 5.15.2. Lo stesso enunciato vale se f ha un numero finito di
salti nel suo periodo (e quindi in ogni intervallo di lunghezza finita).
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Dimostrazione. Basta rimuovere ciascun salto iterando la procedura: al pun-
to di salto xi con ampiezza del salto Ai si sottrae hi(x) = 1

π
AiΘ(x− xi) e si

somma su i. tu

5.16 Derivazione ed integrazione di serie di
Fourier

In questa Sezione l’esposizione è più semplice se si scrive la serie di Fourier
in forma complessa:

f ∼
∞∑

k=−∞

f̂(k)eikx,

dove
f̂(k) =

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−ikt dt

Lemma 5.16.1. Se f ∈ C1
∗ , allora, per ogni k ∈ Z,

D̂f(k) = ikf̂(k) .

Lo stesso risultato vale se f è continua e C1 a tratti (ossia se una partizione
finita di [−π, π] in intervalli contigui in ciascuno dei quali f ′ sia continua
con limiti destro e sinistro finiti agli estremi degli intervalli). Più in generale,
il risultato vale se f ′ esiste quasi ovunque ed appartiene a L1

∗.

Dimostrazione. Sia f ∈ C1
∗ . Integrando per parti abbiamo:

D̂f(k) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(t)e−ikt dt

=
1

2π

[
e−iktf(t)

]π
−π +

ik

2π

∫ π

−π
f(t)e−ikt dt

= ikf̂(k) . (5.28)

perché e−ikπf(π) = eikπf(−π) per la periodicità.
Ora assumiamo che f sia continua ma f ′ sia continua a tratti. Denotiamo

con Ij, j = 1 . . . , N una partizione finita di [−π, π] in intervalli contigui in
ciascuno dei quali f ′ sia continua. Scriviamo Ij = [xj, yj]. La restrizione
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di f ′ a ciascun Ij è una funzione continua nella parte interna (xj, yj) ma
estendibile con continuità alla chiusura [xj, yj], dal momento che il limite
destro all’estremo xj e sinistro a yj esistono e sono finiti. Quindi, in ciascun
Ij, possiamo integrare per parti come sopra, ed otteniamo

∫ yj

xj

f ′(t) e−ikt dt = f(yj)e
−ikyj − f(xj)e

−ikxj + ik

∫ yj

xj

f(t) e−ikt dt .

Pertanto, sommando su j e grazie alla periodicità, otteniamo

D̂f(k) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(t)e−ikt dt

=
ik

2π

(∫ π

−π
f(t)e−ikt dt+

N−1∑
j=0

( lim
x→x+j

f(x)− lim
x→x−j

f(x))e−ikxj

)
= ikf̂(k) ,

perché i termini della somma si annullano poiché f è continua.
Se si assume solo che f ′ esista quasi ovunque e sia in L1

∗, si applica lo
stesso argomento del caso in cui f ′ era continua, grazie alla variante del
Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni con derivata in L1, Teorema
1.28.12. tu

Corollario 5.16.2. La derivata termine a termine della serie di Fourier di
una funzione f continua, periodica e C1 a tratti è la serie di Fourier della
sua derivata.

Nota 5.16.3. L’ipotesi che la funzione periodica f sia C1 a tratti assicura che
f ′ sia continua a tratti con un numero finito di discontinuità in ciascun perio-
do (Nota 5.11.9). Quindi f è limitata e continua a tratti, perciò f ∈ L1

∗ ed ha
senso parlare della sua serie di Fourier. Però, perché si annulli la differenza
dei valori al bordo in (5.28), devono essere univocamente definiti i valori di
f ai punti π e −π. Per una funzione in L1 i valori in un punto non sono ben
definiti: la funzione non cambia se la si modifica in un insieme di punti di
misura di Lebesgue nulla (Definizione 1.16.16). Per questo assumiamo che f
sia continua.
Si osservi anche che (5.28) implica D̂f(0) = 0, come deve necessariamente
essere visto che

D̂f(0) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(t) dt =

1

2π
(f(π)− f(−π)) = 0
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per la periodicità di f . tu

Per dimostrare un risultato analogo per l’integrazione termine a termine
di serie di Fourier osserviamo prima quanto segue.

Lemma 5.16.4. Sia g ∈ L1
∗ e

f(x) =

∫ x

0

g(t) dt.

Allora f è periodica (di periodo 2π) se e solo se g è a media nulla sul periodo,
cioè ∫ 2π

0

g(t) dt = 0.

Dimostrazione. Se ∫ 2π

0

g(t) dt = 0

allora f è periodica, perché

f(x+ 2π) =

∫ x+2π

0

g(t) dt

=

∫ x

0

g(t) dt+

∫ x+2π

x

g(t) dt

=

∫ x

0

g(t) dt+

∫ 2π

0

g(t) dt = f(x)

per il Lemma 5.1.1.
Viceversa, se f è periodica di periodo 2π, allora∫ 2π

0

g(t) dt = f(2π) = f(0) =

∫ 0

0

g(t) dt = 0.

tu

Ora il comportamento della serie di Fourier sotto integrazione è una facile
conseguenza del Lemma 5.16.1.
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Proposizione 5.16.5. Sia g una funzione periodica (di periodo 2π) e con-
tinua a tratti, cioè con un numero finito di discontinuità in ciascun periodo,
tutte consistenti di salti di ampiezza finita. Supponiamo inoltre che g sia a
media nulla sul periodo: ∫ 2π

0

g(t) dt = 0.

Sia
f(x) =

∫ x

0

g(t) dt.

Allora ĝ(k) = ikf̂(k) e le serie di Fourier di f e di g sono legate dalla
relazione ∫ x

0

Sng(t) dt = Snf(x)− Snf(0).

Inoltre f è continua, periodica e C1 a tratti, e Snf converge uniformemente
a f e ∫ x

0

Sng(t) dt =
n∑

k=−n

ĝ(k)

∫ x

0

eikt dt

converge uniformemente a f .

Dimostrazione. Osserviamo che

ĝ(0) =
1

π

∫ 2π

0

g(t) dt = 0.

Poiché g è continua a tratti il Teorema Fondamentale del Calcolo (Teorema
1.27.1) implica che il suo integrale f è continuo e C1 a tratti. Inoltre f è
periodica per il Lemma 5.16.4. L’identità ĝ(k) = ikf̂(k) è il Lemma 5.16.1.
Dal momento che ĝ(0) = 0 possiamo scrivere

g ∼
∞∑

k=−∞

ĝ(k)eikx =
∑

k∈Z, k ̸=0

ĝ(k)eikx.

Poiché in questa somma manca il termine costante (cioè k = 0) le somme di
Fourier

Sng(x) =
n∑

k=−n

ĝ(k)eikx

sono tutte a media nulla sul periodo. Inoltre f̂(0) =
∫ 2π

0
g(t) dt = 0, e quindi
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∫ x

0

Sng(t) dt =

∫ x

0

∑
1⩽|k|⩽n

ĝ(k)eikt dt

=
∑

1⩽|k|⩽n

ĝ(k)

ik
(eikx − 1)

=
∑

1⩽|k|⩽n
f̂(k)eikx −

∑
1⩽|k|⩽n

f̂(k)

=
n∑

k=−n

f̂(k)eikx −
n∑

k=−n

f̂(k)

= Snf(x)− Snf(0).

In base al Corollario 5.12.4 del Teorema di Dirichlet 5.12.1, Snf converge
uniformemente a f , ed inoltre f(0) = 0 in base alla definizione di f . Quindi∫ x

0

Sng(t) dt

converge uniformemente a f .

Nota 5.16.6. In base al Lemma 5.16.1 e alla Proposizione 5.2.5 la relazione
fra i coefficienti di Fourier ak, bk in forma reale di una funzione e quelli della
sua derivata (che indichiamo con a′k, b′k) risulta, ora, essere la seguente:

a′k =
D̂f(k) + D̂f(−k)

2
= ik

f̂(k)− ikf̂(−k)
2

= kbk

e

b′k = i
D̂f(k)− D̂f(−k)

2
=

−kf̂(k)− kf̂(−k)
2

= −kak.

Si vede quindi che, se f è una funzione pari e pertanto per il Lemma 5.13.6
ha una serie di Fourier in soli coseni, allora f ′ ha una serie di Fourier in soli
seni, e viceversa.
Questo fatto era comunque chiaro a priori perché la derivata di una funzione
pari è dispari e viceversa. tu
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5.17 Velocità di convergenza della serie di Fou-
rier

Teorema 5.17.1. (Stima del resto n-simo della serie di Fourier).
Siano m > 1 e f periodica (di periodo 2π) di classe Cm−1

∗ (cioè con derivata
(m− 1)-esima continua) e con derivata m-sima f (m) in L2

∗. Allora

|Snf(x)− f(x)| ⩽
∥∥f (m)

∥∥
L2[−π,π]

√√√√2
∞∑

k=n+1

1

k2m

⩽
√

1

m− 1
2

∥∥f (m)
∥∥
L2
∗

nm− 1
2

.

Lo stesso risultato vale anche per m = 1, se si assume anche che f ′ sia
continua a tratti.
Dimostrazione. Dal Corollario 5.12.4 del Teorema di Dirichlet segue che Snf
converge a f uniformemente (è qui che si usa il fatto che f ′ sia continua a
tratti: se m > 1 questo è già racchiuso nel fatto che f ∈ Cm−1

∗ ).
Allora il Lemma 5.16.1 implica

f(x)− Snf(x) =
∞∑

k=n+1

(
f̂(k)eikx + f̂(−k)e−ikx

)
=

∞∑
k=n+1

(
1

(ik)m
f̂ (m)(k)eikx +

1

(−ik)m
f̂ (m)(−k)e−ikx

)
(5.29)

dove abbiamo indicato con f̂ (m)(k), k ∈ Z, i coefficienti di Fourier di f (m).
Osserviamo che per ogni a, b ⩾ 0 si ha a2 + b2 − 2ab = (a− b)2 ⩾ 0 e quindi
2ab ⩽ a2+ b2. Perciò (a+ b)2 = a2+ b2+2ab ⩽ 2(a2+ b2) (la stessa disugua-
glianza si ottiene anche applicando la disuguaglianza di Cauchy–Schwarz ai
vettori (a, b) e (1, 1)). Ponendo ora

a =

√∑
k>n

∣∣∣f̂ (m)(k)
∣∣∣2

e
b =

√∑
k<−n

∣∣∣f̂ (m)(k)
∣∣∣2
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vediamo che√∑
k<−n

∣∣∣f̂ (m)(k)
∣∣∣2 +√∑

k>n

∣∣∣f̂ (m)(k)
∣∣∣2 ⩽√2

∑
|k|>n

∣∣∣f̂ (m)(k)
∣∣∣2 .

Da questo e dal fatto che |eikx| = 1, concludiamo, in base alla identità (5.29)
ed alla disuguaglianza di Cauchy–Schwarz in `2 (Proposizione 4.5.1) che

|Snf(x)− f(x)| ⩽
−n−1∑
k=−∞

1

|k|m
∣∣∣f̂ (m)(k)

∣∣∣+ ∞∑
k=n+1

1

km

∣∣∣f̂ (m)(k)
∣∣∣

⩽

√√√√2
∞∑

k=n+1

1

k2m

√∑
|k|>n

∣∣∣f̂ (m)(k)
∣∣∣2

⩽
√
2

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2m
∥∥f (m)

∥∥
L2
∗
.

Da qui segue la prima disuguaglianza dell’enunciato. Per la seconda ba-
sta osservare che se h(x) = 1

x2m
, allora h è decrescente per x > 0, quindi

nell’intervallo k − 1 ⩽ x ⩽ k si ha 1
k2m

= h(k) ⩽ h(x) = 1
x2m

.
Perciò

∞∑
k=n+1

1

k2m
<

∫ ∞

n

1

x2m
dx =

1

2m− 1

1

n2m−1
.

Questo prova la seconda disuguaglianza dell’enunciato. tu

Si noti che l’ultima parte della dimostrazione del Teorema 5.17.1 è nient’altro
che il criterio di confronto di una serie numerica con un integrale, che è stato
enunciato nella Sezione 1.1:

Osserviamo che le somme parziali

Snf(x) =
n∑

k=−n

f̂(k)eikx + f̂(−k)e−ikx

sono di ordine 2n + 1 (contengono 2n + 1 addendi). Quindi le differenze
consecutive Sn+1f − Snf contengono sempre due addendi. In realtà, però,
la dimostrazione del teorema vale anche per somme parziali di ogni ordine.
L’enunciato più preciso è il seguente.
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Figura 5.9: L’integrale di 1/x2m domina la serie di 1/k2m

Teorema 5.17.2. Sia f ∈ Cm−1
∗ e f (m) ∈ L2

∗ (se m = 1 supponiamo anche
che f ′ sia continua a tratti). Siano

S̃2nf(x) = Snf(x) =
n∑

k=−n

f̂(k)eikx + f̂(−k)e−ikx

e

S̃2n+1f(x) =
n+1∑
k=−n

f̂(k)eikx + f̂(−k)e−ikx .

Allora∣∣∣S̃2n+1f(x)− f(x)
∣∣∣ ⩽ √

2

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2m
∥∥f (m)

∥∥
L2
∗
<

√
1

m− 1
2

∥∥f (m)
∥∥
L2
∗

1

nm− 1
2

e le stesse disuguaglianze valgono per
∣∣∣S̃2nf(x)− f(x)

∣∣∣.
I Teoremi 5.17.1 e 5.17.2 valgono con il seguente enunciato diverso, che

dà luogo a una disuguaglianza più forte: qui omettiamo la dimostrazione.
∗Teorema 5.17.3. (i) Sia f ∈ Cm−1

∗ , m ⩾ 1 e f (m) limitata (condizione
più forte dell’appartenenza a L2

∗). Se m = 1 supponiamo anche che
f ′ sia continua a tratti (questa ipotesi è automaticamente verificata se
m > 1). Allora esiste C = C(m) > 0 tale che per ogni n > 0,∣∣∣S̃nf(x)− f(x)

∣∣∣ < C
∥∥f (m)

∥∥
∞

log n

nm
.
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In particolare per ogni ε > 0 ∃ C ′ = C ′(m, ε) > 0 tale che, per ogni k,∣∣∣S̃nf(x)− f(x)
∣∣∣ < C ′ ∥∥f (m)

∥∥
∞

1

nm−ε .

(ii) Più in generale, si ha anche che se f (m) ∈ L2
∗ (quindi anche nel caso

particolare della parte (i), quello di f continua e C1 a tratti), esiste
C = C(f,m) tale che

|S̃nf(x)− f(x)| ⩽ C
1

nm
.

(iii) Se invece f (m) ∈ Lp∗ con 1 < p ⩽ 2, allora, esiste C = C(f,m, p) tale
che

|S̃nf(x)− f(x)| ⩽ C
log(log(log(n)))

nm
.

Nota 5.17.4. Per p > 2 si ha Lp∗ ⊂ L2
∗ e quindi se f (m) ∈ Lp con p > 2

continua a valere (ii), che è più forte di (iii) per questi p, ma molto
più difficile da dimostrare.

(iv) Se infine f (m) ln |f (m)| ∈ L1
∗ (o, come di solito si scrive, f (m) ∈ L logL),

allora esiste C = C(f,m) tale che

|S̃nf(x)− f(x)| ⩽ C
log(log(n))

nm
.

Le stime più precise, enunciate nelle parti (iii) e (iv) del Teorema 5.17.3,
sono ottenute nella dimostrazione del Teorema di convergenza puntuale di
Carleson, citato nella Sezione 5.5.

5.18 Ordine di infinitesimo dei coefficienti di
Fourier

Sappiamo dal Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6 che i coefficienti di Fourier
di funzioni in L1 tendono a zero all’infinito. In generale non si può dire
nulla sul loro ordine di infinitesimo, come vedremo nella Sottosezione 7.6.5:
il Lemma di Riemann–Lebesgue non si può migliorare, i coefficienti possono
tendere a zero in maniera arbitrariamente lenta (Proposizione 7.6.31 e Nota
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7.6.32). In quella stessa Sottosezione mostreremo un altro fatto interessante
a questo correlato: esistono serie trigonometriche convergenti, con coefficienti
ck ≈ 1

k
che non sono serie di Fourier di funzioni L1, ossia non ogni successione

convergente a zero è la successione dei coefficienti di Fourier di funzioni L1

(Corollario 7.6.34).
Naturalmente, se si sa che ck = f̂(k) per una funzione f ∈ L2

∗ (f è la
somma della serie) e ck ≈ 1

kα
per qualche α > 0, allora la disuguaglianza di

Bessel (Corollario 4.1.9; si veda anche la Nota 5.2.7) dice che
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)∣∣∣2 <∞

e quindi α > 1
2
.

Invece si hanno stime precise sull’ordine di infinitesimo dei coefficienti di
Fourier di funzioni derivabilim volte con continuità (f ∈ Cm

∗ ). Naturalmente
queste funzioni sono in L2

∗ e quindi vale l’asserzione precedente, ma vale un
risultato molto più forte: f̂(k) ≈ 1

km
o più precisamente |f̂(k)| < 1

km−ε per
ogni ε > 0.

In effetti il risultato più forte che proveremo, Teorema 5.18.5, segue im-
mediatamente dal Teorema 5.17.1, ma questo Teorema non l’abbiamo di-
mostrato (e la dimostrazione è complicata). Noi seguiremo un approccio
completamente elementare.

Siamo interessati a determinare l’ordine di infinitesimo di f̂(k) quando
f ∈ Cm−1

∗ con m ⩾ 1 e f (m) è continua a tratti (oppure anche solo misurabile
e limitata, o anche soltanto integrabile con integrale finito). Cominciamo con
il caso m = 1, cioè con funzioni periodiche con derivata continua a tratti.

Lemma 5.18.1. Sia f ∈ C∗ e supponiamo che f ′ esista quasi ovunque e
f ′ ∈ L1

∗ (questo è vero, in particolare, se f ′ è continua a tratti, oppure se
è misurabile e limitata: assai più in generale, è vero nell’ipotesi che f sia
assolutamente continua, in base alla forma generale del Teorema Fondamen-
tale del Calcolo, Teorema 1.28.9). Allora f̂(k) è infinitesimo per |k| → ∞ di
ordine superiore a 1

k
.

Dimostrazione. Il Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6 implica che f̂ ′ (k) → 0
per |k| → ∞. Dal Lemma 5.16.1 si ha

f̂(k) =
1

ik
f̂ ′ (k)
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e quindi
f̂(k)

1
k

→ 0

per |k| → ∞. tu

Corollario 5.18.2. Se f ∈ Cm−1
∗ , m ⩾ 1 e f (m) è in L1

∗, allora per ogni
0 ⩽ j ⩽ m esiste Bj > 0 tale che∣∣∣f̂(k)∣∣∣ ⩽ Bj

|k|j
∀k,

e f̂(k) è infinitesimo di ordine superiore a 1
|k|m per |k| → ∞.

Dimostrazione. Sappiamo che

|f̂(k)| ⩽ 1

2π
‖f‖L1

∗

perché ∣∣∣f̂(k)∣∣∣ = ∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
f(t)e−ikt dt

∣∣∣∣ ⩽ 1

2π

∫ π

−π
|f(t)| dt.

Ripetute applicazioni del Lemma 5.16.1 portano alla disuguaglianza∣∣∣f̂(k)∣∣∣ = 1

|k|j
∣∣∣f̂ (j)(k)

∣∣∣ ⩽ 1

|k|j
1

2π

∥∥∥f̂ (j)

∥∥∥
L1
∗

L’ultima asserzione dell’enunciato segue come nel Lemma 5.18.1. tu
Ora consideriamo il caso di funzioni continue a tratti con derivata con-

tinua a tratti. Questo caso non è incluso nel Lemma 5.18.1 dove si assume
che f sia continua (questa ipotesi è necessaria per poter applicare il Lemma
5.16.1).
Però abbiamo visto (Esempio 5.14.1) che per la funzione Θ a denti di sega,
continua a tratti con derivata continua a tratti, si ha Θ̂(k) = − i

2k
. Estendia-

mo questa osservazione nel seguente risultato (una diversa estensione verrà
ottenuta nel Teorema 5.18.5):

Proposizione 5.18.3. Se f è continua a tratti (con salti non nulli) con
f ′ anch’essa continua a tratti, allora f̂(k) è infinitesimo di ordine 1

k
per

k → ±∞.
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Dimostrazione. Dimostriamo dapprima l’enunciato quando c’è un solo punto
di salto x0 ∈ (−π, π). Senza perdita di generalità possiamo assumere x0 = 0
(infatti ci riconduciamo a questo caso con una traslazione che non altera il
modulo dei coefficienti di Fourier per il seguente esercizio).
Esercizio 5.18.4. I coefficienti di Fourier del traslato λx0h di una funzione
h ∈ L1

∗ (qui λx0h(x) = h(x− x0)) sono dati da

λ̂x0h(k) = e−ix0kĥ(k)

e quindi ∣∣∣λ̂x0h(k)∣∣∣ = ∣∣∣ĥ(k)∣∣∣ .
tu

Continuazione della dimostrazione della Proposizione 5.18.3.
Ora possiamo rimuovere il salto come si è fatto nella dimostrazione del Teo-
rema 5.15.1, cioè scriviamo f = g + 1

π
AΘ dove A =

(
f(x+0 )− f(x−0 )

)
. Ram-

mentiamo che g è continua perché il suo salto al punto 0 vale 0: Infatti il
salto di Θ vale π, come si è osservato nell’Esempio 5.14.1, e quindi il salto di
AΘ ora ha la stessa ampiezza di quello di f .
Quindi possiamo applicare a g il Lemma 5.18.1. Ne segue che ĝ(k) è un
infinitesimo di ordine superiore a 1

|k| .
D’altra parte, per la Nota 5.14.2, Θ̂(k) è infinitesimo di ordine 1

|k| , e quindi
lo è anche f̂(k).
Supponiamo infine che f abbia un numero finito di salti x1, . . . , xn ∈ (−π, π).
In tal caso li rimuoviamo tutti iterando la procedura precedente come nella
dimostrazione del Corollario 5.15.2. Cioè

f = g +
1

π

n∑
i=1

AiΘi

dove Θi (λxiΘ) è il traslato di Θ che ha punto di salto in xi ed Ai =(
f(x+i )− f(x−i )

)
. Si ha nuovamente che g è continua e naturalmente g′ è

continua a tratti (perché lo sono gli addendi). Perciò si applica a g il Lemma
5.18.1 e la dimostrazione procede come prima. Infatti, per l’Esercizio 5.18.4
e la Nota 5.14.2, i coefficienti di Fourier del traslato Θj di Θ sono dati da

Θ̂j(k) = λ̂xjΘ(k) = e−ikxjΘ̂(k) = − i

2k
e−ikxj
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e quindi, per ogni j = 1 . . . , n,

|Θ̂j(k)| = |Θ̂(k)| = 1

|k|
.

Pertanto i coefficienti di Fourier di

ψ =
1

π

n∑
j=1

AjΘj

sono dati da

ψ̂(k) =
n∑
j=1

Aje
−ikxjΘ̂(k) = − i

2k

n∑
j=1

Aje
−ikxj ,

e quindi

|ψ̂(k)| = 1

2|k|

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Aje
−ikxj

∣∣∣∣∣ .
Ne segue che

ψ̂(k) ∼ 1

k
,

a meno che, per un certo intero k0 in poi, per ogni |k| > |k0| valga l’identità:
n∑
j=1

Aje
−ikxj = 0,

oppure,[iù in generale, a meno che si abbia lim|k|→∞
∑n

j=1Aje
−ikxj = 0.

Ma se valesse questa identità per tutti i |k| > |k0|, allora ψ̂(k) sarebbe non
nullo solo per un numero finito di interi k, e pertanto ψ sarebbe un polinomio
trigonometrico, quindi una funzione continua: invece abbiamo fatto l’ipotesi
che questa funzione debba avere almeno un punto di salto (almeno uno degli
Aj è diverso da zero).

Più in generale, non può accadere che lim|k|→∞
∑n

j=1Aje
−ikxj = 0, perché,

se così fosse, il vettore vk = (e−ikx1 , . . . , e−ikxn) apparterrebbe al sottospazio
proprio di Cn ortogonale al vettore (A1, . . . , An): questo è impossibile perché,
per ogni k0, esistono k1, . . . kn > k0 tali che {vk1 , . . . , vkn forma una base
di Cn (ossia, Spank>k0{vk} = Cn). Questo fatto è facile da vedere se i
numeri x1, . . . , xn sono tutti sottomultipli razionali di π, perché in tal caso
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le potenze e−ikxj formano sottogruppi finiti del cerchio unitario, ed il volume
del poliedro nella palla unitaria di Cn generato da questi punti, al variare
di k, è strettamente positivo (esercizio); più in general è vero se i numeri
x1, . . . , xn, π sono linearmente dipendenti rispetto al campo dei razionali. Se
invece questi numeri sono linearmente indipendenti su Q, il risultato segue da
un teorema profondo dovuto a Kronecker (si veda [14, Chapter VI, Theorem
9.1]). tu

Nel prossimo teorema miglioriamo il risultato enunciato nel Corollario
5.18.2 sotto l’ipotesi che la derivata m-sima sia continua a tratti: in tal caso
otteniamo che f̂(k) è infinitesimo dello stesso ordine di 1

km+1 . Questo ci fa
guadagnare un ordine di infinitesimo rispetto a quanto altrimenti ottenuto
nel Lemma 5.18.1 e nel Corollario 5.18.2 e per la funzione Θ a denti di sega ci
dà l’ordine esatto di infinitesimo, Θ̂(k) ≈ 1

k
, dimostrato con il calcolo diretto

nell’Esempio 5.14.1 e poi riottenuta come conseguenza della Proposizione
5.18.3 (è il caso m = 0 nel prossimo teorema).

Teorema 5.18.5. (Ordine di infinitesimo dei coefficienti di Fourier.)
Sia f ∈ Cm−1

∗ e Cm
∗ a tratti. Allora esiste C > 0 tale che

|f̂(k)| ⩽ C

|k|m+1
∀k.

Dimostrazione. Dal Lemma 5.16.1 segue

f̂(k) =
1

ik
D̂f(k)

Iterando m volte otteniamo

f̂(k) =

(
1

ik

)m ∫ π

−π
f (m)(t)e−ikt dt . (5.30)

A questo punto l’enunciato segue dalla Proposizione 5.18.3. tu

Una funzione monotòna a tratti in [−π, π] può avere solo un insieme
numerabile di discontinuità, tutte di tipo salto finito (Sezione 1.1). Pertanto
è naturale studiare la variante del Teorema 5.18.5 in cui la derivata m−sima,
anziché continua a tratti, si assume limitata e monotòna a tratti.
Nota 5.18.6. Quanto appena detto non deve portare a pensare che il prossi-
mo Teorema sia più forte dei risultati precedenti. La stima è più forte, ma
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Figura 5.10: La funzione x sin 1
x non è monotòna a tratti

l’ipotesi (monotònia a tratti della derivata m-sima) è diversa da quella dei
risultati precedenti (continuità a tratti della derivata m-sima) ed in partico-
lare la monotònia a tratti non segue dalla continuità a tratti. Ad esempio,
la seguente funzione già studiata negli Esempi 1.26.4 e 1.28.3,

f(x) =

{
0 x = 0
x sin 1

x
0 < x ⩽ 1

non è monotòna a tratti nell’intervallo [0, 1], perché oscilla attorno all’asse x
un numero illimitato di volte quando x → 0+, però è continua in [0, 1]. In
effetti, l’unico punto in cui la continuità non è ovvia è il punto x = 0, dove
però essa segue dal Teorema del Confronto (Sezione 1.1). Ciò che è vero,
invece, è che una funzione monotoòna su un intervallo è ivi continua tranne
che per una successione di punti di salto (Sezione 1.1), ma questa successione
può non essere finita. Quindi, in particolare, una funzione monotòna a tratti
è continua tranne che su un insieme al più numerabile: solo se questo insieme
è finito essa è continua a tratti.

tu

Teorema 5.18.7. (Ordine di infinitesimo dei coefficienti di Fourier
sotto ipotesi di monotonia a tratti della derivata m−sima.) Sia
f ∈ Cm−1

∗ tale che f (m) esista quasi ovunque, sia in L∞
∗ e monotòna a tratti.

Allora esiste C > 0 tale che

|f̂(k)| ⩽ C

|k|m+1
∀k.

Dimostrazione. Poiché f (m) è monotòna a tratti, l’intervallo [−π, π] si spezza
in un numero finito di segmenti {Ij, j = 1, . . . , N} su ciascuno dei quali f (m)

è monotòna. Perciò

f̂(k) = −im 1

km

N∑
j=1

∫
Ij

f (m)(t)e−ikt dt. (5.31)
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Per concludere la dimostrazione abbiamo bisogno del ben noto risultato
seguente di Analisi Matematica.

Lemma 5.18.8. (Teorema della media pesata per gli integrali). Sup-
poniamo che g : [a, b] 7→ R sia continua e di segno costante e f sia non
decrescente (oppure non crescente) in [a, b]. Allora esiste x0 ∈ [a, b] tale che∫ b

a

g(t)f(t) dt = f(a)

∫ x0

a

g(t) dt+ f(b)

∫ b

x0

g(t) dt.

Dimostrazione. Poniamo

h(x) = f(a)

∫ x

a

g(t) dt+ f(b)

∫ b

x

g(t) dt.

Dobbiamo mostrare che ∫ b

a

f(t)g(t) dt = h(x0)

per qualche a ⩽ x0 ⩽ b.
Osserviamo che h è continua in [a, b] (di più, h è derivabile, per il Teorema

Fondamentale del Calcolo (Teorema 1.27.1)) e per come è stata definita si ha

h(a) = f(b)

∫ b

a

g(t) dt

e
h(b) = f(a)

∫ b

a

g(t) dt.

Per il Teorema dei Valori Intermedi per le funzioni continue (Sezione 1.1) h
assume in [a, b] ogni valore compreso tra h(a) e h(b). Supponiamo per sem-
plicità che f sia non decrescente e g ⩾ 0 (il caso g ⩽ 0 ha una dimostrazione
simmetrica, e così pure il caso che f sia non crescente). Abbiamo

f(a) = min
a⩽x⩽b

f(x) e f(b) = max
a⩽x⩽b

f(x)

perché f è non decrescente. Quindi per il Teorema della Media Integrale
(Sezione 1.1) abbiamo:

h(b) = f(a)

∫ b

a

g(t) dt ⩽
∫ b

a

f(t)g(t) dt ⩽ f(b)

∫ b

a

g(t) dt = h(a).
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Perciò per il Teorema dei Valori Intermedi esiste x0 ∈ [a, b] tale che

h(x0) =

∫ b

a

f(t)g(t) dt.

tu

Questo Lemma ha il seguente Corollario, di cui il Teorema 5.18.7 è una
conseguenza immediata, grazie allo stesso argomento che prova il Teorema
5.18.5.

Corollario 5.18.9. Se f ∈ L∞
∗ e monotòna a tratti, allora esiste una costante

C = C(f) tale che per ogni k ∈ Z

|f̂(k)| ⩽ C

|k|
.

Dimostrazione. Denotiamo con Ij, j = 1 . . . , N una partizione finita di
[−π, π] in intervalli contigui in ciascuno dei quali f è non decrescente o non
crescente. Scriviamo Ij = [xj, yj]. Vorremmo applicare il Lemma 5.18.8 al-
l’integrale

∫ yj
xj
f(t) e−ikt dt, ma il peso g(t) = e−ikt non verifica la condizione

di segno costante del Lemma (non è neppure un peso, perché è a valori com-
plessi). Però si può spezzare l’integrale in parte reale e parte immaginaria:
nelle due parti il peso diventa rispettivamente cos kt e sin kt. Queste due
funzioni non hanno segno costante, ma per ciascun valore di k, possiamo se
necessario suddividere ulteriormente gli intervalli Ij in due parti nelle quali
esse abbiano segno costante. Perciò possiamo applicare il Lemma 5.18.8 alla
situazione presente. In base a tale Lemma, esiste zj con xj ⩽ zj ⩽ yj, tale
che ∣∣∣f̂(k)∣∣∣ =

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π
f(t)e−ikt dt

∣∣∣∣
=

1

2π

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

f(xj)

∫ zj

xj

e−ikt dt+ f(yj)

∫ yj

zj

e−ikt dt

∣∣∣∣∣ .
D’altra parte, per ogni a ⩽ b si ha∣∣∣∣∫ b

a

e−ikt dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣e−ikb − e−ika

ik

∣∣∣∣ ⩽ 2

|k|
.
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Quindi

|f̂(k)| ⩽ 1

π|k|

N∑
j=1

(|f(xj)|+ |f(yj)|) = C
1

|k|
.

tu

Esercizio 5.18.10. Calcolare i coefficienti di Fourier di fc(x) = |x − c|, x ∈
[−π, π), dove c è un parametro in (−1, 1). Qual � il loro ordine di infinitesimo?

Svolgimento. Il valore assoluto corrisponde ad un cambiamento di segno
nel dominio in cui il suo argomento è negativo: quindi possiamo sbaraz-
zarcene scrivendo |x − c| = x − c se x ⩾ c e |x − c| = c − x se x < c.
Pertanto

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
|x− c| e−inx dx (5.32)

=
1

2π

(∫ c

−π
(c− x) e−inx dx+

∫ π

c

(x− c) e−inx dx

)
.

Per ogni a, b ∈ [−π, π], calcoliamo integrando per parti (si veda la Sezio-
ne 1.1) l’integrale

Iba ≡
∫ b

a

x e−inx dx = − x e−inx

in

∣∣∣∣b
a

− e−inx

n2

∣∣∣∣b
a

(5.33)

e direttamente l’integrale

J ba ≡
∫ b

a

e−inx dx =
e−inx

in

∣∣∣∣b
a

. (5.34)

Segue da (5.33) e (5.34) che

Kb
a ≡

1

2π

∫ b

a

(x− c) e−inx dx = Iba − cJ ba = − x e−inx

in

∣∣∣∣b
a

− e−inx

n2

∣∣∣∣b
a

+ c
x e−inx

in

∣∣∣∣b
a

=
(c− x) e−inx

in

∣∣∣∣b
a

− e−inx

n2

∣∣∣∣b
a

.
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D’altra parte, e−inx = (−1)n se x = ±π, e quindi dalla precedente identità e
da (5.32) segue

f̂(n) = −Kc
−π +Kπ

c = (−1)n
c+ π

in
+ (−1)n

c− π

in
+ 2

e−inc − (−1)n

n2

= (−1)n
2c

in
+ 2

e−inc − (−1)n

n2
.

Pertanto f̂(n) = O
(
1
n

)
se c 6= 0, ma f̂(n) = O

(
1
n2

)
se c = 0.

Questo conferma il Teorema 5.18.5. Infatti, se c 6= 0, la funzione |x− c| (tra-
slato di |x| di passo c) non è pari, e quindi, periodicizzandola sull’intervallo
centrato [−π, π), otteniamo una funzione C1 a tratti e continua a tratti con
un salto di ampiezza finita agli estremi dell’intervallo. Invece, se c = 0, allora
la funzione è pari: quindi, periodicizzandola sullo stesso intervallo centrato in
0, non introduciamo salti ed otteniamo una funzione continua e C1 a tratti.

tu

5.19 Il fenomeno di Gibbs
Abbiamo visto nella Sezione 5.15 che la serie di Fourier di una funzione f
periodica continua a tratti e C1 a tratti converge puntualmente ovunque.
Nei punti di salto la serie di Fourier converge al valore intermedio dei limiti
destro e sinistro di f in tali punti.

Ora mostreremo che, intorno al punto di salto, le somme parziali Sn della
serie di Fourier compiono un’oscillazione di escursione superiore alla ampiezza
del salto (se n è sufficientemente grande). Quando n → ∞ la frequenza di
queste oscillazioni aumenta, e quindi la loro ampiezza si riduce in ascisse, ma
non in ordinate (fenomeno di Gibbs).

Vedremo prima questo fenomeno per l’esempio tipico della funzione a
denti di sega

Θ(x) =
∞∑
k=1

sin kx

k

introdotta nell’Esempio 5.14.1, e poi lo esporteremo ad ogni altra funzione
continua a tratti e C1 a tratti con un salto in (−π, π). Varie parti del calcolo
sono presentate separatamente in una serie di lemmi.
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Figura 5.11: Ringing nella approssimazione di Fourier della funzione a denti di sega
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Lemma 5.19.1. Per x ⩾ 0 poniamo

ϕ(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt,

e poniamo anche xk = kπ (k = 1, 2, . . . ). Allora i punti di massimo e
minimo locale della funzione ϕ sono rispettivamente i punti x2k−1 e x2k, e
|ϕ(xk+1| < |ϕ(xk)| per ogni k. In particolare, il punto di massimo assoluto
di |ϕ| è x = π. Inoltre, esiste il limite

∫∞
0

sinx
x
dx = limr→∞

∫ r
0

sinx
x
dx.

Dimostrazione. Per il Teorema Fondamentale del Calcolo (Teorema 1.27.1)
si ha: ϕ′(x) = sinx

x
= 0 se e solo se x = kπ = xk. Inoltre

ϕ(xk) =

∫ kπ

0

sin t

t
dt =

=

∫ π

0

sin t

t
dt+

∫ 2π

π

sin t

t
dt+ · · ·+

∫ kπ

(k−1)π

sin t

t
dt

=

∫ π

0

sin t

t
dt−

∫ π

0

sin t

t+ π
dt+ · · ·+ (−1)k

∫ π

0

sin t

t+ (k − 1)π
dt,

perché sin(x+ π) = − sin(x) per ogni x. Consideriamo questi integrali

am :=

∫ π

0

sin t

t+ (m− 1)π
dt = |ϕ(xm)− ϕ(xm−1)| .

Nei loro integrandi, il numeratore è sempre lo stesso, ma il denominatore au-
menta all’aumentare di m, e, visto che il numeratore è limitato in modulo da
1, gli integrandi tendono a zero uniformemente nell’intervallo [0, π]. Quindi
ciascuno dei termini a segno alterno nell’ultimo membro dell’identità è, in
valore assoluto, minore del precedente, ed inoltre limm am = 0. L’enunciato
segue in maniera ovvia da questo fatto (si tratta dello stesso argomento che si
usa per la dimostrazione della monotonia delle somme parziali pari e dispari
in una serie numerica a segni alterni (Sezione 1.1)). In particolare, per ogni
m valgono le relazioni

0 < ϕ(x2m+1) < ϕ(x2m−1)

0 < ϕ(x2m) < ϕ(x2m+2)

0 < ϕ(x2m+1)− ϕ(x2m) → 0+ .
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Da qui segue che esiste il limite limk→+∞ ϕ(xk) = limk→+∞
∫ kπ
0

sin t
t
dt (ed

è uguale a infk ϕ(x2k−1) = supk ϕ(x2k)). Poiché ϕ è monotòna in tutti gli
intervalli [xk, xk+1], da questo a propria volta segue che la variazione di ϕ
nella semiretta [xk,+∞) tende a zero con k, e quindi che esiste il limite
limk→+∞

∫ x
0

sin t
t
dt. tu

Corollario 5.19.2. ∫ ∞

0

sin x

x
dx <

∫ π

0

sin x

x
dx.

Dimostrazione. Per il Teorema Fondamentale del Calcolo (Sezione 1.1), la
funzione ϕ(x) =

∫ x
0

sin t
t
dt ha massimi e minimi locali nei punti xk = kπ

dove si annulla il suo integrando, ed è monotóna (alternativamente crescente
e decrescente) negli intervalli fra questi punti. Quindi lim supx→+∞ ϕ(x) =
limk→∞ ϕ(x2k) e lim infx→+∞ ϕ(x) = limk→∞ ϕ(x2k−1). Allora l’enunciato
segue immediatamente dal Lemma 5.19.1.

tu

Lemma 5.19.3. ∫ ∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che, in base al Lemma 5.19.1,∫ ∞

0

sin t

t
dt = lim

n→∞

∫ nπ

0

sin t

t
dt . (5.35)

Quindi basta dimostrare che l’ultimo integrale tende a π/2 per n→ ∞.
Segue dalla Proposizione 5.8.2 e dalla Proposizione 5.8.1 che∫ π

0

sin((n+ 1
2
)t)

2 sin t
2

dt =
π

2
. (5.36)

Abbiamo anche visto (5.12) che

sin((n+ 1
2
)t)

2 sin t
2

=
sinnt

2 tg t
2

+
1

2
cosnt se t 6= 0
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Figura 5.12: Grafico di sin x
x e della sua primitiva
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e quindi in (0, π) si ha

sin((n+ 1
2
)t)

2 sin t
2

= sinnt

(
1

2 tg t
2

− 1

t

)
+

sinnt

t
+

1

2
cosnt. (5.37)

Quindi, per (5.36),
π

2
=

∫ π

0

sinnt

t
dt+ ρn

dove
ρn =

∫ π

0

sinnt

(
1

2 tg t
2

− 1

t

)
dt+

1

2

∫ π

0

cosnt dt.

(Per maggiore compatibilità con la notazione che stiamo per adottare, do-
vremmo scrivere ρn(π) invece che ρn). L’ultimo integrale vale 0: infatti,∫ π

0

cosnt dt =
1

n

∫ nπ

0

cos u du =
sinnπ

n
= 0 .

In base al Lemma 5.9.3 il primo integrando è limitato, e l’integrale è su un
intervallo di lunghezza finita. Estendiamo tale integrando a tutto R ponen-
dolo zero al di fuori di (0, π). In tal modo si ottiene una funzione g ∈ L1,
ed il primo integrale altro non è che

∫∞
−∞ sinnt g(t) dt, che tende a zero con

n per il Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6. Pertanto, ρn → 0 per n → ∞.
Perciò

lim
n→∞

∫ π

0

sinnt

t
dt =

π

2
.

Ma ∫ π

0

sinnt

t
dt =

∫ nπ

0

sin t

t
dt,

quindi, grazie a (5.35),∫ ∞

0

sin t

t
dt = lim

n→∞

∫ nπ

0

sin t

t
dt =

π

2
.

tu
Sia Θ la funzione a denti di sega dell’Esempio 5.14.1 (la periodicizzata di

periodo 2π della funzione Θ(x) = π
2
− x

2
per 0 < x < 2π). Poniamo Θ(0) = 0.

Dall’Esempio 5.14.1 sappiamo che la serie di Fourier di Θ converge a Θ
puntualmente, ed in particolare, per ogni x

Θ(x) =
∞∑
k=1

sin kx

k
.
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Indichiamo con
SnΘ(x) =

n∑
k=1

sin kx

k

le somme parziali di questa serie di Fourier.

Lemma 5.19.4.

SnΘ(x) =

∫ x

0

sinnt

t
dt− x

2
+ ρn(x)

con ρn(x) → 0 per n→ ∞ uniformemente rispetto a x ∈ (0, π).

Dimostrazione. L’argomento è del tutto analogo a quello dell’ultima parte
della dimostrazione del Teorema 5.9.2; non applichiamo direttamente quel
teorema perché in esso l’integrando contiene un fattore aggiuntivo∆tΘ(x) che
qui manca (nel caso presente, se t è abbastanza piccolo che x+ t 6= π, questo
fattore vale − t

2
: lasciamo al lettore il facile esercizio di usare questo fatto

per trovare una dimostrazione alternativa che si riduce ad una applicazione
del Teorema 5.9.2).
Si ha

x

2
+ SnΘ(x) =

∫ x

0

(
1

2
+

n∑
k=1

cos kt

)
dt.

Ma abbiamo visto nella Proposizione 5.8.2 che vale

1

2
+

n∑
k=1

cos kt =
sin((n+ 1

2
)t)

2 sin t
2

se t 6= 2mπ (e che il primo membro è uguale a n+ 1
2
se t = 2mπ).

Grazie a (5.37) nel Lemma 5.19.3 ora abbiamo che

x

2
+ SnΘ(x) =

∫ x

0

sinnt

t
dt+ ρn(x)

dove
ρn(x) =

∫ x

0

sinnt

(
1

2 tg t
2

− 1

t

)
dt+

1

2

∫ x

0

cosnt dt.

Abbiamo già osservato che, in base al Lemma 5.9.3, il primo integrando, che
per brevità indichiamo con g, è limitato. Ovviamente lo è anche il secondo.
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Perciò procediamo come nella dimostrazione della Proposizione 5.9.8, ponen-
do in quell’enunciato al posto di f(x+u) la funzione caratteristica dell’inter-
vallo [0, x]: lasciamo al lettore la banale verifica del fatto che la dimostrazione
del Lemma 5.9.9 vale riga per riga sotto questa diversa ipotesi. La convergen-
za uniforme discende dal fatto che ora, negli integrali dell’enunciato del Lem-
ma, scriviamo χ[0,x](u) invece di f(x + u), e quindi nella sua dimostrazione,
invece di

∫∞
−∞

∣∣f (u+ π
ω
+ x
)
− f(x+ u)

∣∣ du =
∫∞
−∞

∣∣f (u+ π
ω

)
− f(u)

∣∣ du,
abbiamo∫ ∞

−∞

∣∣∣χ[0,x]

(
u+

π

ω

)
− χ[0,x](u)

∣∣∣ du
=

∫ ∞

−∞
(χ[0,π/ω](u) + χ[x,x+π/ω](u)) du =

2π

ω
,

che non dipende da x.
Allora otteniamo che ρn(x) converge uniformemente a zero quando n → ∞
per x ∈ (0, π). tu

Raccogliendo questi risultati preliminari ora proviamo il risultato annun-
ciato.
Teorema 5.19.5. (Fenomeno di Gibbs per la funzione a denti di
sega). Sia

β =

∫ π

0

sin t

t
dt.

Allora β > π
2
, e

lim
n→∞

SnΘ
(π
n

)
= β,

mentre
lim
n→∞

Θ
(π
n

)
=
π

2
.

Viceversa

lim
n→∞

SnΘ
(
−π
n

)
= −β, lim

n→∞
Θ
(
−π
n

)
= −π

2
.

Quindi il rapporto fra l’escursione di SnΘ
(
π
n

)
e quella di Θ tende a

β/
π

2
=

2

π

∫ π

0

sin t

t
dt ≈ 1.089490 . . .

per n → ∞ (questa oscillazione, illustrata nella Figura 5.11, si chiama
ringing).
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Dimostrazione. Il fatto che limn→∞ Θ(π
n
) = π

2
segue direttamente dalla

definizione di Θ (Esempio 5.14.1).
Abbiamo visto nel Corollario 5.19.2 che

β = maxϕ > lim
x→+∞

ϕ(x) =

∫ ∞

0

sin t

t
dt

e nel Lemma 5.19.3 che ∫ ∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

Dal Lemma 5.19.4 segue

SnΘ
(π
n

)
=

∫ π
n

0

sinnt

t
dt− π

2n
+ ρn

(π
n

)
.

Naturalmente π
2n

tende a zero per n → ∞. Inoltre, ρn(πn) → 0 per n → ∞:
infatti sappiamo che ρn(x) → 0 uniformemente rispetto a x ∈ (0, π), ossia
per ogni ε > 0 esiste N = Nε (indipendente da x) tale che, se n > N , si
ha |ρn(x)| < ε per ogni x ∈ (0, π). Ma siccome questa disuguaglianza vale
simultaneamente per tutti gli x, scegliendo x = π/n otteniamo |ρn(π/n)| < ε
per n > N : in altre parole, limn→∞ ρn(π/n) = 0.
Quindi

lim
n→∞

SnΘ
(π
n

)
= lim

n→∞

∫ π
n

0

sinnt

t
dt .

D’altra parte, ∫ π
n

0

sinnt

t
dt =

∫ π

0

sin u

u
du = β

(indipendente da n). Questo prova la parte dell’enunciato che calcola il limite
di SnΘ lungo la successione π

n
. Poiché Θ è dispari i limiti dell’enunciato

cambiano di segno quando vengono calcolati lungo la successione −π
n
.

Infine, l’approssimazione dell’integrale

2

π

∫ π

0

sin t

t
dt ≈ 1.089490

si ottiene per via numerica. tu
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Nota 5.19.6. Lo scarto fra i valori massimo e minimo di SnΘ in un intorno
di zero è quindi maggiore del salto di Θ di una percentuale che, per n→ ∞,
converge a 8.949%. In particolare, la norma uniforme dell’approssimante non
converge a quella della funzione approssimata, ma si mantiene più elevata.

tu

Nota 5.19.7. Per n grande, il punto π
n
è approssimativamente il punto dove

SnΘ raggiunge il valore massimo. Infatti, la funzione φ(x) =
∫ x
0

sin t
t
dt ha

massimo in x = π (Lemma 5.19.1), D’altra parte, φ(x) =
∫ x

n

0
sinnt
t
dt: perciò

il termine integrale nell’espressione di SnΘ data nel Lemma 5.19.4 si può
scrivere come ψ(x) = φ(nx), ed è massimo esattamente per x = π

n
. Gli altri

due addendi nell’espressione di SnΘ nel Lemma 5.19.4 tendono a zero quando
calcolati in x = π

n
→ 0, perciò, per grandi n, non perturbano apprezzabil-

mente il valore del termine principale ψ(x) che invece tende a β 6= 0.
tu

Teorema 5.19.8. (Fenomeno di Gibbs per funzioni continue a tratti
e C1 a tratti.) Sia x0 ∈ (−π, π) e f di classe C1 in (−π, x0) e (x0, π) con
limiti finiti

lim
x→x±0

f(x)

e
lim
x→x±0

f ′(x).

Allora il fenomeno di ringing illustrato nel Teorema 5.19.5 per gli approssi-
mati di Fourier della funzione a denti di sega Θ vale anche per la funzione
f .

Dimostrazione. Basta scrivere f = h+ Aλx0Θ dove

A = f(x+0 )− f(x−0 ) = lim
x→x+0

f(x)− lim
x→x−0

f(x).

In altre parole, si ”rimuove” il salto di f come già facemmo nel Teorema
5.15.1: in tal modo si ottiene una funzione h continua e C1 a tratti. Per il
Corollario 5.12.4 la serie di Fourier di h converge a h uniformemente, e non
presenta alcun ringing perché il suo salto in x0 vale zero. L’altro addendo
Aλx0Θ(x) = AΘ(x− x0) è un multiplo di un traslato di Θ e quindi presenta
il ringing di escursione 1.089490 . . . determinato nel Teorema 5.19.5.

tu
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5.20 Esercizi sulle serie di Fourier
Esercizio 5.20.1. Dimostrare l’ortogonalità del sistema trigonometrico diret-
tamente con le formule di prostaferesi, senza cioè far uso degli esponenziali
complessi, come invece si è fatto nella Proposizione 5.1.5. tu

Svolgimento. Rammentiamo la notazione. In L2([−π, π]) consideriamo le
funzioni

φ0(x) = 1, φ2n−1(x) = sin(nx), φ2n(x) = cos(nx) n = 1, 2, . . . .

Osserviamo come prima cosa che la funzione φ0 è ortogonale alle φ2n−1 e alle
φ2n ∀ n = 1, 2, . . . .

Infatti

∫ π

−π
1 · cos(nx) dx = 0

∫ π

−π
1 · sin(nx) dx = 0 ∀ n = 1, 2, . . .

Anche le funzioni φ2n−1 e φ2n sono ortogonali tra loro. Infatti

∫ π

−π
φ2m−1φ2n dx =

∫ π

−π
cos(nx) sin(nx) dx

=
1

2

∫ π

−π
(sin((m+ n)x) + sin((m− n)x)) dx = 0

∀ m,n = 1, 2, . . . .

Analogamente∫ π

−π
φ2m−1φ2n−1 dx =

∫ π

−π
cos(nx) cos(nx) dx

=
1

2

∫ π

−π
(cos((m+ n)x) + cos((m− n)x)) dx = 0

∀ m,n = 1, 2, . . . m 6= n.

e ∫ π

−π
φ2mφ2n dx =

∫ π

−π
sin(nx) sin(nx) dx = 0

∀ m,n = 1, 2, . . . m 6= n.

Le funzioni φj, j = 0, 1, 2, . . . costituiscono un sistema ortogonale. tu
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Esercizio 5.20.2. Sia 0 < a < π. Calcolare i coefficienti di Fourier della
funzione caratteristica χ[−a,a] che vale 1 in [−a, a] e 0 altrove, e mostrare che
bk = 0 per ogni k (come deve essere per motivi di parità) e

a0 =
a

π

ak =
2

π

sin(ka)

k
se k 6= 0 .

Cosa si troverebbe invece per a = π? tu

Esercizio 5.20.3. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di periodo
2π definita in [−π, π] da f(x) = x sia

2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx,

si ottiene che la serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita in
[−π, π] da g(x) = x− π

2
è

1. □ −π
4
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

2. □ −π
2
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k

k
sin kx;

3. □ −π
2
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

4. □ π

2
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

5. □ π

4
− 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

tu

Esercizio 5.20.4. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π]:
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Allora la sua serie di Fourier è

1. □ π

2
− 4

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
;

2. □ − 4

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
;

3. □ π

2
− 4

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
+

+∞∑
k=1

(−1)k

k
sin kx;

4. □ π

2
− 4

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
;

5. □ − 4

π

+∞∑
k=1

sin 2kx

(2k)2
;

tu

Esercizio 5.20.5. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π] da

f(x) =

{
1 x ∈ [0, π]
−1

2
x ∈ [−π, 0)

Allora la sua serie di Fourier
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1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente in alcun intervallo

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.6. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ 9
8
+ 8

π2

∑∞
k=1

[
(−1)k−cos( kπ

4
)

k2
cos(kx) +

sin(
(kπ)
4

k2
sin kx

]
2. □ 9

8
+ 8

π2

∑∞
k=1

(−1)k−cos( kπ
4
)

k2
cos(kx)

3. □ 8
π2

∑∞
k=1

(−1)k+sin( kπ
4
)

k2
sin kx

4. □ 8
π2

∑∞
k=1

(−1)k−cos( kπ
4
)

k2
cos(kx)

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.7. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π]:
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Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k3

2. □ 1
k

3. □ 1
k2

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.8. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di periodo
2π definita in [−π, π) da f(x) = x sia

2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx,

si ottiene che la serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita in
[−π, π) da g(x) = π − x è

1. □ π

2
+ 2π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

2. □ π − 2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;
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3. □ π − 2

π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

4. □ π − 2π
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

5. □ π

2
− 2π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

tu

Esercizio 5.20.9. Sia f la funzione di periodo 2π che in [−π, π) ha il grafico
seguente:

La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ 8

π2

+∞∑
k=1

(−1)k − sin(kπ
4
)

k2
sin kx;

2. □ 8

π2

+∞∑
k=1

(−1)k − cos(kπ
4
)

k2
cos kx;

3. □ 9

8
+

8

π2

+∞∑
k=1

(−1)k − cos(kπ
4
)

k2
cos kx+

8

π2

+∞∑
k=1

(−1)k − sin(kπ
4
)

k2
sin kx;
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4. □ 9

8
+

8

π2

+∞∑
k=1

(−1)k − cos(kπ
4
)

k2
cos kx;

tu

Esercizio 5.20.10. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k3

2. □ 1
k

3. □ 1
k2

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.11. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da

f(x) =

{
1
2

x ∈ [0, π)
−3

2
x ∈ [−π, 0)

Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme
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Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.12. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k

2. □ 1
k2

3. □ 1
k3

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.13. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di
periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) = x sia

2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx,

si ottiene che la serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita in
[−π, π) da g(x) = −x+ π

2
è

1. □ π

2
− π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

2. □ π

2
− 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

3. □ π

4
−

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;
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4. □ −π
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

5. □ π

4
− 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

tu

Esercizio 5.20.14. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) =
|x|. Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.15. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?
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1. □ 2

π
+

4

π2

+∞∑
k=1

cos(6kx)

1− 4k2
+

+∞∑
k=1

sin(4kx)

1− 4k2
;

2. □ 4

π2

+∞∑
k=1

sin(4kx)

1− 4k2
;

3. □ 2

π
+

4

π2

+∞∑
k=1

cos(6kx)

1− 4k2
;

4. □ 4

π2

+∞∑
k=1

cos(6kx)

1− 4k2
;

tu

Esercizio 5.20.16. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ 32

π
+

32

π2

+∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)2
sin((2k + 1)x);

2. □ 32

π2

+∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)2
sin((2k + 1)x);

3. □ 32

π
+

32

π2

+∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)2
sin((2k + 1)x) +

+∞∑
k=1

(−1)k

(2k)2
cos(2kx);
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4. □ 32

π
+

32

π
+

+∞∑
k=1

(−1)k

(2k)2
cos(2kx);

tu

Esercizio 5.20.17. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da

f(x) =

{
2x x ∈ [0, π)
−2 x ∈ [−π, 0)

Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

5. □ non vale nessuna delle precedenti asserzioni

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.18. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di
periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) = x sia

2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx,

si ottiene che la serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita in
[−π, π) da g(x) = x+ π

2
è

1. □ −π
2
+

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

2. □ π

+∞∑
k=1

(−1)k

k
sin kx;
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3. □ π

2
−

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

4. □ π

4
− 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

5. □ π

2
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.19. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k

2. □ 1
k2

3. □ 1
k3

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo

Motivare la risposta.
tu
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Esercizio 5.20.20. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) =
x2. Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.21. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ π

2
+

2

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)3
;

2. □ π

2
+

4

π

+∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)3
;

3. □ 4

π

+∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)3
;

4. □ π

2
+

2

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)3
+

4

π

+∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)3
;
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Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.22. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k2

2. □ 1
k

3. □ 1
k3

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.23. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di
periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) = x sia

2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx,

si ottiene che la serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita in
[−π, π) da g(x) = π + x è

1. □ π

2
+

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

2. □ π + 2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;
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3. □ π +
2

π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

4. □ π

2
−

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

5. □ π

4
+

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.24. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di
periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) = x sia

2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx,

si ottiene che la serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita in
[−π, π) da g(x) = x− π

2
è

1. □ −π
4
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

2. □ −π
2
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k

k
sin kx;

3. □ −π
2
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

4. □ π

2
+ 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

5. □ π

4
− 2

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

Motivare la risposta. tu
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Esercizio 5.20.25. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ π

2
− 4

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
;

2. □ − 4

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
;

3. □ π

2
− 4

π

+∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
+

+∞∑
k=1

(−1)k

k
sin kx;

4. □ − 4

π

+∞∑
k=1

sin 2kx

(2k)2
;

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.26. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da

f(x) =

{
1 x ∈ [0, π)
−x

2
x ∈ [−π, 0)
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Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.27. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k3

2. □ 1
k

3. □ 1
k2

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.28. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):
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Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di
1. □ 1

k

2. □ 1
k2

3. □ 1
k3

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo
Motivare la risposta.

tu

Esercizio 5.20.29. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) =
| cos x|. Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme
Motivare la risposta.

tu

Esercizio 5.20.30. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):
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La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ 4

π

+∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)3
;

2. □ 2

π
+

4

π

+∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)3
+

4

π

+∞∑
k=1

cos 2kx

(2k)3
;

3. □ 2

π
+

4

π

+∞∑
k=1

cos 2kx

(2k)3
;

4. □ 2

π
+

4

π

+∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)3
;

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.31. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di
periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) = x sia

2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx,

si ottiene che la serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita in
[−π, π) da g(x) = π − x è

1. □ π

2
− 2π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

2. □ −π
2

+∞∑
k=1

(−1)k

k
sin kx;

3. □ π

2
− 8

π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

4. □ π

4
− 8

π

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;
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5. □ π − 2
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
sin kx;

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.32. Sia f una funzione periodica di periodo 2π e sia

a0
2

+
∞∑
k=1

[ak cos kx+ bk sin kx]

la sua serie di Fourier. Scrivere l’espressione del coefficiente a0. Quanto vale
a0 se la funzione f è pari? Quanto vale a0 se la funzione f è dispari?
tu

Esercizio 5.20.33. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da

f(x) =

{
− sin x se x ∈ [−π, 0)
x2 se x ∈ [0, π)

Allora la sua serie di Fourier
1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme
Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.34. Sia F (x) =
∫ x
0
f(t)dt.

Che ipotesi deve soddisfare f affinché F sia periodica?
Se la serie di Fourier di f(t) è

∞∑
n=−∞

cne
int

e la serie di Fourier di F (t) è
∞∑

n=−∞

ane
int

allora
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1. □ an = cn
n

2. □ an = ncn

3. □ an = cn

4. □ non vi è alcuna relazione tra i coefficienti an e cn.

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.35. Sia f una funzione periodica di periodo 2π di classe C1.
Sia

∞∑
n=−∞

ane
inx

la serie di Fourier di f . Se
∞∑

n=−∞

cne
inx

è la serie di Fourier di f ′, quale relazione intercorre tra i coefficienti an e cn?

1. □ cn = an
in

2. □ cn = inan

3. □ cn = nan

4. □ cn = an
n

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.36. Se a0
2
+
∑∞

k=1 ak cos(kx)+
∑∞

k=1 bk sin kx è la serie di Fourier
di una funzione f , qual è la serie di Fourier di g(x) = f(x) + 1?

1. □ a0
2
+
∑∞

k=1 ak cos(kx) +
∑∞

k=1(bk + 1) sin kx

2. □ a0
2
+ 1 +

∑∞
k=1(ak + 1) cos(kx) +

∑∞
k=1(bk + 1) sin kx

3. □ a0
2
+ 1 +

∑∞
k=1 ak cos(kx) +

∑∞
k=1 bk sin kx

4. □ a0
2
+ (a1 + 1) cos x

∑∞
k=2 ak cos(kx) +

∑∞
k=1 bk sin kx
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5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.37. Sia
∑∞

k=1 ak sin kx la serie di Fourier di una funzione pe-
riodica e integrabile. Allora

1. □ la successione {ak} converge a zero per k → ∞

2. □ la successione {ak} diverge per k → ∞

3. □ la successione {ak} converge a 1 per k → ∞

4. □ la successione {ak} non ammette limite per k → ∞

5. □ non si hanno informazioni sulla successione {ak}

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.38. Assumendo che la serie di Fourier della funzione f di pe-
riodo 2π definita in [−π, π) definita da f(x) = x sia 2

∑∞
k=1

(−1)k−1

k
sin kx, si

ottiene che la serie di Fourier della funzione di periodo 2π definita in [−π, π)
definita da g(x) = x− π

4
è

1. □ − π
4
+ 2

∑∞
k=1

(−1)k−1

k
sin kx

2. □ 2
∑∞

k=1
(−1)k−1

k
sin kx

3. □ − π
8
+ 2

∑∞
k=1

(−1)k−1

k
sin kx

4. □ 2
∑∞

k=1
(−1)k−1

k
sin k(x− π

4
)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu
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Esercizio 5.20.39. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da

f(x) =

{
− cos(x) se x ∈ [−π, 0)
1 se x ∈ [0, π)

Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

Motivare la risposta. tu

Esercizio 5.20.40. Sia f la funzione di periodo 2π definita da f(x) = x2 in
[−π, π). Quale delle seguenti è la sua serie di Fourier?

1. □ π2

3
+ 4

∑∞
k=1

(−1)k

k2
cos kx+ 4

∑∞
k=1

(−1)k+1

k
sin kx

2. □ 4
∑∞

k=1
(−1)k+1

k2
cos kx

3. □ π2

3
+ 4

∑∞
k=1

(−1)k+1

k2
cos kx

4. □ 4
∑∞

k=1
(−1)k

k2
sin kx

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.41. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da

f(x) =

{
0 se x ∈ [−π, 0)
x se x ∈ [0, π)

Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R
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2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.42. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) =
| sin x|. Allora la sua serie di Fourier

1. □ converge uniformemente su tutto R

2. □ converge uniformemente nell’intervallo chiuso [0, π]

3. □ non converge uniformemente su tutto R, ma converge puntual-
mente per ogni x ∈ R

4. □ nulla si può dire sulla convergenza uniforme

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.43. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora la sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ 2
∑∞

k=1
(−1)k−1

k
sin kx

2. □ π
2
+ 2

∑∞
k=1

(−1)k−1

k
sin kx

3. □ 2
∑∞

k=1
(−1)k−1

k2
sin kx

4. □ 2
∑∞

k=1
(−1)k−1

k
cos(kx)
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Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.44. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) =
x2. Assumendo che la serie di Fourier di f sia π2

3
+ 4

∑∞
k=1

(−1)k

k2
cos kx, scri-

vere l’espressione della serie di Fourier della funzione g di periodo 2π definita
in [−π, π) da g(x) = x. tu

Esercizio 5.20.45. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k3

2. □ 1
k

3. □ 1
k2

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo.

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.46. Sia f la funzione di periodo 2π definita in [−π, π) da f(x) =
x2. Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k3

2. □ 1
k

3. □ 1
k2

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo.
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Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.47. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di
1. □ 1

k3

2. □ 1
k

3. □ 1
k2

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo.
Motivare la risposta.

tu

Esercizio 5.20.48. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π):
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La sua serie di Fourier è una delle seguenti. Quale?

1. □ π
2
+ 2

π

∑∞
k=1

cos(2k−1)x
(2k−1)3

2. □ π
2
+ 4

π

∑∞
k=1

sin(2k−1)x
(2k−1)3

3. □ 4
π

∑∞
k=1

sin(2k−1)x
(2k−1)3

4. □ π
2
+ 2

π

∑∞
k=1

sin(2k−1)x
(2k−1)3

+ 4
π

∑∞
k=1

sin(2k−1)x
(2k−1)3

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.49. Sia f la funzione di periodo 2π con il seguente grafico in
[−π, π]:

Allora i suoi coefficienti di Fourier sono infinitesimi dello stesso ordine di

1. □ 1
k3

2. □ 1
k

3. □ 1
k2

4. □ non si può stabilire l’ordine di infinitesimo.
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Motivare la risposta.
tu

Esercizio 5.20.50. Consideriamo la serie di Fourier della funzione f(x) =
arctan x in [−π, π), ossia la serie trigonometrica i cui coefficienti sono i
coefficienti di Fourier di f(x) in [−π, π). Senza calcolare tali coefficienti,
rispondere alle seguenti domande:

(i) La serie converge in L2[−π, π]?

(ii) La serie converge puntualmente su R?

(iii) La serie converge uniformemmente su R?

(iv) Qual � l’ordine di infinitesimo dei coefficienti?

tu

Esercizio 5.20.51. Consideriamo la serie
+∞∑
n=2

1

n2 − n
e2πinθ.

(i) La serie converge uniformemente?

(ii) La serie converge puntualmente?

(iii) La serie è la serie di Fourier di qualche funzione? Se sì, quale? Se no,
perché?

(iv) Se invece consideriamo la serie

+∞∑
n=1

1

n
e2πinθ.

mostrare che lo stesso argomento non serve a rispondere alla doman-
da (iii). Cautela: questo non vuol dire che questa serie non sia una
serie di Fourier. In effetti, grazie a (5.27), la sua parte immaginaria è
riconducibile alla serie di Fourier della funzione a denti di sega dell’E-
sempio 5.14.1; per la parte reale, più delicata da studiare, si veda la
Proposizione 7.6.31 nel seguito.
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tu

Esercizio 5.20.52. Per x ∈ [0, 2π], sia

f(x) =
π2

6
− π

2
x+

1

4
x2 .

Si mostri che questa funzione è pari rispetto alla riflessione x 7→ 2π − x. In
analogia all’Esempio 5.3.5, si mostri che i coefficienti di Fourier di f sono in
soli coseni, e valgono a0 = 0, e ak = 1/k2 per k > 0. Si ricavi da questo fatto
un modo di calcolare la somma della serie numerica

∑∞
k=1 1/k

2 alternativo a
quello della Nota 5.3.6. tu

Esercizio 5.20.53. Per x ∈ [0, 2π], sia

f(x) =
1

12
x (x− π) (x− 2π) .

Si mostri che questa funzione è dispari rispetto alla riflessione x 7→ 2π−x. Si
mostri che i coefficienti di Fourier di f sono in soli seni, e valgono bk = 1/k3.
Si ricavi da questo l’identità

∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)3
=
π3

32

(si veda la Nota 5.3.6). tu

Esercizio 5.20.54. Per x ∈ [0, 2π], sia

f(x) =
π4

90
− π2

12
x2 +

π

12
x3 − 1

48
x4 .

Si mostri che questa funzione è pari rispetto alla riflessione x 7→ 2π − x. Si
mostri che i coefficienti di Fourier di f sono in soli coseni, e valgono a0 = 0,
e ak = 1/k4 per k > 0. Si ricavi da questo l’identità

∞∑
k=1

1

k4
=
π4

90

(si vedano la Nota 5.3.6 ed il precedente Esercizio 5.20.53). tu
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Capitolo 6

Identità approssimate ed
approssimazione con polinomi
trigonometrici ed algebrici

6.1 Approssimazione uniforme con polinomi
trigonometrici e identità approssimate

Abbiamo visto che i polinomi trigonometrici sono densi nello spazio delle fun-
zioni continue e periodiche nella norma uniforme (Teorema di Completezza
di Weierstrass 5.13.3).
Di questo fatto abbiamo dato una dimostrazione costruttiva: una funzione
f ∈ C∗ viene approssimata a meno di ε

2
con funzioni lineari a tratti e cia-

scuna di queste viene approssimata a meno di ε
2
con qualche somma parziale

della sua serie di Fourier. Ma questo metodo è numericamente insostenibile:
di ciascun approssimante qn lineare a tratti si devono calcolare un numero
sufficiente di coefficienti di Fourier. Quanti siano si può stimare grazie al
Teorema 5.17.1, ma comunque per ogni nuovo approssimante qn si devono
ricalcolare tutti i coefficienti di Fourier. Quindi il metodo è molto più lento
persino del calcolo delle somme parziali della serie di Fourier, per le quali ad
ogni passo n di approssimazione si deve calcolare solo il nuovo coefficiente di
Fourier cioè il coefficiente n-esimo, ma naturalmente queste somme parziali
non si possono usare per l’approssimazione, perché la serie di Fourier di una
funzione continua di solito non converge uniformemente (come accennato in
Sezione 5.5). In questa Sezione e nella prossima studieremo metodi nume-

617
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ricamente efficienti per l’approssimazione uniforme di f ∈ C∗ con polinomi
trigonometrici.
Nota 6.1.1. (Scelta di periodo unitario.) In questo e nei successivi ca-
pitoli avremo frequentemente bisogno di presentare enunciati che valgono in
maniera identica per funzioni in L1(R) e per funzioni L1

∗. Di conseguenza
è comodo normalizzare nello stesso modo gli integrali nei due casi. A que-
sto scopo, in questa Sezione scegliamo il periodo delle funzioni periodiche in
modo adeguato a questo scopo: consideriamo solo funzioni di periodo 1. La
norma di f in L1

∗ diventa quindi
∫ 1

2

− 1
2

|f(t)| dt, ed analogamente per le norme
in Lp∗ (rammentiamo che le norme in L1[0, 1], e quindi in L1

∗, e più in generale
in Lp∗ per 1 < p <∞, sono state introdotte nella Definizione 5.1.3.
I coefficienti di Fourier diventano

f̂(n) =

∫ 1
2

− 1
2

f(t) e−2πint dt (6.1)

(si noti la periodicità di periodo 1 degli esponenziali complessi nell’integran-
do).
Questa scelta del periodo sarà mantenuta nel resto di quest’opera, tranne,
per motivi storici, nella Sezione 6.2 e nel Capitolo 7, ove il periodo ritornerà
ad essere 2π. tu

Per prima cosa, introduciamo l’operazione di convoluzione di funzioni
periodiche:
Definizione 6.1.2. Siano f, g ∈ L2

∗, o, più in generale, f ∈ Lp∗ e g ∈ Lq∗ con
p e q indici coniugati, ovvero 1/p + 1/q = 1 (Definizione 1.16.4). Definiamo
il prodotto di convoluzione f ∗ g come la funzione

f ∗ g(x) =
∫ 1

2

− 1
2

f(x− t)g(t) dt .

L’integrale converge in base alla disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6).
Più in generale, definiamo allo stesso modo f ∗ g quando f , g ∈ L1

∗: in tal
caso la convoluzione può non essere definita puntualmente ovunque, ma è
una funzione in L1

∗.
Se si intende definire la convoluzione con un periodo diverso, diciamo

T > 0, allora si può normalizzare così:

f ∗ g(x) = 1

T

∫ 1
2T

− 1
2T

f(x− t)g(t) dt .
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Nota 6.1.3. Se f , g ∈ L1
∗, la loro convoluzione è un’operazione commutativa:

f ∗ g(x) = g ∗ f(x). Infatti:

f ∗ g(x) =
∫ 1

2

− 1
2

f(x− t)g(t) dt =

∫ 1
2

− 1
2

f(t)g(x− t) dt = g ∗ f(x) .

tu

Esercizio 6.1.4. La convoluzione è associativa: (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) per
ogni f , g, h in L1

∗ (o più in generale, per ogni terna di funzioni per cui la
convoluzione abbia senso).

Suggerimento: lo scambio dell’ordine di integrazione è permesso dal Teorema
di Fubini (parte (ii) del Teorema 1.20.4).
(Rivedremo questo stesso argomento nel caso della misura discreta (counting
measure), ossia per la commutatività della convoluzione di successioni, nella
Nota 19.3.1). tu

Proposizione 6.1.5. Siano f , g ∈ L1
∗.

(i) f ∗ g ∈ L1
∗ e ‖f ∗ g‖L1

∗ ⩽ ‖f‖L1
∗‖g‖L1

∗ (in particolare, lo spazio vetto-
riale L1

∗ è chiuso rispetto al prodotto di convoluzione, nel senso che la
convoluzione di due funzioni in L1

∗ è ancora in L1
∗: si dice che L1

∗ è
un’algebra per convoluzione).
(Analogamente, se f ∈ L1

∗ e g ∈ Lp∗, allora f ∗ g ∈ Lp∗ e ‖f ∗ g‖Lp
∗ ⩽

‖f‖L1
∗‖g‖Lp

∗.)

(ii) Se g è limitata, allora f ∗ g è continua e ‖f ∗ g‖∞ ⩽ ‖f‖L1
∗‖g‖∞. Più

in generale, se f ∈ Lp∗ e g ∈ Lq∗ con p, q indici coniugati nel senso
della Definizione 1.16.4 (ossia 1 ⩽ p, q ⩽ ∞ e 1/p + 1/q = 1), allora
f ∗ g ∈ C∗ e ‖f ∗ g‖∞ ⩽ ‖f‖Lp

∗
‖g‖Lq

∗
.

(iii) Se g è derivabile allora f ∗ g è derivabile, e (f ∗ g)′ = f ∗ g′; se f è
derivabile, f ∗ g è derivabile, e (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g. In generale, se f ∈ Ck

e g ∈ L1, allora f ∗ g ∈ Ck e Dk(f ∗ g) = Dkf ∗ g.

Dimostrazione. La disuguaglianza nella parte (i) segue immediatamente dal-
lo scambio dell’ordine di integrazione, grazie al Teorema di Fubini (Teorema
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1.20.4) per integrandi positivi, nell’ultimo integrale doppio nella disugua-
glianza

‖f ∗ g‖1 =
∫ 1

2

− 1
2

∣∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

f(x− t)g(t) dt

∣∣∣∣∣ dx ⩽
∫ 1

2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

|f(x− t)| |g(t)| dt dx .

La continuità della convoluzione segue dal fatto che la funzione integrale è
continua (anzi di più, assolutamente continua: Lemma 1.27.2).
Per quanto riguarda (ii), la disuguaglianza ‖f ∗ g‖∞ ⩽ ‖f‖L1

∗‖g‖∞ è eviden-
te. La continuità segue dal Lemma 5.9.4 e da questa disuguaglianza, che è
conseguenza di (i):

|f ∗ g(x+ h)− f ∗ g(x)| ⩽ ‖λ−hf − f‖L1
∗‖g‖∞

(dove abbiamo posto λhf(x) = f(x− h), come nell’Esercizio 5.18.4).
Se f ∈ Lp∗ e g ∈ Lq∗ con p, q indici coniugati, allora, ponendo f †(u) = f(−u),
per ogni x si ha λxf

†(u) = f(x − u), e quindi |f ∗ g(x)| := |〈λxf †, g〉| ⩽
‖f‖Lp

∗
‖g‖Lq

∗
in base alla disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6).

Infine, (iii) segue dal teorema di derivazione sotto il segno di integrale su
domini illimitati (Corollario 1.23.7). tu

Proposizione 6.1.6. I coefficienti di Fourier sono moltiplicativi rispetto al
prodotto di convoluzione: per ogni intero n,

f̂ ∗ g(n) = f̂(n) ĝ(n).

Dimostrazione. Ancora grazie al Teorema di Fubini 1.20.4,

f̂ ∗ g(n) =

∫ 1
2

− 1
2

(f ∗ g)(t) e−2πint dt

=

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

f(t− u) g(u) du e−2πint dt

=

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

f(t− u) e−2πin(t−u) g(u) e−2πinu du dt

=

∫ 1
2

− 1
2

f(y)e−2πiny dy

∫ 1
2

− 1
2

g(u) e−2πinu du

= f̂(n) ĝ(n).
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tu

Sia ora g un polinomio trigonometrico. Allora g ha solo un numero finito
di coefficienti di Fourier non nulli. Segue dalla Proposizione 6.1.6 che anche
g ∗ f è un polinomio trigonometrico, per qualunque f ∈ L1

∗.
Se f ∈ C∗, come possiamo costruire una successione di polinomi trigonome-
trici gn tali che gn ∗ f → f uniformemente per n → ∞? Dalla Definizione
6.1.2 si vede che, se ∫ 1

2

− 1
2

g(t) dt = 1,

allora g ∗ f(x) è una media integrale dei valori di f intorno a x pesati con il
peso g(x− t) = g†(t− x).

Normalmente, per parlare di media integrale, si preferisce fare l’ipotesi
che il peso sia positivo. Assumiamo quindi g ⩾ 0. È chiaro che, se vogliamo
che le medie integrali gn ∗ f convergano al valore f(x), dovremo richiedere
che i pesi g†n(t) diventino piccoli al crescere di n tranne che per valori di t
vicini a zero. Perciò poniamo:

Definizione 6.1.7. Una successione di funzioni hn è un’identità approssi-
mata in L1

∗ se verifica le seguenti condizioni:

(i) hn ∈ L1
∗ e hn(x) ⩾ 0 ovunque (quasi ovunque se hn non è

continua)

(ii) ∫ 1
2

− 1
2

hn(t) dt = 1 per ogni n

(iii) Per ogni δ, 0 < δ < 1
2

, si ha

lim
n→∞

(∫ −δ

− 1
2

hn(t) dt+

∫ 1
2

δ

hn(t) dt

)
= 0.

Nel seguito assumeremo spesso che tutte le hn siano funzioni pari (in
tal caso i due integrali nella parte (iii) della Definizione (6.1.7) sono uguali.
Nella prossima Sezione studieremo alcuni esempi dove le hn sono polinomi
trigonometrici.
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Le identità approssimate si chiamano così proprio perché, per ogni f ∈ C∗,

hn ∗ f → f

uniformemente per n→ ∞ , come dimostriamo nel seguente teorema:

Teorema 6.1.8. (Convergenza di identità approssimate a funzioni
continue). Se hn è un’identità approssimata, allora

lim
n→∞

‖hn ∗ f − f‖∞ = 0 per ogni f ∈ C∗ .

Per la dimostrazione abbiamo bisogno del seguente richiamo sulla unifor-
me continuità:
Nota 6.1.9. Una funzione f è uniformemente continua se la quantità

ω(δ) = ωf (δ) = sup {|f(x)− f(y)| : |x− y| < δ}

(definita per δ > 0 e detta modulo di continuità di f) verifica la proprietà

lim
δ→0+

ω(δ) = 0.

Infatti dire che il limite è nullo è un altro modo di scrivere la definizione di
uniforme continuità: per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che se |x− y| < δ allora
|f(x)− f(y)| < ε. Si noti che ovviamente ω(δ) è monotona non decrescente
al variare di δ > 0. tu

Dimostrazione del Teorema 6.1.8. Dalla proprietà (ii) della Definizione 6.1.7
si ha

hn ∗ f(x)− f(x) =

∫ 1
2

− 1
2

hn(t)f(x− t) dt− f(x)

=

∫ 1
2

− 1
2

hn(t)f(x− t) dt−

(∫ 1
2

− 1
2

hn(t) dt

)
f(x)

=

∫ 1
2

− 1
2

hn(t)f(x− t) du−
∫ 1

2

− 1
2

hn(t)f(x) dt

=

∫ 1
2

− 1
2

hn(t)(f(x− t)− f(x)) dt.
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Perciò, con la terminologia della Nota 6.1.9, dalla proprietà (i) della Defini-
zione 6.1.7 segue

|hn ∗ f(x)− f(x)| ⩽
∫ 1

2

− 1
2

hn(t)|f(x− t)− f(x)| dt

⩽
∫ 1

2

− 1
2

hn(t)ω(|t|) dt. (6.2)

Ma, poiché f è continua nell’intervallo chiuso e limitato
[
−1

2
, 1
2

]
, essa è uni-

formemente continua per il Teorema di Heine sulla uniforme continuità (Teo-
rema 1.8.6). Per ogni ε > 0 esiste quindi δ > 0 tale che ω(δ) < ε

2
grazie alla

Nota 6.1.9.
Fissiamo ε ed il corrispondente δ. Allora, per la proprietà (iii) della Defini-
zione 6.1.7, esiste n0 (che dipende da ε e da δ) tale che, se n è sufficientemente
grande, ossia maggiore di n0, si ha∫ 1

2

δ

hn(t) dt <
ε

4M
,

∫ −δ

− 1
2

hn(t) dt <
ε

4M
(6.3)

dove

M = ω(1) = max

{
|f(x)− f(y)| : x, y ∈

[
−1

2
,
1

2

]}
⩽ 2 ‖f‖∞ .

Da tutte queste disuguaglianze e da (6.2) segue che, se n è maggiore di un
opportuno intero n0 che dipende da ε e δ,

|hn ∗ f(x)− f(x)| ⩽
∫ 1

2

− 1
2

hn(t)ω(|t|) dt

=

(∫ −δ

− 1
2

+

∫ δ

−δ
+

∫ 1
2

δ

)
hn(t)ω(|t|) dt

⩽ ω(δ)

∫ δ

−δ
hn(t) dt+ 2M

ε

4M

(per il primo addendo abbiamo usato il fatto che ω è non decrescente, per il
secondo abbiamo usato anche (6.3)). Ora di nuovo dalla proprietà (ii) della
Definizione 6.1.7, si ha

|hn ∗ f(x)− f(x)| ⩽ ω(δ) +
ε

2
< ε,
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purché, fissato ε > 0 si scelga δ in funzione di ε (ma non di n) come in-
dicato sopra (cioè così piccolo che ω(δ) < ε/2), e dato questo δ si scelga
n > n0 = n0(δ, ε). Abbiamo provato che hn ∗ f converge a f uniformemente
rispetto a x.
Se avessimo anche usato l’ipotesi aggiuntiva che hn fosse pari, allora la di-
mostrazione sarebbe risultata leggermente semplificata (ma sostanzialmente
la stessa). La dimostrazione è identica se si assume f ∈ C(R). tu

Teorema 6.1.10. (Convergenza di identità approssimate nella nor-
ma di L1

∗ o Lp∗). Se hn è un’identità approssimata in L1
∗, allora

lim
n→∞

‖hn ∗ f − f‖L1
∗
= 0 per ogni f ∈ L1

∗ .

Lo stesso risultato vale per f ∈ Lp∗, 1 ⩽ p < ∞ (il limite si prende nella
norma in Lp∗).
Dimostrazione. Da (6.2) si ha

‖hn ∗ f − f‖L1
∗

⩽
∫ 1

2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

hn(t)|f(x− t)− f(x)| dt dx (6.4)

=

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

hn(t)|f(x− t)− f(x)| dx dt.

Abbiamo scambiato l’ordine di integrazione grazie al Teorema di Fubini
(Teorema 1.20.4), che si può applicare perché l’integrando è non negativo.
Sia

F (t) =

∫ 1
2

− 1
2

|f(x− t)− f(x)| dx.

Osserviamo che F è una funzione continua della variabile t ∈ R, anzi uni-
formemente continua, perché per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che, se
|t1 − t2| < δ,

|F (t1)− F (t2)| ⩽
∫ 1

2

− 1
2

∣∣|f(x− t1)− f(x)| − |f(x− t2)− f(x)|
∣∣ dx

⩽
∫ 1

2

− 1
2

|f(x− t1)− f(x− t2)| dx

=

∫ 1
2

− 1
2

|f(x− (t1 − t2)− f(x)| dx < ε
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grazie alla disuguaglianza triangolare ||a| − |b|| ⩽ |a− b|, al Lemma 5.1.1 ed
alla continuità della traslazione rispetto alla norma L1

∗ (Lemma 5.9.4).
Quindi da (6.4) segue

‖hn ∗ f − f‖L1
∗
⩽
∫ 1

2

− 1
2

hn(t)F (t) dt = hn ∗ F †(0)

(rammentiamo la notazione F †(t) = F (−t)). Poiché F è continua (e quindi
anche F †) si ha

lim
n→∞

hn ∗ F †(0) = F †(0) = 0

dal Teorema 6.1.8.
Quindi

lim
n→∞

‖hn ∗ f − f‖L1
∗
= 0.

Il caso di f ∈ Lp∗ si ottiene tramite approssimazione delle funzioni in Lp∗
con funzioni continue (Proposizione 1.18.6), come nelle disuguaglianze (5.17)
del Lemma 5.9.4 sulla continuità dell’operatore di traslazione (che in effetti
è un caso particolare, come vedremo in seguito nella Sezione 11.15, dove
esprimeremo l’operatore di traslazione come un operatore di convoluzione).
In effetti, per ogni f ∈ Lp∗ e ε > 0, scegliamo g ∈ C∗ tale che ‖f−g‖Lp

∗ < ε/3,
ed osserviamo che, in base alla parte (i) della Proposizione 6.1.5 ed alla
normalizzazione delle identità approssimate (proprietà (ii) della Definizione
6.1.7),

‖hn ∗ f − hn ∗ g‖Lp
∗ ⩽ ‖hn‖L1

∗‖f − g‖Lp
∗ = ‖f − g‖Lp

∗ < ε/3 . (6.5)

Ora, per il teorema di convergenza uniforme di identità approssimate (Teo-
rema 6.1.8), esiste n0 tale che, per ogni n ⩾ n0, si ha ‖hn ∗ g − g‖∞ < ε, e
quindi, per n ⩾ n0,

‖hn ∗ g − g‖Lp
∗ ⩽ ‖hn ∗ g − g‖∞ < ε/3, . (6.6)

Combinando (6.5) e (6.6) con la condizione di approssimazione ‖f − g‖Lp
∗ <

ε/3, ed usando la disuguaglianza triangolare come in (5.17), si deduce che
‖hn ∗ f − f‖Lp

∗ < ε per n ⩾ n0 ossia la convergenza di hn ∗ f a f nella norma
di Lp∗. tu

Passiamo ora a considerare il caso di funzioni in C(R) o L1(R) invece che
in C∗ o L1

∗.
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Definizione 6.1.11. Se f, g ∈ L1(R) la convoluzione di f e g è definita da:

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t) g(t) dt.

Nota 6.1.12. Se f ∈ L1(R) è a supporto compatto, allora f ∗g(x) esiste finito
per ogni x non solo per ogni g ∈ L∞(R) ma anche per ogni g localmente
integrabile (ossia con intregrale finito su ogni compatto). Però, se f non è a
supporto compatto, allora f ∗g(x) diverge per ogni x se la crescita asintotica
di g è troppo rapida, ad esempio se fg(x) ha un andamento asintotico più
lento di 1/x. tu

Esercizio 6.1.13. Come per la convoluzione periodica della Definizione 6.1.2,
anche qui, esattamente per lo stesso argomento della Nota 6.1.3, la convolu-
zione è commutativa: f ∗g = g∗f . Come nell’Esercizio 6.1.4, la convoluzione
è associativa: (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) quando le tre funzioni appartengono
a L1(R), o più in generale sono tali che le convoluzioni abbiano senso. L’in-
tegrale nella Definizione 6.1.11 è convergente e f ∗ g ∈ L1(R). Di più, si
ha

‖f ∗ g‖1 ⩽ ‖f‖1 ‖g‖1 . (6.7)

Come nella Proposizione 6.1.5 (i), f ∗g ∈ C(R) se f ∈ Lp(R) e g ∈ Lq(R) con
1 ⩽ p, q ⩽ ∞ e 1/p+ 1/q = 1, e ‖f ∗ g‖∞ ⩽ ‖f‖p ‖g‖q. Inoltre se f ∈ L1(R)
e g ∈ Lp(R), 1 ⩽ p <∞, allora f ∗g ∈ Lp(R), e ‖f ∗ g‖p ⩽ ‖f‖1 ‖g‖p. Infine,
se f ∈ Ck e g ∈ L1, allora f ∗ g ∈ Ck e Dk(f ∗ g) = Dkf ∗ g. tu

Nota 6.1.14. La definizione di convoluzione data nell’enunciato del Teorema
6.1.8 nel caso in cui h è in L1

∗ e f in L1(R) si riduce alla Definizione 6.1.11
se si rimpiazza la funzione h ∈ L1

∗ con h̃ ∈ L1(R) definita da h̃(x) = h(x) se
−1

2
⩽ x ⩽ 1

2
e h̃(x) = 0 altrimenti. tu

Definizione 6.1.15. Una successione di funzioni hn è un’identità approssi-
mata in L1(R) se verifica:

(i) hn ∈ L1(R) e hn(x) ⩾ 0 per tutti gli n e x

(ii) ∫ ∞

−∞
hn(t) dt = 1 per ogni n



6.1. CONVOLUZIONE ED IDENTITÀ APPROSSIMATE 627

(iii) per ogni δ > 0 si ha

lim
n→∞

(∫ −δ

−∞
hn(t) dt+

∫ ∞

δ

hn(t) dt

)
= 0.

Teorema 6.1.16. (Convergenza di identità approssimate su R). I
Teoremi 6.1.8 e 6.1.10 valgono se hn è un’identità approssimata in L1(R) e
se f è uniformemente continua e limitata su R, oppure, rispettivamente, se
f ∈ L1(R). Più precisamente

lim
n→∞

‖hn ∗ f − f‖∞ = 0

se f è uniformemente continua e limitata su R (in particolare, si ha anche
convergenza puntuale di hn ∗ f(x) a f(x) per ogni x: nel successivo Teorema
6.1.18 vedremo che per la convergenza puntuale è sufficiente assumere che f
sia limitata e continua, non anche uniformemente continua);

lim
n→∞

‖hn ∗ f − f‖1 = 0

se f ∈ L1(R).
Inoltre, per ogni p con 1 ⩽ p <∞, vale lo stesso risultato: hn ∗ f ∈ Lp(R) e

lim
n→∞

‖hn ∗ f − f‖p = 0

per ogni f ∈ Lp(R).

Dimostrazione. La dimostrazione è identica a quella data per i Teoremi
6.1.8 e 6.1.10. L’ipotesi aggiuntiva che f sia limitata serve a garantire che
l’integrale

hn ∗ f(x) =
∫ ∞

−∞
hn(x− y) f(t) dy

sia convergente se hn ∈ L1(R). La condizione di uniforme continuità, pe-
santemente usata nella dimostrazione del Teorema 6.1.8, era garantita in
quel Teorema dalla continuità di f sull’intervallo compatto dato dal periodo
(grazie al Teorema di Heine 1.8.6), ma qui deve essere assunta come ipotesi
perché la funzione non è più considerata su un compatto bensì su tutto R.
Il caso 1 < p <∞ si dimostra tramita approssimazione con funzioni continue,
come nella dimostrazione per il caso periodico (Teorema 6.1.10). Ripetiamo
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qui la dimostrazione. Data f ∈ Lp(R) e ε > 0, per definizione di integrale
esiste un compatto K = [a, b] tale che la coda di f al di fuori di K, ossia la
funzione f−fχK (dove χK è la funzione caratteristica di K) abbia norma Lp
arbitrariamente piccola, diciamo ‖f − fχK‖p < ε/4. Utilizziamo la densità
in Lp(K) dello spazio delle funzioni continue a supporto in K (Proposizio-
ne 1.18.6) per scegliere g continua tale che ‖fχK − g‖p < ε/4. Osservia-
mo che, in base alla disuguaglianze in norma per la convoluzione (Esercizio
6.1.13) ed alla normalizzazione delle identità approssimate (proprietà (ii)
della Definizione 6.1.15),

‖hn ∗ f − hn ∗ g‖p ⩽ ‖hn‖1‖f − g‖p = ‖f − g‖p < ε/4 .

Osserviamo che

‖hn ∗ g − g‖p ⩽ C‖hn ∗ g − g‖∞ < ε/4, ,

dove la costante C, calcolata dopo la disuguaglianza (1.46), è indipendente
da n, ma dipende solo dalla misura del supporto K di g: poiché K ormai
è fissato, è fissata anche C. Ora, per il teorema di convergenza uniforme di
identità approssimate (Teorema 6.1.8), esiste n0 tale che, per ogni n ⩾ n0, si
ha ‖hn ∗ g − g‖∞ < ε, e quindi, per n ⩾ n0,

‖hn ∗ g − g‖∞ <
ε

4C
,

e quindi ‖hn ∗ g − g‖p ⩽ ε/4. Da queste disuguaglianze segue

‖hn∗f−f‖p ⩽ ‖hn∗f−hn∗g‖p+‖hn∗g−g‖p+‖g−fχK‖p+‖fχK−f‖p < ε .

tu

Nota 6.1.17. L’ipotesi del precedente Teorema 6.1.16, per quanto riguarda
la convergenza uniforme, richiede che f sia uniformemente continua e limi-
tata su R, mentre, nel caso di funzioni periodiche (Teorema 6.1.8), queste
proprietà seguivano automaticamente dall’ipotesi che f fosse continua. In
generale, queste proprietà seguono automaticamene dal fatto che f sia conti-
nua a supporto compatto, in base al Teorema di Heine di uniforme continuità
e dal teorema di Weierstrass di limitatezza di funzioni continue sui compatti
(Sezione 1.1). Osserviamo inoltre che, affinché una funzione continua f su R
sia anche limitata ed uniformemente continua, basta assumere che f tenda
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a zero all’infinito. Infatti, se così è, allora per ogni ε > 0 esiste un com-
patto K al di fuori del quale |f(x)| < ε/4, e quindi il modulo di continuità
introdotto nella Nota 6.1.9 verifica ωδ(x) < ε se δ è sufficientemente piccolo
(così piccolo che l’intervallo (x − δ, x + δ) sia disgiunto da a K). Invece, se
x ∈ K, dato ε esiste δ tale che ωδ(x) < ε, in base al Teorema di Heine (per
questa riformulazione del Teorema di Heine si veda la Nota 6.1.9). Pertanto,
la disuguaglianza ωδ(x) < ε vale dappertutto se δ è sufficientemente piccolo,
e quindi f è uniformemente continua su R. Il fatto che sia limitata segue ba-
nalmente, grazie al Teorema di Weierstrass, dal fatto che è continua e tende
a zero all’infinito. tu

Avremo bisogno del seguente teorema di convergenza puntuale:

Teorema 6.1.18. (Convergenza puntuale di identità approssimate).
Sia hn un’identità approssimata in L1(R) e sia f ∈ L∞(R) (o rispettivamente,
sia hn un’identità approssimata in L1

∗ e f ∈ L∞
∗ ): quindi hn ∗ f ∈ C(R) per

l’Esercizio 6.1.13, o rispettivamente hn∗f ∈ C∗ per la Proposizione 6.1.5 (ii).
Allora, ad ogni punto di continuità x di f ,

lim
n→∞

hn ∗ f(x) = f(x).

Dimostrazione. Presentiamo la dimostrazione nel caso hn ∈ L1
(R): l’argo-

mento per hn ∈ L1
∗ è sostanziamente identico.

Si usa la stessa idea del Teorema 6.1.8. Analogamente alla disuguaglianza
(6.2) di quel Teorema, osservando che∫ ∞

−∞
hn(t) dt = 1

(Definizione 6.1.15(ii)), si ottiene

hn ∗ f(x)− f(x) =

(∫ ∞

−∞
hn(t)f(x− t) dt− f(x)

∫ ∞

−∞
hn(t) dt

)
=

∫ ∞

−∞
hn(t)(f(x− t)− f(x)) dt

da cui

|hn ∗ f(x)− f(x)| ⩽
∫ ∞

−∞
hn(t) |f(x− t)− f(x)| dt. (6.8)
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Fissiamo ε > 0. Poiché f è continua in x, esiste δ > 0 tale che |f(x− t)− f(x)| <
ε/2 se |t| < δ.
In corrispondenza a questo δ esiste un valore n0 tale che, se n > n0,∫ −δ

−∞
hn(t) dt <

ε

8‖f‖∞

e ∫ ∞

δ

hn(t) dt <
ε

8‖f‖∞
(Definizione 6.1.15 (iii)). Poiché |f(x− t)− f(x)| ⩽ 2‖f‖∞ per ogni x, t ∈ R
segue da (6.8) e dalla Definizione 6.1.15 (ii) che, per n > n0,

|hn ∗ f(x)− f(x)| ⩽
(∫ −δ

−∞
+

∫ δ

−δ
+

∫ ∞

δ

)
hn(x) |f(x− t)− f(x)| dt

⩽
(

ε

8‖f‖∞
2‖f‖∞ +

ε

2

∫ δ

−δ
hn(t) dt+

ε

8‖f‖∞
2‖f‖∞

)

⩽ ε

4
+
ε

2

∫ δ

−δ
hn(t) dt+

ε

4

⩽ ε

4
+
ε

2
+
ε

4
= ε.

tu

Esercizio 6.1.19. Sia c ∈ R e cn → c. Data una identità approssimata hn in
L1
∗, si consideri il traslato gn = λcnhn, ovvero gn(x) = hn(x − cn). Si mostri

che

(i) per ogni f ∈ Lp∗ con 1 ⩽ p <∞, gn ∗ f converge a λcf in Lp∗;

(ii) per ogni f ∈ C∗, gn ∗ f converge a λcf uniformemente.

Se invece si considera una identità approssimata {hn} in L1(R), si mostri che

(iii) per ogni f ∈ Lp(R) con 1 ⩽ p <∞, gn ∗ f converge a λcf in Lp(R);

(iv) per ogni f uniformemente continua e limitata su R) , gn ∗ f converge
a λcf uniformemente.
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Suggerimento: si verifichi che hn ∗(λcnf) = λcn(hn ∗f) = λcn(hn)∗f = gn ∗f .
Quindi, grazie all’invarianza per traslazione delle norme, senza perdita di
generalità possiamo assumere c = 0. Inoltre gn∗f−f = λcn(hn∗f−f)+λcnf−
f . Il termine λcnf−f tende a zero nella norma di Lp ed uniformemente, grazie
ai Lemmi 5.9.4 e 5.9.6. Quindi basta considerare il termine λcn(hn ∗ f − f).
Di nuovo in base alla invarianza per traslazione delle norme, la convergenza
a zero di questo termine segue dai Teoremi di convergenza 6.1.8 e6.1.10 per
le parti (i) e (ii), e dal Teorema 6.1.16 per le parti (iii) e (iv). tu

6.2 Sommabilità secondo Féjèr ed altri nuclei
di sommabilità: approssimazione trigono-
metrica

Nota 6.2.1. In questa Sezione le funzioni periodiche hanno periodo 2π, e
l’espressione dei coefficienti di Fourier ritorna ad essere quella data in (5.7):

f̂(n) :=
1

2π

∫ π

−π
f(t) e−int dt

(si veda la Nota 6.1.1), la convoluzione diventa

f ∗ g(x) = 1

2π

∫ π

−π
f(x− t) g(t) dt

e f̂ ∗ g(n) = f̂(n) ĝ(n), e f ∗ eint = f̂(n) eint . tu

Adottiamo ora un approccio diverso da quello della Sezione 6.1 al pro-
blema dell’approssimazione uniforme di funzioni continue mediante polino-
mi trigonometrici. Abbiamo visto che possiamo approssimare f ∈ C∗ con
hn ∗ f dove {hn} è un’identità approssimata. Ma per il calcolo numerico è
importante decidere come scegliere l’identità approssimata. Il metodo che
proponiamo in questa Sezione è quello di sceglierla specificando i coefficienti
di Fourier. Dalla Proposizione 6.1.6 sappiamo che l’azione di hn tramite con-
voluzione manda f nella funzione continua e periodica i cui coefficienti sono{
ĥn(k)f̂(k)

}
. In altre parole, se consideriamo le funzioni come determina-

te dalla successione dei loro coefficienti di Fourier, le identità approssimate



632CAPITOLO 6. APPROSSIMAZIONE TRIGONOMETRICA E POLINOMIALE

agiscono su questa successione come moltiplicatori: al variare di n, esse molti-
plicano volta per volta questa successione per la successione

{
ĥn(k), k ∈ Z

}
.

Quale è allora l’identità approssimata più comoda per il calcolo numerico?
C’è una speranza ovvia: quella di prendere

ĥn(k) =

{
1 se |k| ⩽ n
0 se |k| > n

Questa scelta ha il vantaggio inestimabile che i coefficienti di Fourier ĥn+1(k)

coincidono con quelli di ĥn(k) per |k| ⩽ n: perciò, quando si calcola il valore
del polinomio trigonometrico hn ∗ f , il calcolo progressivo all’aumentare di n
richiede che se ne calcolino i coefficienti di Fourier solo all’ultima frequenza
±n: gli altri sono stati già calcolati al passo precedente. Purtroppo, però,
con questa scelta di hn non si ottiene un’identità approssimata: infatti si ha
hn ∗f = Sn[f ] la somma parziale di ordine n della serie di Fourier, e abbiamo
accennato in Sezione 5.5 che esistono funzioni continue e periodiche la cui
serie di Fourier non converge puntualmente (diverge in un punto, o anche su
una successione di punti in [−π, π], o persino su tutto un insieme di misura
zero). In effetti, si osservi anche che le funzioni hn così costruite sono

hn(x) = 1 +
n∑
k=1

(
eikx + e−ikx

)
= 2Dn(x)

dove Dn sono le somme di Dirichlet definite e studiate in Sezione 5.8, e
Dn non verifica le proprietà (i) e (ii) della Definizione 6.1.7. Soprattutto,
dimostreremo in seguito che ‖hn‖1 → ∞ per n→ ∞ (Proposizione 7.6.2).

Dobbiamo quindi rinunciare alla speranza che ĥn sia una successione a
supporto in [−n, n] che coincide con ĥn+1 in [−n− 1, n+ 1].

Figura 6.1: I coefficienti di Fourier del nucleo di Dirichlet
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6.2.1 Nucleo di Féjèr
Una scelta leggermente diversa è data dai polinomi trigonometrici Kn(x) tali
che K̂n(0) = 1, l’andamento di K̂n(m) sia lineare tra 0 e n e tra 0 e −n e
K̂n(m) = 0 per |m| > n. Ovvero,

Kn(x) =
n∑

j=−n

(
1− |j|

n+ 1

)
eijt . (6.9)

Figura 6.2: I coefficienti di Fourier del nucleo di Féjèr

Questo equivale ovviamente a scegliere

Definizione 6.2.2. (Nucleo di Féjèr.) Poniamo

Kn ∗ f =
S0 + · · ·+ Sn

n+ 1

dove Sn = Sn[f ] è la somma parziale n-esima della serie di Fourier.
Quindi l’azione del convolutore di passo n è quella di calcolare la media
aritmetica delle prime n somme di Fourier. Il nucleo di convoluzione Kn si
chiama nucleo di Féjèr. Scriviamo σn[f ] = Kn ∗ f .

Teorema 6.2.3. Il nucleo di Féjèr è un’identità approssimata.

Dimostrazione. Segue da (5.10) e dalla normalizzazione nella Definizione
6.1.2 di convoluzione che

σn[f ](x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Skf(x) =
1

n+ 1

1

π

∫ π

−π

(
n∑
k=0

Dk(t− x)

)
f(t) dt (6.10)

(osserviamo che
∑n

k=0Dk è pari perché Dk lo è).
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Ora dalla Proposizione 5.8.2 segue che, per ogni u 6= 2mπ,m ∈ Z,
n∑
k=0

Dk(u) =
1

2 sin u
2

n∑
k=0

sin

((
k +

1

2

)
u

)
. (6.11)

D’altra parte, se u 6= 2mπ,
n∑
k=0

sin

(
k +

1

2

)
u = Im

n∑
k=0

ei(k+
1
2
)u

= Im
ei

u
2 − ei(n+

3
2
)u

1− eiu

= Im
1− ei(n+1)u

e−i
u
2 − ei

u
2

= − Im
1− ei(n+1)u

2i sin u
2

=
Re(1− ei(n+1)u)

2 sin u
2

=
1− cos ((n+ 1)u)

2 sin u
2

(6.12)

perché Im(iz) = Re z per ogni z ∈ C (si confronti questo punto con la
dimostrazione della Proposizione 5.8.2). Se u = 2mπ allora

n∑
k=0

sin

(
k +

1

2

)
u = 0.

Per ogni α ∈ R vale l’identità trigonometrica 1 − cosα = 2 sin2 α
2
, che,

applicata all’ultimo membro di (6.12), ci dà:
n∑
k=0

sin

(
k +

1

2

)
u =

sin2(n+1
2
u)

sin u
2

,

e quindi, da (6.11),
n∑
k=0

Dk(u) =
sin2(n+1

2
u)

2 sin2 u
2

. (6.13)
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Perciò segue da (6.11) e dalla normalizzazione nella Definizione 6.1.2 di
convoluzione che

σn[f ](x) = Kn ∗ f(x) (6.14)
con

Kn(x) =
1

n+ 1

1

2π

(
sin(n+1

2
x)

sin x
2

)2

. (6.15)

Di conseguenza vale la proprietà (i) della Definizione 6.1.7:

Kn(x) ⩾ 0 (6.16)

per ogni x.
Inoltre, da (6.10) e dalla normalizzazione nella Definizione 6.1.2,

Kn(x) =
1

(n+ 1)

1

π

n∑
m=0

Dm

e
1

π

∫ π

−π
Dm(t) dt = 1

per m > 0. Quindi vale la proprietà (ii) della Definizione 6.1.7 :∫ π

−π
Km(t) dt = 1. (6.17)

Questa proprietà segue anche da (6.9) visto che, per m = 1, . . . , n,∫ π

−π
cosmtdt = 0

in virtù dell’ortogonalità del sistema trigonometrico (cosmt ⊥ 1).
Infine, mostriamo che vale la proprietà (iii) della Definizione 6.1.7 : per

ogni δ che verifica 0 < δ < π segue da (6.15) che, per n→ ∞,∫ π

δ

Kn(t) dt ⩽
1

2π(n+ 1)

∫ π

δ

1

sin2 δ
2

dt =
π − δ

2π(n+ 1) sin2 δ
2

→ 0 .

Poiché Kn è pari, ∫ −δ

−π
Kn(t) dt =

∫ π

δ

Kn(t) dt

e la proprietà (iii) è provata. Quindi {Kn} è un’identità approssimata.
tu
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Nota 6.2.4. Ora il Teorema 6.1.8 assicura la convergenza uniforme di σn[f ] a
f per ogni f continua. Inoltre, se f ∈ L1, si ha un interessante risultato anche
sulla convergenza puntuale, presentato nel prossimo teorema, che estende il
teorema di convergenza puntuale di identità approssimate (Teorema 6.1.18).
Queste proprietà si chiamano sommabilità secondo Féjèr. tu

Teorema 6.2.5. (Féjèr.) Siano f ∈ L1
∗ e t0 un punto tale che il limite

puntuale limh→0 f(t0 + h) + f(t0 − h) := 2f̆(t0) esista (finito oppure infinito;
si noti che tale limite dipende solo dalla classe di Lebesgue di f introdotta nella
Definizione 1.16.16, non dalla scelta rappresentante nella classe). Allora le
somme di Féjèr convergono puntualmente a f̆(t0) nel punto t0. In particolare,
esse convergono alla media aritmetica dei limiti destro e sinistro di f se
questi limiti esistono (anche quando le somme di Fourier non convergono!).
In particolare, se f è continua in t0, allora limn σn[f ](t0) → f(t0). Inoltre,
se f è continua in un intervallo chiuso I, la convergenza è uniforme in I.
Nota 6.2.6. È facile verificare che f̆ = f ad ogni punto di Lebesgue di f
(Definizione 1.9.34), quindi quasi ovunque, in base al Teorema 1.9.37. In
particolare, vale questa identità che useremo in seguito:

‖f̆‖L1
∗ = ‖f‖L1

∗ . (6.18)

tu

Dimostrazione del Teorema 6.2.5. Facciamo uso delle seguenti due proprietà
ovvie del nucleo di Féjèr:
(i) Kn è pari (segue direttamente dalla sua definizione (6.9);

(ii) per ogni δ, con 0 < δ < π, Kn converge a zero uniformemente nell’in-
tervallo [δ, π] (ed ovviamente anche in [−π,−δ], per (i)).

Assumiamo che f̆ sia finito: l’altro caso si dimostra in maniera del tutto
analoga. Si ha

σn[f ](t0)− f̆(t0) =
1

2π

∫ π

−π
Kn(t)

(
f(t0 − t)− f̆(t0)

)
dt (6.19)

=
1

2π

(∫ −δ

−π
+

∫ δ

−δ
+

∫ π

δ

)
Kn(t)

(
f(t0 − t)− f̆(t0)

)
dt

=
1

π

(∫ δ

0

+

∫ π

δ

)
Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt ,
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dove la prima identità segue dalla proprietà (ii) della Definizione 6.1.7, e l’ul-
tima dalla parità di Kn (proprietà (i) qui sopra). Osserviamo che, nell’ultimo
integrale, compare la funzione t 7→

(
f(t0+t)+f(t0−t)

2
− f̆(t0)

)
, che appartiene

a L1
∗ (la sua norma L1

∗ si maggiora con ‖f‖L1
∗ + ‖f̆(t0)‖L1

∗ = 2‖f‖L1
∗).

Poiché limh→0 f(t0 + h) + f(t0 − h) = f̆(t0) è finito, per ogni ε > 0 possiamo
scegliere δ in modo tale che, per 0 ⩽ t < δ, si abbia∣∣∣∣f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

∣∣∣∣ < ε. (6.20)

Fissato questo valore di δ, grazie alla proprietà (ii) più sopra (convergenza
uniforme a zero di Kn), esiste n0 tale che, per n > n0, si ha supδ<t<πKn(t) <
ε. Applicando queste disuguaglianze in (6.19) otteniamo che, per n > n0,

σn[f ](t0)− f̆(t0) <
(
1 + ‖f − f̆(t0)‖L1

∗

)
ε.

Infine, se f è continua in un intervallo I, allora f è ivi uniformemente continua
per il teorema di Heine (Sezione 1.1), ed il numero δ in 6.20 dipende solo da
ε ma non da x + 0 ∈ I. Inoltre |f̆ | ha massimo finito in I. Quindi, in base
all’ultima disuguaglianza, la convergenza è uniforme in I. tu

∗Teorema 6.2.7. (Teorema di Lebesgue sulla convergenza puntuale
delle somme di Féjèr.) Sia f ∈ L1[0, 2π].

(i) La conclusione del Teorema di Féjèr 6.2.5 vale per qualsiasi identità
approssimata Fn pari e tale che, per ogni δ, con 0 < δ < π, Fn converge
a zero uniformemente nell’intervallo [δ, π].

(ii) Più in generale, nel caso del il nucleo di Féjèr, la conclusione del
Teorema 6.2.5 vale anche se l’ipotesi che esista il limite puntuale
f̆(t0) := limh→0 f(t0+h)+f(t0−h) viene rimpiazzata da un’ipotesi più
debole, data dalla seguente stima della media integrale della variazione
di f : supponiamo che esista un numero f̆(t0) tale che

lim
h→0

1

h

∫ h

0

∣∣∣∣f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

∣∣∣∣ dt = 0 (6.21)

(si osservi che questa condizione è verificata ad ogni punto di Lebesgue
di f).
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In particolare, le somme di Féjèr convergono a limt→0
f(t0+t)+f(t0−t)

2
in

ogni punto t0 dove il limite esiste. (Questo conferma il Teorema di Féjèr
6.2.5, ed anche il fatto che le somme di Féjèr convergono a f(t0) ad
ogni punto di Lebesgue di f - e quindi quasi ovunque - come sappiamo
dal Teorema 6.1.18.)

Dimostrazione. La parte (i) è provata nella dimostrazione del precedente
Teorema di Féjèr 6.2.5.
Per la parte (ii), rammentiamo l’identità (6.15),

Kn(x) =
1

(n+ 1)

(
sin(n+1

2
x)

sin x
2

)2

,

dalla quale segue
Kn(t) ⩽ n+ 1 (6.22)

e, per 0 < t < π/2,

Kn(t) ⩽
π2

(n+ 1)t2
(6.23)

perché sin t
2
> t

π
nell’intervallo (0, π), dal momento che la funzione seno in

questo intervallo è concava e la retta y = t/π è la corda sottesa dai punti
iniziale e finale del grafico.
Ora ripartiamo dall’identità (6.19),

σn[f ](t0)− f̆(t0) =
1

π

(∫ δ

0

+

∫ π

δ

)
Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt ,

Ora, al secondo membro, lasciamo variare δ con n e scriviamo δn invece di
δ. Dalla disuguaglianza (6.23) segue che il secondo integrale nel membro di
destra tende a zero se (n+ 1)δ2n → ∞, ossia se

1√
n
= o(δn) , (6.24)

perché∫ π

δn

Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt ⩽ π3

(n+ 1)δ2n
‖f‖L1[−π,π] .

Dobbiamo quindi mostrare che

lim
n→∞

∫ δn

0

Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt = 0 . (6.25)
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Introduciamo la primitiva

G(h) =

∫ h

0

∣∣∣∣f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

∣∣∣∣ dt . (6.26)

Osservando che δn è definitivamente minore di 1/n a causa di (6.24), spez-
ziamo il dominio di integrazione in (6.25)∫ δn

0

Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt =

∫ 1
n

0

Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt

+

∫ δn

1
n

Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt .

Stimando il primo integrale grazie a (6.22)∣∣∣∣∣
∫ 1

n

0

Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt

∣∣∣∣∣ ⩽ (n+ 1) G

(
1

n

)
,

vediamo che esso tende a zero con n a causa dell’ipotesi (6.21).
Stimiamo il secondo integrale usando la disuguaglianza (6.23) ed integriamo
per parti:∣∣∣∣∣
∫ δn

1
n

Kn(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt

∣∣∣∣∣
⩽ π2

n+ 1

∫ δn

1
n

G(t)

t2
dt =

π2

n+ 1

G(t)

t2

∣∣∣∣δn
1
n

+
2π2

n+ 1

∫ δn

1
n

G(t)

t3
dt . (6.27)

Per mostrare che l’ultimo membro tende a zero, fissiamo arbitrariamente
ε > 0 e notiamo che per l’ipotesi (6.21) esiste un opportuno intero nε tale
che, per n > nε (e quindi al tendere di δn a 0), si ha G(t)/t < ε per 0 < t < δn.
Pertanto

G(t)

t2

∣∣∣∣δn
1
n

< nε ,
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e ∫ δn

1
n

G(t)

t3
dt =

ε

t2

∣∣∣δn
1
n

< nε .

Pertanto l’ultimo membro della disuguaglianza (6.27) è limitato da 3ε. Poiché
ε è arbitrario, il limite vale 0, come asserito nell’enunciato. tu

Nelle approssimazioni numeriche si usano anche altri nuclei di sommabi-
lità, oltre al nucleo di Féjèr calcolato nella dimostrazione del Teorema 6.2.3.
Ne studiamo due nella prossima Sezione.

6.2.2 ∗Nucleo di Poisson
Introduciamo un altro esempio importante di nucleo di sommmabilità per le
serie di Fourier:

Definizione 6.2.8. (Integrale di Poisson.) Per 0 < r < 1, il nucleo di
sommabilità {r|n|} si chiama il nucleo di Abel (o anche di Poisson).
In particolare, esso opera sulle funzioni f ∈ L1(T) nel modo seguente. Per
T ∈ T indichiamo con Pr‘ (nucleo di Poisson) la funzione con coefficienti di
Fourier P̂r(n) = r|n|: essa è in L1(T), perché la sua serie di Fourier converge
uniformemente, essendo maggiorata da una serie geometrica (esercizio!), e
l’azione del nucleo è la seguente trasformata di Poisson (o anche integrale di
Poisson):

∞∑
n=−∞

f̂(n)eint 7→
∞∑

n=−∞

r|n|f̂(n)eint . (6.28)

Più esplicitamente, scriviamo

f(r, t) ≡ fr(t) ≡ f(reit) := Pr ∗ f(t) .

Allora, grazie alla moltiplicatività per convoluzione dei coefficienti di Fourier
(Proposizione 6.1.6), la precedente trasformata diventa

f(t) 7→ f(reit) = Pr ∗ f(t) ovvero f 7→ Pr ∗ f . (6.29)

ed in base a (6.28) sappiamo che, per ogni n,

P̂r(n) = |r|n . (6.30)
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Nota 6.2.9. Ponendo f0(eit) := f(r0e
it) si ha

Pr ∗ f0(t) = f0(re
it) = f(r0re

it) = Pr0r ∗ f(t) ,

ossia l’integrale di Poisson commuta con le dilatazioni. tu

Esercizio 6.2.10. Si mostri che il nucleo di Poisson P (r, t) ≡ P (reit) := Pr(t)
verifica

P (r, t) =
1− r2

1− 2r cos t+ r2
= ReC(z) . (6.31)

dove
C(z) = C(reit) :=

1 + reit

1− reit
.

Si verifichi che C è una funzione olomorfa se r < 1. In particolare, il nucleo
di Poisson è la parte reale di una funzione olomorfa, e quindi è una funzione
armonica (si veda la Definizione 2.2.2). tu

Nota 6.2.11. Dal precedente Esercizio 6.2.10 vediamo che il nucleo di Poisson
è una identità approssimata. Infatti vediamo da (6.31) che Pr è una funzione
pari, decrescente fra 0 e π, e quindi che, per ogni 0 < δ < t ⩽ π,

Pr(t) < Pr(δ) =
1− r2

1− 2r cos δ + r2
−−−→
r→1−

0 .

Pertanto Pr converge uniformemente a zero nell’intervallo [δ, π]. Infine, ve-
diamo che Pr > 0, e, dal momento che 1

2π

∫ π
−π Pr(t) dt = P̂r(0) = 1 a causa

della definizione (6.28), abbiamo verificato tutte le proprietà della Definizione
6.1.7 di identità approssimata in L1

∗. tu

Come conseguenza immediata del fatto che il nucleo di Poisson è una
identità approssimata e della parte (i) del Teorema 6.2.7, abbiamo immedia-
tamente il fatto seguente:

Corollario 6.2.12. L’integrale di Poisson Pr ∗f(t0) converge a f̆(t0) in ogni
punto t0 in cui esiste il limite

f̆(t0) = lim
t→0

f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
,

e quindi converge a f(t0) per ogni punto di Lebesgue di f , in particolare quasi
ovunque (in base al Teorema 1.9.37).
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Però, a differenza del caso del nucleo di Féjèr considerato nella parte (ii)
del Teorema 6.2.7, ora sappiamo (dalla Nota 6.2.11) che il nucleo di Poisson è
decrescente fra 0 e π. Questo ci permette di provare, per l’integrale di Poisson,
un risultato equivalente alla parte (ii) di quel teorema sotto un’ipotesi meno
stringente sulle medie integrali della variazione locale di f :
∗Teorema 6.2.13. (Fatou.) Sia f ∈ L1[0, 2π]. Nel caso del nucleo di
Poisson, la convergenza puntuale di Pr∗f rispetta la conclusione del Teorema
6.2.5 anche sotto l’ipotesi (più debole di (6.21)) che esista un numero f̆(t0)
tale che

lim
h→0

1

h

∫ h

0

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt = 0 . (6.32)

In particolare,

lim
r→1+

Pr ∗ f(t0) = f̆(t0) = lim
t→0

f(t0 + t) + f(t0 − t)

2

in ogni punto t0 dove il limite esiste. (Questo conferma la parte (i) del
Teorema di Lebesgue 6.2.7, ed in particolare il fatto che l’integrale di Poisson
converge a f(t0) ad ogni punto di Lebesgue di f - e quindi quasi ovunque -
come sappiamo dal Teorema 6.1.18.)

Dimostrazione. Anche per questa estensione del Teorema di convergenza
puntuale ripartiamo dall’identità (6.19), che adesso diventa

Pr ∗ f(t0)− f̆(t0) =
1

π

(∫ δ

0

+

∫ π

δ

)
Pr(t)

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt .

Scriviamo
u(t) ≡ ut0(t) :=

f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

e notiamo, come nella dimostrazione del Teorema 6.2.7, che ‖u‖L1
∗ ⩽ 2‖f‖L1

∗ .
L’enunciato equivale ad asserire che(∫ δ

0

+

∫ π

δ

)
Pr(t)u(t) dt −−−→

r→1−
0 . (6.33)

Facciamo variare δ con r, scriviamo δ = δr, e scegliamo

δr = 1− r − (1− r)2 = r − r2 . (6.34)
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Si noti che δr < 1− r, e δr/(1− r) = r
Osserviamo da (6.31) che Pr(0) = (1 + r)/(1 − r), e per la decrescenza
(osservata nell’Esercizio 6.2.10) abbiamo Pr(t) ⩽ Pr(0). Quindi, da (6.34),∣∣∣∣∫ δr

0

Pr(t) u(t) dt

∣∣∣∣ ⩽ 1 + r

1− r
δr −−−→

r→1−
0

Ora consideriamo l’integrale sull’intervallo [1−r, π]. Questa volta, rispet-
to alla dimostrazione del Teorema 6.2.7, consideriamo una primitiva diversa
da quella in (6.26), la primitiva della stessa funzione ma senza valore assoluto:

H(h) =

∫ h

0

(
f(t0 + t) + f(t0 − t)

2
− f̆(t0)

)
dt .

Integriamo quindi per parti:∫ π

1−r
Pr(t) u(t) dt = Pr(π)H(π)− Pr(1− r)H(1− r)−

∫ π

1−r
P ′
r(t) u(t) dt .

(6.35)
Usiamo l’identità(6.31) per stimare Pr(π) e Pr(1− r). Nel primo caso si ha

Pr(π) =
1− r2

1 + 2r + r2
=

1− r

1 + r
= O(1− r) ,

e quindi il termine Pr(π)H(π) tende a zero per r → 1−. Invece, nel secondo
caso,

Pr(1− r) ⩽ Pr(0)
1− r2

1− 2r + r2
=

1 + r

1− r
= O

(
1

1− r

)
,

e quindi limr→1− Pr(1 − r)H(1 − r) = 0 perché, in base all’ipotesi (6.32),
sappiamo che H(1 − r) = o(1 − r) per r → 1−. Rimane quindi da stimare
l’integrale al secondo membro di (6.35), per il quale osserviamo che∣∣∣∣∫ π

1−r
P ′
r(t) u(t) dt

∣∣∣∣ ⩽ 2‖f‖L1
∗

∫ π

1−r
|P ′
r(t)| .

Usiamo di nuovo il fatto che Pr è decrescente in [0, π], per cui |P ′
r(t)| = −P ′

r(t)
per i valori di t in questo intervallo. D’altra parte,

−P ′
r(t) =

1− r2

1− 2r cos t+ r2
2r sin t .
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Quindi ciò che resta da provare è che

lim
r→1−

1− r2

(1 + r2)2

∫ π

1−r

2r sin t

(1− 2r
1+r2

cos t)2
dt = 0 . (6.36)

Applichiamo la trasformazione di coordinate u(t) := 2r cos t/(1 + r2), ed
osserviamo che gli estremi di integrazione diventano:

u− ≡ u−(r) = u(1− r) = − 2r

1 + r2
cos(1− r) = − 2r

1 + r2
+O((1− r)2))

u+ ≡ u+(r) = u(π) =
2r

1 + r2
.

È anche chiaro che 1−r2
(1+r2)2

= O(1−r). Da queste stime segue che, per qualche
C > 0,

1− r2

(1 + r2)2

∫ π

1−r

2r sin t

(1− 2r
1+r2

cos t)2
dt =

1− r2

1 + r2

∫ u+(r)

u−(r)

du

(1− u)2

⩽ C (1− r)
1

1− u

∣∣∣∣u+(r)

u−(r)

= O(1− r) .

Questo prova (6.36), e quindi il teorema. tu

6.2.3 ∗Nucleo di de la Valleé-Poussin
Un nucleo usato frequentemente è il nucleo di de la Valleé-Poussin {vn}
definito da

v̂2n(k) =


1 se |k| ⩽ n
2n+1−k
2n+1

se n < |k| ⩽ 2n

0 se |k| > 2n

Questo nucleo ha un vantaggio rispetto al nucleo di Féjèr: all’aumentare
di n il coefficiente di Fourier k-esimo di v2n vale 1 quando n diventa maggiore
di |k|: pertanto i coefficienti nuovi da calcolare per determinare l’azione di v2n
non sono 4n+1 ma solo 2n, poiché i 2n+1 coefficienti v̂2n(k) per −n ⩽ k ⩽ n
valgono 1 e non devono quindi essere calcolati.

Per i dettagli che provano che {vn} è un’identità approssimata si veda
[14, Cap.1, Sezione 2.13]
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Figura 6.3: I coefficienti di Fourier del nucleo di de la Valleé-Poussin

Nota 6.2.14. Il Teorema 6.2.3 mostra che i polinomi trigonometrici sono uni-
formemente densi in C∗. In tal modo abbiamo dimostrato il teorema di
Weierstrass sulla completezza del sistema trigonometrico (Teorema 5.13.3)
senza utilizzare il laborioso macchinario del teorema di Dirichlet (Teorema
5.12.1). tu

Nota 6.2.15. Il Teorema 6.2.3 dà luogo a una dimostrazione alternativa, mol-
to più semplice, del lemma di Riemann–Lebesgue (Lemma 5.9.6).
In realtà questa dimostrazione semplice segue dal Teorema di Completezza di
Weierstrass (Teorema 5.13.3), ma non l’abbiamo data prima perché il Lem-
ma 5.9.6 è stato usato per provare questo Teorema (infatti l’abbiamo usato
nella dimostrazione del Teorema 5.9.2 che è un passo cruciale per provare il
Teorema 5.12.1 di Dirichlet, dal quale abbiamo dedotto il Teorema 5.13.3).
Ma ora la Nota 6.2.14 ci dà una dimostrazione alternativa del teorema di
Weierstrass 5.13.3, e quindi non si commette più un giro vizioso nell’usare
questo Teorema per provare in maniera più semplice il Lemma 5.9.6 tu

Ecco la dimostrazione.
Dimostrazione alternativa del Lemma 5.9.6. Siano f ∈ L1

∗, ε > 0 e sia q
un polinomio trigonometrico tale che ‖f − q‖ < ε. Un tale q esiste per il
Teorema di Completezza 5.13.3 e per il suo Corollario 5.1.10(ii). Sia n0 il
grado di q. Se |n| > n0,∣∣∣f̂(n)∣∣∣ = ∣∣∣f̂(n)− q̂(n)

∣∣∣ = ∣∣∣f̂ − q(n)
∣∣∣ ⩽ ‖f − q‖1 < ε.

Quindi
lim

|n|→∞
f̂(n) = 0.

tu
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6.3 ∗Teorema di approssimazione polinomiale
di Weierstrass

In questa Sezione consideriamo l’approssimazione di funzioni con polinomi e
dimostriamo un risultato analogo al Teorema di Weierstrass sulla completezza
del sistema trigonometrico in C∗ (Teorema 5.13.3 e Nota 6.2.14); anche questo
risultato di approssimazione polinomiale è dovuto a Weierstrass.

Teorema 6.3.1. Siano a, b numeri reali e consideriamo gli spazi completi
C [a, b] (munito della norma uniforme) e Lp [a, b], 1 ⩽ p < ∞ (munito della
norma Lp). I polinomi sono densi in tutti questi spazi. In altre parole, se
ε > 0 e f ∈ C [a, b], esiste un polinomio p tale che ‖f − p‖∞ < ε, e lo stesso
enunciato vale per la norma ‖ · ‖p se f ∈ Lp [a, b].

Lemma 6.3.2. Se il Teorema 6.3.1 vale per C [a, b] esso si estende automa-
ticamente a Lp [a, b], 1 ⩽ p <∞ .

Dimostrazione. Se f ∈ C [a, b] si ha

‖f‖Lp[a,b] =

(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

⩽ (b− a)
1
p‖f‖∞ .

Inoltre C [a, b] è denso in Lp [a, b] (si veda la dimostrazione del Corollario
5.13.8) e quindi per ogni ε > 0, per ogni f ∈ Lp [a, b], esiste g ∈ C [a, b] tale
che

‖f − g‖p <
ε

2
.

Ma se vale il Teorema 6.3.1 abbiamo che, per ogni g ∈ C [a, b], esiste un
polinomio q tale che

‖g − q‖∞ <
ε

2(b− a)
1
p

Ne segue che

‖f − q‖p ⩽ ‖f − g‖p + ‖g − q‖p
⩽ ‖f − g‖p + (b− a)

1
p‖g − q‖∞

<
ε

2
+
ε

2
= ε

e quindi il teorema vale anche per Lp [a, b]. tu
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Lemma 6.3.3. Se il Teorema 6.3.1 vale per C [0, π], allora vale per C [a, b]
per ogni a < b.

Dimostrazione. Le dilatazioni, f(x) 7→ f(αx), sono mappe invettive e sug-
gestive da C[0, π) a C[0, απ) e sono isometrie nella norma uniforme. Perciò,
se il Teorema 6.3.1 vale per C [0, π], esso vale anche per C [0, απ], Prenden-
do α = (b − a)/π vediamo che il Teorema vale per C[0, b − a). Ma anche
le traslazioni sono isometrie suggestive degli spazi delle funzioni continue
nei rispettivi intervalli, e quindi il Teorema vale anche per C[a, b). Questo
conclude la dimostrazione. tu

Esercizio 6.3.4. Si dia una variante diretta della precedente dimostrazio-
ne, che non usi le proprietà astratte delle dilatazioni e delle traslazioni, ma
costruisca le dilatazioni e traslazioni effettivamente usate.

Svolgimento. Esiste una funzione lineare h (anzi, nel senso dell’algebra li-
neare, dovremmo dire affine; un polinomio di grado 1) che manda [0, π] su
[a, b] in maniera biunivoca: la si ottiene esplicitamente richiedendo che h sia
lineare (cioè h(t) = mt + q per opportune costanti m, q) ed imponendo le
condizioni h(0) = a e h(π) = b. Il risultato è

h(t) = a+
b− a

π
t.

L’inversa h−1 = g che manda [a, b] su [0, π] è

g(x) =
π

b− a
(x− a).

Sia f ∈ C [a, b] e consideriamo la funzione composta u = f ◦ h, cioè

u(x) = f(h(x)) = f

(
a+

b− a

π
t

)
.

Si osservi che u appartiene a C [0, π] perché f e h sono continue, h : [0, π] →
[a, b] e f è definita su [a, b].
Supponiamo che il Teorema 6.3.1 valga per C [0, π]. Allora per ogni ε > 0
esiste un polinomio s tale che per ogni t ∈ [0, π]

|u(t)− s(t)| < ε.
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Consideriamo la funzione composta p = s ◦ g. Poiché s e g sono polinomi lo
è anche s ◦ g. Inoltre per ogni x ∈ [a, b] si ha x = h(t) per qualche t ∈ [0, π]
e quindi

|f(x)− p(x)| = |f(h(t))− p(h(t))|
= |u(t)− s ◦ g ◦ h(t)|
= |u(t)− s(t)| < ε.

Perciò f è approssimabile in [a, b] con il polinomio p a meno di ε. tu

Dimostrazione del Teorema 6.3.1. Grazie ai Lemmi 6.3.2 e 6.3.3 è sufficiente
dimostrare il teorema per f ∈ C [0, π]. Prolunghiamo f a una funzione
continua pari su [−π, π]: f(−x) = f(x). Ora prolunghiamo questa f da
[−π, π] a tutto R per periodicità di periodo 2π: f(x + 2π) = f(x), per ogni
x ∈ R. Quindi ora f ∈ C∗. Ma allora per il Teorema 5.13.3 esiste un
polinomio trigonometrico u tale che

‖f − u‖∞ <
ε

2
.

Questa funzione u è del tipo

u(x) =
N∑

k=−N

cke
ikx.

Perciò le sue parti reale e immaginaria sono combinazioni lineari finite delle
funzioni cos kx e sin kx per 0 ⩽ k ⩽ N . Ma queste funzioni sono tutte
approssimabili con polinomi uniformemente in [0, π] a meno di una precisione
arbitraria, in base al Teorema di Taylor (Sezione 1.1).

Perciò esistono polinomi p1 e p2 tali che

|Re u(x)− p1(x)| <
ε

4
e |Im u(x)− p2(x)| <

ε

4
∀x ∈ [0, π] .

Quindi per tutti questi valori di x

|u(x)− (p1(x) + ip2(x))| <
ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Ma allora

|f(x)− (p1(x) + ip2(x))| ⩽ ‖f − u‖C[0,π] + ‖u− (p1 + ip2‖C[0,π] <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Ora la funzione p = p1 + ip2 è la somma a coefficienti complessi di due
polinomi a valori reali (i polinomi p1 e p2 sono rispettivamente la sua parte
reale e immaginaria) e quindi è un polinomio (a valori complessi) e si ha

|f(x)− p(x)| < ε per ogni x ∈ [0, π] .

tu
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Capitolo 7
∗Complementi sulla
convergenza di serie di Fourier

Le idee presentate in questo Capitolo, nonché molti dei suoi enunciati e
dimostrazioni, sono tratte da [14, Chapters I, II, III]. Alcuni punti sono ispi-
rati anche da He83 o StW71; una presentazione più completa di vari passi
essenziali è in [39, Chapter II, Sections 10, 11, 12].

7.1 Premessa notazionale
In conformità alla tradizione vigente nella letteratura specialistica, in questo
Capitolo ritorniamo a considerare funzioni periodiche di periodo 2π, e l’e-
spressione dei coefficienti di Fourier ritorna ad essere quella data in (5.7) (si
veda la Nota 6.2.1). In particolare,

f̂(n) :=
1

2π

∫ π

−π
f(t) e−int dt

(si veda la Nota 6.1.1), il prodotto scalare in L2[−π, π] è

(f, g) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) g(t) dt ,

la convoluzione diventa

f ∗ g(x) = 1

2π

∫ π

−π
f(x− t) g(t) dt

651
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e si ha f̂ ∗ g(n) = f̂(n) ĝ(n), e f ∗ eint = f̂(n) eint.
Avendo fissato il periodo a 2π, indicheremo interscambiabilmente gli spazi
delle funzioni periodiche e Lp sul periodo con il simbolo Lp∗ o Lp(T). In
alcune dimostrazioni che fanno uso dell’analisi complessa, T sarà identificato
come la frontiera della palla unitaria nel piano complesso.

7.2 Dimostrazioni semplici della convergenza
di serie di Fourier

Nella Sezione 5.12 abbiamo provato il seguente teorema di convergenza uni-
forme per le serie di Fourier:

Teorema 1. (Dirichlet.) Sia f ∈ L1
∗ (cioè periodica di periodo, diciamo

2π e integrabile sul periodo) e supponiamo che nell’intervallo [a, b] f soddisfi
la condizione di Hölder di ordine α > 0. Allora per ogni δ > 0 la serie di
Fourier di f converge a f uniformemente nell’intervallo [a+ δ, b− δ].

Non abbiamo dimostrato un teorema separato per la convergenza pun-
tuale, perché per questo scopo non bastano le ipotesi naturali. L’ipotesi
naturale affinché la serie di Fourier di una funzione f ∈ L1(T) converga al
punto x al valore f(x) richiede che questo valore esista, tipicamente quindi
che f sia continua al punto x. Ma abbiamo già annunciato nella Sezione 5.5
(e lo dimostreremo in questo Capitolo nella Sezione 7.9) che la serie di Fourier
di una funzione continua può divergere in un punto (e persino quasi ovun-
que). Le ipotesi meno restrittive per la convergenza della serie di Fourier di
f in un punto x hanno a che fare con la derivabilità di f in x, ed abbiamo
concentrato l’attenzione su una situazione un po’ più generale, ossia che f
sia lipschitziana in un intorno di x, o ancora più generale, che sia hölderiana
(Sezione 5.11). Ma sotto queste condizioni la convergenza è anche uniforme,
e quindi abbiamo provato un teorema unico per convergenza puntuale ed
uniforme, salvo poi estendere il risultato di convergenza puntuale al caso in
cui f non è hölderiana perché ha un punto di salto, all’avvicinarsi al quale,
però, la derivata ha limiti destro e sinistro finiti (Teorema 5.15.1). Il teorema
unico è quello appena enunciato, il quale richiede stime faticose sulla conver-
genza dell’integrale di Dirichlet (per un sommario si veda la Sezione 7.5).
Nonostante ciò, una dimostrazione assai più semplice, nelle ipotesi di Hölder
del Teorema 5.12.1, permette di dimostrare almeno la convergenza puntuale:
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anzi, in realtà l’ipotesi di Hölder occorre solo in media integrale, e quindi
l’enunciato che stiamo per provare è più generale del Teorema 5.12.1 limi-
tatamente alla convergenza puntuale. Questo argomento prescinde comple-
tamente dalle stime per l’integrale di Dirichlet, e quindi non può provare la
convergenza uniforme in un intervallo in cui la funzione f sia limitata (ossia
l’effetto del principio di localizzazione: Nota 5.9.10), ma solo globalmente
ovunque, sotto ipotesi assai più forti (si veda il Teorema 7.2.3 più sotto). Lo
esponiamo nel prossimo teorema, dovuto a Chernoff [8] (la dimostrazione che
diamo qui è una lieve generalizzazione di [8]).
Teorema 7.2.1. (Convergenza puntuale di serie di Fourier - dimo-
strazione di Chernoff.) Sia f ∈ L1

∗ (cioè periodica di periodo, diciamo 2π
e integrabile sul periodo), fissiamo un punto x ∈ [0, 2π) in cui f sia continua
e supponiamo che per y ∈ [0, 2π], la funzione

g(y) = gx(y) :=
f(x)− f(y)

x− y
se y 6= x (7.1)

sia in L1[0, 2π]. Allora la serie di Fourier di f converge a f(x) al punto x.
Corollario 7.2.2. Sia x ∈ [0, 2π) un punto fissato. Supponiamo che f ∈
L1(T) soddisfi la seguente condizione di tipo Hölder di ordine α > 0 al punto
x: per ogni y ∈ [0, 2π),

|f(x)− f(y)| < M |x− y|α. (7.2)
Allora la serie di Fourier di f converge al punto x al valore f(x). Notiamo
che, nel caso particolare α = 1, la condizione 7.2 è una condizione di tipo
Lipschitz (si confronti con la Definizione 5.11.1). Osserviamo che, se f è
ovunque limitata e derivabile al punto x, allora questa condizione di tipo
Lipschitz è soddisfatta al punto x, e quindi la serie di Fourier di f al punto
x converge a f(x).
Dimostrazione del Corollario. Come al solito, possiamo restringere l’atten-
zione ai valori 0 < α ⩽ 1, perché per α > 1 la condizione (7.2) obbliga f ad
essere costante, ed in questo caso il risultato è ovvio. Anzitutto, notiamo,
grazie al teorema del confronto per i limiti di funzioni (Sezione 1.1), che (7.2)
implica che f è continua al punto x. Inoltre, sempre per (7.2), la funzione
gx(y) del Teorema 7.2.1 è maggiorata in modulo da |x − y|α−1, e, siccome
l’esponente α − 1 è maggiore di −1, per i ben noti risultati sugli integrali
impropri (Sezione 1.1) la funzione gx(y) è in L1[0, 2π). Pertanto l’enunciato
segue dal Teorema 7.2.1. tu
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Dimostrazione del Teorema 7.2.1. È sufficiente limitare l’attenzione al caso
x = 0, perché il caso generale si ottiene immediatamente da questo tramite
una traslazione (Esercizio 5.2.10). Quindi f si assume continua in 0, e la
funzione

g(y) =
f(y)− f(0)

y
se y 6= 0 (7.3)

è in L1[0, 2π].
Poiché eiy − 1 ∼ iy in base allo sviluppo di Taylor dell’esponenziale (Sezio-
ne 1.1), anche la funzione

h(y) :=
f(y)− f(0)

eiy − 1
se y 6= 0 (7.4)

è in L1[0, 2π]. Osserviamo che il legame fra f ed h è

f(y) = f(0) + eiyh(y)− h(y)

e quindi, per la parte (iii) dell’Esercizio 5.2.10, f̂(0) = f(0) + ĥ(−1)− ĥ(0),
mentre, per n 6= 0, si trova f̂(n) = ĥ(n− 1)− ĥ(n). Segue da queste identità
che

SNf(0) =
N∑

n=−N

f̂(n) = f(0) +
N∑

n=−N

(
ĥ(n− 1)− ĥ(n)

)
= f(0) + ĥ(−N − 1)− ĥ(N) .

Poiché h ∈ L1[0, 2π], sappiamo dal Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6(ap-
plicato alla funzione su R nulla fuori di T = [0, 2π) e che coincide con h in
T ) che limN→±∞ ĥ(N) = 0. Pertanto limN→+∞ SNf(0) = f(0) . tu

Teorema 7.2.3. Sia f una funzione derivabile quasi ovunque in [0, 2π) con
derivata Df ∈ L2[0, 2π). Allora la serie di Fourier di f converge assoluta-
mente ed uniformemente, e converge al valore f(x) ad ogni punto x in cui f
è derivabile.

Dimostrazione. Basta dimostrare che la serie di Fourier converge assoluta-
mente, ossia che

∞∑
n=−∞

|f̂(n) einx| =
∞∑

n=−∞

|f̂(n)| <∞ ,
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perché in tal caso la convergenza uniforme è conseguenza del test di Weier-
strass (Teorema 1.3.29). Ma allora, basta provare che∑

n ̸=0

|f̂(n)| <∞ .

Questa disuguagianza segue dalla formula per i coefficienti di Fourier del-
la derivata (Lemma 5.16.1), dalla disuguaglianza di Cauchy–Schwarz in `2

(Proposizione 4.5.1) e dalla disuguaglianza di Bessel (Nota 5.2.7):

∑
n ̸=0

|f̂(n)| =
∑
n ̸=0

1

|n|
|D̂f(n)| =

(∑
n ̸=0

1

n2

) 1
2
(∑
n ̸=0

|D̂f(n)|2
) 1

2

⩽
(
2

∞∑
n=1

1

n2

) 1
2

‖Df‖2 <∞ .

Si osservi che in realtà l’ultima disuguaglianza è un’uguaglianza, l’identità di
Parseval, perché il sistema trigonometrico è completo (si veda la Nota 5.2.7),
ma qui non abbiamo usato l’uguaglianza perché la presente dimostrazione
rimpiazza quella del teorema di Dirichlet 5.12.1 sulla convergenza uniforme
per le serie di Fourier, che è lo strumento grazie al quale abbiamo dimostrato
la completezza del sistema trigonometrico.

Corollario 7.2.4. Se f ∈ C(T) (continua e periodica di periodo 2π) è de-
rivabile ovunque eccetto che in un numero finito di punti e la derivata è
limitata, allora la serie di Fourier converge uniformemente a f ovunque.

Nel Teorema 5.15.1 abbiamo esteso il teorema di convergenza puntuale ed
uniforme di serie di Fourier, dimostrato originariamente per funzioni hölde-
riane (Teorema 5.12.1) a funzioni C1 a tratti con un numero finito di salti nel
periodo (nei quali però esistono finiti i limiti sinistro e destro della derivata).
Questo risultato è stato ridotto al precedente tramite l’eliminazione dei salti
ottenuta sottraendo, per ogni salto, una funzione a dente di sega con la stes-
sa ampiezza del salto. Questa idea elementare, combinata con il precedente
Teorema 7.2.1, porta ad un risultato più forte di convergenza puntuale ai
punti di salto ottenuto con una dimostrazione più semplice [?]: in effetti, si
potrebbe semplificare ulteriormente sottraendo, anziché una funzione a denti
di sega, una funzione a gradini (lasciamo la banale verifica al lettore come
esercizio).
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Teorema 7.2.5. (Convergenza puntuale di serie di Fourier ad un
pulto di salto di f e f ′ - dimostrazione di Redheffer.) Sia f ∈ L1(T).
Sia x0 un punto di salto, nel senso che esistono finiti i limiti

lim
x→x+0

f(x) = f(x+0 ) e lim
x→x−0

f(x) = f(x−0 ) .

Supponiamo inoltre che x0 sia un punto di salto per la derivata f ′, nel senso
che esistano finiti i limiti dei rapporti incrementali destro e sinistro a x0:

f ′
+(x0) := lim

x→x+0

f(x)− f(x+0 )

x− x0
e f ′

−(x0) := lim
x→x−0

f(x)− f(x−0 )

x− x0
.

Allora al punto x0 la serie di Fourier di f converge (puntualmente) alla media
aritmetica 1

2

(
f(x−0 ) + f(x+0 )

)
.

Dimostrazione. Come nella dimostrazione del Teorema 7.2.1, è sufficiente
restringere l’attenzione a x0 = 0: il caso generale si ottiene da questo tramite
traslazione. Quindi dobbiamo dimostrare che

∞∑
n=−∞

f̂(n) =
(f(0−) + f(0+))

2
.

PoniamoM := 1
2

(
f(x−0 ) + f(x+0 )

)
il valor medio dei limiti sinistro e destro di

f , A := f(x+0 )− f(x−0 ) l’ampiezza del salto e h = A
π
Θ, dove Θ è la funzione a

denti di sega con salto di ampiezza π nell’origine definita nell’Esempio 5.14.1.
Per comodità del lettore, ripetiamo qui la definizione della funzione Θ:

Θ(x) =

{
π
2
− x

2
0 < x < π

− π
2
− x

2
−π < x < 0

(Nota: come accennato prima dell’enunciato, se invece che la funzione a denti
di sega Θ utilizzassimo la funzione a gradini Ψ(x) = −π/2 per x ∈ (−π, 0) e
Ψ(x) = π/2 per x ∈ (0, π), il resto della dimostrazione sarebbe essenzialmente
identico, parola per parola.)
Osserviamo che l’ampiezza del salto di h nell’origine è A. Poniamo g = f−h.
Allora

lim
x→x+0

g(x) = f(0+)− A

2
= f(0+)− f(0+)

2
+
f(0−)

2
=M

lim
x→x−0

g(x) = f(0−) +
A

2
= f(0−) +

f(0+)

2
− f(0−)

2
=M .
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Pertanto definiamo g(0) =M , ed in tal modo rendiamo g continua al punto
0. Inoltre

lim
x→0+

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0+
f(x)− lim

x→0+
h(x)−M = f(0+)− A

2
−M = 0

lim
x→0−

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0−
f(x)− lim

x→0−
h(x)−M = f(0−) +

A

2
−M = 0 .

Ne segue che la funzione

k(x) =
g(x)− g(0)

x

è limitata in un intorno di 0. Al di fuori di un intorno di 0, certamente
k ∈ L1, poiché sia f sia h lo sono. Ne segue che k appartiene a L1(T), ossia
a L1[−π, π]. Allora possiamo applicare il Teorema 7.2.1 e concludere che∑∞

n=−∞ ĝ(n) = g(0) =M . Ma allora

M =
∞∑

n=−∞

ĝ(n) =
∞∑

n=−∞

f̂(n)−
∞∑

n=−∞

ĥ(n) . (7.5)

Ma h è una funzione reale dispari, e quindi i suoi coefficienti di Fourier reali
an rispetto ai coseni cosnx sono tutti nulli; i coefficienti di Fourier bn rispetto
ai seni sinnx non sono nulli, ma dalla Proposizione 5.2.5 sappiamo che

ĥ(n)einx + ĥ(−n)e−inx = 1

2
(an − ibn)e

inx +
1

2
(an + ibn)e

inx = bn sinnx ,

e quindi, per x = 0, (̂n)+ (̂−n) = 0. Ne segue che
∑∞

n=−∞ ĥ(n) = 0. Da qui
e (7.5) segue che

∞∑
n=−∞

f̂(n) =M ≡ (f(0−) + f(0+))

2
,

che è quanto dovevamo dimostrare. tu
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7.3 Ordine di infinitesimo dei coefficienti di
Fourier di funzioni a variazione limitata e
di funzioni Hölderiane

Abbiamo già ricavato nella Sezione 5.18 l’andamento asintotico dei coefficien-
ti di Fourier all’aumentare dell’ordine di differenziabilità. Qui estendiamo tali
stime al caso più generale di funzioni a variazione limitata o Lipschitziane.

Proposizione 7.3.1. Se f è di variazione limitata su T (Definizione 1.26.1),
allora

|f̂(n)| ⩽ Var(f)

2π|n|
.

Dimostrazione. Integrando per parti in base al Corollario 1.28.16 troviamo

|f̂(n)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ 2π

0

f(t) e−intdt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

2πin

∫ 2π

0

, e−intdµf (t)

∣∣∣∣
⩽ 1

2π|n|
µf (T) =

Var(f)

2π|n|
.

Definizione 7.3.2. (Modulo integrale di continuità.) Data una funzio-
ne continua f su T, il suo modulo integrale di continuità è la funzione Ωf su
T data da

Ωf (h) = ‖f(t+ h)− f(t)‖L1(T,dt) .

Una definizione analoga vale per funzioni su R+.

Nota 7.3.3. È chiaro che Ωf (h) ⩽ ωf (|h|), dove è il modulo di continuità

ωf (h) = sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| < h} .

introdotto nella Definizione 1.8.3. tu

Lemma 7.3.4. Per ogni f ∈ L1(T),

|f̂(n)| ⩽ 1

2
Ωf

(π
n

)
.
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Dimostrazione. Con lo stesso approccio della dimostrazione delle disugua-
glianze (5.18), (5.19) e (5.20) vediamo che

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t) e−intdt =
−1

2π

∫ 2π

0

f(t) e−in(t+
π
n)dt ,

e quindi

f̂(n) =
1

4π

∫ 2π

0

(
f
(
t+

π

n

)
− f(t)

)
e−intdt .

La disuguaglianza dell’enunciato segue direttamente da questa. tu

Corollario 7.3.5. Per ogni f ∈ Lipα(T) (Definizione 5.11.1), f̂(n) =
O (n−α).

Dimostrazione. In base alla parte (ii) della definizione di funzione hölderiana,
f è nella classe Lipα(T) se e solo se il suo modulo di continuità verifica
ωf (|h|) < C|h|−α per qualche costante C > 0. Pertanto l’enunciato segue dal
precedente Corollario 7.3.5 e dalla Nota 7.3.3. tu

7.4 Convergenza puntuale di serie di Fourier
di funzioni a variazione limitata

Teorema 7.4.1. (Somme di Féjèr approssimano somme di Dirichlet
se i coefficienti di Fourier decadono come 1/n .) Sia f ∈ L1(T) tale
che f̂(n) = O(1/n). Allora le somme di Dirichlet Sn[f ](t) convergono se e
solo se convergono le somme di Féjèr σn[f ](t) (Definizione 6.2.2), e le due
somme convergono allo stesso limite. Inoltre Sn[f ] converge uniformemente
negli insiemi in cui converge uniformemente σn[f ].

Dimostrazione. Poiché dobbiamo paragonare σn[f ] a Sn[f ], scriviamo cj ≡
cj(t) := f̂(j) eijt e cominciamo a confrontare, per n < |j| ⩽ k, i polinomi
trigonometrici

σk[f ] :=
∑
|j|⩽k

(
1− |j|

k + 1

)
cj(t) =

1

k + 1
,
∑
|j|⩽k

(k + 1− j) cj

e Qn,k[f ] :=
∑

n<|j|⩽k

(
1− |j|

k+1

)
cj(t). Evidentemente, la differenza fra questi

polinomi trigonometrici ha componenti nulle rispetto a tutti gli esponenziali
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cj(t) := f̂(j) eijt con n < |j| ⩽ k, ed invece, per |j| ⩽ n, le componenti di
σk[f ]−Qn,k[f ] sono le stesse di = σk[f ], ossia (k + 1− j) cj. Ne segue che il
polinomio trigonometrico (k + 1)(σk[f ] − Qn,k[f ]) − (n + 1)σn[f ] è di grado
n (ossia i suoi termini di massima frequenza sono c±n(t)), e

(k + 1)(σk[f ]−Qn,k[f ])− (n+ 1)σn[f ] =
∑
|j|⩽n

((k + 1− j)− (n+ 1− j)) cj

=
∑
|j|⩽n

(k − n)cj = (k − n)Sn[f ] .

Riassumendo, abbiamo dimostrato la seguente identità: per ogni k > n,

Sn[f ] =
k + 1

k − n
σk[f ]−

n+ 1

k − n
σn[f ]−

k + 1

k − n

∑
n<|j|⩽k

(
1− |j|

k + 1

)
cj . (7.6)

Ora ricordiamo che
∑
j = 1m1/j ≈ lnm, e quindi, per ogni α > 1, si ha∑

j = 1αn1/j −
∑
j = 1n1/j ≈ ln(αn) − lnn = lnα, costante. Pertanto,

l’ipotesi |cj(t)| = |f̂(j)| = O(1/j) assicura che, per ogni ε > 0, esiste η > 1
tale che

lim sup
n→∞

∑
n<|j|⩽ηn

|cj| ≈ ln η < ε . (7.7)

Allora prendiamo k = [ηn] in (7.6). Poiché, per n < |j| ⩽ [ηn] si ha

[ηn] + 1− |j|
[ηn]− n

< 1 ,

vediamo da (7.7) che l’ultimo termine di (7.6) è limitato da ε. Allora segue
ancora da (7.6) che se, per un f dato t, σn[f ](t) converge ad un limite σ[f ](t),
si ha anche |Sn[f ](t)−σ[f ](t)| < 2ε per n sufficientemente grande, e la stessa
disuguaglianza vale uniformemente rispetto a t nei dominii in cui σn[f ](t)
converge uniformemente a σ[f ](t). tu

Corollario 7.4.2. (Convergenza di serie di Fourier di funzioni a va-
riazione limitata.) Sia f di variazione limitata su T, e rammentiamo che
allora i limiti destro e sinistro di f , ossia f(t+) := lims↘t e f(t−) := lims↗t,
esistono (non necessariamente uguali ma entrambi finiti) per ogni t ∈ T, in
base al Corollario 1.26.7. Allora, per ogni t ∈ T, la somma parziale Sn[f ](t)
della serie di Fourier di f converge alla media aritmetica 1

2
(f(t+) + f(t−)).

La convergenza è uniforme sui sottointervlli chiusi in cui f è continua.
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Dimostrazione. Se f è a variazione limitata, in base alla Proposizione 7.3.1
vale la condizione espressa nel precedente Teorema 7.4.1. Allora l’enunciato
segue dalla approssimazione puntuale ed uniforme di Sn[f ] con σn[f ] stabilita
in tale Teorema, tenendo conto che esso vale per gli approssimanti di Féjèr
σn[f ] grazie al Teorema 6.2.5. tu

7.5 Criteri di convergenza di Dini e di Jordan
Ricapitoliamo i passi che ci hanno condotto alla dimostrazione classica della
convergenza puntuale ed uniforme di serie di Fourier nel Capitolo 5. Per il
momento limitiamo l’attenzione alla convergenza puntuale. Abbiamo visto
nella Sezione 5.9a somma parziale n-sima Sn[f ] della serie di Fourier di una
funzione periodica integrabile f è la convoluzione Sn[f ] = f ∗ Dn, dove il
nucleo di Dirichlet Dn(x), per x 6= 2kπ, è dato da

Dn(x) =
sin
(
(n+ 1

2
)x
)

2 sin x
2

(7.8)

(Proposizione 5.8.2). Riscrivendo l’integrale in (−π, π) in (5.12) come un
integrale fra 0 e π, si simmetrizza l’incremento ∆uf , che nella definizione
originale (5.9.1) è un incremento destro, e si ricava

Sn[f ](x)− f(x) =
2

π

∫ π

0

f(x+ t)− f(x− t)

2

sin
(
(n+ 1

2
)t
)

2 sin t
2

dt .

Poiché la funzione
F (t) =

1

t
− 1

2 sin t
2

(7.9)

per 0 < t ⩽ π, e F (0) = 0, è limitata (per lo stesso argomento che prova il
Lemma 5.9.3), il Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6 assicura che

lim
n→∞

2

π

∫ π

0

f(x+ t)− f(x− t)

2

(
1

t
− 1

2 sin t
2

)
sin((n+

1

2
)t) dt = 0 ,

e quindi dimostrare che Sn[f ](x)− f(x) tende a zero equivale a mostrare che

lim
n→∞

2

π

∫ π

0

f(x+ t)− f(x− t)

2

sin
(
(n+ 1

2
)t
)

t
dt = 0 .
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L’integrando ha un denominatore t che si annulla solo per t = 0: pertanto,
per ogni δ > 0, l’integrale in (δ, π] tende a zero, di nuovo per il Lemma
di Riemann–Lebesgue 5.9.6, e quindi la convergenza puntuale della serie di
Fourier al punto x equivale al fatto che, per un δ > 0 arbitrario, l’integrale
di Dirichlet

2

π

∫ δ

0

f(x+ t)− f(x− t)

2

sin
(
(n+ 1

2
)t
)

t
dt = 0 (7.10)

abbia limite per n → ∞, ed in tal caso Sn[f ](x) converge allo stesso limite
(il fatto che basti limitare l’attenzione ad un intorno arbitrariamente piccolo
di 0 è il principio di localizzazione (Nota 5.9.10)).
Per la convergenza uniforme in un intervallo, basta dimostrare che l’inte-
grale di Dirichlet in (7.10) tende a zero uniformemente rispetto a x: per
questo scopo occorre usare la variante (un po’ più difficile) del Lemma di
Riemann–Lebesgue adatta per la convergenza uniforme (Proposizione 5.9.8),
e richiedere che ∫ δ

0

∣∣∣∣f(x+ t)− f(x− t)

t

∣∣∣∣ dt <∞

uniformemente rispetto a x: si veda l’argomento nella dimostrazione del
Teorema di Dirichlet 5.12.1 basato sulla disuguaglianza (5.26), e la Nota
5.12.2.

In definitiva, abbiamo provato il seguente enunciato di convergenza pun-
tuale ed uniforme per le serie di Fourier, che incorpora il principio di localiz-
zazione sopra citato:

Proposizione 7.5.1. Sia f ∈ L1[x, x+δ]. Allora Sn[f ](x) converge a f(x) se
e solo se l’integrale di Dirichlet della funzione gx(t) = (f(x+t)+f(x−t))/2 ∈
L1[0, δ] verifica

lim
α→∞

2

π

∫ δ

0

gx(t)
sinαt

t
dt = lim

t→0
gx(t) := gx(0

+) .

La convergenza di Sn[f ] a f è uniforme in un intervallo [a, b] se f è continua
in [a, b] e l’integrale di Dirichlet qui sopra converge a gx(0+) uniformemente.

Un criterio di convergenza per le serie di Fourier è quindi una condizione
sufficiente per l’esistenza del limite del nucleo di Dirichlet nel senso appena
visto. In questa Sezione dimostriamo due criteri classici per la convergenza
puntuale delle serie di Fourier.
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Proviamo ora un criterio di convergenza che estende in maniera diret-
ta il Teorema di convergenza puntuale 7.2.1. Dobbiamo prima chiarire la
terminologia.

Notazione 7.5.2. Nel resto di questa Sezione consideriamo criteri di con-
vergenza delle serie di Fourier puntuale ad un punto x ed uniforme in un
intervallo [a, b]. Nel secondo caso, ovviamente, su [a, b] f deve essere conti-
nua e Sn[f ] → f . Perciò dobbiamo richiedere che la restrizione di f all’in-
tervallo [a, b] sia continua. Ci sono due modi di intendere l’asserzione che
la restrizione di f ad [a, b] sia continua. Il senso debole è quello letterale: i
punti di [a, b] sono punti di continuità di f |[a, b]. In tal caso, la funzione f ,
considerata come funzione su [−π, π], è continua a destra al punto a ed a
sinistra al punto b, ma i punti a e b potrebbero non essere punti di continuità
(bilateri) di f . Invece, il senso forte è di assumere che ogni punto di [a, b],
compresi i punti estermi, sian un punto di continuità di f . In questo secondo
caso f è limitata in un intorno di [a, b], diciamo in [a− δ, b+ δ] per qualche
δ > 0 (perché una funzione che ha limite per x→ a è limitata in un intorno
di a, ed analogamente per b). Invece, nel primo caso non è detto che f sia
limitata in un intorno di a e b: ad esempio, la funzione 1/x per −π ⩽ x < 0
e 0 per 0 ⩽ x < π) ha restrizione continua a [0, 1] nel secondo senso ma non
nel primo, e non è limitata in un intorno di 0 (lo è in un intorno destro).
Nei prossimi teoremi le condizioni sono più semplici da enunciare se la nozio-
ne di continuità in un intervallo è intesa nel senso forte: ma naturalmente,
questa semplificazione è solo un artificio terminologico, ed in ogni enunciato
faremo un richiamo alla presente osservazione notazionale.

Teorema 7.5.3. (Criterio di Dini.) Fissato x, sia f ∈ L1(T), gx(t) =
(f(x+ t) + f(x− t))/2, e supponiamo che esista il limite

gx(0
+) = lim

t→0

f(x+ t) + f(x− t)

2

e che, per qualche δ > 0, la funzione φx(t) = (gx(t)−gx(0+))/t sia integrabile:∫ δ

0

gx(t)− gx(0
+)

t
dt <∞ .

Allora vale la proprietà della Proposizione 7.5.1:

lim
α→∞

2

π

∫ δ

0

gx(t)
sinαt

t
dt = lim

t→0
gx(t) := gx(0

+) .



664 CAPITOLO 7. ∗COMPLEMENTI SULLE SERIE DI FOURIER

Di conseguenza le somme parziali Sn[f ](x) della serie di Fourier convergono
a 1

2
(f(x+) + f(x−)).

Inoltre, la convergenza in (7.5.3) è uniforme rispetto a x ∈ [a, b] se le funzioni
φx sono uniformemente limitate nella norma L1([0, δ], ossia se ‖φx‖1 < C
indipendente da x in [a, b], e se f è continua in [a, b] (ed anche limitata in
un intorno di [a, b] se la continuità della restrizione è intesa nel senso debole
della Notazione 7.5.2), e di conseguenza, sotto tale ipotesi, la convergenza di
Sn[f ] a f è uniforme in [a, b] in base alla Proposizione 7.5.1.

Dimostrazione. Nell’identità∫ δ

0

gx(t)
sinαt

t
dt =

∫ δ

0

gx(t)− gx(0
+)

t
sinαt dt+gx(0

+)

∫ αδ

0

sin t

t
dt (7.11)

facciamo tendere α a +∞. Il primo termine sulla destra tende a zero per il
Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6, ed il secondo termine tende a π

2
gx(0

+)
per il Lemma 5.19.3 (è il calcolo dell’integrale della funzione sinc svolto nel-
la Sezione 5.19 sul fenomeno di Gibbs). Questo dimostra la convergenza
puntuale.

Per la convergenza uniforme occorre provare che la convergenza dell’in-
tegrale di Dirichlet al primo membro di (7.11) al limite π

2
gx(0

+) è uniforme.
Ma si osservi che, se ‖φx‖1 < C indipendente da x in [a, b], allora vale la mag-
giorazione uniforme supx

∫ δ
0
gx(t)−gx(0+)

t
dt < Cδ. Quindi il primo termine del

lato destro di (7.11) converge uniformemente in base alla Proposizione 5.9.8
(cautela: la funzione che in quella Proposizione si chiama f qui si è rimpiaz-
zata da gx, mentre la funzione che lì è indicata con g qui è la funzione carat-
teristica dell’intervallo [0, δ]), purché f sia continua (quindi gx(0+) = f(x))
e
∫ δ
−δ |(f(x + t) − f(x))/t| dt = 1

2

∫ δ
−δ |(f(x + t) + f(x − t) − 2f(x))/t| dt sia

uniformemente limitato rispetto a x ∈ [a, b] (di nuovo, si veda la parte del-
la dimostrazione del Teorema di Dirichlet 5.12.1 relativa alla disuguaglianza
(5.26)).
Il secondo termine del lato destro di (7.11) è il prodotto della funzione gx(0+)
della variabile x e di una funzione di α che non dipende da x e tende a zero
per α → +∞: quindi la convergenza è uniforme rispetto a x in ogni interval-
lo in cui la funzione x 7→ gx(0

+) è uniformemente limitata. Rammentiamo
che gx(u) = f(x + u). Pertanto gx(0+) dipende solo dai valori di f in un
intorno arbitrariamente piccolo di x. Quindi, se f è limitata in un intervallo
(a+δ, b−δ) per un arbitrario δ > 0, allora la funzione gx(0+) dipende solo dai
valori di f in questo intervallo, ed è limitata da due volte la norma uniforme
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di f . Questo prova che la convergenza di questo secondo termine è uniforme
negli intervalli [a, b] tali che f sia limitata in un loro intorno. tu

Corollario 7.5.4. Le ipotesi per la convergenza uniforme nel Teorema di
Dini 7.5.3 sono verificate se, per qualche δ > 0, la funzione f ∈ L1(T) è
limitata in [a− δ, b+ δ], e∫ δ

0

gx(t)− gx(0
+)

t
dt <∞

e la funzione modulo di continuità

ωf (δ) = sup
|x−y|⩽δ, x,y∈[a,b]

|f(x)− f(y)|

verifica ∫ δ

0

ω(s)

s
ds <∞ .

Dimostrazione. L’integrabilità di ω(s)/s implica che lims→0+ ω(s) = 0 e
quindi che f sia continua. Inoltre, la stessa condizione implica che∫ δ

0

∣∣∣∣gx(t)− gx(0
+)

t

∣∣∣∣ dt
sia limitato uniformemente rispetto a x ∈ [a, b]. Per completare la dimostra-
zione della convergenza uniforme, quindi, basta assumere che f sia limitata
in un intorno di [a, b] (su [a, b] lo è perché è continua). tu

Nota 7.5.5. Le condizioni del criterio di Dini (Teorema 7.5.3 qui sopra) sono
verificate, come caso particolare, se la funzione gx(t)−gx(0+) è hölderiana in
(0, δ] (parte (ii) della Definizione 5.11.1): quindi la parte sulla convergenza
puntuale dell’enunciato del Teorema di Dini implica il Teorema 7.2.1. In
particolare, il Teorema di Dini vale se f è lipschitziana in (0, δ] (parte (i)
della stessa Definizione), ed ancora più in particolare se f è continua e C1 a
tratti, il che ridimostra il Teorema di Dirichlet 5.12.1. tu

Teorema 7.5.6. (Criterio di Jordan.) Fissati −π ⩽ x ⩽ π e δ > 0,
sia f ∈ L1(T) di variazione limitata in [x − δ, x + δ] (Definizione 1.26.1) e
gx(t) = (f(x+ t) + f(x− t))/2. Supponiamo che esista il limite

gx(0
+) = lim

t→0

f(x+ t) + f(x− t)

2
.
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Allora
lim

α→+∞

2

π

∫ δ

0

gx(t)
sinαt

t
dt = gx(0

+) . (7.12)

Di conseguenza le somme parziali Sn[f ](x) della serie di Fourier convergono
a gx(0+).
Inoltre, assumiamo f di variazione limitata in [a, b] e continua in [a− δ, b+
δ]. Allora la convergenza in (7.12) è uniforme rispetto a x ∈ [a, b], e di
conseguenza, sotto tale ipotesi, Sn[f ] converge uniformemente a f in [a, b].

Dimostrazione. Per α > 0 e per qualche 0 < η < δ, decomponiamo il primo
membro di (7.12) in maniera simile a (7.11):∫ δ

0

gx(t)
sinαt

t
dt =

∫ η

0

gx(t)− gx(0
+)

t
sinαt dt+ gx(0

+)

∫ η

0

sin t

t
dt

+

∫ δ

η

gx(t)
sinαt

t
dt . (7.13)

Osserviamo che gx ∈ L1[−π, π] e che gx(t)/t appartiene a L1[η, δ]. Perciò
l’ultimo termine del secondo membro di (7.13),

∫ δ
η
gx(t)

sinαt
t

dt, tende a zero
quando α → +∞ per il Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6. Inoltre, per
ogni x la norma di gx in L1[−π, π] è limitata da 2‖f‖L1[−π,π], e quindi anche
la norma di gx(t)/t in L1[η, δ] è uniformemente limitata (da 2‖f‖L1[−π,π]/η).
Pertanto, la convergenza è uniforme rispetto a x in ogni intervallo [a, b] in
base alla versione uniforme dello stesso lemma (Proposizione 5.9.8.
Analogamente, osserviamo che il termine centrale al secondo membro di
(7.13), gx(0+)

∫ η
0

sin t
t
dt, è esattamente lo stesso del secondo termine del lato

destro di (7.11), e, come abbiamo visto nella dimostrazione del Teorema di
Dini qui sopra, quando α → +∞ tale termine tende a zero per ogni x fissato,
ed uniformemente rispetto a x in ogni intervallo [a, b] su cui f sia continua
(ed in un intorno del quale la funzione f sia limitata, se la continuità della
restrizione.

Veniamo quindi a discutere il primo termine al lato destro di (7.13). Visto
il Teorema 1.26.6, è sufficiente assumere che f sia monotòna, diciamo non
decrescente, in [0, δ]. Sappiamo dal Lemma 5.19.1 che∣∣∣∣∫ d

c

sin x

x
dx

∣∣∣∣ ⩽M := 2

∫ π

0

sin x

x
dx (7.14)
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per ogni 0 ⩽ c ⩽ d. Inoltre, poiché esiste il limite gx(0+), per ogni ε > 0
esiste η = ηx tale che 0 < η < δ e

|gx(η)− gx(0
+)| < ε

3M
. (7.15)

Se si assume anche che f sia continua in [a− δ, b+ δ], allora

gx(t)− gx(0
+) =

f(x+ t) + f(x− t)

2
− f(x))

=
f(x+ t)− f(x)

2
+
f(x− t)− f(x)

2

è continua in [a, b]× [0, δ] e quindi uniformemente continua, per il teorema di
Heine sulla uniforme continuità delle funzioni continue sui compatti (Teorema
1.8.6): quindi il valore di ηx in (7.15) si può fissare indipendentemente da x.
Fissiamo dunque η una volta per tutte.
Visto che g è non decrescente, possiamo applicare il teorema della media
pesata per gli integrali, Lemma 5.18.8 e ne ricaviamo l’esistenza di un numero
ξ = ξx tale che 0 < ξ < η e∫ η

0

gx(t)− gx(0
+)

t
sinαt dt = (g(η)− g(0+))

∫ η

ξ

sinαt dt .

Qui ξx dipende da x, ma per ogni ξx, in base alle disuguaglianze (7.15) e
(7.14), si ha ∫ η

0

gx(t)− gx(0
+)

t
sinαt dt ⩽ ε

3M
M =

ε

3
. (7.16)

Questa è la maggiorazione di cui avevamo bisogno per il primo termine a
secondo membro di (7.13). Per il valore di η che abbiamo fissato, scegliamo
K tale che, per α > K, gli altri due termini in (7.13), che abbiamo già
maggiorato precedentemente, soddisfino le disuguaglianze

|gx(0+)|
∣∣∣∣∫ η

0

sin t

t
dt− π

2

∣∣∣∣ < ε

3∣∣∣∣∫ δ

η

gx(t)
sinαt

t
dt

∣∣∣∣ < ε

3
.
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Abbiamo già visto perché queste maggiorazioni valgano in [a, b] uniformemen-
te rispetto a x se f è continua in [a, b]. Combinando queste disuguaglianze
con (7.16) ∣∣∣∣∫ δ

0

gx(t)
sinαt

t
dt− π

2
gx(0

+)

∣∣∣∣ < ε

per α > K (uniformemente rispetto a a ⩽ x ⩽ b se f è continua in [a− δ, b+
δ]). tu

Per alcuni lievi miglioramenti di questi enunciati e vari significativi ap-
profondimenti, si veda [39, Chapter II, Sections 10, 11, 12].

7.6 Convergenza in norma di serie di Fourier
Questa Sezione studia il problema della convergenza in norma delle serie
di Fourier su spazi normati di funzioni periodiche, diciamo di periodo 2π.
Scriviamo T := R mod 2π = R/2πZ (questo spazio T è topologicamente
identico ad una circonferenza, e si chiama il toro unidimensionale). Nerl
resto di questo capitolo, scriviamo intercambiabilmente ‖f‖L1(T) o ‖f‖L1[0,2π]

o ‖f‖L1(T), e talvolta, per semplificare, perfino ‖f‖1 (in tal caso abusiamo
della notazione, perché quest’ultima norma potrebbe essere fraintesa con
‖f‖L1(R), la quale però non ha senso per funzioni periodiche).

Come già richiamato all’inizio della Sezione 7.5, la somma parziale Sn[f ]
della serie di Fourier di una funzione f si scrive come

Sn[f ] = Dn ∗ f ,

dove Dn è il nucleo di Dirichlet scritto esplicitamente ad esempio in (7.8).
Il fatto che il numeratore ed il denominatore del nucleo di Dirichlet siano
infinitesimi dello stesso ordine ci dice che il nucleo di Dirichlet Dn è limitato
in un intorno di 0. Altrove non ha singolarità, e quindi appartiene a L1(T)
(ed a Lp(T) per tutti i p, ed anche a C(T), perché è definito nell’origine in
maniera da risultare ivi continuo (altrove lo è evidentemente).

Se vogliamo studiare la convergenza in norma di queste somme parzia-
li, dovremmo chiederci preliminarmente se tali somme parziali siano almeno
limitate in norma. Per introdurre gli ingredienti necessari alla risposta, consi-
deriamo dapprima il caso più tipico, quello degli spazi di funzioni Lp(T) = L1

∗
con 1 ⩽ p ⩽ ∞. In tal caso, in base alla parte (i) della Proposizione 6.1.5,
abbiamo

‖Sn[f ]‖p ⩽ ‖Dn‖1 ‖f‖p (7.17)
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Pertanto, se le norme ‖Dn‖1 dei nuclei di Dirichlet fossero limitate al variare
di n (ossia uniformemente rispetto a n), avremmo automaticamente la limi-
tatezza delle somme parziali delle serie di Fourier per tutti gli spazi Lp(T).
Questo strumento risulterà essere di tale importanza che si usa dare un nome
specifico a tali norme:
Definizione 7.6.1. I numeri Ln := ‖Dn‖L1[0,2π] si chiamano le costanti di
Lebesgue.

Quindi la naturale condizione sufficiente per la limitatezza in norma delle
somme parziali della serie di Fourier è che le costanti di Lebesgue siano
uniformemente limitate. Mostriamo adesso che purtroppo questa condizione
non vale (e come conseguenza vedremo che le somme parziali delle serie di
Fourier non convergono nella norma di L1 (Sezione 7.9); ma, per altri motivi,
si comportano meglio in Lp per 1 < p <∞ (sottosezione 7.6.6).

7.6.1 Divergenza delle costanti di Lebesgue
Proposizione 7.6.2. Le costanti di Lebesgue Ln della Definizione 7.6.1
verificano

Ln =
2

π2
lnn+O(1) ,

ossia Ln − 2
π2 lnn è una successione limitata.

Dimostrazione. Sappiamo che la funzione

F (t) :=
1

t
− 1

2 sin t
2

è limitata, come osservato dopo (7.9), quindi con norma finita in L1
[0,2π].

Pertanto∣∣∣∣∣
∫ π

0

∣∣∣∣∣sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

∣∣∣∣∣ dt−
∫ π

0

∣∣∣∣∣sin
(
n+ 1

2

)
t

t

∣∣∣∣∣ dt
∣∣∣∣∣ ⩽

∫ π

0

|F (t)| dt <∞ .

Quindi

Ln =
1

2π

∫ π

−π
|Dn(t)| dt =

1

π

∫ π

0

∣∣∣∣∣sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

∣∣∣∣∣ dt
=

1

π

∫ π

0

∣∣∣∣∣sin
(
n+ 1

2

)
t

t

∣∣∣∣∣ dt+O(1) . (7.18)
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La funzione sin
(
n+ 1

2

)
t si annulla in [0, π] nei punti tj = jπ/(n + 1

2
), con

j = 0, . . . , n, e quindi è di segno costante in ciascun intervallo (tj, tj+1). È
elementare il calcolo del suo integrale in questi intervalli, che risulta essere∣∣∣∣∣

∫ tj+1

tj

sin

(
n+

1

2

)
t dt

∣∣∣∣∣ =
∫ tj+1

tj

| sin
(
n+

1

2

)
t| dt = 2

n+ 1
2

.

Osserviamo ora che, dal teorema della media integrale rispetto alla misura di
Borel finita dµ(t) = sin

(
n+ 1

2

)
t dt (Proposizione 1.9.32), per j = 1 . . . , n−1

si ottiene
1

tj+1

∫ tj+1

tj

∣∣∣∣sin(n+
1

2

)
t

∣∣∣∣ dt ⩽ ∫ tj+1

tj

| sin
(
n+ 1

2

)
t|

t
dt

⩽ 1

tj

∫ tj+1

tj

∣∣∣∣sin(n+
1

2

)
t

∣∣∣∣ dt .
In base a (7.6.1) ed alla definizione tj = jπ/(n+ 1

2
), questa identità diventa

2

(j + 1)π
⩽
∫ tj+1

tj

| sin
(
n+ 1

2

)
t|

t
dt ⩽ 2

jπ

per j = 1 . . . , n− 1. Per il nostro scopo, è più opportuno riformulare questa
stima della media integrale come nell’ultima parte della Proposizione 1.9.32):∫ tj+1

tj

| sin
(
n+ 1

2

)
t|

t
dt =

2

π

1

ξj
, (7.19)

dove ξj è un opportuno punto nell’intervallo (tj, tj+1).
Invece, nell’intervallo con j = 0, ovvero per t vicino a 0, abbiamo | sin(n+ 1

2)t|
t

∼
n+ 1

2
, e quindi∫ t1

t0

| sin
(
n+ 1

2

)
t|

t
dt ∼

∫ π

n+1
2

0

(n+
1

2
) dt = O(1) .

Pertanto, finalmente, da (7.18) e da queste stime si trova

Ln =
1

π

∫ π

0

∣∣∣∣∣sin
(
n+ 1

2

)
t

t

∣∣∣∣∣ dt+O(1)

=
1

π

n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

∣∣∣∣∣sin
(
n+ 1

2

)
t

t

∣∣∣∣∣ dt+O(1) =
1

π

n−1∑
j=1

2

πξj
+O(1) (7.20)
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(rammentiamo che i punti ξj introdotti in (7.19) verificano (n+ 1
2
)π/(j+1) ⩽

ξj ⩽ (n+ 1
2
)π/j.

D’altra parte, una primitiva di 1/t in (0, π) è ln t, e quindi le somme
∑n−1

j=1
1
tj

sono somme di Riemann per la funzione 1/t nell’intervallo ( π
n+ 1

2

, nπ
n+ 1

2

). Le
somme di Riemann convergono all’integrale definito, che su questo intervallo
è ln 1

n+ 1
2

+ O(1) = lnn + O(1). Quindi si ha 1
π

∑n−1
j=1

2
πξj

= 2
π2 lnn + O(1).

Da questo fatto e da (7.20) segue l’enunciato. tu

7.6.2 Spazi di Banach omogenei sul toro
Siamo interessati a studiare la convergenza in norma delle serie di Fourier su
spazi di Banach (ossia normati e completi rispetto alla norma) di funzioni
sul toro T = R/2πZ del tipo di quelli visti finora. Per questo introduciamo
una classe assai generale di sottospazi di L1(T):

Definizione 7.6.3. (Spazi di Banach omogenei di funzioni su T.) Uno
spazio di Banach (ossia normato e completo) B ⊂ L1(T) = L1

∗ di funzioni
su T = R mod 2πZ = [0, 2π) si dice omogeneo se l’immersione B → L1 è
continua (ossia ‖f‖B ⩾ C‖f‖1 per qualche costante C e per ogni f ∈ B), e
se le traslazioni sono operazioni isometriche e continue: ossia, per ogni f ∈ B
e per ogni traslazione λx,

‖λxf‖B = ‖f‖B
‖λxf − λx0f‖B → 0 se x→ x0 .

Esercizio 7.6.4. Gli spazi Lp sul toro, con 1 ⩽ p < ∞, sono spazi di Banach
omogenei. Lasciamo al lettore, per esercizio, verificare che la stessa cosa è
vera per gli spazi di Hölder Lip(α), per lo spazio delle funzioni continue sul
toro (ossia continue e periodiche su R), e più in generale per gli spazi Ck

delle funzioni periodiche derivabili k volte con derivate continue (con norma
‖f‖Ck ≡

∑k
j=0 ‖Djf‖∞) e tutti gli altri spazi considerati ad esempio nella

successiva Sezione 11.3. Per tutti questi spazi, si tratta di verificare che le
traslazioni sono continue nel senso della precedente definizione (nel caso di
L1, la continuità della traslazione è stata dimostrata nel Lemma 5.9.4). Per
agevolare il lettore interessato, dimostriamo subito dopo la fine del presente
Esercizio la continuità della traslazione per lo spazio delle funzioni continue
e periodiche, come enunciato separato.



672 CAPITOLO 7. ∗COMPLEMENTI SULLE SERIE DI FOURIER

Invece lo spazio L∞ non è uno spazio di Banach omogeneo, perché su di esso
le traslazioni non sono uniformemente continue: ad esempio, il traslato λxχ,
dove χ è la funzione caratteristica di un insieme di misura positiva, non tende
uniformemente a χ quando x tende a zero. tu

Proposizione 7.6.5. Per ogni f ∈ C(T) si ha limt→0 ‖λtf−f‖∞ = 0. Più in
generale, per ogni f ∈ C(R) uniformemente continua, limt→0 ‖λtf−f‖∞ = 0.

Dimostrazione. Sia f ∈ C(T). Poiché f è continua sul compatto T essa
è uniformemente continua per il Teorema di Heine (Sezione 1.1). Questo
equivale a dire che, per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che, per ogni x in in
[−π, π] e |h| < δ, si ha |f(x + h) − f(x)| < ε (qui δ dipende solo da ε, non
anche da x). Quest’ultima asserzione significa precisamente che la traslazione
è continua nella norma uniforme. Per questo abbiamo solo usato la uniforme
continuità di f , da cui l’ultima asserzione dell’enunciato. tu

Proposizione 7.6.6. (Convergenza di identità approssimate su spazi
di Banach omogenei.) Sia Se hn è un’identità approssimata in L1(T),
allora

lim
n→∞

‖hn ∗ f − f‖B = 0 per ogni f ∈ B .

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca quella che abbiamo fornito nel caso
B = L1(T) nel Teorema 6.1.10. Poiché la norma verifica la disuguaglianza
triangolare, per ogni g definita su T a valori in B si ha

∥∥∥∫ π−π g(t) dt∥∥∥ ⩽∫ π
−π ‖g(t)‖ dt. Allora poniamo g(t) = λtf − f , una funzione continua della
variabile t a valori in B grazie alla seconda proprietà nella Definizione 7.6.3.
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Otteniamo

‖hn ∗ f − f‖B ⩽ 1

2π

∥∥∥∥∫ π

−π
hn(t)|f(x− t)− f(x)| dt

∥∥∥∥
B

=
1

2π

∫ π

−π
hn(t)‖g(t)‖B dt

=
1

2π

(∫ −δ

δ

hn(t)‖g(t)‖B dt+
∫
{δ⩽|t|⩽π−δ}

hn(t)‖g(t)‖B dt
)

⩽ max
|t|⩽δ

‖g(t)‖B‖ ‖hn‖L1(T)

+
1

2π
max

−π⩽t⩽π
‖g(t)‖B

∫
{δ⩽|t|⩽π−δ}

|hn(t)| dt . (7.21)

Per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che il primo addendo all’ultimo membro è
minore di ε, grazie alla proprietà (i) della Definizione 6.1.7 di identità ap-
prossimata, ed al fatto che la funzione ‖g‖B è continua sul compatto [0, 2π]
(per la Definizione 7.6.3 di spazio omogeneo) e quindi uniformemente con-
tinua per il teorema di Heine (Sezione ??). Ma allora, fissato questo δ, il
secondo addendo deve anch’esso essere minore di ε se n è grande, in base
alla proprietà (iii) della Definizione 6.1.7. Quindi l’ultimo membro di (7.21)
è minore di 2ε per n grande. tu

Dato uno spazio di Banach omogeneo B ⊂ L1(T), consideriamo ora lo
spazio duale B′, che consiste di tutti i funzionali lineari continui su B. Il
duale B′ è anch’esso uno spazio normato, come si è visto nella Definizione
3.3.14.
Definizione 7.6.7. I coefficienti di Fourier di un funzionale lineare F ∈ B′

si definiscono nel modo seguente: per ogni n ∈ Z,

F̂ (n) := 〈F, e−int〉 .

Nota 7.6.8. Questa Definizione è coerente con la nozione abituale di coeffi-
ciente di Fourier quando il funzionale F si identifica con una funzione. Ad
esempio, se B = Lp(T) e q è l’indice coniugato (Definizione 1.16.4), allora, in
base al Terema 1.19.6, B′ = Lq(T), nel senso che per ogni funzionale continuo
F su Lp(T) esiste una funzione f ∈ Lq(T) tale che, per ogni h ∈ Lp(T), si ha

F (h) ≡ 〈F, h〉 = 〈F, h〉 =
∫
f(t)h(t) dt .
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In questo caso la Definizione 7.6.7 diventa

F̂ (n) = 〈F, e−int〉 = 〈f, e−int〉
∫
f(t) e−int dt = f̂(n) .

tu

Corollario 7.6.9. (Formula di Plancherel per il duale di uno spazio
omogeneo.) Per ogni f in uno spazio omogeneo B (Definizione 7.6.3) e
per ogni F nel suo spazio duale B′, vale l’identità

〈f, F 〉 = lim
N→∞

N∑
n=−N

(
1− |n|

N + 1

)
f̂(n) F̂ (n) .

Più in generale, per ogni identità approssimata hj in L1[−π, π] consistente
di polinomi trigonometrici (più precisamente tale che, per ogni j, esiste un
intero Nj tale che ĥj(n) = 0 per |n| > Nj, si ha

〈f, F 〉 = lim
j→∞

Nj∑
n=−Nj

ĥj(n) f̂(n) F̂ (n) (7.22)

(la formula precedente coincide con questa nel caso in cui kj è il nucleo di
Féjèr, definito in (6.9)).

Dimostrazione. Se f è un polinomio trigonometrico, f =
∑N

n=−N f̂(n) e
int,

è ovvio per linearità che 〈f, F 〉 =
∑N

n=−N f̂(n) F̂ (n). Quindi la proprietà
(7.22) vale per i polinomi trigonometrici.
In generale, in base alla Proposizione 7.6.6 sulla convergenza in B delle iden-
tità approssimate, f = limj kj ∗ f nella norma di B, e quindi f è limite in
norma dei polinomi trigonometrici kj ∗ f , i cui coefficienti di Fourier verifi-
cano k̂j ∗ f(n) = k̂j(n) f̂(n). Quindi la proprietà (7.22) si estende a tutto B.

tu

7.6.3 Divergenza in norma in L1 e C

Su qualsiasi spazio di funzioni B su T, le somme parziali delle serie di Fourier
definiscono una famiglia di operatori nel modo ovvio seguente:
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Definizione 7.6.10. L’operatore Sn : B → B è definito da

Sn : f 7→ Sn[f ] .

Se B è uno spazio normato, allora è di interesse considerare la norma dell’o-
peratore Sn (che, per evitare ambiguità, qui indichiamo con il simbolo ‖ ·‖B,
ma quando non c’è adito a dubbi omettiamo l’indice B, tranne che nel caso
degli spazi Lp).

‖|Sn‖|B = sup{‖Sn[f ]‖B : ‖f‖B ⩽ 1} .

Si dice che uno spazio di Banach di funzioni sul toro ammette convergenza
in norma per le serie di Fourier se, per ogni f ∈ B, le somme parziali Sn[f ]
convergono a f nella norma di B.

Teorema 7.6.11. Uno spazio di Banach omogeneo ammette convergenza in
norma se e solo se le norme ‖|Sn‖|B sono limitate rispetto a n: ossia, esiste
C > 0 tale che

‖Sn[f ]‖B ⩽ C ‖f‖B (7.23)
per ogni f ∈ B e per ogni intero n.

Dimostrazione. È chiaro che, se B ammette convergenza in norma, ossia se
per ogni f ∈ B le somme parziali Sn[f ] convergono a f in norma, allora
la successione Sn[f ] deve essere limitata in norma (da una costante C che
non dipende da n). Questo vale per ciascuna singola funzione f , e quindi
C dipende dalla scelta di f , ma in base al principio di uniforme limitatezza
(Teorema 3.14.3, e più in particolare Corollario 3.14.7) le norme ‖Sn[f ]‖B si
maggiorano uniformemente rispetto a f , ossia si maggiorano con una costante
per la norma di f . Ciò dimostra che (7.23) è una condizione necessaria per
la convergenza in norma.

Mostriamo che la condizione è anche sufficiente. Grazie ai teoremi sulle
identità approssimate della Sezione 6.1, sappiamo che i polinomi trigonome-
trici sono densi in B. Fissata f ∈ B, sia Q un polinomio trigonometrico
(diciamo, di grado k) tale che ‖Q− f‖B ⩽ ε/(C + 1), e osserviamo che, per
n > k, necessariamente si ha Sn[Q] = Q perché il polinomio trigonometrico
Q è di grado k. Ora, per n > k,

‖Sn[f ]− f‖B = ‖Sn[f ]− Sn[Q] +Q− f‖B ⩽ ‖Sn[f −Q]‖B + ‖Q− f‖B

⩽ C‖Q− f‖B + ‖Q− f‖B = C
ε

C + 1
+

ε

C + 1
= ε .
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Questo conclude la dimostrazione. tu

Proposizione 7.6.12. (Divergenza nelle norme L1 e uniforme del-
le somme parziali di Fourier.) Se B = L1(T) o B = C(T) (funzioni
periodiche e continue), allora ‖|Sn‖|B = Ln (le costanti di Lebesgue della
Definizione 7.6.1).

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza (7.17), per tutte le norme di B = Lp(T)
(ed in particolare anche per lo spazio di Banach C(T) munito della norma
uniforme, ovvero quella di L∞), sappiamo che

‖|Sn‖|B ⩽ ‖Dn‖L1[0,2π] = Ln .

Per provare la disuguaglianza inversa, consideriamo una qualche identità ap-
prossimata, ad esempio il nucleo di Féjèr KN della Definizione 6.2.2, e come
in quella Definizione scriviamo σN [f ] = KN ∗ f . Allora ‖KN‖1 = 1, e

lim
N→∞

‖σN [f ]− f‖B = 0 (7.24)

per i Teoremi 6.2.3, 6.1.10 e 6.1.8. Trattiamo prima il caso B = L1[0, 2π], e
per semplicità scriviamo ‖f‖1 inece di ‖f‖L1[0,2π].
In base alla espressione (6.9) del nucleo di Féjèr, per ogni n e N si ha

Sn[KN ](x) =

min{n,N}∑
m=0

n+ 1−m

n+ 1
cosmx = σN [Dn](x) .

Pertanto
‖|Sn‖|1 ⩾ ‖Sn[KN ]‖1 = ‖σn[DN ]‖1 . (7.25)

Grazie a (7.24), per ogni ε > 0 e per ogni intero n, esiste un intero N tale
che ‖σn[DN ]‖1 > (1 − ε)‖Dn‖L1[0,2π]. Pertanto la precedente disuguaglianza
implica che ‖|Sn‖|1 ⩾ ‖Dn‖L1[0,2π] = Ln.

Ora consideriamo invece lo spazio B = C(T). Sia gn = sgn (Dn) la
funzione che vale 1 doveDn > 0 e−1 doveDn < 0 (nei punti doveDn = 0 non
importa quale valore gli si dà). Allora gn è costante in ciascuno degli intervalli
consecutivi (tj, tj+1) già considerati nella dimostrazione del Teorema 7.6.2,
e quindi discontinua ma continua a tratti, e ‖gn‖∞ = 1. Modifichiamo gn
interpolandola linearmente fra i valori 1 e −1, in modo da ottenere una
funzione hn continua, che si annulla dove Dn = 0 e che verifica ‖hn‖∞ = 1.
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Pertanto hn = gn eccetto che su intervalli del tipo Ij = (tj − δ, tj + δ).
Fissiamo ε > 0 e scegliamo tali raccordi lineari così ripidi che la somma 2nδ
delle lunghezze di questi sottointervalli sia inferiore a ε/2n. Dal momento
che Dngn = |Dn|, Dnhn ⩾ 0 e (da (7.8)) Dn ⩽ n+ 1

2
< 2n, al posto di (7.25)

ora otteniamo

‖|Sn‖|C(T) ⩾ ‖Sn[hn]‖∞ ⩾ Sn[hn](0) = Dn ∗ hn(0) =
1

2π

∫ 2π

0

Dn(x)hn(x) dx

⩾ 1

2π

∫
[0,2π]\∪JIj

Dn(x) gn(x) dx = ‖Dn‖1 − ε = Ln − ε .

Questo prova che ‖|Sn‖|C(T) ⩾ Ln e conclude la dimostrazione. tu

Da questo risultato, dal Teorema 7.6.11 e dalla illimitatezza delle costanti
di Lebesgue (Teorema 7.6.2) segue immediatamente:

Corollario 7.6.13. Se B = L1(T) o C(T), allora B non ammette conver-
genza in norma.

Dal fatto che le serie di Fourier di funzioni continue divergano nella norma
uniforme segue anche la loro divergenza puntuale:

Corollario 7.6.14. Esiste una funzione continua la cui serie di Fourier
diverge in un punto (e quindi, formando serie uniformemente convergenti di
dilagtati dei suoi traslati, abbiamo anche funzioni continue le cui serie di
Fourier divergono in una famiglia numerabile di punti).

Dimostrazione. Fissiamo ad arbitrio un punto t ∈ T ∼ [0, 2π), ad esem-
pio t = 0. Alla fine della dimostrazione della Proposizione 7.6.12, abbiamo
costruito funzioni hn ∈ C∗ = C(T) tali che Sn[hn](0) diverge per n → ∞.
In altre parole, la famiglia di funzionali lineari continui su C(T) definita
da {f 7→ Sn[f ](0) : n ∈ N} non è equilimitata su C(T) (o equivalentemente
nnon è equicontinua, nel senso della Definizione 3.14.1).
Allora, per il Teorema di Uniforme Limitatezza (nella versione del Corolla-
rio 3.14.7), questa famiglia non è puntualmente limitata, ossia deve esistere
qualche f ∈ C(T) tale che supn |Sn[f ](0)| = ∞. tu
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7.6.4 La funzione coniugata
Il problema della convergenza in norma negli spazi Lp con 1 < p < ∞ ci
porta, in questa e nelle prossime Sottosezioni, ad un inciso relativo alla fun-
zione coniugata, un concetto che si basa sul nucleo di sommabilità di Poisson
(Definizione 6.2.8).
Rivediamo la nozione di nucleo di sommmabilità per le serie di Fourier, in-
trodotta in maniera alternativa nella Sezione 6.2: si tratta di successioni
{a(m)

n }∞n=−∞ di moltiplicatori dei coefficienti di Fourier, f̂n 7→ a
(m)
n f̂n che so-

no i coefficienti di Fourier di una successione di funzioni Am che forma una
identità approssimata non negativa. In particolare, a(m)

0 = 1 per ogni m,
perché ‖Am‖L1[0,2π] = 1, e limm a

(m)
n = 1 per ogni n, perché Am converge nel

senso delle identità approssimate (con linguaggio più appropriato, in seguito
diremo che Am → δ0 nel senso delle distribuzioni (Definizione 11.5.2)). L’in-
dice m può essere intero o reale: in questa Sezione consideriamo un indice
reale compreso fra 0 e 1, che indichiamo con r invece dim, e facciamo tendere
a 1 invece che ad infinito.

Rammentiamo la definizione di nucleo di Poisson (Definizione 6.2.8), ed il
risultato dell’Esercizio 6.2.10: il nucleo di Poisson P (r, t) ≡ P (reit) := Pr(t)

verifica P̂r(n) = |r|n per ogni n ∈ Z, ed ha l’espressione esplicita

P (r, t) =
1− r2

1− 2r cos t+ r2
= Re

(
1 + reit

1− reit

)
.

Definizione 7.6.15. (Nucleo di Poisson coniugato.) Rammentiamo che
nell’Esercizio 6.2.10 abbiamo considerato la funzione a valori complessi

Cr(t) ≡ C(r, t) ≡ C(reit) :=
1 + reit

1− reit
(7.26)

ovvero
C(z) =

1 + z

1− z

che si chiama il nucleo di Cauchy, ed abbiamo mostrato che essa è una
funzione olomorfa in D = {reit : 0 ⩽ r < 1}; abbiamo anche osservato che
P (r, t) = ReC(r, t) è una funzione armonica.
Introduciamo il nucleo di Poisson coniugatoQ(r, t) := ImC(r, t). La funzione

f̃(r, t) ≡ f̃r(t) ≡ f̃(reit) := Qr ∗ f(t) (7.27)
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è la (o meglio, una, a meno di costanti additive) funzione armonica coniugata
di f , nel senso del Corollario 2.2.3. (Cautela: non si tratta della funzione
complessa coniugata: Pr è a valori reali!)

Esercizio 7.6.16. Mostrare, a partire da (7.26), che il nucleo di Poisson
coniugato Qr(t) ≡ Q(r, t) = ImC(r, t) verifica

Qr(t) =
2r sin t

1− 2r cos t+ r2
,

e da questo dedurre, utilizzando la formula di somma geometrica (Sezione
1.1), che

Qr(t) = −i
∑
n ̸=0

sgn (n) r|n| eint . (7.28)

In altre parole, per ogni n ∈ Z,

Q̂r(n) = −i sgn (n) r|n| , (7.29)

dove si è posto sgn (0) = 0.
Infine, utilizzare la proprietà moltiplicativa dei coefficienti di Fourier della
convoluzione (Proposizione 6.1.6) per concludere che, per ogni f ∈ L1(T), la
trasformata di Poisson coniugata assume la forma

Qr ∗ f(t) = −i
∞∑

n=−∞

sgn (n) r|n|f̂(n)eint . (7.30)

In particolare, si noti che, per r = 0, si ha Q0(t) = 0 per ogni t. tu

È ora necessario estendere il risultato di armonicità dell’Esercizio 6.2.10:

Corollario 7.6.17. Per ogni f ∈ L1[0, 2π], l’integrale di Poisson f(reit) :=
Pr ∗ f è una funzione armonica sul disco unitario D, e f̃(reit) := Qr ∗ f(t)
è una sua funzione armonica coniugata, nel senso del Corollario 2.2.3. In
particolare, la funzione f + if̃ è olomorfa in D.

Dimostrazione. Abbiamo visto nell’Esercizio 6.2.10 che P (r, t) ≡ Pr(t) =

ReC(r, t) è armonica. Quindi l’integrale di Poisson Pr ∗ f(t) =
∫ 2π

0
Pr(t −

s) f(s) ds è integrale di funzioni armoniche: asseriamo che esso è ancora una
funzione armonica. Per provare questo bisogna mostrare che l’integrale viene
annullato quando gli si applica l’operatore di Laplace (rispetto ai parametri
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cartesiani x e y che corrispondono a quelli polari r e t secondo la regola
x+ iy = z = reit). Ma allora basta mostrare che il Laplaciano commuta con
il segno di integrale. D’altra parte questo è vero perché le derivate parziali
∂x e ∂y commutano con il segno di integrale rispetto ad una altra variabile
s sul compatto [0, 2π] per il Teorema 1.23.1 di derivazione sotto il segno di
integrale.
Poiché Qr(t) è la parte immaginaria della funzione olomorfa C, la stessa
conclusione (basata sul ragionamento dell’Esercizio 6.2.10) si applica anche
alla funzione f̃(reit). Inoltre,

f(reit) + if̃(reit) = (Pr + iQr) ∗ f(t) = Cr ∗ f(t) =
∫ 2π

0

C(r, t− s) f(s) ds ,

dove la convoluzione è fatta rispetto al parametro t della variabile z = reit.
Esattamente la stessa commutazione fra derivate parziali ed integrale mostra
che la funzione f+ if̃ soddisfa le equazioni di Cauchy–Riemann (2.4) (perché
le soddisfa la funzione olomorfa C: Definizione 2.2.1), e quindi che f + if̃ è
olomorfa in D. tu

Corollario 7.6.18. Per ogni f ∈ L1(T) si ha f̃(0) ≡ f̃(reit)|r=0 = 0.

Dimostrazione. Questo segue dall’ultima osservazione dell’Esercizio 7.6.16, o
equivalentemente dal fatto che Cr(t) = (1 + reit)/(1− reit) (identità 7.26) e
quindi C0 ≡ 1 è a valori reali, per cui f + if̃(0) = C0 ∗ f = f(0). tu

Nota 7.6.19. È spesso di grande interesse studiare il nucleo di Poisson co-
niugato e la funzione armonica coniugata. Ad esempio, significativi appro-
fondimenti dei criteri di convergenza per le serie di Fourier presentati nella
Sezione 7.5 si ottengono considerando separatamente la convergenza delle
somme parziali di Fourier di Pr ∗ f e Qr ∗ f : si veda [39, Chapter II, Sections
10,11, 12]. Con maggiore precisione, qui si dovrebbe parlare della funzione
coniugata di f nel senso della successiva Definizione 7.6.23. tu

Proposizione 7.6.20. (Rappresentazione di Poisson.) Sia D il disco
aperto in R2 ∼ C con centro l’origine e raggio 1, e f una funzione armonica
limitata in D. Allora f è l’integrale di Poisson (introdotto in (6.2.8) di
qualche funzione limitata sul cerchio T = ∂D dato dalla frontiera di D:

f(reit) = Pr ∗ F (t)

per qualche F ∈ L∞(T).
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Dimostrazione. Sia 0 < rn < 1 e rn → 1. Consideriamo le restrizioni circolari
fn(e

it) = f(rne
it). Poiché f è limitata sul disco, tutte le fn sono equilimitate

sul cerchio: ‖fn‖L∞(T) ⩽ ‖f‖L∞(D) < ∞. Per il teorema di Banach–Alaoglu
(Teorema 3.10.7) esiste una sottosuccessione fnj

che converge nella topologia
debole∗ di L∞(T) (ossia rispetto ai funzionali nel preduale L1(T)) a qualche
funzione F ∈ L∞(T). Notiamo però che, per ogni r fra 0 e 1, il nucleo di
Poisson Pr appartiene a L1(T), come osservato nella Definizione 6.2.8. Quindi
la convergenza debole∗ implica che

Pr ∗ F (eit) =
1

2π

∫ 2π

0

P (r, ei(t−s))F (eis) ds

= lim
j→∞

1

2π

∫ 2π

0

P (r, ei(t−s)) fnj
(eis) ds = lim

j→∞
f(rnj

reit) = f(reit)

(l’ultima identità segue dalla Nota 6.2.9). tu

Corollario 7.6.21. (Proprietà della media per funzioni armoniche
limitate.) Sia D = {|z| < 1} il disco di raggio 1 e ∂D = {|z| = 1} la sua
frontiera (quindi D = D ∪ ∂D).
(i) (Proprietà della media.) Se f è una funzione a valori reali, ar-

monica in D e limitata su D, allora, per ogni z ∈ D, si ha inf∂D f ⩽
f(z) ⩽ sup∂D f . Una proprietà analoga vale per ogni disco Dρ di raggio
ρ > 0 e centro w arbitrario, purché contenuto nel dominio in cui f è
armonica limitata.

(ii) (Principio del massimo.) Se inoltre f è continua su D, allora i
punti dove f assume i propri valori massimi e minimi giacciono sulla
frontiera ∂D. In particolare, f non ha estremi locali interni a D.

Dimostrazione. La stima (i) sul disco D1 segue immediatamente dalla rap-
presentazione integrale di Poisson f(reit) = Pr ∗ f(t) data nella Proposizione
7.6.20 e dal fatto che

∫ π
−π Pr(t) dt = 1 (il nucleo di Poisson è una identità

approssimata, Nota 6.2.11). Dilatando la scala di un fattore ρ si trasporta lo
stesso risulato al disco Dρ (l’operatore di laplace commuta con le dilatazioni
e con le traslazioni, e quindi la funzione z 7→ f(w+ z/ρ) è ancora armonica).

La parte (ii) segue a sua volta dalla (i): se f avesse un punto di massimo
locale z0 in D, ossia interno a D, allora, per ogni disco Dρ di raggio sufficien-
temente piccolo con centro in z0 e per ogni z ∈ ∂Dρ, si avrebbe f(z0) > f(z),
il che contraddice la proprietà della media della parte (i). tu
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Proposizione 7.6.22. (Esistenza di limiti radiali delle funzioni co-
niugate di funzioni armoniche con dati al bordo in L1.) Sia
f ∈ L1(T) e f̃(reit) definita come in (7.27). Allora, per quasi ogni t, esiste
il limite radiale (puntuale) limr→1− f̃(re

it).

Dimostrazione. Spezziamo f ∈ L1 come combinazione lineare di quattro
funzioni positive o nulle: se f è a valori reali scriviamo f+ = max{f, 0}
per la sua parte non negativa e f− = −min{f, 0} per la parte non positiva,
cosicché f+, f− ⩾ 0 e f = f+−f−. Più in generale, se f è a valori complessi,
la spezziamo come f = (Re f)+ − (Re f)− + i(Im f)+ − i(Im f)−. Poiché
la mappa f 7→ f̃(reit) è lineare, senza perdita di generalità possiamo ora
assumere che f sia non negativa su T = ∂D. Pertanto anche il suo integrale
di Poisson, che, con abuso di notazione, continuiamo a denotare con f(z), è
non negativo suD. Notiamo anche che f̃ è reale, in quanto funzione armonica
coniugata di una funzione reale (in altre parole, perché il nucleo di Poisson
coniugato è reale).
Sappiamo dal Corollario 7.6.17 che f + if̃ è una funzione olomorfa nel disco
D, e quindi ivi anche armonica. Allora (per il teorema di derivazione di
funzione composta, Sezione 1.1!) è olomorfo anche il suo esponenziale

F (z) = e−f(z)−if̃(z) . (7.31)

D’altra parte,
|F (z)| = eRe(−f(z)−if̃(z)) = e−f(z) ⩽ 1 (7.32)

perché abbiamo assunto f ⩽ 0 e come conseguenza abbiamo visto che f̃ è a
valori reali. Ma allora F è una funzione armonica (essendo olomorfa!) limi-
tata in D, e quindi possiamo applicare la Proposizione 7.6.20 per concludere
che F (z) è un integrale di Poisson, ed il Corollario 6.2.12 per dedurre che
F ha limiti radiali quasi ovunque per 0 ⩽ t ⩽ 2π quando facciamo tendere
r a 1. In base all’identità 7.32, il modulo |F (reit)| ha limite radiale e−f(eit)
quasi ovunque (ovvero, nella notazione precedente, possiamo scrivere questo
limite radiale come e−f(t), per quasi ogni 0 ⩽ t ⩽ 2π). D’altra parte f ∈ L1

deve essere finita quasi ovunque, e quindi limr→1− F (re
it) = e−f(e

it) 6= 0 quasi
ovunque. Ormai per provare l’enunciato basta osservare che, a causa della
definizione (7.31), ad ogni punto in cui esiste questo limite radiale anche
f̃(reit) deve avere limite radiale finito. tu
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Definizione 7.6.23. (La funzione coniugata e spazi invarianti per
coniugazione.) La funzione coniugata di f ∈ L1

∗ ≡ L1[0, 2π] è la funzione

f̃(t) = lim
r→1−

f̃(reit) := lim
r→1−

Qr ∗ f(t)

(il limite (puntuale) esiste per quasi ogni t grazie alla Proposizione 7.6.22).
Un sottospazio B ⊂ L1(T) è invariante per coniugazione, o ammette coniu-
gazione, se per ogni f ∈ B la funzione coniugata f̃ appartiene anch’essa a B
(in altre parole, l’operatore coniugato f 7→ f̃ è un endomorfismo di B (una
trasformazione lineare di B in sé).

Corollario 7.6.24. Per ogni f ∈ L1[−π, π], la funzione coniugata della
serie trigonometrica f(t) =

∑∞
n=−∞ f̂(n) eint è

f̃(t) = −i
∞∑

n=−∞

sgn (n)f̂(n) eint ,

dove abbiamo posto sgn (0) = 0.

Dimostrazione. Abbiamo già osservato, nella precedente Definizione 7.6.23,
che il limite puntuale che definisce la funzione coniugata f̃ = limr→1− Qr∗f(t)
esiste finito quasi ovunque. Passando r al limite in (7.30) si ottiene l’identità
nell’enunciato. Il limite si scambia con il segno di serie in base al teorema
di Convergenza Monotòna di Lebesgue (applicato allo spazio `1, ossia alla
misura discreta naturale su Z (la misura che conta). Naturalmente, per
applicare questo teorema occorre prima spezzare f̂(n) come combinazione
lineare (a coefficienti complessi) di quattro termini positivi, esattamente come
facemmo con f(t) all’inizio della dimostrazione della Proposizione 7.6.22.

tu

Nota 7.6.25. Il precedente Corollario 7.6.24 mostra che ̂̃f(0) = 0 per ogni
f ∈ L1(T). Questo equivale all’identità

∫
T f̃(e

it) dt = 0, e quindi al Corollario
7.6.18. tu

Corollario 7.6.26. L’operatore f → f̃ è una isometria di L2(T)

Dimostrazione. Segue immediatamente dal precedente Corollario 7.6.24 e
dalla identità di Parseval (Nota 4.3.3). tu
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Corollario 7.6.27. Un sottospazio B ⊂ L1(T) è invariante per coniugazione
se e solo se una delle due seguenti due condizioni equivalenti è soddisfatta:

(i) l’operatore coniugato è un operatore lineare limitato da B in B;

(ii) l’operatore di troncamento (o proiezione ortogonale, nel caso dello spa-
zio di Hilbert L2) alla parte positiva dello spettro di Fourier, definito
da

f 7→ f ♭ =
1

2
f̂(0) +

1

2
(f + if̃) ∼

∞∑
n=0

f̂(n) eint (7.33)

è un operatore lineare limitato da B in B.

Dimostrazione. La linearità dell’operatore coniugato e del proiettore della
parte (ii) sono ovvie. Se l’operatore coniugato manda B in B, allora B
è invariante per coniugazione direttamente in base alla Definizione 7.6.23.
Per il viceversa della parte (i) occorre provare che l’operatore coniugato è
limitato su B. A questo scopo, in base al teorema del grafico chiuso (Teorema
??) basta provare che è un operatore chiuso, ossia che, se limn fn = f e
limn f̃n = g nella norma di B, allora g = f̃ . Per provare questa asserzione,
rammentiamo che f 7→ f̂(0) è un funzionale lineare continuo su B, perché
|f̂(0)| ⩽ ‖f‖1 ⩽ C‖f‖B (si veda la Definizione 7.6.3 di spazio di Banach
omogeneo), ed osserviamo che, grazie alla convergenza in norma L1 ed al
Corollario 7.6.24, per ogni m si ha

ĝ(m) = lim
n

̂̃f(m) = −i sgn (m) lim
n
f̂n(m) = −i sgn (m) f̂(m) = ̂̃f(m) .

Per quanto riguarda la parte (ii), è ovvio che l’operatore f 7→ f ♭ è limitato se
lo è l’operatore coniugato f 7→ f̃ , ed è vero anche il viceversa perché il secondo
operatore si esprime in termini del primo così: f̃ = −i (2f ♭−f− f̂(0)).
tu

Nota 7.6.28. Per futura memoria, si osservi che f 7→ f eint è una traslazione
di n passi in avanti nel dominio delle frequenze, ossia una traslazione di n
passi in avanti dei coefficienti di Fourier, dal momento che

f̂ eint(j) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) ei(n−j)t dt = f̂(j − n) .

Pertanto g := (f e−int)♭ è la funzione con coefficienti di Fourier ĝ(j) = 0 se
j < 0, e ĝ(j) = ĝ(j + n) se j ⩾ 0. Quindi, commutando l’azione di questa
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traslazione e del troncamento, otteniamo la seguente relazione di commuta-
zione: eint(f e−int)♭ è la funzione i cui coefficienti di Fourier coincidono con
quelli di f a partire dall’indice n+ 1 e sono nulli per tutti gli indici minori o
uguali a n.
In particolare, il troncamento alla parte positiva dello spettro della somma
parziale n-sima della serie di Fourier di f è esattamente

n∑
j=0

f̂(j) eijt = f ♭ − ei(n+1)t(f e−i(n+1)t)♭ . (7.34)

tu

Per il prossimo Corollario, rammentiamo che l’operatore aggiunto su B′

di un operatore S su B è stato introdotto nella Definizione 3.17.2.

Corollario 7.6.29. (L’operatore coniugato su Lp(T) è l’aggiunto di
quello su Lq(T).) Poiché Lp[−π, π] ⊂ L1[−π, π] per p > 1, la definizione
di funzione coniugata ha senso per Lp[−π, π], e dà luogo ad un operatore su
Lp[−π, π] che chiamiamo l’operatore coniugato.
Se p e q sono indici coniugati nel senso della Definizione 1.16.4), allora l’o-
peratore coniugato su Lp[−π, π] è l’aggiunto di quello su Lq[−π, π], rispetto
alla dualità (f, g) = 〈f, g〉 = 1

2π

∫ π
−π f(x) g(x) dx utilizzata nell’identità (11.5)

dell’Esempio 11.3.3 (dove si mostra che il duale di Lp è Lq per 1 ⩽ p <∞).

Dimostrazione. Dal Corollario 7.6.24 e dalla formula di Plancherel per Lp e
Lq (Corollario 7.6.9) segue che

〈f̃ , g〉 = −i lim
N→∞

N∑
n=−N

(
1− |n|

N + 1

)
sgn (n) f̂(n) ĝ(n) = 〈f, g̃〉 .

Quindi l’operatore aggiunto, rispetto alla succitata dualità, dell’operatore
coniugato su Lp(T) è l’operatore coniugato su Lq(T). tu

Nota 7.6.30. Rammentiamo che, dato un operatore su uno spazio normato
B ed una dualità fra B ed il suo duale B′, quale sia l’opeatore coniuga-
to dipende dalla scelta della dualità. Abbiamo dimostrato nel preceden-
te Corollario 7.6.29 che l’aggiunto dell’operatore coniugato su Lp(T) è l’o-
peratore coniugato su Lq(T) se come dualità si sceglie la forma bilineare
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〈f, g〉 =
∫
f(x) g(x) dx e se sugli spazi dei loro coefficienti di Fourier si sce-

glie la forma antilineare (con coniugazione sulla seconda variabile) che ab-
biamo usato nel teorema di Plancherel (Corollario 7.6.9). Potremmo invece
scegliere, come dualità fra Lp(T) e Lq(T), la forma antilineare sulla seconda
variabile (f, g) =

∫
f(x) g(x) dx (che coincide con il prodotto scalare usuale

quando f , g ∈ L2, ossia precisamente quella che abbiamo immpiegato nel
Teorema di rappresentazione di Riesz 11.2.1 per caratterizzare il duale di
L2). In tal caso, a causa del coefficiente immaginario nella espressione dei
coefficienti di Fourier della funzione coniugata (Corollario 7.6.24) l’aggiunto
dell’operatore coniugato su Lp(T) risulterebbe essere l’operatore coniugato su
Lq(T) cambiato di segno. Lo stesso operatore aggiunto si sarebbe trovato se
avessimo invece scelto una forma bilineare (senza coniugazione sulla seconda
variabile) nel teorema di Plancherel. tu

7.6.5 Serie trigonometriche di soli coseni che sono serie
di Fourier anche se i coefficienti tendono a zero
in maniera lenta; le loro serie coniugate, in soli
seni, non sono serie di Fourier

Abbiamo annunciato all’inizio della Sezione 5.18 che non si può dire nulla
sull’ordine di infinitesimo dei coefficienti di Fourier di funzioni in L1[0 , 2π]:
i coefficienti possono tendere a zero in maniera arbitrariamente lenta, come
il prossimo risultato dimostra.

Proposizione 7.6.31. Siano {cn ⩾ 0} una successione bilatera pari, ossia
tale che cn = c−n , che tende a zero all’infinito e che soddisfa la condizione
di convessità

cn−1 − 2cn + cn+1 ⩾ 0 . (7.35)

Osserviamo che la condizione di parità implica che la serie di Fourier di f è∑∞
0 an cosnx, in soli coseni (con a0 = c0 e an = 2cn).

Allora esiste una funzione f ∈ L1(T) tale che f̂(n) = cn per tutti gli n.
Quindi per una serie trigonometrica in soli coseni la condizione di convessità
dei coefficienti cn (positivi e che tendono a zero all’infinito) è sufficiente ad
assicurare che essa sia una serie di Fourier, senza ipotesi sulla velocità di
decadimento.
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Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che la condizione (7.35) implica che,
per ogni n > 0, vale la proprietà di monotonia

cn − cn+1 ⩽ cn−1 − cn .

Pertanto

|c0 − cn| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
m=0

cm − cm+1

∣∣∣∣∣ ⩾ n|cn−1 − cn| .

Poiché limn→∞ cn = 0, segue dal Lemma 1.1.4 che

cn−1 − cn = o(1/n) . (7.36)

Perciò

k∑
n=1

n(cn+1 − 2cn + cn−1) = c0 − ck + k(ck − ck+1) −−−→
k→∞

c0 . (7.37)

Allora poniamo

f(x) =
∞∑
n=1

n(cn+1 − 2cn + cn−1)Kn−1(x) (7.38)

dove Kn è il nucleo di Féjèr (Definizione 6.2.2). Sappiamo che Kn > 0 (6.16)
e ‖Kn‖L1(T) = 1 (6.17). Pertanto, grazie alla convergenza in (7.37), la serie
in (7.38) converge nella norma di L1(T), e la sua somma f è una funzione
non negativa perché tali sono i suoi termini. Per il Teorema di Convergenza
Monotòna 1.9.53 possiamo allora integrare sotto il segno di serie, e quindi

f̂(j) =
∞∑
n=1

n(cn+1 − 2cn + cn−1)K̂n−1(j) . (7.39)

D’altra parte, in base a (6.9),

K̂n−1(j) =

{
0 se |j| ⩾ n

1− |j|
n

altrimenti.
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Pertanto (7.39) diventa

f̂(j) =
∞∑

n=|j|+1

n(cn+1 − 2cn + cn−1)

(
1− |j|

n

)

=
∞∑

n=|j|+1

n(cn+1 − 2cn + cn−1)− |j|
∞∑

n=|j|+1

(cn+1 − 2cn + cn−1) (7.40)

= lim
N→∞

 N∑
n=|j|+1

n(cn+1 − 2cn + cn−1)− |j|
N∑

n=|j|+1

(cn+1 − 2cn + cn−1)

 .

(7.41)

Per semplicità poniamo m := |j| e bn := n(cn+1 − 2cn + cn−1). Calcoliamo
la prima delle due somme al membro di destra di (7.40) grazie all’identità
(7.37):

N∑
n=m+1

bn =
N∑
n=1

bn −
m∑
n=1

bn

= c0 − cN −N(cN − cN+1)− (c0 − cm −m(cm − cm+1))

= cm − cN −N(cN − cN+1) +m(cm − cm+1)) .

Invece la seconda somma è si calcola direttamente perché è una somma
telescopica:

N∑
n=m+1

(cn−1 − 2cn + cn+1) =
N∑

n=m+1

(
(cn+1 − cn)− (cn − cn1)

)
= cN+1 − cN − (cm+1 − cm) .

Ritornando a scrivere |j| invece di m, dalle ultime tre identità, da (7.36) e
dal fatto che la successione {c|j|} è infinitesima ottieniamo:

f̂(j) = lim
N→+∞

(
c|j| − cN −N(cN − cN+1) + |j|(c|j| − c|j|+1) + |j|(c|j|+1 − c|j|)

− |j|(cN+1 − cN)
)
= c|j| . (7.42)

Questo dimostra l’enunciato. tu
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Nota 7.6.32. La precedente Proposizione 7.6.31 rivela che le serie trigonome-
triche in soli coseni possono essere serie di Fourier anche se i loro coefficienti
tendono a zero in maniera (quasi) arbitrariamente lenta. Infatti la condizio-
ne di convessità (7.35) non comporta alcuna conseguenza circa la velocità di
convergenza a zero dei coefficienti. Per accorgersene basta osservare che la
condizione (7.35) è soddisfatta se i coefficienti cn sono i valori agli interi n
di una funzione h convessa. Prendiamo h derivabile: allora h è convessa se
h′ è crescente, ed in virtù del Teorema del valor medio di Lagrange (Sezione
1.1) in questa ipotesi vale anche la condizione (7.35). Allora, consideriamo
la successione

cn =
1

ln ◦ ln ◦ · · · ◦ lnn
:=

1

g(k)(n)

(k volte). Per k arbitrariamente elevato questa successione converge a zero
in maniera (quasi) arbitrariamente lenta, eppure verifica la condizione di
convessità, almeno per n sufficientemente grande. Infatti,

Dg(x) = − 1

ln2(gk−1(x))

1

gk−2(x)
. . .

1

ln x

1

x
,

e questa funzione, per grandi x, è negativa ma crescente.
Viceversa, ora mostreremo (Proposizione 7.6.33) che la situazione è com-

pletamente diversa per serie trigonometriche in soli seni, ossia del tipo
∞∑
1

an sinnx =
∞∑
−∞

cne
inx

con cn = −c−n = 2ian, una successione bilatera dispari.
In effetti, nel risultato precedente abbiamo visto che una velocità elevata

di decadimento dei coefficienti di Fourier non è necessaria affinché una serie
trigonometrica con coefficienti pari sia la serie di Fourier di qualche funzione
f ∈ L1(T). Naturalmente, in certi casi la velocità di convergenza è sufficiente
perché le serie trigonometriche siano serie di Fourier: se an = O(1/nα) con
α > 1, allora le serie trigonometriche

∑∞
n=0 ancosnx e

∑∞
n=0 ansinnx sono

entrambe uniformemente convergenti (per il test di Weierstrass, Teorema
1.3.29) e quindi sono le serie di Fourier delle loro funzioni somma (per il
Teorema 1.3.17 di passaggio al limite sotto il segno di integrale). Però, se an
tende a zero più lentamente, allora le cose cambiano in maniera inaspettata:
il prossimo risultato mostra che, se an > 0 e

∑
n>0 an/n = ∞, quando si

estende {an : n = 1, 2, . . . } ad una successione dispari su Z (ovviamente
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ponendola zero per n = 0), la serie trigonometrica con questi coefficienti non
è la serie di Fourier di una funzione in L1(T) (anche nel caso in cui la serie
trigonometrica converga puntualmente ad una somma f , non è la serie di
Fourier di f : ma si può dimostrare che in questa circostanza f /∈ L1(T) [14,
Chapter III, remark 1.4, Theorem 3.11, Corollary 3.11]). tu

Proposizione 7.6.33. Sia f ∈ L1(T) una funzione i cui coefficienti di Fou-
rier sono una successione dispari, ossia f̂(−n) = −f̂(n) per ogni n ∈ Z, ed
inoltre f̂(n) ⩾ 0 per ogni n ⩾ 0. Allora

∑
n ̸=0 f̂(n)/n <∞ .

Dimostrazione. Senza perdita di generalità possiamo sommare a f una co-
stante scelta in modo da assicurare che si abbia f̂(0) = 0. Questo equivale a
scegliere f a media nulla sul periodo (perché f̂(0) è la sua media sul periodo).
Sia F la primitiva F (x) =

∫ x
0
f(t) dt. Allora F è periodica (grazie al Lemma

5.16.4) e continua (per il Lemma 1.27.2), e

i F̂ (n) = f̂(n)/n (7.43)

per n 6= 0 (Proposizione 5.16.5). Poiché F è continua, possiamo applicare
al punto t = 0 il Teorema 6.1.18 di convergenza puntuale della identità ap-
prossimate per funzioni continue (o più direttamente, come caso particolare,
il Teorema di Féjèr 6.2.5), per ottenere

lim
N→∞

i F̂ (0) + ∑
1⩽|n|⩽N

(
1− n

N + 1

)
f̂(n)

n


= i F̂ (0) + 2 lim

N→∞

N∑
n=1

(
1− n

N + 1

)
f̂(n)

n
= iF (0) = 0 (7.44)

da (7.43) e dal fatto che f̂(−n) = f̂(n) e F (0) = 0. Quindi il limite di
queste somme è finito. Ora, se per assurdo si avesse

∑∞
n=1 f̂(n)/n = ∞ ,

allora il limite delle somme in (7.44) dovrebbe divergere, in base al Teorema
di Convergenza Monotòna (che si applica alla misura discreta su N grazie
all’ipotesi f̂(n) ⩾ 0, la quale assicura che i termini della somma sono positivi).

tu
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Corollario 7.6.34. La serie trigonometrica
∞∑
n=2

cosnx

log n

è una serie di Fourier (essa converge puntualmente ad una somma f ∈ L1(T)
ed è la serie di Fourier di f). Invece la serie trigonometrica

∞∑
n=2

sinnx

log n

converge puntualmente ovunque, ma non è la serie di Fourier di nessuna
funzione in L1(T).

Dimostrazione. La prima asserzione discende direttamente dalla Proposizio-
ne 7.6.31, dal momento che

∞∑
n=2

cosnx

log n
=

1

2

(
−2∑

n=−∞

+
∞∑
n=2

)
eint

log |n|

verifica la condizione di convessità enunciata in quella Proposizione.
La seconda è un caso particolare della Proposizione 7.6.33, dal momento che

∞∑
n=2

sinnx

log n
= − i

2

(
−2∑

n=−∞

+
∞∑
n=2

)
sgn (n)

log |n|
eint

e la serie
∑∞

n=2 1/(n log n) diverge. tu

Corollario 7.6.35. L1
∗ = L1(T) non è invariante per coniugazione.

7.6.6 Lp(T) è invariante per coniugazione per 1 < p <∞
Teorema 7.6.36 (Marcel Riesz). (L’operatore coniugato è limitato su
Lp(T) per 1 < p < ∞.) Per 1 < p < ∞, l’operatore coniugato è limitato
nella norma di Lp (e quindi manda Lp(T) in Lp(T)).

Dimostrazione. Grazie al Corollario 7.6.26, l’operatore coniugato è una iso-
metria nella norma L2, e quindi il risultato è ovvio per p = 2.
In base al Corollario 7.6.29, se p e q sono indici coniugati (Definizione 1.16.4)
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allora gli operatori coniugati su Lp(T) e su Lq(T) sono aggiunti uno dell’altro,
e quindi hanno la stessa norma su questi due spazi (Teorema 3.17.1). Quindi
basta provare il risultato per 1 < p < 2, e nel resto della dimostrazione assu-
miamo f ∈ Lp(T) con 1 < p < 2. Inoltre, ogni funzione a valori complessi è
la combinazione lineare di quattro funzioni non negative: le parti positiva e
negativa dele parti reale ed immaginaria, rispettivamente (come ad esempio
nella dimostrazione della Proposizione 7.6.22). Quindi, poiché l’operatore
coniugato è lineare, senza perdita di generalità assumiamo f ⩾ 0.
La dimostrazione che presentiamo qui utilizza in maniera intelligente l’in-
terrelazione fra armonicità ed olomorfia. Come d’abitudine, indichiamo con
f(z) = f(reit l’integrale di Poisson di f = f(eit), e con f̃(reit) := Qr ∗ f(t) la
sua funzione coniugata (Definizione 7.6.15). Poiché la funzione f(eit) è non
negativa e chiaramente possiamo assumerla non identicamente nulla, si ha
che il suo integrale di Poisson f(z) = f(reit) è strettamente positivo ovun-
que. Allora, poichè f è una funzione armonica (Esercizio 6.2.10) e f̃ è la sua
armonica coniugata, la funzione H(z) = f(z) + if̃(z) è olomorfa nel disco
unitario aperto D (Corollario 2.2.3). Poiché la sua parte reale f(z) non si
annulla mai in D, nemmeno H si annulla:

{z ∈ D : H(z) 6= 0} = D . (7.45)

Osserviamo che H(0) = f(0) + if̃(0) = f(0) > 0, perché f̃(0) = Q0 ∗ f = 0
per l’ultima asserzione dell’Esercizio 7.6.16, o equivalentemente per il Corol-
lario 7.6.18. Siamo interessati all’elevazione alla potenza p, ossia G(reit) =
H(reit)p. Avendo ora a che fare con funzioni a valori complessi dobbia-
mo definire la potenza p facendo riferimento ad una scelta di ramo olo-
morfo della funzione G(reit) = ep lnH(reit) (si veda l’Esempio 2.14.18). Poi-
ché H(0) > 0 è naturale scegliere come ramo olomorfo quello che è rea-
le a z = 0, in modo che G(0) = H(0)p sia la consueta radice p-esima
reale (ed in particolare G(0) > 0). Questo significa che, per il logaritmo
G(z) = ep lnH(z) = ep(ln |H(z)|+i(argH(z)+2kπ)), stiamo scegliendo k = 0, e quindi
G(z) è una funzione olomorfa nel dominio {H(z) 6= 0} = D (grazie a (7.45),
e

|G(z)| = |ep(ln |H(z)|+i(argH(z)+2kπ))| = ep ln |H(z)| = |H(z)|p (7.46)

(nell’ultimo membro, ovviamente, la potenza p-esima è nel senso delle po-
tenze reali).
Ora scegliamo γ ∈ R tale che π/2p < γ < π/2, ossia, tenendo conto del fatto
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che 1 < p < 2,
γ <

π

2
,

π

2
< pγ < π . (7.47)

Per 0 < r < 1, consideriamo l’angolo θ = argH(reit) = arctan f̃(z)/f(z).
Osserviamo che la condizione f(z) > 0 implica che H(z) giace sempre nel
semipiano destro (parte reale positiva), e quindi θ ⩽ π/2. Allora i due
archi in T ∼ ∂D definiti da A := {t : | argH(reit)| < γ e B := {t : γ ⩽
| argH(reit)| < π/2} (che dipendono da r) sono complementari. Osserviamo
anche che, se si scrive w = u + iv, la condizione | argw| < γ < π/2 equivale
a

u

|w|
=

Rew

|w|
= cos argw > cos γ (7.48)

(qui non c’è bisogno di prendere il valore assoluto di Rew perché Rew > 0
in quanto | argw| < π/2). Pertanto, ponendo w = H(z) = H(reit), abbiamo
che u = f(z) e |H(z)| < f(z)/ cos γ per ogni t ∈ A. Quindi, da (7.46), per
t ∈ A troviamo

|G(reit)| = |H(z)|p < |f(z)|p

(cos γ)p
. (7.49)

Per comodità di esposizione, scriviamo la costante in questa disuguaglianza
come Jp := (cos γ)−p.
Viceversa, se t ∈ B, abbiamo γ ⩽ | argH(reit)| e quindi pγ < p| argH(reit)| =
| argG(reit)|, dal momento che pγ < π in base alle disuguaglianze (7.47). Ma
poiché, per le stesse disuguaglianze, si ha anche pγ > π/2, dobbiamo notare
che (7.48) ora diventa: per | argw| > pγ

|Rew|
|w|

= | cos argw| > | cos(pγ)| .

D’altra parte per t ∈ B risulta Rew := ReG(reit) < 0 e cos(pγ) < 0: quindi
la precedente disuguaglianza diventa

|G(reit)| ⩽ ReG(reit)

cos(pγ)
(7.50)

per ogni t ∈ B. Per comodità di esposizione, scriviamo la costante in questa
stima come Kp := | cos(pγ)|−1.
Grazie a queste disuguaglianze possiamo ora stimare gli integrali

1

2π

∫ π

−π
|G(reit)| dt = 1

2π

∫
A

|G(reit)| dt+ 1

2π

∫
B

|G(reit)| dt . (7.51)
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Invece che agli integrali del modulo di G nel lato destro di (7.51), siamo
adesso interessati agli integrali della sua parte reale. Per quanto riguarda il
primo integrale al lato destro di (7.51), segue da (7.49) che

1

2π

∫
A

|ReG(reit)| dt < 1

2π

∫
A

|G(reit)| dt (7.52)

<
Jp
2π

∫
A

|f(reit)|p dt = 1

(cos γ)p
‖f‖pLp(T) .

D’altra parte, su B si ha | argG(z)| ⩾ γ > π/2 e quindi ReG(z) < 0.
Pertanto

∫
B
|ReG(z)| dt = −

∫
B
ReG(z) dt. Vediamo allora come in (7.51)

che ∫
B

ReG(reit) dt =

∫ π

−π
ReG(reit) dt−

∫
A

ReG(reit) dt

e da qui e (7.52) si ottiene∫
B

|ReG(reit))| dt = −
∫
B

ReG(reit) dt ⩽
∣∣∣∣∫ π

−π
ReG(reit) dt

∣∣∣∣+ Jp‖f‖pLp(T) .

(7.53)
Per fare uso di quest’ultima disuguaglianza occorre prima stimare l’integrale∫ π
−π ReG(re

it) dt. Qui usiamo di nuovo le proprietà delle funzioni armoniche:
G è olomorfa su tutto D e quindi ReG è armonica in D, ed è limitata nel
disco |w| < r < 1}. Pertanto ReG soddisfa la proprietà della media (parte
(i) del Corollario 7.6.21), e quindi, rammentando che H(0) = f(0) > 0,

1

2π

∫ π

−π
ReG(reit) dt = ReG(0) = Re(H(0)p) = f(0)p > 0 .

Pertanto il valore assoluto intorno al primo integrale al lato destro di (7.53)
non è necessario, e da (7.53 ) si ottiene

1

2π

∫
B

|ReG(reit))| dt ⩽ f(0)p + Jp‖f‖pLp(T) .

Ma allora da (7.50) segue

1

2π

∫
B

|G(reit))| dt ⩽ Kp

2π

∫
B

|ReG(reit))| dt ⩽ Kp(f(0)
p + Jp‖f‖pLp(T)) .

(7.54)
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Finalmente, combinando la seconda disuguaglianza in (7.52) con (7.54), da
(7.51) otteniamo

1

2π

∫
B

|G(reit))| dt ⩽ Kp

2π

∫
B

|ReG(reit))| dt ⩽ Kp f(0)
p+Kp (1+Jp) ‖f‖pLp(T) .

(7.55)
Ma non abbiamo ancora finito di sfruttare le proprietà delle funzioni ar-
moniche! Infatti, l’integrale di Poisson f(reit) = Pr ∗ f(eit) è una funzione
armonica (l’abbiamo già osservato all’inizio di questa dimostrazione, ma ecco
di nuovo il riferimento: Esercizio 6.2.10), e quindi, di nuovo per la proprietà
della media del Corollario 7.6.21, abbiamo f(0) = 1

2π

∫
T f(e

it) dt = f̂(0). Ma
allora

|f(0)| = |f̂(0)| ⩽ 1

2π

∫
T
|f(eit)| dt = ‖f‖L1(T) ⩽ ‖f‖Lp(T) ,

perché p > 1 (la disuguaglianza fra le norme L1 e Lp era stata provata in
(1.47).
Da questa disuguaglianza e da (7.55) segue

1

2π

∫ π

−π
|G(reit))| dt ⩽ Kp (2 + Jp) ‖f‖pLp(T) = Cp ‖f‖pLp(T) , (7.56)

dove Cp è una costante che dipende solo da p (ma non da f e r).
Ora ricordiamo che H(z) = f(z) + if̃(z) e quindi |f̃(z)| ⩽ |H(z)|. Pertanto
|f̃(z)|p ⩽ |H(z)|p = |G(z)|. Allora la disuguaglianza (7.56) implica

‖f̃‖Lp(T) ⩽ C
1
p
p ‖f‖Lp(T) ,

e con questo abbiamo finalmente provato l’enunciato: l’operatore coniugato
è limitato nella norma di Lp per 1 < p <∞. tu

7.6.7 Convergenza in norma in spazi omogenei che am-
mettono coniugazione

In questa Sottosezione, finalmente, colleghiamo la nozione di spazio invarian-
te per coniugazione a quella di convergenza in norma delle serie di Fourier.
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Teorema 7.6.37. Sia B uno spazio di Banach omogeneo (Definizione 7.6.3)
in cui i polinomi trigonometrici siano densi e la moltiplicazione per la fun-
zione eint sia una isometria: ossia, per ogni f ∈ B,

‖eintf‖B = ‖f‖B (7.57)

(in base alla parte (iii) dell’Esercizio 5.2.10, (7.57) questo equivale ad assu-
mere che la traslazione in frequenza, ossia la traslazione dei coefficienti di
Fourier, sia una isometria).
Allora B è invariante per coniugazione se e solo se le serie di Fourier di
funzioni in B convergono nella norma di B.

Dimostrazione. In base al Teorema 7.6.11 ed al Corollario 7.6.27, ciò che
dobbiamo provare è che gli operatori Sn di somma parziale della serie di
Fourier (Definizione 7.6.10) sono uniformemente limitati rispetto a n se e
solo se il troncamento alla parte positiva dello spettro di Fourier f → f ♭

definito in (7.33) è un operatore limitato (nel senso usuale della Definizione
3.3.7).

Assumiamo che Sn siano operatori uniformemente limitati: per qualche
C > 0,

‖|Sn‖| ⩽ C . (7.58)
Intrallacciamo Sn con la moltiplicazione per la funzione eint per produrre
una traslazione di n passi verso destra dello spettro di Fourier ed in tal modo
traslare in frequenza Snf ad un polinomio trigonometrico S♭2nf con supporto
spettrale positivo: ossia, poniamo

S♭2nf := (S2nf)
♭ =

2n∑
k=0

f̂(k)eikt = eintSn(e
−intf) (7.59)

(l’ultima identità è conseguenza di (7.34). Grazie a (7.58) ed all’ipotesi (7.57)
dell’enunciato, sappiamo che

‖|S♭2n‖| ⩽ C . (7.60)

Per f ∈ B e ε > 0, sia p un polinomio trigonometrico tale che ‖|f − p‖|B <
ε/2C (è qui che si usa la densità dei polinomi trigonometrici). Allora, in base
alla stima uniforme (7.60),

‖S♭2nf − S♭2np‖B ⩽ C‖f − p‖B ⩽ ε

2
.
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Sia k il grado del polinomio trigonometrico p. Per j > k i coefficienti di
Fourier p̂(j) sono nulli, e quindi, per tutti gli n,m > k/2 si ha S♭2np = S♭2mp.
Pertanto

‖S♭2nf − S♭2mf‖B ⩽ ‖S♭2nf − S♭2np‖B + ‖S♭2mp− S♭2mf‖B ⩽ ε .

In altre parole, la successione {S♭2nf} è di Cauchy nella norma di B, e quin-
di converge ad una funzione g ∈ B. Grazie all’ortogonalità delle funzioni
eikt e l’identità (7.59), è immediato verificare che la serie di Fourier di g è∑∞

k=0 f̂(k)e
ikt, e quindi

lim
n
S♭2nf := g = f ♭.

Pertanto ‖f ♭‖ = ‖ limn S
♭
2nf‖ < C‖f‖, in base alla disuguaglianza (7.58), e

quindi l’operatore f 7→ f ♭ è limitato nella norma di B. Questo completa la
prima parte della dimostrazione.

Viceversa, assumiamo ora che l’operatore f 7→ f ♭ sia limitato nella norma
di B. Segue dall’identità (7.34) che

S♭2nf = f ♭ − ei(2n+1)t(f e−i(2n+1)t)♭ ,

e quindi, applicando due volte l’ipotesi (7.57),

‖S♭2n‖B ⩽ ‖f ♭‖B + ‖(f e−i(2n+1)t)♭‖B ⩽ 2K‖f‖B ,

dove K è la norma dell’operatore limitato f → f ♭ (come sempre, nel sen-
so della Definizione 3.3.7). In altre parole, abbiamo provato che le norme
‖|S♭2n‖| sono uniformemente limitate al variare di n. D’altra parte, visto che
S♭2nf = eintSn(e

−intf) in base a (7.59), esattamente per lo stesso argomento
‖|Sn‖| = ‖|S♭2n‖|, e quindi gli operatori di somma parziale di Fourier sono
uniformemente limitati nella norma di B. tu

In base al Teorema 7.6.36, questo ci permette di generalizzare allo spazio
Lp un fatto che già ben conosciamo nel caso p = 2 grazie alla completez-
za in L2 del sistema trigonometrico (Corollario 5.13.8) e naturalmente alle
proprietà dei sistemi completi negli spazi di Hilbert (Corollario 4.3.2):

Corollario 7.6.38. Per 1 < p <∞ la serie di Fourier di f ∈ Lp(T) converge
nella norma Lp.
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7.7 ∗Appendice: l’operatore coniugato (o tra-
sformata di Hilbert) è di tipo debole 1-1

7.7.1 La funzione di distribuzione
Definizione 7.7.1. (Funzione di distribuzione.)

(i) Per ogni funzione misurabile f : T → R+ ∪ {0}, la funzione di distri-
buzione di f è la funzione su R+ definita da

mf (λ) := m ({t : f(t) ⩽ λ}) ,

dove m è la misura di Lebesgue su (0, 2π] ∼ T.

(ii) Per semplicità di notazione, scriveremo

m+
f (λ) := m ({t : f(t) > λ}) = 2π −mf (λ) ,

Nota 7.7.2. La funzione di distribuzionemf (λ) ha limite 0 per λ→ 0 e 2π per
λ → ∞, è monotòna non decrescente, e quindi ha solo discontinuità di tipo
salto finito, in quantità al più numerabile. Inoltre, ∪n

{
t : f(t) ⩽ λ− 1

n

}
=

{t : f(t) ⩽ λ}, e quindi, grazie alla numerabile additività della misura di
Lebesgue, mf (λ) è continua a destra ad ogni λ ∈ R+. tu

Lemma 7.7.3. Per ogni f : T → R misurabile e per ogni φ : R+ → R
continua, ∫ 2π

0

φ(f(x)) dx =

∫ ∞

0

φ(λ) dmf (λ) . (7.61)

Dimostrazione. In base all’Esercizio 1.14.6, la funzione misurabile f si ap-
prossima con funzioni a gradini a meno di un un ε > 0 arbitrariamente
piccolo tranne che su un insieme di misura inferiore a ε. Da questo segue
Esercizio che basta dimostrare l’identità (7.61) nel caso in cui f è la funzione
caratteristica di un intervallo (o più precisamente, l’Esercizio forrnisce una
successione di funzioni a gradini che approssimano f puntualmente quasi
ovunque, e quindi uniformemente a meno di un insieme arbitrariamente pic-
colo, per il teorema di Egoroff (Corollario 1.14.9, quindi, passando al limite
sotto il segno di integrale, basta dimostrare (7.61) per tutte le funzioni a
gradini, e quindi basta dimostrarlo per tutte le funzioni caratteristiche degli



7.7. ∗L’OPERATORE CONIUGATO È DI TIPO DEBOLE 1-1 699

intervalli).
Ma se f = χ[α, β] (con ⩽ α < β ⩽ 2π), il primo membro di (7.61) vale
(β − α)φ(1) + (2π − (β − α))φ(0). D’altra parte, in questo caso la funzione
di distribuzione vale mf (λ) = 2π− (β − α) se λ ⩽ 1 e 2π se λ > 1: pertanto
il secondo membro di (7.61) coincide col primo. tu

In particolare, per ogni p > 0, la funzione λ 7→ λp è misurabile non
negativa, e quindi:

Corollario 7.7.4. Per ogni funzione f misurabile,∫ 2π

0

|h(x)|p dx =

∫ ∞

0

λp dmf (λ) .

7.7.2 Lo spazio Lp debole
Definizione 7.7.5. (Lo spazio Lp debole.) Sia 0 < p < ∞ e f una
funzione misurabile su [(0, 2π]. Si dice che f è di tipo Lp debole se esiste
C > 0 tale che, per ogni λ > 0,

m+
|f |(λ) ⩽

C

λp
,

ossia m|f |(λ) ⩾ 2π − C
λp
, ossia ancora

m {t : |f(t)| ⩾ λ} ⩽ C

λp
.

Lo spazio vettoriale delle funzioni di tipo Lp debole si denota con Lpw.

Lemma 7.7.6. Per ogni 0 < r < p si ha Lp ⊂ Lpw ⊂ Lr.

Dimostrazione. Proviamo dapprima l’inclusione Lp ⊂ Lpw per ogni 0 < p <
∞. Sia f ∈ Lp. Allora m+

|f |(λ) = 2π−m|f |(λ) =
∫∞
λ

dm|f |(x) dx, perché m|f |
tende a 2π quando la variabile tende a infinito. Pertanto, per il Corollario
7.7.4,

λp
(
2π −m|f |(λ)

)
⩽
∫ ∞

λ

xp dm|f |(x)

⩽
∫ ∞

0

xp dm|f |(x) =

∫ ∞

0

|f(x)|p dx <∞ . (7.62)
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Questo prova che f è in Lp, ed anche che

2π −m|f |(λ) = m+
|f |(λ) = O(λ−p . (7.63)

(quest’ultimo risultato vale per 0 < p <∞, ma per p > 1 è banale).
Ora sia 0 < r < p e f in Lpw. La Proposizione 1.17.1 assicura che Lr ⊃ Lp.

Lo stesso Corollario di prima implica che
∫ 2π

0
|f(t)|r dt =

∫∞
0
xr dm|f |(x).

Spezziamo l’ultimo integrale nei domini [0, 1] e (1, ∞). Il primo pezzo si
maggiora così: ∫ 1

0

xr dm|f |(x) ⩽ m|f |(1) ⩽ 2π .

Integriamo l’altro pezzo per parti (in base al Corollario 1.28.16) ed utilizziamo
la notazione m+

|f | = 2π − m|f | introdotta nella parte (ii) della Definizione
7.7.1:∫ ∞

1

xr dm|f |(x) = −
∫ ∞

1

xr dm+
|f |(x)

= −
[
xr
(
2π −m|f |(x)

)]∞
1
+

∫ ∞

1

m+
|f |(x) d(x

r) .

Poiché r < p, sappiamo da (7.63) che xr
(
2π −m|f |(x)

)
= xrm+

|f |(x) =

O(xr−p), e quindi limx→∞ xr
(
2π −m|f |(x)

)
= 0. Pertanto il termine di bordo

dell’integrazione per parti si maggiora così:

0 ⩽
[
xr
(
2π −m|f |(x)

)]∞
1

= 2π −m|f |(1) ⩽ 2π .

Allora, sommando i due pezzi in cui abbiamo spezzato l’integrale, troviamo∫ 2π

0
|f(t)|r dt < 2π +

∫∞
1

m|f |(x) d(x
r). Ma l’ipotesi f ∈ Lpw asserisce che

m|f |(x) < Cx−p. (7.64)

Quindi∫ 2π

0

|f(t)|r dt ⩽ 2π+C

∫ ∞

1

x−p d(xr) = 2π+Cr

∫ ∞

1

xr−p−1 dx <∞ (7.65)

perché r − p− 1 < −1. Questo prova che Lpw è contenuto in Lr per r < p, e
completa la dimostrazione. tu
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Esercizio 7.7.7. Mostriamo che entrambe le inclusioni nel precedente Lemma
?? sono strette. Ad esempio, per ogni p si consideri la funzione fp che vale
1/ p
√

|t| in [−π, pi], si calcoli la sua funzione di distribuzione, si esamini la
convergenza dell’integrale improprio e si verifichi che questa funzione appar-
tiene a Lpw ma non a Lp: questo mostra che la prima inclusione è stretta. Si
verifichi anche che questa funzione non appartiene a Lsw per nessun s > p.
Ne segue che, per ogni 0 < r < t < p si ha Lp  Lpw  Ltw  Lr, e quindi
anche la seconda inclusione è stretta. tu

Esercizio 7.7.8. Si dia una dimostrazione diretta della disuguaglianzam+
|f |(λ) =

O(1/λp) per 1 ⩽ p <∞ e f ∈ Lp(T).

Svolgimento. Scriviamo Eλ := {t : |f(t)| > λ}, cosicché m+
|f |(λ) = m(Eλ), e

spezziamo l’integrale come∫ 2π

0

|f(t)|p dt =
∫
Eλ

+

∫
T\Eλ

⩾
∫
T\Eλ

|f(t)|p dt > λpm(Eλ) ,

da cui l’enunciato. tu

Riformuliamo il precedente Corollario 7.7.6 in termini di norme.

Definizione 7.7.9. (Norma Lp debole.) Definiamo la “norma” di f ∈ Lpw
come la più piccola costante C > 0 tale che m ({f(t) > λ}) ⩽ Cλ−p, ossia

‖f‖(w)p =

(
sup
λ>0

λpm+
|f |(λ)

) 1
p

.

Si noti che questa “norma” è una funzione omogenea per moltiplicazione per
scalari positivi, ma verifica la disuguaglianza triangolare (e quindi è una vera
norma) solo per p ⩾ 1, esattamente come succede per la norma Lp.

Corollario 7.7.10. Esistono costanti K1, K2 che dipendono solo da r e p
tali che, per ogni f ∈ Lp e per 0 < r < p, si ha ‖f‖r ⩽ K1‖f‖(w)p ⩽ K2‖f‖p.

Dimostrazione. La prima disuguaglianza segue direttamente dalla stima
(7.62), la quale asserisce che

λpm|f |(λ) ⩽
∫ ∞

0

|f(x)|p dx = 2π ‖f‖pp ,
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da cui ‖f‖(w)p ⩽ p
√
2π ‖f‖p.

Per quanto concerne la seconda disuguaglianza, osserviamo anzitutto che, se
f appartiene a Lpw, per definizione si ha m+

|f |(1) ⩽ ‖f‖(w)p . Inoltre, in base
a (7.64), l’estremo inferiore delle costanti C in (7.65) è esattamente ‖f‖(w)p .
Pertanto (7.65) diventa∫ 2π

0

|f(t)|r dt ⩽ m+
|f |(1) + ‖f‖(w)p r

∫ ∞

1

xr−p−1 dx =

(
1 +

r

p− r

)
‖f‖(w)p .

Quindi

‖f‖rr =
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|r dt ⩽
(
1 +

r

p− r

)
‖f‖(w)p .

tu

7.7.3 L’operatore coniugato è di tipo debole 1-1
Definizione 7.7.11. Un operatore T definito su L1(T) si dice di tipo debole
1-1 se manda L1 in L1

w, ossia se, per ogni f ∈ L1,

m {t : |Tf(t)| ⩾ λ} ⩽ C
‖f‖1
λ

.

Teorema 7.7.12. L’operatore coniugato è di tipo debole 1-1 (nel senso della
precedente Definizione 7.7.11). In altre parole, esiste una costante K > 0

tale che ‖f̃‖(w)1 ⩽ K ‖f‖1, nel senso della norma L1 debole introdotta nella
Definizione 7.7.9.

Dimostrazione. Per ogni λ > 0, si consideri la seguente mappa conforme,
strettamente imparentata al nucleo di Cauchy della Definizione 7.6.15:

w(z) = 1 +
z − λ

z + λ
.

Si osservi che la funzione z 7→ z−λ
z+λ

manda ogni numero immaginario in un
numero complesso di modulo 1 (esercizio), e manda λ in 0, quindi, essen-
do conforme (olomorfa con inversa olomorfa), manda il semipiano destro
H := {z : Re z > 0} nel disco U di raggio 1 con centro l’origine. Per-
tanto la funzione w manda il semipiano H nel disco U = 1 + D di raggio
1 con centro in w = 1. Inoltre, vale la seguente asserzione, che il lettore
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può facilmente verificare: la funzione w manda il settore circolare illimi-
tato J := {|z| ⩾ λ,Re z > 0} nella metà destra U+ del disco U , ovvero
U+ = {z ∈ U : Re z ⩾ 1}.
Supponiamo dapprima f ⩾ 0 e limitata, e normalizziamo, scegliendo ‖f‖1 =
1
2π

∫ 2π

0
f(t) dt = 1.

Consideriamo la funzione G olomorfa sul disco unitario D i cui valori al
bordo sono g = f + if̃ (l’olomorfia fu provata nel Corollario 7.6.17) e nel-
la Proposizione 7.6.22. Poiché G è olomorfa in D, segue dalla formula di
rappresentazione di Cauchy (Corollario 2.5.1), o anche dalla proprietà della
media (Corollario 7.6.21), che

G(0) =

∫ 2π

0

g(t) dt =
1

2π

∫ 2π

0

(f(eit) + if̃(eit)) dt = 1 ,

perché, in base al Corollario 7.6.18 o anche 7.6.24, il valor medio di f̃ , ossiẫf(0), vale 0 (si noti che in questa dimostrazione il far ricorso a funzioni
olomorfe da integrare sul cerchio di raggio 1 ci obbliga a scrivere le variabili
di f e f̃ in forma complessa).
Inoltre w ◦ g è composizione di funzioni olomorfe, quindi è olomorfa in U , ed
allora, sempre per la formula di rappresentazione di Cauchy o la proprietà
della media,

w(1)w(G(0)) = 1 +
1− λ

1 + λ
=

1

2π

∫ 2π

0

(
1 +

g(eit)− λ

g(eit) + λ

)
dt . (7.66)

Poniamo ora
E :=

{
t ∈ (0, 2π] :

∣∣∣f̃(eit)∣∣∣ ⩾ λ
}
.

Poiché |g| ⩾ | Im g| = |f̃ |, su E vale anche
∣∣∣f̃(eit)∣∣∣ ⩾ λ. Allora, in ba-

se all’asserzione all’inizio di questa dimostrazione, su E l’integrando 1 +
(g(eit)− λ/g(eit) + λ) ha valori in U+, ossia ha parte reale non inferiore a 1.
D’altra parte, al di fuori di E questo integrando ha parte reale non negativa,
perché i suoi valori sono del tipo w(g(eit)) con Re g(eit) = f((eit)) ⩾ 0, ed
abbiamo osservato all’inizio della dimostrazione che g manda il semipiano de-
stro nel disco con centro 1 e raggio 1 , che è contenuto nel semipiano destro.
Ma allora∫ 2π

0

Re

(
1 +

g(eit)− λ

g(eit) + λ

)
dt ⩾

∫
E

Re

(
1 +

g(eit)− λ

g(eit) + λ

)
dt ⩾ m(E) .
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Pertanto, da (7.66),

2

1 + λ
= 1 +

1− λ

1 + λ
⩾ 1

2π
m(E) . (7.67)

Ora eliminiamo l’ipotesi che f abbia valor medio 1, sostituendola con
l’ipotesi che abbia valor medio minore o uguale a 1. In tal caso, l’integrale
in (7.66) vale

1 +
f̂(0)− λ

f̂(0) + λ
= w(f̂(0))

che è nel disco U ⊂ H dal momento che abbiamo supposto f̂(0) ∈ [0, 1] ⊂ H.
Quindi lo stesso argomento prova la disuguaglianza (7.67) anche in questo
caso.
Ora eliminiamo l’ipotesi che f sia non negativa, ma supponiamo f a valori
reali. Allora f = f+ − f−, la differenza fra le sue parti positiva e negativa,
che sono a supporto disgiunto, e f̃ = f̃+− f̃−: queste due ultime funzioni non
sono a supporto disgiunto, ma se |f̃ | ⩾ λ allora o |f̃+| ⩾ λ/2 o |f̃−| ⩾ λ/2 (o
entrambe). Allora poniamo E± :=

{
t ∈ (0, 2π] :

∣∣∣f̃±(eit)∣∣∣ ⩾ λ
2

}
, ed abbiamo

E ⊂ E+ ∪ E−. Inoltre, ‖f+‖1 ⩽ ‖f‖1 ⩽ 1, ed analogamente per ‖f−‖1.
Allora, in base alla disuguaglianza (7.67), si ha

m(E±) ⩽
4π

1 + λ
2

e pertanto m(E) ⩽ 2 4π
1+λ

2

= 16π
2+λ

.
Ora eliminiamo l’ipotesi che f sia a valori reali: scrivendo f = Re f + i Im f
e ripetendo il ragionamento troviamo ora m(E) ⩽ 32π

2+λ
.

Ora eliminiamo la normalizzazione ‖f‖1 ⩽ 1: applichiamo l’ultima disugua-
glianza a h = f/‖f‖1 ed otteniamo

m(E) = m

({
t ∈ (0, 2π] :

∣∣∣∣∣ f̃

‖f̃‖1
(eit)

∣∣∣∣∣ ⩾ λ

})
⩽ 32π

2 + λ

ossia
m
({
t ∈ (0, 2π] :

∣∣∣f̃(eit)∣∣∣ ⩾ λ
})

⩾ 2π − 32π

2 + λ
‖f̃‖1

Questo dimostra il teorema per funzioni f ∈ L∞: esiste una costante C tale
che

∣∣∣f̃(eit)∣∣∣ ⩽ λ tranne che su un sottoinsieme di T di misura inferiore a
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C‖f‖1/λ.
Ora eliminiamo l’ipotesi di limitatezza: poiché L∞(0, 2π] è denso in L1(0, 2π]
(Lemma 1.18.3, o anche Proposizione 1.18.6), esiste una successione fn ∈ L∞

che converge a f nella norma L1: in particolare converge puntualmente quasi
ovunque. Pertanto,

m
({
t ∈ (0, 2π] :

∣∣∣f̃n(eit)∣∣∣ ⩾ λ
})

→ m
({
t ∈ (0, 2π] :

∣∣∣f̃(eit)∣∣∣ ⩾ λ
})

.

Ma ‖fn‖1 → ‖f‖1, e quindi la dimostrazione si estende a tutte le funzioni in
L1. tu

Dal Corollario 7.7.10 ora segue:
Corollario 7.7.13. Per ogni f ∈ L1(T) e per ogni r < 1 si ha ‖f̃‖r ⩽
K1 ‖f̃‖(w)1 ⩽ K ‖f‖1.

7.7.4 ∗∗L’operatore coniugato manda L logL in L1

La dimostrazione del teorema principale in questa Sottosezione è tratta da
[13, Chapter 4, Section 3]. Per una dimostrazione che utilizza solo le funzioni
di distribuzione, e quindi l’analisi reale, si veda [14, Chapter III, Theorem
1.7].

Abbiamo visto che l’operatore coniugato è una isometria di L2 = L2(T)
(Corollario 7.6.26) e manda Lp in Lp se 1 < p < ∞ (Corollario 7.6.38), ma
che è solo di tipo debole 1-1, invece che limitato su L1. D’altra parte, ora
mostriamo che f̃ è in L1 se f appartiene ad uno spazio non molto più piccolo
di L1.
Definizione 7.7.14. Poniamo log+(x) := max{0, log x}, e definiamo lo spa-
zio L logL come lo spazio vettoriale delle funzioni f su T tali che ‖f log+ |f |‖1 <
∞. Evidentemente, se f è limitata, f ∈ L1 se e solo se f ∈ L logL. Invece,
nelle zone in cui f è illimitata, il termine logaritmico diverge e rende più
difficile la convergenza dell’integrale

∫
|f | log+ |f | rispetto all’integrale

∫
|f |.

Perciò L logL è contenuto in L1.
Nota 7.7.15. La quantità

∫ 2π

0
|f | log+ |f | dx non è una norma, perché si an-

nulla sulla funzione di valore costante 1. Per esprimere il concetto che un
operatore lineare manda L logL a L1 non possiamo quindi dimostrare una
disuguaglianza del tipo ‖Tf‖1 < C‖f log+ |f |‖1: dobbiamo invece dimo-
strare la disuguglianza ‖Tf‖1 < A + B‖f log+ |f |‖1 per opportune costanti
A,B > 0. tu
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Teorema 7.7.16. L’operatore coniugato manda L logL in L1: ovvero, esi-
stono A,B > 0 tali che, per ogni f ∈ L logL,∫

T
|f̃ | ⩽ A+B

∫
T
|f | log+ |f |, . (7.68)

Viceversa, se f̃ ∈ L1 per qualche f ∈ L1, f ⩾ 0, allora
∫
T |f | log

+ |f | <∞ .

Dimostrazione. Osserviamo che, se f ∈ L logL, anche Re f e Im f ap-
partengono a L logL, perché dominate in modulo da |f |. Inoltre, f̃ =
˜Re f+itildeIm f per linearità. Quindi, se il risultato vale per tutte le funzioni

a valori reali, allora vale per qualsiasi f ∈ L logL. Quindi possiamo limitarci
a dimostrarlo per funzioni a valori reali. È ovvio che, se il risultato vale per
f , allora vale anche per −f : quindi, per lo stesso argomento, seprando ogni
funzione a valori reali come la somma a supporto disgiunto della sua parte
positive e negativa, possiamo limitarci a dimostrare il teorema per funzioni
non negative.
Inizialmente facciamo un’ulteriore ipotesi, che fra poco rinforzeremo ma alla
fine elimineremo: ossia f ⩾ 1. In tal modo la funzione log+ |f | diventa log f .
Come nella dimostrazione del Teorema 7.6.36, consideriamo la funzione olo-
morfa g = f + if̃ nel disco unitario complesso D, e scriviamo la variabile
x ∈ T come x = eit, e z ∈ D come z = r eit. Rammentiamo anche che,
con questa notazione, f̃(0) := f̃(z)|z=0 = 0 (Corollario 7.6.18). Come allora,
anche qui g è olomorfa in D e Re g = f ⩾ 0, quindi g ha valori nel semipiano
destro. Possiamo allora definire log g utilizzando il ramo principale del loga-
ritmo complesso (quello che coincide con il logaritmo reale in (0,∞) ed il cui
dominio di olomorfia è C \ (−∞, 0]). In particolare, log g è olomorfa su D
perché composizione di funzioni olomorfe. Allora g log g è anch’essa olomorfa
in D, e segue dalla formula di rappresentazione di Cauchy (Corollario 2.5.1),
o anche dalla proprietà della media (Corollario 7.6.21), che

1

2π

∫ 2π

0

g log g(eit) dt = g(0) log g(0) = 2πf(0) log f(0)

perché g(0) = f(0) := f(z)|z=0 in quanto f̃(z)|z=0 = 0. Poiché f ⩾ 1, ora
abbiamo f(0) log f(0) > 0, e

∫ 2π

0
g log g(eit) dt =

∫ 2π

0
Re (g log g) . Scriviamo

g(z) = f(z) + if̃(z) = |g(z)|eiy(z), ossia

y = arctan
f̃

f
. (7.69)
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Allora Re (g log g) = f log |g| − yf̃ . Osserviamo che il fatto che g abbia
valori nel semipiano destro implica che −π/2 ⩽ y ⩽ π/2, ed inoltre, per
(7.69), y > 0 se e solo se f̃ > 0, ossia yf̃ ⩾ 0.
Riassumendo, yf̃ ⩾ 0 e∫ 2π

0

(
f log |g| − yf̃

)
(eit) =

∫ 2π

0

g log g(eit) dt = 2πf(0) log f(0) > 0 ,

(7.70)
e quindi ∫ 2π

0

yf̃ ⩽
∫ 2π

0

f log |g| = 1

2

∫ 2π

0

f log(f 2 + f̃ 2t) . (7.71)

Scriviamo per semplicità f = a e |f̃ | = b, ed osserviamo che l’ultimo integran-
do è a log(a2 + b2). Per b = 0 questa espressione vale 2a log a, ed è crescente
al crescere di b > 0, con derivata rispetto a b data da 2ab/(a2 + b2) ⩽ 1.
Da questo segue che, per b ⩾ 0, l’integrando a log(a2 + b2) è dominato
dall’espressione lineare 2a log a+b. Pertanto la disuguaglianza (7.71) diventa∫ 2π

0

yf̃ ⩽
∫ 2π

0

f log f +
1

2

∫ 2π

0

|f̃ | . (7.72)

Ora rinforziamo l’ipotesi f ⩾ 1 richiedendo di più: f ⩾ e.
Sappiamo che l’argomento y di g varia in [−π/2, π/2]. Spezziamo l’integrale∫ 2π

0
|f̃ | nei due domini E+ :=!y| ⩾ π/4 e E− := |y| < π/4. In base a (7.69),

ciò significa E− = {t : |f̃(eit)| < f(eit)} ed E + − = {t : |f̃(eit)| ⩾ f(eit)}.
Allora ∫

E−

|f̃ | ⩽
∫
E−

f ⩽
∫
T
f ⩽

∫
T
f log f

(l’ultima disuguaglianza vale perché log f ⩾ 1, dal momento che abbiamo
assunto f ⩾ e). D’altra parte, su E+ si ha y ⩾ π/4 e quindi, rammentando
che yf̃ è sempre non negativo,∫

E+

|f̃ | ⩽ 4

π

∫
E+

yf̃ ⩽ 4

π

∫
T
yf̃ ⩽ 4

π

∫
T

(
f log f +

1

2
|f̃ |
)

(l’ultima disuguaglianza segue da (7.72). Sommando le due ultime disugua-
glianza si ottiene a primo membro l’integrale di f̃ , che però compare anche
a secondo membro: portando questo contributo a primo membro si trova

(1− frac2π)

∫ 2π

0

f̃ ⩽ (1 + frac4π)

∫ 2π

0

f log f ,



708 CAPITOLO 7. ∗COMPLEMENTI SULLE SERIE DI FOURIER

ossia, scrivendo B =
(
1 + 4

π

) /(
1− 2

π

)
> 0,∫ 2π

0

f̃ ⩽ B

∫ 2π

0

f log f . (7.73)

Infine, eliminiamo l’ipotesi f ⩾ e, ma mantenendo, senza perdita di gene-
ralità, l’ipotesi f ⩾ 0. Per le funzioni f che non soddisfano f ⩾ e, poniamo
f+ = max{f, e}, f− = min{f, e}: pertanto |f−| ⩽ e. Ssia K+ := {t :
f(eit) = f+(e

it)} = {|f | ⩾ e} e K− = {|f | ⩽ e}. Allora f̃ = f̃+ + f̃− per
linearità, e basta stimare gli integrali di questi due addendi. Ora, f+ verifica
l’ipotesi f+ ⩾ e sotto la quale è valida la disuguaglianza 7.73). Da questo e
dal fatto che, su K−, si ha f+ ≡ e ≡ f+ log f+, segue∫ 2π

0

f̃+ ⩽ B

∫ 2π

0

f+ log f+ ⩽ B

(∫
K+

f log f + em(K−)

)

⩽ B

∫ 2π

0

f log f dt+ 2πBe .

D’altra parte, l’operatore coniugato è una isometria su L2 (Corollario 7.6.26),
e la norma L2 sui compatti domina la norma L1: quindi segue dalle disugua-
glianze 0 ⩽ f− ⩽ e che

1

2π

∫ 2π

0

f̃− ⩽ ‖f−‖L2[0,2π) ⩽ e .

Da queste ultime due disuguaglianze segue la stima (7.68) dell’enunciato.
Infine, proviamo l’ultima asserzione dell’enunciato, ossia che, se f ⩾ 0

e f̃ ∈ L1, allora f ∈ L logL. Per questo è sufficiente assumere che f ⩾ 1,
perché, se aggiungiamo a f una costante positiva c > 0, la funzione coniugata
f̃ non cambia, in quanto il prolungamento olomorfo sul discoD della costante
c è ancora la costante c, e quindi la parte immaginaria del prolungamento è
nulla. Allora assumiamo f ⩾ 1, quindi 0 ⩽ log f ⩽ |g|. Allora, in base alla
identità (7.70) (che fu provata proprio sotto l’ipotesi f ⩾ 1), si ha∫ 2π

0

f log f ⩽
∫ 2π

0

f log |g|

= 2πf(0) log f(0) +

∫ 2π

0

yf̃

⩽ 2πf(0) log f(0) +
π

2

∫ 2π

0

|f̃ | ,
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perché |y(eit)| ⩽ π2 per ogni t. Quindi f log+ f ∈ L1. tu

7.7.5 ∗∗L’operatore coniugato come operatore integrale
singolare

7.8 ∗Appendice: il teorema massimale di Hardy–
Littlewood

7.8.1 Operatori massimali
Definizione 7.8.1. Funzioni massimali ed operatore massimale di
Hardy–Littlewood

(i) La funzione massimale di f ∈ L1(T) è la funzione

Mf (t) := sup
0<s⩽π

∣∣∣∣ 12s
∫ t+s

t−s
f(u) du

∣∣∣∣ ,
indicata talvolta anche con il simbolo f ⋆.
L’operatore M : f → Mf si chiama l’operatore massimale di Hardy–
Littlewood.

(ii) Data f ∈ L1(T), indichiamo ora la variabile t ∈ T in notazione com-
plessa, t = eix, e denotiamo con f∗ la funzione massimale radiale

f∗(e
ix) := sup

0<r<1
|Pr ∗ f(eix)| ≡ sup

0<r<1

∣∣∣∣∫ 2π

0

P (r, ei(x−s)) f(eis) ds

∣∣∣∣ ,
dove P (r, eix) ≡ Pr(e

ix) è il nucleo di Poisson (Definizione 6.2.8).

Nota 7.8.2. (i) A causa dell’estremo superiore nella precedente Definizione
7.8.1, gli operatori massimali sono sublineari: se f = g + h allora
Mf ⩽Mg +Mh, ed analogamente per f∗.

(ii) Evidentemente, gli operatori massimali sono monotòni, nel senso che,
se 0 ⩽ f ⩽ g, allora 0 < Mf ⩽Mg, ed analogamente f∗ ⩽ g∗.

tu
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Proposizione 7.8.3. Per ogni f ∈ L1, f∗ ⩽ f ⋆ ≡ Mf (notazione della
precedente Definizione 7.8.1), e (ritornando alla notazione complessa per la
funzione coniugata sul disco unitario) f̃(r eit) ⩽Mf (t).
Dimostrazione. Ritornando momentaneamente alla notazione in cui i punti di
T sono rappresentati da angoli fra 0 e 2π, osserviamo che f∗ = sup0<r<1 |Pr∗f |
e Pr ∗ f(θ) =

∫ 2π

0
P (r, ei(θ−s)) f(eis) ds. Ma Pr è una funzione continua di

integrale 1, pari, non negativa e decrescente fra 0 e π. Scindendo la sua
immagine (un sottoinsieme di R+) in intervalli di diametro ε arbitrariamente
piccolo, vediamo che Pr si approsima uniformemente con funzioni a gradini,
e quindi con combinazioni convesse di funzioni caratteristiche normalizzate
del tipo 1

2s
χ[−s, s]. Ma allora l’enunciato segue direttamente dalla Definizione

7.8.1.
Per la seconda asserzione, applichiamo lo stesso ragionamento osservando

che f̃(r eit) = Pr ∗ f̃(eit) (Proposizione 7.6.20 e Proposizione 7.6.22). tu

7.8.2 Limitatezza dell’operatore massimale di Hardy–
Littlewood

Teorema 7.8.4. (Teorema massimale di Hardy–Littlewood.) L’opera-
tore massimale di Hardy–Littlewood f →Mf è di tipo debole 1-1 (Definizione
7.7.11).
Dimostrazione. Sia Eλ := {t : |Mf (t) > λ}. Dobbiamo mostrare che, se
f è in L1, allora Mf è in L1 debole, ovvero che, per ogni λ > 0, si ha
m(Eλ) ⩽ C‖f‖1/λ per qualche costante C > 0 che non dipende da f .
Poiché 0 ⩽ Mf ⩽ M|f | per la sua definizione (parte (i) della Definizione
7.8.1), senza perdita di generalità assumiamo f ⩾ 0. Sia t ∈ T tale che
Mf (t) > λ: allora, ancora per definizione, esiste un intervallo aperto Bt

centrato in t tale che 1
m(Bt)

∫
Bt
f(s) ds > λ, ossia

m(Bt) <
1

λ

∫
Bt

f(s) ds .

Questi intervalli Bt costituiscono quindi un ricoprimento di Eλ. Allora, per il
Lemma di ricoprimento di Vitali (Lemma 1.24.3), esiste un sottoricoprimento
numerabile (che con abuso di notazione indichiamo ancora con {Bn}) tale che

m(Eλ) ⩽ m (∪tBt) ⩽ 4m (∪nBn) ⩽
4

λ

∫
∪Bn

f(s) ds ⩽ 4

λ

∫
T
f(s) ds , (7.74)
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e questa è la disuguaglianza voluta. tu

Lemma 7.8.5. Per ogni f ∈ L1(T),

m ({t : Mf > 2λ}) ⩽ 4

λ

∫ ∞

λ+
t dm|f |(t) .

(La notazione λ+ al bordo inferiore di integrazione è necessaria perché la
misura dm|f | associata alla funzione f potrebbe avere un atomo al punto λ:
si consideri ad esempio il caso in cui f abbia punti di salto).

Dimostrazione. Sia Jλ := {t : f(t) > λ}, e scriviamo h := f |Jλ , g := f |∁Jλ ,
cosicché f = h + g e pertanto Mf ⩽ Mg +Mh come osservato nella parte
(i) della Nota 7.8.2. Ma g ha supporto in ∁Jλ ed ivi coincide con f , quindi
Mg ⩽ λ dappertutto, per la parte (ii) della stessa Nota. QuindiMf ⩽ λ+Mh,
ed allora Mh > λ se Mf > 2λ. Pertanto, in base alla disuguaglianza (7.74),

m ({t : Mf > 2λ}) ⩽ m ({t : Mh > λ}) ⩽ 4

λ

∫ 2π

0

|h(s)| ds = 4

λ

∫ ∞

λ+
t dm|f |(t) .

(Al bordo inferiore di integrazione abbiamo λ+ perché h coincide con f solo
laddove |f | è maggiore di λ). tu

Teorema 7.8.6. Per 1 < p <∞, l’operatore massimale di Hardy–Littlewood
è limitato su Lp. Se f è in L logL, ossia f log+ |f | ∈ L1, allora Mf è in L1.

Dimostrazione. Come in tutte le precedenti dimostrazioni, spezzando f come
somma di due funzioni reali non negative e due immaginarie non negative,
ci riduciamo, senza perdita di generalitá, al caso f ⩾ 0.
Dimostriamo dapprima che Mf manda Lp in Lpw.
Indichiamo per semplicità con f ⋆ la funzione massimale di Hardy–Littlewood
di f ∈ L1(T). Dal Lemma 7.8.5,

m+
f⋆(2λ) ⩽

4

λ

∫ ∞

λ+
t dm|f |(t) . (7.75)

Se t > λ, la funzione p 7→ (t/λ)p è crescente, e quindi il lato destro della
precedente disuguaglianza si maggiora con 4

(
λ)p
∫∞
λ+
tp dm|f |(t) per ogni p ⩾ 1,

e ne risulta

2π −mf⋆(2λ) = m+
f⋆(2λ) ⩽

4

(
λ)p
∫ ∞

λ+
tp dm|f |(t) . (7.76)
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Poiché f ∈ Lp(T) ⊂ L1(T), questo integrale converge, e quindi tende a zero
per λ→ ∞. Pertanto

lim
λ→∞

λpm+
f⋆(2λ) = 0 . (7.77)

Quindi f ∈ Lp∗, direttamente dalla Definizione 7.7.5.
Ora proviamo l’asserzione più forte che f è in Lp. In base al Corollario 7.7.4,

‖f ⋆‖pp =
1

2π

∫ 2π

0

|f ⋆(x)|p dx =
1

2π

∫ ∞

0

λp dmf⋆(λ) =
2p

2π

∫ ∞

0

λp dmf⋆(2λ) .

(7.78)
Integriamo l’ultimo integrale per parti (Corollario 1.28.16):∫ ∞

0

λp dmf⋆(2λ) = [λp ((2π −mf⋆(2λ))]
∞
0 −

∫ ∞

0

−pλp−1 (2π −mf⋆(2λ)) dλ .

(7.79)
Il termine di bordo al lato destro si annulla grazie a (7.77), e quindi, da
(7.75): ∫ ∞

0

λp dmf⋆(2λ) =

∫ ∞

0

pλp−1 (2π −mf⋆(2λ)) dλ

⩽ 4p

∫ ∞

0

λp−2

∫ ∞

λ+
t dm|f |(t) dλ .

Ora supponiamo p > 1, e scambiamo l’ordine di integrazione nell’ultimo
integrale (il cui integrando è non negativo, e quindi si applica il Teorema di
Fubini 1.20.4 (ii). Per p > 1 si ottiene un integrale convergente:∫ ∞

0

λp−2

∫ ∞

λ+
t dm|f |(t) dλ =

∫ ∞

0

∫ t

0

λp−2 dλ t dm|f |(t)

1

p− 1

∫ ∞

0

tp dm|f |(t) = 2π

p− 1
‖f‖pp

(l’ultima disuguaglianza segue di nuovo dal Corollario 7.7.4). Questo dimo-
stra la limitatezza dell’operatore massimale su Lp per 1 < p <∞.

Veniamo al caso p = 1. Riscriviamo in questo caso le stime (7.78) e (7.79),
scambiando l’ordine di integrazione ed utilizzando come sempre il Corollario
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7.7.4, e troviamo

‖f ⋆‖1 =
1

2π

∫ ∞

0

λ dmf⋆(λ) =
2

2π

∫ ∞

0

λ dmf⋆(2λ)

=
1

π

∫ ∞

0

(2π −mf⋆(2λ)) dλ ⩽ 1

π

(∫ 1

0

+

∫ ∞

1

)
⩽ 2 +

1

π

∫ ∞

1

(2π −mf⋆(2λ)) dλ ⩽ 2 +
4

π

∫ ∞

1

1

λ

∫ ∞

λ+
t dm|f |(t) dλ

= 2 +
4

π

∫ ∞

1

t

∫ t

1

dλ

λ
dm|f |(t) = 2 +

4

π

∫ ∞

1

t log t dm|f |(t)

= 2 +
4

π

∫
T
|f | log |f | dx .

Questo dimostra la seconda asserzione dell’enunciato. tu

7.8.3 ∗∗Limitatezza dell’operatore coniugato massimale
radiale

Notazione 7.8.7. (Operatore coniugato massimale radiale.) Com-
binando la definizione di funzione coniugata e quella di funzione massimale
radiale f∗ (Definizione 7.8.1), introduciamo la funzione coniugata massimale
radiale:

f̃∗(e
it) := sup

0<r<1
f̃(r eit)

Corollario 7.8.8. Per 1 < p < ∞ e f ∈ Lp(T), esiste una costante Cp che
non dipende da f tale che ‖f̃∗‖p < Cp‖f‖p.

Dimostrazione. Rammentando che |f̃(r eit)| ⩽Mf̃ (t) e supr |h(r eit)| ⩽Mh(t)

otteniamo |f̃∗(eit)| ⩽Mf̃ (t) (Proposizione 7.8.3). Pertanto, se f ∈ Lp, allora

‖f̃∗‖p < ‖Mf̃‖p < A‖f̃‖p < B‖f‖p

per opportune costanti A e B, in base alla prima parte del Teorema 7.8.6 ed
al Teorema di Marcel Riesz 7.6.36. tu
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7.9 Insiemi di divergenza puntuale di serie di
Fourier

7.10 Appendice: la disuguaglianza di Hausdorff–
Young

In questa Sezione, seguendo [4] e [13, Chapter 1, Section 9], diamo una di-
mostrazione elementare della disuguaglianza di Hausdorff–Young (Teorema
7.10.1), che verrà poi riproposta nella Sezione 7.11 nel consueto ambito na-
turale, come conseguenza di un più sofisticato risultato di analisi complessa,
il teorema di interpolazione di Riesz-Thorin (Teorema ??): la presente di-
mostrazione utilizza esattamente le stesse idee, ma le formula in un contesto
semplificato meno generale e faticoso.
Cominciamo con il rammentare le seguenti due proprietà ben note che val-
gono sia per la trasformata di Fourier, sia per la successione dei coefficienti
di Fourier: ‖f̂‖2 = ‖f‖2 (teorema di Parseval, Nota 4.3.3, e teorema di
Plancherel, Corollario 8.5.2), e ‖f̂‖∞ ⩽ ‖f‖1 (Proposizione 8.2.3). Vogliamo
interpolare queste disuguaglianze per tutti i q fra 2 e ∞, per ottenere:

Teorema 7.10.1 (Hausdorff–Young). Per 2 ⩽ q ⩽ ∞, ponendo p = (1− 1
q
)−1

l’indice coniugato di q (Definizione 1.16.4), che varia fra 1 e 2, vale la
disuguaglianza

‖f̂‖q ⩽ ‖f‖p ,

dove f ∈ Lp(T), e {f̂} è la successione dei coefficienti di Fourier e la norma
‖f̂‖q è quella di `q (la stessa disuguaglianza vale anche per funzioni f ∈ p(R)
se f̂ indica la trasformata di Fourier: la dimostreremo in seguito nel Capitolo
?? sugli approfondimenti sulla trasformata di Fourier e l’interpolazione di
operatori).

Dimostrazione. Anzitutto, è chiaro che basta provare la disuguaglianza per
tutti i polinomi trigonometrici F tali che ‖f‖p = 1, perché essi sono densi in
Lp(T) (Corollario 5.13.8) e perché la disuguaglianza in oggetto è invariante
per normalizzazione. Limitiamoci quindi a tali funzioni. Scriviamo, come
d’abitudine cn = f̂(n: allora, per la Definizione 3.3.7 di norma di funzionale
lineare e per il fatto che il duale di `q è isometricamente isomorfo a `p (Teo-
rema 1.19.6).
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La disuguaglianza ‖{cn}‖q ⩽ 1 equivale alla seguente: per ogni successione
{dn} tale che ‖{dn}‖ℓp = 1,

|〈{cn}, {dn}〉| ≡

∣∣∣∣∣
∞∑

n=−∞

cn dn

∣∣∣∣∣ ⩽ 1 . (7.80)

Separando modulo e fase, scriviamo f = F
1
pE, dn = D

1
p
n en, con |En| = |en| =

1, F , Dn ⩾ 0 e

‖F‖1 = 1 (7.81)
‖{Dn}‖ℓ1‖ = 1 . (7.82)

Il primo membro di (7.80) è∣∣∣∣∣∑
n

D
1
p
n en

1

2π

∫ 2π

0

F
1
p (t)E(t) e−int dt

∣∣∣∣∣ = .

La serie a secondo membro è in realtà una somma finita, perché il polinomio
trigonometrico f ha un numero finito di coefficienti di Fouier non nulli, e
quindi ha una estensione olomorfa, che si ottiene sostituendo a 1/p la variabile
z ∈ C:

H(z) =
∑
n

Dz
n en

1

2π

∫ 2π

0

F z(t)E(t) e−int dt .

Poiché p > 2 si ha 1/2 ⩽ 1/p ⩽ 1, e possiamo restringere l’attenzione alla
striscia 1/2 ⩽ Re z ⩽ 1. Scriviamo z = x + iy. Portando il modulo dentro
somma ed integrale troviamo

|H(x+ iy)| ⩽
∑
n

|Dx
n|

1

2π

∫
|F x)| dx , (7.83)

e da questo segue che |H(x + iy)| è limitato uniformemente rispetto a y.
Infatti, ciascuno degli addendi diH(1+iy)| è limtato da 1 perché |H(1+it)| ⩽∑

n |Dn| 1
2π

∫ 2π

0
|F (t)| dt ⩽ 1 grazie a (7.81). Allora, per 1/2 ⩽ x ⩽ 1, ciascun

addendo è ancora limitato perché
∫ 2π

0
|F x(t)| dt ⩽

∫ 2π

0
|F (t)| dt in base alla

Proposizione 1.17.1 sulle inclusioni fra spazi Lp sui compatti. Quindi tutti
gli addendi di |H| sono limitati nella striscia 1

2
⩽ z ⩽ 1, e poiché c’è solo un

numero finito di addendi anche H è limitata in tale striscia.
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Ora, per x = 1/2, miglioriamo (7.83) grazie alla disuguaglianza di Cauchy
(Proposizione 4.5.1), che, se poniamo g := F

1
2
+itE, conduce a

∣∣∣∣H (1

2
+ it

)∣∣∣∣ ⩽
(∑

n

Dn

) 1
2
(∑

n

1

2π

∣∣∣∣∫ 2π

0

F
1
2
+it(s)E(s) e−ins ds

∣∣∣∣2
) 1

2

=

(∑
n

Dn

) 1
2
(∑

n

|ĝ|2 (n)

) 1
2

= ‖F
1
2
+it‖2 = ‖F

1
2‖2 = 1 ,

in base all’identità di Parseval (Nota 4.3.3) ed a (7.81).
Pertanto La funzione olomorfaH è limitata nella striscia 1

2
⩽ z ⩽ 1 e limitata

da 1 ai bordi della striscia. Pertanto è limitata da 1 in tutta la striscia, per il
Teorema di Phragmèn–Lindelöf 2.15.2. In particolare, è limitata per z = 1/p,
e questa asserzione è l’enunciato del presente teorema. tu

7.11 Appendice: interpolazione di norme e di
operatori, teorema di Riesz–Thorin



Capitolo 8

La trasformata di Fourier

8.1 La trasformazione da spettro discreto a
spettro continuo: introduzione intuitiva
alla trasformata di Fourier

Studiamo un segnale acustico emesso in una stanza. Per semplicità sup-
poniamo che la stanza sia cubica di lato L. Il suono è composto di onde
acustiche: onde di pressione nel mezzo che lo conduce, in questo caso onde
di compressione e rarefazione dell’aria. Però non tutte queste onde si pos-
sono mantenere in maniera stazionaria in una stanza con muri rigidi i quali
quindi non possono essere spostati dalla pressione acustica. Le onde han-
no andamento sinusoidale: si preservano solo quelle con punti nodali (cioè
fissi, senza variazione al variare del tempo) esattamente in corrispondenza
dei muri. Indichiamo con x la posizione nella stanza, dal muro di sinistra
a quello di destra. Supponiamo che l’ampiezza massima al punto x della
pressione acustica sia sin

(
2π
λ
x
)
, dove λ ∈ R è una costante che rappresenta

la lunghezza d’onda. Per ora λ è un numero reale qualsiasi. Ora imporremo
che l’onda abbia punti nodali (cioè stazionari) sulle due pareti: su quella di
sinistra questa richiesta è automaticamente verificata perchè sin

(
2π
λ
x
)
si an-

nulla per x = 0. Invece, imporre che si abbia un punto nodale per un x 6= 0
(ad esempio, x uguale alla distanza L fra le due pareti) significa imporre una
restrizione a λ: vediamo quale. Al variare del tempo la pressione acustica al
punto x varia in modo oscillatorio entro i valori ± sin

(
2π
λ
x
)
: l’andamento nel

tempo è sin(αt) sin
(
2π
λ
x
)
, illustrato nella figura 8.1 che mostra un periodo

717



718 CAPITOLO 8. TRASFORMATA DI FOURIER

Figura 8.1:

completo di sin
(
2π
λ
x
)
.

Il primo punto nodale della sinusoide si trova non dopo un periodo, ma
dopo un semiperiodo. Quindi il valore di λ più elevato che corrisponde a
onde acustiche che la stanza non smorza o elimina è dato dalla condizione
nodale 2π

λ
L = π (π è il semiperiodo della funzione sin) cioè λ = 2L. Se c è la

velocità del suono, questa lunghezza d’onda massima si associa alla frequenza
minima ω0 =

c
λ
= c

2L
(poiché c ≈ 330 m/sec, se L = 3.3 m si ha ω0 = 50 Hz,

se invece L = 6.6 m allora ω0 = 25 Hz e così via).
Perciò i segnali acustici che si mantengono nella stanza e non vengono

da essa filtrati (cioè smorzati ed eliminati) sono quelli con componenti di
frequenza multiple di ω0 = c

2L
: uno spettro discreto che porta allo sviluppo

di Fourier del segnale:

f(x) =
∞∑

n=−∞

cne
inω0x.

Se il segnale acustico fosse stato ascoltato all’aperto non avremmo avuto
questa discretizzazione. Per avvicinarci gradualmente all’analisi in frequenza
in un ambiente aperto possiamo immaginare di considerare sale di ascolto
via via più grandi, cioè di far crescere L in maniera illimitata. In tal modo
le frequenze ammissibili si addensano sulla retta reale. Quando L → ∞, a
cosa tende lo sviluppo discreto di Fourier visto prima?

Mostriamo in maniera intuitiva, ma non rigorosa (per ora) che esso con-
verge ad un integrale (l’integrale di Fourier). Per un approfondimento ri-
goroso sul legame fra coefficienti di Fourier della periodicizzazione di una
funzione ed integrale di Fourier si veda Sezione 10.2 in seguito. I risultati
di questa sezione saranno tutti ridimostrati in maniera rigorosa in questo
capitolo e nel successivo.

Teorema 8.1.1. (Teorema dell’integrale di Fourier). Se f ∈ L1(R),
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poniamo
f̃(ω) =

∫ ∞

−∞
f(s) e−iωs ds

Se anche f̃ ∈ L1(R) si ha

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)eiωt dω

Dimostrazione intuitiva. Consideriamo dapprima lo sviluppo di funzioni f
periodiche di periodo 2T ; poi faremo tendere T all’infinito, come preannun-
ciato sopra. Si ha:

f(t) =
∞∑

n=−∞

cne
inπt/T (8.1)

dove
cn =

1

2T

∫ T

−T
f(s)e−inπs/T ds

(si vedano le Sezioni 5.2 e 5.4). La serie converge almeno nel senso di L2.
Proviamo, in maniera intuitiva, a passare al limite per T → ∞. Più

precisamente consideriamo una funzione non periodica f in L1(R), tale cioè
che per ogni ε > 0 esiste T tale che∫

R\[−T,T ]
|f(t)| dt < ε.

In altre parole, il valore dell’integrale di f è tutto ottenuto, a meno di
una tolleranza ε arbitrariamente piccola, limitando l’attenzione all’intervallo
[−T, T ]. Approssimiamo f con una funzione periodica che coincide con f
in [−T, T ] e poi si ripete in maniera periodica. Abusando della notazione
indichiamo ancora con f questa funzione periodicizzata. Quando T → ∞ ot-
teniamo in questo modo ogni funzione in L1(R) con supporto in un intervallo
limitato. Scriviamo lo sviluppo di Fourier (8.1) di f in [−T, T ] e passiamo al
limite.
Ponendo τ =

π

T
si ha da (8.1)

f(t) =
τ

2π

∞∑
n=−∞

∫ π/τ

−π/τ
f(s)e−inτs ds einτt. (8.2)
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Se poniamo ωn = nτ (e quindi π
τ
= nπ

ωn
) la sommatoria in (8.2) diventa una

somma di valori della funzione

F (ω) =

∫ nπ/ω

−nπ/ω
f(s)e−iωs ds eiωt

al variare di ω sulla successione {ωn = nτ}, una successione equispaziata di
passo τ . Poiché questa sommatoria è moltiplicata per τ , si ottiene cosí una
somma di Riemann di F : stiamo sommando le aree di rettangoli di base τ
ed altezza F (nτ). Quando T → +∞ si ottiene τ = π

T
→ 0+: la successione

si infittisce ed il secondo membro di 8.2 dovrebbe convergere a

τ

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(s)e−iωs ds eiωt dω.

tu
Nel seguito di questo capitolo daremo una dimostrazione rigorosa del teorema
precedente (Teorema 8.4.2).

Notazione 8.1.2. Per f ∈ L1(R) e ω ∈ R, scriviamo

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt .

Cambiando variabile da ω a 2πω nel Teorema 8.1.1 si ottiene in modo
intuitivo la seguente formula di inversione di Fourier.

Corollario 8.1.3. (Teorema dell’integrale di Fourier, ovvero Formula
di inversione per la trasformata di Fourier.)

Se f ∈ L1(R) e f̂ ∈ L1(R) allora, per ogni t ∈ R,

f(t) =

∫ ∞

−∞
f̂(ω)e2πiωt dω .

Nota 8.1.4. In molti libri e articoli scientifici la trasformata di Fourier intro-
dotta nella Notazione 8.1.2 viene definita senza il fattore 2π all’esponente.
Talvolta essa viene definita come la funzione f̃ del Teorema 8.1.1. In tal caso
il Teorema 8.1.1 porta alla formula di inversione

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)eiωt dω.
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con una normalizzazione dell’integrale di un fattore 2π. Se si preferisce ren-
dere simmetriche le formule per la trasformata di Fourier e per la sua inversa,
senza però inserire il fattore 2π all’esponente, allora si deve porre

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωt dt , ω ∈ R :

in tal caso, segue dal Teorema 8.1.1 che

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)eiωt dω .

Questa è forse la definizione più diffusa di trasformata di Fourier. Noi invece
utilizzeremo la notazione 8.1.2. tu

8.2 Proprietà della trasformata di Fourier
Definizione 8.2.1. (Trasformata di Fourier.) Come anticipato nella
Notazione 8.1.2, per f ∈ L1(R) e ω ∈ R poniamo

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt .

L’applicazione f 7→ f̂ si chiama trasformata di Fourier e si indica con F.
Definizione 8.2.2. C0(R) = {f : R 7→ C : f continua e limt→±∞ f(t) = 0} .

Proposizione 8.2.3. F : L1(R) 7→ C0(R).

Dimostrazione. Mostriamo che, per ogni f ∈ L1(R), f̂ è continua. Questo
fatto segue dal Teorema di Convergenza Dominata di Lebesgue (Teorema
1.9.54). Infatti∣∣∣f̂(ω)− f̂(ω0)

∣∣∣ ⩽ ∫ ∞

−∞
|f(t)|

∣∣e−2πiωt − e−2πiω0t
∣∣ dt

e per ogni ω, ω0 ∈ R l’integrando a secondo membro è maggiorato dalla
funzione 2|f | ∈ L1(R). Perciò

lim
ω→ω0

∫ ∞

−∞
|f(t)|

∣∣e−2πiωt − e−2πiω0t
∣∣ dt

=

∫ ∞

−∞
lim
ω→ω0

|f(t)|
∣∣e−2πiωt − e−2πiω0t

∣∣ dt = 0
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quindi
lim
ω→ω0

f̂(ω) = f̂(ω0) ∀ω ∈ R.

Osserviamo infine che la proprietà

lim
ω→±∞

f̂(ω) = 0.

è nient’altro che il Lemma di Riemann–Lebesgue 5.9.6. tu
Le proprietà seguenti sono analoghe a quelle che valgono per i coefficienti

di Fourier, alcune delle quali sono state dimostrate in quell’ambito (si vedano
l’Esercizio 5.18.4, il Lemma 5.16.1 e la Proposizione 6.1.6).

Teorema 8.2.4. (Proprietà della trasformata di Fourier.) Sia f ∈
L1(R).

(i) |f̂(ω)| ⩽ ‖f‖1 per ogni ω ∈ R.

(ii) Se
g(t) = f(−t) := f †(t) , (8.3)

allora ĝ(ω) = f̂(−ω) = (f̂)†(ω) per ogni ω ∈ R

(iii) Se anche f̂ ∈ L1(R), allora ˆ̂
f(s) = f(−s) per ogni s ∈ R

(iv) Se h(t) = f(at), con a ∈ R, a 6= 0 allora ĥ(ω) = 1
|a| f̂(

ω
a
) per ogni ω ∈ R

(v) Se h(t) = f(t − t0), con t0 ∈ R, allora ĥ(ω) = e−2πiωt0 f̂(ω) per ogni
ω ∈ R

(vi) Se g(t) = e2πiω0tf(t), con ω0 ∈ R, allora ĝ(ω) = f̂(ω − ω0) per ogni
ω ∈ R

(vii) Se f , oltre ad appartenere a L1(R), è anche derivabile con continuità e
limt→±∞ f(t) = 0, allora, denotando con D l’operatore di derivazione,
si ha che D̂f è definita e D̂f(ω) = 2πiωf̂(ω) (generalizzeremo questa
proprietà nel Corollario 8.2.8)

(viii) Se g(t) = tf(t) e g ∈ L1 allora

ĝ(ω) = − 1

2πi
Df̂(ω)

per ogni ω ∈ R (ovvero, Df̂(ω) = −2πiĝ(ω).



8.2. PROPRIETÀ DELLA TRASFORMATA DI FOURIER 723

(ix) ˆ̄f(ω) =
¯̂
f(−ω) per ogni ω ∈ R.

Dimostrazione.

(i) Si ha ∣∣∣f̂(ω)∣∣∣ ⩽ ∫ ∞

−∞
|f(t)|

∣∣e−2πiωt
∣∣ dt = ∫ ∞

−∞
|f(t)| dt = ‖f‖1.

(ii)

ĝ(ω) =

∫ ∞

−∞
g(s)e−2πiωs ds

=

∫ ∞

−∞
f(−s)e−2πiωs ds

=

∫ ∞

−∞
f(t)e2πiωt dt

=

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πi(−ω)t dt

= f̂(−ω)

(iii)

ˆ̂
f(s) =

∫ ∞

−∞
f̂(ω)e−2πiωs dω

=

∫ ∞

−∞
f̂(ω)e2πiω(−s) dω

= f(−s)

grazie alla formula di inversione di Fourier (Corollario 8.1.3)

(iv)

ĥ(ω) =

∫ ∞

−∞
f(at)e−2πiωt dt
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Poniamo s = at. Se a > 0 si ha dt = ds
a
. L’integrale si scrive quindi

come:

ĥ(ω) =

∫ ∞

−∞
f(s)e−2πiω

a
s ds

a

=
1

a

∫ ∞

−∞
f(s)e−2πiω

a
s ds

=
1

a
f̂(
ω

a
)

Per ottenere la stessa formula per a < 0 basta ormai provare la formula
per a = −1. In tal caso

ĥ(ω) =

∫ ∞

−∞
f(−t)e−2πiωt dt

= −
∫ −∞

∞
f(s)e2πiωs ds

=

∫ ∞

−∞
f(s)e2πiωs ds

f̂(−ω).

(v)

ĥ(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t− t0)e

−2πiωt dt

Poniamo s = t− t0 : allora ds = dt e l’integrale diventa

ĥ(ω) =

∫ ∞

−∞
f(s)e−2πiω(s+t0) ds

=

∫ ∞

−∞
f(s)e−2πiωse−2πiωt0 ds

= e−2πiωt0

∫ ∞

−∞
f(s)e−2πiωs ds

= e−2πiωt0 f̂(ω).

Si confronti questo risultato con l’Esercizio 5.2.10.
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(vi)

ĝ(ω) =

∫ ∞

−∞
e2πiω0tf(t)e−2πiωt dt

=

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πi(ω−ω0)t dt

= f̂(ω − ω0).

(vii) Scriviamo
D̂f(ω) =

∫ ∞

−∞
f ′(t)e−2πiωt dt

e mostriamo che l’integrale converge (la cosa non è automatica perché
non si è fatta l’ipotesi che f ′ ∈ L1(R)). Integrando per parti:

D̂f(ω) =
[
f(t)e−2πiωt

]∞
−∞ +

∫ ∞

−∞
f(t)(2πiω)e−2πiωt dt

= lim
t→∞

f(t)(cos 2πωt − i sin 2πωt )

− lim
t→−∞

f(t)(cos 2πωt − i sin 2πωt )

+ 2πiω

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt .

Per ipotesi,
lim
t→±∞

f(t) = 0.

Inoltre le funzioni sin e cos sono limitate. Quindi

lim
t→±∞

f(t)e−2πiωt = 0

e perciò

D̂f(ω) = 2πiω

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt

= 2πiωf̂(ω).

Si confronti questo risultato con il Lemma 5.16.1.
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(viii) Supponiamo che g(t) = tf(t) sia in L1(R) e mostriamo che f̂ è deriva-
bile e

Df̂(ω) = −2πi

∫ ∞

−∞
g(t)e−2πiωt dt.

In virtù della formula

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt,

(che ha senso perché f ∈ L1(R), questa proprietà segue dal teorema
di derivazione sotto il segno di integrale, che nel caso dell’integrale di
Riemann vale per funzioni a supporto in un intervallo di lunghezza
finita (Teorema 1.23.1), ma in generale per l’integrale di Lebesgue vale
anche su tutto R (grazie al Corollario 1.23.7) purché l’integrale∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt (8.4)

sia uniformemente convergente rispetto al parametro ω (Definizione
1.23.4), e lo sia anche l’integrale della derivata, cioè∫ ∞

−∞
Dωf(t)e

−2πiωt dt = −2πi

∫ ∞

−∞
tf(t)e−2πiωt dt . (8.5)

Nel nostro caso l’integrale (8.4) è uniformemente convergente grazie al
fatto che f ∈ L1(R), perchè il parametro ω scompare quando si stima
il modulo dell’integrale e si passa il modulo sotto il segno di integrale:
per ogni ε > 0 esiste n = nε, indipendente da ω, tale che∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt−

∫ n

−n
f(t)e−2πiωt dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫
R\[−n,n]

|f(t)| dt < ε

perché f ∈ L1(R). Poiché anche tf(t) ∈ L1(R) lo stesso argomento si
applica all’integrale in (8.5).

(ix)

ˆ̄f(ω) =

∫ ∞

−∞
f̄(t)e−2πiωt dt

=

∫ ∞

−∞
f(t)e2πiωt dt

=

∫ ∞

−∞
f(t)e2πiωt dt = f̂(−ω).
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tu

Riscriviamo le formule delle proprietà (vii) e (viii) del precedente Teore-
ma 8.2.4 come segue:

Corollario 8.2.5. (Regole di commutazione fra trasformata di Fou-
rier e derivata.) Se indichiamo con F la trasformata di Fourier, con D
l’operatore di derivata e con P la moltiplicazione per il polinomio −2πix,
otteniamo le seguenti regole di commutazione:

DF = FP ,

FD = −PF ,

ed iterando,
P kDlF = P kFP lFDkP l . (8.6)

Corollario 8.2.6. (Trasformata di Fourier di funzioni pari o dispari.)
Sia f ∈ L1(R).

(i) Se f è pari, allora f̂ è pari e

f̂(ω) = 2

∫ ∞

0

f(t) cos 2πωt dt .

(ii) Se f è dispari, allora f̂ è dispari e

f̂(ω) = −2i

∫ ∞

0

f(t) sin 2πωt dt .

(iii) Se f è a valori reali, allora Re f̂ è pari e Im f̂ è dispari.

(iv) Se f è a valori reali e pari, allora f̂ è reale e pari; se f è reale e dispari,
allora f̂ è immaginaria e dispari.

Dimostrazione. Il fatto che se f è pari, rispettivamente dispari, allora f̂
è pari, rispettivamente dispari, segue immediatamente dalla parte (ii) del
Teorema 8.2.4. Inoltre

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t) cos 2πωt dt− i

∫ ∞

−∞
f(t) sin 2πωt dt
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Perciò se f è pari il secondo integrale si annulla in quanto l’integrando è
dispari, perché lo è la funzione seno ed il dominio di integrazione è simmetrico
rispetto all’origine. D’altra parte, il primo integrando è pari, e quindi si
ottiene

f̂(ω) = 2

∫ ∞

0

f(t) cos 2πωt dt.

Questo prova (i). La dimostrazione di (ii) è analoga: se f è dispari allora
f(t) cos 2πωt è una funzione dispari, quindi il primo integrale si annulla,
mentre per la parità dell’integrando il secondo integrale diventa :

−2i

∫ ∞

0

f(t) sin 2πωt dt.

La parte (iii) segue dal Teorema 8.2.4 (ix), che, per f a valori reali e per
ogni ω ∈ R, dà luogo all’identità

f̂(ω) = ˆ̄f(−ω) = f̂(−ω),

dalla quale segue Re f̂(ω) = Re f̂(−ω) e Im f̂(ω) = − Im f̂(−ω).
La parte (iv) segue immediatamente dalla (iii). tu

Corollario 8.2.7. (Velocità di decadimento di f =⇒ regolarità di
f̂ .)

(i) Se f ∈ L1(R) è a supporto compatto (cioè f ≡ 0 al di fuori di un
intervallo limitato), allora f̂ ∈ C∞(R) e

Dnf̂(ω) = (−2πi)n
∫ ∞

−∞
tnf(t)e−2πiωt dt.

(ii) Se per ogni n = 0, 1, . . . ,m la funzione t → tnf(t) è in L1(R), allora
f̂ ∈ Cn(R) e

Dnf̂(ω) = (−2πi)n
∫ ∞

−∞
tnf(t)e−2πiωt dt.

Dimostrazione.
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(i) Poiché f è a supporto compatto, esiste a > 0 tale che f(t) = 0 per ogni
t tale che |t| > a. Perciò la funzione g(t) = tf(t) verifica |g(t)| ⩽ a|f(t)|
per ogni t, e quindi g ∈ L1(R). Segue dalla proprietà di derivazione
della trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4 (viii)) che f̂ è derivabile e
che Df̂ = −2πiĝ. Ma anche g è a supporto compatto, e quindi anche
ĝ è derivabile (grazie al Teorema 1.23.1 di derivazione sotto il segno di
integrale su un compatto). Perciò f̂ è derivabile due volte e si ha

D2f̂(ω) = (−2πi)2
∫ ∞

−∞
t2f(t)e−2πiωt dt.

Con lo stesso ragionamento si vede che Dnf̂ è anch’essa derivabile, ed
in generale

Dnf̂(ω) = (−2πi)n
∫ ∞

−∞
tnf(t)e−2πiωt dt.

(ii) La dimostrazione è analoga: anche se ora f non è a supporto com-
patto, l’integrale improprio

∫∞
−∞ tnf(t)e−2πiωt dt è convergente per l’i-

potesi che tnf(t) sia in L1 (la convergenza è uniforme rispetto a ω: si
riveda la dimostrazione della parte (viii) del Teorema 8.2.4). Il resto
dell’argomento è identico.

tu
La prima parte del seguente enunciato generalizza le condizioni della

proprietà della trasformata di Fourier della derivata (Teorema 8.2.4).
Corollario 8.2.8. (Regolarità di f =⇒ velocità di decadimento di
f̂ .)

(i) Se f ∈ L1(R) ha derivata ovunque e f ′ è in L1(R), allora si ha che
f(x) = f(0) +

∫ x
0
f ′(t) dt, limt→±∞ f(t) = 0 e D̂f(ω) = 2πiωf̂(ω).

(ii) Se f e tutte le sue derivate fino all’ordine m esistono ovunque ed
appartengono a L1(R), allora f̂(ω) tende a zero per ω → ±∞ più
rapidamente di ω−m.

(iii) Se inoltre f è a supporto compatto, derivabile dappertutto m volte tran-
ne che per un numero finito di punti dove f (m−1) è continua e derivabile
a sinistra e a destra ma f (m) ha un salto , e f (m) appartiene a L1(R)
ed è monotòna a tratti, allora f̂(ω) = O(ω−(m+1)).
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(iv) Il primo enunciato precedente continua a valere più in generale se f ∈
L1(R) è continua e C1 a tratti con punti di singolarità isolati e con
derivata anch’essa in L1(R); il secondo continua a valere per le funzioni
tali che la derivata m-sima sia continua a tratti con punti di singolarità
isolati e in L1(R)) e le prime m− 1 derivate appartengono a L1(R).

∗(v) La generalizzazione dei primi due enunciati precedenti fatta nella parte
(iv) vale più in generale nel caso in cui, rispettivamente:

• (generalizzazione della parte (i)): f sia assolutamente continua
(Definizione 1.28.1) (e quindi derivabile quasi ovunque, per il
Corollario 1.28.7), con derivata in L1(R);

• (generalizzazione della parte (ii)): f sia derivabile ovunque m−1
volte e D(m−1)f sia assolutamente continua con derivata in L1(R).

(vi) Infine, l’enunciato al punto (iii) vale più in generale per f derivabile
ovunque m− 1 volte con ogni derivata in L1(R) e con f (m−1) ∈ L1(R)
continua a tratti (o, ancora più in generale, con f (m−1) ∈ L1(R) asso-
lutamente continua, quindi con derivata f (m) definita quasi ovunque) e
f (m) monotòna a tratti ed in L1(R)).

Dimostrazione.

(i) Segue dal Teorema Fondamentale del Calcolo per funzioni derivabili
con derivata in L1, Teorema 1.28.12, che

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t) dt . (8.7)

Poiché f ′ ∈ L1, l’integrale
∫∞
−∞ f ′(t) dt è convergente. Questo prova

che esiste finito il limite limt→±∞ f(t). Dal momento che f è integra-
bile questi limiti debbono valere 0. Pertanto l’ultima identità di (i)
segue dalla parte (vii) del Teorema 8.2.4. Il lettore non interessato alla
profondità concettuale inerente alle versioni più sofisticate del Teore-
ma Fondamentale del Calcolo può limitare l’attenzione a funzioni f
derivabili ovunque con derivata in L1 e continua ed applicare ad esse
il Teorema Fondamentale nella versione elementare (Teorema 1.27.1 ).

(ii) Iterando il ragionamento precedente si ottiene D̂mf(ω) = (2πiω)m f̂(ω).
La dimostrazione della parte (ii) segue ora dalla Proposizione 8.2.3.
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(iii) La dimostrazione di questa parte ricalca riga per riga quella del risul-
tato analogo per le serie di Fourier, Teorema 5.18.5, grazie al fatto che
f (m) è a supporto compatto, e quindi l’integrale nella sua antitrasforma-
ta di Fourier si limita a questo compatto (in quel Teorema, l’integrale
dei coefficienti di Fourier è preso sul compatto [−π, π], ma per inva-
rianza per dilatazione l’argomento rimane identico per qualunque altro
intervallo).

(iv) Gli argomenti in questo caso coincidono con quelli dei punti (i) e (ii)
una volta notato che, se f è continua, C1 a tratti ed in L1(R), per il
Teorema 1.28.9 vale l’identità (8.7). Si osservi che, detti xi i punti di
salto di D(m)f , la validità dell’identità D̂(m)f(ω) = 2πiωD̂(m−1)f(ω)
della parte (vii) del Teorema 8.2.4 ora si ottiene integrando per parti
come segue,∫ ∞

−∞
D(m−1)f(t) e−2πiωt dt = −

∫ ∞

−∞
D(m)f(t)

i

ω
e−2πiωt dt

−
∑
i

i

ω
e−2πitD(m−1)f(t)

∣∣∣∣xi+1

xi

,

ed i termini della somma telescopica al secondo membro si elidono
consecutivamente perché D(m−1)f è continua e tende a zero all’infinito.

(v) La dimostrazione è identica a quella della parte (iv), perché, se f è as-
solutamente continua, allora come già osservato essa ha derivata quasi
ovunque, ed inoltre, per il Teorema 1.28.9, vale l’identità (8.7).

(vi) Dimostriamo questa parte direttamente nel caso di assoluta continuità
di f (m−1): infatti nel caso particolare in cui f (m−1) sia continua a tratti
la dimostrazione è identica, grazie al fatto che il Teorema Fondamentale
del Calcolo 8.7 vale in entrambi i casi.
Supponiamo dapprima che f sia a supporto compatto. Allora l’argo-
mento si riduce a quello di (iii), sempre grazie al fatto che l’identità
8.7) vale per le funzioni assolutamente continue. Si noti che l’ipotesi
che le singolarità siano isolate, unita a quella di supporto compatto,
assicura che le singolarità siano in numero finito, come richiesto nel-
la dimostrazione del Teorema 5.18.5, che appunto tratta il caso dei
coefficienti di Fourier, ottenuti integrando su intervalli finiti, quindi
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compatti. Inoltre, la compattezza del supporto di f , e quindi di tutte
le sue derivate, assicura che le derivate appartengano a L1, condizione
necessaria per calcolare la loro trasformata di Fourier, come si fa nella
dimostrazione del Teorema 5.18.5.
Consideriamo ora il caso generale in cui f non sia a supporto compat-
to. In tal caso fra le ipotesi è necessario aggiungere che le derivate
appartengano a L1(R). La dimostrazione si riduce a quella della parte
(iv) nel modo seguente. Per ogni ω ∈ R vogliamo stimare f̂(ω) come
nel Teorema 5.18.5, provando che∣∣∣f̂(ω)∣∣∣ ⩽ C

1

|ω|m+1

per qualche costante C > 0. Per iterazioni successive basate sull’iden-
tità (5.30) (è qui che si usa la condizione che tutte le derivate, e non
solo l’ultima, appartengano a L1(R)) questo equivale a provare che∣∣∣f̂ (m)(ω)

∣∣∣ ⩽ C
1

|ω|
.

Se f fosse a supporto compatto, questa disuguaglianza seguirebbe dalla
prima parte della dimostrazione (che essenzialmente ricalca il Corollario
5.18.9). Poiché invece f non si assume a supporto compatto ma solo
in L1(R), scegliamo un compatto (cioè un intervallo limitato) I così
grande che si abbia ∫

R\I

∣∣f (m)(x)
∣∣ dx < 1

ω2
.

Allora ∣∣∣f̂ (m)(ω)
∣∣∣ ⩽

∣∣∣∣∫
I

f (m)(x) e−2πixω dx

∣∣∣∣ (8.8)

+

∣∣∣∣∫
R\I

f (m)(x) e−2πixω dx

∣∣∣∣
⩽

∣∣∣(̂fχI)(ω)∣∣∣+ ∫
R\I

∣∣f (m)(x)
∣∣ dx

⩽
∣∣∣ ̂(f (m)χI)(ω)

∣∣∣+ 1

ω2
,
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dove come sempre χI è la funzione caratteristica dell’intervallo I.
D’altra parte, la funzione f (m)χI ha supporto nel compatto I, ed è
continua a tratti e monotòna a tratti (la moltiplicazione per la funzione
caratteristica aggiunge solo al più due punti di salto per la funzione
f (m)). Quindi ad essa si applica la dimostrazione valida per funzioni
a supporto compatto. Combinando questo fatto con la disuguaglianza
(8.8) troviamo che esiste una costante C ′ > 0 tale che, per ogni ω 6= 0,∣∣∣f̂ (m)(ω)

∣∣∣ ⩽ C ′ 1

|ω|
+

1

ω2
⩽ C

1

|ω|

per qualche costante C > C ′. Questo completa la dimostrazione.

tu

Esercizio 8.2.9. Sia χ1 la funzione caratteristica dell’intervallo [−1, 1], e più
in generale, per η > 0, sia χη la funzione caratteristica dell’intervallo [−η, η].
Si osservi che χ1(x) = χ 1

2
(x/2), e si deduca dalla proprietà di dilatazione

della trasformata di Fourier (parte (iv) del Teorema 8.2.4) e dall’Esercizio
10.1.5 che

χ̂1(ω) = 2χ̂ 1
2
(2ω) = 2 sinc(2x) =

sin(2πω)

πω
(8.9)

e più in generale

χ̂η(ω) = 2ηχ̂ 1
2
(2ηω) = 2η sinc(2ηω) =

sin(2πηω)

πω
. (8.10)

Ora sia hη la funzione continua con supporto in [−1− η, 1 + η] che vale 1 in
[−1, 1] ed è lineare (ossia con grafico rettilineo) negli intervalli [−1− η,−1] e
[1, 1+ η], e denotiamo con hη questa funzione lineare nell’intervallo [1, 1+ η]:
ovviamente, hη(x) = 1 − 1

η
(x−) in tale intervallo. Prolunghiamo hη a tutto

R ponendola uguale a zero al di fuori di [1, 1 + η]. Allora

fη = h†η + χ1 + hη . (8.11)

Osserviamo che limη→0 fη(x) = χ1(x) per ogni x, ed anche in maniera mono-
tòna e nella norma di L1.

(i) Si deduca da (8.9) e dalla parte (i) del Teorema 8.2.4 che limη→0 f̂η(ω) =
χ̂1(ω) = 2 sinc(2ω) uniformemente su R.
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(ii) Si mostri che fη ∈ L2(R)∗L2(R), e più precisamente che fη = 1
2η
χη∗χ1.

(iii) Se ne deduca che f̂η ∈ L1(R).

(iv) Si ricavi da (8.10) e dalla parte (ii) che f̂η = sin(2πηω) sin(2πω
2ηπ2ω2 .

(v) Sappiamo dalla parte (iii) del Corollario 8.2.8 che f̂η = O(1/ω2) per
ω → ±∞. Si ricavi questo risultato da (iv).

(vi) Ora si verifichi esplicitamente che

ĥη =
1

2πωη
− 1

4π2ω2η
(1− e−2πiωη)

e si usi questa identità per ricavare da (8.11) il risultato di (v) (ed
anche quello di (i)).

tu

8.3 Esempio: trasformata di Fourier della Gaus-
siana

La Gaussiana è la funzione ϕ(x) = e−πx
2 . Essa decresce all’infinito a velocità

più che polinomiale, e quindi è in L1(R). In seguito la useremo spesso per
moltiplicare altre funzioni in modo da renderle piccole all’infinito.

Lemma 8.3.1.
‖ϕ‖1 =

∫ ∞

−∞
e−πt

2

dt = 1.

Dimostrazione. Per parità∫ ∞

−∞
e−πt

2

dt = 2

∫ ∞

0

e−πt
2

dt.

Se scriviamo
I =

∫ ∞

0

e−πt
2

dt
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dobbiamo mostrare che I = 1
2
. Si ha

I2 =

(∫ ∞

0

e−πt
2

dt

)(∫ ∞

0

e−πs
2

ds

)
=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−πt
2

e−πs
2

dt ds

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−π(t
2+s2) dt ds.

Grazie alla formula di integrazione in coordinate polari (Esercizio 1.22.23)
questo integrale doppio diventa

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−π(t
2+s2) dt ds =

∫ π
2

0

∫ ∞

0

e−πr
2

r dr dθ

(abbiamo posto t = r cos θ, s = r sin θ: il quadrante t ⩾ 0, s ⩾ 0 corrisponde
a r ⩾ 0, 0 ⩽ θ ⩽ π

2
). Osserviamo che∫ ∞

0

e−πr
2

r dr = − 1

2π

∫ ∞

0

De−πu
2

du

=

[
− 1

2π
e−u

2

]∞
0

=
1

2π
.

Perciò
I2 =

∫ π
2

0

∫ ∞

0

e−πr
2

r dr dθ =
1

2π

∫ π
2

0

dθ =
1

4
.

Quindi I = 1
2
. tu

Proposizione 8.3.2. ϕ̂ = ϕ.

Dimostrazione. Chiaramente,

ϕ′(t) = −2πtϕ(t). (8.12)

Dalla proprietà di derivazione della trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4 (viii)
si ha

(ϕ̂)′ (ω) = −2πi

∫ ∞

−∞
tϕ(t)e−2πiωt dt.
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Applicando (8.12) al secondo membro otteniamo

(ϕ̂)′ (ω) = iD̂ϕ(ω) = −2πωϕ̂(ω).

Ma dal Teorema 8.2.4 (vii) si ha

D̂ϕ(ω) = 2πiωϕ̂(ω),

e quindi
(ϕ̂)′ (ω) = −2πωϕ̂(ω).

Pertanto ϕ̂ verifica l’equazione differenziale

f ′(u) + 2πuf(u) = 0.

Ma in base a (8.12) ϕ verifica la stessa equazione differenziale. Si tratta di
un’equazione differenziale lineare del primo ordine: per queste equazioni si sa
che la soluzione, se esiste, è unica a meno di una moltiplicazione per costanti.
Quindi esiste una costante C tale che ϕ̂(u) = Cϕ(u) per ogni u ∈ R. Se non
si vuole ricorrere alla teoria delle equazioni differenziali del primo ordine, si
può raggiungere la stessa conclusione osservando che, per ogni y,(

ϕ̂

ϕ

)′

(u) =
(ϕ̂)′ (u)ϕ(u)− ϕ̂(u)ϕ′(u)

ϕ2(u)

=
−2πiuϕ̂(u)ϕ(u) + 2πiuϕ̂(u)ϕ(u)

ϕ2(u)
= 0.

Quindi anche così si trova che φ̂
φ
è costante. Per trovare la costante basta

calcolare il valore φ̂(0)
φ(0)

. Ma ϕ(0) = 1 e per il Lemma 8.3.1

ϕ̂(0) =

∫ ∞

−∞
ϕ(t) dt = 1.

Quindi la costante vale 1, cioè ϕ̂ = ϕ. tu

Nota 8.3.3. La Proposizione 8.3.2 fornisce un esempio di funzione ϕ ∈ L1(R)
non a supporto compatto ma tale che ϕ̂ ∈ C∞(R); si veda a questo proposito
il Corollario 8.2.7 (ii). tu
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8.4 Il teorema di inversione di Fourier
In questa Sezione ricaviamo la formula di inversione di Fourier in maniera
rigorosa.
Questa deduzione si basa su quattro proprietà. Le prime tre le abbiamo già
provate.

(i) Se ϕ(x) = e−πx
2 , allora ϕ̂(ω) = ϕ(ω) per ogni ω, e

∫∞
−∞ ϕ(x)dx = 1

(Proposizione 8.3.2 e Lemma 8.3.1).

(ii) Se f ∈ L1(R) e ρ > 0 e fρ(x) = f(x/ρ), allora f̂ρ(ω) = ρf̂(ρω) per ogni
ω (proprietà di dilatazione: Teorema 8.2.4 (iv)).

(iii) Se (λtf) (s) = f(s − t), allora λ̂tf(ω) = e−2πiωtf̂(ω) per ogni f ∈ L1

(proprietà di traslazione: Teorema 8.2.4 (v)).

(iv) Se f, g ∈ L1(R) e fg ∈ L1(R) (in particolare, se f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R))
allora

∫∞
−∞ f̂(s)g(s)ds =

∫∞
−∞ f(s)ĝ(s)ds.

Nota 8.4.1. La quarta proprietà verrà dimostrata in seguito per altra via nel
caso particolare di funzioni C∞ a decrescenza rapida (Formula di Plancherel
9.7.9) e questo caso particolare sarebbe sufficiente anche qui, ma è facile di-
mostrarla direttamente nel caso più generale, e lo facciamo subito (di fatto
anticipando la dimostrazione del Teorema 9.7.9). La proprietà è vera sem-
plicemente perché l’ipotesi di appartenenza a L1 di f e g assicura che f̂ e ĝ
siano in L∞ e quindi f̂g e fĝ siano in L1, ed inoltre f(s)g(t) sia in L1 rispetto
alla misura prodotto ds dt. Quindi possiamo applicare il Teorema di Fubini
1.20.4) e scambiare l’ordine degli integrali:∫ ∞

−∞
f̂(s)g(s) ds =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πistdt g(s) ds

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(s)e−2πist ds f(t) dt

=

∫ ∞

−∞
f(s)ĝ(s) ds (8.13)

tu

Ora possiamo dimostrare la formula di inversione.
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Teorema 8.4.2. (Formula di inversione di Fourier.) Se f ∈ L1(R),
poniamo

g(t) :=

∫ ∞

−∞
f̂(ω) e2πiωtdω .

Allora g(t) esiste per quasi ogni t, e f = g quasi ovunque.
Se f̂ ∈ L1(R), allora g, e quindi f , appartengono a C0(R) (ossia la classe
di equivalenza di Lebesgue contiene un rappresentante continuo che tende a
zero all’infinito), e (se si sceglie per f tale rappresentante continuo) per ogni
t si ha

f(t) =

∫ ∞

−∞
f̂(ω) e2πiωtdω .

Dimostrazione. Per le proprietà (ii) e (iv), se f ∈ L1 e ϕ(t) = e−πt
2 è la

Gaussiana della proprietà (i), per ogni ρ > 0 si ha∫ ∞

−∞
f(t) ρ ϕ̂(ρt) dt =

∫ ∞

−∞
ϕ(
s

ρ
) f̂(s) ds .

Per ogni x ∈ R, riscriviamo questa identità per la funzione traslata λ−xf(t) =
f(t+ x), e dalla proprietà (iii) otteniamo∫ ∞

−∞
f(t+ x) ρ ϕ̂(ρt) dt =

∫ ∞

−∞
ϕ(
s

ρ
) f̂(s) e2πisx ds . (8.14)

D’altra parte, per le proprietà (i) e (iii) e per il Lemma 8.3.1 e la Propo-
sizione 8.3.2, per ρ → +∞ la famiglia ψρ(t) := ρ ϕ̂(ρt) = ρ e−πρ

2t2 soddi-
sfa la Definizione 6.1.15 di identità approssimata in L1(R). Inoltre, gra-
zie alla parità di ϕ, il primo membro dell’identità (8.14) è esattamente∫∞
−∞ f(x − t) ρ ϕ̂(ρt) dt = f ∗ ψρ(x). Per il Teorema 6.1.16 di convergenza
delle identità approssimate, sappiamo che limρ→+∞ f ∗ ψρ = f nella norma
di L1, e quindi esiste una sottosuccessione f ∗ ψρn converge a f anche quasi
ovunque (Corollario 1.16.29).
Dall’altro lato, ϕ( s

ρ
) = e−πs

2/ρ2 ⩽ 1, e limρ→+∞ e−πs
2/ρ2 = 1. Se avessi-

mo fatto l’ipotesi che anche f̂ ∈ L1, il Teorema di Convergenza Dominata
1.9.54 implicherebbe che, per ogni t, il secondo membro di (8.14) converga
a g(t) :=

∫∞
−∞ f̂(ω) e2πiωtdω. Pertanto f = g quasi ovunque. Invece, senza

l’ipotesi f̂ ∈ L1, possiamo spezzare l’integrando come somma di quattro fun-
zioni reali non negative (spezzando prima l’integrando come combinazione
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lineare a coefficienti 1 e i di parte reale ed immaginaria, e poi spezzando
queste ultime come differenza delle loro parti positive e negative). Poiché
e−πs

2/ρ2 converge a 1 in maniera monotòna, si applica il Teorema di Conver-
genza Monotòna 1.9.53 ed anche in questa generalità segue come prima che
f = g quasi ovunque.
Il fatto che, se f̂ ∈ L1, g sia continua e tenda a zero all’infinito è stato provato
nella Proposizione 8.2.3. tu

8.5 Convoluzione e teorema di Plancherel
Rammentiamo la definizione di convoluzione (Definizione 6.1.11): se f, g ∈
L1(R),

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t) dt.

Adesso, parallelamente alla Proposizione 6.1.6, calcoliamo la trasformata
di Fourier di f ∗ g. Si ha

f̂ ∗ g(ω) =

∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(t)e−2πiωt dt

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− s)g(s) ds

)
e−2πiωt dt.

Poiché f, g ∈ L1(R), per quasi ogni s ∈ R si ha che t → f(t − s)g(s) è
integrabile con integrale finito. Pertanto la funzione F (s, t) := f(t − s)g(s)
appartiene a L1(R2), perché∫∫

F (s, t) ds dt =

∫ (∫
f(t− s)g(s) dt

)
ds =

∫
f(t) dt

∫
g(s) ds <∞ .

Ma allora possiamo applicare il Teorema di Fubini (parte (ii) del Teorema
1.20.4) e scambiare l’ordine di integrazione:

f̂ ∗ g(ω) =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− s)e−2πiωt dt

)
g(s) ds.
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Poniamo u = t− s. Allora du = dt e

f̂ ∗ g(ω) =

∫ ∞

−∞
g(s)

(∫ ∞

−∞
f(u)e−2πiω(u+s) du

)
ds

=

∫ ∞

−∞
g(s)e−2πiωs ds

∫ ∞

−∞
f(u)e−2πiωu du

= f̂(ω)ĝ(ω).

Abbiamo quindi dimostrato il

Teorema 8.5.1. Siano f, g ∈ L1(R). Allora

f̂ ∗ g(ω) = f̂(ω) ĝ(ω).

Corollario 8.5.2. (Teorema di Plancherel.) Se f ∈ L1(R)∩L2(R) allora
f̂ ∈ L2(R) e ‖f‖2 =

∥∥∥f̂∥∥∥
2
.

Dimostrazione.

‖f̂‖22 =

∫ ∞

−∞
f̂(ω)f̂(ω) dω

=

∫ ∞

−∞
f̂(ω)f̂(−ω) dω

per il Teorema 8.2.4 (ix). Poniamo g(t) = f(−t). Allora f̂(−ω) = ĝ(ω)
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(Teorema 8.2.4 (ii)) e quindi∫ ∞

−∞
f̂(ω)f̂(−ω) dω =

∫ ∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω) dω

=

∫ ∞

−∞
f̂ ∗ g(ω) dω (Teorema 8.5.1)

= f ∗ g(0) (Teorema 8.4.2)

=

∫ ∞

−∞
f(−t)g(t) dt

=

∫ ∞

−∞
f(t)g(−t) dt

=

∫ ∞

−∞
|f(t)|2 dt

= ‖f‖22 .
tu

Nota 8.5.3. (Trasformata di Fourier in L2(R).) Il Teorema di Plan-
cherel (Corollario 8.5.2) ci permette di definire la trasformata di Fourier
direttamente nello spazio L2(R) anziché in L1(R). Infatti, osserviamo per
prima cosa che L1(R)∩L2(R) è un sottospazio denso di L2(R). Questo fatto
è vero perché le funzioni a continue a supporto compatto appartengono sia
a L1 sia a L2: se il supporto di f ∈ L1 è il compatto K (con misura m(K)
ovviamente finita), allora per ogni p ⩾ 1 si ha ‖f‖p2 ⩽ m(K)‖f‖p∞, e quindi
‖f‖p è finita. D’altra parte, le funzioni continue a supporto compatto sono
dense in L2(R), come abbiamo dimostrato nella Proposizione 1.18.6 (ed an-
cor prima, nel Lemma 1.18.3), e ne segue che L1 ∩ L2 è denso in L2.
Ma, per il lettore troppo pigro per rivedere questi risultati di densità, ridi-
mostriamo qui il fatto che L1(R) ∩ L2(R) è un sottospazio denso di L2(R)
in maniera diretta. Se indichiamo con Kn una famiglia di compatti che
invadono R e con χn = χKn le loro funzioni caratteristiche (definite nella
Sezione 1.1), otteniamo che le funzioni fχn appartengono tutte a L1 perché
hanno supporto compatto, e convergono a f nella norma L2 per il Teorema di
Convergenza Dominata di Lebesgue (Teorema 1.9.54): limn

∫
|f − fχn|2 = 0

perché l’integrando tende a zero puntualmente ed è dominato dalla funzione
L1 |f |2. Questo dimostra che L1(R) ∩ L2(R) è denso in L2(R).
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Ora, presa una qualunque successione fn ∈ L1 ∩ L2(R) che converge a f ∈
L2(R) nella norma di L2, possiamo definire la trasformata di Fourier di f
come limite nella norma di L2: f̂ = limn f̂n. Osserviamo infatti che il limite
di f̂n nella norma L2 esiste perché la successione fn è di Cauchy in tale norma,
in quanto convergente, e quindi la stessa proprietà vale per la successione f̂n
grazie all’isometria del teorema di Plancherel (Corollario 8.5.2); inoltre il
limite non dipende dalla scelta degli approssimanti, dal momento che, se fn
e gn sono due successioni di funzioni in L1(R) ∩ L2(R) che convergono alla
stessa funzione f ∈ L2(R) (nel senso di L2), allora la successione fn − gn
converge alla funzione 0, e quindi, sempre per l’isometria, f̂n − ĝn = f̂n − gn
converge a zero in L2.
In particolare, dal Teorema di Plancherel ora segue che la trasformata di
Fourier è una isometria surgettiva (ed ovviamente anche iniettiva!) di L2(R)
in sé. tu

Estendiamo ora il teorema di Plancherel, nella forma data nella Nota
8.4.1, direttamente alla trasformata di Fourier su L2(R), introdotta nella
precedente Nota 8.5.3, e non solo su L1∩L2; in effetti il suo procedimento di
estensione ricalca quello svolto per la trasformata di Fourier in quella Nota,
ed illustra anche la via alternativa alla dimostrazione del Teorema 8.5.1,
basata su approssimazione di funzioni in L1 con funzioni nei sottospazi densi
L1 ∩ Lp e L1 ∩ Lq, che è accennata in quella dimostrazione.

Corollario 8.5.4. (Forma polarizzata del teorema di Plancherel.)
Per ogni f, g ∈ L2(R) si ha

∫∞
−∞ f̂(s)g(s)ds =

∫∞
−∞ f(s)ĝ(s)ds.

Dimostrazione. L’enunciato è vero per f e g in L1(R)∩L2(R) per la proprietà
(iv). Abbiamo già osservato nella Nota 8.5.3 che L1(R) ∩ L2(R) è denso in
L2(R): scegliamo quindi due successioni {fn}, {gn} in L1(R) ∩ L2(R) che
convergono rispettivamente a f e a g nella norma L2.

Poiché
∫∞
−∞ f̂n(s) gn(s )ds =

∫∞
−∞ fn(s) ĝn(s) ds per ogni n, basta dimo-

strare che, per n→ ∞, l’integrale a primo membro converge a
∫∞
−∞ f̂(s) g(s) ds

e quello a secondo membro a
∫∞
−∞ f(s) ĝ(s) ds. Queste due dimostrazio-

ni sono identiche fra loro: svolgiamo la prima. Si tratta di provare che
‖f̂ngn − f̂g‖1 → 0 quando n→ ∞. Ed infatti, poiché

f̂ngn − f̂g = f̂n(gn − g) + (f̂n − f̂)g ,
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segue dalla disuguaglianza di Cauchy–Schwarz 4.5.1 (od anche dalla disugua-
glianza di Hölder, Teorema 1.16.6: si veda la Nota 4.5.2) che

‖f̂ngn − f̂g‖1 ⩽ ‖f̂n‖2‖gn − g‖2 + ‖f̂n − f̂‖2‖g‖2 .

Applicando al secondo membro il teorema di Plancherel (Corollario 8.5.2)
otteniamo

‖f̂n‖2‖gn − g‖2 + ‖f̂n − f̂‖2‖g‖2 = ‖fn‖2‖gn − g‖2 + ‖fn − f‖2‖g‖2 ,

ed il secondo membro ora tende a zero con n perché ‖fn‖2 → ‖f‖2, gn → g
e fn → f nella norma L2. tu

Nota 8.5.5. Se nell’enunciato del Corollario 8.5.4 si sceglie g =
¯̂
f , dalla pro-

prietà di coniugazione della trasformata di Fourier, Teorema 8.2.4 (ix), si
vede che l’enunciato si riduce al teorema di Plancherel (Corollario 8.5.2), ma
ora in generale per funzioni L2, non solo per L1∩L2, già anticipato per cenni
nella Nota 8.5.3. tu

La dimostrazione del prossimo corollario utilizza la tecnica di appros-
simazione di L2 con L1 ∩ L2 illustrata nella Nota 8.5.3, seguita, come in
quella Nota, da un passaggio al limite nella norma L2 giustificato dal Teo-
rema di Convergenza Dominata di Lebesgue (Teorema 1.9.54). Dato que-
sto suggerimento, lasciamo al lettore i dettagli della dimostrazione come
esercizio.

Corollario 8.5.6. La formula di inversione di Fourier vale anche per f ∈
L2(R) se si intende f̂ definita nel senso di L2 come nella Nota 8.5.3.

8.6 Non esistono funzioni a supporto limitato
nel tempo e nella frequenza

Includiamo questa breve sezione per chiarire al lettore che non è possibile
che una funzione f ∈ L1(R) sia a supporto compatto ed al tempo stesso lo
sia la sua trasformata di Fourier. Per approfondimenti e relativi riferimenti
bibliografici, si veda [11, Cap.2, Sez.9].

Teorema 8.6.1. Sia f ∈ L1(R), non identicamente nulla. Se f è a supporto
compatto, allora f̂ non è identicamente nulla in nessun intervallo aperto.
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Dimostrazione. Sia a > 0 tale che f abbia supporto nell’intervallo [−a, a].
Supponiamo, per assurdo, che f̂ si annulli su (c, d), e sia c < u < d. Poiché
f ∈ L1(R) è a supporto compatto, anche tnf(t) ∈ L1(R) per ogni n > 0, e
quindi possiamo applicare n volte al punto u la proprietà di derivazione di
f̂ del Teorema 8.2.4 (viii), ossia derivare n volte sotto il segno di integrale
l’identità

f̂(s) =

∫ a

−a
f(t) e−2πits dt .

In tal modo otteniamo, per ogni u ∈ [c, d],

0 = Dnf̂(u) = (−2πi)n
∫ a

−a
f(t) e−2πitu tn dt .

Ovvero,
∫ a
−a f(t) e

−2πiut tn dt = 0 per ogni n ⩾ 0 e per ogni u ∈ [c, d]. Fis-
siamo una volta per tutte un tale valore di u (senza perdita di generalità, se
questo semplifica la lettura, traslando opportunamente f e grazie alla pro-
prietà di traslazione della trasformata di Fourier (proprietà (v) del Teorema
8.2.4), possiamo fissare u = 0). Allora, utilizzando lo sviluppo di Taylor
dell’esponenziale, uniformemente convergente sui compatti (Esempi 1.6.2 e
1.6.5), per ogni s ∈ R abbiamo

f̂(s) =

∫ a

−a
f(t) e−2πit(s−u)e−2πitu dt

=
∞∑
n=0

1

n!
(−2πi(s− u)n)

∫ a

−a
f(t) e−2πiut tn dt = 0 ,

perché, per il Teorema 1.3.17, la serie uniformemente convergente commuta
con l’integrale sul compatto [−a, a]. Pertanto f̂ ≡ 0. Per il Teorema di in-
versione di Fourier 8.4.2, da questo segue f ≡ 0, una contraddizione. Quindi
si deve escludere che f̂ si annulli su un intervallo.

Lo stesso argomento prova che f non può annullarsi su un intervallo se f̂
ha supporto in un compatto [−b, b]: basta derivare n volte sotto il segno di
integrale l’identità

f(t) =

∫ b

−b
f̂(s) e−2πits ds ,

che vale grazie al Teorema di inversione di Fourier 8.4.2. tu
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8.7 ∗∗Appendice: la disuguaglianza di Heisen-
berg

La disuguaglianza di Heisenberg emerse nel fondare la meccanica quantistica,
per le ragioni che spiegheremo dopo averla dimostrata. La dimostrazione che
presentiamo, puramente matematica, è quella di Weyl [35]; si veda anche
[11].

Teorema 8.7.1. (Disuguaglianza di Heisenberg). Per ogni f ∈ L1

derivabile e che tende a zero all’infinito con velocità o
(
|x|−1/2

)
(quindi in

particolare se f appartiene alla classe di Schwartz S che verrà introdotta
nella Definizione 9.3.1), vale la disuguaglianza∫ ∞

−∞
x2|f(x)|2 dx

∫ ∞

−∞
ω2|f̂(ω)|2 dω ⩾ 1

16π2
‖f‖42 .

Si ha l’uguaglianza se e solo se f è un multiplo di e−αx2 per qualche α > 0.

Dimostrazione. Rammentiamo (Teorema 8.2.4 (vii)) che, se f ∈ L1 è deriva-
bile e tende a zero all’infinito, allora f̂ ′ è definita e

f̂ ′(ω) = 2πiωf̂(ω) , (8.15)

ossia f ′ = (2πiωf̂)∨. In base a (8.15) ed al Teorema di Plancherel,

4π2

∫ ∞

−∞
x2|f(x)|2 dx

∫ ∞

−∞
ω2|f̂(ω)|2 dω =

∫ ∞

−∞
x2|f(x)|2 dx

∫ ∞

−∞
|f ′(ω)|2 dω

(8.16)
(gli integrali possono essere divergenti: ovviamente questo non accade se
f ∈ S).
Il secondo membro è il prodotto ‖xf‖22 ‖f ′‖22. Per la disuguaglianza di Cauchy–
Schwarz (Proposizione 4.5.1) in L2(R), questo numero è non inferiore a

|(x f, f ′)|2 =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
x f(x) f ′(x) dx

∣∣∣∣2 ,



746 CAPITOLO 8. TRASFORMATA DI FOURIER

e quindi

4π2

∫ ∞

−∞
x2|f(x)|2 dx

∫ ∞

−∞
ω2|f̂(ω)|2 dω

⩾ (Re〈x f, f ′〉)2 =
(
Re

∫ ∞

−∞
x f̄(x) f ′(x) dx

)2

=
1

4

(∫ ∞

−∞
x (f̄(x) f ′(x) + f(x) f̄ ′(x)) dx

)2

. (8.17)

Poiché |f(x)|2 = f̄(x) f(x) vediamo che D(|f(x)|2) = f̄(x) f ′(x)+f(x) f̄ ′(x),
e quindi∫ ∞

−∞
x (f̄(x) f ′(x) + f(x) f̄ ′(x)) dx

=

∫ ∞

−∞
x
(
|f(x)|2

)′
dx =

[
x|f(x)|2

]∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx = −‖f‖22 ,

perché il termine [x|f(x)|2]∞−∞ si annulla, dal momento che f = o
(
|x|−1/2

)
.

Da questa uguaglianza e dalle precedenti disuguaglianze (8.16) e (8.17) se-
gue la disuguaglianza di Heisenberg dell’enunciato. Abbiamo ottenuto una
disuguaglianza invece di una identità perché abbiamo fatto uso della disu-
guaglianza di Cauchy–Schwarz per passare da (8.16) a (8.17). D’altra parte,
sappiamo che questa disuguaglianza diventa una uguaglianza se e solo se gli
integrandi dei due integrali al secondo membro di (8.16), ossia le due funzioni
le cui norme L2 appaiono nel prodotto ‖xf‖22 ‖f ′‖22, sono multipli uno dell’al-
tro: ossia se esiste c ∈ C tale che f ′ = cxf . Ma questa equazione differenziale
lineare, essendo del secondo ordine, ha uno spazio unidimensionale di solu-
zioni. Si verifica direttamente che una soluzione è f(x) = e−|c|x2/2. Questa
soluzione appartiene, come richiesto, a L1(R) pur di restringere l’attenzione
a c 6= 0. Quindi tutte le soluzioni in L1(R) sono i multipli complessi di f con
c 6= 0. Questo equivale all’enunciato. tu

Nota 8.7.2. La disuguaglianza che abbiamo appena provato fu introdotta da
W. Heisenberg nella sua modellizzazione della meccanica quantistica, sulla
base di motivazioni fisiche ed in una forma diversa.
Nella modellizzazione di Heisenberg della meccanica quantistica, il compor-
tamento delle particelle è descritto da distribuzioni di probabilità, ossia fun-
zioni φ = |ψ|2 non negative con norma 1 in L1: la funzione ψ di questa



8.7. ∗∗APPENDICE: LA DISUGUAGLIANZA DI HEISENBERG 747

espressione, che si chiama uno stato della particella, è di norma 1 in L2.
Qui scriviamo ψ invece che f come invece abbiamo fatto nel Teorema più
sopra perché questa è la notazione consueta della meccanica quantistica. Le
quantità sperimentalmente osservabili, o più brevemente le osservabili, so-
no operatori autoaggiunti T su un opportuno sottospazio D(T ) dello spazio
L2 degli stati (detto dominio dell’operatore), ed il loro valore medio E(T ) è
definito come

E(T ) :=
∫ ∞

−∞
ψ̄(x) (Tψ)(x)|2 dx = (Tψ, ψ)L2 .

In realtà, come già detto, i vettori ψ ∈ L2 che corrispondono alla realtà
fisica sono quelli di norma 1: pertanto consideriamo equivalenti due vettori
in D(T ) se sono multipli non nulli l’uno dell’altro, e scegliamo sempre nella
classe di equivalenza un rappresentante di norma 1. Il valore medio di T sullo
stato ψ non è propriamente il valore stazionario osservato, perché la misura
non è sempre possibile, in quanto l’operazione di misura perturba lo stato.
Infatti, nel modello matematico che stiamo sviluppando, quando cerchiamo
di effettuare la misura, ovvero applichiamo l’operatore allo stato ψ, questo
stato viene modificato (viene mandato in un nuovo stato Tψ), tranne che nel
caso in cui ψ sia un autovettore di T , del quale quindi viene modificata la
norma ma non la classe di equivalenza. In tal caso si ha Tψ = λψ, e E(T ) =
λ(ψ,Ψ) = λ: quindi se ψ corrisponde ad un autovettore dell’osservabile, la
misura dell’osservabile coincide con il corrispondente autovalore.
Ad esempio, nel caso di una particella che si muove su una retta (ossia in
una sola dimensione), l’osservabile che misura la posizione è l’operatore P di
moltiplicazione per x, ossia

Pψ = xψ ,

definito sulle funzioni ψ in L2(R) tali che xψ sia ancora in L2. Il valore medio
della posizione della particella è quindi

∫∞
−∞ x |ψ(x)|2 dx. Si noti che questo

valore medio è esattamente l’attesa rispetto alla corrispondente distribuzione
di probabilità, ossia

E(P ) :=
∫ ∞

−∞
x |ψ(x)|2 dx .

Osserviamo che il valore atteso è determinato da una dstribuzione di proba-
bilità nello spazio, non nel tempo: si tratta di valori attesi in stati stazionari.
Chiaramente, l’operatore che misura l’impulso (ossia, a meno di multipli, la
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velocità) della particella dovrebbe essere dato dall’operatore di derivata ri-
spetto al tempo, ma in queste espressioni la variabile che compare è lo spazio
e non il tempo: allora come operatore di impulso si sceglie

Qψ =
1

2πi
Dψ ,

dove D è l’operatore di derivata (in più variabili spaziali, si usa il gradiente),
definito sul dominio D(Q) delle funzioni in L2 derivabili con derrivata in L2

(che è esso stesso uno spazio di Hilbert: lo spazio di Sobolev W 1,2(R) con
norma ‖ψ‖2 + ‖ψ′‖2). Il valor medio dell’impulso è quindi

E(Q) := 1

2πi

∫ ∞

−∞
ψ̄(x)ψ′(x) dx =

∫ ∞

−∞
ω |ψ(ω)|2 dω

(l’ultima uguaglianza è nient’altro che l’identità (8.15)).
È evidente che gli operatori di posizione ed impulso non commutano fra loro,
e quindi non hanno una base di autovettori comuni: nel modello che stiamo
presentando, questo significa che posizione e impulso non sono misurabili
simultaneamente, ossia che, quando si cerca di misurare una delle due osser-
vabili con precisione sempre più fine, l’altra è determinabile con precisione
sempre peggiore (principio di incertezza). La relazione di commutazione fra
le due osservabili è facilmente verificata:

[P,Q] := PQ−QP =
1

2πi
(xD −Dx) =

i

2π
I

(qui I denota l’operatore identità).
La disuguaglianza di Heisenberg che abbiamo provato nel Teorema 8.7.1 dà
una valutazione quantitativa del principio di incertezza, come si capisce se la
riscriviamo nel modo seguente:

E [P − E(P )]2 E [Q− E(Q)]2 ⩾ 1

16π2
,

ossia∫ ∞

−∞
(x− E(P ))2 |ψ(x)|2 dx

∫ ∞

−∞
(ω − E(Q))2 |ψ̂(ω)|2 dω ⩾ 1

16π2
(8.18)

dove ψ è una funzione di norma 1 in L2(R). Per comprendere perché questa
disuguaglianza è equivalente alla disuguaglianza del Teorema 8.7.1, poniamo
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g(x) = ψ(x + E(P )): allora g ha norma 1 in L2 e traslando la variabile
il primo integrale in (8.18) diventa

∫∞
−∞ x2 |g(x)|2 dx. Allo stesso tempo,

in base alla proprietà di traslazione della trasformata di Fourier (Teorema
8.2.4 (v)), abbiamo ĝ(ω) = e−2πiω E(P ) ψ̂, e pertanto |ĝ| ≡ |ψ̂|. Pertanto la
disuguaglianza (8.18) diventa∫ ∞

−∞
x2 |g(x)|2 dx

∫ ∞

−∞
(ω − E(Q))2 |ĝ(ω)|2 dω ⩾ 1

16π2
.

Ora definiamo f tramite l’espressione f̂(ω) := ĝ(ω + E(Q)). Lo stesso
ragionamento mostra che il primo membro di (8.18) diventa∫ ∞

−∞
x2 |f(x)|2 dx

∫ ∞

−∞
ω2 |f̂(ω)|2 dω ,

e quindi, visto che ‖f‖2 = 1, (8.18) è nient’altro che la disuguaglianza di
Heisenberg che abbiamo provato nel teorema 8.7.1. tu

8.8 Esercizi sulla trasformata di Fourier
Esercizio 8.8.1. Sia f la funzione

f(t) = χ[0,1](t) =

{
1 se t ∈ [0, 1]
0 se t /∈ [0, 1]

Si calcoli f̂(ω) per ogni ω. Si verifichi che f̂(ω) = O( 1
ω
) per ω che tende

ad infinito. Si confronti questo risultato con l’enunciato del Corollario 8.2.8.
Si paragoni questa situazione a quella dei coefficienti di Fourier di funzioni
periodiche g derivabili con continuità un certo numero di volte. In vista di
tale analogia, sotto quali ipotesi su g si potrebbe cercare di dimostrare nel
Corollario 8.2.8 che f̂(ω) = O (ω−m−1)? tu

Esercizio 8.8.2. Si guardi il risultato dell’Esercizio 10.1.5 nel seguito, ed in
base ad esso si risolva il precedente Esercizio 8.8.1 utilizzando la proprietà
di traslazione della trasformata di Fourier (proprietà (v) del Teorema 8.2.4).

tu
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Esercizio 8.8.3. Sia f la funzione

f(t) =


1 + t se t ∈ [−1, 0]
1− t se t ∈ [0, 1]
0 se t /∈ [−1, 1]

Si calcoli f̂(ω) per ogni ω. Si verifichi che f̂(ω) = O
(

1
ω2

)
per ω che ten-

de ad infinito. Si confronti questo risultato con l’enunciato del Corollario
8.2.8 (iii). Si paragoni questa situazione a quella dei coefficienti di Fourier
di funzioni periodiche derivabili con continuità un certo numero di volte (Co-
rollario 5.18.9).
tu

Esercizio 8.8.4. Sia f la funzione

f(t) =

{
1 + cos t se t ∈ [−π, π]
0 se t /∈ [−π, π]

Si calcoli f̂(ω) per ogni ω. È vero che f̂(ω) = O
(

1
ω3

)
per ω che tende

ad infinito? Si confronti il risultato con l’enunciato del Corollario 8.2.8.
Si paragoni questa situazione a quella dei coefficienti di Fourier di funzioni
periodiche derivabili un certo numero di volte (Corollario 5.18.9). tu

Esercizio 8.8.5. Sia f(t) = etχ[−1,1](t). Quanto vale∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω?
1. □ 2

(
e2 − 1

e2

)
2. □ e2+1

2

3. □ 1
2

(
e2 − 1

e2

)
4. □ 1

2

(
e− 1

e

)
5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu
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Esercizio 8.8.6. Si mostri che, se f(t) = e−|t|, allora f̂(ω) = 2
1+4π2ω2 . Si

verifichi che la trasformata così ottenuta verifichi le proprietà della parte (iv)
del Corollario 8.2.6. tu

Esercizio 8.8.7. Si mostri che, se f(t) = 1/(1 + t2), allora f̂(ω) = π e−2πω. Si
verifichi che la trasformata così ottenuta verifichi le proprietà della parte (iv)
del Corollario 8.2.6, e che sia compatibile con il precedente Esercizio 8.8.6.

tu

Esercizio 8.8.8. Si mostri che, se f(t) = t/(1+t2), allora f̂(ω) = −2π2iω e−2πω.
Si verifichi che la trasformata così ottenuta verifichi le proprietà della parte
(iv) del Corollario 8.2.6. tu

Esercizio 8.8.9. Come visto nel precedente Esercizio 8.8.6, se f(t) = e−|t|

allora f̂(ω) = 2
1+4π2ω2 . Sia g(t) = e−

|t|
2 . Quale tra le seguenti funzioni è

ĝ(ω)?

1. □ 4
1+16π2ω2

2. □
√

2
1+4π2ω2

3. □ 1
1+2π2ω2

4. □ 1
1+4π2ω2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.10. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[0,1](ω) =

{
1 se ω ∈ [0, 1]
0 se ω /∈ [0, 1]

(Nota: non esiste una tale funzione f in L1(R), a causa della Proposizione
8.2.3, però esiste una tale f in L2(R), a causa della surgettività della trasfor-
mata di Fourier da L2 a L2 (Nota 8.5.3)).
Per quali valori di α si ha che (f ∗ e2πiαtf )̂ = 0

1. □ α = 0
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2. □ |α| ⩽ 1

3. □ |α| > 2

4. □ |α| > 1

5. □ |α| ⩽ 2

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.11. Sia g(t) = f(3t+ 2). Esprimere ĝ in termini di f̂ . tu

Esercizio 8.8.12. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = χ[−1/2,1/2](t)

sia f̂(ω) = sinπω
πω

e quella di g(t) = e−2|t| sia ĝ(ω) = 1
1+π2ω2 la trasformata di

Fourier di f̂ ∗ g(ω) è quale delle seguenti funzioni?

1. □ 1
πω

sinπω
(1+π2ω2)

2. □ sinπω
πω

+ 1
1+π2ω2

3. □ sinπω
πω

(1 + π2ω2)

4. □ 1√
2π

sinπω
πω

∫ +∞
−∞

dω
1+π2ω2

5. □ 1√
2π

sinπ(ω−1/2)
π(ω−1/2)(1+π2ω2)

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.13. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

sia f̂(ω) = e−2π|ω|, quale delle seguenti funzioni è la trasformata di Fourier
di g(t) = f (n)(t)?

1. □ (2πiω)ne−2π|ω|

2. □ (−2π)ne−2π|ω|

3. □ e−2π|ω|

(2πiω)n

4. □ nessuna delle precedenti
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Motivare la risposta.
tu

Esercizio 8.8.14. Sia f una funzione non necessariamente reale. Quale delle
seguenti proprietà è vera?

1. □ f̂(ω) = f̂(−ω)

2. □ f̂(ω) = f̂(ω)

3. □ f̂(ω) = −f̂(ω)

4. □ f̂(ω) = f̂(−ω)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.15. Sia f(t) = χ[−1,1](t). Quanto vale∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω?
1. □ 1

2

2. □ 0

3. □ 1

4. □ 2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.16. Se la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

è f̂(ω) = e−2π|ω|

allora la funzione ĝ(ω) = e−2π|ω−2| è la trasformata di Fourier della funzione

1. □ g(t) = 1
π

1
1+(t−2)2

2. □ g(t) = 2
π

1
1+t2/4
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3. □ g(t) = e4πit

π(1+t2)

4. □ g(t) = 1
π2

1
(1+t2)2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.17. Sia g(t) =
(
χ[0,1] ∗ χ[0,1]

)
(t). Calcolare g(t), mostrando che

il suo grafico è non nullo solo nell’intervallo [0, 2], ed è a forma di triangolo
isoscele, nullo in 0 e 2 e con terzo vertice nel punto (1, 1). Mostrare anche
che χ̂[0,1](ω) = 1−e−2πiω

2πiω
, ed usando questo fatto calcolare la trasformata di

Fourier di g(t) =
(
χ[0,1] ∗ χ[0,1]

)
(t) tu

Esercizio 8.8.18. Se f(x) = g(−x) ∀x ∈ R, allora

1. □ f̂(ω) = −ĝ(ω)

2. □ f̂(ω) = (ĝ(ω))−1

3. □ f̂(ω) = ĝ(ω − 1)

4. □ f̂(ω) = ĝ(−ω)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.19. Sia f(t) = etχ[−1,1](t). Quanto vale∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω?
1. □ 2

(
e2 − 1

e2

)
2. □ e2+1

2

3. □ 1
2

(
e2 − 1

e2

)
4. □ 1

2

(
e− 1

e

)
5. □ nessuna delle precedenti
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Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.20. Sia f(x) = e−|x|.

(i) La funzione f appartiene a L1(R)? Se sì calcolarne la norma, se no
dimostrarlo.

(ii) Senza calcolare f̂ , stimare l’ordine di infinitesimo di f̂(ω) per ω → ±∞;
spiegare i dettagli.

(ii) Calcolare f̂ e verificare la risposta precedente.

tu

Esercizio 8.8.21. Sia f(t) = χ[0,1](t). L’integrale∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω
ha uno dei seguenti valori. Quale?

1. □ 1
2

2. □ 1

3. □ 2

4. □ 0

5. □ nessuno dei precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.8.22. (i) Sia χ la funzione caratteristica dell’intevallo
[
−1

2
,
1

2

]
.

Calcolare espicitamente χ ∗ χ.

(ii) Sia, per ogni c > 0,

fc(x) =
sin2(cπx)

c2π2x2
.

Sulla base di quanto fatto nel punto precedente ed usando la forma
esplicita di χ̂, per quali valori di c risulta f̂c(s) = 0 se |s| > 1

2
?
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Anticipiamo la nozione di Classe di Schwartz S che verrà presentata
nella Definizione 9.3.1: una funzione f ∈ L1(R) appartiene a S se è in
C∞(R) e se f e tutte le sue derivate tendono a zero all’infinito anche
quando moltiplicate per un qualsiasi polinomio. Con questa definizione,
per quali valori di c fc appartiene alla classe di Schwartz?

iii) Enunciare il teorema di Plancherel (isometria della trasformata di Fou-
rier) e, sulla base di quanto fatto nei punti precedenti, calcolare∫ +∞

−∞

sin4 x

x4
dx.

Svolgimento.

i) Sia h = χ ∗ χ, ovvero sia

h(x) =

∫ +∞

−∞
χ(x− t)χ(t) dt.

χ è pari, quindi h è pari. Infatti

h(−x) =
∫ +∞

−∞
χ(−x− t)χ(t) dt =

∫ +∞

−∞
χ(x+ t)χ(t) dt

=

∫ +∞

−∞
χ(x− t)χ(−t) dt =

∫ +∞

−∞
χ(x− t)χ(t) dt = h(x).

Studiamo allora solo ci� che succede per x ≥ 0. Poiché χ(t) è nulla se
|t| > 1

2
e vale 1 altrimenti, abbiamo

h(x) =

∫ 1
2

− 1
2

χ(x− t) dt.

χ(x− t) (vista come funzione di t) ha supporto
[
x− 1

2
, x+ 1

2

]
, ed ivi

vale 1. Vediamo quindi che, per calcolare h(x), dobbiamo distinguere
due casi: se x− 1

2
>

1

2
, ovvero se x > 1, il supporto di χ(x− t) non ha

punti in comune con l’insieme di integrazione. Pertanto h(x) è zero se
x > 1.
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Sia allora 0 ≤ x ≤ 1. Abbiamo

h(x) =

∫ 1
2

x− 1
2

χ(x− t) dt =

∫ 1
2

x− 1
2

dt =
1

2
− x+

1

2
= 1− x.

Usando il fatto che h è pari otteniamo, infine

h(x) =


1 + x, −1 < x ≤ 0

1− x, 0 < x < 1

0, |x| ≥ 1

.

Si noti che h è continua in ogni punto.

ii) Ricordiamo che la trasformata di Fourier di χ è

χ̂(ω) =
sin(πω)

πω
.

Notiamo quindi che

fc(x) =
sin2(cπx)

c2π2ω2
= (χ̂(cx))2 = χ̂(cx)χ̂(cx) = χ̂ ∗ χ(cx).

Notiamo che fc ∈ L1. Quindi χ̂ ∗ χ ∈ L1. Possiamo allora combinare
le proprietà

ĝ(c·)(ω) = 1

c
ĝ
(ω
c

)
e ̂̂g(x) = g(−x),
valide se g, ĝ ∈ L1 e se c > 0, per ottenere

f̂c(s) =
1

c
χ ∗ χ

(
−s
c

)
=



1

c

(
1− s

c

)
, −1 < −s

c
≤ 0

1

c

(
1 +

s

c

)
, 0 < −s

c
< 1,

0,
∣∣∣−s
c

∣∣∣ ≥ 1

=


1

c

(
1 +

s

c

)
, −c < s < 0

1

c

(
1− s

c

)
, 0 ≤ s < c

0, |s| ≥ c



758 CAPITOLO 8. TRASFORMATA DI FOURIER

.
Notiamo che f̂c è pari.
Abbiamo quindi f̂c(s) = 0 se |s| ≥ c. Affinché risulti f̂c(s) = 0 se
|s| > 1

2
deve essere c ≤ 1

2
.

La funzione fc non è nella classe di Schwartz per nessun c > 0. Infatti,
sebbene risulti fc ∈ C∞ per ogni c > 0, fc non va a zero pi� velocemente
di ogni polinomio. Infatti, ad esempio,

lim
|x|→+∞

x2fc(x)

non esiste.

iii) Il teorema di Plancherel asserisce che, se f ∈ L1 ∩ L2, allora f̂ ∈ L2 e

‖f‖2= ‖f̂‖2.

L’idea per calcolare ∫ +∞

−∞

sin4 x

x4
dx

è quindi riconoscere la funzione integranda come il quadrato di una
funzione di cui conosciamo la trasformata di Fourier e di cui sappiamo
calcolare la norma L2.
Sulla base dell’esercizio precedente, abbiamo

sin4 x

x4
=

∣∣∣∣sin2 x

x2

∣∣∣∣2 = ∣∣f1/π(x)∣∣2 .
Notiamo che fc ∈ L1 ∩ L2 per ogni c > 0. In particolare f1/π ∈
L1∩L2. Valgono quindi le ipotesi del teorema di Plancherel, e pertanto
otteniamo∫ +∞

−∞

sin4 x

x4
dx =

∫ +∞

−∞

∣∣f1/π(x)∣∣2 dx = ‖f1/π‖22= ‖f̂c‖22

=

∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂c(s)∣∣∣2 ds = 2

∫ −∞

0

|fc(s)|2 ds = 2

∫ 1
π

0

π2 (1− πs)2 ds
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= 2π

∫ 1

0

(1− t)2 dt = 2π

∫ 1

0

(
1 + t2 − 2t

)
dt

= 2π

[
t+

t3

3
− t2

]1
0

= 2π

(
1 +

1

3
− 1

)
=

2π

3
.

tu

Esercizio 8.8.23. Sia fn(x) = e−π(x−n)
2−2πixω. Per ogni α > 0 e ω ∈ R, quanto

vale limn→∞ n−α ∫∞
−∞ fn(x) dx? tu

Svolgimento. Come sempre, sia φ(x) = e−πx
2 la Gaussiana, e λnφ(x) =

e−π(x−n)
2 il suo traslato di passo n. Notiamo che

∫∞
−∞ e−π(x−n)

2−2πixω dx =

λ̂nφ(ω), ed il risultato, in base alla proprietà di traslazione della trasformata
di Fourier (Teorema 8.2.4 (v)) ed alla Proposizione 8.3.2, vale e−2πinωφ̂(ω) =
e−2πinωφ(ω). Pertanto

lim
n→∞

n−α
∫ ∞

−∞
fn(x) dx = e−πω

2

lim
n
n−αe−2πinω = 0

perché α > 0. Il lettore può verificare, tramite lo stesso argomento, che per
α = 0 il limite vale 1 se ω ∈ Z ed altrimenti non esiste, e per α < 0 il limite
diverge per ω ∈ Z ed oscilla, ma diverge in modulo, se ω /∈ Z.

Esercizio 8.8.24. Sia φ(x) = e−πx
2 per x ∈ R, e ψn = φ ∗ φ ∗ · · · ∗ φ (n volte).

1. Mostrare che ‖ψn‖L1(R) = 1.

2. Mostrare che ‖ψn‖L2(R) → 0.

3. Stabilire se ψ2n converge uniformemente.

Suggerimento: usare le proprietà della trasformata di Fourier di ψn. Per la
terza domanda, si osservi che f ∗ f ∗(0) = ‖f‖22, e si dimostri che, se f ⩾ 0,
allora maxx∈R |f ∗ f(x)| = maxx∈R〈f, λxf〉 = 〈f, f〉 = f ∗ f(0). tu

Esercizio 8.8.25. Si calcoli esplicitamente la funzione ψn = φ ∗ φ ∗ · · · ∗ φ (n
volte) del precedente Esercizio 8.8.24. tu
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Svolgimento. Si osservi che ψ̂n = φ̂n per la moltiplicatività della convoluzio-
ne sotto trasformata di Fourier (Teorema 8.5.1). Ma sappiamo che φ̂ = φ
(Proposizione 8.3.2). Quindi, come nella parte (ii) del successivo Esercizio
9.9.23, ψ̂n(x) = φn(x) = e−πnx

2
= φ(

√
nx). Allora, in base alla proprietà di

dilatazione della trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4 (iv)), si ha

ψn(x) =
1√
n
φ

(
x√
n

)
= frac1

√
n e−πx

2/n.

8.9 Varianti dei precedenti esercizi
Esercizio 8.9.1. Se la trasformata di Fourier di f(t) = 1

π(1+4t2)
è f̂(ω) =

1
2
e−π|ω| e se g(t) = 1

π(1+t2)
quale tra le seguenti funzioni è ĝ(ω)?

1. □ 1
2
e−π|ω|

2. □ 4e−
π
2
|ω|

3. □ e−2π|ω|

4. □ 1
4
e−

π
2
|ω|

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.2. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[0,2](ω) =

{
1 se ω ∈ [0, 2]
0 se ω /∈ [0, 2]

Per quali valori di α si ha che

(f ∗ e2πiαtf )̂ = 0?

1. □ α = 0

2. □ α < 1
2

3. □ |α| > 2
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4. □ |α| < 1

5. □ |α| > 1
2

6. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 8.9.3. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

sia
f̂(ω) = e−2π|ω|, la funzione ĝ(ω) = −4π2ω2e−2π|ω| è la trasformata di Fourier
della funzione:

1. □ g(t) = 2f(t)

2. □ g(t) = [f(t)]2

3. □ g(t) = f ′′(t)

4. □ g(t) =
√
f(t)

5. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.4. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

sia
f̂(ω) = e−2π|ω|, data g(t) = 1

1+ t2

9

, quale tra le seguenti funzioni è ĝ(ω)?

1. □ 3e−
2
3
π|ω|

2. □ 3e−6π|ω|

3. □ 1
3
e3−π|ω|

4. □ 9e−
2
9
π|ω|

5. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.5. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

sia
f̂(ω) = e−2π|ω|, la funzione ĝ(ω) = e−2π|ω−2| è la trasformata di Fourier della
funzione:
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1. □ g(t) = 1
π

1
1+(t−2)2

2. □ g(t) = 2
π

1

1+ t2

4

3. □ g(t) = e4πit

π(1+t2)

4. □ g(t) = 1
π2

1
(1+t2)2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 8.9.6. Sia g(t) = f(4t+ 1). Esprimere ĝ in termini di f̂ . tu

Esercizio 8.9.7. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = χ[−1,1](t)

sia f̂(ω) = 2 sin 2πω
πω

, e che la trasformata di Fourier di g(t) = e−2|t| sia ĝ =

(ω) 1√
2π

1
1+π2ω2 , la trasformata di Fourier di f̂ ∗ g(ω) è quale delle seguenti

funzioni?

1. □ 2
(
sin 2πω
πω

+ 1
1+π2ω2

)
2. □ 2

√
2π sin 2πω

πω

∫ +∞
−∞

dω
1+π2ω2

3. □ 2
√
2π sin 2π(ω−1)

π(ω−1)(1+π2ω2)

4. □
√
2π ω

sin 2πω
1

1+π2ω2

5. □ 2
√
2π 1

2π2ω
sin 2πω
1+π2ω2

6. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.8. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[−1/2,1/2](ω) =

{
1 se ω ∈ [−1/2, 1/2]
0 se ω /∈ [−1/2, 1/2]

Per quali valori di α si ha che

(f ∗ e2πiαtf )̂ = 0?
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1. □ α < 1
2

2. □ |α| > 1

3. □ α = 0

4. □ |α| > 1
2

5. □ |α| < 1

6. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.9. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

sia
f̂(ω) = e−2π|ω|, quale tra le seguenti funzioni è la trasformata di Fourier di
g(t) = 1

π
2t

(1+t2)2
?

1. □ − 2πe−2π|ω|

2. □ − 2πiωe−2π|ω|

3. □ e−2π|ω|

2πiω

4. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.10. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[0,1](ω) =

{
1 se ω ∈ [0, 1]
0 se ω /∈ [0, 1]

Per quali valori di α si ha che

(f ∗ e2πiαtf )̂ = 0?

1. □ |α| < 1
2

2. □ |α| > 1

3. □ |α| < 1

4. □ |α| > 2
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5. □ α = 0

6. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.11. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

è
f̂(ω) = e−2π|ω| la funzione ĝ(ω) = e−2π|ω+1| è la trasformata di Fourier della
funzione

1. □ g(t) = 1
π

1
1+(t+1)2

2. □ g(t) = e−2πit

π
1

1+t2

3. □ g(t) = 1
π2

1
(1+t2)2

4. □ g(t) = e2πit

π
1

1+t2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.12. Sia g(t) = f(3t+ 1). Esprimere ĝ in termini di f̂ . tu

Esercizio 8.9.13. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = χ[−1/2,1/2]

sia f̂(ω) = sinπω
πω

e che la trasformata di Fourier di g(t) = e−|t| sia ĝ(ω) =
2

1+4π2ω2 , la trasformata di Fourier di f̂ ∗ g(ω) è quale delle seguenti funzioni?

1. □ 2 sinπω
πω

∫ +∞
−∞

dω
1+4π2ω2

2. □ 2π sinπω
π(1+4π2ω2)

3. □2 ω
sinπω

1
(1+4π2ω2)

4. □
√
2π
(
sinπω
πω

+ 2
1+4π2ω2

)
5. □ 1

2π
sinπ(ω−1/2)

π(ω−1/2)(1+4π2ω2)

6. □ nessuna delle precedenti.

Motivare la risposta. tu



8.9. VARIANTI DEI PRECEDENTI ESERCIZI 765

Esercizio 8.9.14. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = χ[−1,1] sia
f̂(ω) = sin 2πω

πω
e che la trasformata di Fourier di g(t) = e−|t| sia ĝ(ω) 2

1+4π2ω2 ,
la trasformata di Fourier di f̂ ∗ g(ω) è quale delle seguenti funzioni?

1. □ 2
√
2π
(
sin 2πω
πω

+ 1
1+4π2ω2

)
2. □ 2

√
2π sin 2πω

πω

∫ +∞
−∞

dω
1+4π2ω2

3. □ 2
√
2π sin 2πω

πω(1+4π2ω2)

4. □ 2 sin 2π(ω−1)
π(ω−1)(1+4π2ω2)

5. □ 2
√
2π sin 2πω

πω
(1 + 4π2ω2)

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.15. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

sia f̂(ω) = e−2π|ω|, quale tra le seguenti funzioni è la trasformata di Fourier
di g(t) = 1

1+4t2
?

1. □ 1
2
e−π|ω|

2. □ 1
4
e−2π|ω|

3. □ 4e−
π
2
|ω|

4. □ 2e−4π|ω|

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.16. Sia g(t) = f(2t+ 1). Esprimere ĝ in termini di f̂ . tu

Esercizio 8.9.17. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[−1,1](ω) =

{
1 se ω ∈ [−1, 1]
0 se ω /∈ [−1, 1]

Per quali valori di α si ha che

(f ∗ e2πiαtf )̂ = 0?
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1. □ |α| > 2

2. □ α < 1
2

3. □ α = 0

4. □ |α| > 1

5. □ |α| > 1
2

6. □ nessuno dei precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.18. Assumendo che la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

sia f̂(ω) = e−2π|ω|, la funzione ĝ(ω) = −8π3iω3e−2π|ω| è la trasformata di
Fourier della funzione:

1. □ g(t) = [f(t)]3

2. □ g(t) = f ′′′(t)

3. □ g(t) = 3
√
f(t)

4. □ g(t) = 3f(t)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.19. Sia f(t) = χ[−1,2](t). Quanto vale∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω?
1. □ 1

2. □ 0

3. □ 3

4. □ 2

5. □ nessuna delle precedenti
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Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.20. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[0,1](ω) =

{
1 se ω ∈ [0, 1]
0 se ω /∈ [0, 1]

Per quali valori di α si ha che (f ∗ e2πiαtf )̂ = 0?

1. □ |α| > 1

2. □ |α| > 1
2

3. □ |α| < 1
2

4. □ |α| < 1

5. □ nessuno dei precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.21. Sia f(t) = χ[−1/2,1](t). Quanto vale∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω?
1. □ 1

2

2. □ 3
2

3. □ 1

4. □ 0

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.22. Se la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

è f̂(ω) = e−2π|ω|)

e la trasformata di Fourier di g(t) = χ[−1/2,1/2](t) è widehatg(ω) = sin(πω)
πω

,
allora quale tra le seguenti funzioni è f̂ ∗ g(ω)?

1. □ e−2π|ω| sin(πω)
πω
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2. □ e2π|ω| sin(πω)
πω

3. □ e−2π|ω| sinπ(ω−
1
2
)

π(ω− 1
2
)

4. □ e−2π|ω| + sin(πω)
πω

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.23. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[−1,1](ω) =

{
1 se ω ∈ [−1, 1]
0 se ω /∈ [−1, 1]

Per quali valori di α si ha che (f ∗ e2πiαtf )̂ = 0

1. □ |α| ⩽ 1

2. □ |α| > 2

3. □ |α| > 1

4. □ |α| ⩽ 2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.24. Se la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

è f̂(ω) = e−2π|ω|

allora la funzione ĝ(ω) = π2ω2e−2π|ω| è la trasformata di Fourier di quale delle
seguenti funzioni?

1. □ − 1
4
D2f

2. □ D2f

3. □ [f(t)]2

4. □ 2
√
f(t)

5. □ nessuna delle precedenti
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Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.25. Sia f(t) = 2χ[−1,2](t). Quanto vale∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω
1. □ 4

2. □ 1

3. □ 12

4. □ 0

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.26. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[−1,2](ω) =

{
1 se ω ∈ [−1, 2]
0 se ω /∈ [−1, 2]

Per quali valori di α si ha che (f ∗ e2πiαtf )̂ = 0

1. □ α = 0

2. □ |α| < 1

3. □ |α| < 3

4. □ |α| > 3

5. □ |α| > 2

6. □ nessuno dei precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.27. Se f̂ è nulla al di fuori dell’intervallo [−2, 2], per quali valori
di α si ha che (f ∗ e2πiαtf )̂ = 0?

1. □ α = 0
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2. □ |α| ⩽ 1
2

3. □ |α| ⩽ 1

4. □ |α| > 2

5. □ |α| > 1

6. □ |α| ⩾ 2

7. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.28. Se la trasformata di Fourier di f(t) = 1
π

1
1+t2

è f̂(ω) = e−2π|ω|,
allora la funzione ĝ(ω) = π4ω4e−2π|ω| è la trasformata di Fourier di quale delle
seguenti funzioni?

1. □ 1
16
f (iv)(t)

2. □ f (iv)(t)

3. □ [f(t)]4

4. □ 4
√
f(t)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.29. Sia f una funzione la cui trasformata di Fourier è

f̂(ω) = χ[0,1](ω) =

{
1 se ω ∈ [0, 1]
0 se ω /∈ [0, 1]

Per quali valori di α si ha che (f ∗ e2πiαtf )̂ = 0

1. □ α = 0

2. □ |α| ⩽ 1

3. □ |α| > 2

4. □ |α| > 1
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5. □ |α| ⩾ 2

6. □ nessuno dei precedenti.

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.30. Sia f(t) = χ[0, 1
2
](t). L’integrale∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω
ha uno dei seguenti valori. Quale?

1. □ 1
2

2. □ 1

3. □ 2

4. □ 0

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 8.9.31. Sia f(t) = χ[− 1
2
, 1
2
](t). L’integrale∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω
ha uno dei seguenti valori. Quale?

1. □ 1
2

2. □ 1

3. □ 2

4. □ 0

5. □ nessuno dei precedenti

Motivare la risposta. tu
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Esercizio 8.9.32. Sia f(t) = χ[−1,1](t). L’integrale∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω
ha uno dei seguenti valori. Quale?

1. □ 1
2

2. □ 1

3. □ 2

4. □ 0

5. □ nessuno dei precedenti

Motivare la risposta. tu



Capitolo 9

Classe di Schwartz e
trasformata di Fourier

In questo capitolo introduciamo e studiamo uno spazio assai ristretto di fun-
zioni molto regolari su R, con proprietà di convergenza estremamente forti.
Questo spazio, divenuto di impiego comune dopo che Laurent Schwartz nel
1951 lo utilizzò per sviluppare la teoria delle distribuzioni (che vedremo in
seguito nella Parte III), si chiama la classe di Schwartz, ovvero anche la classe
di funzioni a decrescenza rapida.

9.1 Convergenza indotta da famiglie di semi-
norme

La seguente nozione è stata già introdotta in un contesto più generale (De-
finizione 3.5.1):

Definizione 9.1.1. Dato uno spazio vettoriale V si dice che una funzione
p : V → R è una seminorma se

(i) p(v) ⩾ 0 ∀v ∈ V

(ii) p(v1 + v2) ⩽ p(v1) + p(v2) ∀v1, v2 ∈ V

(iii) p(αv) = |α|p(v) ∀v ∈ V, ∀α ∈ R.

Una seminorma non è in generale una norma, perché non richiediamo che si
abbia p(v) = 0 ⇒ v = 0.

773
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Nonostante il fatto che una seminorma non sia una norma, se V è mu-
nito di una famiglia di seminorme possiamo introdurre su V una nozione di
convergenza simile a quella usata per gli spazi normati (veramente, piuttosto
più simile a quella degli spazi metrici: si veda fra poche righe la Nota 9.1.3).
In effetti, abbiamo già introdotto una nozione di convergenza nel caso di
famiglie di seminorme nella Nota 3.19.2, che riassumiamo qui di seguito:

Definizione 9.1.2. Sia {pn}n∈N una famiglia al più numerabile di seminorme
sullo spazio vettoriale V e {vj}j∈N una successione di vettori in V . Su V viene
indotta dalle seminorme pn la seguente nozione di convergenza:

lim
j→∞

vj = v

se per ogni seminorma pn si ha

lim
j→∞

pn(vj − v) = 0

cioè se per ogni ε > 0 esiste j0 ∈ N, j0 = j0(ε, n), tale che, se j > j0, si ha
pn(vj − v) < ε.

Nota 9.1.3. Questa topologia indotta sullo spazio vettoriale V dalla famiglia
numerabile di seminorme pn della precedente Definizione 9.1.2 rende V uno
spazio metrico invariante per traslazione, ossia uno spazio vettoriale topolo-
gico (Definizione 3.1.1) la cui topologia è indotta da una metrica invariante
per traslazione. Infatti, si ottiene una distanza d su V nel modo seguente:

d(x, y) =
∞∑
n=1

2−n
p(x− y)

1 + p(x− y)
.

Ovviamente questa serie è convergente perché la funzione h(t) = t/(1+ t) ha
valori fra 0 e 1 per t ⩾ 0, e quindi i termini della serie, 2−nh(p(x− y)), sono
maggiorati da 2−n. L’unica proprietà di d che non è ovvia è la disuguaglianza
triangolare, per dimostrare la quale occorre osservare che la funzione h è
concava nella semiretta {t ⩾ 0}, e quindi sublineare: h(u+ v) ⩽ h(u) + h(v)
(la disuguaglianza è stretta se u, v > 0, ma non ci serve). Da questo segue
che d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y) per ogni x, y, z ∈ V . tu

Definizione 9.1.4. Assumeremo sempre che la famiglia di seminorme sia
separante, ossia che, per ogni x 6= y ∈ V , esista una seminferma pn tale che



9.1. CONVERGENZA RISPETTO A FAMIGLIE DI SEMINORME 775

pn(x−y) 6= 0, ossia che per ogni v 6= 0 ∈ V si abbia pn(v) 6= 0 per qualche n.
Se così non è, la topologia indotta dalla famiglia di seminorme non separa v
da 0, ossia d(v, 0) = 0. In tal caso la topologia non soddisfa la proprietà T0
(Nota 1.10.11), ossia i punti non sono chiusi. Questo può avvenire anche in
uno spazio normato: ad esempio, lo spazio di tutte le funzioni la cui norma
Lp è finita contiene funzioni non nulli la cui norma è zero: tutte le funzioni
nella classe di equivalenza di Lebesgue della funzione identicamente nulla.
Per questo motivo abbiamo ridefinito Lp come spazio di classi di equivalenza
di Lebesgue di funzioni e non come spazio di funzioni (Nota 1.16.12).

Nota 9.1.5. Nonostante la definizione di convergenza rispetto ad una famiglia
di seminorme sia simile a quella che vale per uno spazio normato, si tenga
presente che molti spazi la cui topologia è indotta da una famigli numerabile
di seminorme, o persino di norme, non sono spazi normati, ovvero la loro
topologia non è equivalente a quella indotta da un’unica norma: si vedano
esempi nella Sezione 3.22.
Rammentiamo inoltre quanto già visto in alcune osservazioni illustrate nella
Nota 3.19.2, che qui richiamiamo: chiamiamo aperti di base locale, come si
dice in Topologia, una famiglia di aperti elementari che insieme ai loro traslati
descrivono la topologia (o meglio, da cui si generano tramite l’operazione di
unione tutti gli altri aperti: si veda la Definizione 1.10.1). Nel caso di uno
spazio la cui topologia è ottenuta da una famiglia numerabile di seminorme,
essi sono generati in questo modo: non basta considerare le palle On(ε) ≡
{v : pn(v) < ε}, bisogna invece prendere le intersezioni finite

On1,..., nk
(ε) := On1(ε) ∩ · · · ∩ Onk

(ε)

= {pn1(vj − v) < ε, pn2(vj − v) < ε, . . . , pnk
(vj − v) < ε} .

Infatti, si consideri il caso dello spazio bidimensionale R2 (o C2) munito
delle due seminorme pi(x1, x2) = |xi| (qui i = 1, 2). Le palle rispetto a
ciascuna seminorma sono illimitate (sono strisce aperte centrate su uno dei
due assi coordinati). Invece l’intersezione delle palle indotte da ciascuna delle
seminorme consiste di rettangoli aperti centrati nell’origine: questi rettangoli
sono inclusi in sfere euclidee e viceversa, quindi ogni aperto usuale è una
opportuna unione di essi.
Si noti che occorre limitare l’attenzione ad intersezioni finite di palle: in
generale le intersezioni infinite non danno luogo ad aperti.Infatti, ad esempio,
l’intersezione infinita K = ∩n∈NOn(ε) non è un aperto in V , perché contiene
v ma esiste una successione vj ∈ V tale che vj → v e vj non appartiene
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definitivamente a K. Infatti, segue dal fatto che la famiglia di seminorme
è separante il fatto che per ogni n esiste vn ∈ ∩j⩽nOj(ε) ma vn /∈ On+1(ε),
quindi nessun vn appartiene a K. tu

Esempio 9.1.6. Gli spazi C∞(K) e C∞(R). Sia K ⊂ R un intervallo
chiuso e limitato. Lo spazio C∞(K) consiste delle funzioni derivabili infinite
volte su K. Ovviamente ogni derivata, essendo a sua volta derivabile, è
continua suK e quindi è limitata per il Teorema di Weierstrass sulla esistenza
dei massimi e dei minimi delle funzioni continue sui compatti (si veda [19,
Cap. 16 (Appendice)]). Introduciamo su C∞(K) le seguenti seminorme: per
ogni n ∈ N,

rn(f) = ‖Dnf‖∞ .

Allora, se fj, f ∈ C∞(K), poniamo

lim
j→∞

fj = f

se e solo se per ogni ε > 0, per ogni n1, n2, . . . , nk esiste j0 ∈ N tale che, per
ogni j > j0, si ha fj − f ∈ On1,..., nk

(ε), ossia

rn1(fj − f) < ε, rn2(fj − f) < ε, . . . , rnk
(fj − f) < ε.

La stessa nozione di convergenza può essere espressa mediante la famiglia
numerabile delle seguenti norme:

pn(f) = max
0⩽j⩽n

‖Djf‖∞ .

Queste pn sono norme perché, se pn(f) = 0, allora in particolare ‖f‖∞ = 0 e
quindi f = 0.
Osserviamo che pm(f) ⩽ pn(f) se m < n. Allora, se fj, f ∈ C∞(K), si ha

lim
j→∞

fj = f

se e solo se per ogni ε > 0 e per ogni n1 < n2 < · · · < nk , esiste j0 ∈ N tale
che, per ogni j > j0,

pn1(fj − f), pn2(fj − f), . . . , pnk
(fj − f) < ε.

Ma in questo caso l’ultima norma, pnk
, è maggiore delle altre, e quindi basta

richiedere pnk
(fj − f) < ε.

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Teorema_Weierstrass_max_e_min_su_compatti
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Osserviamo che si può scegliere in C∞(K) una seconda famiglia di norme che
produce la stessa nozione di convergenza, come segue:

qn(f) =
n∑
i=0

‖Dif‖∞ .

Le norme qn sono quasi equivalenti alle pn, nel senso che, per n ∈ N,
pn ⩽ qn ⩽ npn

(la verifica è ovvia).
La convergenza in C∞(K), espressa in termini delle norme qn, diventa:

lim
j→∞

fj = f

se per ogni n ∈ N

lim
j→∞

n∑
i=0

‖Di(fj − f)‖∞ = 0 .

Infine, la nozione di convergenza nello spazio C∞(R) è data dalla famiglia
numerabile di seminorme

pN(f) := max{|Dm(f)|(x) : |x| ⩽ N, 0 ⩽ m ⩽ N}
con N ∈ N. Con la topologia indotta da questa famiglia di seminorme,
C∞(R) è uno spazio metrico completo localmente convesso (ogni suo elemento
ha un intorno aperto convesso), ovvero, come si suol dire, uno spazio di
Fréchet (Definizione 3.1.1). Questo spazio contiene come sottospazi chiusi
(muniti delle loro rispettive topologie) tutti gli spazi delle funzioni C∞ con
supporto in un dato compatto K, per ogni tale K.

Gli spazi C∞(K) e C∞(R) sono esempi di spazi vettoriali topologici la cui
topologia è indotta da una famiglia numerabile di norme, ma non può essere
indotta da un’unica norma (si veda la dimostrazione nel Corollario 3.22.2).

tu

9.2 Continuità di operatori e funzionali linea-
ri su spazi con famiglie numerabili di se-
minorme

Qui estendiamo la Proposizione 4.6.3 all’ambito degli spazi vettoriali nei quali
la convergenza è data da una famiglia numerabile di seminorme.
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Proposizione 9.2.1. Sia V uno spazio vettoriale in cui la nozione di conver-
genza è indotta da una famiglia di seminorme pn nel senso della Definizione
9.1.2. Un operatore lineare T : V 7→ V è continuo se e solo se vale la
condizione seguente:
per ogni n ∈ N esistono una famiglia finita n1, . . . , nk ∈ N e una costante
Cn tali che, per ogni v ∈ V ,

pn(Tv) < Cn

k∑
i=1

pni
(v)

(o equivalentemente, con una nuova costante C ′
n =

√
kCn, si ha pn(Tv) <

C ′
nmaxki=1 pni

(v)). Ancor più in generale, se W è un altro spazio munito di
seminorme qn, l’operatore lineare T : V 7→ W è continuo se e solo se vale la
condizione seguente:
per ogni n ∈ N esistono una famiglia finita n1, . . . , nk ∈ N e una costante Cn
tali che, per ogni v ∈ V ,

qn(Tv) < Cn

k∑
i=1

pni
(v).

In particolare, se per qualche n,m si ha qn(Tv) < Cpn(v), allora T : V 7→ W
è continuo.

Dimostrazione. È ovvio che la condizione è sufficiente: proviamolo conside-
rando direttamente il caso generale T : V 7→ W .
Se v → v0 allora pm(v − v0) → 0 per ogni m, quindi

qn(Tv − Tv0) < Cn

k∑
i=1

pni
(v − v0) → 0 per ogni n.

Perciò Tv → Tv0. Questo argomento (per la sola condizione sufficiente) vale
anche se si assume la disuguaglianza rispetto ad una sola seminorma.
Per vedere che la condizione è necessaria, osserviamo che, dal momento che
l’operatore è lineare, a meno di traslazione basta dimostrare che è continuo
all’origine (si veda l’Esercizio ??). A questo scopo occorre far vedere che essa
mostra che la controimmagine di un aperto della base locale all’origine in W
deve contenere un intorno aperto di base all’origine in V . Per questo, basta
reinterpretare la disuguaglianza pn(Tv) < C ′

nmaxki=1 pni
(v). Essa significa



9.3. CLASSE DI SCHWARTZ 779

che, per ogni ε > 0 esiste un intorno di base dell’origine On1,..., nk
(ε) ⊂ V tale

che, per ogni v in questo intorno, pn(Tv) < C ′
nε, ossia pn(Tv) appartiene ad

una preassegnata palla aperta in W di centro l’origine e raggio C ′
nε, e quindi

proprio che la controimmagine sotto T di una palla aperta in W contiene un
aperto di base in V . Per una spiegazione lievemente più dettagliata si veda
la Nota 3.19.2. tu

In particolare questo risultato si applica a funzionali lineari continui:

Corollario 9.2.2. Se la nozione di convergenza nello spazio V è determinata
da una famiglia numerabile di seminorme pn, un funzionale lineare F su V
è continuo se e solo se esistono n1, . . . , nk ∈ N e una costante C tali che,
per ogni v ∈ V ,

|F (v)| < C

k∑
i=1

pni
(v).

In particolare, se il funzionale verifica |F (v)| < Cpn(v) per una seminorma
pn e per qualche costante C > 0, allora è continuo.

9.3 La classe di Schwartz
Definizione 9.3.1. La classe di Schwartz è lo spazio vettoriale di tutte le
funzioni f : R 7→ C derivabili infinite volte e a decrescenza rapida, cioè che
tendono a zero all’infinito con tutte le loro derivate a velocità superiore a
1

p(x)
, dove p è un qualsiasi polinomio:

S =

{
f : R 7→ C : f ∈ C∞(R) e, per ogni k, l ∈ N, lim

x→±∞
xkDlf(x) = 0

}
Nota 9.3.2. S è contenuto in L1(R). Questa è una conseguenza ovvia della
decrescenza rapida. Infatti, ricordando che l’integrale∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx

è convergente, notiamo che se f ∈ S, allora la funzione derivabile (1 +
x2)|f(x)| tende a zero all’infinito e quindi ha massimo finito. Perciò

sup
x∈R

(1 + x2)|f(x)| = C <∞
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e quindi∫ ∞

−∞
|f(x)| dx =

∫ ∞

−∞

(
1 + x2

) |f(x)|
1 + x2

dx ⩽ C

∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx <∞ .

tu

Nota 9.3.3. Per ogni coppia k, l ∈ N la funzione

pkl : S 7→ R+ ∪ {0}

definita da
pkl(f) = sup

x∈R

(
1 + |x|k

)
|Dlf(x)|

è una seminorma, nel senso della Definizione 9.1.1. Inoltre p00 è una norma
(la norma uniforme) e così anche pk0 per ogni k ∈ N.
(Vedremo nella successiva Nota 9.3.5 che, in S, tutte queste seminorme in
realtà sono norme). tu

Proposizione 9.3.4.

S = {f : R 7→ C : f ∈ C∞(R), e pkl(f) <∞ per ogni k, l ∈ N} .

Dimostrazione. Sia pkl(f) <∞ e poniamo C = pkl(f). Allora per ogni x ∈ R
si ha |Dlf(x)| < C/

(
1 + |x|k

)
; quindi Dlf tende a zero all’infinito almeno

altrettanto rapidamente di 1
Qk(x)

dove Qk è un qualsiasi polinomio di grado k
e quindi più rapidamente di 1

Qk−1(x)
. Ne segue che, se pkl < ∞ per ogni k, l,

allora f ∈ S. Il viceversa è evidente, perché se una funzione infinitamente
derivabile f è tale che xkDlf(x) tende a zero all’infinito con tutte le derivate,
come succede a ogni f ∈ S, allora |xkDlf(x)| deve avere un punto di massimo
e quindi un valore massimo finito. tu

Nota 9.3.5. Quando ristrette a S tutte le seminorme pkl sono norme. Infatti,
siccome 1 + |x|k 6= 0 per ogni x ∈ R, se pkl(f) = 0 si deve avere Dlf(x) ≡ 0.
Per l = 0 questo significa che f ≡ 0 e quindi pk0 è una norma come già
osservato. Se pk1(f) = 0 allora Df ≡ 0 e quindi f ha per grafico una retta.
Allora, poiché f tende a zero all’infinito, deve essere f ≡ 0. Quindi, su S, pk1
è una norma. Nello stesso modo si vede che pkl(f) := ‖(1 + |x|k)Dlf‖∞ = 0
implica che Dlf ≡ 0, perché 1 + |x|k 6= 0, pertanto f è un polinomio: allora
f tende a zero all’infinito se e solo se f ≡ 0, e quindi pkl|S è una norma.
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Qui abbiamo usato il fatto che 1 + |x|k non si annulla mai: è proprio per
questo scopo che abbiamo definito le seminorme pkl con il fattore 1 + |x|k
anziché |x|k. (In realtà la scelta di inserire l’addendo 1 è molto conveniente
anche per un altro motivo: ci permette di dividere dentro la seminorma per
il fattore mai nullo 1+ |x|k, ad esempio quando ci servono disuguaglianze del
tipo |Dlf(x)| ⩽ pkl(f)/(1+ |x|k). Avremo spesso bisogno di queste divisioni:
si veda ad esempio la dimostrazione del prossimo Teorema di completezza
9.4.3, e poi del Lemma 9.6.2 e del Corollario 9.7.5).
Se invece avessimo scelto le seminorme

qkl(f) = sup
x∈R

|x|k|Dlf(x)| ,

che si annullano per ogni f solo per x = 0, lo stesso ragionamento avrebbe
provato che Dlf(x) = 0 per ogni x 6= 0, e quindi, grazie alla continuità di
Dlf , avremmo raggiunto la stessa conclusione, Dlf ≡ 0. In effetti, avremmo
ottenuto la stessa classe di Schwartz partendo dalle seminorme qkl invece che
dalle pkl. Per provarlo, basta osservare che qkl < pkl ⩽ q0l + qkl, e quindi il
fatto che una di queste due famiglie di seminorme di f sia finita implica che
sia finita l’altra. tu

Esempio 9.3.6. La Gaussiana φ(x) = e−πx
2 introdotta in Sezione 8.3 appar-

tiene a S. Più semplicemente, la funzione ψ(x) = e−x
2 è in S. Infatti

ψ ∈ C∞(R), limx→±∞ ψ(x) = 0 e per ogni polinomio P si ha

lim
x→±∞

P (x)e−x
2

= 0

perché l’esponenziale tende a zero più velocemente di 1
P (x)

per qualunque
polinomio P (Sezione 1.1). Perciò si ha

ψ′(x) = −2xe−x
2 → 0 per x→ ±∞

ψ′′(x) = −2xe−x
2

+ 4x2e−x
2

= (4x2 − 2x)e−x
2 → 0 per x→ ±∞

e più in generale per ogni l esiste un polinomio Q tale che

Dlψ(x) = Q(x)ψ(x),

per induzione su l. Perciò

lim
x→±∞

Dlψ(x) = 0
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e, più in generale,
lim

x→±∞
R(x)Dlψ(x) = 0

per ogni polinomio R. tu

9.4 Completezza della classe di Schwartz
Abbiamo munito la classe di Schwartz non di una norma, ma di una famiglia
numerabile di seminorme. Sappiamo che, se uno spazio vettoriale V è norma-
to, la norma induce una distanza (o metrica) invariante d nel modo seguente:
per ogni x, y ∈ V , d(x, y) ≡ ‖x−y‖ ((1.4) e (1.5)). Per comodità del lettore,
ripetiamo la definizione di metrica invariante su uno spazio vettoriale.

Definizione 9.4.1. Sia V uno spazio vettoriale. Una funzione d : V × V 7→
R+∪0 si chiama unametrica invariante se verifica le proprietà di una metrica,
cioè

• d(x, y) = 0 se e solo se x = y

• d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, x) per ogni x, y, z (disuguaglianza triangolare)

e se inoltre è invariante per traslazione: d(x− z, y − z) = d(x, y) per ogni x,
y, z.

Nonostante il fatto che lo spazio S non sia normato, esso è munito di una
metrica invariante, come abbiamo visto nella Nota 9.1.3, che riprendiamo più
in generale nella prossima osservazione.
Nota 9.4.2. In uno spazio vettoriale munito di una famiglia numerabile di
seminorme pi, i ∈ N, per ogni successione in `1 di numeri positivi ci tali che
C :=

∑∞
i=0 ci <∞ la funzione

d(x, y) =
∞∑
i=0

cipi(x− y)

1 + pi(x− y)

è una metrica invariante. Più in generale, per ogni successione ci → 0+, la
funzione

d(x, y) = max
i=∈N

cipi(x− y)

1 + pi(x− y)
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è una metrica invariante. L’invarianza per traslazione è ovvia perché il se-
condo membro dipende solo da x−y; la disuguaglianza triangolare segue dal
fatto che il secondo membro coinvolge la quantità f(pi(x − y)), dove f è la
funzione sublineare

f(t) =
t

1 + t

introdotta nella Nota 9.1.3.
È facile vedere che le palle con centro l’origine di questa metrica formano
una base locale per la topologia indotta dalle seminorme, e viceversa, una
base locale di quella topologia forma una base locale della topologia indotta
dalla metrica [25, Chapter 1, Section 38]. Quindi la nozione di convergenza
data dalla famiglia di seminorme è equivalente alla convergenza indotta da
questa metrica.
Si noti anche che, se {pi(xj)}j∈N è di Cauchy per ogni i, ossia pi(xj−xk) < ε
per j, k abbastanza grandi, allora anche d(xj − xk) <

∑∞
i=0 ciε = Cε per

questi j, k, e viceversa se {d(xj)} è di Cauchy, allora {pi(xj)}j∈N è di Cauchy,
perché pi(xj−xk) < d(xj−xk)

ci−d(xj−xk)
. Quindi una successione è di Cauchy rispetto

alla metrica se e solo se lo è rispetto a tutte le seminorme. tu

Ora dimostriamo una importante proprietà della convergenza in S.

Teorema 9.4.3. (Completezza di S.) La classe di Schwartz è uno spazio
completo: se una successione {fi} ∈ S è di Cauchy, cioè se per ogni semi-
norma pkl, k, l ∈ N, la successione numerica {pkl(fi)}i∈N è di Cauchy, allora
fi converge nel senso di S ad una funzione f in S.

Dimostrazione. L’ipotesi dice che, per ogni k, l, la successione di funzioni
limitate {uk,l,i} ≡

(
1 + |x|k

)
Dlfi(x) è uniformemente convergente: chiamia-

mo hkl il suo limite uniforme, che ovviamente è una funzione limitata, perché
la convergenza uniforme preserva la limitatezza (Teorema 1.3.13). Scriviamo

hkl =
(
1 + |x|k

)
g0l(x) .

Allora tutte le hkl, ed a maggior ragione g0l, sono limitate, e, poiché
(
1 + |x|k

)
>

1, per ogni l le derivate Dlfi convergono uniformemente a g0l: infatti,

∥∥Dlfi − g0l
∥∥
∞ = sup

x∈R

1

1 + |x|k
|uk,l,i(x)− hkl| ⩽ ‖uk,l,i − hkl‖∞ −−−→

i→∞
0 .
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Abbiamo visto che la funzione g00 = h00 è il limite uniforme delle fi, e g0l è
il limite uniforme delle corrispondenti derivate Dlfi: allora, per il Teorema
di Derivazione delle successioni di funzioni uniformemente convergenti con le
derivate (Teorema 1.3.19) si ha g0l = Dlg00 per ogni l. Ora, moltiplicando
per

(
1 + |x|k

)
ed osservando che g00 = h00 otteniamo

hkl =
(
1 + |x|k

)
g0l(x) = (1 + |x|)kDlg00(x) = (1 + |x|)kDlh00(x).

Poiché hkl è limitata, l’ultima identità prova che h00 appartiene a S. Inoltre le
funzioni

(
1 + |x|k

)
Dlfi(x) convergono uniformemente a

(
1 + |x|k

)
Dlh00(x)

per ogni k, l, perché

(
1 + |x|k

)
Dlfi(x) ⇒ hkl =

(
1 + |x|k

)
g0l =

(
1 + |x|k

)
Dlg00 =

(
1 + |x|k

)
Dlh00 .

Questo equivale a dire che fi → h00 nel senso di S. tu

9.5 Esempi di operatori lineari continui sulla
classe di Schwartz

Anzitutto, notiamo che c’è un esempio facile di operatore continuo sulla classe
di Schwartz:

Esercizio 9.5.1. L’operatore di traslazione sulla classe di Schwartz S definito
da

(λxf)(t) = f(t− x), per ogni f ∈ S

è continuo da S in S.
Svolgimento: premettiamo che, in base al Teorema del Binomio di Newton
(Sezione 1.1), per ogni t, x ∈ R, k ∈ N abbiamo

|t+ x|k ⩽
k∑

m=0

(
k

m

)
|x|k−m|t|m .
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Da questo e dal fatto che derivate e traslazioni commutano si ottiene

pkl(λxf) = sup
t∈R

(1 + |t|k)|Dl
t(λxf)(t)| = sup

t∈R
(1 + |t|k)λx|Dlf(t)|

= sup
t∈R

(1 + |t|k)|(Dlf)(t− x)| = sup
t∈R

(1 + |t+ x|k)|Dlf(t)|

⩽ sup
t∈R

(
1 +

k∑
m=0

(
k

m

)
|x|k−m|t|m

)
|Dlf(t)|

⩽ sup
t∈R

k∑
m=0

(
k

m

)
|x|k−m(1 + |t|m)|Dlf(t)| .

Quindi

pkl(λxf) = sup
t
{(1 + |t|k)|Dl

t(λxf)(t)|} ⩽
k∑

m=0

(
k

m

)
|x|k−mpml(f) .

tu

Consideriamo ora i seguenti altri tre esempi meno banali: la derivata
l-esima; la moltiplicazione per una funzione data; la trasformata di Fourier.

Per il secondo esempio, però, occorre che la funzione usata per moltipli-
care non cresca troppo rapidamente: ad esempio ψ(x) = e−x

2 ∈ S, ma 1 /∈ S
(non tende a zero all’infinito) e quindi se h(x) = 1

ψ(x)
si ha h(x)ψ(x) = 1 /∈ S.

Definizione 9.5.2. Una funzione h su R è a crescita polinomiale con tutte
le sue derivate se h ∈ C∞(R) e per ogni l esistono un intero k = k(l) e una
costante C = Cl tali che

|Dlh(x)| ⩽ C
(
1 + |x|k(l)

)
∀x ∈ R .

Questo evidentemente equivale al fatto che che ciascuna derivata sia mag-
giorata asintoticamente da un polinomio sia per x→ ∞ sia per x→ −∞).

Una funzione h su R è localmente integrabile ed a crescita polinomiale se
h è misurabile, l’integrale di h su ogni compatto è finito, e per ogni l esistono
un intero k = k(l), un compatto K ed una costante C = Cl tali che

|Dlh(x)| ⩽ C
(
1 + |x|k(l)

)
∀x ∈ R \K .

Si noti che una funzione localmente integrabile a crescita polinomiale può
avere singolatità al finito, ossia asintoti verticali.
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Ora possiamo presentare gli esempi.

Esempio 9.5.3. Per ogni intero l l’operatore di derivata l-esima Dl manda S
in S ed è iniettivo e continuo. tu

Esempio 9.5.4. Sia h a crescita polinomiale con tutte le sue derivate. Allora
l’operatore M definito da Mhf(x) = h(x)f(x) per ogni x ∈ R manda S in
S ed è continuo. Viceversa, se h cresce a velocità esponenziale, allora esiste
f ∈ S tale che hf /∈ S. tu

Esempio 9.5.5. Sia F l’operatore di trasformazione di Fourier, definito su
L1(R) da

Ff(s) = f̂(s) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πist dt.

Allora F manda S in S in maniera iniettiva e surgettiva ed è continuo su S.
tu

Di questi tre esempi il primo è il più facile da dimostrare e lo facciamo
qui. Agli altri due dedichiamo le prossime due sezioni.
Svolgimento dell’Esempio 9.5.3. Per tutti gli interi j, k, l si ha

pkl
(
Djf

)
= sup

x

(
1 + |x|k

)
|DlDjf(x)| = pk,l+j(f).

Perciò Dj è continuo su S in base alla Proposizione 9.2.1. Per dimostrare
che Dj è iniettivo e surgettivo su S, basta dimostrarlo nel caso j = 1 e poi
procedere con un ovvio argomento induttivo (che tralasciamo). L’operatore
D è iniettivo perché se due funzioni f , g in S verificano f ′ ≡ g′, allora f − g
è costante: ma poiché tendono entrambe a zero all’infinito, la costante deve
essere zero e f = g. tu

9.6 Moltiplicazione per funzioni a crescita po-
linomiale con tutte le derivate

In questa Sezione sviluppiamo e dimostriamo l’Esempio 9.5.4. A questo scopo
abbiamo bisogno di due premesse.
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Lemma 9.6.1. Se f, h sono due funzioni derivabili l volte, allora

Dl(hf) =
l∑

j=0

(
l

j

)
DjhDl−jf

dove
(
l
j

)
è il simbolo combinatorio

(
l
j

)
= l!

j!(l−j)! .

Dimostrazione. La dimostrazione è la stessa del Teorema del binomio di
Newton,

(a+ b)l =
l∑

j=0

(
l

j

)
ajbl−j

e si fa per induzione su l (si veda [19, Cap. 1 (Appendice)])). tu

Lemma 9.6.2. Per tutti gli interi m,n esiste C = C(m,n) tale che

(1 + |x|m) (1 + |x|n) ⩽ C
(
1 + |x|m+n

)
.

Ad esempio, la disuguaglianza vale per C = 4.

Dimostrazione. L’argomento della dimostrazione è una versione quantitativa
dell’idea esposta alla fine della Nota 3.20.5, ma ora la rivediamo in dettaglio.
Dimostriamo prima la disuguaglianza per |x| ⩾ 1. Supponiamo che il più
grande dei due interi sia n. Allora se |x| ⩾ 1 si ha |x|m ⩽ |x|n ⩽ |x|m+n e
quindi

(1 + |x|m) (1 + |x|n) = 1+|x|m+|x|n+|x|m+n ⩽ 1+3|x|m+n < 3
(
1 + |x|m+n

)
.

Quindi la disuguaglianza da dimostrare vale per C ⩾ 3. Ora consideriamo
il dominio −1 ⩽ x ⩽ 1. L’immagine della funzione 1 + |x|m in [−1, 1] è
l’intervallo [1, 2] perché 0 ⩽ |x|m ⩽ 1 se |x| ⩽ 1 (la funzione x → xm è
crescente per x ⩾ 0). Analogamente i valori di 1 + |x|n sono nell’intervallo
[1, 2]. Quindi i valori di (1 + |x|m) (1 + |x|n) sono nell’intervallo [1, 4]. D’altra
parte 1 + |x|m+n ⩾ 1. Quindi se |x| < 1 si ha

(1 + |x|m) (1 + |x|n) ⩽ 4 ⩽ 4
(
1 + |x|m+n

)
.

Perciò in questo caso la disuguaglianza vale per C = 4. tu

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.assiomainduzione
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Dimostrazione dell’Esempio 9.5.4. Poiché h è a crescita polinomiale con tutte
le derivate, con la notazione della Definizione 9.5.2 per ogni intero j abbiamo
un intero k = k(j) e una costante Cj > 0 (che dipendono dalla scelta di h)
tali che ∣∣Djh(x)

∣∣ ⩽ Cj

(
1 + |x|k(j)

)
per ogni x ∈ R . (9.1)

In base alla Proposizione 9.2.1, per dimostrare l’Esempio 9.5.4 basta provare
che, per tutti gli interi k, l, esiste A > 0 tale che, per ogni f ∈ S,

pkl(hf) ⩽ A
l∑

j=0

pk+k(j), l−j(f) (9.2)

(qui la costante A, naturalmente, dipende da k e l ma non da f).
Proviamo la disuguaglianza (9.2). Sia B = max

{(
l
j

)
: 0 ⩽ j ⩽ l

}
. Allora,

per il Lemma 9.6.1 e per (9.1),

|Dl (hf) (x)| ⩽ B
l∑

j=0

|Djh(x)||Dl−jf(x)|

= B
l∑

j=0

|Djh(x)|
1 + |x|k(j)

(
1 + |x|k(j)

) ∣∣Dl−jf(x)
∣∣

⩽ B
l∑

j=0

Cj
(
1 + |x|k(j)

) ∣∣Dl−jf(x)
∣∣ .

Scriviamo K = max {Cj : 0 ⩽ j ⩽ l}. Dalla disuguaglianza precedente e dal
Lemma 9.6.2 si ha, per ogni x ∈ R,

(
1 + |x|k

) ∣∣Dl(hf)(x)
∣∣ ⩽ BK

l∑
j=0

(
1 + |x|k

) (
1 + |x|k(j)

) ∣∣Dl−j(f)
∣∣

⩽ 4BK
l∑

j=0

(
1 + |x|k+k(j)

) ∣∣Dl−j(f)
∣∣

e quindi

pkl(hf) ⩽ C
l∑

j=0

pk+k(j),l−j(f)
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con C = 4BK. Questo dimostra la disuguaglianza (9.2).
Viceversa, la moltiplicazione per una funzione a crescita esponenziale

non preserva la classe di Schwartz. Infatti, consideriamo il generico espo-
nenziale g(x) = e−α|x| con α > 0. Esso tende a zero all’infinito a velocità
esponenziale, e la stessa cosa accade a tutte le derivate, perché, per x 6= 0,
g′(x) = −α sgn (x)e−αx e quindi |g′| = α|g|. Però g non è una funzione di
Schwartz perché non è derivabile in 0. D’altra parte, grazie alla Proposizio-
ne 6.1.5 (ii), se prendiamo una identità approssimata in L1(R) data da una
funzione φ di classe C∞ a supporto compatto, allora, ponendo come al solito
φε(x) = 1

ε
φ(x

ε
), abbiamo che f = φε ∗ g è di classe C∞ e tende ancora a

zero a velocità esponenziale. Quest’ultimo fatto segue dal fatto che φ è non
negativa con integrale 1, e quindi φ ∗ h(x) è una media integrale dei valori di
h nell’intervallo dato dal supporto di φ ma traslato in modo che sia centrato
in x (pertanto il fatto che la decrescenza rimanga di velocità esponenziale è
vero per ogni ε, quindi non ci sarebbe stato bisogno di introdurre la dilata-
zione di passo ε, ma l’abbiamo introdotta perché il risultato è più evidente
quando ε è piccolo).
Questo dimostra che, per ogni α > 0, nella classe di Schwartz ci sono funzioni
fα che tendono a zero all’infinito (con tutte le derivate) come e−α|x|. Se ora h
cresce a velocità esponenziale per x→ ∞, diciamo come eβx, allora hfβ non
tende a zero all’infinito, e quindi non appartiene a S. Lo stesso ragionamento
vale per x→ −∞. tu

9.7 La trasformata di Fourier sulla classe di
Schwartz

Cominciamo questa Sezione con la dimostrazione dell’Esempio 9.5.5.
Certi di rendere più agevole seguire i prossimi calcoli, richiamiamo anzitutto
le proprietà di commutazione fra derivazione e trasformata di Fourier viste
nel Teorema 8.2.4 (viii) e 8.2.4 (vii)):

Df̂ = −2πix̂f

D̂f = 2πiωf̂ .

In particolare, richiamiamo il Corollario 8.2.5:
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Corollario 9.7.1. (Regole di commutazione.) Per ogni intero l ⩾ 0 e
per f ∈ S poniamo

P lf(x) = (−2πix)lf(x).

Allora P l : S 7→ S, P l è continua su S e fra la trasformata di Fourier F,
l’operatore P di moltiplicazione per −2πix, gli operatori P l = (−1)l+1P di
moltiplicazione per (2πix)l e l’operatore di derivata D intercorrono le seguenti
relazioni di commutazione:

DF = FP ,

FD = −P F.

Dalla prima regola di commutazione segue

Dl F = FP l ;

dalla seconda,
FDl = (−P )l F = (−1)lP l F .

Pertanto,
P kDl F = (−1)kFDk P l .

In particolare, se f ∈ S, allora, per ogni k, l ∈ N,

Dl(f̂)(ω) =

∫ ∞

−∞
P lf(t)e−2πiωt dt.

e
(2πiω)kDlf̂(ω) = (−1)k

∫ ∞

−∞
Dk(P lf)(t)e−2πiωt dt. (9.3)

Dimostrazione. Il fatto che P lf ∈ S per ogni f ∈ S e che P l sia continuo su
S sono stati mostrati nell’Esempio 9.5.4. Tutto il resto è il Corollario 8.2.5.

tu

Nota 9.7.2. Le regole di commutazione del precedente Corollario 9.7.1 sono
molto familiari agli studiosi di meccanica quantistica, perché in quel contesto
l’operatore di moltiplicazione per la posizione x rappresenta la misura della
posizione, mentre l’operatore di derivata rappresenta (a meno di normalizza-
zione) la misura dell’impulso. Le suddette regole di commutazione permet-
tono allora di dimostrare che posizione ed impulso in meccanica quantistica
non sono simulaneamente misurabili con accuratezza illimitata. Diamo un
accenno a questa applicazione della trasformata di Fourier nell’Appendice
8.7. tu
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Lemma 9.7.3. Per ogni f ∈ S e per ogni k, l ∈ N

pkl(f̂) ⩽ π
(
p2,k(P

lf) + p2,0(P
lf)
)
.

In particolare, f̂ ∈ S e l’operatore lineare che manda P lf in f̂ è continuo su
S per ogni l.

Dimostrazione. Per provare la disuguaglianza dobbiamo stimare |ω|kDlf̂(ω).
In base a (9.3),

|ω|k
∣∣∣Dlf̂(ω)

∣∣∣ ⩽ 1

(2π)k

∫ ∞

−∞
|Dk(P lf)(t)| dt. (9.4)

Osserviamo che la funzione 1
1+t2

è in L1(R) e∫ ∞

−∞

1

1 + t2
dt = [arctan t]∞−∞ =

π

2
− (−π

2
) = π.

Perciò da (9.4) segue che

|ω|k
∣∣∣Dlf̂(ω)

∣∣∣ ⩽ 1

(2π)k

∫ ∞

−∞

|Dk(P lf)(t)|
1 + t2

(1 + t2) dt

⩽ sup
t∈R

(
(1 + t2)|Dk(P lf)(t)|

)( 1

(2π)k

∫ ∞

−∞

1

1 + t2
dt

)
⩽ π

(2π)k
p2,k(P

lf) ⩽ πp2,k(P
lf) .

Ponendo k = 0 si trova

|Dlf̂(ω)| ⩽ πp2,0(P
lf).

Quindi

pkl(f̂)| ⩽ sup
ω∈R

(1 + |ω|k)|Dl(f̂)(ω)|

⩽ sup
ω∈R

|Dl(f̂)(ω)|+ sup
ω∈R

|ω|k|Dl(f̂)(ω)|

⩽ π
(
p2,0(P

lf) + p2,k(P
lf)
)
.

La continuità dell’operatore lineare P lf 7→ f̂ da S a S ora segue dalla
Proposizione 2.5. tu
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Corollario 9.7.4. Per ogni f ∈ S,

pkl(f̂) ⩽ 2lπl+1 (p2,k+l(f) + p2,l(f)) ,

e quindi l’operatore di trasformata di Fourier è continuo su S.

Dimostrazione. Basta osservare che, nella disuguaglianza dell’enunciato del
lemma 9.7.3, si ha pk0(P lf) = pk0((−2πi)lxlf) = (2π)lpkl(f). tu

Per inciso, la dimostrazione della disuguaglianza (9.4) prova anche questa
conseguenza interessante:

Corollario 9.7.5. L’immersione di S in L1(R) è continua.

Dimostrazione. Come nella dimostrazione della disuguaglianza (9.4), per
ogni f ∈ L1(R),

‖f‖1 =
∫ ∞

−∞

|f(t)|
1 + t2

(1 + t2) dt

⩽ sup
t∈R

(
(1 + t2)|f(t)|

)(∫ ∞

−∞

1

1 + t2
dt

)
⩽ π p2,0(f) .

tu
Ora completiamo il nostro obiettivo: la continuità della trasformata di

Fourier su S.

Teorema 9.7.6. La trasformata di Fourier sullo spazio S è un operatore
lineare F da S a S iniettivo, surgettivo e continuo.

Dimostrazione. Abbiamo visto nel Lemma 9.7.3 che f̂ appartiene a S se
f ∈ S, che l’operatore lineare P lf 7→ f̂ è continuo su S, ed infine che
l’operatore lineare f 7→ P lf è continuo su S per il Corollario 9.7.1, quindi
l’operatore composto

F : f 7→ P lf 7→ f̂ = F(f)

è continuo su S per la continuità della funzione composta (Sezione 1.1).
Dalla formula di inversione di Fourier (Teorema 8.4.2) sappiamo che F2(ω) =
ˆ̂
f(ω) = f(−ω), e quindi F4f(ω) = f(ω) per ogni f . Perciò ogni f ∈ S
verifica f = F4f = F(F3f), e quindi f = Fg con g = F3f ∈ S. Pertanto F è
surgettiva su S. Infine, se Ff = f̂ = 0, allora f = F4f = F3(Ff) = F3(0) = 0,
quindi F è iniettiva. tu
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Nota 9.7.7. Nella dimostrazione del Teorema 9.7.6 abbiamo mostrato che F4

è l’identità. Quindi F−1 = F3 e perciò anche la trasformata inversa F−1 è
continua su S. tu

Ora studiamo alcune proprietà della trasformata di Fourier nella classe
di Schwartz. Prima stabiliamo la notazione seguente.

Notazione 9.7.8. Se f, g ∈ L2, o anche se f ∈ L1 e g ∈ L∞, scriviamo

〈f, g〉 =
∫ ∞

−∞
f(t)g(t) dt

(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(t)g(t) dt

Il prossimo teorema è stato già dimostrato: è la proprietà (iv) della Sottose-
zione 8.4 (rammentiamo che l’enunciato segue immediatamente dal Teorema
di Fubini (Teorema 1.20.4) sullo scambio dell’ordine di integrazione negli
integrali doppi di Lebesgue).

Teorema 9.7.9. (Teorema di Plancherel in S, ovvero formula di
dualità per la trasformata di Fourier). Per ogni f, g ∈ S,〈

f̂ , g
〉
= 〈f, ĝ〉 .

Analogamente, conosciamo già (Corollario 8.5.2) la conseguenza qui di
seguito rienunciata:

Corollario 9.7.10. (Isometria della trasformata di Fourier in L2(R)).
Per ogni f in S (e più in generale per ogni f ∈ L1(R) ∩ L2(R)),

‖f‖L2 =
∥∥∥f̂∥∥∥

L2

Proposizione 9.7.11. Per ogni f , g in S, 〈f ′, g〉 = −〈f, g′〉 e (f ′, g) =
− (f, g′).

Dimostrazione. Dal teorema di integrazione per parti (Sezione 1.1)

(f ′, g) =

∫ ∞

−∞
f ′(x)g(x)dx

= [fg]∞−∞ −
∫ ∞

−∞
f(x)g′(x)dx.
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D’altra parte
lim

x→±∞
f(x)g(x) = 0

perché f, g ∈ S. Quindi

(f ′, g) = −
∫ ∞

−∞
f(x)g′(x)dx = − (f, g′)

L’asserzione analoga per (f ′, g) si dimostra allo stesso modo, o più semplice-
mente segue da questa se si osserva che (f ′, g) = 〈f ′, g〉. tu

9.8 Operatori di convoluzione su S
Presentiamo infine una proprietà che ci sarà utile in seguito. Richiamiamo la
definizione di convoluzione (Definizione 6.1.11): per ogni k ∈ L1(R), f ∈ S,

k ∗ f(x) =
∫
k(x− t)f(t) dt .

Proposizione 9.8.1. Per ogni k, f ∈ S,

kf ∈ S, k ∗ f ∈ S e k̂ ∗ f = k̂f̂

Dimostrazione. La prima asserzione equivale alla inclusione S · S ⊂ S, che
segue immediatamente dall’Esempio 9.5.4.
L’uguaglianza k̂ ∗ f = k̂f̂ è già stata dimostrata, più in generale, per ogni k,
f ∈ L1(R) (Teorema 8.5.1). Ora, se k, f ∈ S, anche k̂, f̂ ∈ S (Teorema di
surgettività 9.7.6), e così pure k̂f̂ in base all’Esempio 9.5.5. Perciò k̂ ∗ f ∈ S
e quindi k ∗ f ∈ S in base al Teorema di surgettività.

tu
Dedichiamo il resto di questa sezione a ricavare qualche stima delle norme

di operatori di convoluzione su S e su altri spazi normati.
Esempio 9.8.2. Se h ∈ S, l’operatore da S in S definito da T (f) = h ∗ f è
continuo, ossia per ogni seminorma pkl esistono una costante C > 0 ed un
numero finito di seminorme pk1l1 , . . . , pknln tali che

pkl(h ∗ f) ⩽ C

n∑
i=1

pkili(f) .
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Infatti, in base ai Teoremi 8.5.1 e 9.7.6, l’applicazione f 7→ h ∗ f è continua
su S se e solo se f 7→ hf lo è. La continuità di quest’ultimo operatore può
essere dimostrata a partire dall’Esempio 9.5.4 e dall’Esercizio 9.5.1, perché
h ∗ f(x) =

∫
Mλxhf . Ma è più semplice osservare che, grazie al Teorema

9.7.6, l’operatore T manda S in S se e solo se lo stesso accade per l’operatore
T̂ : ĥ 7→ ĥf̂ , ossia T̂ : u 7→ uv, dove u e v sono generici elementi in S.
Ma poiché le funzioni di Schwartz sono limitate e tutte le loro derivate,
essendo ancora in S, sono ancora limitate, questo fatto è un caso particolare
dell’Esempio 9.5.4. tu

Esempio 9.8.3. Consideriamo ora un caso analogo. Sia h ∈ L1(R) tale che
ĥ ∈ C∞(R) a crescita polinomiale con tutte le derivate, e sia T l’operatore
definito da T (f) = h ∗ f . Mostrare che T manda S in S ed è continuo.
Come nel precedente Esempio 9.8.2, grazie al Teorema 9.7.6, l’operatore T
manda S in S se e solo se lo stesso accade per l’operatore T̂ : f 7→ gf ,
dove g ∈ C∞(R) e g = ĥ per qualche h in L1(R), ed è continuo su S se e
solo se lo è T̂ . D’altra parte, poiché h ∈ L1, la sua trasformata di Fourier
g è automaticamente limitata (Proposizione 8.2.3); dal momento che stiamo
anche assumendo che g sia C∞ e a crescita polinomiale con tutte le derivate,
entrambe le asserzioni seguono dall’Esempio 9.5.4. tu

Esempio 9.8.4. Sia h ∈ L∞(R) e T l’operatore definito da T (f) = h ∗ f .
Mostriamo che

(i) T manda S in L∞(R) ed è continuo;

(ii) più in generale, T manda L1(R) in L∞(R) ed è continuo.

Dimostriamo prima la parte (ii). Questa volta gli spazi di partenza e di
arrivo sono spazi normati. Dobbiamo quindi trovare una maggiorazione per
‖T (f)‖∞, ossia dimostrare che, per ogni h ∈ L∞ e f ∈ S, esiste una costante
C > 0 tale che

‖h ∗ f‖∞ ⩽ C‖f‖1 .

In effetti,
|h ∗ f(x)| ⩽

∫ ∞

−∞
|h(x− t)| |f(t)| dt ⩽ ‖h‖∞‖f‖1 (9.5)

(osserviamo che questo fatto ci era già noto: è una applicazione immediata di
un caso particolare della disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6)). Questo
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prova (ii). Per dimostrare la parte (i), ora basta maggiorare la norma L1 di
una funzione di Schwartz come faremo anche in seguito in (11.7):

‖f‖1 ⩽
∫ ∞

−∞

(1 + t2) f(t)

1 + t2
dt ⩽ p2,0(f)

∫ ∞

−∞

dt

1 + t2
(9.6)

= p2,0(f) arctan t
∣∣∞
−∞ = πp2,0(f) . (9.7)

Infatti, da questo segue la parte (i), perché

‖h ∗ f‖∞ ⩽ ‖h‖∞‖f‖1 ⩽ π‖h‖∞p2,0(f) .

tu

Esempio 9.8.5. Sia h ∈ L1(R) ∩ L∞(R) e T l’operatore definito da T (f) =
h ∗ f . Mostriamo che

(i) T manda S in L1(R) ∩ L∞(R) ed è continuo;

(ii) più in generale, T manda L1(R) in L1(R) ∩ L∞(R) ed è continuo.

Questa volta la norma nello spazio di arrivo è ‖|f‖| = ‖f‖1 + ‖f‖∞. Anche
in questo caso mostriamo prima la parte (ii). Se h ∈ L∞(R) e f ∈ L1(R),
per ogni x ∈ R, grazie a (9.5), si ha

|h ∗ f(x)| ⩽ ‖h‖∞‖f‖1

Quindi ‖h ∗ f‖∞ ⩽ ‖h‖∞‖f‖1. Inoltre, per segue dal Teorema di Fubini
1.20.4 che

‖h ∗ h‖1 ⩽
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|h(x− t)| |f(t)| dt dx

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|h(u) du

)
|f(t)| dt = ‖h‖1‖f‖1 .

Sommando le due disuguaglianze appena provate otteniamo

‖|T (f)‖| ⩽ ‖|h‖| ‖f‖1 . (9.8)

Questo prova la parte (ii).
Anche qui, per provare (i), basta applicare di nuovo la disuguaglianza (9.6):
in tal modo, se h ∈ S, otteniamo ‖|h‖| = ‖h‖1 + ‖h‖∞ ⩽ p00(h) + πp20(h).
Questa disuguaglianza, combinata con (9.8), prova (i). tu
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9.9 Esercizi sulla classe di Schwartz
Esercizio 9.9.1. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ cos x− sin x

2. □ sinx
1+x2

3. □ 2x3 + 2x− 3

4. □ 2e−x
2

5. □ e−x

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.2. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ x2 − x− 1

2. □ e−x
2

3. □ ex + e−x

4. □ |x|
x2+1

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.3. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ e−x
2

2. □ ex + e−x

3. □ e−x
2
cos ex

2

4. □ cosx
1+x4
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5. □ x3 − x2 − x

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.4. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ e−x
4
cos ex

4

2. □ ex + e−x

3. □ x3e−x
2

4. □ 3x2 + 1

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.5. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ cosx
1+x4

2. □ e−x
4
sin ex

4

3. □ x

4. □ e−x
3

5. □ ex + e−x

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.6. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ cos x− sin x

2. □ sinx
1+x2
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3. □ 2x3 + 2x− 3

4. □ 2e−x
2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.7. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ e−x
2

2. □ ex + e−x

3. □ e−x
2
cos ex

2

4. □ cosx
1+x4

5. □ x3 − x2 − x

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.8. Sia S la classe di Schwartz. Quali delle seguenti affermazioni
sono vere (eventualmente più di una oppure nessuna)?

1. □ f, g ∈ S ⇒ fg ∈ S

2. □ f, g ∈ S ⇒ f + g ∈ S

3. □ f ∈ S ⇔ f̂ ∈ S

4. □ i polinomi appartengono a S

5. □ f(x) = e−πx
2 ∈ S

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 9.9.9. Sia S la classe di Schwartz. Quali delle seguenti affermazioni
sono vere (eventualmente più di una oppure nessuna)?
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1. □ f(x) = ex + e−x ⇒ f ∈ S

2. □ f, g ∈ S ⇒ f + g ∈ S

3. □ f ∈ S ⇔ f̂ ∈ S

4. □ f ∈ S ⇒ ‖f‖2 =
∥∥∥f̂∥∥∥

2

5. □ f ∈ S ⇔ pl,k(f) = 1

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.10. Quali delle seguenti funzioni appartiene alla classe di Sch-
wartz S

1. □ f(x) = e−x
2
cos ex

2

2. □ f(x) = e−x
6

3. □ f(x) = x3e−x
6

4. □ f(x) = x3 − x2 + 3

5. □ f(x) = e−x
5

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 9.9.11. Quali delle seguenti funzioni appartiene alla classe di Sch-
wartz S?

1. □ f(x) = e−x
2

2. □ f(x) = e−x
2
sin ex

2

3. □ f(x) = x2 − x+ 1

4. □ f(x) = e−x

5. □ f(x) = x2e−x
4
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6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.12. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz?

1. □ e−x
4
cos ex

4

2. □ ex + e−x

3. □ x3e−x
2

4. □ 3x2 + 1

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 9.9.13. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ cosx
1+x4

2. □ e−x
4
sin ex

4

3. □ x

4. □ e−x
3

5. □ ex + e−x

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.14. Sia S la classe di Schwartz. Quali delle seguenti affermazioni
sono vere?

1. □ f(x) = ex + e−x ⇒ f ∈ S

2. □ f, g ∈ S ⇒ f + g ∈ S
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3. □ f ∈ S ⇔ f̂ ∈ S

4. □ f ∈ S ⇒ ‖f‖2 =
∥∥∥f̂∥∥∥

2

5. □ f ∈ S ⇔ pl,k(f) = 1

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.15. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ cos x− sin x

2. □ sinx
1+x2

3. □ 2x3 + 2x− 3

4. □ 2e−x
2

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.16. Scrivere la definizione di spazio di Schwartz S. Quali delle
seguenti funzioni appartengono alla classe di Schwartz S?

1. □ e−x
2

2. □ ex + e−x

3. □ e−x
2
cos ex

2

4. □ cosx
1+x4

5. □ x3 − x2 − x

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.17. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?
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1. □ cos x− sin x

2. □ sinx
1+x2

3. □ 2x3 + 2x− 3

4. □ 2e−x
2

5. □ e−x

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.18. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz?

1. □ x2 − x− 1

2. □ e−x
2

3. □ ex + e−x

4. □ |x|
x2+1

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.19. Quali delle seguenti funzioni appartengono alla classe di
Schwartz S?

1. □ e−x
2

2. □ ex + e−x

3. □ e−x
2
cos ex

2

4. □ cosx
1+x4

5. □ x3 − x2 − x

6. □ nessuna delle precedenti
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Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.20. Sia S la classe di Schwartz. Quali delle seguenti affermazioni
sono vere (eventualmente più di una oppure nessuna)?

1. □ f, g ∈ S ⇒ fg ∈ S

2. □ f, g ∈ S ⇒ f + g ∈ S

3. □ f ∈ S ⇔ f̂ ∈ S

4. □ i polinomi appartengono a S

5. □ f(x) = e−πx
2 ∈ S

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.21. Quali delle seguenti funzioni appartiene alla classe di Sch-
wartz S?

1. □ f(x) = x2 + 3x− 4

2. □ f(x) = e−x

3. □ f(x) = e−x
2

4. □ f(x) = xe−x
6

5. □ f(x) = e−x
6
sin ex

6

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.22. Quali delle seguenti funzioni appartiene alla classe di Sch-
wartz S?

1. □ f(x) = xe−x
2

2. □ f(x) = e−x
4

3. □ f(x) = e−x
4
cos ex

4
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4. □ f(x) = x3 + x− 1

5. □ f(x) = e−x
3

6. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 9.9.23. (i) Mostrare che, se f ∈ S e α è una costante positi-
va, anche g(x) = f(αx) appartiene a S, e l’operazione di dilatazione
f(x) 7→ f(αx) è continua in S.
Suggerimento: mostrare che Dlg(x) = αl(Dlf)(αx); pertanto, per ogni
k, l ∈ N,

pkl(g) = αl sup
x∈R

(
1 + |x|k

)
|Dlf |(αx) .

Inoltre 1 + |x|k < 1 + |αx|k se α > 1, e 1 + |x|k = α−k (αk + |αx|k
)
⩽

α−k (1 + |αx|k
)
se α ⩽ 1. Quindi

pkl(g) = sup
x∈R

(
1 + |αx|k

)
|Dlf(αx)| ⩽ Cpkl(f) ,

dove C = max{αl, αl−k}.

(ii) Consideriamo la Gaussiana φ(x) = e−πx
2 . Utilizzando la parte pre-

cedente, determinare se il quadrato φ2(x) appartiene a S. Spiegare i
passaggi.
Suggerimento: osservare che φ2(x) = φ(

√
2x).

(iii) Senza calcolare la convoluzione ψ(x) ≡ φ∗φ, bensì utilizzando la parte
precedente, determinare se ψ ∈ S; spiegare tutti i dettagli.
Suggerimento: per il Teorema di surgettività 9.7.6, basta dimostrare
che ψ̂ appartiene a S. In base al Teorema 8.5.1, la trasformata di
Fourier di ψ = φ ∗ φ è φ̂2. Poiché φ̂2 = φ2 per la Proposizione 8.3.2,
basta applicare la parte (ii).

tu

Esercizio 9.9.24. (i) Se f ∈ S, f 2 ∈ S? Spiegare.

(ii) Se φ(x) =
∫ x
−∞ t3e−t

4
dt, è vero che φ ∈ S? Spiegare.

tu
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Parte III

Distribuzioni temperate,
campionamento

e ricostruzione di segnali
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Capitolo 10

Teoria del campionamento e
ricostruzione dei segnali

10.1 Campionamento di segnali
Per immagazzinare ed elaborare i valori di un segnale dobbiamo discretizzarli,
cioè ridurli ad una successione numerabile.
Più precisamente, consideriamo un segnale che varia nel tempo, diciamo
t → f(t). Fissato un passo di campionamento τ > 0 siamo interessati alla
successione dei valori campionati

{f(nτ) , n ∈ Z} .

Quando si digitalizza un segnale che varia nel tempo, lo si discretizza in
questo modo, e si salvano i valori campionati in un file. Ad esempio, questo
è ciò che succede quando si incide un brano musicale su un CD. Poi, però,
per riascoltare il brano, si deve ricostruire il segnale originario. È chiaro
che, se il passo di campionamento è piccolo, cioè se i campioni sono fitti, la
successione dei dati campionati dà un’idea abbastanza precisa del grafico del
segnale originale, come in Figura 10.1.

Esempio 10.1.1. Questa idea precisa si ha solo se i campioni sono presi su
una griglia sufficientemente fitta. Supponiamo ad esempio di aver fissato τ e
di campionare il segnale f(t) = sin πt

τ
a passi di τ , a partire da t = 0. I valori

campionati sono

f(nτ) = sinnπ = 0 per ogni n ∈ Z .

809
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Figura 10.1: Valori campionati di un segnale

Il software che deve ricostruire il segnale originale non è in grado di sapere
se questo segnale è sin πt

τ
oppure identicamente zero. Quindi, se il segna-

le consiste di una sinusoide pura a frequenza elevata (rispetto al passo di
campionamento), non è possibile ricostruirlo. tu

Nota 10.1.2. Nell’esempio 10.1.1, il segnale sinusoidale è

f(t) = sin 2πωt

con ω = 1
2τ
. Quindi, se il passo di campionamento τ è 1

2ω
, il segnale sinu-

soidale puro di frequenza ω, campionato sulla griglia {f(nτ) , n ∈ Z}, non
viene ricostruito. tu

Vedremo che, se i segnali considerati hanno spettro di Fourier compreso
nell’intervallo [−ω0, ω0], essi possono essere ricostruiti senza perdite a parti-
re dai loro valori campionati con qualsiasi campionamento sufficientemente
fitto: più precisamente per ogni passo di campionamento τ0 < 1

2ω0
. Osservia-

mo che il segnale sinusoidale f(t) = sin 2πω0t considerato nella Nota 10.1.2
corrisponde ad una armonica a frequenza ω0. Per questo segnale, che non
è una funzione in L1(R), non abbiamo ancora introdotto la trasformata di
Fourier, ma idealmente possiamo immaginare che, quando saremo in grado
di farlo, lo spettro di Fourier risulti concentrato al punto ω0, quindi dentro
l’intervallo [−ω0, ω0]: la Nota 10.1.2 mostra che un passo di campionamento
uguale a 1

2ω0
non è adeguato per ricostruire tale segnale. Vedremo in seguito,

almeno in un caso particolare (Esercizio 13.5.1) il fatto seguente: neppure un
passo di campionamento maggiore di 1

2ω0
è adeguato per la ricostruzione. Il

lettore è invitato a studiare il succitato Esercizio (affrontabile fin da adesso)
e dimostrare questo fatto sulla sua falsariga.
Nota 10.1.3. Prima di procedere dobbiamo chiarire un dubbio. Un segnale
di una variabile reale t porta certamente più informazioni di una successione
numerabile {f(nτ)}+∞

n=−∞ dei suoi valori. Come possiamo sperare di rico-
struirlo esattamente, per ogni t, a partire da questa successione numerabile
di valori?
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In questa domanda c’è un malinteso. Per chiarirlo esaminiamo una situazione
analoga: quella delle serie di Fourier.
Ogni funzione f ∈ L2(−π, π) coincide (nel senso di L2) con la sua serie
di Fourier

∑∞
n=−∞ ane

inx. Se poi f è C1 a tratti (inclusi i punti −π e π,
perché la si immagina estesa per periodicità a tutto R), allora essa coincide
punto per punto con la sua serie di Fourier per ogni t ∈ [−π, π]. Quindi f è
univocamente determinata dalla successione numerabile dei suoi coefficienti
di Fourier.

Però... non è esattamente così. Tutti i valori f(t) sono ricostruiti dal
calcolo della somma della serie

∑
ane

int che si può compiere con precisione
arbitraria purché conosciamo esattamente i valori di eint, cioè i valori sin(nt)
e cos(nt) per ogni n. Poiché cos(nt) è un traslato di sin(nt), è sufficiente
conoscere quest’ultimo valore per ogni n. Dalle formule di addizione del seno
si vede che è sufficiente conoscere tutti i valori di sin t. Ma questi valori
sono un continuo, non una successione numerabile. In altre parole, quando
ricostruiamo un segnale a partire dai suoi coefficienti di Fourier, nessuno ci
regala informazioni: dobbiamo anche conoscere il continuo dei valori t 7→ sin t
(con precisione arbitraria). tu

Anche nella ricostruzione esatta di un segnale a partire dai suoi valori
campionati, questi valori appaiono come coefficienti di una serie di funzioni.
Ma, invece che dilatati delle funzioni seno e coseno (come accadeva per le
serie di Fourier) qui le funzioni dello sviluppo sono traslati della seguente
funzione:

Definizione 10.1.4. (La funzione sinc.) La funzione seno cardinale è
definita da sinc(0) = 1, e, per x 6= 0,

sinc(x) =
sin(πx)

πx
.

Si osservi la analogia del seguente esercizio con quello corrispondente per
le serie di Fourier (Esercizio 5.3.4):

Esercizio 10.1.5. Sia

χ[− 1
2
, 1
2 ]
(x) =

{
1 se − 1

2
⩽ x ⩽ 1

2

0 se |x| > 1
2
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Figura 10.2: La funzione sinc

Allora la trasformata di Fourier

χ̂[− 1
2
, 1
2 ]
(ω) =

∫ ∞

−∞
χ[− 1

2
, 1
2 ]
(x) e−2πixω dx

vale
χ̂[− 1

2
, 1
2 ]
(ω) = sinc(ω) .

tu

10.2 Periodicizzazione, coefficienti e trasfor-
mata di Fourier

Approfondiamo in questa sezione il legame fra trasformata di Fourier di una
funzione e serie di Fourier della funzione che si ottiene periodicizzando la
precedente a partire dai suoi valori su un intervallo, esaminato in maniera
intuitiva in Sezione 8.1.

Definizione 10.2.1. (Periodicizzazione.) Sia f ∈ L1. Fissato come
periodo l’intervallo [0, 1], definiamo la periodicizzazione φ = Pf di passo 1
di f come

φ(x) ≡ Pf(x) =
∞∑

k=−∞

f(x+ k) . (10.1)

In maniera analoga si definisce la periodicizzazione PT di passo T > 0.
Il fatto che la serie converga è provato nel prossimo Lemma 10.2.2.

Lemma 10.2.2. Se f ∈ L1(R), la serie in (10.1), converge nella norma L1
∗,

o equivalentemente nella norma L1 su ogni compatto (e quindi puntualmente
quasi ovunque).
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Dimostrazione. Basta mostrare che la successione S−m,n :=
∑n

k=−m f(x+ k)
è di Cauchy nella norma di L1

∗, o nella norma L1 su un qualsiasi compatto
(qui prendiamo, come scelta naturale, il periodo [0, 1]). Osserviamo che
S−m,n = S−m,−1 + S0,n, e quindi basta dimostrare che la successione S0,n

è di Cauchy nella norma di L1
∗ (al variare di n ∈ Z).

In effetti, per j ⩽ n,

‖So,n − So,j‖L1[0,1] =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=−j+1

f(x+ k)

∣∣∣∣∣ dx ⩽
∫ 1

0

n∑
k=j+1

|f(x+ k)| dx

=

∫ n+1

j+1

|f(x) dx .

Poiché f ∈ L1(R), l’integrale
∫∞
N

|f(x)| dx tende a zero se N tende a infinito.
Fissato ε > 0, sia N tale che

∫∞
N

|f(x)| dx < ε. Allora segue dalla precedente
disuguaglianza che ‖So,n − So,j‖L1[0,1] < ε se N ⩽ j ⩽ n, e quindi la succes-
sione di funzioni

∑n
k=−m f(x+ k) è di Cauchy nella norma di L1[0, 1].

tu

Proposizione 10.2.3. Se φ = Pf denota il periodicizzato di passo 1 di
f ∈ L1, allora ‖Pf‖L1

∗ ⩽ ‖f‖L1(R), ed inoltre, fra i coefficienti di Fourier di
φ e la trasformata di Fourier di f , intercorre la relazione seguente: per tutti
gli n ∈ N,

φ̂(n) = f̂(n) .

Dimostrazione. Analogamente alla dimostrazione del Lemma 10.2.2, osser-
viamo che, per ogni n,∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

f(x+ k)e−2πinx

∣∣∣∣∣ dx ⩽
∞∑

k=−∞

∫ 1

0

∣∣f(x+ k)e−2πinx
∣∣ dx

=
∞∑

k=−∞

∫ k+1

k

|f(x)| dx =

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx <∞ ,

e quindi anche la serie
∑∞

k=−∞ f(x+k)e−2πinx converge in L1
∗. D’altra parte,

il funzionale Tf =
∫ 1

0
f dx è continuo su L1

∗ (Proposizione 1.19.1), perché
|Tf | ⩽

∫ 1

0
|f | dx = ‖f‖L1

∗ . Quindi nella prossima identità la serie si scambia
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con l’integrale:∫ 1

0

∞∑
k=−∞

f(x+ k)e−2πinx dx =
∞∑

k=−∞

∫ 1

0

f(x+ k)e−2πinx dx

=
∞∑

k=−∞

∫ 1

0

f(x+ k)e−2πin(x+k) dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πinx dx = f̂(n)

poiché e−2πink = 1.
Allora da (10.1) segue

φ̂(n) =

∫ 1

0

φ(x)e−2πinx dx =

∫ 1

0

∞∑
k=−∞

f(x+ k)e−2πinx dx = f̂(n) . (10.2)

Per lo stesso argomento,

‖Pf‖L1
∗ =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

f(x+ k)

∣∣∣∣∣ dx ⩽
∞∑

k=−∞

∫ 1

0

|f(x+ k)| dx

=
∞∑

k=−∞

∫ k+1

k

|f(x)| dx =

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx = ‖f‖L1(R).

tu

Corollario 10.2.4. Se nella Proposizione 10.2.3 si considera la periodiciz-
zazione PTf di passo T > 0, si ottiene

P̂Tf(n) =
1

T
f̂(n/T ) .

Dimostrazione. Questo risultato segue subito dalla proprietà di dilatazione
per la trasformata e per i coefficienti di Fourier, perché il periodicizzato di
passo T di f è il dilatato di fattore di scala T del periodicizzato di passo 1
di f . Ne accenniamo invece il calcolo diretto.
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Il ragionamento è identico a quello che dimostra la Proposizione 10.2.3:

P̂Tf(n) =
1

T

∫ T

0

PTf(x)e−2πinx/T dx =
1

T

∞∑
k=−∞

∫ T

0

f(x+ kT )e−2πinx/T dx

=
1

T

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πinx/T dx =

1

T
f̂(n/T ).

tu

10.3 La formula di somma di Poisson
La relazione fra trasformata di Fourier di f ∈ L1 e coefficienti di Fourier del
periodicizzato di f vista nella precedente Sezione 10.2 porta ad un risultato
fondamentale per il campionamento:

Proposizione 10.3.1. (Formula di somma di Poisson.) Sia f ∈ L1(R)
tale che la periodicizzazione

φ(x) =
∞∑

n=−∞

f(x+ n) (10.3)

converga ad un valore ben definito e finito per x = 0 (questo è vero, ad
esempio, se f(x) = O( 1

1+|x|1+δ ) quasi ovunque per qualche δ > 0, e si sceglie un
rappresentante di f nella sua classe di Lebesgue tale che se la serie converga
puntualmente a x = 0, ad esempio se f è continua, nel qual caso i suoi valori
puntuali sono ben definiti). Supponiamo inoltre che la serie di Fourier di φ
converga al punto 0 al valore φ(0). Allora

∞∑
n=−∞

f(n) =
∞∑

n=−∞

f̂(n) . (10.4)

Le ipotesi su φ sono verificate, ad esempio, se f(x) = O( 1
1+|x|1+δ ) ed anche

f̂(s) = O( 1
1+|s|1+δ ), in particolare se f ∈ S. Se in (10.4) la somma della serie∑∞

n=−∞ f̂(n) si intende nel senso di Féjèr (cioè del Teorema 6.2.5), allora
per la validità di (10.4) basta assumere che φ sia continua in x = 0.
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Dimostrazione. Consideriamo lo sviluppo in serie di Fourier della funzione
periodicizzata φ. In base alla Proposizione 10.2.3 si ha lo sviluppo

φ(x) ∼
∞∑

k=−∞

f̂(n) e2πinx. (10.5)

Dall’ipotesi che per x = 0 questo sviluppo converga a φ(0) si ha la formula
dell’enunciato.
Se per qualche C, δ > 0 si ha

|f(x)| < C
1

1 + |x|1+δ

allora f̂ ∈ L1(R) e quindi f è cpntinua in base alla formula di inversione
di Fourier (Teorema 8.4.2) ed alla Proposizione 8.2.3, e la serie al primo
membro di (10.4) ha senso ed è convergente per ogni x. Se inoltre Inoltre, se
per qualche C, δ > 0 si ha

|f̂(s)| < C
1

1 + |s|1+δ

allora la serie di Fourier al secondo membro di (10.5) converge uniformemen-
te ovunque, in particolare converge a x = 0. Pertanto le ipotesi su φ sono
soddisfatte, ad esempio, se f ∈ S.

Per dimostrare l’ultima parte dell’enunciato, osserviamo che, se la convergen-
za della serie

∑∞
n=−∞ f̂(n) si intende nel senso di Féjèr, cioè come limite delle

somme parziali pesate con il nucleo di Féjèr,
∑N

n=−N

(
1− |n|

N

)
f̂(n) , allora

per il Teorema di Féjèr 6.2.5 la serie converge a limh→0
1
2
(φ(h) + φ(−h)), che

coincide con φ(0) se assumiamo φ continua in 0.
tu

Applicando alla formula (10.4) il teorema di dilatazione per la trasformata
di Fourier, Teorema 8.2.4 (iv), si ottiene la variante seguente:

Corollario 10.3.2. Nelle stesse ipotesi della Proposizione 10.3.1, per ogni
τ > 0 si ha

τ
∞∑

n=−∞

f(τn) =
∞∑

n=−∞

f̂
(n
τ

)
.
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In termini degli operatori di periodicizzazione introdotti nella Definizione
10.2.1, la precedente identità si scrive così:

τPτf(n) = P 1
τ
f̂(n) .

Esercizio 10.3.3. Si ricavi dal Corollario 10.3.2 e dalla Proposizione 8.3.2 la
seguente identità: per ogni s > 0,

∞∑
n=−∞

e−n
2s =

√
π

s

∞∑
n=−∞

e−π
2n2/s.

tu

Nota 10.3.4. È comodo avere φ periodica di periodo 1, onde ottenere (10.4)
invece che l’identità del Corollario 10.3.2 per qualche τ 6= 1. È anche per
avere periodicità di periodo 1 che abbiamo usato la definizione di trasformata
di Fourier

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωtdt .

tu

Nota 10.3.5. La formula di somma di Poisson,
∞∑

k=−∞

f̂(k) =
∞∑

k=−∞

f(k). (10.6)

si può riscrivere nella seguente maniera equivalente, ottenuta applicando
(10.6) al traslato λxf : per ogni x ∈ R al quale valgono le condizioni del-
la formula di somma di Poisson (10.4) (ed in particolare entrambe le serie
convergono),

∞∑
k=−∞

f̂(k)e2πikx =
∞∑

k=−∞

f(x+ k) . (10.7)

Infine, se f ∈ S, poiché la trasformata di Fourier è un isomorfismo surgettivo
di S in sé (Teorema 9.7.6), applicando (10.7) con f̂ al posto di f ed usando
la formula di inversione di Fourier (Teorema 8.4.2)

ˆ̂
f(k) =

∫ ∞

−∞
f̂(t)e−2πiktdt = f(−k) ,
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si ha, equivalentemente,
∞∑

k=−∞

f(k)e−2πikx =
∞∑

k=−∞

f̂(x+ k) (10.8)

(abbiamo già osservato nella dimostrazione della Proposizione 10.3.1 che,
se f ∈ S, entrambe queste serie convergono per ogni x). Più in generale,
consideriamo la formula di somma di Poisson di passo τ > 0 invece che 1, in-
trodotta nel Corollario 10.3.2. In termini degli operatori di periodicizzazione
della Definizione 10.2.1 la precedente identità (10.8) ed il Corollario 10.3.2 si
scrivono così:

τ
∞∑

n=−∞

f(nτ)e2πinτx = P 1
τ
f̂(x) , (10.9)

per ogni x ∈ R. tu

10.4 Funzioni a banda limitata e teorema del
campionamento

Definizione 10.4.1. (Classe a banda limitata.) Dato c > 0 indichiamo
con Bc lo spazio delle funzioni limitate in banda (o classe di Paley-Wiener)
con frequenza di taglio c,

Bc = {f ∈ L1(R) : f̂(ω) = 0 ∀ |ω| > c}

cioè tali che f̂ abbia supporto in [−c, c].

Corollario 10.4.2. Per ogni f ∈ Bc si ha f ∈ C∞(R) e limt→±∞ f(t) = 0.

Dimostrazione. Grazie alla formula di inversione di Fourier, Teorema 8.4.2, il
fatto che f tenda a zero all’infinito segue direttamente dal fatto che f̂ ∈ L1, il
che deriva dal fatto che ora f̂ è continua a supporto compatto (Proposizione
8.2.3; si veda anche il Corollario 8.2.7 (i) e (ii)). Più precisamente, poiché
f̂ appartiene a L1(R), la sua trasformata di Fourier tende a zero all’infinito,
ma per la formula di inversione di Fourier, Teorema 8.4.2, questa trasformata
di Fourier, a meno di una parità, coincide con la antitrasformata di Fourier
di f̂ , ossia con f .
Il fatto che f sia derivabile infinite volte segue anch’esso dalla formula di
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inversione di Fourier e dal Corollario 8.2.7 (in altre parole, se 2πixf̂ è in L1

allora f ′ esiste ed in effetti f ′ è l’antitrasformata di Fourier di 2πixf̂ ).
tu

Proposizione 10.4.3. Alle funzioni f ∈ Bc si applica la formula di somma
di Poisson (Proposizione 10.3.1).

Dimostrazione. Le funzioni f ∈ Bc sono in L1 e quindi hanno trasformata di
Fourier f̂ continua (ed a supporto in [−c, c]). Osserviamo che, se si assume
anche che f̂ sia di classe C∞, allora f̂ è C∞ a supporto compatto e quindi
appartiene alla classe di Schwartz (tutte le derivate sono a supporto com-
patto!). Allora, per il teorema di surgettività della trasformata di Fourier su
S, Teorema 9.7.6, anche f appartiene alla classe di Schwartz e quindi la for-
mula di somma di Poisson si applica. Ora mostriamo come procedere senza
l’ipotesi f̂ ∈ C∞.

Ora sia f una generica funzione in Bc, ϕ(x) = e−πx
2 la Gaussiana e

ψρ(t) = ρϕ(ρx) = ρ e−πρ
2t2 l’identità approssimata (per ρ → +∞) di classe

C∞ già utilizzata nel Teorema 8.4.2. Sappiamo dalla Proposizione 6.1.5 che
fρ := f ∗ ψρ è in C∞(R) ∩ L1(R), e dalla proprietà di dilatazione della
trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4 (iv)) che f̂ρ(s) = f̂(s)ϕ(s/ρ): quindi
fρ ∈ Bc con trasformata di Fourier di classe C∞. Pertanto fρ soddisfa la
formula di somma di Poisson:

∑∞
k=−∞ f̂ρ(k) =

∑∞
k=−∞ fρ(k). Ma f̂ρ(k) =

f̂(k) ψ̂ρ(k) = f̂(k)ϕ(k/ρ) = f̂(k) e−πk
2/ρ2 , e quindi la formula di somma di

Poisson diventa
∞∑

k=−∞

f̂(k)e−πk
2/ρ2 =

∞∑
k=−∞

f ∗ ψρ(k) = Pf ∗ ψρ(k) ,

dove lo scambio fra la convoluzione e la serie data dalla periodicizzazione è
lecito perché la serie converge nella norma di L1(R) (Lemma 10.2.2) e l’ope-
ratore di convoluzione è continuo su L1(R) (Proposizione 6.1.5 (i)).
Come nella dimostrazione del Teorema 8.4.2, abbiamo che f ∗ ψρ conver-
ge uniformemente a f in base al Teorema 6.1.8 di convergenza delle iden-
tità approssimate per funzioni continue e periodiche, e ϕ(s/ρ) converge a
1 in maniera crescente per ogni s quando ρ → 0; lo stesso argomento di
quel Teorema, basato sul teorema di convergenza monotòna, permette di
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passare al limite per ρ → +∞ sotto il segno di serie, ed ottenere quindi∑∞
k=−∞ f̂(k) =

∑∞
k=−∞ f(k). tu

Ora dimostriamo il teorema del campionamento: se un segnale in L1(R) è
limitato in banda, esso è ricostruibile senza perdite dai suoi campioni su una
griglia di campionamento sufficientemente fitta. Il teorema, che attribuiamo
a E. T. Whittaker per il suo articolo [36] del 1915 (si vedano anche il libro
[37] di suo figlio J. M. Whittaker del 1935 e l’articolo [16] di V.A. Kotelnikov
del 1933), era forse già noto, in parte, a Cauchy.

Teorema 10.4.4. (Sviluppo in serie di Whittaker.) Se f ∈ B 1
2
, allora

per ogni x ∈ R

f(x) =
∞∑

k=−∞

f(k) sinc(x− k).

Dimostrazione. La dimostrazione intreccia intelligentemente trasformate
e serie di Fourier, e loro troncamenti. Dalla Proposizione 8.2.3 sappia-
mo che f̂ ∈ C(R); inoltre f̂ = 0 al di fuori dell’intervallo [−1

2
, 1
2
], quindi

f̂ ∈ L2(R). Sviluppiamo f̂ in serie di Fourier nell’intervallo [−1
2
, 1
2
] (o equiva-

lentemente sviluppiamo il periodicizzato a tutto R di periodo 1 di f̂
∣∣∣[− 1

2
, 1
2 ]
,

cioè φ(ω) =
∑∞

k=−∞ f̂(ω + k)). Si noti che, dato che f ∈ B 1
2
, nella serie

φ(ω) =
∑∞

k=−∞ f̂(ω + k) per ogni ω c’è solo un termine non nullo, e quindi
φ ≡ f̂ in [−1

2
, 1
2
] (all’esterno di questo intervallo l’uguaglianza non vale: il

primo membro è periodico ed il secondo è nullo). Con la notazione sviluppata
in Sezione 5.2, scriviamo

φ(ω) = f̂(ω) =
∞∑

k=−∞

cke
2πikω per ogni ω ∈

[
−1

2
,
1

2

]
(10.10)

φ̂(k) = ck =

∫ 1
2

− 1
2

f̂(θ)e−2πikθdθ . (10.11)

Poiché φ ∈ L2
∗, i coefficienti di Fourier ck sono una successione di quadrato

sommabile, cioè appartengono allo spazio `2 definito nell’Esempio 4.4.2 (iii),
in base all’identità di Parseval (Corollario 4.3.2 (iii)). La serie converge a φ
nel senso di L2 per il Corollario 4.3.4.
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Più precisamente, la funzione f̂ non è periodica, ma stiamo sviluppando f̂
in serie di Fourier in [−1

2
, 1
2
]. Per questo la somma della serie in (10.10),

laddove converge, è la periodicizzazione φ di f̂ . In questa serie compaiono i
coefficienti di Fourier calcolati integrando su un periodo. Però possiamo in-
vece scrivere, al loro posto, opportuni valori della trasformata di Fourier di f̂ ,
come osservato nella Nota 10.4.3. Per chiarezza, nelle prossime righe prefe-
riamo scrivere la trasformata di Fourier come in Sezione 8.2 ed in Sezione 9.7
f̂ = Ff . Con questa notazione, in quella Nota abbiamo visto che, per ogni
k, si ha ck = φ̂(k) = FFf(k) = f(−k): quindi la successione {f(k), k ∈ Z}
appartiene allo spazio `2 e

f̂(ω) =
∞∑

k=−∞

f(−k)e2πikω =
∞∑

k=−∞

f(k)e−2πikω ∀ω ∈
[
−1

2
,
1

2

]
. (10.12)

L’identità in (10.12) vale in [−1
2
, 1
2
] nel senso di L2, ma non vale mai fuori

di [−1
2
, 1
2
] (rammentiamo ancora che all’esterno di questo intervallo il primo

membro è nullo mentre il secondo è periodico). Ora, invece, procediamo
al contrario: estendiamo lo sviluppo (10.12) ad un altro sviluppo valido su
tutto R. A questo scopo, osservando ancora che f̂ ha supporto in [−1

2
, 1
2
],

notiamo che f̂ coincide la funzione ottenuta dalla propria periodicizzazione φ
(da [−1

2
, 1
2
] a tutto R) quando si tronca nuovamente il risultato a [−1

2
, 1
2
]. Il

modo di procedere è un filtraggio: la moltiplicazione per il filtro passa basso

χ[− 1
2
, 1
2 ]
(ω) =

{
1 se |ω| ⩽ 1

2

0 se |ω| > 1
2
.

(10.13)

Si noti che questo filtro si dovrebbe naturalmente chiamare passa banda, per-
ché lascia passare un intervallo di frequenze, ma questo intervallo di frequenze
è centrato in zero; poiché molti segnali sono a valori reali, la loro trasformata
di Fourier è identificata univocamente dai valori a frequenze positive (la par-
te reale è pari e quella immaginaria dispari, Corollario 8.2.6 (iii)): pertanto
è tradizione chiamare questo tipo di filtri passa basso.
In altre parole, per ogni ω ∈ R si ha

f̂(ω) = f̂(ω)χ[− 1
2
, 1
2 ]
(ω).
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Quindi ecco come l’identità (10.12) si estende a tutto R: nel senso della
convergenza in L2(R) vale l’identità

f̂(ω) = f̂(ω)χ[− 1
2
, 1
2 ]
(ω) =

∞∑
k=−∞

f(k)e−2πikωχ[− 1
2
, 1
2 ]
(ω) ∀ω ∈ R (10.14)

(ora entrambi i membri si annullano per |ω| > 1
2
, mentre per |ω| ⩽ 1

2

l’uguaglianza (10.14) coincide con (10.12)).
Ora ci liberiamo del fattore χ[− 1

2
, 1
2 ]
, cioè del filtro.

Indichiamo come sempre con F−1 l’operatore di trasformata di Fourier inversa
e con λk l’operatore di traslazione di passo k, cioè

λkh(x) = h(x− k). (10.15)

Rammentiamo che, per ogni h ∈ L1(R),

Fλkh(ω) = e−2πikωFh(ω)

(Teorema 8.2.4 (v)). Quindi, poiché l’operatore di trasformata di Fourier
inversa coincide con quello di trasformata di Fourier a meno del segno della
variabile (Teorema 8.4.2, o anche Teorema 8.2.4 (iii)), si ha

F−1λkh(ω) = e2πikωF−1h(ω) .

Inoltre abbiamo visto nell’Esercizio 10.1.5 che χ[− 1
2
, 1
2 ]
= F−1(sinc). Grazie al

fatto che la funzione caratteristica h = χ[− 1
2
, 1
2 ]

è pari, abbiamo F−1h = Fh =

sinc (parte (ii) del Teorema 8.2.4) e

F−1(λk sinc)(ω) = e2πikωF−1 sinc = e2πikωh(ω)

(parte (ii) dello stesso Teorema applicata a f̂ invece che a f). In altre parole,

e−2πikωχ[− 1
2
, 1
2 ]
(ω) = F−1(λk sinc)(−ω) .

Pertanto (10.14) diventa

f̂(ω) =
∞∑

k=−∞

f(k)F−1(λk sinc)(−ω) per ogni ω ∈ R .
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La serie converge nel senso di L2 perché l’uguaglianza (10.14) vale nel senso
della convergenza in L2.
Ora applichiamo la trasformata di Fourier ad entrambi i membri. Poiché la
trasformata di Fourier è un isomorfismo isometrico (quindi continuo) nella
norma di L2(R) (Teorema di Plancherel: Corollario 8.5.2), e la serie a secondo
membro converge in L2, l’operatore di trasformata di Fourier commuta con
la serie e pertanto, grazie alla proprietà di parità (Teorema 8.2.4 (ii)), si
ottiene la seguente uguaglianza che vale nel senso di L2:

f(−x) =
∞∑

k=−∞

f(k)(λk sinc)(−x) =
∞∑

k=−∞

f(k) sinc(−x− k) ,

cioè, scrivendo −x al posto di x,

f(x) =
∞∑

k=−∞

f(k) sinc(x− k) . (10.16)

Questa identità vale in L2, quindi, in particolare, quasi ovunque, per la de-
finizione delle funzioni in Lp come classi di equivalenza quasi ovunque (De-
finizione 1.16.16). Dobbiamo dimostrare che vale puntualmente ovunque.
Purtroppo, sebbene la successione {f(k) = φ̂(−k)} appartenga a `2, non è
detto che sia anche in `1, se no potremmo applicare il test di Weierstrass
(Teorema 1.3.29) e dimostrare addirittura che (10.16) vale uniformemente.
Invece, occorre svolgere un calcolo più faticoso.

Il primo membro di (10.16) è una funzione continua, perché in B 1
2
. Quindi

basta dimostrare che lo è anche il secondo membro. Se la serie a secondo
membro converge uniformemente allora abbiamo la continuità, perché i suoi
termini sono funzioni continue. Dimostriamo allora che la serie converge
uniformemente. Essa è il prodotto scalare in `2 delle due successioni {f(k)} e
{sinc(x−k)}. Abbiamo già osservato che la prima appartiene a `2; la seconda
vi appartiene perché la funzione sinc(x− k) decresce all’infinito come 1

k
, per

ogni fissato x (Definizione 10.1.4).
Per provare che la serie al secondo membro di (10.16) converge uniformemente
basta dimostrare che per ogni ε > 0 esiste n = nε ∈ N (indipendente da x)
tale che ∑

|k|>n

|f(k)| | sinc(x− k)| < ε .
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Per la disuguaglianza di Cauchy–Schwarz in `2 (Proposizione 4.5.1),∑
|k|>n

|f(k)| | sinc(x− k)| <
√∑

|k|>n

|f(k)|2
√∑

|k|>n

| sinc(x− k)|2 . (10.17)

Osserviamo che | sinc(x− k)| ⩽ 1 per ogni x e k e | sinc(x− k)| ⩽ 1/|x− k|
per ogni x, k tali che |x − k| ⩾ 1, nella seconda serie al membro di destra
separiamo dagli altri i termini con |x − k| < 1 (che sono al più due e si
possono ciascuno maggiorare con il valore massimo della funzione sinc, ossia
1), ed otteniamo

∞∑
|k|>n

|f(k)| | sinc(x− k)| <
√∑

|k|>n

|f(k)|2
√
2 +

∑
|k|>n,|x−k|⩾1

1

|x− k|2
.

Delle due serie al secondo membro, la prima tende a zero con n, per l’appar-
tenenza a `2 della successione degli addendi {f(k)}, e la seconda converge
uniformemente per il test di Weierstrass (Sezione 1.1); anzi, tende unifor-
memente a zero quando n → ∞, perché è dominata dalle code della serie
convergente

∑
k 1/k

2 (la maggiorazione è uniforme su x perché in realtà la
serie

∑
k 1/|x− k|2 è una funzione periodica di periodo 1, visto che sommia-

mo su tutti i k ∈ Z, e quindi basta dimostrare che la maggiorazione vale
per ogni x nell’intervallo [−1

2
, 1
2
]: tralasciati gli interi k più vicini a x, per

tutti gli altri k si ha |x − k| > 1 e sinc2(x − k) < 1/(x − k)2. Poiché la
distanza fra x e k cresce linearmente in k, quando 0 ⩽ x < 1 questi termini
sono definitivamente maggiorati da (1 + k)−2 (si veda l’esercizio seguente).
Questo completa la dimostrazione. tu

Esercizio 10.4.5. Si ricavi la maggiorazione uniforme rispetto a x del secondo
membro dell’identità 10.17 nelle seguenti due maniere alternative:

(i) maggiorando uniformemente la serie
∑

k(sinc(x− k))2.

Suggerimento: anche questa serie è una funzione periodica (di periodo
1), ed i suoi termini, per 0 ⩽ x < 1, sono maggiorati uniformemente
da 1/k2;

(ii) osservando che sinc2 è la trasformata di Fourier della funzione t =
χ[− 1

2
, 1
2
] ∗ χ[− 1

2
, 1
2
], la quale è una funzione (con grafico triangolare) a

supporto compatto in [−1, 1], ed applicando la formula di somma di
Poisson (Proposizione 10.3.1).
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tu

Ora cambiamo la scala, per passare dal campionamento a passo 1 al cam-
pionamento a passo arbitrario. L’enunciato che si ottiene è stato associato
al nome dell’ingegnere Claude Shannon, per il suo articolo [27] sulla teoria
della comunicazione dell’informazione, pubblicato nel 1948 (si veda anche
l’articolo [28] dell’anno successivo).

Corollario 10.4.6. (Teorema del Campionamento di Shannon.) Per
ogni ω0 > 0, f ∈ Bω0 e x ∈ R, vale la seguente formula di ricostruzione del
segnale f a partire dai valori campionati

{
f( k

2ω0
) : k ∈ Z

}
:

f(x) =
∞∑

k=−∞

f

(
k

2ω0

)
sinc(2ω0x− k)

Dimostrazione. Questo enunciato segue in maniera ovvia dal Teorema 10.4.4,
se applichiamo il teorema di dilatazione per la trasformata di Fourier (Teo-
rema 8.2.4 (iv)). Infatti, ponendo g(x) = f( x

2ω0
), si ha per il succitato

teorema
ĝ(ω) = 2ω0f̂(2ω0ω)

e quindi g ∈ B 1
2
perché si assume f ∈ Bω0 . Pertanto il Teorema 10.4.4

implica, per ogni t ∈ R:

g(t) =
∞∑

k=−∞

g(k) sinc(t− k).

Ma g(t) = f( t
2ω0

), e quindi

f(
t

2ω0

) =
∞∑

k=−∞

f(
k

2ω0

) sinc(t− k) ∀t ∈ R.

Ora scrivendo x = t
2ω0

otteniamo la formula dell’enunciato.
tu

Nota 10.4.7. Lo sviluppo in serie di Whittaker ricostruisce una funzione f ∈
B 1

2
come serie di traslati della funzione sinc. La funzione sinc ha valore

massimo 1. Nella serie, il termine k-esimo è f(k) sinc(x − k): esso consiste

http://cm.bell-labs.com/cm/ms/what/shannonday/paper.html
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della funzione sinc traslata di passo k (così da avere massimo per x = k), e
dilatata verticalmente in modo che, per x = k, il suo valore sia f(k) invece
di 1. Quindi f viene ottenuta sovrapponendo e sommando queste funzioni
oscillanti ed appropriatamente dilatate.

Figura 10.3: Le funzioni che costituiscono i termini dello sviluppi in serie di Whittaker

tu

Nota 10.4.8. Si osservi dal disegno che i traslati delle sinc si annullano su tutti
gli interi eccetto quello in cui raggiungono il valore massimo. Dimostreremo
tra poco che questo fatto è vero, ma prima osserviamo che al punto x = m
si ha

f(m) sinc(x−m)|x=m = f(m) sinc(0) = f(m).

Però il teorema di Whittaker dice che

f(m) =
∞∑

k=−∞

f(k) sinc(m− k) = f(m) +
∑
k ̸=m

f(k) sinc(m− k)

Pertanto per ogni m deve valere∑
k ̸=m

f(k) sinc(m− k) = 0.

Fissato m, possiamo pensare questa serie come un prodotto scalare in `2,
fra il vettore dato dalla successione {f(k), k ∈ Z, k 6= m} e quello dato da
{sinc(m− k), k ∈ Z, k 6= m}

Esercizio 10.4.9. Mostrare che quest’ultima successione è in `2. tu
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Al variare di f ∈ B 1
2
la successione {f(k)} descrive una successione di dati:

si tratta di una generica successione in `2. Dire che il prodotto scalare sia
sempre zero, per ogni tale successione, equivale a dire che il funzionale lineare
su `2 individuato (nel senso del Teorema di rappresentazione di Riesz 4.6.4)
dalla successione k 7→ sinc(m−k) sia nullo: ossia che si abbia sinc(m−k) = 0
se k 6= m.
Ed infatti:

sinc(j) =
sin(πj)

πj
= 0

se j è intero e diverso da zero.
In altre parole, il traslato di passo k della funzione sinc vale uno per x = k,
ma vale zero per ogni x intero diverso da zero. Quindi

sinc(m− k) = δmk =

{
1 se m = k
0 se m 6= k

e
∞∑

k=−∞

f(k) sinc(m− k) =
∞∑

k=−∞

f(k)δmk = f(m).

Analogamente, il teorema di Shannon (Corollario 10.4.6) dice che

f(x) =
∞∑

k=−∞

f

(
k

2ω0

)
sinc(2ω0x− k)

Se x è un punto della griglia di campionamento (cioè x = m
2ω0

con m intero)
si ottiene una identità, perché sinc(2ω0x− k) = sinc(m− k) = δmk . tu

Nota 10.4.10. La nota precedente si può ripensare in termini di algebra li-
neare. Abbiamo un vettore di dati Ff = {f(k)} (con infinite componenti) ed
una ”matrice” a dimensione infinitaM = {sinc(m− k)}∞m,k=−∞. Lo sviluppo
di Whittaker, letto per x = m ∈ Z, dice che Ff =MFf per ogni f ∈ B 1

2
.

Al variare di f in B 1
2
, la successione Ff descrive il vettore generico di `2

(questo fatto intuitivo non lo dimostriamo). Perciò per ogni vettore v si ha
Mv = v. Ma allora M è l’identità, cioè

Mmk = sinc(m− k) = δmk

tu
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Nota 10.4.11. Il teorema del campionamento di Shannon (Corollario 10.4.6)
dice che un segnale con frequenza limitata da ω0, quindi con ampiezza di
banda pari a 2ω0, può essere ricostruito esattamente (senza perdite) a partire
dai suoi valori su una griglia di campionamento di passo τ = 1

2ω0
. Se il

segnale ha ampiezza di banda superiore allora non è ricostruibile esattamente
da questo campionamento. Ma cosa succede se al di fuori della banda di
frequenza [−ω0, ω0] la trasformata di Fourier f̂ del segnale f non è nulla ma
ha valori piccoli (rispetto ad una soglia opportunamente prefissata) e tendenti
a zero rapidamente per ω → ±∞? Il teorema di Shannon non è applicabile,
però ci aspettiamo che a partire dallo stesso campionamento il segnale sia
ricostruibile con perdite, ma perdite piccole, trascurabili. Questo è vero, ma
per provarlo dobbiamo riformulare la dimostrazione del teorema di Shannon
in termini dell’approssimazione dei segnali a banda limitata con segnali a
decrescenza rapida (questa riformulazione è presentata nel capitolo 13: si
vedano in particolare Sezione 13.1 e Sezione 13.5). Per questo introdurremo,
nel prossimo capitolo, le distribuzioni temperate. tu



Capitolo 11

Modellazione matematica del
processo di campionamento: le
distribuzioni temperate e le
distribuzioni

11.1 Il campionamento di segnali visto come
funzionale lineare

Consideriamo uno spazio vettoriale di funzioni di una variabile reale, che
rappresentano segnali (elettrici, acustici, e così via). Useremo a questo scopo
la classe di Schwartz S.

Il campione del segnale f al tempo t è il valore f(t). Quindi prendere il
campione al tempo t significa effettuare la lettura

δt : f → f(t).

δt è una applicazione da S a C, che si chiama delta di Dirac al tempo t;
è una applicazione lineare, perché, date due funzioni test f1 e f2 e due co-
stanti c1, c2 ∈ C, il campione della combinazione lineare c1f1 + c2f2 è la
combinazione lineari dei campioni:

829
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δt (c1f1 + c2f2) = (c1f1 + c2f2) (t)

= c1f1(t) + c2f2(t)

= δt (c1f1) + δt (c2f2) .

Inoltre δt : S 7→ C è continuo in base al Corollario 9.2.2, perché

|δtf | = |f(t)| ⩽ ‖f‖∞ = p00(f).

Quindi la lettura del campione al tempo t è un funzionale lineare continuo
sullo spazio S.

Dal punto di vista fisico, però, questa modellazione è una estrapolazione.
Se vogliamo misurare il valore di un segnale al tempo t dobbiamo tener conto
dell’inerzia degli strumenti di misura. Il valore che leggiamo è una media dei
valori istantanei in un piccolo intervallo temporale. Un modello possibile è il
seguente:

valore campionato di f a t0 =
1

2ε

∫ t0+ε

t0−ε
f(s) ds . (11.1)

Naturalmente l’espressione (11.1) è appropriata se lo strumento di misura
effettua la lettura nell’intervallo (t−ε, t+ε) trattando tutti i valori istantanei
in questo intervallo con lo stesso peso. In tal caso diciamo che la risposta
dello strumento all’impulso all’istante t0 è

1

2ε
χ[−ε,ε],

dove χ, come al solito, denota la funzione caratteristica dell’intervallo [−ε, ε],
come in Figura 11.1

L’espressione (11.1) dice che il valore campionato al tempo t0 è la convolu-
zione (

1

2ε
χ[−ε,ε] ∗ f

)
(t).

(Definizione 6.1.11). Naturalmente, la risposta all’impulso, ossia la funzio-
ne usata per convolvere, potrebbe cambiare con il tempo, per esempio con
l’invecchiamento dello strumento di misura.
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Figura 11.1: Il peso per la media integrale

Figura 11.2: Un peso per una media pesata

Altri strumenti potrebbero avere una risposta diversa, più graduale. La
loro curva di risposta sarà una più generale funzione positiva di integrale 1,
come, ad esempio, la funzione ψ dal grafico illustrato nella Figura 11.2.

Assumeremo d’ora in avanti che la curva di risposta dello strumento di
misura non si modifichi con il tempo, cioè non vari con l’età dello strumento.
Sotto questa ipotesi di invarianza per traslazione temporale, la risposta dello
strumento centrata al tempo t è il traslato della sua risposta ψ centrata al
tempo 0, cioè è la funzione traslata λtψ data da s → ψ(s − t). Scrivendo
ψ†(s) = ψ(−s) abbiamo quindi che il valore campionato è dato da

valore campionato a t =
∫ ∞

−∞
f(s)φt(s) ds ,

dove φ(t)(s) = ψ(s − t) = ψ†(t − s) = λ−tψ(s) = λsψ
†(t)), e quindi dalla

convoluzione (Definizione 6.1.11)

ψ† ∗ f(t) =
∫ ∞

−∞
ψ†(t− s)f(s) ds =

∫ ∞

−∞
ψ(s− t)f(s)ds .

Per comodità di notazione, in seguito chiameremo ψ† invece che ψ la curva
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di risposta, e quindi scriveremo il valore campionato al tempo t come

ψ ∗ f(t) =
∫ ∞

−∞
ψ†(s− t)f(s)ds.

In altre parole, il valore campionato per i diversi valori di t si ottiene facendo
una media integrale del segnale rispetto ad un peso φ, sempre della stessa
forma, ma traslato in maniera da centrarlo in t, come illustrato nelle Figure
11.3 e 11.4.

Figura 11.3: Collocazione del peso per il campionamento approssimato al tempo t,
nell’ipotesi di invarianza temporale dello strumento di misura

Il peso φ dipende dalla risposta dello strumento di misura. Ma natural-
mente noi ci aspettiamo che il valore esatto del segnale sia indipendente dallo
strumento di misura. Questa è una ipotesi che ha senso solo per misure di fe-
nomeni macroscopici, nei quali il procedimento di misura non altera il valore
da misurare: se ad esempio volessimo trovare la posizione di una particel-
la elementare, diciamo ”‘illuminandola con un flash”’, i fotoni del raggio di
luce che bombardano la particella potrebbero spostarla e quindi cambiarne
la posizione (o altrimenti ne cambierebbero la velocità). Ma per i segnali di

Figura 11.4: Campionamento approssimato tramite medie pesate nell’ipotesi di inva-
rianza temporale dello strumento di misura
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Figura 11.5: Identità approssimate con funzioni semplici

Figura 11.6: Identità approssimate con funzioni a campana

interesse in multimedialità questa ipotesi generalmente ha senso. Perciò pos-
siamo immaginare di poter cambiare strumento di misura, raffinandolo via
via di più, fino a precisione illimitata. Nei due esempi di curva di risposta di
uno strumento che abbiamo disegnato più sopra, questo vuol dire prendere
curve sempre più strette ed alte, ma tutte con integrale uno (altrimenti il
valore restituito dalla misura non sarebbe una media). Avremmo quindi una
successione di funzioni di risposta φα, α > 0, dove

φα(t) =
1

α
φ

(
t

α

)
è una versione di φ compressa orizzontalmente e dilatata verticalmente in
modo da lasciare inalterato l’integrale, come nelle Figure 11.5 e 11.6.
Quindi il valore esatto è

f(t) = lim
α→0

φα ∗ f(t) .

Riformuliamo tutto ciò in termini di convoluzioni. Richiedere che il valore
vero non dipenda dallo strumento di misura significa asserire che, se per ogni



834 CAPITOLO 11. DISTRIBUZIONI

φ non negativa e di integrale 1 si pone

φ†
α(s) = φα

†(s) =
1

α
φ†(

s

α
) ,

allora per ogni f ∈ S esista e non dipenda dalla scelta di φ il limite

lim
α→0+

〈λtφα†, f〉 = lim
α→0+

∫ ∞

−∞
λtφα

†(s)f(s) ds

(dove la notazione è quella della Notazione 9.7.8, λtφα† è il traslato di φα† di
passo t come in (10.15), e quindi λtφα†(s) = φα

†(s− t) = φα(t− s)).
Abbiamo così concluso che il valore esatto f(t) deve coincidere con il limite

lim
α→0+

〈λtφα†, f〉

per ogni scelta di φ ∈ L1(R), non negativa e di integrale uno.
In sintesi, il valore istantaneo è f(t) = δt(f); invece il valore letto dallo

strumento di misura è la seguente convoluzione (Definizione 6.1.11):

Tλtϕα†f ≡ 〈λtφα†, f〉 =
∫ ∞

−∞
φα

†(s− t)f(s) ds = φα ∗ f(t). (11.2)

Nota 11.1.1. Osserviamo che, se il segnale f coincide con δt0 , ovvero se si
tratta di un segnale puramente impulsivo (un singolo picco) al tempo t0,
allora, in base a (11.2), il valore letto dallo strumento di misura al tempo
t dovrebbe essere esattamente il traslato temporale φ†

α(t0 − t) = φα(t − t0)
di passo t0 della curva di risposta φα dello strumento di misura. Per questo
motivo la curva di risposta si chiama di solito la risposta impulsiva, o anche
risposta all’impulso dello strumento.

Un esempio di strumento di misura un po’ insolito, eppure frequentissimo,
è un auditorium con riverbero (come tutti gli auditorium). In questo caso
l’auditorium, insieme al microfono di registrazione, è lo strumento di misura,
e quindi il valore del segnale acustico registrato al tempo t in risposta ad
un impulso ivi generato al tempo t0 è la risposta dell’auditorium all’impulso
φα(t − t0). Questo è vero se la curva di risposta è invariante per traslazioni
temporali, ossia se il segnale udito in risposta ad un impulso generato al
tempo t0 è il traslato temporale di passo t0 del segnale udito in risposta ad
un impulso al tempo 0. In effetti, questo smette di essere vero se la forma
dell’auditorium si modifica durante l’ascolto, ad esempio perché gli spettatori
si spostano. tu
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Proposizione 11.1.2. Per ogni φ ∈ L1(R) con ‖φ‖1 = 1, l’applicazione
Tϕ : S 7→ C definita da

Tϕf = 〈φ, f〉 =
∫ ∞

−∞
φ(s)f(s) ds

è lineare e continua su S.

Dimostrazione. La linearità è ovvia. Mostriamo la continuità:

|Tϕf | ⩽ ‖f‖∞
∫ ∞

−∞
|φ(s)| ds

= ‖f‖∞ ‖φ‖1 = ‖f‖∞ .

In altre parole
|Tϕf | ⩽ p00(f)

e quindi Tϕ è continuo su S per la Proposizione 9.2.1. tu

Lemma 11.1.3. Sia φ ∈ L1(R) , φ ⩾ 0, con∫ ∞

−∞
φ(s) ds = 1.

Allora la famiglia {φα, α > 0} (dove φα(s) = 1
α
φ( s

α
)) forma un’identità

approssimata in L1(R) (nel senso della Definizione 6.1.15).

Dimostrazione. È ovvio che φα ⩾ 0 per ogni α > 0. Inoltre, per ogni α > 0,∫ ∞

−∞
φα(s) ds =

1

α

∫ ∞

−∞
φ
( s
α

)
ds =

∫ ∞

−∞
φ(u) du = 1.

Basta quindi mostrare che vale la proprietà della Definizione 6.1.15: per ogni
ε, δ > 0 esiste α0 = α0(ε, δ) tale che, se 0 < α < α0,∫ δ

−δ
φα(s) ds > 1− ε.

In effetti, ponendo u = s
α
si ha∫ δ

−δ
φα(s) ds =

1

α

∫ δ

−δ
φ
( s
α

)
ds =

∫ δ
α

− δ
α

φ(u) du
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ed analogamente ∫ ∞

−∞
φα(s) ds =

∫ ∞

−∞
φ(u) du = 1 .

Poiché per ogni δ > 0 si ha δ/α → +∞ se α → 0+ e
∫∞
−∞ φ(u) du è finito,

concludiamo che, fissato δ > 0 e ε > 0, esiste α0 > 0 tale che, per 0 < α < α0,∫
|s|>δ

1

α
φ
( s
α

)
ds =

∫
|u|> δ

α

φ(u) du < ε,

e quindi∫ δ

−δ
φα(s) ds =

∫ δ

−δ

1

α
φ
( s
α

)
ds = 1−

∫
|s|>δ

1

α
φ
( s
α

)
ds > 1− ε.

tu

Il teorema alla base della modellazione matematica del campionamento non
è altro che un corollario del Lemma 11.1.3.

Teorema 11.1.4. Per ogni f ∈ S, per ogni t ∈ R, per ogni φ ∈ L1(R) con
φ ⩾ 0 e

∫∞
−∞ φ(t) dt = 1 si ha

lim
α→0+

Tλtϕαf = f(t) = δt(f) .

Se si assume soltanto che f sia in L1 questa uguaglianza vale in L1, e quindi
puntualmente quasi ovunque.

Dimostrazione. Per il Lemma 11.1.3 {φα, α > 0} forma un’identità appros-
simata. Quindi l’enunciato non è altro che il Teorema 6.1.16 o in alternativa
il Teorema 6.1.18. tu

Riassumendo, il funzionale lineare continuo Tϕ su S serve ad approssi-
mare δ0(f), e Tλtϕ serve ad approssimare δt(f) per ogni t ∈ R. Vogliamo
riformulare questi concetti introducendo una nozione di convergenza per i
funzionali lineari continui su S in maniera tale da avere

lim
α→0+

Tϕα → δ0

e
lim
α→0+

Tλtϕα → δt.
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11.2 Richiami su funzionali lineari continui e
prodotti scalari

Rammentiamo il seguente risultato (Teorema 4.6.4):

Teorema 11.2.1. (Rappresentazione di Riesz.) Se V è uno spazio nor-
mato la cui norma è indotta da un prodotto scalare (ad esempio uno spazio
di Hilbert), per ogni funzionale lineare continuo T su V esiste un vettore
vT ∈ V tale che

Tw = (w, vT ) ∀w ∈ V

e viceversa.

Ad esempio, se V = L2(R), il Teorema 11.2.1 di rappresentazione di Riesz
asserisce che ogni funzionale continuo T è del tipo

Tf =

∫ ∞

−∞
f(x) g(x) dx = (f, g)L2(R)

per qualche g ∈ L2. Nel seguito scriveremo Tg(f) = 〈f, g〉 = (f, g)L2 e quindi
T = Tg.

Invece, la classe S di Schwartz non è uno spazio normato. La nozione di
convergenza in S non proviene da una norma, bensi da una famiglia numera-
bile di seminorme {pkl}. In tal caso la nozione di continuità di un funzionale
T è stata data nel Corollario 9.2.2 ed è la seguente:

Un funzionale lineare T su S è continuo se e solo se esiste una famiglia
finita di coppie di indici (k1, l1) , . . . , (kn, ln) e una costante C tali che

|Tf | ⩽ C

n∑
i=1

pkili(f).

Esempio 11.2.2. Consideriamo il caso del funzionale lineare del campiona-
mento introdotto più sopra su S, dato da Tϕ (φ ∈ S):

Tϕ(f) =

∫ ∞

−∞
f(x)φ(x)dx

(più sopra φ era a valori reali e la coniugazione complessa non era necessaria).
Sappiamo già che questo funzionale è continuo su L2(R) (Teorema 11.2.1 di
rappresentazione di Riesz). Esso è anche continuo su S, per la Proposizione
11.1.2. tu
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11.3 Cenni sulla dualità per spazi normati o
muniti di una famiglia numerabile di se-
minorme

Abbiamo visto in Sezione 11.1 che, dato un segnale f nella classe di Schwartz,
la lettura del suo valore campionato ad un istante t0 è approssimata dal valo-
re di un funzionale lineare continuo Tϕ sulla classe di Schwartz, dove φ è una
funzione non negativa e di integrale 1. Per una approssimazione via via mi-
gliore si deve usare una famiglia di funzioni {φα} sempre più concentrata at-
torno a t0 (cioè una identità approssimata nel senso della Definizione 6.1.15).
Invece il valore esatto, non approssimato, del segnale all’istante t0 è dato da
un altro funzionale lineare su S, il funzionale definito da δt0(f) = f(t0). Il
funzionale che fornisce il valore approssimato è quindi rappresentato da una
funzione φ, nel senso che il valore approssimato è dato da

Tϕ(f) =

∫ ∞

−∞
φ(t)f(t) dt. (11.3)

Non è invece possibile rappresentare nello stesso modo δt0 con una funzione,
perché δt0(f) non dipende dai valori di f in un intorno (sia pure piccolo)
del punto t0, ma solo nel punto t0 stesso (vedremo questo fatto in maggior
dettaglio in Sezione 11.8).

Modelliamo le operazioni di campionamento di segnali in S con funziona-
li lineari continui su S. Prima di studiare lo spazio vettoriale dei funzionali
lineari continui su S, premettiamo qualche cenno sull’impostazione alla base
di questa modellazione. Nell’Esempio 11.2.2 abbiamo considerato il valore
medio del segnale f in un intorno del punto t0, dato dal funzionale Tϕ di
(11.3), dove φ è una opportuna funzione a valori non negativi e di integra-
le 1. Idealmente, vorremmo generalizzare la nozione di funzione in modo
così ampio che si possano rappresentare in questa maniera tutti i funzio-
nali continui che intervengono nel campionamento, incluso il funzionale δt0
del campionamento istantaneo al punto t0, che, come si è accennato, non
è rappresentabile a questo modo con una funzione usuale. Quindi abbiamo
bisogno di una ampia generalizzazione del concetto di funzione.
Gli elementi di questo spazio di funzioni generalizzate sono in corrispondenza
biunivoca con i funzionali continui su S.
Notazione 11.3.1. Per ogni f ∈ S e T ∈ S ′ scriviamo 〈T, f〉 invece che
T (f), in analogia alla notazione introdotta nell’Esempio 11.2.2, in base alla
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quale si ha
Tϕ(f) =

∫ ∞

−∞
φ(t)f(t) dt = 〈φ, f〉 = 〈f, φ〉.

tu

Lo spazio dei funzionali continui su S si indica con S ′ e l’applicazione
bilineare

(T, f) ∈ S ′ × S 7→ 〈T, f〉 ∈ C

si chiama dualità. Lo spazio S ′ talvolta viene chiamato il duale di S.
Qui ci limitiamo ad accennare che, prendendo il duale di S, si ottiene

uno spazio vettoriale amplissimo, proprio come vogliamo. Per capire questo
concetto, occorre ripensare agli esempi già visti di dualità. Ci sono due
diverse situazioni in cui questo concetto è già emerso.

La prima è la dualità per spazi vettoriali a dimensione finita, o più in
generale per spazi di Hilbert, illustrata nel Teorema 11.2.1 di rappresenta-
zione di Riesz. Grazie a questo teorema sappiamo che ogni elemento T del
duale (Cn)′ di Cn è rappresentato da un unico vettore u ∈ Cn mediante
l’espressione

T (v) = (v, u) = 〈v, u〉

(dove u è il complesso coniugato di u, cioè il vettore le cui componenti sono le
coniugate di quelle di u) e viceversa, ogni tale vettore dà luogo ad un elemento
di (Cn)′. Quindi (Cn)′ è isomorfo a Cn come spazio vettoriale (e l’isomorfismo
è isometrico, sempre per lo stesso teorema). In particolare, il duale di Cn+1 è
“più grande” del duale di Cn, nel senso che (Cn)′ si immerge come sottospazio
in (Cn+1)′. Infatti, ogni t ∈ (Cn)′ si estende ad un funzionale T̃ ∈ (Cn+1)′

in infiniti modi possibili (una famiglia ad un parametro, come vedremo),
ad esempio nel modo seguente: se u è il vettore in Cn che rappresenta T ,
possiamo scegliere il seguente vettore ũ ∈ Cn+1 per rappresentare T̃ : ũ =
(u1, u2 . . . , un, 0). Questa scelta è analoga alla consueta immersione di Cn
in Cn+1 come l’insieme delle (n + 1)-ple di numeri complessi in cui l’ultimo
numero è zero: cioè il “piano orizzontale” della Figura 11.7, che illustra il
caso di R2 ↪→ R3 (o di C2 ↪→ C3).
Da questo esempio ci si aspetta quindi che, se ingrandiamo lo spazio vettoriale
di partenza, si ingrandisca in maniera isometrica anche il duale. Però per
spazi normati a dimensione infinita c’è un secondo modo di “ingrandire”, che
abbiamo già considerato in un’altra situazione.
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Figura 11.7: Immersione canonica di R2 in R3

Questa seconda eventualità non fa riferimento al passaggio da uno spazio
vettoriale ad un altro più grande in cui il primo si immerge come sottospazio
chiuso, bensì al passaggio da uno spazio normato ad un altro più grande
in cui il primo è denso. Per una analogia a dimensione finita si potrebbe
provare a pensare alla densità dei razionali Q nei reali R (ma attenzione,
questa analogia in realtà non calza; infatti, perché essa abbia senso i due
spazi vettoriali devono essere definiti sullo stesso campo scalare, e quindi in
questo caso su Q; ora, Q ha dimensione 1 come spazio vettoriale su Q, ma,
come spazio vettoriale su Q, R ha dimensione infinita, a causa del fatto che
Q è numerabile (Sezione 1.1), e quindi lo è anche l’insieme delle combinazioni
lineari a coefficienti in Q di un numero finito di elementi di R; invece R è più
che numerabile).

Per comprendere questa eventualità, si consideri un sottospazio vettoriale
W di uno spazio vettoriale normato V . SeW è denso in V , allora le successio-
ni di elementi di W che sono di Cauchy rispetto alla norma ‖ ·‖V convergono
a elementi di V , ma non necessariamente ad elementi di W . Supponiamo
ora che W abbia una sua norma ‖ · ‖W rispetto alla quale sia completo. Le
successioni di Cauchy inW rispetto a questa norma (Definizione 1.2.16) con-
vergono a elementi di W (Nota 1.2.17) e quindi di V . Perciò ci sono più
successioni di Cauchy convergenti rispetto alla norma di V che non alla nor-
ma di W : questo suggerisce che la norma di W sia più grande di quella di
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V , nel senso che esiste C > 0 tale che, per ogni w ∈ W , si ha

‖w‖V ⩽ C‖w‖W .

In effetti questa disuguaglianza è vera (essa però richiede, per una dimostra-
zione rigorosa, un risultato importante dell’Analisi Funzionale, il Teorema
del Grafico Chiuso (Teorema 3.16.4).
Ma allora, se F è un funzionale lineare continuo su V e wn è una successione
in W convergente a w0 ∈ W , wn converge a w0 anche nella norma di V , e
quindi

lim
n→∞

F (wn) = F (w).

Perciò F è continuo anche rispetto alla norma diW : quindi, se F ∈ V ′, allora
F ∈ W ′. Ne segue che il fatto che W ⊂ V sia denso implica che V ′ ⊂ W ′.
Questo fatto si può riscrivere in termini di norme di funzionali lineari continui,
nella notazione introdotta nella Definizione 3.3.14: se F ∈ V ′, allora per ogni
w ∈ W ⊂ V si ha

|F (w)| ⩽ ‖F‖‖w‖V ⩽ C‖F‖‖w‖W ,

quindi F ∈ W ′ e la norma del funzionale F come elemento diW ′ è maggiorata
da C‖F‖ dove ‖F‖ è la norma di F come elemento di V ′.

Riassumamo gli esempi di dualità ed inclusioni fra spazi di Banach del-
la Sezione 3.12, alla quale rinviamo il lettore per maggiori dettagli sulle
dimostrazioni qui omesse.

Cominciamo con gli spazi normati L2[0, 1] e L1[0, 1] (già studiati nella
Sezione 1.16). Abbiamo visto che L2[0, 1] ⊂ L1[0, 1]: più precisamente, per
ogni f ∈ L2[0, 1] si ha ‖f‖1 ⩽ ‖f‖2. D’altra parte, L2[0, 1] è denso in L1[0, 1].
Esempio 11.3.2. ((L1)′ = L∞.) Il duale di L1[0, 1] è (isometricamente) iso-
morfo a L∞[0, 1]. Abbiamo a suo tempo dimostrato (nella dimostrazione del
Teorema 1.19.6) che ogni funzionale continuo su L1 è rappresentabile come
integrale pesato con una funzione, nel senso dell’Esempio 11.2.2. Quindi
(L1[0, 1])

′ è isometricamente isomorfo a L∞[0, 1]. Questo fatto è un caso
particolare del Teorema 1.19.6.

Lo stesso argomento, svolto per funzioni su R invece che su un intervallo
compatto come [0, 1], grazie al teorema di convergenza di identità approssi-
mate su R (Teorema 6.1.16), prova che il duale di L1(R) è isometricamente
isomorfo a L∞(R). Anche questo è un caso particolare del Teorema 1.19.6.

tu
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D’altra parte, per il Teorema 11.2.1 di rappresentazione di Riesz si ha che
L2[0, 1]′ è (isometricamente) isomorfo a L2[0, 1]. Ma abbiamo appena visto
che L2[0, 1] ⊂ L1[0, 1] ed è ovvio che L∞[0, 1] ⊂ L2[0, 1] (esercizio). Quindi
abbiamo la catena di inclusioni

L∞[0, 1] ⊂ L2[0, 1] ⊂ L1[0, 1]

e
L1[0, 1]′ ∼= L∞[0, 1] ⊂ L2[0, 1] ∼= L2[0, 1]′.

Ecco quindi che, in questo caso nel quale i sottospazi non sono chiusi
(anzi sono densi, in base al Teorema di convergenza di identità approssimate,
Teorema 6.1.10), la dualità rovescia la relazione di inclusione.
Esempio 11.3.3. ((Lp)′ = Lq se 1

p
+ 1

q
= 1.) Più in generale, prendiamo

indici coniugati 1 ⩽ p < ∞, 1 < q ⩽ ∞ con 1
p
+ 1

q
= 1 (Definizione

1.16.4; conveniamo come sempre che, se p = 1 e q = ∞, valga 1
p
+ 1

q
= 1,

però qui consideriamo solo il caso p = 1, q = ∞, non il viceversa). Dalla
disuguaglianza di Hölder per funzioni su R (Teorema 1.16.6) segue

|Tϕ(f)| = |〈φ, f〉| ⩽ ‖φ‖q ‖f‖p . (11.4)

Di nuovo grazie al teorema di convergenza di identità approssimate, questa
volta nella norma di Lp, si ha come prima che la mappa φ 7→ Tϕ descrive un
isomorfismo isometrico di Lq sul duale di Lp:

sup {|〈φ, f〉| : ‖f‖Lp = 1} = ‖φ‖q . (11.5)

Abbiamo accennato nell’Esempio 3.12.3 che il duale di L∞ non si ottiene
in questo modo: esso è più grande di L1. tu

Esempio 11.3.4. (Dualità ed inclusioni per spazi Lp[0, 1].) Abbiamo
appena visto che, se p e q sono indici coniugati (nel senso del precedente
Esempio 11.3.3), allora

Lp[0, 1]′ ∼= Lq[0, 1]

(isomorfismo isometrico). Si noti che, se 1 < p < r < ∞, la relazione degli
indici coniugati 1

p
+ 1

q
= 1 rovescia la disuguaglianza quando si passa agli

indici coniugati, e pertanto per 1 < p < r <∞ si ha

L∞[0, 1] ( Lr[0, 1] ( Lp[0, 1] ( L1[0, 1]
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ma
L1[0, 1]′ ( Lp[0, 1]′ ( Lr[0, 1]′ ( L∞[0, 1]′.

tu

Esempio 11.3.5. (Dualità ed inclusioni per spazi `p.) Simmetricamente,
per gli spazi `p si ha (Proposizione 1.7.7):

l1 ( `p ( `r ( `∞

se 1 < p < r <∞ , e

l∞ = (l1)′ ) `q = (lp)′ ) `s = (lr)′

dove s ⩽ q e 1
p
+ 1

q
= 1 = 1

s
+ 1

r
(indici coniugati, nel senso della Definizione

1.16.4). Ciascuno spazio `p è denso in ogni spazio `r se 1 ⩽ p < q < ∞, e le
inclusioni si rovesciano passando agli spazi duali.

Anche questi risultati sugli spazi `p seguono, come prima, dalla disu-
guaglianza di Hölder, ma questa volta formulata per successioni numeriche
invece che per funzioni. Per cenni sulla dimostrazione rinviamo il lettore
all’Esempio 3.12.4. tu

Si noti invece che C[0, 1] è contenuto in L∞[0, 1] come sottospazio chiu-
so, non denso: infatti la norma in questi due spazi è la stessa (la norma
uniforme). In questo caso abbiamo già accennato che la dualità preserva
l’inclusione, ed infatti si ha che C[0, 1]′ è lo spazio delle misure numera-
bilmente additive su [0, 1], mentre, come già osservato nell’Esempio 3.12.3,
L∞[0, 1]′ è lo spazio delle misure che sono solo finitamente additive: il primo
è un sottospazio chiuso del secondo.

Tutti gli esempi precedenti riguardano la dualità per spazi normati. Però
il nostro vero interesse è studiare il duale di S, che non è uno spazio normato,
bensì è munito di una famiglia numerabile di seminorme. La convergenza in S
è molto più forte di quella data dalle norme viste negli esempi precedenti. Ad
esempio, se fn → f in S, allora, in particolare, ‖fn− f‖∞ = p00(fn− f) → 0
per n → ∞, quindi la convergenza è anche uniforme. Allo stesso modo si
vede che, se fn → f in S, allora per ogni k ⩾ 0 si ha

lim
n→∞

‖fn − f‖Ck = lim
n→∞

k∑
j=0

‖Dj(fn − f)‖∞ = 0,
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dove abbiamo indicato con Ck lo spazio delle funzioni continue su un com-
patto ed ivi derivabili k volte con continuità (oppure lo spazio delle funzioni
continue e limitate su R derivabili k volte con tutte le derivate continue e
limitate), munito della seguente norma:

Definizione 11.3.6. (Norma in Ck.)

‖f‖Ck ≡
k∑
j=0

‖Djf‖∞ .

(In alcuni testi, viene considerata una variante di questo spazio, nella quale
le derivate e le loro norme sono in L1 o Lp, che si indica con W k). Questo
significa che ‖f‖Ck =

∑k
j=0 p00(D

jf) =
∑k

j=0 p0j(f): in altre parole, l’im-
mersione di S in Ck è continua.
Rispetto a questa norma, Ck è uno spazio completo: infatti le successioni di
Cauchy in questa norma convergono ad elementi di Ck, grazie al Teorema
1.3.19 di convergenza uniforme con le derivate (si confronti questa definizio-
ne con quella data per lo spazio C∞ nell’Esempio 9.1.6). Si vede facilmente
che S è denso in C0(R) (lo spazio delle funzioni continue che tendo a zero
all’infinito) ed anche nel sottospazio chiuso Ck

0 (R) di Ck(R) delle funzioni
che tendono a zero all’infinito con tutte le derivate fino all’ordine k, per ogni
k ⩾ 0, nelle rispettive norme (un cenno di dimostrazione è dato nella prossima
Proposizione 11.4.1). A questo proposito, si noti anche che Ck

0 (R) è denso in
C0(R): l’argomento è simile a quello esposto nella dimostrazione del Lemma
5.13.4 per mostrare che C1(R) è denso in C(R)). D’altra parte, C(R)∩L1(R)
è un sottospazio denso in L1(R), e di Lp(R) se 1 ⩽ p <∞, come conseguenza
del teorema di convergenza delle identità approssimate, Teorema 6.1.16: per
questo basta prendere una identità approssimata {hn} consistente di funzioni
in C(R)∩L1(R) e ricordare che, per ogni hn ∈ C(R)∩L1(R) e g ∈ L1(R), si
ha hn ∗ g ∈ C(R) ∩ L1(R) (Esercizio 6.1.13).

Questi fatti rivelano che il duale S ′ di S è estremamente “grande”: include
tutti gli spazi di funzioni visti fino ad ora.

11.4 Densità di S e convergenza in S ′

Proposizione 11.4.1. (i) Sia Ck
0 lo spazio delle funzioni derivabili k volte

con derivate continue e che tendono a zero all’infinito con tutte le
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derivate fino all’ordine k. Allora Ck
0 è un sottospazio denso di C0(R)

(nella norma di C0, ovviamente).

(ii) S è denso in C0(R) nella norma uniforme ed in Ck
0 nella norma di Ck.

(iii) S è denso in ciascuno spazio Lp(R) con 1 ⩽ p < ∞, nella norma di
Lp.

(iv) Sia h ∈ L1(R) una funzione la cui trasformata di Fourier è C∞ a cresci-
ta polinomiale con tutte le derivate. Sia {fα} una identità approssimata
consistente di funzioni in S. Allora fα convolve h in una funzione in S.
Se assumiamo anche che per qualche k ∈ N si abbia h ∈ Ck(R) e che
tutte le derivate siano limitate ed uniformemente continue su R, allora
fα ∗ h → h nella norma di Ck. (Queste ipotesi sono soddisfatte, ad
esempio, se h è Ck a supporto compatto: in tal caso, infatti, segue dalla
parte (i) del Corollario 8.2.7 che ĥ ∈ C∞ e che le derivate di ĥ sono
tutte trasformate di Fourier di funzioni L1(R) (a supporto compatto) e
quindi tendono tutte a zero all’infinito, in base alla Proposizione 8.2.3,
e quindi sono tutte limitate. Analogamente, tutte le k derivate di h
devono necessariamente essere a supporto compatto, quindi limitate ed
uniformemente continue).

Dimostrazione. Nella parte (i), è chiaro che basta limitarsi al caso di fun-
zioni a supporto compatto, perché evidentemente ogni funzione continua che
tende a zero all’infinito si approssima uniformemente con funzioni continue
a supporto compatto. Allora otteniamo la parte (i) iterando l’argomanto
che dimostra il Corollario 5.13.5. Una dimostrazione alternativa ma equi-
valente è la seguente. Si consideri una identità approssimata ϕα ∈ Ck(R),
ad esempio la famiglia di funzioni C∞ del Lemma 11.1.3 ottenuta norma-
lizzando i dilatati della Gaussiana. Dal Teorema 6.1.16 sulla convergenza
delle identità approssimate sappiamo che ϕα ∗ f converge uniformemente a
f per ogni funzione f continua a supporto compatto (l’ipotesi di uniforme
continuità di f , richiesta in quel teorema, è automaticamente soddisfatta se
f è continua a supporto compatto grazie al Teorema di Heine sulla uniforme
continuità (Sezione 1.1). D’altra parte, ϕα ∗ f è una funzione derivabile k
volte con continuità perché lo è ϕα (Esercizio 6.1.13): quindi f si approssima
uniformemente con funzioni ϕα ∗ f ∈ Ck(R).

Per quanto riguarda la parte (ii), dato un compatto K ⊂ R, sappiamo
che i polinomi sono uniformemente densi in C(K) (Teorema 6.3.1). Senza
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perdita di generalità, supponiamo che K sia un intervallo [−a, a] (perché un
compatto in R, essendo limitato per il Teorema di Bolzano–Weierstrass 1.9.6,
è contenuto in un intervallo). Si consideri la Gaussiana φ(x) = e−x

2 . Il suo
minimo in [−a, a] è e−a2 > 0, quindi 1

ϕ
è una funzione continua. Poiché le

funzioni continue rimangono tali se le si moltiplica per una funzione continua,
moltiplicando per 1

ϕ
vediamo che lo spazio J ≡ {fφ : f ∈ C[−a, a]} coincide

con C[−a, a]. Ma J contiene le funzioni p(x)e−πx2 , per ogni polinomio p,
che sono dense in J per il Teorema 6.3.1. Queste funzioni appartengono
tutte a S, e quindi S è denso in J = C[−a, a], cioè, essendo a arbitrario,
nelle funzioni continue a supporto compatto (nel senso che ogni funzione
continua a supporto compatto, pensata come funzione su tutto R, può essere
approssimata uniformemente a meno di precisione arbitraria con funzioni
di Schwartz). D’altra parte, è banale che le funzioni continue a supporto
compatto siano dense in C0(R): pertanto lo è anche S.

Poiché C0 è denso in tutti gli spazi Lp nella norma di Lp (Proposizione
1.18.6), la parte (iii) segue immediatamente dalla (ii).

tu

Proposizione 11.4.2. Per c > 0, consideriamo la classe delle funzioni
a banda limitata Bc.

(i) Per ogni c > 0, Bc * S e S * Bc

(ii) Bc ∩ S non è denso in S.

(iii) Sia h ∈ Bc e {fα} una identità approssimata consistente di funzioni in
S. Allora fα ∗ h→ h uniformemente e fα ∗ ĥ→ ĥ uniformemente.

Dimostrazione. È ovvio che S * Bc (si pensi alla Gaussiana, che è in S
ma non è a supporto compatto e la cui trasformata di Fourier è ancora la
Gaussiana (Proposizione 8.3.2), quindi a supporto non compatto).

Per provare che Bc * S basta costruire un esempio di f ∈ B1, f /∈ S:
il caso generale di Bc si ottiene applicando a questo esempio un opportuno
operatore di dilatazione. Consideriamo h(t) = sinc2 t. È chiaro che h /∈ S,
perché

h(t) = sinc2 t =
sin2(πt)

π2t2

non è a decrescenza rapida, e quindi il suo dilatato k non appartiene a S.
Mostriamo che h ∈ B1. È chiaro che h è C∞ ed al di fuori di un compatto
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è limitata da 1/(π2x2), quindi h ∈ L1(R) (ossia g := sinc ∈ L2(R)). Inoltre,
dall’Esercizio 10.1.5 sappiamo che sinc = χ̂[− 1

2
, 1
2
]. Ma allora, calcolando la

trasformata di Fourier nel senso di L2 (Nota 8.5.3), abbiamo

ŝinc = ̂̂χ[− 1
2
, 1
2
] = χ†

[− 1
2
, 1
2
]
= χ[− 1

2
, 1
2
]

per la proprietà di parità per la trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4 (ii) e
Proposizione 11.13.14 rispettivamente) e per il fatto che χ[− 1

2
, 1
2
] è una funzione

pari. Ma allora segue dal Corollario 11.14.3, e dalle stesse proprietà della
trasformata di Fourier e della sua inversa, che

ĥ = ŝinc2 = ĝ ∗ ĝ = χ̂[− 1
2
, 1
2
] ∗ χ̂[− 1

2
, 1
2
] = u

dove u è a supporto compatto (in effetti il supporto di u è l’intervallo [−1, 1],
come mostra l’esercizio seguente). Questo prova (i).

Per provare (ii), supponiamo per assurdo che Bc∩S sia denso in S. Allo-
ra per ogni f ∈ S esisterebbe una successione fn ∈ Bc∩S tale che fn → f in
S. Ma allora, per la continuità della trasformata di Fourier (Teorema 9.7.6),
si avrebbe f̂n → f̂ in S. Ma, poiché fn ∈ Bc, f̂n ha supporto in [−c, c]. Pren-
diamo f ∈ S tale che f̂ non abbia supporto contenuto in [−c, c] (ad esempio
la Gaussiana f(t) = e−πt

2 , per la quale il supporto di f̂ = f (Proposizione
8.3.2) è tutto R). Allora f̂n non converge a f̂ puntualmente (perché il limi-
te puntuale è zero fuori di [−c, c]), quindi non vi converge uniformemente,
quindi non vi converge in S (perché

∥∥∥f̂n − f̂
∥∥∥
∞

= p00(f̂n − f̂)). Quindi si
ha una contraddizione, e l’ipotesi di assurdo deve perciò essere falsa. Questo
prova (ii).
Infine, nella parte (iii) fα ∗ h → h uniformemente grazie al teorema di con-
vergenza delle identità approssimate per funzioni continue (Teorema 6.1.16),
applicabile perché, in base al Corollario 10.4.2, h ∈ Bc ⊂ C∞

0 (R), e quindi
in particolare h e tutte le sue derivate sono uniformemente continue su R
come facile conseguenza del Teorema di Heine (Sezione 1.1). Analogamente,
fα ∗ ĥ→ ĥ uniformemente in base allo stesso teorema od alla parte (iv) della
precedente Proposizione 11.4.1: questi risultati si applicano perché ĥ è conti-
nua a supporto compatto, essendo la trasformata di Fourier di una funzione
in Bc, e lo stesso vale per tutte le sue derivate Djĥ, che sono le trasformate
di Fourier di (−2πixj)ĥ, anche esse continue a supporto compatto, come già
osservato appunto nell’enunciato della parte (iv) della Proposizione 11.4.1.

tu
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Figura 11.8: Il quadrato per convoluzione di una funzione caratteristica è una funzione
triangolare

Esercizio 11.4.3. (i) supp(f ∗ g) ⊂ supp f + supp g.

(ii) Rammentiamo che abbiamo scritto χ per la funzione caratteristica del-
l’intervallo [−1

2
, 1
2
], cioè χ = χ[− 1

2
, 1
2
]. Allora u = χ ∗ χ è la funzione

lineare a tratti che vale 0 in R \ [−1, 1], 1 in 0 ed è lineare in [−1, 0] ed
in [0, 1] (figura 11.8).

tu

La dualità consente di introdurre senza sforzo un’altra proprietà cruciale:
il trasporto della nozione di convergenza allo spazio duale. Ce lo consente
la prossima definizione, che era stata anticipata come Definizione 3.10.3 (e
studiata in molta maggiore profondità nella Sezione 3.10).

Definizione 11.4.4. (Topologia debole stella.) Sia {Fn} una successione
di elementi del duale V ′ di uno spazio vettoriale normato, oppure munito di
una famiglia numerabile di seminorme. Diciamo che

lim
n→∞

Fn = F ∈ V ′

se, per ogni v ∈ V , si ha

lim
n→∞

〈Fn, v〉 = 〈F, v〉.

In tal caso si dice che Fn tende a F nella topologia debole∗ indotta da V .

Nota 11.4.5. Questa nozione di convergenza in generale è più debole della con-
vergenza rispetto alla norma dei funzionali. Ad esempio, se V = L1(R), sap-
piamo che V ′ è isometricamente isomorfo a L∞(R) (Esempio 11.3.2). Quindi,
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data una successione di funzionali Fn ∈ V ′ (rappresentati come prima da
funzioni in L∞, che - abusando della notazione - indichiamo ancora con Fn)
la convergenza nella norma di V ′ è la convergenza uniforme delle funzioni
Fn ∈ L∞(R). Invece Fn → F in senso debole * se per ogni h ∈ L1(R) si ha

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
Fn(t)h(t) dt =

∫ ∞

−∞
F (t)h(t) dt.

Queste due nozioni di convergenza non sono equivalenti. Si vede facilmente
che la prima implica ovviamente la seconda, perché, grazie al fatto che h ∈ L1

e Fn è limitata, si possono approssimare gli integrali limitando il dominio di
integrazione ad un compatto, ed i limiti uniformi di successioni di funzioni
passano sotto il segno di integrale sui compatti (Teorema 1.3.17). Però il
viceversa non è vero. Ad esempio, lasciamo al lettore i passaggi di questo
importante esercizio: se

Fn(t) =

{
1 se t ⩾ n
0 se t < n

si ha Fn → 0 debole * se n→ ∞, però ‖Fn‖∞ = 1 per ogni n e quindi ‖Fn‖∞
non tende a zero; perciò, per la continuità della norma (Nota 4.1.2) Fn non
tende a zero nella norma uniforme. tu

Poiché è più debole della convergenza in norma, la convergenza debole *
dei funzionali ha luogo più facilmente, e quindi è molto più facile da ottenere,
agevole ed elastica. Ci accingiamo a studiarla per il duale S ′ della classe di
Schwartz S.
Nota 11.4.6. La convergenza in S non è data da una norma, ma da una fami-
glia di seminorme, e quindi la definizione di norma di un funzionale F ∈ S ′

non vale (la Definizione 3.3.14 si applica solo ai funzionali su spazi normati).
Invece la nozione di convergenza debole * si applica, ed è quella che useremo
su S ′. Ne abbiamo bisogno per modellare il processo di approssimazione con
cui si passa da campioni espressi da valori medi a valori istantanei. tu

11.5 Distribuzioni temperate e loro proprietà
di convergenza

Definizione 11.5.1. Lo spazio S ′ dei funzionali continui sulla classe di
Schwartz S si chiama spazio delle distribuzioni temperate.
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Poiché non avremo bisogno di introdurre una nozione più generale di
distribuzione, spesso nel seguito ci riferiremo a S ′ come lo spazio delle di-
stribuzioni: questa terminologia non è però usuale, perché nella letteratura
matematica le distribuzioni (non temperate) denotano una classe più ampia.
Per una trattazione più completa accenniamo alla definizione e proprietà
dello spazio delle distribuzioni nella successiva Sezione 11.18; per maggiori
dettagli, si veda [25, Cap. 6 e 7].

Definizione 11.5.2. (Convergenza nel senso delle distribuzioni.) Mu-
niamo S ′ della nozione di convergenza analoga a quella descritta nella Defini-
zione 11.4.4: se Fn, F ∈ S ′ diciamo che

lim
n→∞

Fn =
S′
F

se per ogni f ∈ S si ha
lim
n→∞

〈Fn, f〉 = 〈F, f〉

Il prossimo enunciato non è ovvio: esso si basa su un risultato profon-
do in Analisi Funzionale, che citiamo nella dimostrazione, ma non dimo-
striamo in questo Capitolo: si tratta del teorema di uniforme limitatezza
(Banach–Steinhaus), che abbiamo dimostrato come Teorema 3.14.3. In ef-
fetti, la prossima Proposizione 11.5.3 è un caso particolare del Corollario
3.14.5 del teorema di uniforme limitatezza. In ogni caso, il lettore non inte-
ressato a quella dimostrazione non ha bisogno di consultarne l’enunciato nel
Capitolo 3, perché lo riassumeremo in questa Sezione.

Proposizione 11.5.3. (Limiti di successioni di distribuzioni tem-
perate.) Sia Fn una successione in S ′ tale che, per ogni f ∈ S, esiste il
limite limn→∞ 〈Fn, f〉. Chiamiamo questo limite F (f). Allora F ∈ S ′ e
limn→∞ Fn =

S′
F .

Idea della dimostrazione. Spieghiamo anzitutto perché il risultato è plau-
sibile ma non ovvio. Se gli Fn convergono ad un funzionale lineare continuo
F , allora, per definizione di convergenza in S ′ (Definizione 11.5.2), il limite
limn〈Fn, f〉 = F (f) esiste per ogni f ∈ S. Ma qui stiamo cercando di dimo-
strare il viceversa, e poniamo F (f) = limn〈Fn, f〉. È chiaro che questo F è un
funzionale lineare su S. Quindi occorre solo mostrare che questo funzionale
è continuo rispetto alla convergenza in S. I suoi approssimanti Fn ∈ S ′ sono
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continui. Perciò, in base al Corollario 9.2.2, per ogni n esistono una costante
Cn ed una collezione finita di jn seminorme pk1(n)l1

(n) . . . , pkjn (n)ljn
(n) tali che

|〈Fn, f〉| < Cn

jn∑
i=1

pki(n)li
(n)(f) . (11.6)

Dobbiamo dimostrare che vale una disuguaglianza analoga per F . Purtrop-
po, però, non possiamo semplicemente passare al limite per n → ∞ dentro
il secondo membro di (11.6), perché le costanti Cn e le seminorme non so-
no sempre le stesse: cambiano con n. Quindi, al crescere di n, potremmo
trovarci ad aggiungere sempre più seminorme, in numero illimitato, ed a con-
siderare costanti C sempre più grandi, in maniera illimitata. In altre parole,
il problema è che ciascuna Fn è sì continua, ma limitata da costanti e semi-
norme diverse al variare di n: invece a noi serve una continuità rispetto alle
stesse costanti e seminorme, o come si suol dire la equicontinuità, cioè una
limitatezza uniforme rispetto a n.
Questa proprietà è conseguenza di un risultato basilare dell’Analisi Funziona-
le, noto come il Teorema di Banach-Steinhaus 3.14.3 (detto anche principio
di uniforme limitatezza), il cui enunciato, applicato allo spazio delle distribu-
zioni (che è uno spazio di Fréchet, nel senso della Definizione 3.1.1) diventa
quello del Corollario 3.14.4, che richiamiamo qui di seguito. Esso asserisce
che, se uno spazio vettoriale V è uno spazio metrico completo (ovviamente
con una metrica invariante per traslazione), ed una successione di funzionali
lineari continui Fn su V converge puntualmente ad un funzionale lineare F ,
nel senso che, per ogni vettore v ∈ V , si ha Fn(v) → F (v), come nel nostro
enunciato, allora gli Fn sono equicontinui, o, più semplicemente, anche F
è un funzionale continuo (Corollario 3.14.5). Da questo risultato profondo
segue la Proposizione, perchè S è uno spazio metrico completo (Teorema
9.4.3). tu

Esempio 11.5.4. (i) (Funzioni localmente integrabili a crescita po-
linomiale). Consideriamo le le funzioni h localmente integrabili e a
crescita polinomiale (Definizione 9.5.2: queste funzioni h, al di fuori di
un compatto, verificano |h(x)| < B(1 + |x|k) per ogni x e per qualche
B > 0 e k ∈ N). Tutte queste funzioni appartengono a S ′, nel senso
che per ogni tale h il funzionale lineare

Th(f) =

∫ ∞

−∞
h(x)f(x) dx
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è definito per ogni f ∈ S e continuo su S. Se h ∈ S, la continui-
tà di Th è stata dimostrata nell’Esempio 11.2.2. In generale, sia h
è a crescita polinomiale: quindi esiste un intero positivo k tale che
B = supx∈R

|h(x)|
1+|x|k < ∞. Pertanto, in base al Lemma 9.6.2, esiste una

costante A > 0 tale che

|h(x)|
1 + |x|k+2

⩽ A
|h(x)|

(1 + |x|k) (1 + x2)
⩽ AB

1 + x2
.

Siano quindi fn, f ∈ S e supponiamo che fn →
S
f . Dal fatto che

l’integrale improprio
∫∞
−∞

1
1+|x|2 dx è convergente (vale arctan

∣∣∞
−∞ = π)

ora segue

|Th (fn − f)| ⩽
∫ ∞

−∞
h(x) |fn(x)− f(x)| dx

=

∫ ∞

−∞

|h(x)|
1 + |x|k+2

(
1 + |x|k+2

)
|fn(x)− f(x)| dx

⩽ πABpk+2,0 (fn − f) →
n→∞

0 (11.7)

per la definizione di convergenza in S (Definizione 9.1.2). Questo
stabilisce che Th è continuo, e quindi Th ∈ S ′.

(ii) (Funzioni L1). Ritorniamo ad un ambito già incontrato nella Propo-
sizione 11.1.2: a differenza che nella parte (i) di questo Esempio, ora
assumiamo che la funzione h sia in L1 non solo localmente, ma anche
su tutto R. Allora h dà origine ad una distribuzione Th anche senza che
si debba assumere che sia a crescita polinomiale. (Nota: una funzione
in L1 non tende necessariamente a zero all’infinito! Essa può assumere
valori arbitrariamente grandi purché questo accada in intervalli le cui
lunghezze diventino appropriatamente piccole. Il lettore costruisca un
esempio per esercizio).
Infatti, per ogni f ∈ S, il funzionale lineare

Th(f) =

∫ ∞

−∞
h(x)f(x) dx

verifica
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|Th(f)| ⩽ ‖f‖∞
∫ ∞

−∞
|h(t)| dt = ‖h‖1p00(f),

e quindi è continuo su S (Definizione 9.1.2).

(iii) (La delta di Dirac). Per ogni x in R, il funzionale lineare δx su S
già definito nella Sezione 10.1 come

δx(f) = f(x)

(che d’ora in avanti chiameremo delta di Dirac al punto x) è continuo
su S. Infatti, se fn, f ∈ S e fn →

S
f , allora in particolare (sempre per

la Definizione 9.1.2) si ha

‖fn − f‖∞ = p00 (fn − f) →
n→∞

0 .

Quindi fn converge a f uniformemente su R, ed in particolare pun-
tualmente per ogni x (Definizione 1.2.11), e perciò δx(fn) = fn(x) →

n→∞
f(x) = δx(f).

tu

Esempio 11.5.5. La funzione 1
x
, definita per x 6= 0, non è integrabile secondo

Lebesgue, e non è integrabile in senso improprio secondo Riemann, perché∫ ±∞
0

dx
x

= ∞. Inoltre, questa funzione ha integrale divergente in ogni in-
tervallo (0, a) o (−a, 0), con a > 0. Pertanto, se f ∈ S, non esiste finito
l’integrale 〈 1

x
, f〉 =

∫∞
−∞

f(x)
x
dx. Si noti che la divergenza non è conseguenza

del fatto che la funzione 1
x
decresca troppo lentamente all’infinito (ossia del

fatto che
∫∞
a

dx
x

=
∫ −∞
−a

dx
x

= ∞), perché questo è compensato dal fatto che
la funzione test f tende a zero all’infinito a velocità più che polinomiale.
La divergenza è invece dovuta all’ordine della singolarità di 1

x
nell’origine,

almeno se f(0) 6= 0 (in tal caso f non può compensare la singolarità di 1
x
).

Esiste un modo di dare un senso all’integrale
∫∞
−∞

f(x)
x
dx nel senso delle

distribuzioni. Definiamo la distribuzione valore principale di Cauchy, v. p. 1
x
,

come
〈v. p. 1

x
, f〉 ≡ lim

ε→0+

(∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)
f(x)

x
dx .

Mostriamo che v. p. 1
x
è una distribuzione.

v. p.
1

x
(f) = lim

ε→0+

∫ ∞

ε

f(x)− f(−x)
x

dx =

∫ ∞

0

f(x)− f(−x)
x

dx
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(l’ultimo integrale è convergente perché f(x)−f(−x) = O(x) per il Teorema
di Taylor, o equivalentemente per il Teorema del valor medio di Lagrange
(Sezione 1.1)). Osserviamo che f(x) − f(−x) =

∫ x
−x f

′(t) dt, per il Teorema
Fondamentale del Calcolo (Sezione 1.1). Allora la continuità del funziona-
le lineare v. p. 1

x
su S, espressa dalle disuguaglianze del Corollario 9.2.2, si

ottiene dalle stime seguenti:∣∣∣∣∫ ∞

0

f(x)− f(−x)
x

dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(∫ 1

0

+

∫ ∞

1

)
f(x)− f(−x)

x
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

1

x

∫ x

−x
f ′(t) dt dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ ∞

1

x(f(x)− f(−x)
x2

dx

∣∣∣∣
⩽
∫ 1

0

2xmax−x⩽t⩽x |f ′(t)|
x

dx

+

∫ ∞

1

2maxy∈R |y f(y)|
x2

dx

⩽ 2p01(f) + 2p10(f)

∫ ∞

1

1

x2
dx ⩽ 2(p01(f) + p10(f)) ,

perché
∫∞
1

1
x2
dx =

[
− 1
x

]∞
1

= 1. tu

11.6 Convergenza puntuale e convergenza in
S ′

Questa breve Sezione presenta un facile ma utile risultato di convergenza nel
senso delle distribuzioni di successioni di funzioni equilimitate. Questo risul-
tato riecheggia i teoremi di convergenza monotóna e di convergenza limitata
dell’integrale di Lebesgue.

Proposizione 11.6.1. (i) Siano {fn} e f funzioni a valori reali non ne-
gativi, localmente integrabili e a crescita polinomiale, tali che fn(x)
converge a f(x) in maniera monotòna per quasi ogni x. Allora fn
converge a f anche nel senso delle distribuzioni.

(ii) Sia {fn} una successione di funzioni localmente integrabili tali che
|fn| siano tutte simultaneamente limitate dalla stessa costante (o più
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in generale tutte limitate in modulo da una stessa funzione h local-
mente integrabile a crescita polinomiale). Allora, se fn converge a
f uniformente sui compatti, fn converge a f anche nel senso delle
distribuzioni.

Dimostrazione. In base alla Proposizione 11.5.3, per dimostrare la conver-
genza di fn a f nel senso delle distribuzioni occorre mostrare che, per ogni
g ∈ S,

〈fn, g〉 :=
∫ ∞

−∞
fn g dx→

∫ ∞

−∞
f g dx := 〈f, g〉 . (11.8)

La prima parte dell’enunciato è ovvia. Infatti, a causa della monotonia,
abbiamo fn(x) ⩽ f1(x) per ogni x. La funzione f1 è localmente integrabile,
ma non necessariamente integrabile su tutto R. Però è a crescita polinomiale,
e quindi, quando la si moltiplica per la funzione g ∈ S, si ottiene un prodotto
f1g ∈ L1(R). Allora il passaggio al limite in (11.8) segue dal Teorema di
Convergenza Dominata 1.9.54.
Anche la seconda parte segue nello stesso modo dal Teorema 1.9.54, perché
per ogni n ∈ N e g ∈ S abbiamo |fng| ⩽ |hg| ∈ L1(R), come prima, e quindi
possiamo passare al limite sotto il segno di integrale in (11.8). tu

Corollario 11.6.2. Sia f una funzione considerata come distribuzione, ossia
localmente integrabile ed a crescita polinomiale. Supponiamo inoltre che f
sia periodica: quindi ora f è una generica funzione in L1

∗. Allora la serie di
Fourier di f converge a f nel senso delle distribuzioni. Se inoltre f appartiene
a Lp∗ per qualche p > 1, allora la serie di Fourier converge a f nel senso delle
distribuzioni.

Dimostrazione. Osserviamo che, per ogni g ∈ S e per ogni n ∈ Z, si ha
〈e2πin·, g〉 = ĝ(n). Quindi

〈
∑

n = −mmf̂(n) e2πin·, g〉 =
∑

n = −mmf̂(n)〈e2πin·, g〉 =
∑

n = −mmf̂(n) ĝ(n) .

Per prima cosa, dimostriamo che la serie a secondo membro converge quando
m→ +∞.
Poiché g ∈ S, anche ĝ ∈ S e la successione ĝ(n) è a decrescenza rapi-
da. D’altra parte, il valore f̂(n) della trasformata di Fourier di f coincide
con l’n−simo coefficiente di Fourier di f pensata come funzione periodica
con periodo 1 (Proposizione 10.2.3), e quindi |f̂(n) ⩽ ‖f‖L1[0,1]. Pertan-
to la serie

∑
n = −mmf̂(n) ĝ(n) è convergente, e quindi le somme parziali
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∑
n = −mmf̂(n) e2πinω formano una successione di funzioni convergente nel

senso delle distribuzioni.
Allora sia T la distribuzione limite, ossia T =

∑
n = −mmf̂(n) e2πinω. Se

f ∈ Lp∗, la serie converge nel senso di Lp alla funzione f (Corollario 7.6.38).
Pertanto essa converge a f puntualmente quasi ovunque, e per ogni C > 1

deve valere, per grandi m,
∣∣∣∑n = −mmf̂(n) e2πinx

∣∣∣ < C|f(x)| per ogni x.
Poiché f è una funzione limitata, la convergenza vale anche nel senso delle
distribuzioni in base alla parte (ii) della Proposizione 11.6.1. tu

Vedremo nella Sezione 12.2 un esempio di serie trigonometrica che con-
verge nel senso delle distribuzioni ma non converge puntualmente in alcun
punto.

11.7 Convergenza di serie di distribuzioni tem-
perate; esempi

Una ovvia conseguenza della Proposizione 11.5.3 è la seguente:

Corollario 11.7.1. (Convergenza di serie nel senso delle distribu-
zioni.) Sia {Fn, n ∈ N} una successione in S ′. La serie

∑∞
n=0 Fn converge

in S ′ se e solo se, per ogni f ∈ S, esiste finito il limite limN→∞
∑N

n=0 〈Fn, f〉.
In tal caso, scriviamo il valore limite

∑∞
n=0 〈Fn, f〉 come 〈

∑∞
n=0 Fn, f〉: allo-

ra la somma della serie,
∑∞

n=0 Fn, è anch’essa una distribuzione temperata.
Analogo risultato vale per le successioni bilatere {Fn, n ∈ Z}, che danno luo-
go a serie doppie

∑∞
n=−∞ Fn convergenti in S ′ se e solo se esistono finiti i

due limiti limM,N→∞
∑N

n=−M 〈Fn, f〉.

Per comodità di notazione, estendiamo alle distribuzioni la definizione di
operatore di traslazione λ già introdotta per le funzioni (ad esempio in
(10.15):

Definizione 11.7.2. (Operatore di traslazione su S ′.) Per ogni g ∈ S,

〈λxT, g〉 = 〈T, λ−xg〉

Nota 11.7.3. (Compatibilità della Definizione 11.7.2 con la defi-
nizione di traslazione per funzioni) Nell’Esempio 11.5.4 (i) abbiamo
visto che le funzioni localmente integrabili h a crescita polinomiale danno
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luogo a distribuzioni, che indichiamo con Th. Quindi ora per queste funzioni
abbiamo due diverse definizioni di traslazione: quella per le funzioni (10.15)
e quella appena formulata per distribuzioni (Definizione 11.7.2). Per evita-
re ambiguità è necessario provare che le due definizioni coincidono, cioè che
λxTh = Tλxh. Ed infatti, per ogni f ∈ S si ha:

〈λxTh, f〉 = 〈Th, λ−xf〉 =
∫ ∞

−∞
h(t)f(t+ x) dt

=

∫ ∞

−∞
h(s− x)f(s) ds = 〈Tλxh, f〉 .

tu

Esempio 11.7.4. (Il treno di impulsi.) Sia δn = λnδ0 la distribuzione delta
di Dirac (introdotta in Sezione 10.1 e nell’Esempio 11.5.4 (iii)) centrata al
punto x = n, cioè data da 〈δn, f〉 = f(n). Allora la serie K =

∑∞
n=−∞ δn

converge in S ′. Chiameremo questa serie il treno di impulsi. In vari libri in-
gegneristici questa distribuzione si indica con III, un simbolo che rammenta
l’istogramma di una successione equispaziate di delta, e viene chiamato Shah.
La convergenza della serie segue dal Corollario 11.7.1, perché, per ogni f in
S, la serie

∑∞
n=−∞ 〈δn, f〉 =

∑∞
n=−∞ f(n) converge perché f è a decrescenza

rapida e quindi f(n) tende a zero all’infinito a velocità più che polinomiale.
tu

Abbiamo elegantemente dedotto il fatto che il treno di impulsi sia con-
tinuo su S dalla Proposizione 11.5.3, che fa uso del potente teorema di
Banach-Steinhaus. In realtà questa potenza non è necessaria:
Esercizio 11.7.5. Dimostrare che il treno di impulsi è un funzionale continuo
direttamente in base alla definizione data nel Corollario 9.2.2.
Svolgimento. Per ogni f ∈ S, si tratta di maggiorare la serie

∣∣∑∞
n=−∞ f(n)

∣∣
con una combinazione lineare finita di seminorme di f . Per il Teorema della
Media Integrale (Sezione 1.1) l’integrale

∫ n+1

n
|f(x)| dx è un numero compreso

fra il minimo ed il massimo di |f | nell’intervallo [n, n+1]. D’altra parte, per
il Teorema dei Valori Intermedi (Sezione 1.1), questo valore viene assunto da
f in qualche punto ξn ∈ [n, n+ 1]. Quindi∫ ∞

−∞
|f(x)| dx =

∞∑
n=−∞

∫ n+1

n

|f(x)| dx =
∞∑

n=−∞

|f(ξn)| . (11.9)
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D’altra parte, per il Teorema Fondamentale del Calcolo (Teorema 1.27.1)),
si ha

f(n) = f(ξn)−
∫ ξn

n

f ′(x) dx

e quindi

|f(n)| ⩽ |f(ξn)|+
∫ ξn

n

|f ′(x)| dx ⩽ |f(ξn)|+
∫ n+1

n

|f ′(x)| dx .

Da qui e dall’identità (11.9) segue∣∣∣∣∣
∞∑

n=−∞

f(n)

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑

n=−∞

|f(n)| ⩽
∞∑

n=−∞

|f(ξn)|+
∫ ∞

−∞
|f ′(x)| dx ⩽ ‖f‖L1 + ‖f ′‖L1 .

Pertanto, da questa disuguaglianza e da (11.9), è sufficiente maggiorare la
norma L1 di f e quella di f ′ con seminorme. Questo si fa in maniera analoga
all’Esempio 11.5.4 (i). Infatti,∫ ∞

−∞
|f(x)| dx =

∫ ∞

−∞

|f(x)|
1 + |x|2

(
1 + |x|2

)
dx

⩽
∫ ∞

−∞

1

1 + |x|2
dx · p2,0(f) = πp2,0(f) .

Lo stesso argomento prova che
∫∞
−∞ |f ′(x|) dx ⩽ πp2,0(f

′) = πp2,1(f) .
tu

Per convenienza, in vista del prossimo esempio, introduciamo una nota-
zione ad hoc per il dilatato di una funzione:

Definizione 11.7.6. (Operatore di dilatazione su funzioni.) Se α ∈
R, α 6= 0 indichiamo con Λα l’operatore di dilatazione definito sulle funzioni
su R da (Λαf) (x) = f(αx) (per comodità supporremo sempre α 6= 0: in
particolare, ha senso il numero 1

α
e Λα è invertibile).

Esempio 11.7.7. (Il treno di onde quadre.) Con una notazione analoga a
quella della Sezione 10.1, sia χ la funzione caratteristica dell’intervallo [0, 1],
e per α > 1 consideriamo la funzione onda quadra χα = Λαχ. Si tratta
di una funzione positiva di area 1, con supporto nell’intervallo [0, 1/α], che
assume solo i valori 0 e 1. Chiamiamo treno di onde quadre di durata α la
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serie Xα dei traslati
∑∞

−∞ λnχα. Poiché gli addendi hanno supporti disgiunti,
la serie converge puntualmente (per ogni x ∈ R c’è al più un solo addendo
non nullo!), e la somma è una funzione periodica localmente integrabile, ed
ovviamente limitata. La serie converge nel senso delle distribuzioni in base
al Corollario 11.7.1. Infatti, per ogni f ∈ S, segue dal Teorema della media
integrale (Sezione 1.1) che

〈λnχα, f〉 =
∫ n+ 1

α

n− 1
α

f(x) dx = f(ξn)

per un opportuno ξn ∈ [n− 1
α
, n+ 1

α
], e quindi il primo membro tende a zero

a velocità più che polinomiale grazie alla decrescenza rapida di f , e la serie
〈
∑∞

−∞ λnχα, f〉 converge.
Si noti che le funzioni definite dalle somme parziali della serie sono maggiorate
dalla funzione somma, perché gli addendi sono non negativi: quindi la con-
vergenza della serie nel senso delle distribuzioni segue anche, indirettamente,
dalla parte (ii) della Proposizione 11.6.1.
Nota: la somma della serie determina una distribuzione, come visto nell’E-
sempio 11.5.4 (i). Invitiamo il lettore, per esercizio, a dimostrarne diretta-
mente la continuità su S, con lo stesso argomento usato nell’Esercizio 11.7.5.
Qui è molto più facile, perché

|〈
∑
n

λnχα, f〉| ⩽ |〈1, f〉| ⩽ ‖f‖1 .

Si osservi anche che le somme parziali della serie sono somme finite di fun-
zioni ciascuna con supporto in un intervallo finito, e quindi sono a supporto
compatto: pertanto non possono convergere uniformemente alla funzione
somma, che è una funzione periodica. Quindi la convergenza è nel senso del-
le distribuzioni, ma non nel senso uniforme. Un argomento analogo mostra
che la convergenza non vale nella norma Lp per nessun p (infatti, il termine
generico della serie è un traslato della stessa funzione onda quadra, e quindi
la sua norma Lp è costante e non tende a zero, il che viola la proprietà di
Cauchy per le serie convergenti (Sezione 1.1). tu

Definizione 11.7.8. (Il treno di onde quadre normalizzate.) Nel prece-
dente Esempio 11.7.7, rimpiazziamo l’onda quadra χα = Λαχ[0,1] di ampiezza
1 e durata 1/α con la sua dilatata di norma L1 uguale a 1, αχα (cha ha
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ampiezza α e durata 1/α). In questo modo si ottiene il treno di onde quadre
normalizzate,

Ξα = α
∞∑

n=−∞

λnχα ,

le cui proprietà evidentemente sono identiche a quelle della serie dell’Esempio
11.7.7.

Esempio 11.7.9. (Il treno di Gaussiane.) La convergenza della serie nel
precedente Esempio 11.7.7 si basa sul fatto che gli addendi sono a suppor-
to disgiunto, perché traslati di funzioni a supporto compatto di diametro
più piccolo del passo di traslazione. In realtà è sufficiente avere funzioni
a decrescenza rapida. Ad esempio, consideriamo traslati della Gaussiana
ϕ(x) = e−πx

2 , studiata in Sezione 8.3, o del suo dilatato ϕα(x) = Λαϕ(x).
Allora, per ogni x, la serie di funzioni

∞∑
n=−∞

λnϕα(x)

converge, perché gli addendi tendono a zero a velocità più che polinomiale.
Se scriviamo Fn = λnϕα(x), la funzione integrabile Fn è una distribuzione
(Esempio 11.5.4 (i)), e per ogni f ∈ S la decrescenza rapida di f implica che
la serie numerica

∞∑
n=−∞

〈Fn, f〉

è convergente (per questo occorre dimostrare che la media integrale di f ∈ S
rispetto alla misura λnφα(x) dx tende a zero con n a velocità elevata, più che
polinomiale, cosa che mostriamo nel prossimo Esercizio 11.7.10). Perciò la
serie Gα =

∑∞
n=−∞ Fn =

∑∞
n=−∞ λnϕα(x) converge in S ′ in base al Corollario

11.7.1 (e, come abbiamo visto, converge anche puntualmente). Chiameremo
Gα treno di Gaussiane di larghezza α.
Si noti che, per lo stesso motivo, grazie al test di Weierstrass (Teorema
1.3.29), la serie

∑
n Fn converge uniformemente su ogni compatto in R, cioè su

ogni intervallo limitato e chiuso, come dimostriamo in dettaglio nel successivo
Esercizio 11.7.11. Poiché la somma Gα è una funzione periodica di periodo 1,
la convergenza non è uniforme su tutto R, ma lo è sui compatti. Pertanto la
somma è una funzione continua su ogni compatto, quindi continua ovunque,
quindi misurabile, ed è limitata sui compatti, ed anche su tutto R, grazie
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alla periodicità. Questo dimostra direttamente il fatto che essa definisca una
distribuzione, in base all’Esempio 11.5.4 (i). Inoltre, le somme parziali della
serie sono maggiorate dalla somma Gα, perché gli addendi sono positivi:
quindi la convergenza della serie nel senso delle distribuzioni segue anche,
indirettamente, dalla parte (ii) della Proposizione 11.6.1. tu

Esercizio 11.7.10. La media integrale di f ∈ S rispetto alla misura λnϕα(x) dx,
ossia l’integrale

∫∞
−∞ f(x)ϕα(x− n) dx, tende a zero per n → ±∞ a velocità

più che polinomiale.

Svolgimento. Riscriviamo l’integrale come∫ ∞

−∞
f(x+ n)ϕα(x) dx .

Dobbiamo provare che, per ogni k > 0, si ha

lim
n→+∞

nk
∫ ∞

−∞
|f(x+ n)|ϕα(x) dx = 0 . (11.10)

Poniamo An := [− |n|
2
, |n|

2
] e Bn := R \ An, e spezziamo l’ultimo integrale

come somma degli integrali su An e Bn. Osserviamo che
∫
Bn
ϕα(x) dx <

C1/(1 + |n|k+1) per qualche C1 > 0 perché ϕα tende a zero all’infinito a
velocità più che polinomiale. Pertanto

|n|k
∫
Bn

|f(x+ n)|ϕα(x) dx < C1
|n|k

1 + |n|k+1
‖f‖∞ → 0

se |n| → ∞. D’altra parte, se x ∈ An si ha x+n ∈ n+An = [n
2
, 3n

2
] se n ⩾ 0,

e x + n ∈ [3n
2
, n

2
] se n ⩽ 0: in entrambi i casi, |x + n| ⩾ |n|/2. Pertanto ora

segue dalla decrescenza rapida di f che, per qualche C2 > 0,

|n|k
∫
An

|f(x+ n)|ϕα(x) dx < |n|k
∫
An

C2

1 + |x+ n|k+1
ϕα(x) dx

⩽ C2|n|k
|n|

1 +
∣∣n
2

∣∣k+2
‖ϕα‖1 → 0

per |n| → ∞ (il termine |n| al numeratore è la lunghrzza dell’intervallo An).
Sommando queste due stime dell’integrale su An e Bn si vede che l’integrale
in (11.10) tende a zero. tu
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Esercizio 11.7.11. (Convergenza uniforme sui compatti della serie
dei traslati della Gaussiana.) La serie di funzioni Gα converge unifor-
memente sui compatti, ma non su tutto R.
Svolgimento. Sia I un intervallo limitato di R; senza perdita di generalità
scegliamo arbitrariamente un intero N e fissiamo I = [−N,N ]. Dobbiamo
mostrare che, su I, le somme parziali σm =

∑m
n=−m αe

−πα2(x−n)2 convergono
uniformemente. Per ottenere questo, basta dimostrare che il termine gene-
rale αe−πα2(x−n)2 è limitato uniformemente rispetto a x ∈ I da una costante
numerica an > 0 tale che la serie

∑∞
n=−∞ an <∞. Per questo scopo osservia-

mo che, se |n| > N , il punto di massimo del termine generale αe−πα2(x−n)2 ,
che si trova a x = n, viene raggiunto fuori dell’intervallo I = [−N,N ]. In I
questa funzione è decrescente (se n < −N) o crescente (se n > N): il suo
valore massimo in I viene assunto ad un estremo dell’intervallo (a destra per
n > 0, a sinistra per n < 0), ed in entrambi i casi vale αe−πα2(N−n)2 . Poiché
questo numero tende a zero a velocità più che polinomiale, la serie

∑∞
n=−∞ an

è convergente.
Infine, il treno di Gaussiane Gα, essendo una serie convergente di traslati di
passo 1, è una funzione periodica di passo 1, ma le sue somme parziali σm
sono somme finite di traslati di Gaussiane e quindi tendono a zero all’infinito.
Pertanto ‖gα − σm‖∞ non tende a zero per m→ ∞. tu

Esercizio 11.7.12. Sia h un cutoff, ossia una funzione non negativa, limitata
su R e che tende a zero all’infinito (di solito la si assume anche continua,
ma qui non importa). Allora la serie hGα(x) =

∑∞
n=−∞ h(x)αe−πα

2(x−n)2

converge uniformemente.

Svolgimento. La serie converge uniformemente sui compatti per il precedente
Esercizio 11.7.11. Quindi basta mostrare che la convergenza è uniforme nelle
semirette JK := {x : |x| ⩾ K}, per ogni K > 0. Questo significa dimostrare
che le code di questa serie, ossia

ηm(x) =
∑
|n|>m

h(x)αe−πα
2(x−n)2

tendono a zero uniformemente in JK . D’altra parte, poiché h ⩾ 0 tende a
zero all’infinito, per ogni ε > 0 esiste K > 0 tale che, per ogni |x| ⩾ K, si ha
0 < h(x) < ε.
Si osservi che gli addendi sono positivi, e quindi

∑
|n|>m αe

−πα2(x−n)2 <
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∑∞
n=−∞ αe−πα

2(x−n)2 . La serie maggiorante a secondo membro converge pun-
tualmente ed uniformemente sui compatti ad una funzione periodica Gα, per
il precedente Esercizio 11.7.11. Quindi Gα è limitata su tutto R da una co-
stante C > 0, e per ogni |x| > K si ha ηm(x) ⩽ ‖h‖L∞[K,∞) ‖Gα‖L∞(R) ⩽ Cε.
Quindi ηm converge uniformemente a 0 in JK . tu

Definizione 11.7.13. (Il treno di Gaussiane normalizzate.) Nel pre-
cedente Esempio 11.7.9, rimpiazziamo la Gaussiana ϕα = Λαϕ di ampiezza
1 con la sua dilatata di norma L1 uguale a 1, αϕα (cha ha ampiezza α). In
questo modo si ottiene il treno di Gaussiane nonormalizzate,

Gα = α
∞∑

n=−∞

λnϕα ,

le cui proprietà evidentemente sono identiche a quelle della serie dell’Esempio
11.7.9.

11.8 La delta di Dirac non è rappresentabile
come funzione

Precisiamo ora un’idea già accennata all’inizio della Sezione 11.3, mostrando
che non esiste una funzione h localmente integrabile secondo Riemann e
a crescita polinomiale tale che si abbia δx = Th (notazione a pagina 838,
ed anche Esempio 11.2.2): esplicitamente, mostriamo che non si può avere
δx(f) = f(x) =

∫∞
−∞ h(x) f(x) dx per ogni f ∈ S.

In altre parole, il funzionale δx, quale che sia x ∈ R, non è rappresen-
tabile come una funzione localmente integrabile secondo Riemann. A meno
di traslare h, possiamo, senza perdità di generalità, limitare l’attenzione al
caso x = 0. A questo scopo enunciamo una proprietà delle funzioni integra-
bili secondo Riemann, per la cui dimostrazione rinviamo il lettore a [1]: se
una funzione è integrabile secondo Riemann (su R o su un intervallo), allora
l’insieme dei suoi punti di discontinuità ha misura di Lebesgue nulla. Quin-
di questa proprietà vale in particolare per le funzioni localmente integrabili
secondo Riemann.

Proposizione 11.8.1. Se δ0 = Th, allora, per ogni punto x0 6= 0 in cui h è
continua, o più in generale per ogni punto di Lebesgue x0 di h (Definizione
1.9.34), si ha h(x0) = 0.
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Dimostrazione. Anche se la nozione di punto di lebesgue è più generale di
quella di punto di continuità, presentiamo separatamente la dimstrazione nel
caso di un punto di continuità, perché è più facile da seguire.

Supponiamo che x0 6= 0 sia un punto di continuità di h, e che, per assurdo,
si abbia h(x0) 6= 0. Poniamo u = Re(h), v = Im(h), e ρ < |x0|. Allora
l’intervallo [x0 − ρ, x0 + ρ] non contiene 0. Sia ora f ∈ S una funzione a
valori reali non negativi, con supporto in [x0−ρ, x0+ρ] e tale che f(x0) > 0.
Poiché h è continua in x0, lo sono anche la sua parte reale u e la sua parte
immaginaria v. Supponiamo che si abbia u(x0) > 0. Allora per il Teorema
di Permanenza del Segno (Sezione 1.1) esiste un intorno di x0 nel quale u
rimane positiva. Perciò, scegliendo se necessario un valore di ρ più piccolo,
possiamo supporre che si abbia u(t) ⩾ η > 0 se x0 − ρ ⩽ t ⩽ x0 + ρ. Perciò

Re(Th(f)) = TReh(f) =

∫ ∞

−∞
u(t)f(t) dt =

∫ x0+ρ

x0−ρ
u(t)f(t) dt

⩾ η

∫ x0+ρ

x0−ρ
f(t) dt > 0.

Ma δ0(f) = f(0) = 0. Quindi, se fosse vero che δ0 = Th, non si potrebbe avere
u(x0) = Re h(x0) > 0 in alcun punto x0 di continuità di h. Un ragionamento
identico prova che non si può neanche avere u(x0) < 0: quindi u(x0) = 0. Allo
stesso modo, considerando la parte immaginaria v invece che la parte reale
u di h si vede che deve essere v(x0) = 0. Quindi h(x0) = u(x0) + iv(x0) = 0.

Ora consideriamo il caso più generale in cui x0 6= 0 sia un punto di
Lebesgue di h e mostriamo che deve valere h(x0) = 0. Qui presentiamo una
dimostrazione più compatta ed elegante di quella appena fornita per i punti
di continuità, ma anche più complicata. In base alla Definizione 1.9.34, esiste
ρ > 0 tale che

1

2ρ

∫ x0+ρ

x0−ρ
|h(x)− h(x0)| dx < |h(x0)|. (11.11)

Possiamo prendere ρ < |x0, e quindi 0 /∈ [x0− ρ, x0+ ρ] e Th(f) = δ0(f) = 0.
Ora, sia f ∈ S con supporto in [x0 − ρ, x0 + ρ] tale che f ⩾ 0 e f(x0) > 0.
Possiamo scegliere f con un minimo locale in x0, e questo implica che per
ogni ρ > 0 sufficientemente piccolo il valore f(x0) sia maggiore della media
1
2ρ

∫ x0+ρ
x0−ρ f(x) dx, in base al Teorema della media integrale (Sezione 1.1). Ma

questo porta ad una contraddizione con il fatto già visto che Th(f) = 0.
Infatti, poiché f ⩾ 0 e

∫ x0+ρ
x0−ρ f(x) dx < 2ρf(x0), segue dalla disuguaglianza
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triangolare che

|Th(f)| =
∣∣∣∣∫ x0+ρ

x0−ρ
h(x) f(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x0+ρ

x0−ρ
(h(x0) + h(x)− h(x0)) f(x) dt

∣∣∣∣
⩾ |h(0)|

∫ x0+ρ

x0−ρ
f(x) dx−

∣∣∣∣∫ x0+ρ

x0−ρ
(h(x)− h(x0)) f(x) dt

∣∣∣∣
⩾ |h(0)|

∫ x0+ρ

x0−ρ
f(x) dx−

∫ x0+ρ

x0−ρ
|h(x)− h(x0)| f(x) dt

⩾ |h(0)|
∫ x0+ρ

x0−ρ
f(x) dx− f(x0)

∫ x0+ρ

x0−ρ
|h(x)− h(x0)| dt

⩾
(
|h(0)| −

1

2ρ

∫ x0+ρ

x0−ρ
|h(x)− h(x0)| dt

)∫ x0+ρ

x0−ρ
f(x) dx > 0 ,

grazie a (11.11) ed al fatto che f ⩾ 0 non è identicamente nulla in [x0 −
ρ, x0 + ρ] (essendo positiva in x0 e continua), e quindi

∫ x0+ρ
x0−ρ f(x) dx > 0.

tu

Nota 11.8.2. Se δ0 = Th con h integrabile sui compatti secondo Riemann,
allora, per il Teorema di Lebesgue 1.9.37, quasi ogni punto è un punto di con-
tinuità per h, e quindi, per la prima asserzione della precedente Proposizione
11.8.1, si ha h(x) = 0 per quasi ogni x, e

Th(f) =

∫ ∞

−∞
h(x)f(x) dx = 0 ∀f ∈ S.

Ora, poiché esistono f ∈ S tali che δ0(f) 6= 0 (quelle per cui f(0) 6= 0),
abbiamo che δ0 6= Th per ogni h localmente integrabile secondo Riemann.

più in generale, δ0 6= Th per ogni h localmente integrabile secondo Lebe-
sgue, esattamente per lo stesso argomento basato ora sulla seconda asserzione
della Proposizione 11.8.1 e sul fatto che, per ogni funzione h localmente inte-
grabile secondo Lebesgue, quasi ogni punto è un punto di Lebesgue (di nuovo
in base al Teorema 1.9.37). tu

Nota 11.8.3. (Visualizzazione grafica dell’approssimazione della del-
ta.) La delta di Dirac ad un punto non è rappresentabile come una funzione,
però viene approssimata da funzioni: se {hn} è un’identità approssimata in
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L1(R) e h(x0)n = λx0hn è il traslato di passo x0 di hn, allora si è visto nel Teore-
ma 11.1.4 che T

h
(x0)
n

→ δx0 in S ′. Questo dà un’idea intuitiva dell’argomento
che abbiamo appena usato per mostrare che la delta non è una funzione: se la
si approssima con una famiglia di funzioni al migliorare dell’approssimazione
queste funzioni approssimanti devono tendere a zero ovunque eccetto che in
x0, e quindi, se in S ′ tendessero a una funzione limite h, questa dovrebbe
essere nulla quasi ovunque. Si veda la Figura 11.1 a pagina 833. tu

Nota 11.8.4. (Richiami su approssimazione della delta ed identità
approssimate.) Se {hn}n∈N (o più in generale {hα}α∈R+ , se si preferisce un
parametro continuo) sono identità approssimate in L1(R), allora scrivendo
h†n(x) = hn(−x) (oppure h†α(x) = hα(−x)), anche

{
h†n
}
n∈N e

{
h†α
}
α∈R+ sono

identità approssimate in base alla Definizione 6.1.15. Allora sia il Teorema
6.1.16 sia il Teorema 6.1.18 implicano che

lim
n→∞

h†n ∗ f(x) = f(x) per ogni f ∈ S, x ∈ R

(e analogamente

lim
α→∞

h†α ∗ f(x) = f(x) per ogni f ∈ S, x ∈ R).

Perciò, così abbiamo dimostrato il Teorema 11.1.4:

Tλth†α(f) =

∫ ∞

−∞
h†α(u− t)f(u) du

=

∫ ∞

−∞
hα(t− u)f(u) du

= hα ∗ f(t) → f(t) = δt(f).

tu

Corollario 11.8.5. Per ogni t ∈ R si ha λtδ0 = δt.

Dimostrazione. Per ogni f ∈ S,

〈λtδ0, f〉 = 〈δ0, λ−tf〉 = f(0 + t) = 〈δt, f〉 .

tu
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Nota 11.8.6. (Convergenza di identità approssimate.) In base alla
Nota 11.7.3 e al Corollario 11.8.5, il Teorema 11.1.4

lim
α→∞

Tλth†α(f) = δt(f)

equivale a
lim
α→∞

Th†α(f) = δ0(f)

(basta traslare entrambi i membri con λ−t).
In altre parole,

lim
α→∞

h†α ∗ f(t) = f(t)

se e solo se
lim
α→∞

h†α ∗ f(0) = f(0)

per ogni f ∈ S. Ma questo equivale a scrivere

lim
α→∞

∫ ∞

−∞
hα(x)f(x) dx = f(0),

perché
h†α ∗ f(0) =

∫ ∞

−∞
h†α(−x)f(x) dx =

∫ ∞

−∞
hα(x)f(x) dx.

Quindi il Teorema 11.1.4 si può riscrivere così: per ogni identità approssimata
{hα} in L1(R), per ogni f ∈ S,

lim
α→∞

Thα(f) =

∫ ∞

−∞
hα(x)f(x) dx = f(0).

Questo risultato quindi equivale ai Teoremi di convergenza di identità ap-
prossimate, Teoremi 6.1.16 e 6.1.18. Per chi non avesse dedicato sufficiente
attenzione alle identità approssimate presentate in Sezione 6.1, nell’Appen-
dice alla fine di questo Capitolo ridimostriamo con una dimostrazione diretta
il fatto che, per ogni f ∈ S,

lim
α→∞

∫ ∞

−∞
hα(x)f(x) dx = f(0).

tu
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Concludiamo questa Sezione con una notazione che non useremo in questo
libro, ma che viene spesso usata per sottolineare il fatto che, per quanto non
rappresentabile come una funzione, la delta è approssimabile con funzionali
Th.

Notazione 11.8.7. Invece di 〈δx, f〉 o δx(f), vari libri, con abuso di nota-
zione, scrivono ∫ ∞

−∞
f(t)δx(t) dt

o anche ∫ ∞

−∞
f(t) dδx(t),

come se la delta fosse una funzione. tu

11.9 Operatori lineari sullo spazio delle di-
stribuzioni temperate

In questa Sezione studiamo alcuni operatori continui su S ′.

11.9.1 Moltiplicazione per una funzione
Definizione 11.9.1. (Moltiplicazione di distribuzioni per funzioni.)
Sia h : R 7→ C una funzione C∞(R) a crescita polinomiale con tutte le sue de-
rivate (Definizione 9.3.1). Definiamo su S ′ l’operatore Mh di moltiplicazione
per h come segue: per ogni F ∈ S ′, f ∈ S,

〈MhF, f〉 = 〈F,Mhf〉 = 〈F, hf〉 .

Per f ∈ S, l’operatore Mh di moltiplicazione per h è stato definito nel-
l’Esempio 9.5.4. Abbiamo dimostrato in quell’Esempio che Mh manda S in
S ed è continuo su S (la dimostrazione è in Sezione 9.6).

Corollario 11.9.2. Mh : S ′ 7→ S ′ è continuo.

Dimostrazione. Mh manda S ′ in S ′ perché, per ogni F ∈ S ′, MhF è un
funzionale lineare continuo su S. Infatti, per ogni f ∈ S, la Definizione
11.9.1 asserisce che MhF (f) = F (Mhf) e quindi MhF è la composizione di
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due applicazioni lineari e continue: Mh : S 7→ S (Esempio 9.5.4) e F : S 7→ C.
Inoltre Mh è continuo su S ′: infatti, se Fn → F in S ′, allora MhFn → MhF
in S ′, perché Fn(g) → F (g) per ogni f ∈ S, e quindiMh(Fn(f)) = Fn(hf) →
F (hf) =Mh(F (f)). tu

Notazione 11.9.3. D’ora in avanti, nei casi in cui non si crei ambiguità,
scriveremo hF anziché MhF , per F ∈ S ′.

Nota 11.9.4. (Compatibilità della notazione precedente 11.9.3 con
la notazione usuale per la moltiplicazione di funzioni.) Se F = Tg è
la distribuzione associata alla moltiplicazione per una funzione g misurabile
a crescita polinomiale (Esempio 11.5.4 (i)), allora MhTg = Thg, perché, per
ogni f ∈ S,

MhTgf = 〈Tg, hf〉 =
∫ ∞

−∞
g(x)h(x)f(x)dx = 〈Thg, f〉 .

In altre parole, il funzionale su S di moltiplicazione per g, moltiplicato a sua
volta per h, coincide con il funzionale su S di moltiplicazione per hg.
tu

Esercizio 11.9.5. Mhδx0 = hδx0 = h(x0)δx0 per ogni x0 ∈ R.
Svolgimento. Per ogni f ∈ S,

hδx0(f) = δx0(hf) = h(x0)f(x0) = h(x0)δx0(f).

tu

Nota 11.9.6. L’Esercizio 11.9.5 mostra che, per ogni x0, δx0 è autovettore di
Mh con autovalore h(x0). tu

Corollario 11.9.7. Se h diverge a velocità esponenziale, allora per qualche
distribuzione temperata F si ha che hF non è una distribuzione temperata.

Dimostrazione. Abbiamo costruito nello svolgimento dell’Esempio 9.5.4 una
funzione di Schwartz f tale che hf /∈ S. Quindi 〈hF, f〉 = 〈F, hf〉 non è
definita. tu
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Nota 11.9.8. Per evitare il fatto che lo spazio delle distribuzioni non sia
preservato dalla moltiplicazione per funzioni a tasso di divergenza troppo
elevato, si considera uno spazio di distribuzioni più grande delle distribuzioni
temperate, dato dal duale dello spazio E di tutte le funzioni C∞ a supporto
compatto, che si chiama lo spazio delle distribuzioni. Evidentemente E è un
sottoinsieme proprio di S, e quindi il suo duale contiene propriamente S ′. In
questo libro però non abbiamo bisogno dello spazio delle distribuzioni: per
completezza, ci limiteremo ad accennarne le proprietà nella Sezione 11.18

tu

11.9.2 Derivata
In analogia a come abbiamo definito la moltiplicazione per una funzione
(Definizione 11.9.1), definiamo ora la derivata di una distribuzione temperata.
Con questa definizione, tutte le distribuzioni sono derivabili!

Definizione 11.9.9. (Derivata di una distribuzione.) Per ogni F ∈ S ′

definiamo F ′ ∈ S ′ come

〈F ′, f〉 = −〈F, f ′〉 ∀f ∈ S.

Corollario 11.9.10. L’operatore D : F 7→ F ′ manda S ′ in S ′ ed è continuo.

Dimostrazione. Sappiamo che la D è un operatore continuo su S (Esempio
9.5.3). D’altra parte gli elementi F ∈ S ′ sono funzionali continui su S.
Ma, per ogni f ∈ S, 〈F ′, f〉 = −〈F,Df〉, e quindi F ′ = −F ◦ D. Per la
continuità dell’applicazione composta F ′ è continuo su S, e quindi F ′ ∈ S ′,
Inoltre D : S ′ → S ′ è continua: infatti, se Fn → F in S ′, allora, per ogni
f ∈ S,

〈F ′
n, f〉 = −〈Fn, f ′〉 → −〈F, f ′〉 = 〈F ′, f〉 pern→ ∞,

quindi F ′
n → F ′ in S ′ (Definizione 11.9.9) tu

Dalla continuità della derivata segue immediatamente:

Corollario 11.9.11. La derivata di una serie di distribuzioni
∑
Fn conver-

gente nel senso di S ′ e si ottiene derivando la serie termine a termine (ossia
coincide con la serie delle derivate

∑
F ′
n).
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Corollario 11.9.12. (Compatibilità della Definizione 11.9.9 con la
nozione usuale di derivata.) Se la distribuzione temperata F è rappre-
sentata da una funzione (a crescita polinomiale) derivabile f , cioè se F = Tf
nel senso dell’Esempio 11.5.4 (i), e f ′ è ancora locamente integrabile e a cre-
scita polinomiale, allora la derivata di F nel senso delle distribuzioni coincide
con quella ordinaria nel senso delle funzioni: cioè

(Tf )
′ = Tf ′ .

Dimostrazione. Integrando per parti si ottiene, per ogni g ∈ S:〈
(Tf )

′ , g
〉

= −〈Tf , g′〉

= −
∫ ∞

−∞
f(x)g′(x)dx

= − [f(x)g(x)]∞−∞ +

∫ ∞

−∞
f ′(x)g(x)dx.

(L’ultimo integrale converge perché f ′ è localmente integrabile e a crescita
polinomiale). Poiché f è a crescita polinomiale e g ∈ S è a decrescenza
rapida,

lim
x→±∞

f(x)g(x) = 0

e quindi
〈(Tf )′, g〉 =

∫ ∞

−∞
f ′(x)g(x) dx = 〈Tf ′ , g〉 .

tu

Nota 11.9.13. (Derivata di una funzione nel senso delle distribuzio-
ni.) Il Corollario 11.9.12 mostra che, se una funzione f a crescita polinomiale
è derivabile, allora la distribuzione a essa associata è derivabile e DTf = TDf .
Però tutte le distribuzioni sono derivabili (Corollario 11.9.10), non solo quelle
associate a funzioni derivabili. In particolare, se f a crescita polinomiale non
è derivabile, ciò nonostante Tf è una distribuzione derivabile, però in questo
caso non ha più senso chiedersi se DTf = TDf : questa identità ora non è più
vera perché il secondo membro non è definito. In questo caso si dice che f
è derivabile nel senso delle distribuzioni e la sua derivata è la distribuzione
DTf .

A titolo di esempio si veda il caso della derivata nel senso delle distribu-
zioni della funzione caratteristica di (0,∞), nel successivo Esempio 11.10.1.

tu
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Corollario 11.9.14. Ogni F ∈ S ′ è C∞, e per ogni k ∈ N si ha, per ogni
f ∈ S, 〈

DkF, f
〉
= (−1)k

〈
F,Dkf

〉
.

Dimostrazione. Basta iterare la formula della Definizione 11.9.9 tu

11.10 Esempi di derivate e primitive ed ap-
prossimazioni nel senso delle distribu-
zioni

Esempio 11.10.1. (Derivata della delta.) In base alla Definizione 11.9.9
si ha, per ogni f ∈ S,

〈δ′0, f〉 = −〈δ0, f ′〉 = −f ′(0)

e per ogni k > 0, indicando con l’apice (k) la derivata di ordine k,〈
Dkδ0, f

〉
=
〈
(δ0)

(k), f
〉
= (−1)k

〈
δ0, f

(k)
〉
= (−1)kf (k)(0).

tu

Definizione 11.10.2. (Distribuzione di Heaviside.) Chiamiamo funzio-

ne di Heaviside la funzione h(x) =
{

1 se x > 0
0 se x ⩽ 0

.

Figura 11.9: Funzione di Heaviside

È chiaro che la funzione h è localmente integrabile e a crescita polinomiale.
Perciò essa definisce una distribuzione Th (Esempio 11.5.4 (i)) che si chiama
distribuzione di Heaviside. Per ogni f ∈ S si ha

〈Th, f〉 =
∫ ∞

−∞
h(x)f(x)dx =

∫ ∞

0

f(x)dx.
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Figura 11.10: Approssimazione C∞ della funzione di Heaviside

Scriveremo talora la distribuzione di Heaviside come H invece di Th.
Esempio 11.10.3. (Primitiva della delta.) Denotiamo con H = Th la di-
stribuzione di Heaviside e calcoliamo H ′ (Definizione 11.10.2). Non possiamo
scrivere T ′

h = Th′ come nella Nota 11.9.13, perché h non è derivabile ovunque
(non lo è in zero). Qui dobbiamo calcolare Dh nel senso delle distribuzioni,
come nella Nota 11.9.13. Si ha, per ogni f ∈ S,

〈T ′
h, f〉 = −〈Th, f ′〉 = −

∫ ∞

0

f ′(x)dx = f(0) = δ0(f),

in base alla formula presentata nella Definizione 11.10.2, al Teorema Fonda-
mentale del Calcolo (Teorema 1.27.1) ed al fatto che limx→∞ f(x) = 0 perché
f ∈ S.
Quindi DTh = δ0, cioè Th è una primitiva di δ0. tu

Esercizio 11.10.4. Per ogni intero k > 0, trovare una F ∈ S ′ tale che DkF =
δ0. Trovare una tale F del tipo Tg per qualche g localmente integrabile a
crescita polinomiale. tu

Esempio 11.10.5. (Approssimazione in S ′ della distribuzione di Hea-
viside.) Approssimiamo la funzione h della Definizione 11.10.2 con le funzio-
ni hn ∈ C∞(R) (crescenti, con supporto in [−1/n, 1/n] ed immagine [0, 1])
disegnate in Figura 11.10. Per costruire hn basta scegliere una qualsiasi
identità approssimata gn consistente di funzioni C∞ a supporto compatto
contenuto in [−1/n, 1/n], e porre hn(x) =

∫ x
−∞ gn(t) dt (si veda la Figura

11.12).
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Osserviamo che, per ogni x 6= 0,

lim
n→∞

hn(x) = h(x) =

{
1 se x > 0
0 se x < 0

(invece hn(0) = 1
2
per ogni n). tu

Ora, hn e h non appartengono a S, perché non tendono a zero all’infinito,
però sono limitate, e quindi (Esempio 11.5.4) danno luogo a distribuzioni
temperate Thn e Th = H.
Proposizione 11.10.6.

lim
n→∞

Thn = H in S ′.

Dimostrazione. Poiché le funzioni hn sono equilimitate e puntualmente con-
vergenti, l’enunciato segue direttamente dalla parte (ii) della Proposizione
11.6.1, che si basa sul Teorema di Convergenza Dominata di Lebesgue (Teo-
rema 1.9.54) . Ma, a titolo di richiamo oppure di esercizio, dimostriamo
direttamente come esso segue da tale teorema.

Per ogni f ∈ S si ha

Thn(f) =

∫ ∞

−∞
hn(x)f(x) dx

e
|hn(x)f(x)| ⩽ |f(x)| per ogni x,

perché 0 ⩽ hn ⩽ 1.
Quindi, poiché f ∈ L1(R) per la Nota 9.3.2, possiamo applicare il Teorema
di Convergenza Dominata e dedurne che, per ogni f ∈ S,

Thn(f) =

∫ ∞

−∞
hn(x)f(x) dx→

∫ ∞

−∞
h(x)f(x) dx = Th(f) = H(f) pern→ ∞.

Questo prova che Thn → H per n→ ∞ in S ′. tu
Se si preferisce non far ricorso ad uno strumento potente come il Teorema

di Convergenza Dominata, si può svolgere il seguente
Esercizio 11.10.7. Si dia una dimostrazione diretta del fatto che

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
hn(x)f(x) dx =

∫ ∞

0

f(x) dx =

∫ ∞

−∞
h(x)f(x) dx, ∀f ∈ S.

tu
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Figura 11.11: Maggiorazione degli approssimanti della funzione di Heaviside

Svolgimento. Le funzioni hn convergono puntualmente alla funzione h, ec-
cetto che in x = 0, dove esse valgono 1

2
mentre h(0) = 0. Si ha

∫ ∞

−∞
hn(x)f(x) dx =

∫ ∞

− 1
n

hn(x)f(x) dx (11.12)

=

∫ 0

− 1
n

hn(x)f(x) dx+

∫ 1
n

0

hn(x)f(x) dx+

∫ ∞

1
n

f(x) dx

(nell’ultimo integrale non c’è bisogno di scrivere hn perché hn ≡ 1 in
[
1
n
,∞
)
).

Ora, osserviamo che, in
[
− 1
n
, 0
]
, hn(x) si maggiora con la funzione lineare

il cui grafico è la retta che passa per i punti
(
− 1
n
, 0
)
e
(
0, 1

2

)
(si veda la Figura

11.11).

Perciò ∫ 0

− 1
n

hn(x) dx

è minore dell’area del triangolo rettangolo avente per base il segmento in
ascisse da − 1

n
a 0, e per altezza il segmento in ordinate da 0 a 1

2
. L’area di

questo triangolo, ovviamente, tende a zero se n→ ∞. Perciò

lim
n→∞

∫ 0

− 1
n

hn(x) dx = 0.

Ma allora∣∣∣∣∣
∫ 0

− 1
n

hn(x)f(x) dx

∣∣∣∣∣ ⩽ ‖f‖∞
∫ 0

− 1
n

hn(x) dx→ 0 se n→ ∞.
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Avremmo potuto dimostrare che il limite è zero più semplicemente (ma for-
se meno elegantemente) maggiorando le hn con la funzione 1 nell’intervallo[
− 1
n
, 0
]
. Applichiamo questa idea ora all’integrale∫ 1

n

0

hn(x)f(x) dx.

Osserviamo che, in
[
0, 1

n

]
, hn(x) ⩽ 1 e quindi∫ 1

n

0

hn(x) dx ⩽ 1

n
→ 0 per n→ ∞.

Perciò ∣∣∣∣∣
∫ 1

n

0

hn(x)f(x) dx

∣∣∣∣∣ ⩽ ‖f‖∞
∫ 1

n

0

hn(x) dx→ 0 sen→ ∞.

Grazie a queste stime si ottiene da (11.12) che

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
hn(x)f(x) dx = lim

n→∞

∫ ∞

1
n

f(x) dx =

∫ ∞

0

f(x) dx.

In altre parole,
〈Thn , f〉 → 〈H, f〉 ∀f ∈ S.

tu

Corollario 11.10.8. T ′
hn

= Th′n → δ0 in S ′.

Dimostrazione. L’uguaglianza segue dalla Nota 11.9.13 e il limite segue dalla
continuità su S ′ dell’operatore di derivata (Corollario 11.9.10). tu

Nota 11.10.9. Le funzioni h′n formano un’identità approssimata in L1(R),
come sappiamo dalla loro costruzione e come è evidenziato dai loro grafici
disegnati nelle Figure 11.12.
Pertanto il fatto che

lim
n→∞

Th′n = δ0

segue anche dal Teorema 11.1.4. tu
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Figura 11.12: approssimanti della distribuzione di Heaviside e loro derivate (che formano
una identità approssimata a supporto compatto)
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11.11 Supporto di distribuzioni temperate e
distribuzioni con supporto in un punto

Definizione 11.11.1. (Supporto di una distribuzione.) Se F ∈ S ′

indichiamo con suppF il complementare del più grande aperto O ⊂ R tale
the 〈F, g〉 = 0 per ogni g ∈ S con supporto contenuto in O.
Esercizio 11.11.2. (i) suppF è un chiuso in R, cioè se {xn} ∈ suppF è

una successione convergente a x ∈ R, allora x ∈ suppF ;

(ii) se F = Tf è una funzione (localmente integrabile a crescita polino-
miale, come nell’Esempio 11.5.4 (i)), allora il supporto di F come
distribuzione coincide con il supporto di f come funzione;

(iii) supp δx0 = {x0}, e, per ogni intero k > 0, suppDkδx0 = {x0}.
tu

Enunciamo la seguente Proposizione senza dimostrazione (per la dimo-
strazione si veda [25, Teorema 6.25].
Proposizione 11.11.3. Le distribuzioni con supporto in un unico punto x0
sono le serie

∞∑
j=0

cjD
jδx0 (ck ∈ C)

convergenti nel senso delle distribuzioni. Più precisamente, se F ha supporto
in {x0} e

|〈F, f〉| < C
N∑
j=0

p0,j(f),

allora

F =
N∑
j=0

cjD
jδx0

per opportuni ck ∈ C (qui naturalmente p0l è la consueta seminorma su S
definita nella Nota 9.3.3).
Esercizio 11.11.4. Se suppF = K e h è C∞ a crescita polinomiale con tutte
le derivate, allora supp hF ≡ supp(MhF ) ⊂ K (Mh è l’operatore di moltipli-
cazione per h introdotto nella Definizione 11.9.1).
tu
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Nota 11.11.5. In vista dell’Esercizio 11.11.4, verrebbe naturale presumere
che, se h ≡ 0 sul supporto di F , allora hF = MhF = 0 in S ′. Invece non è
cos�. Sia h ∈ C∞ a crescita polinomiale e consideriamo le distribuzioni hδ0
e hδ′0. Dall’Esercizio 11.9.5 sappiamo che hδ0 = 0. Invece, data f ∈ S, si ha

〈hδ′0, f〉 = 〈δ′0, hf〉
= −〈δ0, D(hf)〉
= −〈δ0, h′f〉 − 〈δ0, hf ′〉
= −h′(0)f(0)− h(0)f ′(0)

= −h′(0)δ0

(abbiamo usato le Definizioni 11.9.1 e 11.9.9 ed il fatto che h(0) = 0).
Quindi hδ′0 = −h′(0)δ0 6= 0 se h′(0) 6= 0. tu

11.12 Trasformata di Fourier di distribuzioni
temperate

Come già fatto per gli operatori di traslazione (Definizione 11.7.2), di molti-
plicazione per una funzione (Definizione 11.9.1) e di derivazione (Definizione
11.9.9), anche la trasformata di Fourier F viene ora estesa a S ′ per dualità
a partire da S. Data una distribuzione temperata F , adotteremo spesso una
notazione più compatta, scrivendo F̂ invece che FF e F∨ invece che F−1F ,
e, se g ∈ S, g∨ invece che F−1g.

Definizione 11.12.1. (i) (trasformata di Fourier su S ′.) Per ogni
g ∈ S e F ∈ S ′, definiamo FF = F̂ ∈ S ′ cos�:〈

F̂ , g
〉
= 〈F, ĝ〉 .

(ii) (antitrasformata di Fourier.) Per ogni g ∈ S e F ∈ S ′, definiamo
F−1F = F∨ cos�:

〈F∨, g〉 = 〈F, g∨〉 .

Corollario 11.12.2. Per ogni F ∈ S ′, F̂ e F∨ appartengono a S ′.
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Dimostrazione. È ovvio che F̂ e F∨ sono funzionali lineari su S; dobbiamo
dimostrare che sono continui su S.

La Definizione 11.12.1 (i) dice che, per ogni g ∈ S,

F̂ : g 7→ F (F(g)).

Poiché la trasformata di Fourier F è continua su S per il Teorema 9.7.6,
e F è un funzionale continuo su S, anche F̂ è continuo, per la continuità
dell’applicazione composta (Sezione 1.1). Lo stesso ragionamento, grazie alla
Nota 9.7.7, prova che F∨ è continuo su S. tu

La Definizione 11.12.1 (i) estende la trasformata di Fourier, originaria-
mente definita per funzioni in L1(R), all’ambito molto più vasto delle di-
stribuzioni temperate: ora di ogni F ∈ S ′ si può effettuare la trasformata
di Fourier, che è ancora in S ′. Ma supponiamo che F sia una funzione L1,
cioè F = Tf con f ∈ L1(R), come nell’Esempio 11.5.4 (ii). In tal caso, la
trasformata di Fourier di f nel senso delle distribuzioni coincide con quel-
la usuale per funzioni L1? Il prossimo enunciato dà risposta affermativa a
questa domanda.
Corollario 11.12.3. (Compatibilità della Definizione 11.12.1 (i) con
la nozione di trasformata di Fourier in L1(R).) Per ogni f ∈ L1(R)
si ha

T̂f = Tf̂ .

Dimostrazione. In base al Teorema di Plancherel per L1(R) (Teorema 9.7.9)
ed alla Definizione 11.12.1 (i) si ha, per ogni g ∈ S,〈

T̂f , g
〉
= 〈Tf , ĝ〉

=

∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x)dx

=

∫ ∞

−∞
f̂(x)g(x)dx =

〈
Tf̂ , g

〉
.

tu

Proposizione 11.12.4. (La trasformata di Fourier è un isomorfi-
smo surgettivo di S ′.) La trasformata di Fourier F : F 7→ F̂ è un operato-
re lineare di S ′ in sé iniettivo, surgettivo e continuo. Inoltre 〈 ˆ̂F, g〉 = 〈F, g†〉
(ossia F2 è l’operatore di riflessione di parità), e quindi F4 = 1.
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Dimostrazione. È ovvio che F è lineare. Quindi, per provare che è iniettivo,
basta mostrare che, per ogni F ∈ S ′, se F̂ = 0 allora F = 0. Questo è vero
perché, per ogni g ∈ S, se F̂ = 0 la Definizione 11.12.1 (i) dà

0 =
〈
F̂ , g

〉
= 〈F, ĝ〉

(qui abbiamo scritto
〈
F̂ , g

〉
invece che

〈
TF̂ , g

〉
per semplicità di notazione: lo

faremo spesso in seguito). D’altra parte, per il Teorema 9.7.6, l’applicazione
g 7→ ĝ è surgettiva su S. Quindi la precedente identità asserisce che

〈F, h〉 = 0 ∀h ∈ S.

Quindi F è il funzionale nullo su S, cioè F = 0 in S ′.
Per provare la surgettività è sufficiente mostrare che ogni F ∈ S ′ è la trasfor-
mata di Fourier della sua antitrasformata (o trasformata inversa, Definizione
11.12.1 (ii)). In effetti, grazie alla formula di inversione di Fourier in S
(Teorema 8.4.2) e alla Definizione 11.12.1 si ha, per ogni g ∈ S〈

F̂∨, g
〉
= 〈F∨, ĝ〉 = 〈F, ĝ∨〉 = 〈F, g〉 . (11.13)

Dimostriamo infine che F è continua su S ′. Per questo occorre provare che,
se Fn → F in S ′ allora F̂n → F̂ in S. Richiedere che Fn → F in S ′ significa
assumere che, per ogni g ∈ S,

lim
n→∞

〈Fn, g〉 = 〈F, g〉

(Definizione 11.5.2). D’altra parte, in base alla surgettività di F su S (di
nuovo il Teorema 9.7.6) ogni g ∈ S è del tipo g = ĥ per qualche h ∈ S, e
viceversa per ogni h ∈ S la funzione g = ĥ è in S. Quindi, per ogni h ∈ S,
dalla Definizione 11.12.1(i) si ha:〈

F̂n, h
〉
= 〈Fn, g〉 → 〈F, g〉 =

〈
F̂ , h

〉
per n→ ∞.

Perciò F̂n → F̂ in S ′.
L’ultima asserzione segue immediatamente dalla proprietà di parità della

trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4 (iii)). tu
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Nota 11.12.5. Nella dimostrazione della Proposizione 11.12.4 l’iniettività e la
surgettività di F su S ′ sono state dimostrate utilizzando la surgettività di F
su S. Lo stesso strumento si potrebbe utilizzare per dare una dimostrazione
alternativa della surgettività di F su S ′. Infatti, vogliamo dimostrare che
per ogni F ∈ S ′ esiste G ∈ S ′ tale che F = Ĝ. Come possiamo costruire G?
Per ogni f ∈ S, deve valere〈

G, f̂
〉
=
〈
Ĝ, f

〉
= 〈F, f〉 .

Ma in questo modo definiamo G solo sull’immagine della trasformata di Fou-
rier in S. Però, poiché la trasformata di Fourier manda S surgettivamente
su S, questa immagine è tutto S, e così G è definita su ogni f ∈ S, quindi
è una distribuzione temperata. Osserviamo che questa idea in realtà è stata
usata già in (11.13), dove abbiamo usato la formula di inversione g = ĝ ∨,
che vale in S perché la trasformata di Fourier è biunivoca. tu

11.13 Proprietà della trasformata di Fourier
in S ′

Le proprietà della trasformata di Fourier su L1(R), discusse in Sezione 8.2,
si estendono alla trasformata di Fourier su S ′. Effettuiamo questa estensione
trasportando a S ′, mediante la dualità, le definizioni valide su S.

Qui consideriamo le proprietà di derivazione, di dilatazione, di traslazione,
di coniugazione e di parità. Infine, nelle prossime sezioni esamineremo la
proprietà di convoluzione ed il legame che intercorre tra essa e la traslazione.
Esempio 11.13.1. (Proprietà di derivazione per la trasformata di
Fourier su S ′.) Indichiamo con 2πixF la distribuzione M2πixF (notazione
della Definizione 11.9.1). Allora:

(i) Per ogni F ∈ S ′ si ha D̂F = 2πixF̂ (ed analogamente (DF )∨ =
−2πixF∨) .

(ii) Per ogni F ∈ S ′ si ha DF̂ = 2πiω̂F .
Svolgimento. Dalle Definizioni 11.9.9 e 11.12.1 (i) e dal Teorema 8.2.4 (viii),
per ogni f ∈ S si ha:

〈D̂F , f〉 = 〈DF, f̂〉 = −〈F,D(f̂)〉 = −〈F, (−2πixf)ˆ〉
= 〈F̂ , 2πixf〉 = 〈M2πixF̂ , f〉
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(anche qui abbiamo denotato con 2πixf la funzione x→ 2πixf(x) ∈ S).
Questo prova (i). La parte (ii) si dimostra in maniera analoga grazie alla
formula di inversione di Fourier (Teorema 8.4.2): infatti, possiamo porre
F = Ĝ (per la surgettività della trasformata di Fourier su S), e quindi, per
la parte (i), (DĜ)∨ = −2πixG, ossia DF = DĜ = −2πix̂G = −2πix̂F∨, da
cui (ii). tu

Esercizio 11.13.2. (i) δ̂0 = 1 (cioè δ̂0 = T1, la distribuzione che corrisponde
alla funzione identicamente 1). Più in generale (ma equivalentemente),
per ogni y ∈ R si ha δ̂y = e−2πiyx (cioè δ̂y = Te−2πiy·).

(ii) δ̂′0 = 2πix (cioè δ̂′0 = T2πix). Più in generale (ma equivalentemente),
per ogni y ∈ R δ̂′y = 2πixe−2πiyx (cioè δ̂y = T2πi·e

−2πiy· =M2πi·Te−2πiy·).

(iii) Sia H il sottospazio vettoriale di S di tutte le combinazioni lineari finite

{
n∑
k=1

ckD
kδ0, n ∈ N}.

Allora la trasformata di Fourier è un isomorfismo lineare da H allo
spazio P di tutti i polinomi su R; l’isomorfismo è dato da

F :
n∑
k=1

ckD
kδ0 7→

n∑
k=1

(2πi)kckx
k.

tu

Nota 11.13.3. Abbiamo visto nell’ Esempio 11.13.1 (ii) che DĜ = −2πix̂G,
per ogni G ∈ S ′. Ecco una dimostrazione alternativa (ma in realtà equiva-
lente), che fa uso del fatto che, per ogni g ∈ S, si ha ĝ′ = −2πix̂g (Teorema
8.2.4):

〈DF̂ , g〉 = −〈F̂ ,Dg〉 = −〈F, D̂g〉 = 〈F, 2πix̂g〉.
Abbiamo usato le Definizioni 11.9.1 e 11.9.9. tu

Ora introduciamo in S ′ la dilatazione di passo α 6= 0.
Ricordiamo la notazione per l’operatore di dilatazione di funzioni, introdotta
nella Definizione 11.7.6: Λαf(x) = f(αx), (α 6= 0). Con questa notazione il
Teorema di dilatazione per la trasformata di Fourier, Teorema 8.2.4 (iv), si
scrive nel modo seguente:
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Corollario 11.13.4.
Λ̂αf =

1

|α|
Λ 1

α

(
f̂
)
.

Dimostrazione.

Λ̂αf(ω) =
1

|α|
f̂

(
ω

|α|

)
=

1

|α|

(
Λ 1

α
f̂
)
(ω)

tu

Estendiamo il teorema a S ′. Cominciamo con il seguente fatto

Lemma 11.13.5. Per ogni f, g ∈ S si ha

〈Λαf, g〉 =
1

|α|

〈
f,Λ 1

α
g
〉
.

Dimostrazione.

〈Λαf, g〉 =
∫ ∞

−∞
f(αx) g(x) dx

=
1

|α|

∫ ∞

−∞
f(u) g(

u

α
) du (u = αx)

=
1

|α|

〈
f,Λ 1

α
g
〉
.

Il valore assoluto nell’ultimo integrale è necessario, quando α < 0, per
mantenere il senso di integrazione da −∞ a ∞. tu

In analogia a questo enunciato, definiamo ΛαT per T ∈ S ′ come

Definizione 11.13.6. (Operatore di dilatazione su S ′).

〈ΛαT, g〉 =
1

|α|

〈
T,Λ 1

α
g
〉
.

Nota 11.13.7. (Compatibilità della definizione di dilatazione per di-
stribuzioni con quella per funzioni.) Segue dalla Definizione 11.13.6 e
dal Lemma 11.13.5 che, per ogni f ∈ S, si ha ΛαTf = TΛαf : quindi la de-
finizione per le distribuzioni coincide con quella per le funzioni quando una
distribuzione è una funzione. tu
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Esempio 11.13.8. Quale è il dilatato della delta? Il seguente: Λαδx = 1
|α| δ x

α
.

Infatti

〈Λαδx, g〉 =
1

|α|

〈
δx,Λ 1

α
g
〉
=

1

|α|

〈
δx, g(

·
α
)
〉
=

1

|α|
g(x/α) .

Analogamente, per il treno di impulsi K dell’Esempio 11.7.4, si ha ΛαK =
1
|α|
∑∞

n=−∞ δn
α
. tu

Per la trasformata di Fourier, la proprietà di dilatazione diventa
Teorema 11.13.9. (Proprietà di dilatazione per la trasformata di
Fourier su S ′.) Per ogni α 6= 0 e T ∈ S ′,

Λ̂αT =
1

|α|
Λ 1

α
T̂ .

Dimostrazione.〈
Λ̂αT , g

〉
= 〈ΛαT , ĝ〉 =

1

|α|

〈
T,Λ 1

α
ĝ
〉

=
〈
T, Λ̂αg

〉
(Corollario 11.13.4)

=
〈
T̂ ,Λαg

〉
=

1

|α|

〈
Λ 1

α
T̂ , g

〉
(Definizione 11.13.6).

Esercizio 11.13.10. Si verifichi in maniera diretta (ossia senza usare il prece-
dente Teorema 11.13.9) che Λ̂ 1

τ
K = τΛτK̂.

tu

Analogamente, consideriamo il caso delle traslazioni. Con la notazio-
ne della Definizione 11.7.2, il teorema di traslazione per la trasformata di
Fourier, Teorema 8.2.4 (v), si estende a S ′ nel modo seguente:
Teorema 11.13.11. (Proprietà di traslazione per la trasformata di
Fourier su S ′.) Per ogni t0 ∈ R, T ∈ S ′, si ha λ̂t0T = e−2πit0xT .
Dimostrazione. In base alla proprietà di modulazione per la trasformata di
Fourier, Teorema 8.2.4 (vi), si ha:

〈
λ̂t0T , g

〉
= 〈λt0T, ĝ〉 = 〈T, λ−t0 ĝ〉 =

〈
T,
(
e2πit0·g

)̂ 〉
=
〈
T̂ , e2πit0·g

〉
=
〈
e2πit0·T̂ , g

〉
.
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tu
Ora veniamo alla parità.

Definizione 11.13.12. (Parità in S ′). Per g ∈ S, scriviamo, come sempre,
g†(x) = g(−x). Per F ∈ S ′, definiamo F † per dualità: per ogni g ∈ S〈

F †, g
〉
=
〈
F, g†

〉
.

Corollario 11.13.13. (Compatibilità della Definizione 11.13.12 con
la nozione di parità di una funzione.) Se F è una funzione (localmente
L1 e a crescita polinomiale, ovvero L1, Esempi 11.5.4 (i) e (ii)), cioè F = Tf ,
allora

F † = Tf†

Dimostrazione. Per ogni g ∈ S dalla Definizione 11.13.12 segue〈
F †, g

〉
=

〈
Tf , g

†〉
=

∫ ∞

−∞
f(x)g(−x) dx

=

∫ ∞

−∞
f(−x)g(x) dx

=
〈
Tf† , g

〉
tu

Il prossimo enunciato estende alle distribuzioni i Teoremi 8.2.4 (i) e (ii).
Proposizione 11.13.14. (Trasformata di Fourier in S ′ e parità.)

(i) Per ogni F ∈ S ′, F̂ † = F̂ †;

(ii) Per ogni F ∈ S ′, ̂̂F = F †;

(iii) se h ∈ C∞(R) è a crescita polinomiale con tutte le derivate, allora per
ogni F ∈ S ′ si ha (hF )† = h†F †.

Dimostrazione. La proprietà (i) è l’estensione per dualità, a partire da S,
della proprietà del Teorema 8.2.4 (i), grazie alla quale, per ogni g ∈ S, si ha
ĝ† = ĝ†. Infatti: 〈

F̂ †, g
〉
=
〈
F †, ĝ

〉
=

〈
F, ĝ†

〉
=
〈
F, ĝ†

〉
=

〈
F̂ , g†

〉
=
〈
F̂ †, g

〉
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(abbiamo usato le Definizioni 11.12.1 e 11.13.12). Questo prova (i). Analo-
gamente, (ii) segue dal Teorema 8.2.4 (ii), grazie al quale, per ogni g ∈ S, si
ha ˆ̂g = g†. Infatti〈

ˆ̂
F, g

〉
=
〈
F̂ , ĝ

〉
=
〈
F, ˆ̂g

〉
=
〈
F, g†

〉
=
〈
F †, g

〉
.

La proprietà (iii) è ovvia:〈
(hF )†, g

〉
=
〈
hF, g†

〉
=

〈
F, hg†

〉
=
〈
F, (h†g)†

〉
=

〈
F †, h†g

〉
=
〈
h†F †, g

〉
.

tu
C’è un’ultima fra le proprietà della trasformata di Fourier su L1(R) (elen-

cate nel Teorema 8.2.4) che resta da estendere a S ′: per f ∈ L1(R), si ha
f̂ = f̂

†
. Rinviamo questa estensione al prossimo esercizio.

Definizione 11.13.15. Per F ∈ S ′, definiamo il suo complesso coniugato
F ∈ S ′ come segue: per ogni g ∈ S〈

F, g
〉
= 〈F, g〉.

Esercizio 11.13.16. (i) Mostrare che questa definizione è compatibile con
la nozione di coniugazione di funzioni: cioè, se F = Tf come nell’E-
sempio 11.2.2, allora Tf = Tf .

(ii) Provare che

F̂ =
(
F̂
)†

=

((
F̂
)†)

∀F ∈ S ′.

tu

Definizione 11.13.17. F ∈ S ′ si dice reale (o a valori reali, se F è una
funzione) se F = F .

Esercizio 11.13.18. Si mostri che, se F è una funzione localmente integrabile
a crescita polinomiale (Definizione 9.5.2), allora Tf è reale se e solo se f è a
valori reali. tu

Proposizione 11.13.19. Per F ∈ S ′ le seguenti proprietà sono equivalenti: 
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(i) F = F (cioè F è reale)

(ii) Per ogni g ∈ S a valori reali, 〈F, g〉 ∈ R.

Dimostrazione. (i) ⇒ (ii): se F = F e g è a valori reali, segue dalla
Definizione 11.13.15 che

〈F, g〉 =
〈
F , g

〉
= 〈F, g〉
= 〈F, g〉

e quindi 〈F, g〉 ∈ R.
(ii) ⇒ (i): sia h ∈ S e scriviamo g1 = Reh, g2 = Imh. Allora per (ii),

〈F, g1〉 e 〈F, g2〉 sono reali. Quindi per la Definizione 11.13.15〈
F , h

〉
=

〈
F , g1 + ig2

〉
=

〈
F , g1

〉
+ i
〈
F, g2

〉
= 〈F, g1〉+ i〈F, g2〉
= 〈F, g1〉+ i 〈F, g2〉
= 〈F, g1 + ig2〉
= 〈F, h〉 .

Perciò F = F . tu

Infine, estendiamo il Corollario 8.2.6 alle distribuzioni.

Definizione 11.13.20. F ∈ S ′ si dice pari se F = F †, dispari se F = −F †

(notazione come in Definizione 11.13.12).

Definizione 11.13.21. Definiamo la parte reale e la parte immaginaria di
una distribuzione. Per ogni F ∈ S ′ basta definire ReF e ImF per ogni g ∈ S
a valori reali, grazie alla linearità. La definizione che ne diamo è questa:

〈ReF, g〉 = Re 〈F, g〉
〈ImF, g〉 = Im 〈F, g〉 .
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Esercizio 11.13.22. Si verifichi la compabilità fra la definizione di parte reale
ed immaginaria per funzioni localmente integrabili a crescita polinomiale f
e per distribuzioni Tf , ossia ReTf = TRe f e ImTf = TIm f . tu

Corollario 11.13.23. (La trasformata di Fourier preserva la pari-
tà.)

(i) Se F ∈ S ′ è pari, allora F̂ e F∨ sono pari; se F è dispari, allora F̂ e
F∨ sono dispari.

(ii) Se F ∈ S ′ è reale, allora Re F̂ è pari e Im F̂ è dispari.

Dimostrazione. F è pari se e solo se F̂ è pari a causa della Proposizione
11.13.14 (i). Analogamente, F è dispari se solo se F̂ è dispari, per la stessa
ragione. Questo prova (i).

Per dimostrare (ii), supponiamo F reale, cioè F = F . Vogliamo mostrare
che, per ogni g ∈ S, si ha〈

(Re F̂ )†, g
〉
=
〈
Re F̂ , g

〉
.

Per la linearità basta assumere che g sia a valori reali. In tal caso si ha〈
Re(F̂ )†, g

〉
=
〈
Re F̂ , g†

〉
Definizione 11.13.12

= Re
〈
F̂ , g†

〉
Definizione 11.13.21

= Re
〈
F̂ , g†

〉
= Re

〈
F̂ , g†

〉
= Re

〈
F̂

†
, g†
〉

Esercizio11.13.16 (ii)e (g†) = (g)†

= Re
〈
F̂ , g

〉
Definizione 11.13.12 e F = F, g = g

=
〈
Re F̂ , g

〉
. Definizione 11.13.15
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La stessa argomentazione prova che (Im F̂ )† = − Im F̂ :〈
(Im F̂ )†, g

〉
=
〈
(Im F̂ ), g†

〉
Definizione 11.13.12

= Im
〈
F̂ , g†

〉
Definizione 11.13.21

= − Im
〈
F̂ , g†

〉
= − Im

〈
F̂ , g†

〉
= − Im

〈
F̂

†
, g†
〉

Esercizio11.13.16 (ii)e (g†) = (g)†

= − Im
〈
F̂ , g

〉
Definizione 11.13.12 e F = F , g = g

= −
〈
Im F̂ , g

〉
. Definizione 11.13.15

tu

11.14 Convoluzione di funzioni con distribu-
zioni temperate

Abbiamo visto che la trasformata di Fourier manda la convoluzione di due
funzioni f, g ∈ L1(R) nel prodotto puntuale f̂ ĝ (Teorema 8.5.1). Assumia-
mo che f e g siano in S, dove la trasformata di Fourier è un isomorfismo
surgettivo (Teorema 9.7.6) e quindi la antitrasformata di Fourier è anch’essa
un isomorfismo surgettivo. Pertanto abbiamo:

f ∗ g = (f̂ ĝ)∨ ∀f, g ∈ S. (11.14)

D’altra parte F e F−1 sono isomorfismi surgettivi anche su S ′ (Proposizione
11.12.4). Quindi potremmo usare (11.14) per definire la convoluzione di due
distribuzioni temperate F e G se fossimo in grado di definire la moltiplicazio-
ne F̂ Ĝ. Questo sappiamo farlo quando F̂ è una funzione, o più precisamente
se F̂ = Th, con h ∈ C∞(R) a crescita polinomiale con tutte le derivate (Defi-
nizione 11.9.1). Ad esempio, supponiamo f ∈ S. Allora T̂f = Tf̂ (Corollario
11.12.3), e possiamo dare un senso al prodotto T̂f ·Ĝ scrivendolo comeMf̂ (Ĝ)
(notazione della Definizione 11.9.1). Perciò la seguente definizione ha senso:
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Definizione 11.14.1. La convoluzione di f ∈ S con G ∈ S ′ è data da:

f ∗G = Tf ∗G := (Mf̂ Ĝ)
∨

Notazione 11.14.2. Come già accennato, quando non ci sono rischi di am-
biguità, scriviamo f invece di Tf . Scriveremo sempre f ∗G invece di Tf ∗G,
e f̂ Ĝ invece di Mf̂ Ĝ.

Corollario 11.14.3. Se f ∈ S e G ∈ S ′ si ha:

(i) f̂ ∗G = f̂ Ĝ

(ii) (fG)∨ = f∨ ∗G∨

(iii) f̂G = f̂ ∗ Ĝ.

Dimostrazione. Poiché la trasformata di Fourier e la antitrasformata di Fou-
rier sono surgettive su S ′ (Proposizione 11.12.4), (i) equivale alla Definizione
11.14.1.

Sempre per la surgettività, nella Definizione 11.14.1 possiamo scrivere
f∨ al posto di f e G∨ al posto di G: allora la suddetta definizione diventa
f∨ ∗G∨ = (fG)∨, che è (ii).

In particolare, (f †G†)∨ = f †∨G†∨. Pertanto, rammentando che ˆ̂
f =

f † (Teorema 8.2.4 (ii)), che la stessa proprietà vale per S ′ (Proposizio-
ne 11.13.14 (ii)) ed infine che f †G† = (fG)† (Proposizione 11.13.14 (iii)),
otteniamo

f̂ ∗ Ĝ =

(̂̂
f

)∨

∗
(̂̂
G

)∨

= f †∨ ∗G†∨ =
(
f †G†)∨ =

(̂̂
fG

)∨

= f̂G,

che è (iii).
tu

Esempio 11.14.4. Se f ∈ S e T ∈ S ′, allora per ogni g ∈ S si ha (f ∗T )(g) =
T (f † ∗ g), dove, come al solito, scriviamo f †(x) = f(−x).
Infatti, si ha

〈f ∗ T, g〉 = 〈(f̂ T̂ )∨, g〉 = 〈f̂ T̂ , g∨〉

= 〈T̂ , f̂g∨〉 = 〈T, ̂̂fg∨〉
= 〈T, ˆ̂f ∗ g〉 = 〈T, f † ∗ g〉
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grazie al Teorema 8.2.4 (iv).
Lasciamo al lettore, come esercizio, la verifica del fatto che questa proprie-

tà è compatibile con la analoga proprietà che si ha quando la distribuzione
T è del tipo Th, cioè data da una funzione h integrabile. Più precisamente,
si verifichi direttamente che si ha

〈f ∗ h, g〉 = 〈h, f † ∗ g〉 .

Questo calcolo si basa su uno scambio dell’ordine di integrazione negli inte-
grali che definiscono la trasformata di Fourier e la convoluzioni. Poiché le
funzioni sono di Schwartz, e quindi in L1, questo scambio è autorizzato dal
Teorema di Fubini 1.20.4. tu

11.15 Convoluzione con la delta e traslazione
Per prima cosa calcoliamo la trasformata di Fourier della delta.
Esempio 11.15.1. (i) δ̂0 = T1 (dove 1 indica la funzione costante di valore

1).

(ii) δ̂x = Te−2πix· (dove e−2πix· indica la funzione ω 7→ e−2πixω).
Infatti, (i) vale perché, per ogni f ∈ S,〈

δ̂0, f
〉
=
〈
δ0, f̂

〉
= f̂(0) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πix0 dx

=

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 〈T1, f〉

per la formula di inversione di Fourier, Teorema 8.4.2.
Esattamente nello stesso modo si prova (ii). tu

Notazione 11.15.2. Come già accennato nella Notazione 11.14.2, scriviamo
δ̂0 = 1 e δ̂x(ω) = e−2πixω.

Proposizione 11.15.3. (La convoluzione con una delta è una tra-
slazione.) Per ogni f ∈ S e per ogni x ∈ R si ha

Tf ∗ δx = Tλxf

ovvero, con la terminologia della Notazione 11.14.2, f ∗ δx = λxf (cioè
f ∗ δx(x0) = f(x0 − x) per ogni x0).
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Dimostrazione. Dalla Definizione 11.14.1 e dall’Esempio 11.15.1 (ii) si ha

f ∗ δx = (f̂ δ̂x)
∨ = (f̂ e−2πix·)∨

dove e−2πix· denota la funzione ω 7→ e−2πixω. Ma, per il Teorema 8.2.4 (iv) si
ha f̂(ω)e−2πixω = λ̂xf(ω). Perciò

f ∗ δx =
(
λ̂xf

)∨
= λxf.

tu

Nota 11.15.4. Rammentiamo la notazione a pagina 868,

〈δx, f〉 =
∫ ∞

−∞
f(t) δx(t) dt,

che confonde il modo di scrivere la delta con quello che si usa per le funzioni.
Nel caso dell’enunciato della Proposizione 11.15.3, questa notazione è par-
ticolarmente suggestiva ed intuitiva, perché ispira in maniera naturale la
formula

λxf = f ∗ δx.
Infatti:

λxf(y) = f(y − x)

=

∫ ∞

−∞
f(t) δ0(t− (y − x)) dt

=

∫ ∞

−∞
f(t) δ†0(y − x− t)) dt

(per la Definizione 11.13.12).
Ma δ†0 = δ0, perché, per ogni g ∈ S,〈

δ†0, g
〉
=
〈
δ0, g

†〉 = g†(0) = g(−0)

= g(0) = 〈δ0, g〉 .

Quindi:

λxf(y) =

∫ ∞

−∞
f(t) δ0(y − x− t) dt

=

∫ ∞

−∞
f(t) δx(y − t) dt,
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e l’ultimo integrale, se la delta fosse una funzione, sarebbe proprio f ∗ δx(y).
tu

Nota 11.15.5. Ponendo x = 0 nella Proposizione 11.15.3 otteniamo f ∗δ0 = f
per ogni f ∈ S. In altre parole, la convoluzione con δ0 è l’operatore identità.
Questo da un lato spiega perché abbiamo chiamato identità approssimate gli
approssimanti di δ0 nella convergenza in S ′ (Nota 11.8.3) e dall’altro, grazie
alla parte (i) del Corollario 11.14.3, rende naturale il fatto che risulti δ̂0 = 1:
infatti, per ogni f ∈ S,

f̂ = f̂ ∗ δ0 = f̂ δ̂0.

Si noti però che questa osservazione non serve a dimostrare che δ̂0 = 1, perché
questa uguaglianza è già stata usata nel dimostrare che f ∗ δ0 = f (si usa
nella dimostrazione della Proposizione 11.15.3). tu

11.16 Appendice: Il teorema di convergenza
puntuale di identità approssimate: una
dimostrazione diretta

La seguente definizione è equivalente a quella di identità approssimata in
L1(R) (Definizione 6.1.15).

Definizione 11.16.1. Una famiglia {hρ, ρ > 0} di funzioni in L1(R) si dice
un’identità approssimata in L1(R) se:

i) hρ(x) ⩾ 0, ∀x ∈ R;

ii)
∫∞
−∞ hρ(x) dx = 1, ∀ρ;

iii) per ogni ε > 0 per ogni δ > 0 ∃ρ0 = ρ0(ε, δ) tale che∫ δ

−δ
hρ(x) dx ⩾ 1− ε ∀ρ > ρ0.

Abbiamo visto nel Teorema 10.4.4 (che fa uso dei risultati sulle identità
approssimate dimostrati in Sezione 6.1) che, se identifichiamo la funzione hρ
con la distribuzione Thρ , si ha

lim
ρ→∞

λth
†
ρ = δt
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nel senso di S ′ per ogni t ∈ R. Grazie alla Nota 11.8.4 questo equivale a

lim
ρ→∞

λthρ = δt

per ogni identità approssimata {hρ}. In base al Corollario 11.8.5 quanto
appena asserito equivale al seguente enunciato:

Teorema 11.16.2. limρ→∞ hρ = δ0 in S ′ per ogni identità approssimata
{hρ, ρ > 0}.

Ridimostriamo ora questo teorema di convergenza puntuale (che è un
caso particolare dei Teoremi 6.1.16 e 6.1.18) in maniera diretta, cio� senza
fare uso dei risultati della Sezione 6.1.
Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che, per ogni f ∈ S,

lim
ρ→0+

∫ ∞

−∞
hρ(x)f(x) dx = f(0),

cioè che per ogni ε > 0 esiste K = K(ε) tale che, per ogni ρ > K,∣∣∣∣∫ ∞

−∞
hρ(x)f(x) dx− f(0)

∣∣∣∣ < ε.

È chiaro che è sufficiente provare questa proprietà per ε sufficientemente
piccolo (perché allora vale anche per gli ε più grandi).
Osserviamo che, per ogni δ > 0, si ha

lim
ρ→∞

∫
R\[−δ,δ]

hρ(s)f(s) ds = 0

per il Teorema di Convergenza Monotona di Lebesgue (Teorema 1.9.53), e
quindi, per ogni δ > 0,

lim
ρ→0+

∫ ∞

−∞
hρ(s)f(s) ds = lim

ρ→0+

∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds (11.15)

D’ora in poi, per ogni ε > 0 sceglieremo δ = δε > 0 così piccolo che si abbia
(grazie alle proprietà (i), (ii) e (iii) della Definizione 11.16.1,

∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds >

1

2

∫ ∞

−∞
hρ(s) ds =

1

2
. (11.16)
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Supponiamo per il momento che f sia valori reali. Allora, poiché f è
continua in 0, possiamo scegliere δ = δε > 0 ancora più piccolo in modo che
in [−δ, δ] f sia di segno costante (diciamo positiva, per ora), e per ogni ε > 0,
per ogni s ∈ [−δ, δ] si abbia

(1− ε)f(0) ⩽ f(s) ⩽ (1 + ε)f(0). (11.17)

Perciò da (11.15) e da (11.16) per questi valori di δ otteniamo∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds ⩾ (1− ε)f(0)

∫ δ

−δ
hρ(s) ds > (1− ε)2f(0).

Da qui e da (11.15) segue che, per ogni ε > 0,

lim
ρ→0+

∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds > (1− ε)2f(0),

e quindi, poiché il primo membro non dipende da ε,

lim
ρ→0+

∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds > f(0). (11.18)

D’altra parte, ancora da (11.17) e dalla Definizione 11.16.1 (i),∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds ⩽ (1 + ε)f(0)

∫ δ

−δ
hρ(s) ds

< (1 + ε)f(0)

∫ ∞

−∞
hρ(s) ds

= (1 + ε)f(0).

Poiché il primo membro non dipende da ε si ottiene∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds ⩽ f(0)

e quindi, da (11.15),

lim
ρ→0+

∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds ⩽ f(0). (11.19)
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Ora segue da (11.18) e da (11.19) che

lim
ρ→0+

∫ δ

−δ
hρ(s)f(s) ds = f(0)

per ogni f a valori reali, non negativa e continua in 0.
Se f è a valori reali non positivi lo stesso risultato si ottiene applicando

il ragionamento precedente a −f . Quindi il teorema vale per ogni f a valori
reali e continua in 0. Infine, se f è una funzione continua in 0, ma a valori
complessi, il teorema vale separatamente per la parte reale e immaginaria di
f , quindi vale per f . tu

Nota 11.16.3. L’argomento della dimostrazione rende rigorosa l’idea intuitiva
presentata in Sezione 11.1: l’integrale∫ ∞

−∞
hρ(x)f(x) dx

è una media integrale dei valori di f , poiché hρ ⩾ 0 e∫ ∞

−∞
hρ(x) dx = 1.

Poiché le funzioni hρ, in base alla proprietà (iii) della Definizione 11.16.1),
hanno integrale concentrato in intervalli arbitrariamente piccoli intorno a
zero se ρ è sufficientemente grande, queste medie integrali sono prese solo sui
valori di f su intervalli intorno a 0 che diventano piccoli quando ρ cresce.
Perciò queste medie integrali devono convergere a f(0). tu

11.17 Esercizi sulle distribuzioni temperate
Esercizio 11.17.1. Sia

h(x) =

{
x se x ⩾ 0
0 se x < 0

Calcolare la derivata di h nel senso delle distribuzioni. Includere i dettagli
del calcolo. tu
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Esercizio 11.17.2. Sia f ∈ C1(R) a crescita polinomiale e sia

h(x) =

{
1 se x ⩾ 1
0 se x < 1

Quanto vale (fh)′ nel senso delle distribuzioni?

1. □ fδ1 + hf ′

2. □ f ′Th

3. □ fδ1

4. □ δ1

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.3. Sia f ∈ C1(R) a crescita polinomiale e sia

h(x) =

{
1 se x ⩾ 0
0 se x < 0

Quale delle seguenti è la derivata nel senso delle distribuzioni di fh?

1. □ fδ0 + f ′h

2. □ fh′

3. □ δ0

4. □ f ′δ0

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.4. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(x) =

{
0 se |x| > 2
1 se |x| ⩽ 2

utilizzando la definizione. tu
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Esercizio 11.17.5. Sia α ∈ R+ e sia

φα(x) =

{
1
2α

se x ∈ [−α, α]
0 se x /∈ [−α, α]

Quali delle seguenti proprietà sono vere (eventualmente anche più di una,
oppure nessuna)?

1. □ φ̂α(0) = 1

2. □ φα è dispari

3. □ φα converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → 0

4. □ φα converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → +∞

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.6. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(x) =

{
0 se |x| > 1

2

1 se |x| ⩽ 1
2

utilizzando la definizione. tu

Esercizio 11.17.7. Scrivere la definizione di derivata nel senso delle distribu-
zioni.

Se f ∈ C1(R)è a crescita polinomiale e

h(x) =

{
1 se x ⩾ 1
0 se x < 1

quanto vale (fh)′ nel senso delle distribuzioni?

1. □ f ′h

2. □ f ′h′

3. □ fδ1 + f ′h

4. □ δ1
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5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.8. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(x) =

{
x se x ⩾ 0
0 se x < 0

tu

Esercizio 11.17.9. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(x) =

{
−2 se |x| ⩽ 1
0 se |x| > 1

tu

Esercizio 11.17.10. Sia f ∈ C1(R) a crescita polinomiale e sia

h(x) =

{
1 se x ⩽ 1
0 se x > 1

Quanto vale (fh)′ nel senso delle distribuzioni?

1. □ f ′h

2. □ f ′h′

3. □ fδ1

4. □ − fδ1 + f ′h

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.11. Sia f ∈ C1(R) a crescita polinomiale e sia

h(x) =

{
1 se x < 1
0 se x ⩾ 1

Quanto vale (fh)′ nel senso delle distribuzioni?
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1. □ − fδ1 + hf ′

2. □ f ′Th

3. □ f ′δ1

4. □ δ1

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.12. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(x) =

{
2 se |x| ⩽ 1
0 se |x| > 1

tu

Esercizio 11.17.13. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(x) =

{
2 se |x| ⩽ 1
0 se |x| > 1

tu

Esercizio 11.17.14. Sia λ(x) = sin x+x3. Quanto vale la distribuzione (λδ0)′?

1. □ 0

2. □ λ′(x)

3. □ (cos x+ 3x2)δ0

4. □ (cos x+ 3x2)δ1

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu
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Esercizio 11.17.15. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(t) =

{
0 se |t| > 1

2

1 se |t| < 1
2

tu

Esercizio 11.17.16. Sia ε ∈ R+ e sia

θϵ(x) =
1

ε
χ[−ϵ/2,ϵ/2](x)

Quali delle seguenti asserzioni sono vere?

1. □ θϵ converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → 0

2. □ θϵ converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → +∞

3. □ θϵ è pari

4. □ θϵ è dispari

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 11.17.17. Sia α ∈ R+ e sia

φα(x) =

{
α se x ∈ [− 1

α
, 1
α
]

0 se x /∈ [− 1
α
, 1
α
]

1. □ φα è pari

2. □ φα converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → 0

3. □ φα è dispari

4. □ φα converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → +∞

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu
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Esercizio 11.17.18. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(t) =

{
1 se |t| > 1

4

0 se |t| < 1
4

tu

Esercizio 11.17.19. Sia ε ∈ R+ e sia

θϵ(x) =
1

2ε
χ[−ϵ,ϵ](x)

Quali delle seguenti asserzioni sono vere?

1. □ θϵ converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → +∞

2. □ θϵ è pari

3. □ θϵ converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per α → 0

4. □ θϵ è dispari

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 11.17.20. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(t) =

{
0 se |t| > 1
2 se |t| < 1

tu

Esercizio 11.17.21. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni di

f(t) =

{
2 se |t| > 2
0 se |t| < 2

tu

Esercizio 11.17.22. Sia β ∈ R+ e sia

φβ(x) =

{
β se x ∈ [− 1

2β
, 1
2β
]

0 se x /∈ [− 1
2β
, 1
2β
]

Quali delle seguenti asserzioni sono vere?
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1. □ φβ converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per β → 0

2. □ φβ è pari

3. □ φβ è dispari

4. □ φβ converge a δ0 nel senso delle distribuzioni per β → +∞

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.23. Sia λ(x) = sin2 x. Quanto vale la distribuzione (λ δπ)
′′?

1. □ sin2 x δπ

2. □ λ′(x)

3. □ 0

4. □ λ(x− π)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.24. Sia f una funzione infinitesima di ordine due per x → 0
(ossia in O(x2)). Quanto vale la distribuzione (f δ0)

′′?

1. □ 0

2. □ f(x) δ0

3. □ f ′(0)δ0

4. □ f ′′(0)δ0

5. nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.25. Sia λ(x) = x3 + x. Quanto vale la distribuzione λ δ0′?

1. □ λ′(x)
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2. □ (3x2 + 1)δ0

3. □ 0

4. □ − δ0

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta.
tu

Esercizio 11.17.26. Sia λ(x) = cos x. Quanto vale la distribuzione
(
λδπ/2

)′?
1. □ 0

2. □ sin xδπ/2

3. □ λ(x− π
2
)δπ/2

4. □ λ′(x)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu

Esercizio 11.17.27. Sia λ(x) =
(
x− π

2

)
+ cos x. Quanto vale la distribuzione(

λδπ
2

)′?
1. □ (1− sin x)δπ

2

2. □ λ′(x)

3. □ 0

4. □ λ(x− π
2
)

5. □ nessuna delle precedenti

Motivare la risposta. tu
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Esercizio 11.17.28. Consideriamo il funzionale sulla classe di Schwartz defi-
nito da

f →
∫ ∞

−∞

f(t)

1 + t4
dt .

Questo funzionale è continuo su S? Rispondere utilizzando solo la definizione
di continuità in termini di seminorme.

Svolgimento. Il funzionale è continuo, come sappiamo già dall’Esempio
11.5.4 (i). In termini di seminorme, ecco la dimostrazione:∫ ∞

−∞

f(t)

1 + t4
dt ⩽ ‖f‖∞

∫ ∞

−∞

1

1 + t4
dt < Cp00(f) .

tu

Esercizio 11.17.29. Siano f e g due dilatati della Gaussiana, diciamo f(x) =
e−αx

2 e g(x) = e−βx
2 con α, β > 0. Calcolare il valore di 〈f ∗K, g〉, dove K

è il treno di impulsi dell’Esempio 11.7.4.
Svolgimento. Grazie all’Esempio 11.14.4 si ha

〈f ∗K, g〉 = 〈K, f † ∗ g〉 . (11.20)

Ora calcoliamo f † ∗ g. È chiaro che la convoluzione di due Gaussiane ha per
trasformata di Fourier il prodotto delle trasformate, ossia il prodotto puntua-
le di due altre Gaussiane, perché la trasformata di Fourier di (un dilatato di)
una Gaussiana è (un dilatato di) una Gaussiana (Proposizione 8.3.2). Ma il
prodotto puntuale di queste due Gaussiane è ancora una Gaussiana, perché
il prodotto di due esponenziali è l’esponenziale della somma degli esponenti.
Antitrasformando secondo Fourier, si trova che la convoluzione di due Gaus-
siane è ancora una Gaussiana. Potremmo facilmente svolgere il calcolo in
questo modo, ma per amore di varietà oddriamo questo calcolo alternativo:

f † ∗ g(x) =

∫ ∞

−∞
f(t− x) g(t) dt =

∫ ∞

−∞
e−α(t−x)

2

e−βt
2

dt (11.21)

=

∫ ∞

−∞
e−α(t−x)

2−βt2 dt =

∫ ∞

−∞
e−q(t,x) dt ,

dove q(x, t) = (α+β)t2−2αtx+αx2 è un’espressione quadratica nella variabile
t, e quindi del tipo q(x, t) = A(t− γ)2 +B dove A e B sono due costanti che
dipendono da x. Sviluppando di trovano A e B:

q(x, t) = (α+ β)t2 − 2αtx+ αx2 = A(t− γ)2 +B = At2 − 2Aγt+Aγ2 +B ,
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da cui A = α + β, 2αx = 2Aγ e αx2 = Aγ2 +B, ossia γ = αx
α+β

e B = αβx2

α+β
.

Ora, ∫ ∞

−∞
e−q(t,x) dt = e−B

∫ ∞

−∞
e−A(t−γ)

2

dt = e−B
∫ ∞

−∞
e−At

2

dt

= e−B
√
π

A

∫ ∞

−∞
e−πu

2

du = e−B
√
π

A

grazie al Lemma 8.3.1. Pertanto da (11.21) si ottiene f † ∗ g(x) =
√

π
A
e−B =√

π
α+β

e−
αβx2

α+β , e quindi segue da (11.20) che

〈f ∗K, g〉 =
√

π

α + β

∞∑
n=−∞

e−
αβn2

α+β .

tu

Esercizio 11.17.30. Sia f ∈ S e sia K =
∑∞

n=−∞ δn il treno di impulsi.
Calcolare la distribuzione f ∗K: come opera su una generica funzione g ∈ S?
È rappresentabile come una funzione localmente integrabile o no? Se sì, quale
funzione? Se no perché?

Svolgimento. Osserviamo per prima cosa che, in base all’Esempio 11.14.4,
si ha 〈f ∗K, g〉 = 〈K, f † ∗ g〉. Poiché K =

∑∞
n=−∞ δn, e la serie converge nel

senso delle distribuzioni, ora abbiamo

〈f ∗K, g〉 = 〈
∞∑

n=−∞

δn, f
† ∗ g〉 .

D’altra parte,

〈δn, f † ∗ g〉 = f † ∗ g(n) =
∫ ∞

−∞
f(t− n) g(t) dt .

Quindi

〈f ∗K, g〉 =
∫ ∞

−∞

(
∞∑

n=−∞

f(t− n)

)
g(t) dt .

La serie di funzioni
∑∞

n=−∞ f(t−n) converge puntualmente ad una funzione
h(t) per ogni t: infatti f ∈ S e quindi la successione {f(t − n)}n∈Z tende
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a zero a velocità più che polinomiale. Per la stessa ragione, in base al test
di Weierstrass (Sezione 1.1), la serie converge uniformemente sui compatti.
D’altra parte tutti i suoi termini sono traslati della stessa funzione di Schwar-
tz f , quindi sono tutti equilimitati da ‖f‖∞. Pertanto, in base alla seconda
parte della Proposizione 11.6.1, la serie converge nel senso delle distribuzioni
alla distribuzione data dalla funzione somma della serie.
Osserviamo che la somma h della serie è nient’altro che la periodicizzzione di
f , ovvero h =

∑∞
n=−∞ λnf (la serie dei traslati di f di passo intero): questa

funzione periodica è ovviamnete localmente integrabile ed a crescita polino-
miale (in effetti, è limitata). Quindi la distribuzione f ∗ K coincide con la
distribuzione Th dell’Esempio 11.5.4 (i), ed in particolare è rappresentata da
una funzione. tu

Esercizio 11.17.31. Sia

〈T, f〉 = f(0) +

∫ ∞

1

f(t) dt .

Esiste una distribuzione temperata g tale che la sua derivata verifichi G′ = T?
Se sì, trovarla, e se G è data da una funzione tracciarne il grafico. Se no,
spiegare perché. Motivare tutti i passaggi.

Svolgimento. T è la somma di due distribuzioni ben note: T = δ0 +λ1H,
dove H è la distribuzione di Heaviside (Definizione 11.10.2 e λ1H il suo
traslato destro di passo 1. Perciò la distribuzione G che verifica G′ = T
deve essere la somma della primitiva della delta e della primitiva del traslato
della funzione di Heaviside. Una primitiva della delta è la distribuzione di
Heaviside stessa (Esempio 11.10.3): le altre ovviamente differiscono da questa
per l’aggiunta di una costante. D’altra parte, la distribuzione di Heaviside
è una funzione localmente integrabile, e quindi si vede facilmente che la sua
primitiva è la primitiva di quella funzione (cioè è la funzione u(x) = 0 per
x < 0, e u(x) = x per x ⩾ 0, più una costante a piacere). Infatti, per ogni
g ∈ S, abbiamo

〈u′, g〉 = −〈u, g′〉 = −
∫ ∞

0

x g′(x) dx

=

∫ ∞

0

g(x) dx− x g(x)|∞0 = 〈H, g〉 .

Il traslato λ1H ha per primitiva il traslato di u, cioè, a meno di costanti,
la funzione λ1v(x) = 0 per x < 1, e λ1v(x) = x per x ⩾ 1. Sommando i
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risultati si ottiene la primitiva G di T : essa è data dalla funzione localmente
integrabile

g(x) =


0 se x < 0
1 se 0 ⩽ x < 1
x se 1 ⩽ x

tu

Esercizio 11.17.32. Sia χn la funzione che vale 1 nell’intervallo [2n, 2n+ 1] e
0 altrove. Sia α > 0. Consideriamo la serie

∞∑
n=1

nαχn .

1. (a) La serie converge puntualmente?
(b) La serie converge uniformemente?
(c) Per quali p la serie converge in Lp(R)?
(d) La serie converge nel senso delle distribuzioni?

Suggerimento: si tracci il grafico delle somme parziali delle serie.

2. Come cambiano le risposte precedenti se α = 0 ?

3. Come cambiano le risposte precedenti se α =< 0 ?

Se la serie converge trovare la somma, altrimenti spiegare perché.
Svolgimento.

1. (a) La serie converge puntualmente alla funzione S(x) che vale nα
negli intervalli di estremo iniziale pari [2n, 2n + 1], e 0 nell’inter-
vallo di estremo iniziale dispari [2n+ 1, 2n+ 2]. Infatti, per ogni
x, χn(x) = 0 per tutti gli interi n tranne che se 2n = [x] (cioè se
2n ⩽ x ⩽ 2n + 1). Quindi, se la parte intera di x è dispari, tutti
i termini della serie sono nulli e la serie converge a zero, mentre
se la parte intera è pari, diciamo [x] = 2m, allora solo il termine
per n = m è non nullo, vale nα, e quindi questo è il valore della
somma della serie in quell’intervallo.
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(b) La serie non converge uniformemente. Se la convergenza fosse
uniforme, le somme parziali convergerebbero uniformemente alla
somma puntuale S(x) calcolata nella parte precedente, quindi, se
si indica con SN la somma parziale SN =

∑N
n=0 n

αχn, il resto
N -simo S − SN verificherebbe

lim
N→∞

‖S − SN‖∞ = 0.

Invece,

S(x)− SN(x) =
∞∑

n=N+1

nαχn

vale nα sugli intervalli [2n, 2n+1] con n = N+1, N+2, . . . , e zero
altrove. Poiché α > 0, il resto N -simo assume valori nα crescenti
in maniera illimitata (su una successione di intervalli), e quindi è
illimitato:

‖S − SN‖∞ = sup |S(x)− SN(x)| = +∞.

(c) Lo stesso ragionamento prova che la serie non converge per nessun
p. Infatti ‖nαχn‖p = nα → ∞ per n → ∞, e quindi S − SN ha
norma Lp divergente per ogni N .
Si può anche dimostrare che la serie non converge uniformemen-
te e in Lp senza usare la conoscenza esplicita della sua somma
puntuale (bensì facendo ricorso alla proprietà di Cauchy (come
sempre quando si vuole stabilire una proprietà di un passaggio al
limite senza fare esplicito riferimento al valore del limite).
Infatti, basta osservare che il termine n-simo nαχn non tende a
zero uniformemente (la sua norma uniforme è nα, quindi diverge
al crescere di n, perché α > 0. Rammentiamo che se il termine
generale non tende a zero puntualmente, allora non si ha conver-
genza puntuale (Sezione 1.1) e quindi tanto meno uniforme. Qui
invece ilk termine generale tende a zero puntualmente (per ogni
x, nαχn(x) |̀e| definitivamente zero), ma non uniformemente. Sia-
mo quindi in un caso particolare della situazione studiata più in
generale nella Nota ??), che fornisce una condizione necessaria
per la convergenza in norma di una serie in base alla proprietà di
tendere a zero in norma del suo termine generico:
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Nota 11.17.33. I termini di una serie uniformemente con-
vergente (rispettivamente, convergente in norma Lp) ten-
dono a 0 uniformemente (rispettivamente, in Lp). Se una
serie di funzioni

∑∞
n=0 fn converge in Lp (nel caso p = ∞, unifor-

mente), allora limn→∞ ‖fn‖∞ = 0. tu

(d) La serie converge nel senso delle distribuzioni, come accennato
nell’Esempio 11.7.7. In realtà un ragionamento analogo era stato
svolto nell’Esercizio 11.7.5, ed era basato sul Corollario 11.7.1. Lo
ripetiamo qui in dettaglio per maggiore chiarezza.
In base al Corollario 11.7.1, basta mostrare che, per ogni h in S,
le somme parziali

∑N
n=0 n

α 〈χn, h〉 sono una successione numerica
convergente. Questo è vero perché, quando N tende ad infinito, i
termini non nulli della somma (cioè quelli per 0 ⩽ n ⩽ N) sono
del tipo

〈χn, h〉 =
∫ N

0

χn(t)h(t) dt =

∫ 2n+1

2n

h(t) dt

e quindi tendono a zero a velocità più che polinomiale, per il Teore-
ma della Media Integrale (Sezione 1.1) e perché h è a decrescenza
rapida.

2. Se α = 0, le risposte non cambiano. La dimostrazione della conver-
genza puntuale e della convergenza nel senso delle distribuzioni rima-
ne la stessa; analogamente per la mancanza della convergenza uni-
forme od in Lp, dove ora l’unica differenza è che l’estremo superiore
del resto N-simo, ‖S − SN‖∞, invece di tendere a +∞ con N , rimane
costantemente uguale a N0 = 1, ma comunque non tende a zero.

3. Se α < 0, la convergenza puntuale e la convergenza nel senso delle di-
stribuzioni rimangono vere come prima. In questo caso però si ha anche
convergenza uniforme, perché le funzioni χn sono a supporto disgiun-
to, e quindi il massimo della somma

∑∞
n=N+1 n

αχn(x) è il massimo fra
tutti gli addendi (per ogni x, infatti, c’è al più un solo addendo non
nullo). Pertanto

‖S − SN‖∞ = sup
∞∑

n=N+1

nαχn(x) = (N + 1)α
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tende a zero per N → ∞ poiché α < 0. Analogamente, ‖nαχn‖p =
nα → 0 per n→ ∞, e da questo fatto otteniamo che l’addendo n-simo
converge in Lp alla funzione zero: questa è una condizione necessaria,
ma non sufficiente, per la convergenza della serie. D’altra parte, le
funzioni χn sono a supporto disgiunto. Pertanto∫ ∞

−∞

∞∑
n=N+1

|nαχn|p =
∞∑

n=N+1

∫ ∞

−∞
|nαχn|p

e naturalmente |nαχn|p = nαpχn, dal momento che χpn = χn. Pertanto

‖S − SN‖pp =
∫
R
|

∞∑
n=N+1

nαχn|p =
∞∑

n=N+1

nαp ,

e la serie all’ultimo membro è la coda N -sima della serie numerica∑
n n

αp, che converge se e solo se αp < −1, ossia α < −1/p. Questi
sono quindi i valori di α pr cui la serie converge nella norma Lp.

tu

Esercizio 11.17.34. Rispondere alle domande del precedente Esercizio 11.17.32
definendo χn := χ[n,n+ 1

n
].

Suggerimento: La dimostrazione precedente si applica parola per parola per
provare che si ha convergenza puntuale e nel senso delle distribuzioni: ma
adesso

‖nαχn‖p = nα−
1
p

e quindi si ha convergenza uniforme (della successione nαχn e della loro serie)
se e solo se α < 0, e convergenza in Lp della successione se e solo se α < 1/p,
e della serie se e solo se α− 1/p < 1, ossia α < 1/p− 1. tu

Esercizio 11.17.35. Sia V uno spazio normato di funzioni su R e, per f ∈ V ,
indichiamo la norma di f con ‖f‖.

(i) Enunciare il principio di Cauchy per la convergenza di una serie
∑

n fn,
con fn ∈ V .

(ii)) Ricavare, dal punto precedente, la seguente propriet�: se
∑

n fn conver-
ge nella norma di V , allora ‖fn‖ → 0 (Nota: questo generalizza quanto
mostrato nella precedente Nota 11.17.33).
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(iii) Sia V = Lp(R) (1 ⩽ p < ∞), sia {Jn} una famiglia di intervalli in
R, sia χn la funzione caratteristica di Jn e sia dn la lunghezza di Jn.
Ricavare, dal punto precedente, una condizione su dn necessaria per la
convergenza in norma di

∑
n χn. Questa condizione è anche sufficiente?

(iv) Che cosa si può dire sulla convergenza della stessa serie nel caso p = ∞?

(v)) Supponiamo che ora i supporti degli intervalli Jn siano tutti disgiun-
ti. Sappiamo fornire una condizione equivalente alla convergenza della
serie

∑
n χn per 1 ⩽ p <∞? Che cosa si può dire per p = ∞?

(vi) Sia ora c(n, α) = 1/nα per ogni α ∈ R. Come cambia la risposta
alla domanda precedente per la serie

∑
n c(n, α)χn, ossia per quali α

e dn essa converge in norma nell’ipotesi che gli intervalli siano tutti
disgiunti? Rispondere sia per 1 ⩽ p <∞ sia per p = ∞.

(vii) Che condizione sufficiente per la convergenza si ottiene se non si assume
che gli intervalli siano disgiunti? Rispondere sia per 1 ⩽ p < ∞ che
per p = ∞.

(viii) Nell’ipotesi di intervalli disgiunti, per quali α e dn la serie
∑

n c(n, α)χn
converge nel senso delle distribuzioni, se Jn ⊂ [0, 1]?

(ix) Come si risponde alla domanda precedente se Jn = [n, n+ dn]?

Svolgimento.

(i) La serie
∑

n fn a valori in V è convergente solo se per ogni ε > 0 esiste
N > 0 tale che ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

fk −
m∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥ < ε, se n,m > N .

Se V è uno spazio completo, allora questa condizione necessaria per la
convergenza è anche sufficiente.

(ii) La dimostrazione è identica a quella della Nota 11.17.33. Infatti, sup-
poniamo che la serie

∑
n fn converga in norma. Nel punto precedente

prendiamo m = n−1. Allora abbiamo che, per ogni ε > 0 esiste N > 0
tale che ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

fk −
n−1∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥ < ε, se n > N,
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ovvero
‖fn‖ < ε, se n > N.

Dunque, se la serie
∑

n fn converge in norma, la successione ‖fn‖
converge a zero.

(iii) Poiché Lp(R) è uno spazio normato completo, una condizione necessaria
alla convergenza in norma della serie

∑
n χn è che la norma ‖χn‖p del

termine generale tenda a zero per n→ +∞.
Questo accade se e solo se tende a zero la successione numerica

‖χn‖pp =
∫
R
χpn =

∫
Jn

1 = dn .

La condizione non è sufficiente. Infatti, sia Jn una successione di in-
tervalli disgiuntidi lunghezza dn → 0 tale che

∑
n dn = ∞. Allora la

successione delle somme parziali
∑N

n=1 χn diverge in Lp, per N → +∞,
perché ∥∥∥∥∥

N∑
n=1

χn

∥∥∥∥∥
p

p

=

∫
R

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

χn

∣∣∣∣∣
p

=
N∑
n=1

∫
Jn

1 dx =
N∑
n=1

dn

(come nell’ultima parte del precedente Esercizio 11.17.32, la somma
commuta con l’elavazione alla potenza p perché gli intervalli sono di-
sgiunti).

(iv) Nel caso p = ∞ è necessario che sia infinitesima

‖χn‖∞ = sup
x∈R

|χn(x)| .

D’altra parte, quest’ultima quantit� vale 1 per ogni n, e quindi non può
convergere a zero se n → ∞. Pertanto la serie

∑
n χn non converge

nella norma uniforme per nessuna scelta di dn > 0.

(v) Una condizione equivalente alla convergenza in norma della serie
∑

n χn
è data dal criterio di Cauchy, che riformuliamo come segue: la serie∑

n χn converge nella norma di Lp se e solo se la successione numerica∥∥∥∥∥
N+k∑
n=N

χn

∥∥∥∥∥
p

p

=

∫
R

(
N+k∑
n=N

χn

)p
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converge a zero, per N → +∞, per ogni k intero positivo. Non ab-
biamo scritto in questa proprietà i valori assoluti perché le χn sono
funzioni non negative.
Di nuovo, nell’ipotesi in cui i supporti delle χn siano disgiunti, l’ope-
razione di sommatoria commuta con l’operazione di elevazione alla p.
Deve quindi convergere a zero la successione

∫
R

N+k∑
n=N

χpn =
N+k∑
n=N

dn ,

che converge se e solo se converge la serie

+∞∑
n=1

dn .

Nel caso p = ∞ il criterio di Cauchy equivale alla convergenza della
successione∥∥∥∥∥

N+k∑
n=N

χn

∥∥∥∥∥
∞

= sup
x∈R

(
N+k∑
n=N

χn(x)

)
= max

N⩽n⩽N+k

(
sup
x∈R

χn(x)

)

L’ultimo passaggio è dovuto ancora una volta al fatto che le χn hanno
supporti disgiunti. Ma l’estremo superiore di χn è 1 per ogni n, e quindi
è 1 anche il massimo tra gli estremi superiori. Dunque anche nel caso
di supporti disgiunti, la serie

∑
n χn non converge uniformemente su R

per nessuna scelta di dn > 0.

(vi) Applichiamo alla serie c(n, α)χn a supporti disgiunti i ragionamenti del
punto precedente. Per α = 0 la serie si riduce alla serie precedente-
mente studiata

∑
n χn. Supponiamo quindi α 6= 0.

Per 1 ⩽ p <∞ abbiamo∥∥∥∥∥
N+k∑
n=N

c(n, α)χn

∥∥∥∥∥
p

p

=

∫
R

(
N+k∑
n=N

c(n, α)χn

)p

=
N+k∑
n=N

∫
R
c(n, α)pχpn =

N+k∑
n=N

dn
nαp

.

Si ha quindi convergenza se e solo se la serie numerica
∑

n
dn
nαp converge.
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Per p = ∞, invece, ancora per il fatto che i supporti delle funzioni χn
sono disgiunti, abbiamo∥∥∥∥∥
N+k∑
n=N

c(n, α)χn

∥∥∥∥∥
∞

= sup
x∈R

(
N+k∑
n=N

1

nα
χn(x)

)
= max

N⩽n⩽N+k

(
sup
x∈R

1

nα
χn(x)

)

= max
N⩽n⩽N+k

1

nα
.

Se α < 0, l’ultimo termine diventa (N+k)|α|, che diverge perN → +∞.
Per α > 0, invece, otteniamo 1/Nα, che converge a 0 quando N → +∞
per ogni k intero.
Riassumendo, per 1 ⩽ p < ∞ si ha convergenza se e solo se

∑
n

dn
nαp <

∞, mentre per p = ∞ si ha convergenza se e solo se α > 0, indipen-
dentemente da dn.

(vii) Se gli intervalli non sono disgiunti, nel caso 1 ⩽ p < ∞ non possiamo
commutare la sommatoria con l’elevazione alla potenza p. Analoga-
mente, nel caso p = ∞, non possiamo pi� affermare che l’estremo su-
periore della somma è il massimo tra gli estremi superiori.
Una condizione sufficiente alla convergenza della serie

∑
n c(n, α)χn è

data dal test di Weierstrass per gli spazi normati Lp e, rispettivamente,
L∞. La serie converge in norma purché converga la serie delle norme

+∞∑
n=1

‖c(n, α)χn‖p =
+∞∑
n=1

c(n, α) ‖χn‖p .

Per 1 ⩽ p <∞ questa serie è

+∞∑
n=1

1

nα

(∫
Jn

1

) 1
p

=
∞∑
n=1

d
1
p
n

nα
.

Per p = ∞ la serie di cui dobbiamo valutare la convergenza è
+∞∑
n=1

1

nα
sup
x∈R

χn(x) =
+∞∑
n=1

1

nα
.

In tal caso la condizione sufficiente per la convergenza è α > 1, indi-
pendentemente dalla scelta di dn > 0.
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Riassumendo, per 1 ⩽ p < ∞ si ha convergenza se
∑∞

n=1
d
1
p
n

nα < ∞,
mentre per p = ∞ si ha convergenza se α > 1.

(viii) La serie
∑

n c(n, α)χn converge nel senso delle distribuzioni se, per ogni
funzione f di Schwartz, converge la serie numerica

+∞∑
n=1

〈c(n, α)χn, f〉.

Valutiamo la convergenza assoluta della serie, ovvero stimiamo

+∞∑
n=1

|〈c(n, α)χn, f〉| =
+∞∑
n=1

1

nα
|〈χn, f〉| =

+∞∑
n=1

1

nα

∣∣∣∣∫
R
χnf

∣∣∣∣
⩽

+∞∑
n=1

1

nα

∫
Jn

|f | .

Per stimare l’ultimo integrale usiamo il teorema della media integrale,
applicabile per il fatto che f è di Schwartz, e che quindi |f | è continua.
Esistono pertanto ξn ∈ Jn tali che

+∞∑
n=1

1

nα

∫
Jn

|f | =
+∞∑
n=1

1

nα
dn |f (ξn)| ⩽ ‖f‖∞

+∞∑
n=1

1

nα
dn .

Quindi la serie converge nel senso delle distribuzioni solo se la serie nu-
merica

∑+∞
n=1

dn
nα è convergente: ma questa condizione è anche sufficien-

te per la convergenza, come si vede applicando lo stesso ragionamento
ad una funzione f ∈ S che valga identicamente 1 nell’intervallo [0, 1].
Dal momento che gli intervalli Jn sono disgiunti e Jn ⊂ [0, 1], abbiamo
∪nJn ⊂ [0, 1] e quindi

∑
n dn ⩽ 1. Pertanto l’ultima serie è conver-

gente per ogni α ⩾ 0 qualunque siano le lunghezze dn degli intervalli
disgiunti.

(ix) Studiamo la convergenza assoluta della serie. Ovvero, per ogni f di
Schwartz, valutiamo

+∞∑
n=1

1

nα
|〈χn, f〉| =

+∞∑
n=1

1

nα

∣∣∣∣∫ n+dn

n

f

∣∣∣∣ ⩽ +∞∑
n=1

1

nα

∫ n+dn

n

|f | ⩽
+∞∑
n=1

1

nα

∫ +∞

n

|f |.
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Sia k > 1 intero positivo. Nell’ultimo integrale moltiplichiamo e di-
vidiamo per xk. Utilizziamo poi il fatto che f sia di Schwartz per
maggiorare

∣∣xkf(x)∣∣ con la seminorma pk0(f). Otteniamo dunque

+∞∑
n=1

1

nα

∫ +∞

n

∣∣xkf(x)∣∣
xk

dx ⩽ p0k(f)
+∞∑
n=1

1

nα

∫ +∞

n

1

xk
dx

=
pk0(f)

k − 1

+∞∑
n=1

1

nα
1

nk−1
.

Scegliamo ora k > 2−α. In questo modo risulta k−1+α > 1 e quindi
l’ultima serie a membro di destra converge.
In conclusione la serie

∑
n c(n, α)χn converge nel senso delle distri-

buzioni per ogni α e per ogni dn. Si noti che la lunghezza dell’in-
tervallo Jn non gioca alcun ruolo: ad esempio, non importa che ta-
li lunghezze tendano a zero, divergano polinomialmente o divergano
esponenzialmente.

tu

Esercizio 11.17.36. 1. Sia H la funzione di Heaviside (cioè la funzione
localmente integrabile che determina la distribuzione di Heaviside). In
altre parole, H(x) = 1 se x ⩾ 0 e H(x) = 0 altrimenti. La serie

∞∑
n=0

λnH

converge puntualmente? Converge uniformemente? Converge in S ′

(ossia nel senso delle distribuzioni)?

2. Rispondere alle medesime domande per la serie
∞∑
n=0

3−nλnH .

Svolgimento. La serie
∞∑
n=0

λnH(x) =
∞∑
n=0

H(x− n)
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converge puntualmente, perché per ogni x solo i termini con n ⩽ x sono
non nulli. Ciascuno di questi termini non nulli vale 1, e quindi la somma
s(x) della serie vale n nell’intervallo [n− 1, n). Ossia, in termini di funzioni
caratteristiche (Definizione 1.1.3),

s =
∞∑
n=1

nχ[n−1,n) .

La funzione somma s è ilimitata, mentre le somme parziali sono funzioni a
supporto compatto e limitate. Pertanto la convergenza non può essere uni-
forme, ma vale invece nel senso delle distribuzioni (si riveda il precedente
Esercizio 11.17.32). Questo completa la parte (1). Nella parte (2), sempre in
base all’Esercizio 11.17.32), si ha convergenza uniforme (e quindi in partico-
lare anche puntuale ed in S ′).
tu

Esercizio 11.17.37. Abbiamo provato i seguenti risultati nell’Esercizio 1.3.32.

(i) Se χn è la funzione caratteristica dell’intervallo [n, n + 1) (quella de-
finita nella Sezione 1.1 che vale 1 se n ⩽ x < n + 1 e 0 altrove), la
serie bilatera

∑∞
n=−∞ χn converge puntualmente alla costante 1 ma

non converge uniformemente. Si mostri che la convergenza vale anche
nel senso delle distribuzioni. Se invece della serie bilatera si considera
la serie monolatera

∑∞
n=0 χn, si mostri che questa serie converge alla

distribuzione di heaviside e puntualmente alla funzione di Heaviside,
ma non converge uniformemente.

(ii) Se ψn indica la funzione caratteristica dell’intervallo [0, n), la serie∑∞
n=0 ψn non converge puntualmente: più precisamente, essa diver-

ge per ogni x. Si mostri che essa non converge neppure nel senso delle
distribuzioni.
(Suggerimento: si consideri una Gaussiana φ (o una qualsiasi funzione
di Schwartz strettamente positiva in [0, 1]), e si scriva K ≡

∫ 1

0
φ(x) dx.

Allora K > 0 e 〈
∑m

n=0 ψn, φ〉 > (m+ 1)K → +∞ se m→ +∞.)

(iii) Se θn indica la funzione caratteristica dell’intervallo [0, 1/n), la serie∑∞
n=1 θn diverge in x = 0 ma converge puntualmente per ogni x 6= 0, e

converge uniformemente in ogni intervallo chiuso che non contiene 0. Si
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mostri che la successione θn converge a zero nel senso delle distribuzioni,
mentre la serie

∑∞
n=0 θn diverge nel senso delle distribuzioni.

(Suggerimento: si consideri la stessa funzione φ del suggerimento della
parte precedente di questo Esercizio. Grazie alla continuità ed alla alla
positività di φ, il numero K := min{φ(x) : 0 ⩽ x ⩽ 1} è positivo.
Allora 〈θn, φ〉 ⩾ K

n
. A questo punto è ovvio che la serie 〈

∑
n θn, φ〉

diverge.)
Si mostri che θn non converge a zero in L1 né in L∞, e quindi la serie∑∞

n=1 θn non può convergere in L1 o L∞, in base al principio di Cauchy
(come nella parte (c) dell’Esercizio 11.17.32). Però θn converge a zero
in Lp(R) per 1 < p < ∞: infatti, è immediato verificare che ‖θn‖p =
p
√

1/n.
Si dimostri con un calcolo diretto che la serie

∑∞
n=0 θn diverge in Lp(R)

per ogni 1 ⩽ p ⩽ ∞.
(Suggerimento: abbiamo già dimostrato i casi p = 1 e p = ∞. Per
1 < p < ∞, la somma parziale GN :=

∑N
n=1 θn è la somma di termini

non negativi, è positiva nell’intervallo [0, ] ed uguale a N in [0, 1/N ].
Quindi GN ⩾ NθN . D’altra parte, ‖NθN‖pp = Np/N = Np−1, e dal
momento che p − 1 > 0 vediamo che ‖GN‖p > ‖NθN‖p diverge per
N → ∞.
Si mostri che invece la serie

∑
n θn2 converge nel senso delle distribu-

zioni; per la convergenza puntuale ed uniforme il suo comportamento
è identico a quello della serie precedente.

tu

Esercizio 11.17.38. Sia χn la funzione che vale 1 nell’intervallo [2n, 2n+ 1] e
0 altrove. Consideriamo la serie

∞∑
n=0

xχn(x) .

1. (a) La serie converge uniformemente?
(b) La serie converge puntualmente?
(c) La serie converge nel senso delle distribuzioni?

2. Come cambierebbero le risposte precedenti se la serie fosse
∑∞

n=0 x
αχn(x)
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(a) con α > 0?
(b) con α < 0?

(Suggerimento: si tracci il grafico delle somme parziali delle serie.) tu

Esercizio 11.17.39. 1. Sia f(x) = |x|. Trovare esplicitamente la derivata
di f nel senso delle distribuzioni.

2. Sia g = f per x < 0, e g = f + 1 per x ⩾ 0. Trovare esplicitamente la
derivata di g nel senso delle distribuzioni.

tu

Esercizio 11.17.40. Sia f una funzione a crescita polinomiale, derivabile ovun-
que con derivata continua eccetto che in x = 0, dove però i limiti destro e
sinistro di f esistono finiti. (Osserviamo che, sotto queste ipotesi, la deri-
vata è localmente integrabile, grazie al Teorema Fondamentale del Calcolo
(Teorema 1.27.1). Trovare esplicitamente la derivata di f nel senso delle
distribuzioni, in termini della funzione f ′, nei due casi seguenti:

1. f è continua in x = 0.

2. Nel punto x = 0 la funzione f ha un salto di ampiezza c > 0, cioè
limx→0+ f(x)− limx→0− f(x) = c.

(Suggerimento: si veda il precedente Esercizio 11.17.39.) tu

Esercizio 11.17.41. 1. Sia T0 = (sin x)(δ0 + δπ). È vero o è falso che T0 è
la distribuzione zero? Perchè?

2. Sia T1 = (sin x)(δ′0 + δ′π). È vero o è falso che T1 è la distribuzione
zero? Perchè?

Se una delle due distribuzioni è non nulla, calcolarla esplicitamente.
tu

Esercizio 11.17.42. Sia χ(t) =
{

1 se 0 ⩽ t < 1
0 altrimenti

e λnχ il traslato
destro di χ di passo n.
Consideriamo la serie

G =
+∞∑
−∞

λnχ.
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(i) La serie converge in S ′? Se no spiegare perch�, se sì calcolare la somma
della serie nel senso delle distribuzioni.

(ii) Calcolare G′ nel senso delle distribuzioni.

tu

Esercizio 11.17.43. Sia f(t) =
{
et se 0 ≤ t ≤ 1
0 altrimenti

e λnf il traslato destro
di f di passo n.

Consideriamo la serie

G =
+∞∑
−∞

λnf.

(i) La serie converge uniformemente sui compatti?

(ii) La serie converge uniformemente su R?

(iii) La serie converge puntualmente?

(iv) La serie converge in S ′? Se no spiegare perch�, se sì calcolare G′ nel
senso delle distribuzioni.

tu

Esercizio 11.17.44. Sia
χn(x) = χ[2n,2n+1)(x)

la successione di funzioni caratteristiche degli intervalli [2n, 2n+1).

(i) La successione converge nel senso delle distribuzioni?

(ii) La successione converge puntualmente?

(iii) La successione converge in L1(R)?

(iv) A quale distribuzione converge (nel senso delle distribuzioni) la serie

+∞∑
n=0

χ[2n,2n+1)(x)
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tu

Esercizio 11.17.45.

Per k > 1 intero, sia χk(t) =
{

1 se 1
k
⩽ t ⩽ 1− 1

k

0 altrimenti
e λn la traslazione

verso destra di passo n.
Consideriamo la serie

Gk =
+∞∑
−∞

λnχk.

(i)) Per ogni k fissato, la serie Gk converge uniformemente? Perché?

(ii)) La serie Gk converge puntualmente? Se no, spiegare perché, se si
calcolare il limite puntuale.

(iii)) Mostrare che, per ogni k, la serie Gk converge in S ′.

(iv)) Qual è il limite limk→∞Gk nel senso delle distribuzioni?

(v)) Calcolare la derivata G′
k nel senso delle distribuzioni.

(vi)) Esiste il limite limk→∞G′
k nel senso delle distribuzioni? Se sì calcolarlo,

se no spiegare perché.

(Suggerimento: Per ogni k fissato, la serie Gk non converge uniformemente
perché le sua somme parziali non sono una successione di Cauchy nella norma
uniforme, in quanto ∥∥∥∥∥

m∑
n

λnχk

∥∥∥∥∥
∞

= 1

per ogni n, m (si spieghi in dettaglio perché questo è vero). La serie converge
invece puntualmente, perché per ogni punto x ∈ R il valore delle somme
parziali

∑m
n λnχk(x) rimane costante quando |j| e m sono così grandi che

m < x < n (in tal caso, questo valore è 1 se 1
k
⩽ [x] ⩽ 1− 1

k
e 0 altrimenti).

Per ogni f ∈ S, si ha〈
m∑
n=j

λnχk , f

〉
=

m∑
n=j

∫ n+1− 1
k

n+ 1
k

f(x) dx

(perché?), e questa somma tende a zero per j, m → +∞ perché f è in L1 e
quindi

∣∣limN→+∞
∫
x>N

f(x) dx
∣∣ < ε (si forniscano i dettagli che conducono da
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questa stima al calcolo del limite della somma), quindi la serie Gk converge
nel senso delle distribuzioni per il Corollario 11.7.1. Si osservi che

〈Gk, f〉 = lim
j→−∞,m→∞

m∑
n=j

∫ n+1− 1
k

n+ 1
k

f(x) dx

e quindi

lim
k→∞

|〈Gk, f〉| = lim
k→∞

2

k

∞∑
n=−∞

max{|f(x)| : n− 1

k
⩽ x ⩽ n+

1

k
} = 0

a causa della decrescenza rapida di f .
In altre parole, limk→∞Gk = 0 nel senso delle distribuzioni. In tal modo
abbiamo risposto alle domande da (i) a (iv). A questo punto la risposta
alla domanda (v) è ovvia: poiché la distribuzione Gk è una serie convergente
di distribuzioni, per il Corollario 11.9.11 essa è derivabile (nel senso delle
distribuzioni) termine a termine, e quindi

G′
k =

+∞∑
n=−∞

λnχ
′
k =

+∞∑
n=−∞

λn

(
δ 1

k
− δ1− 1

k

)
=

+∞∑
−∞

(
δn+ 1

k
− δn− 1

k

)
.

La domanda (vi) ha una risposta facile, perché, in base al Corollario 11.9.10,
la derivata è un’operazione continua su S ′, e quindi limkG

′
k = D(limkGk) =

D0 = 0. Per evidenziare come le proprietà formali delle derivate che abbia-
mo dimostrato in questo capitolo incapsulino dentro di sé argomenti a volte
complicati, diamo una dimostrazione diretta di quest’ultimo risultato.
Per ogni f ∈ S e per ogni k, n, in base al Teorema del valor medio di Lagrange
(Sezione 1.1) esiste ξn,k ∈

[
n− 1

k
, n+ 1

k

]
tale che

〈G′
k, f〉 =

+∞∑
n=−∞

f

((
n+

1

k

)
− f

(
n− 1

k

))
=

2

k

+∞∑
−∞

f ′(ξn,k) . (11.22)

Poiché f ∈ S, anche la sua derivata f ′ è a decrescenza rapida. Quindi l’ultimo
membro si può maggiorare con 2

k
p20(f

′)
∑+∞

−∞
1

1+ξ2n,k
. Ma ξn,k > n − 1

k
se

n > 0 e ξn,k > n+ 1
k
se n < 0. Da questo segue facilmente che l’ultima serie è
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limitata uniformemente rispetto a k, cioè che supk
∑+∞

−∞
1

1+ξ2n,k
<∞. Allora,

a causa del fattore 2/k, il lato destro di (11.22) tende a zero quando k → ∞,
e quindi limkG

′
k = 0 in S ′. tu

Esercizio 11.17.46. Per k > 1 intero, sia χk(t) =
{

1 se 1
k+1

< t ⩽ 1
k

0 altrimenti
Consideriamo la serie

+∞∑
k=−∞

kχk.

a) La serie converge uniformemente?

b) La serie converge in L1(0, 1]?

c) La serie converge puntualmemente? Se no, spiegare perché, se sì
calcolare il limite puntuale.

d) La serie converge in S ′?

tu

Svolgimento. Il segmento da 1
k+1

a 1
k
ha lunghezza 1

k(k+1)
, quindi la fun-

zione fk := kχk è non negativa, ha valore massimo k e norma L1 uguale a
1

k+1
. Poiché le fk sono a supporto disgiunto, si ha∥∥∥∥∥

n∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
∞

= max
k=1,..., n

‖fk‖∞ = n ,

e quindi la serie
∑n

k=1 fk diverge nella norma di L∞. Per la stessa ragione,
‖
∑n

k=1 fk‖1 =
∑n

k=1 ‖fk‖1, e quindi la serie
∑n

k=1 fk diverge nella norma
di L1. Ogni punto x dell’asse reale appartiene al più ad un solo intervallo
( 1
k+1

, 1
k
], e quindi un solo addendo della serie può essere non nullo in x:

pertanto la serie converge puntualmente.
Per studiare la convergenza nel senso delle distribuzioni, sia g nella classe di
Schwartz e consideriamo 〈fk, g〉. Poiché l’intervallo di integrazione ( 1

k+1
, 1
k
]

ha lunghezza 1
k(k+1)

,

(k + 1)〈fk, g〉 = k(k + 1)

∫
[ 1
k+1

, 1
k ]
g(x) dx
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è la media integrale di g in tale intervallo, e quindi tende a g(0) quando
k → ∞, grazie alla continuità di g. Quindi, se g(0) 6= 0, abbiamo la stima
〈fk, g〉 ∼ 1

k+1
= O(1/k). Se in aggiunta g è anche non negativa, ne segue

che la serie
∑∞

k=1〈fk, g〉 è a termini non negativi, ma il suo termine generico
tende a zero troppo lntamente perché si possa avere convergenza: la serie
non converge nel senso delle distribuzioni. tu

Esercizio 11.17.47. Nell’esercizio precedente, la successione kχk converge in
L1? Converge puntualmente? Converge uniformemente? Converge nel senso
delle distribuzioni? tu

Svolgimento. Abbiamo visto nell’esercizio precedente che la successione
{fk := kχk} diverge in L∞, converge a zero in L1 (con velocità 1/k), tende a
zero puntualmente (per ogni x al piú un solo termine é non nullo), e 〈fk, g〉 ∼
1

k+1
= O(1/k), quindi la successione tende a zero nel senso delle distribuzioni.

tu

Esercizio 11.17.48. Sia g(x) = 1/(1+x2) e {xn} una successione infinitesima
per n → +∞. Poniamo gn(x) = n f(nx) (queste funzioni sono positive, di
norma L1 uguale a 1, con massimo in zero che vale n, e tendono uniformamete
a zero al di fuori di ogni intervallo (−δ, δ), quindi formano una identità
approssimata)
Cconsideriamo i traslati hn = λxnhn. La funzione hn ha massimo in xn:
al crescere di n, le funzioni hn hanno punti di massimo che si avvicinano
a 0, e quindi i loro grafici si avvicinano a quelli delle funzioni dell’identità
approssimata {gn}: ci aspettiamo quindi che la successione {hn} converga a
δ0 nel senso delle distribuzioni. Dimostriamolo. tu

Svolgimento. Per ogni f ∈ S dobbiamo dimostrare che 〈hn, f〉 → f(0)
per n→ ∞.
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Poiché
∫∞
−∞ hn(x) dx = 1, abbiamo

|〈hn, f)〉 − f(0)| =
∣∣∣∣∫ λxngn(x) f(x) dx

∣∣∣∣− f(0)

=

∣∣∣∣∫ gn(x) (λ−xnf(x)− f(0)) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ gn(x) (λ−xnf(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ gn(x) (f(x)− f(0)) dx

∣∣∣∣
⩽ ‖gn‖1 ‖λ−xnf − f‖∞ +

∣∣∣∣∫ gn(x) (f(x)− f(0)) dx

∣∣∣∣ .
Ora è facile vedere che l’ultimo membro tende a zero. Infatti, il secondo
integrale all’ultimo membro tende a zero per n → ∞ perché {gn} è una
identità approssimata e f è in S, quindi uniformemente continua (Teorema
6.1.16); il primo integrale invece tende a zero perché ‖gn‖1 = 1 e ‖λ−xnf −
f‖∞ è infinitesimo per xn → 0 per la continuità della traslazione sullo spazio
delle funzioni uniformemente continue (Proposizione 7.6.5).
Si noti che utilizzare il teorema del valor medio integrale in questo esercizio
sarebbe stato meno facile che nei precedenti, perché le funzioni gn non sono a
supporto compatto, e quindi occorrerebbe dimostrare anche che i punti in cui
gli integrandi gn λ−xnf assumono il proprio valore medio integrale tendono a
zero, cosa non ovvia. tu

Esercizio 11.17.49. (i) Sia f una funzione su R. Sia χ+
N la funzione carat-

teristica della semiretta [N, +∞). Mostrare che

(a) fχ+
n converge a zero uniformemente se e solo se limx→+∞ f(x) = 0;

(b) se f ∈ L1(R), allora fχ+
n converge a zero nella norma di L1;

(c) se f è localmente integrabile a crescita polinomiale, allora fχ+
n

converge a zero nel senso delle distribuzioni.

(ii) Sia χn la funzione caratteristica dell’intervallo [2n, 2n + 1] e cn > 0,
con lim cn = 0. Mostrare che la successione {cnχn} converge a zero
uniformemente, in L1 e nel senso delle distribuzioni.
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(iii) Per n > 1 sia Kn =

[
1

n
− 1

n3
,
1

n
+

1

n3

]
. Sia ora χn la funzione

caratteristica di Kn. Mostrare che la serie

+∞∑
n=1

1

n
χn

converge uniformemente. Spiegare perché da questo segue che il test di
Weierstrass (Sezione 1.1) è una condizione sufficiente per la convergenza
uniforme di una serie di funzioni, ma non necessaria.

(iv) Sia V uno spazio normato completo. Mostrare la seguente versione del
test di Weierstrass: se vn ∈ V sono vettori tali che

∑∞
n=1 ‖vn‖V < ∞,

allora la serie
∑∞

n=1 vn converge nella norma di V .

(v) Applicare la versione del test di Weierstrass dimostrata alla precedente
parte (iv) per mostrare che la serie allla parte (iii) converge in L1.

(vi) la serie alla parte (iii) converge nel senso delle distribuzioni?

(vii) Per n > 1 sia Jn =

[
1

n
− 1

n2
,
1

n
+

1

n2

]
. Sia ora χn la funzione

caratteristica di Jn. La serie

+∞∑
n=1

1

n
χn

converge uniformemente? Converge in L1? Converge nel senso delle
distribuzioni?

tu

Svolgimento del primo quesito della parte (vii). La serie

+∞∑
n=1

1

n
χn

non converge totalmente, poiché l’estremo superiore di R del termine n-esimo
della serie è 1

n
, la cui serie diverge.
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Dunque alla serie non si può applicare il Test di Weierstrass. Questo non
ci dà informazioni sulla convergenza uniforme della serie. Dobbiamo percor-
rere un’altra strada. Si può sospettare che i supporti del termine generale
della serie

Jn =

[
1

n
− 1

n2
,
1

n
+

1

n2

]
diventino definitivamente disgiunti. Se cos� fosse, la serie convergerebbe uni-
formemente, essendo ogni addendo pesato con la successione infinitesima
1

n
. Perché ciò accada l’intervallo Jn dovrebbe essere disgiunto dall’intervallo

Jn+1, per n sufficientemente grande. La condizione che esprime ciò è che
l’estremo destro di Jn+1 si trovi a sinistra dell’estremo sinistro di Jn, ovvero
si deve avere

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
<

1

n
− 1

n2
.

Questa disequazione sembra vera, almeno definitivamente, poiché 1

n2
è un

infinitesimo di ordine superiore a 1

n
per n→ +∞ e poiché 1

n+ 1
è pi� piccolo

di 1
n
. Tuttavia una manipolazione immediata della disequazione porta a

n2 + n+ 1 < 0,

condizione che non è verificata per nessun intero! Il motivo di questa appa-
rente contraddizione è che la distanza tra 1

n+1
e 1
n
è dell’ordine di 1

n2 , che è
precisamente dello stesso ordine del raggio dell’intervallo Jn.

Sebbene gli intervalli Jn non siano disgiunti, è sicuramente vero che, fis-
sato un n, esiste un m > n tale che gli intervalli Jn e Jm. Questo è vero
poiché l’estremo destro di Jm tende a zero per m→ +∞, e quindi, a patto di
scegliere m sufficientemente grande, questo diventa piccolo quanto vogliamo,
quindi anche pi� piccolo dell’estremo sinistro di Jn.

Ci domandiamo dunque se esiste un k intero tale che, da un certo n
in poi, gli intervalli Jn e Jn+k siano disgiunti. Se ciò accadesse la serie di
partenza potrebbe scriversi come somma di k serie di funzioni infinitesime
a supporto disgiunto, e quindi uniformemente convergenti. A questo punto
sarebbe uniformemente convergente la serie di partenza.
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Sia allora k intero positivo. La condizione che dice che Jn e Jn+k siano
disgiunti è

1

n+ k
+

1

(n+ k)2
<

1

n
− 1

n2
,

ovvero
n+ k + 1

(n+ k)2
<
n− 1

n2
.

Eliminando i denominatori (sempre positivi per n e k interi positivi) otte-
niamo

n3 + n2k + n2 = n2(n+ k + 1) < (n− 1)(n+ k)2

= (n− 1)(n2 + k2 + 2nk) = n3 + nk2 + 2n2k − n2 − k2 − 2nk.

Consideriamo la disuguaglianza fra il primo e l’ultimo membro: semplificando
otteniamo

(k − 2)n2 + k(k − 2)n− k2 > 0 .

Per k = 1 troviamo la disequazione già ottenuta qualche riga fa. Per k = 2
otteniamo −4 > 0, che è falso per ogni n. Per k > 2 otteniamo

n2 + kn− k2

k − 2
> 0.

Il polinomio in n a primo membro è di secondo grado, ha il coefficiente di
grado massimo pari a 1 e il termine noto negativo. Pertanto esistono due
radici reali e, poiché il prodotto delle radici (il termine noto) è negativo,
una delle due radici è negativa e l’altra positiva. Pertanto la disequazione è
verificata a destra della radice positiva (e a sinistra di quella negativa, ma
questo fatto non ci serve, visto che l’intero n è positivo).
Questo significa che, fissato k > 2, da un certo n in poi la disequazione è
verificata, e quindi gli intervalli Jn sono disgiunti. Il pi� piccolo k intero per
cui ciò accade è k = 3. Ponendo k = 3 nella disequazione si ottiene che essa
è verificata per tutti gli interi maggiori o uguali a 2.

Abbiamo quindi tre famiglie di intervalli disgiunti. Una famiglia è com-
posta da J2, J5, J8, . . . , (ossia dagli intervalli J3n−1), un’altra da J3, J6,
J9, . . . (ossia dagli intervalli J3n), e l’ultima da J4, J7, J10, . . . (ossia dagli
intervalli J3n+1).

La serie di partenza pertanto si decompone come segue:
+∞∑
n=1

1

n
χn = χ1 +

+∞∑
m=0

1

2 + 3m
χ2+3m +

+∞∑
m=0

1

3 + 3m
χ3+3m +

+∞∑
m=0

1

4 + 3m
χ4+3m.
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Ciascuna delle tre serie è composta da funzioni a supporti disgiunti i cui
valori massimi tendono a zero. Quindi in ognuna delle serie le code n-sime
hanno valore massimo che tende a zero al crescere di n, come nelle precedenti
parti (ii) e (iii) di questo Esercizio. Pertanto, in base al principio di Cauchy,
ciascuna di queste tre serie converge uniformemente, e quindi la serie di
partenza converge uniformemente alla somma delle tre serie. tu

Esercizio 11.17.50. 1. Sia χn la funzione caratteristica della semiretta [n,∞)
e fα, n(x) = χn(x)/x

α, definita in {0 < x < ∞}. Sia 1 ⩽ p < ∞. Per
quali α > 0 la serie

∑∞
n=1 fα, n(x) converge in Lp(R+)?

2. Per quali α ∈ R la serie
∑∞

n=1 fα, n(x) converge uniformemente?

3. Per quali α ∈ R la serie
∑∞

n=1 fα, n(x) converge puntualmente?

4. Per quali α ∈ R la serie
∑∞

n=1 fα, n(x) converge nel senso delle distri-
buzioni?

5. Come diventa la risposta alla domanda precedente se ridefiniamo fα, n(x) =
χn(x) e

−α|x|?
tu

Svolgimento.

(i) La norma Lp di fα, n vale infinito se αp ⩽ 1, e quindi per questi α e p
la serie non converge. Invece, se αp > 1, la norma vale

‖χn(x)/xα‖p =
(∫ ∞

n

1

|x|αp dx

) 1
p

=

(
1

αp− 1

1

nαp−1

) 1
p

=
1

p
√
αp− 1

nα−
1
p .

Pertanto, se (e solo se) α − 1
p
> 1, si ha

∑∞
n=1 ‖fα, n‖p < ∞ e la se-

rie
∑∞

n=1 fα, n converge totalmente nella norma di Lp (si veda la Nota
11.17.33). Ora sappiamo che la serie non converge se αp < 1 (in par-
ticolare, se α è negativo), mentre si ha convergenza per α > 1 + 1

p
.

Poiché gli addendi fα, n sono tutti non negativi, nel caso particolare
p = 1 si ha ‖

∑∞
n=N fα, n‖1 =

∑∞
n=N ‖fα, n‖1 e le code della serie tendo-

no a zero se e solo se la serie
∑∞

n=1 ‖fα, n‖1 converge, il che, per quanto
appena visto, succede se e solo se α (= αp) > 1.
Ora consideriamo il caso 1 < p <∞ e cerchiamo di determinare quan-
do la successione delle somme parziali è di Cauchy nella norma Lp. Si



932 CAPITOLO 11. DISTRIBUZIONI

potrebbe essere tentati di procedere come segue. Denotiamo le som-
me parziali con Sm :=

∑m
n=1 fα, n e notiamo che, per k < m, si ha

Sm − Sk−1 = ([x]− k + 1)/xα se k ⩽ x < m, e zero altrimenti.
Poniamo In =

∫ n+1

n
1
xαp dx con αp > 1. Allora,

‖Sm − Sk−1‖pp = ‖
m∑
n=k

χn(x)/x
α‖pp =

∫ m

k

([x]− k + 1)p

xαp
dx

=
m∑
j=k

(j − k + 1)pIj .

Scrivendo per semplicità β = αp− 1, otteniamo dallo sviluppo in serie
binomiale (Sezione 1.1) che

Ij =
1

αp− 1

(
1

jαp−1
− 1

(j + 1)αp−1

)
=

1

β

(j + 1)β − jβ

(j(j + 1))β

= (j + 1)−β

((
1 +

1

j

)β
− 1

)
= (j + 1)−β

(
β

j
+O

(
1

j2

))
∼ β

jβ+1

(11.23)

Quindi sembrerebbe di aver provato ‖Sm − Sk−1‖pp ∼ β
∑m−1

j=k (j − k +

1)pj−(β+1) = β
∑m−1

j=k (1 − (k − 1)/j)pjp−β−1. Allora, affinché ‖Sm −
Sk−1‖pp → 0 per m > k → ∞ occorrebbe e basterebbe che la serie∑∞

j=1 j
p−β−1 converga, e questo è vero se e solo se p − β − 1 < −1,

ossia p < β. In particolare, p − β − 1 deve essere negativo, e quindi∑∞
j=1 j

p−β−1 =
∑m

n=k(n+k−1)p−β−1 >
∑m

n=k n
p−β−1, ed una condizio-

ne necessaria affinché la successione Sn sia di Cauchy è che il limite per
k → ∞ dell’ultima somma sia zero. Questo accade se e solo se la serie∑∞

n=k n
p−β−1 converge, ovvero se e solo se p < β, cioè αp− 1 = β > p.

Quest’ultima condizione equivale a α > 1 + 1
p
, o equivalentemente

p > 1/(α − 1) (se α > 1) oppure p > 1/(1− α) (se α < 1). Ma poiché
1 + 1

p
> 2

p
, questa condizione equivalente alla proprietà da Cauchy, e

quindi necessaria e sufficiente per la convergenza, è identica a quella
sufficiente già trovata prima. Pertanto la serie converge in Lp se e solo
se α > 1 + 1

p
.

Però questo argomento si presta ad una critica. Nel dedurre l’equiva-
lenza asintotica ‖Sm − Sk−1‖pp ∼ β

∑m−1
j=k (j − k + 1)pj−(β+1) abbiamo
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applicato la stima (11.23) a ciascun termine della serie, quindi abbiamo
sommato una quantità numerabile di infinitesimi di tipo o−(β + 1)).
la somma finita di tali infinitesimi è ancora un infinitesimo dello stesso
ordine, ma una somma infinita potrebbe non esserlo (potrebbe perfino
divergere). Quindi un argomento corretto non può basarsi su una stima
asintotica separata su ogni intervallo [n, n+1]. Allora applichiamo una
stima simile all’intero intervallo n,∞), o meglio agli intervalli [k, m]
con k < m. Si ha∫ m

k

(x− k)p

xαp
dx < ‖Sm − Sk−1‖pp <

∫ m

k

(x+ 1− k)p

xαp
dx.

Notiamo che∣∣∣∣∫ m

k

(x+ 1− k)p

xαp
dx−

∫ m

k

(x− k)p

xαp
dx

∣∣∣∣
⩽
∫ m

k

∣∣∣∣(x+ 1− k)p − (x− k)p

xαp

∣∣∣∣ dx =

∫ m

k

∣∣∣∣ 1

(x− k)p xαp

∣∣∣∣ dx
= o

(∫ m

k

(x+ 1− k)p

xαp
dx

)
.

Perciò ‖Sm−Sk−1‖pp ∼
∫ m
k

(x−k)p
xαp dx. Dalla convergenza uniforme dello

sviluppo in serie binomiale segue che∫ m

k

(x− k)p

xαp
dx =

∞∑
j=0

(
p

j

)
kp−j

∫ m

k

xαp−j dx

=
∞∑
j=0

(
p

j

)(
kp−j

kαp−j−1
− kp−j

mαp−j−1

)

∼ k1−p(α−1)

∞∑
j=0

(
p

j

)
= 2pk1−p(α−1)

(l’ultima uguaglianza vale perché m > k può essere lasciato tende-
re all’infinito a velocità arbitrariamente elevata rispetto a k, e dal-
lo sviluppo binomiale

∑∞
j=0

(
p
j

)
= (1 + 1)p). Da questo vediamo che

‖Sm − Sk−1‖p → 0 quando k → ∞ se e solo se p(α − 1) > 1, ovvero
α > 1 + 1

p
.
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(ii) È chiaro che fα, n è illimitata se α < 0 e costante se α = 0, pertanto
per α ⩽ 0 il termine generle npn tende a zero in norma e quindi la serie∑∞

n=1 fα, n non converge nella norma uniforme (ed in effetti per α < 0
diverge, in base all’argomento che stiamo per presentare). Quindi pos-
siamo limitare l’attenzione a α > 0. Allora xα è decrescente per x > 0,
e se n ⩽ x < n + 1 si ha 1/xα ⩽ 1/nα. Quindi la serie converge total-
mente, e perciò uniformemente per il criterio di convergenza uniforme
di Weierstrass.
è comunque interessante verificare direttamente la proprietà di Cauchy
per le somme parziali, come abbiamo fatto nella perte (i) di questo svol-
gimento per il caso di Lp. I termini della serie per cui fα, n(x) 6= 0 sono
quelli per n = 1, . . . , [x], e sono tutti positivi. Pertanto, se m ⩾ n, si ha
‖Sm‖L∞[n, n+1] = n/nα = n1−α, e ‖Sm‖∞ = max{n1−α : n = 1, . . . ,m}.
Analogamente, per k < m, abbiamo ‖Sm−Sk−1‖∞ = max{n1−α : n =
k, . . . ,m}. Poiché α > 1, la successione n1−α è decrescente, e quindi
‖Sm − Sk−1‖∞ = k1−α. Pertanto Sm è una successione di Cauchy in
L∞(R) (e la serie converge uniformemente) per ogni α > 1. (Nel caso
α < 1 la successione è crescente e ‖Sm − Sk−1‖∞ = m1−α per m ⩾ k, e
nel caso α = 1 la successione è costante e così pure lo è ‖Sm−Sk−1‖∞:
quindi per α < 0 la serie non solo non converge, come già sapevamo,
ma diverge.)

(iii) Come già osservato, i termini fα, n(x) 6= 0 sono quelli con n = 1, . . . , [x].
Quindi per ogni x c’è solo un numero finito di termini non nulli, e le
somme parziali Sm(x) non cambiano più se m > [x]: la serie quindi
converge puntualmente ovunque.

(iv) In base al Corollario 11.7.1, la serie
∑∞

n=1 fα, n converge in S ′ se e solo
se, per ogni g ∈ S, converge la serie numerica

∞∑
n=1

〈fα, n, g〉 =
∞∑
n=1

∫ ∞

n

x−αg(x) dx. (11.24)

Per qualsiasi valore di α, la funzione x−α è C∞ in [1,∞) ed a crescita
polinomiale (per α >⩽ 0 è addirittura limitata). Pertanto xαg ∈ S per
il Corollario 11.9.2. In particolare, per x ⩾ 1, esiste una costante C > 0
tale che |g(x)| < Cxα−3. Quindi

∫∞
n
x−αg(x) dx < C

∫∞
n
x−3dx =

C/(2n2), e la serie nell’identità 11.24 è convergente. Quindi la serie∑∞
n=1 fα, n nel senso delle distribuzioni per ogni α ∈ R.
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(v) Abbiamo visto alla fine dell’Esempio 9.5.4 che esistono funzioni gα ∈ S
tali che g(x) > eα|x| per ogni x. Quindi, per una tale gα, gli integrali
nell’ultimo membro della identità 11.24 divergono, e quindi non si ha
convergenza della serie

∑∞
n=1 fα, n nel senso delle distribuzioni.

Esercizio 11.17.51. 1. La successione fn(x) = sinx
x

einx converge nel sen-
so delle distribuzioni? È possibile stabilire se converge in Lp(R) per
qualche p ∈ [1,∞]? Se sì, per quali p converge? Se no, perché?

2. La successione gn(x) = sinnx
nx

einx converge nel senso delle distribuzioni?
È possibile stabilire se converge in Lp(R) per qualche p ∈ [1,∞]? Se
sì, per quali p converge? Se no, perché?

3. La successione hn(x) =
sin x

n
x
n

einx converge nel senso delle distribuzioni?
È possibile stabilire se converge in Lp(R) per qualche p ∈ [1,∞]? Se
sì, per quali p converge? Se no, perché?

tu

Svolgimento.

11.18 Cenni sulle distribuzioni non tempera-
te

In questa Sezione accenniamo alla costruzione di distribuzioni generali, che
- quando coincidono con funzioni - non richiedono ipotesi di crescenza po-
linomiale. Introduciamo questo spazio più grande di distribuzioni come il
duale dello spazio D delle funzioni C∞ a supporto compatto, invece che a
decrescenza rapida come facemmo per le distribuzioni temperate. Le di-
stribuzioni studiate prima, ossia il duale S ′ della classe di Schwartz S, si
chiamano temperate, mentre le distribuzioni nello spazio più grande D′ si
chiamano semplicemente distribuzioni. Invitiamo il lettore alla necessaria
attenzione, visto che in questo libro, ove utilizziamo quasi sempre solo distri-
buzioni temperate, le abbiamo chiamato spesso semplicemente distribuzioni
e così continueremo a fare, con abuso di notazione, nel resto di questa Parte
e nella prossima.

Ci limitiamo qui solo a cenni senza dimostrazioni. Varie dimostrazio-
ni sono state esposte, talvolta in maniera assai approfondita, nelle Sezioni
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3.20 e 3.22 del Capitolo 3 sugli spazi vettoriali topologici. Oltre che i fatti
preliminari esposti in quel Capitolo, il lettore interessato può studiare una
esposizione estesa e dettagliata in [25] e [38].

11.18.1 Lo spazio D
Definizione 11.18.1. Lo spazio D delle funzioni C∞ a supporto compatto
si chiama lo spazio delle funzioni test. Muniamo questo spazio della seguente
famiglia numerabile di norme: per ogni K intero positivo,

‖f‖K := max{|Dαf(x)| : x ∈ R, 0 ⩽ α ⩽ K} .

Più in generale, si denota con D(Ω) lo spazio delle funzioni C∞ a supporto
compatto definite su un dominio Ω. Se si vuole estendere questa definizione
a funzioni in più variabili su un dominio Ω ⊂ Rn, basta prendere il massimo
su Ω e sostituire l’indice di derivazione α con un multiindice α1 · · · · · αn il
cui grado

∑n
i=1 |αi| sia non superiore a n.

Si noti che, ora che le funzioni sono a supporto compatto, non occorre più
moltiplicare per polinomi e prendere l’estremo superiore invece che il massimo
(come invece facemmo per le distribuzioni temperate, si veda la Nota 9.3.3),
perché l’estremo superiore di una funzione continua su un compatto è il
massimo (si veda la Sezione 1.1 e la dimostrazione del Teorema di Weierstrass
sulla esistenza dei massimi e dei minimi delle funzioni continue sui compatti
([19, Cap. 16 (Appendice)]).

Lo spazio D è l’unione degli spazi di Fréchet DK = C∞(K) delle funzioni
C∞ a supporto nel compatto K, introdotto nell’Esempio 9.1.6. Il legame fra
questi sottospazi e l’intero spazio delle funzioni test è illustrato nel prossimo
enunciato.

Corollario 11.18.2. Se fi è una successione di Cauchy in D, allora tutte le
funzioni fi appartengono a DK per qualche compattoK, e limi,j ‖fi−fj‖N = 0
per ogni intero positivo N . Se fi → 0 in D, allora esiste un compatto K che
contiene il supporto di tutte le funzioni fi e le derivate Dnfi di qualsiasi ordine
n convergono a zero uniformemente per ogni n quando i→ ∞. Pertanto ogni
successione di Cauchy in D converge, ovvero lo spazio delle funzioni test è
completo.

Definizione 11.18.3. Un funzionale lineare continuo su D (nel senso della
topologia di D indotta dalla sua famiglia numerabile di norme) si chiama

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Alg.Lin./ALG_LIN.pdf#algebralineare.Teorema_Weierstrass_max_e_min_su_compatti
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una distribuzione. Lo spazio delle distribuzioni è quindi il duale D′, nel senso
della Sezione 11.3.

Il prossimo risultato illustra un altro legame fra D ed i sottospazi DK , in
linea con il Corollario precedente.
Teorema 11.18.4. Un funzionale T su D è continuo, ossia T ∈ D′, se e
solo se per ogni compatto K esistono un intero N ed una costante C > 0 tali
che |Tf | ⩽ C‖f‖N .
Definizione 11.18.5. Se una distribuzione T ammette costanti N che ren-
dono vera la disuguaglianza del precedente Teorema 11.18.4 simultaneamente
per ogni compatto K, allora la più piccola tale costante si chiama l’ordine di
T .
Esempio 11.18.6. Dal precedente Teorema 11.18.4 segue che le delta di Dirac
sono distribuzioni.

La derivata di una distribuzione viene definita esattamente come nel caso
di distribuzioni temperate (Esempio 11.5.4), ed in base al Teorema 11.18.4 è
ancora una distribuzione.

La distribuzione indotta da una funzione localmente integrabile viene
definita come nel caso di distribuzioni temperate (Esempio 11.5.4), ed è ora
una distribuzione anche se non si assume che sia a crescita polinomiale.

La moltiplicazione di una funzione f ∈ C∞ per una distribuzione viene
definita come nel caso di distribuzioni temperate (Esempio 11.5.4), ed è ora
una distribuzione anche senza assumere che f sia a crescita polinomiale.

La verifica di queste ovvie proprietà viene lasciata al lettore per esercizio.
tu

11.18.2 Convergenza nel senso delle distribuzioni
Le proprietà di convergenza di successioni di distribuzioni sono analoghe,
con gli ovvi cambiamenti, a quelle per le distribuzioni tempetrate, come si
vede nei prossimi risultati, che sono conseguenze del Teorema 11.18.4 e del
Corollario 11.18.2 , nonché del principio di uniforme limitatezza (Corollario
3.14.4), esattamente come nella analoga dimostrazione per le distribuzioni
temperate (Proposizione 11.5.3).

Parallelamente a quanto visto per le distribuzioni temperate (Definizione
11.5.2), la nozione di convergenza nel senso di D′ è la convergenza debole *
indotta da D, nel senso introdotto nella Definizione 11.4.4:
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Definizione 11.18.7. Siano T , Ti ∈ D′, i = 1, 2, . . . . Diciamo che Ti → T
in D′ se Tif → Tf per ogni f ∈ D.
Teorema 11.18.8. Sia Ti ∈ D′ una successione di distribuzioni che converge
puntualmente (o meglio nel senso debole stella): per ogni f ∈ D, esiste il
limite si ha limi→∞ Tif . Chiamiamo questo limite Tf . Allora T ∈ D′, e per
ogni intero n ∈ N si ha DnTi → DnT nella topologia di D′.

Il prossimo risultato illustra la bicontinuità della moltiplicazione per fun-
zioni su D′.
Teorema 11.18.9. Se Ti → T in D′ e hi → h in C∞ (nel senso della
topologia dello spazio di Fréchet C∞(R) introdotta nell’Esempio 9.1.6), allora
hiTi → hT in D′.

11.18.3 Supporto e convoluzione di distribuzioni
Il supporto di una distribuzione si definisce come per una distribuzione
temperata (Definizione 11.11.1).
Notazione 11.18.10. In seguito, nel Capitolo 18, considereremo distribu-
zioni con supporto in una semiretta illimitata a destra o a sinistra, che
chiameremo distribuzioni con supporto a destra (rispettivamente, a sinistra).

La nozione di convoluzione di distribuzioni è più delicata rispetto al caso
delle distribuzioni temperate. La definizione di convoluzione u ∗ T di una
funzione u ∈ D ed una distribuzione T ∈ D′ è identica al caso di distribuzioni
temperate, in cui u ∈ S e T ∈ S ′, ed ha le stesse proprietà, che lasciamo
verificare al lettore. Ad esempio:
Esercizio 11.18.11. Se {hn} è una identità approssimata di funzioni in D,
allora per ogni g ∈ D si ha hn ∗g → g nella topologia di D, e per ogni T ∈ D′

si ha hn ∗ T → T in D′. tu

Ora veniamo alla convoluzione con funzioni in C∞ invece che in D.
Omettiamo le dimostrazioni (si veda, ad esempio, [25, Chapter 6]).
Teorema 11.18.12. (i) Se T ∈ D′ è una distribuzione a supporto com-

patto e f ∈ C∞, allora la definizione di convoluzione ha senso an-
che per f ∗ T , commuta con le traslazioni e verifica Dk(f ∗ T ) =
(Dkf) ∗ T = f ∗ (DkT ) per ogni k ∈ N. Se in aggiunta g ∈ D allora
g∗T ∈ D e valgono le seguenti regole di associatività e di commutatività:
(g ∗ f) ∗ T = g ∗ (f ∗ T ) = f ∗ (g ∗ T ).
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(ii) Se ‘T , U ∈ D′ ed almeno una delle due distribuzioni ha supporto
compatto, allora l’operatore Lf = (f ∗ T ) ∗U è ben definito. Possiamo
quindi definire la convoluzione T ∗ U come 〈T ∗ U, f〉 = Lf .

(iii) Siano T , U , V ∈ D′. Se almeno una fra T e V ha supporto compatto,
vale la regola di commutatività T ∗V = V ∗T , e la regola di derivazione
Dk(T ∗ V ) = (DkT ) ∗ V = T ∗ (DkV ) per ogni k ∈ N: in particolare,
DkT = (Dkδ) ∗ T , e quindi anche T = δ ∗ T .
Se almeno due dei supporti di T , U , V sono compatti, vale la regola di
associatività (T ∗ U) ∗ V = T ∗ (U ∗ V ).

11.18.4 Distribuzioni e distribuzioni temperate
è chiaro da quanto visto nella definizione di topologia in D e S che D si
immerge come sottospazio di S e l’immersione è continua. Pertanto, per
quanto visto nella Sezione 11.3, lo spazio delle distribuzioni temperate S ′ si
immerge con continuità nello spazio delle distribuzioni D′. Viste come fun-
zionali, le distribuzioni temperate sono quelle distribuzioni che si estendono
a funzionali continui sulla classe di Schwartz e non solo sulle funzioni C∞ a
supporto compatto. È quindi chiaro che vale il risultato seguente:

Corollario 11.18.13. Ogni distribuzione a supporto compatto è temperata.
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Capitolo 12

Approssimazione in S ′ del treno
di impulsi con funzioni di
Schwartz

12.1 Il treno di impulsi e la sua trasformata
di Fourier su B1

2

Questo capitolo è dedicato alla approssimazione (nel senso delle distribuzioni)
della distribuzione treno di impulsi con funzioni di Schwartz. Richiamiamo
la nozione di treno di impulsi, presentata nella Definizione 11.7.4:

Definizione 12.1.1. (Il treno di impulsi.) (Definizione tratta dall’Esem-
pio 11.7.4.) Chiamiamo treno di impulsi la distribuzione K ∈ S ′ definita
da

K =
∞∑

n=−∞

δn

dove δn è la delta di Dirac centrata al punto n, ossia

〈δn, f〉 = f(n) per ogni f ∈ S ,

e la serie converge nel senso delle distribuzioni (come osservato nell’Esempio
11.7.4).

941
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Calcoliamo ora K̂ a partire dalla definizione di trasformata di Fourier di
una distribuzione (Definizione 11.12.1 (i)):〈

K̂, f
〉
=
〈
K, f̂

〉
=

∞∑
n=−∞

f̂(n)

La serie che definisce K̂ è convergente nel senso delle distribuzioni. Infatti
f ∈ S implica f̂ ∈ S (Teorema 9.7.6), e quindi f̂(n) tende a zero all’infinito a
velocità più che polinomiale, in particolare più rapidamente di 1

n2 . Pertanto
la serie numerica

∑∞
n=−∞ f̂(n) è convergente per ogni f ∈ S per il Corollario

11.7.1).
Ora, la formula di somma di Poisson (Proposizione 10.3.1) asserisce che,

per ogni f nella classe di Schwartz, o anche nella classe di Paley-Wiener B 1
2

(Definizione 10.4.1), si ha
∞∑

n=−∞

f(n) =
∞∑

n=−∞

f̂(n).

purché la serie di Fourier del periodicizzato di periodo 1 di f̂ converga
puntualmente nell’origine. Questo equivale a dire che〈

K̂, f
〉
≡
〈
K, f̂

〉
= 〈K, f〉 (12.1)

per ogni f ∈ B 1
2
che soddisfa la succitata condizione. Ridimostreremo questo

risultato per ogni f ∈ S, grazie a una dimostrazione alternativa basata sulla
convergenza negli spazi S e S ′.

Dalla proprietà di dilatazione per la trasformata di Fourier di distribu-
zioni, Teorema 11.13.9, ora segue:

Corollario 12.1.2. Poniamo Kτ :=
∑∞

n=−∞ δnτ (Kτ è il treno di impulsi di
passo τ). Per ogni τ > 0, osserviamo che il dilatato Λ 1

τ
K, in base all’Esempio

11.13.8 ed all’Esercizio 11.13.10, è Λ 1
τ
K = τ

∑∞
n=−∞ δnτ = τKτ . Allora

τK̂τ = Λ̂ 1
τ
K = τΛτK̂ = τΛτK =

∞∑
n=−∞

δn/τ = K 1
τ
.

Equivalentemente,
K̂τ =

1

τ
K 1

τ
.
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12.2 La trasformata di Fourier del treno di
impulsi

Poiché
K =

∞∑
n=−∞

δn

e la serie converge in S ′, la Proposizione 11.12.4 asserisce che

K̂ =
∞∑

n=−∞

δ̂n,

e che quest’ultima serie converge nel senso di S ′. (Il fatto che questa serie
converga è ovvio anche per via diretta, in base al Corollario 11.7.1, perché
δ̂n(f) = f̂(n) e la serie

∑∞
n=−∞ f̂(n) converge perché il termine generale è a

decrescenza rapida visto che f̂ ∈ S per la Proposizione 11.12.4 dal momento
che f ∈ S.) Ora, dall’Esempio 11.15.1 (ii), sappiamo che

∞∑
n=−∞

δ̂n =
∞∑

n=−∞

Te−2πinω =
∞∑

n=−∞

e−2πinω .

In base a (12.1) sappiamo invece di dover trovare al secondo membro
∞∑

n=−∞

δn .

C’è una contraddizione? Per chiarire che non c’è contraddizione mostriamo
che la serie

∞∑
n=−∞

e−2πinω (12.2)

converge in S ′ a
∑∞

n=−∞ δn.
La serie degli esponenziali (12.2) è una serie di funzioni, ma non conver-
ge nel senso delle funzioni, ossia puntualmente, perché il termine generale
e−2πinω non tende a 0 per n 7→ ∞ per nessun ω (ha modulo 1, e quindi la
serie non converge per alcun ω: Sezione 1.1). Però è interessante studiare il
comportamento puntuale delle sue somme parziali

SN(ω) =
N∑

n=−N

e−2πinω.
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Sappiamo che non convergono, ma come si comportano?
È immediato osservare che, se ω è intero, e−2πinω = 1 e quindi

SN(ω) = 2N + 1.

Perciò, se ω è intero,
lim
N→∞

SN(ω) = ∞.

Invece, se ω non è intero, si può mostrare che SN(ω) è limitato al variare di
N : più precisamente,

|SN(ω)| ⩽
1

| sin πω|
;

si veda l’Appendice alla fine del presente capitolo, a pagina 959).
Perciò l’andamento delle somme parziali si mantiene limitato per tutti gli ω
non interi, ma esse divergono sugli interi: questo è precisamente ciò che ci
aspetteremmo se il limite fosse

∞∑
n=−∞

δn.

Così però abbiamo solo un indizio circa il limite della serie (12.2). Al fine di
stabilire in maniera rigorosa a cosa essa converge nel senso delle distribuzioni
dobbiamo calcolare 〈

∞∑
n=−∞

e−2πinω, f

〉
,

per f ∈ S. Ma sappiamo già la risposta, riformulata qui come teorema:

Teorema 12.2.1. (Formula di Somma di Poisson espressa nel sen-
so delle distribuzioni.) Vale la seguente uguaglianza:

∞∑
n=−∞

δ̂n =
∞∑

n=−∞

δn ,

nella quale le due serie convergono nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che, per ogni f ∈ S, le serie〈
∞∑

n=−∞

δ̂n, f

〉
=

∞∑
n=−∞

f̂(n)
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e 〈
∞∑

n=−∞

δn, f

〉
=

∞∑
n=−∞

f(n)

convergono entrambe e coincidono. Ma questo è la Proposizione 10.3.1.
tu

Prima di procedere, enunciamo una interessante conseguenza della con-
vergenza della serie (12.2), che prova la prima metà di un fatto genera-
le: l’equivalenza fra periodicità di una distribuzione e discretezza della sua
trasformata di Fourier (per l’altra metà si veda il Corollario 13.1.5).

Corollario 12.2.2. (La trasformata di Fourier di una distribuzione
periodica è discreta.) Sia f una funzione localmente integrabile con sup-
porto in [−τ/2, τ/2], e sia h la funzione localmente integrabile e periodica
ottenuta periodicizzando f con periodo τ : cioè h =

∑∞
n=−∞ λnτf . Allora

la corrispondente distribuzione T̂h (notazione dell’Esempio 11.5.4 (i)) è di-
screta: più precisamente, è la distribuzione impulsiva equispaziata di passo
1
τ
data da

∑∞
n=−∞ f̂(n

τ
)δn

τ
. Si noti che il fattore f̂(n

τ
) nell’ultima espressio-

ne è precisamente il coefficiente di Fourier n-simo della funzione periodica h
(Proposizione 10.2.3), e quindi in questo senso la trasformata di Fourier della
funzione periodica h si identifica con la distribuzione discreta di passo 1/τ il
cui istogramma (nel senso della successiva Notazione 13.1.3) è la successione
dei coefficienti di Fourier.

Dimostrazione. In base alla proprietà di dilatazione per la trasformata di
Fourier (Teorema 11.13.9), è sufficiente dimostrare il Corollario nel caso τ =
1. In tale caso, per la Proposizione 11.15.3, si ha

h =
∞∑

n=−∞

λnf =
∞∑

n=−∞

δn ∗ f

e la serie converge nel senso delle distribuzioni, in base all’argomento ripetu-
tamente usato in Sezione 11.7. Allora, in base all’Esempio 11.15.1 (ii),

T̂h =
∞∑

n=−∞

δ̂nf̂ (12.3)

dove la serie converge nel senso delle distribuzioni, grazie alla continuità della
trasformata di Fourier su S ′ (Teorema 9.7.6). Ora applichiamo il Teorema
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12.2.1:
∑∞

n=−∞ δ̂n =
∑∞

n=−∞ δn, e quindi (12.3) diventa

T̂h =
∞∑

n=−∞

δnf̂ =
∞∑

n=−∞

f̂(n) δn , (12.4)

grazie all’Esercizio 11.9.5.
L’ultima asserzione è la Proposizione 10.2.3 (o più precisamente, il suo Co-
rollario 10.2.4). tu

La dimostrazione elementare sul calcolo di K̂ data nel Teorema 12.2.1 è
piuttosto formale: vogliamo darne una versione più costruttiva.

Ad esempio, rivediamo in questa luce quanto osservato in Sezione 12.1 a
proposito della formula di Poisson. Se invece di prendere f ∈ S prendessimo
f nella classe di Paley-Wiener B 1

2
(Definizione 10.4.1) avremmo〈

∞∑
n=−∞

δ̂n, f

〉
= lim

N→∞

N∑
n=−N

〈
e−2πinω, f

〉
= lim

N→∞

N∑
n=−N

f̂(n)

=
∞∑

n=−∞

f̂(n)

=
∞∑

n=−∞

f(n)

=

〈
∞∑

n=−∞

δn, f

〉

(la serie
∑∞

n=−∞ f̂(n) converge perché f ∈ B 1
2
ed abbiamo fatto uso della

formula di somma di Poisson (Proposizione 10.3.1).
Perciò, se B 1

2
fosse contenuto in S e fosse denso in S, questo ci permet-

terebbe di ridimostrare per S l’identità

K =
∞∑

n=−∞

δn =
∞∑

n=−∞

δ̂n = K̂

a partire dalla classe a banda limitata. Invece ciò non è vero, come abbiamo
mostrato nella Proposizione 11.4.2.
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Riassumendo, il Toerema 12.2.1, che non è altro che la formula di somma
di Poisson (Proposizione 10.3.1), ci dice che K̂(f) = K(f) per ogni funzio-
ne in S: ma se vogliamo provare questo risultato in modo costruttivo, cioè
approssimando le distribuzioni ad entrambi i membri con funzioni, non pos-
siamo usare un procedimento di approssimazione a partire da B 1

2
, e quindi

invocare la formula di somma di Poisson per la classe a banda limitata. In-
vece dovremmo partire da S , approssimare K con funzioni un S, e poi usare
la dualità.

12.3 Approssimanti del treno di impulsi
Esempio 12.3.1. (Convergenza dei treni di onde quadre normalizzate
al treno di impulsi.) Che cosa succede se consideriamo il treno di onde
quadre rinormalizzate di durata α, Ξα, introdotto nella Definizione 11.7.8,
e facciamo tendere α ad infinito? La risposta è che queste distribuzioni
convergono in S ′ al treno di impulsi K dell’Esempio 11.7.4. La ragione è la
seguente.
Consideriamo la funzione χα = αΛαχ ottenuta comprimendo orizzontalmente
χ di un fattore 1

α
e poi rinormalizzandola di un fattore α per mantenerne

costante la norma L1, come in Sezione 11.1. La distribuzione Tα = Tχα data
dalla funzione localmente integrabile χα agisce sulle funzioni f ∈ S ′ così:
Tαf è la media integrale dei valori di f nell’intervallo

[
− 1

2α
, 1
2α

]
di centro 0

e diametro 1
α
. Evidentemente, quindi, Tαf è compreso fra il minimo ed il

massimo valore che f assume in questo intervallo. Poiché f è continua, per
il Teorema dei Valori Intermedi (Sezione 1.1) questo valore viene assunto da
f in qualche punto ξ(α) dell’intervallo

[
− 1

2α
, 1
2α

]
. Quindi si ha: |ξ(α)| ⩽ 1

2α
.

La stessa cosa capita ai traslati: per ogni n ∈ N, λnTαf = f(ξn(α)), con
|ξn(α)− n| ⩽ 1

2α
.

Il resto del calcolo si puo’ svolgere come nell’Esercizio 11.7.5: per comodità
del lettore lo riassumiamo al termine dell’Esempio, ma esiste una variante
rapida e semplice dell’argomentazione, che esponiamo per prima cosa. Osser-
viamo che limα→∞ ξn(α) = n. Pertanto basta provare che si può scambiare
il limite con la serie:

lim
α→∞

∞∑
n=−∞

f(ξn(α)) =
∞∑

n=−∞

f(n) .
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Per dimostrare questo passaggio al limite, applichiamo il Teorema di Con-
vergenza Monotòna di Lebesgue (Teorema 1.9.53), invece che ad integrali
su R, alle serie, cioè ad integrali rispetto alla misura discreta naturale su Z
dell’Esempio (1.9.22). Qui i termini della serie dipendono dal parametro α.
Per poter applicare questo Teorema occorre che la successione dei termini,
{f(ξn(α))}n∈Z (che cambia con α), sia limitata da un’unica successione in `1
indipendente da α. Una tale successione è an := max{|f(x)| : n − 1

2
⩽ x ⩽

n + 1
2
}. Infatti, evidentemente vale la disuguaglianza |f(ξn(α))| ⩽ an; inol-

tre, grazie alla decrescenza rapida di f , si ha che
∑∞

N=−∞ an < ∞. Questo
completa il calcolo. tu

Esercizio 12.3.2. Si sviluppi il calcolo del precedente Esempio 12.3.1 senza
usare il Teorema di Convergenza Dominata di Lebesgue (Teorema 1.9.54).
Svolgimento. Il calcolo si può svolgere come nell’Esercizio 11.7.5, come segue.
Per il Teorema di Lagrange (Sezione 1.1) esiste un numero ηn(α) compreso fra
n e ξn(α) tale che f(ξn(α))−f(n) = (ξn(α)−n)f ′(ηn(α)). Quindi |f(ξn(α))−
f(n)| ⩽ 1

2α
|f ′(ηn(α))|, e poiché f ′ è a decrescenza rapida, da qui segue

che, per ogni intero positivo M , si ha f(ξn(α)) − f(n) = 1
2α
o(n−M). Più

precisamente, |f(ξn(α))−f(n)| si maggiora con la lunghezza 1
2α

dell’intervallo
[n, n+ 1

2α
] (se ξn(α) ⩾ n: oppure [n− 1

2α
], n] se ξn(α) < n), moltiplicata per

il massimo valore di |f ′| in tale intervallo. Poiché l’intervallo si stringe al
crescere di α, il suddetto massimo valore è non crescente al crescere di α, e
quindi la sua maggiorazione con una quantità o(n−M) decrescente a velocità
più che polinomiale non dipende da α.
Pertanto la serie

〈Ξα, f〉 =

〈
∞∑

n=−∞

λnTα, f

〉
=

∞∑
n=−∞

f(ξn(α))

+
∞∑

n=−∞

f(n) +
1

2α

∞∑
n=−∞

f ′(ηn(α)) →
α→∞

∞∑
n=−∞

f(n) = 〈K, f〉 ,

e quindi Ξα converge a K (Definizione 11.5.2). tu

Esempio 12.3.3. (Convergenza dei treni di Gaussiane normalizzate
al treno di impulsi.) Consideriamo il caso della serie Gα di traslati di
passo 1 della Gaussiana αΛαϕ della Definizione 11.7.13. Possiamo ripetere
l’argomento del precedente Esempio 12.3.1. Tranne al più per un numero
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finito di interi n, il fatto che f e ϕ siano a decrescenza rapida assicura che
la media pesata dei valori di f intorno al punto n con peso αϕ(α(x − n)) è
un valore assunto da n in un punto ξ(α) che verifica |ξ(α)| ⩽ 1

2α
. Il resto

dell’argomento rimane identico a quello dell’Esempio succitato, e mostra che
limα→∞Gα = K nel senso di S ′.
In particolare, per ogni f ∈ S e ε > 0, esiste αε > 0 tale che, per ogni α > αε,

|〈Gα, f〉 − 〈K, f〉| < ε . (12.5)

tu

Corollario 12.3.4. Per ogni interom esiste un intero Nm tale che le funzioni
di Schwartzm

∑Nm

n=−Nm
λnΛNmϕ approssimano il treno di impulsi K nel senso

delle distribuzioni.

Dimostrazione. Le somme parziali della serie Gα = α
∑∞

n=−∞ λnΛαϕ conver-
gono a Gα nel senso delle distribuzioni, come mostrato nell’Esempio 11.7.9.
In particolare, per ogni f ∈ S e ε, α > 0, esiste Nα tale che, per ogni N ⩾ Nα,∣∣∣∣∣〈α

N∑
n=−N

λnΛαϕ, f〉 − 〈Gα, f〉

∣∣∣∣∣ < ε . (12.6)

Allora, consideriamo gli α per cui vale la disuguaglianza (12.5) e limitiamo
l’attenzione ad α interi: sappiamo che la disuguaglianza vale per tutti gli
interi m := α maggiori di un opportuno αε (un numero che dipende solo da
ε e dalla scelta di f ∈ S). Per ogni tale intero m scriviamo Nm invece che
Nα nella disuguaglianza (12.6). Allora dalla disuguaglianza trangolare e da
(12.6) e (12.5) segue che, per ogni f ∈ S e per ogni m > αε,∣∣∣∣∣〈m

Nm∑
n=−Nm

λnΛmϕ, f〉 − 〈K, f〉

∣∣∣∣∣ < 2ε .

tu

Nota 12.3.5. Si noti che, se non ci fossimo proposti di approssimare il treno
di impulsi con funzioni in S, l’approssimazione del treno di impulsi K con
le funzioni C∞ periodiche Gα (quindi non in S), stabilita nel precedente
Esempio 12.3.3, sarebbe sufficiente a dimostrare costruttivamente l’identità
K̂ = K del Corollario 12.2.2. Infatti basterebbe ricalcare l’argomento della
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dimostrazione di quel corollario, e precisamente applicare a Gα l’identità
(12.4), per ottenere

Ĝα =
∞∑

n=−∞

α̂Λαφ(n) δn =
∞∑

n=−∞

e−πn
2/α2

δn

grazie alla Proposizione 10.2.3 (si vedano spiegazioni più dettagliate nel Co-
rollario 12.4.6 in seguito). A questo punto, per α → +∞, i coefficienti delle
delta nei termini di questa serie tendono tutti a 1, e quindi, per ogni f ⩾ 0
in S, si ha〈

∞∑
n=−∞

e−πn
2/α2

δn, f

〉
=

∞∑
n=−∞

e−πn
2/α2

f(n) →
∞∑

n=−∞

f(n)

di nuovo per il Teorema di Convergenza Monotòna di Lebesgue (Teorema
1.9.53), applicato alle serie, ossia rispetto alla misura discreta naturale su Z.
Questo fatto, insieme ad un ovvio argomento di densità di S in L1, stabilisce
che Ĝα(f) → K(f) per ogni funzione non negativa in L1(R), ed allora, per
linearità, la stessa cosa vale per ogni funzione di Schwartz (basta spezzarla
come somma delle sue parti positiva e negativa). tu

Nota 12.3.6. I due Esempi 12.3.1 e 12.3.3 di questa Sezione sono casi parti-
colari di un risultato più generale: se φα è una identità approssimata in L1,
allora la serie

∑∞
n=−∞ λnφα converge in S ′ al treno di impulsi quando α → ∞.

Lasciamo al lettore il compito di estendere le dimostrazioni precedenti a que-
sto risultato, e di osservare che il caso del treno di onde quadre normalizzate
è un caso particolare di scelta di identità approssimata a supporto compatto.

tu

Abbiamo visto nell’Esempio 11.7.9 e nell’Esercizio 11.7.11 che la serie
Gα converge puntualmente su tutto R ed uniformemente sui compatti per
ogni α > 0, ma non uniformemente su R perché la somma è una funzione
periodica, che non tende a zero all’infinito, mentre le sue somme parziali
tendono tutte a zero all’infinito (a velocità più che polinomiale). Inoltre,
dall’Esempio 12.3.3, sappiamo che Gα tende al treno di impulsi K in S ′

quando α tende a infinito. Per lo stesso argomento Gα non appartiene alla
classe di Schwartz, perché, essendo una funzione periodica, non tende a zero
all’infinito. Ci proponiamo invece di approssimare K con funzioni in S,



12.3. APPROSSIMANTI DI K 951

come abbiamo fatto nel Corollario 12.3.4 ma in maniera più elegante: a
questo scopo introduciamo un cut-off in S per far tendere a zero Gα(x) per
x→ ±∞, come segue.

Ora moltiplichiamo Gα(x) per una funzione cut-off, cioè una funzione
con valori fra 0 e 1 che tende a zero all’infinito con x, ma per ogni x tende
a 1 quando α → ∞. Pertanto, l’effetto del cut-off scompare gradualmente
quando α tende ad infinito.

Teorema 12.3.7. (Approssimazione del treno di impulsi con treni
di Gaussiane smorzate.)

Per ogni f ∈ S, f ⩾ 0 poniamo

Kα(x) = e−πx
2/α2

Gα(x) = e−πx
2/α2

∞∑
n=−∞

αe−πα
2(x−n)2

e consideriamo le corrispondenti distribizioni

〈Kα, f〉 ≡
∫ ∞

−∞
e−πx

2/α2

Gα(x)f(x) dx =
∞∑

n=−∞

α
〈
e−πx

2/α2

λnΛαϕ, f
〉
.

Allora:

(i) Kα appartiene a S;

(ii) limα→+∞Kα = K nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. La parte (i) segue facilmente dal fatto cheKα è infinitamente
derivabile e tende a zero all’infinito come la Gaussiana (per una dimostrazione
più dettagliata si veda il Teorema 12.4.1 subito sotto).

Sappiamo dall’Esempio 12.3.3 che limα→∞Gα = K nel senso delle distri-
buzioni. Inoltre, sia φα(x) = e−πx

2/α2 . Allora φα ∈ S, φα ⩽ 1 e φα → 1
puntualmente ovunque ed uniformemente sui compatti. Perciò l’operatore
Mϕα su S dato dalla moltiplicazione per la funzione φα è continuo in base
all’Esempio 11.5.4 (i). Pertanto

lim
α→+∞

Kα = lim
α→+∞

Mϕα Gα = lim
α→+∞

Mϕα lim
α→∞

Gα = lim
α→+∞

MϕαK

= lim
α→+∞

∞∑
n=−∞

e−πn
2/α2

δn =
∞∑

n=−∞

δn = K.
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in base all’Esercizio 11.9.5 ed al passaggio del limite su α sotto il segno di srrie
grazie al Teorema di Convergenza Dominata, in maniera del tutto analoga
all’argomento della parte (ii) della Proposizione 11.6.1. Questo prova (ii).

tu

12.4 ∗Appendice. Esercizio: dimostrazione
alternativa diretta del Teorema 12.3.7

Diamo in questa Appendice, molto laboriosa ma assolutamente non necessa-
ria per la lettura del resto di quest’opera, una dimostrazione alternativa, ma
in parte lasciata al lettore, del Teorema 12.3.7: ossia, nel senso delle distribu-
zioni si può approssimare il treno di impulsi K con funzioni di Schwartz Kα

ottenute addolcendo con un cut-off Gaussiano il treno di Gaussiane normaliz-
zate. Approfittiamo di questa opportunità per mostrare anche il fatto che le
trasformate di Fourier di questi approssimanti sono esattamente dello stesso
tipo degli approssimanti stessi (Proposizione 12.4.8 alla fine dell’Appendi-
ce), e questo rende naturale il fatto che K̂ = K. Il lettore non vivamente
interessato è invitato a saltare questa Appendice.

Teorema 12.4.1. Se Kα è la funzione dell’Esempio 12.3.7, Kα appartiene
a S.

Dimostrazione. Poiché gli addendi di Kα sono minori di quelli di Gα è ovvio
che il test di Weierstrass (Teorema 1.3.29) si applica a Kα esattamente come
lo abbiamo applicato prima a Gα nell’Esercizio 11.7.11, e ne segue la conver-
genza uniforme della serie diKα in ogni compatto; grazie al fatto che il cut-off
tende a zero all’infinito mentre Gα è limitata si vede immediatamente che la
serie di di Kα converge uniformemente su tutto R. Se moltiplichiamo Kα per
un polinomio, diciamo per

(
1 + |x|k

)
, il risultato è lo stesso che moltiplicare

Gα per
(
1 + |x|k

)
e−πx

2/α2 : questa nuova funzione moltiplicatrice continua a
tendere a zero all’infinito quando x → ∞, nonostante il fattore polinomiale,
perché e−πx2/α2 ∈ S. Quindi, per lo stesso ragionamento di prima, anche
dopo tale moltiplicazione

(
1 + |x|k

)
Kα(x) si mantiene limitata su tutto R:

abbiamo provato che p00(Kα) è finito. Per completare la dimostrazione del
fatto che Kα appartiene a S basta ora mostrare che pkl(Kα) è finito per ogni
k, l. Mostriamo che è finito p0lKα: da qui il caso generale segue moltiplicando
per un polinomio come abbiamo appena fatto.
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Procediamo per induzione su l. Dobbiamo anzitutto mostrare che Kα(x) è
derivabile. Per il Teorema di derivazione per serie uniformemente convergen-
ti con le derivate (Teorema 1.3.35) basta mostrare che la serie delle deriva-
te è uniformemente convergente. La derivata di e−πα2(x−n)2 è −2πα2(x −
n)e−πα

2(x−n)2 . Vogliamo applicare il ragionamento dell’Esercizio 11.7.11.
Questa volta gli addendi non sono positivi, ma dobbiamo prenderli in valore
assoluto per applicare il test di Weierstrass sopra citato. Allora il termine
generale diventa un multiplo di

uα,n = α2|(x− n)|e−πα2(x−n)2 .

Però ora in x = n questo termine generale non ha più il proprio punto di
massimo, anzi lì si annulla. Dobbiamo dimostrare che comunque, per n > 0
e α grande, il punto di massimo è vicino a x = n. In effetti, consideriamo la
funzione dispari h(x) = xe−πα

2x2 , ed osserviamo che si ha u = uα,0 = |h|. La
derivata h′ ha due punti estremi, che corrispondono ai punti di minimo e di
massimo di h, ed ai due punti di massimo della funzione pari u. Calcolando
h′ si ottiene, a parte una costante, una funzione data da un esponenziale
moltiplicato per il fattore polinomiale 1 − 2πα2x2. Perciò gli zeri di h′, e
quindi di u′, sono nei punti x = ± 1√

2πα
. Questi sono quindi i punti di

massimo di u = uα,0. Ovviamente il traslato λnu = uα,n ha punti di massimo
in x = n+± 1√

2πα
. Per α grande questi punti di massimo sono vicini a n.

All’esterno dell’intervallo delimitato dai due punti di massimo la funzione
uα,n è decrescente a destra e crescente a sinistra (è una funzione simmetrica
pari rispetto all’asse x = n). Essa decresce all’infinito a velocità più che
polinomiale. Perciò ora si può applicare lo stesso ragionamento dell’Esercizio
11.7.11, e concludere che la serie delle derivate dei termini di Kα converge
ancora uniformemente sui compatti, e quindi, come già osservato, converge
ovunque ad una funzione limitata. Questo dimostra che p01(Kα) è finito.
Come già visto, la moltiplicazione per polinomi non cambia quest’ultimo
risultato, perché una Gaussiana moltiplicata per qualsiasi polinomio continua
a tendere a zero all’infinito: perciò pk1 <∞ per ogni k.

Dobbiamo svolgere lo stesso calcolo per tutte le derivate di ordine su-
periore, ma ci limitiamo a darne un’idea. Per induzione su l si vede che la
derivata di ordine l di una Gaussiana è la stessa Gaussiana moltiplicata per
un polinomio di grado l (questo ragionamento induttivo è lasciato al lettore).
Una analisi simile a quella appena svolta, che omettiamo, porta a vedere che
gli zeri delle derivate successive della Gaussiana e−πα2(x−n)2 si collocano in
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prossimità di x = n se α è grande, ed all’esterno dell’intervallo che contie-
ne gli zeri la derivata è monotòna. L’argomento sopra illustrato si riapplica
quindi a tutte le derivate, e porta a concludere che pkl <∞ per ogni k, l. In
realtà l’argomento è più delicato, perché non esistono formule per trovare gli
zeri di polinomi di grado elevato, ma qui lo omettiamo. tu

Infine, completiamo questa esposizione mostrando un modo assai elegante
di approssimare nel senso delle distribuzioni il treno di impulsi con funzioni
di Schwartz.

Teorema 12.4.2. (Approssimazione del treno di impulsi con treni
di Gaussiane smorzate - dimostrazione diretta.) limα→+∞Kα = K
nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. Basta provare che 〈Kα, f〉 →
α→+∞

〈K, f〉 per ogni f ∈ S
con f ⩾ 0. Infatti, ogni funzione f a valori complessi è la combinazione
lineare delle sue parti reale ed immaginaria, e queste sono due funzioni rea-
li ciascuna delle quali è la somma delle proprie parti positiva e negativa.
Quindi f è combinazione lineare di quattro funzioni non negative: per linea-
rità è sufficiente provare l’enunciato per queste funzioni. Quindi in questa
dimostrazione assumiamo d’ora in poi che f ⩾ 0.

Sappiamo dall’Esempio 12.3.3 che Gα → K in S ′ se α → ∞, e d’altra
parte il cut-off e−πx2/α2 tende a 1 per ogni x quando α → ∞.
Indichiamo con χ la funzione caratteristica dell’intervallo [−1

2
, 1
2
] (cioè la fun-

zione che vale 1 in questo intervallo e 0 altrove). Useremo la moltiplicazione
per χ per troncare le Gaussiane in modo da restringerle ad un intervallo finito
(quando la si usa per questo scopo, χ si chiama talvolta una funzione fine-
stra). Allora i termini della serie che definisce la distribuzione Kα all’ultimo
membro nel Teorema 12.3.7 si possono scrivere come

α
〈
e−πx

2/α2

λn (χΛαϕ) , f
〉
+ ηn,α

dove il resto ηn,α verifica le disuguaglianze del seguente enunciato.

Lemma 12.4.3. Se f ∈ S, f ⩾ 0, la funzione

ηn,α ≡ α
〈
e−πx

2/α2

λn ((1− χ)Λαϕ) , f
〉

verifica limα→0 ηn,α = 0 uniformemente rispetto a n a velocità più che
polinomiale: più precisamente, ηn,α < e−πα

2/4‖f‖L∞(R\[n− 1
2
,n+ 1

2
]).
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Dimostrazione del Lemma. Si ha

α
〈
e−πx

2/α2

λn ((1− χ)Λαϕ) , f
〉
⩽ α‖(1− χ)Λαϕ‖1‖f‖L∞(R\[n− 1

2
,n+ 1

2
]).

(12.7)
D’altra parte,

α‖(1− χ)Λαϕ‖1 = 2α

∫ ∞

1
2

ϕ(αt) dt = 2

∫ ∞

α
2

ϕ(t) dt.

Se t > α
2
, allora ϕ(t) = e−πt

2 ⩽ ϕ
(
α
2

)
e−π(t−

α
2
), perché ϕ decresce più veloce-

mente di e−πt. D’altra parte, il calcolo diretto mostra che
∫∞

α
2
e−π(t−

α
2
) < 1.

Pertanto ∫ ∞

α
2

ϕ(t) dt < ϕ
(
α
2

)
= e−πα

2/4.

Quindi da (12.7) si ottiene

ηn,α < e−πα
2/4‖f‖L∞(R\[n− 1

2
,n+ 1

2
]) ,

e la norma a secondo membro tende a zero per n → ∞ a velocità più che
polinomiale perché f è a decrescenza rapida. tu

Continuazione della dimostrazione del Teorema 12.4.2.
Dal Lemma 12.4.3 segue che, se scriviamo

kα = 〈Kα, f〉

e

jα = α

〈
e−πx

2/α2
∞∑

n=−∞

λn (χΛαϕ) , f

〉
,

allora |kα − jα| < ‖f‖1e−π(
α
2 )

2

. Quindi, per completare la dimostrazione,
basta studiare l’andamento asintotico di jα.
Grazie alla moltiplicazione per la funzione finestra χ = χ[− 1

2
, 1
2
] ed a causa

della traslazione di passo n si ha〈
∞∑

n=−∞

e−π(n+
1
2
)2/α2

αλn (χΛαϕ) , f

〉
⩽ jα (12.8)

⩽
〈

∞∑
n=−∞

e−π(n−
1
2
)2/α2

αλn (χΛαϕ) , f

〉
. (12.9)
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Ora per completare la dimostrazione del Teorema basta provare la validità
del seguente passaggio al limite:
Lemma 12.4.4. limα→+∞

∑∞
n=−∞ e−π(n±

1
2
)2/α2

αλn (χΛαϕ) = K.
Dimostrazione. Osserviamo che, per ogni α > 0, la successione e−π(n± 1

2
)2/α2

è a somma finita, cioè appartiene a `1 (Definizione 1.7.1), e la somma tende
ad infinito quando α → ∞. Per ogni n,

lim
α→∞

e−π(n±
1
2
)2/α2

= 1 (12.10)

Il limite non è uniforme rispetto a n, ma per ogni n i valori sono monotòni
crescenti al crescere di α.
D’altra parte, la funzione αλn (χΛαϕ) è un peso positivo, che nell’intervallo
[n − 1

2
, n + 1

2
] ha integrale α‖χΛαϕ‖1 tendente a 1 in maniera monotòna

crescente quando α → ∞. Consideriamo la funzione peso normalizzata

ψ =
χΛαϕ

‖χΛαϕ‖1
.

Dal Teorema della Media Integrale (Sezione 1.1) applicata alla media pesata
〈ψ, f〉 e dal il Teorema dei Valori Intermedi (Sezione 1.1) applicato alla fun-
zione (continua!) f ∈ S segue che esistono punti ξn,α ∈ R tali che la media
pesata 〈ψ, f〉 coincide col valore assunto da f in ξn,α. Pertanto

〈αλn (χΛαϕ) , f〉 = ‖χΛαϕ‖1f(ξn,α) . (12.11)
Si noti che, come osservato nell’Esempio 12.3.3, ξn,α appartiene all’intervallo
[n− 1

2α
, n+ 1

2α
], e quindi

lim
α→∞

ξn,α = n. (12.12)

Ora finalmente possiamo calcolare il limite del primo e dell’ultimo membro
della disuguaglianza (12.8) per α → ∞. Osserviamo che in questi membri si
calcola la somma di serie i cui addendi sono due successioni entrambe mag-
giorate dalla successione α 〈λn (χΛαϕ) , f〉, e questa successione appartiene a
`1. Infatti si ha

∞∑
n=−∞

〈λn (χΛαϕ) , f〉 =
∞∑

n=−∞

〈Λαϕ, λ−n(χf)〉 (12.13)

⩽
∞∑

n=−∞

‖f‖L∞(R\[n− 1
2
,n+ 1

2
]) <∞ (12.14)
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perché f è a decrescenza rapida.
D’altra parte, in conseguenza di (12.10), (12.11) e (12.12), il limite puntuale
per α → +∞ di

〈
e−π(n±

1
2
)2/α2

αλn (χΛαϕ) , f
〉
vale f(n). Quindi rimane solo

da provare che si può passare al limite per α → +∞ sotto il segno di serie.
Grazie alla dominazione `1 provata in (12.13), questo è lecito per il Teorema
di convergenza dominata di Lebesgue (Teorema 1.9.54), che si applica non
solo ad integrali rispetto alla misura di Lebesgue, ma ad integrali rispetto
a misure di Borel qualsiasi, in particolare alla misura discreta sugli interi
(in tal caso le funzioni sono successioni e gli integrali diventano serie). Per
maggiori dettagli sulla teoria della misura si veda [22]. tu

Abbiamo provato che Kα → K in S ′ per α → ∞ (Teorema 12.3.7). Dalla
continuità della trasformata di Fourier in S ′ (Proposizione 11.12.4) segue che
K̂α → K̂ in S ′. Nel resto di questa Appendice calcoliamo K̂α e mostriamo
che converge a K in S ′: questo dà una nuova dimostrazione dell’identità
(12.1), K̂ = K, apparentemente indipendente ma di fatto equivalente alla
Formula di Somma di Poisson (Proposizione 10.3.1), la cui dimostrazione
viene in effetti in parte ricalcata in quelle dei prossimi enunciati.
Nota 12.4.5. Come nell’Esempio 11.7.9 ed in tutta la Sezione 12.3, scriviamo

Gα(x) =
∞∑
−∞

αe−πα
2(x−n)2 .

La serie è uniformemente convergente, e di conseguenza Gα(x) è una funzione
continua. Inoltre, come osservato nell’Esempio 12.4.2, derivando termine a
termine questa serie un numero arbitrario di volte si ottiene ancora una serie
uniformemente convergente, e quindi Gα(x) è una funzione C∞ (Teorema
1.3.19 sulla derivazione di successioni di funzioni uniformemente convergenti
con le derivate). Ovviamente, Gα(x) è periodica di periodo 1 e pari. tu

Corollario 12.4.6. Per ogni intero m, il coefficiente di Fourier m-simo della
funzione periodica Gα è

Ĝα(m) = e−πm
2/α2

.

Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 10.2.3, Ĝα(m) è la trasformata di
Fourier a ω = m della funzione φα = αe−πα

2x2 . Rammentiamo che φ denota
la Gaussiana, φ(x) = e−πx

2 (Sezione 8.3). Per la proprietà di dilatazione della
trasformata di Fourier, Teorema 8.2.4 (iv), si ha φ̂α(m) = φ̂(m

α
) = e−πm

2/α2 .
tu
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Corollario 12.4.7.

Gα(x) =
∞∑
−∞

e−πm
2/α2

e2πimx. (12.15)

La serie converge uniformemente con tutte le sue derivate.
Dimostrazione. In base al Corollario 12.4.6, la serie nell’enunciato è la serie di
Fourier di Gα, la quale converge uniformemente a Gα per il Corollario 5.12.4
del Teorema di Dirichlet, e per lo stesso motivo convergono uniformemente
tutte le serie delle derivate. tu
Pertanto ora abbiamo

Kα(x) ≡ e−πx
2/α2

Gα(x) = e−πx
2/α2

∞∑
−∞

e−πm
2/α2

e2πimx.

Proposizione 12.4.8.

K̂α(ω) = α
∞∑
−∞

e−πm
2/α2

e−πα
2(ω−m)2

Dimostrazione. Poniamo ψα,m(x) ≡ φ( x
α
)φ(m

α
)e2πimx = e−πx

2/α2
e−πm

2/α2
e2πimx.

Con questa notazione abbiamo Kα(x) =
∑∞

−∞ ψα,m(x), e quindi, scambiando
la serie uniformemente convergente con l’integrale di Fourier,

K̂α(ω) =
∞∑
−∞

ψ̂α,m(ω) . (12.16)

D’altra parte,

ψα,m(x) = ψα,0(x)φ(
m

α
)e2πimx = Λαφ(x)φ(

m

α
)e2πimx,

dove, come al solito, indichiamo con φ la Gaussiana. In base alle proprietà
di traslazione e di dilatazione della trasformata di Fourier, Teorema 8.2.4 (v)
e 8.2.4 (iv),

ψ̂α,m(ω) = φ(
m

α
) Λ̂αφ(ω −m) = αφ̂ (α(ω −m)) φ(

m

α
) . (12.17)

Allora dalla Proposizione 8.3.2 segue

ψ̂α,m(ω) = αφ(
m

α
)e−πα

2(ω−m)2 = αe−πm
2/α2

e−πα
2(ω−m)2 . (12.18)

L’enunciato si ottiene sostituendo (12.18) in (12.16). tu
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12.5 Appendice. Progressioni equispaziate sul
cerchio unitario

Vogliamo presentare un lemma di natura geometrica sulle radici dell’unità
nel piano complesso, che porta alla disuguaglianza∣∣∣∣∣

N∑
n=−N

e−2πinω

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

| sin πω|
,

enunciata in Sezione 12.2.
Per ω ∈ R consideriamo il numero complesso di modulo uno w = e−2πiω.

La successione wn si distribuisce in maniera equispaziata sul cerchio di rag-
gio1 nel piano complesso. Cosa possiamo dire delle somme

∑N
n=0w

n ? Se
ω = 1

m
per qualche intero m, allora wm = 1, e la somma

∑N
n=0w

n vale 0 per
simmetria (è la somma delle radici dell’unità di grado m). Per n > m la

Figura 12.1: Radici dell’unità

successione wm si ripete per periodicità e quindi, per ogni k ∈ N,
mk∑
n=0

wn = 0.

Osserviamo anche che, al variare di n, |wn| è limitato, perché la successione
periodica (di periodom) wm assume solo un numero finito di valori (in effetti,
il valore massimo di |wn| si ha dopo un semiperiodo, cioè per n = m

2
, se m

è pari, e altrimenti in prossimità di questo semiperiodo, cioè per n =
[
m
2

]
e

n =
[
m
2

]
+ 1: si veda la figura 12.2

È chiaro che il massimo modulo delle somme parziali
k∑

n=0

wn
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Figura 12.2: Somme parziali della successione delle radici dell’unità

Figura 12.3: Sottosuccessioni di una progressione sul cerchio unitario che si avvicinano
ad 1

è tanto più grande quanto più piccolo è l’angolo w (modulo 2π).
Se ora si prende w = k

m
∈ Q, di nuovo wn è periodica, perché wm =

e2πiωm = e2πik = 1 anche se in questo caso wn gira k volte intorno a 0 prima
di assumere di nuovo il valore 1. Ma a parte l’ordine con cui i punti wn si
equidistribuiscono sul cerchio, le conclusioni rimangono le stesse di prima.
Consideriamo il caso non periodico, cioè quello in cui ω /∈ Q. In questo
caso wn 6= 1, per ogni n 6= 0, e la successione wn si addensa sul cerchio in
maniera via via più equidistribuita. Per ogni ε > 0 esiste un intero mε tale
che |mεω| < ε mod 2π, e quindi

|wmε − 1| = (cosmεω − 1)2 + sin2mεω < 1

(si veda la figura 12.3).



12.5. APPENDICE: RADICI DELL’UNITÀ 961

La successione wn contiene tutti i punti che sono di angolo multiplo di mεω
mod 2π, e si addensa quindi sul cerchio. Anche in questo caso si intuisce che
le somme parziali

N∑
n=0

wn = 0

devono essere limitate, da una costante che diventa più grande quando w
mod 2π è piccolo. Però questa intuizione deve essere dimostrata. È più
facile dimostrarla in maniera analitica, facendo uso della formula di somma
geometrica (Sezione 1.1) : se q ∈ C, q 6= 1,

N∑
n=0

qn =
1− qN+1

1− q
. (12.19)

Lemma 12.5.1. Sia w = e2πiω. Se ω non è intero, per ogni N intero si ha

N∑
n=0

wn = eiπNω
sin(N + 1)πω

sin πω
= eiπNω sinc((N + 1)ω)

e quindi ∣∣∣∣∣
N∑
n=0

wn

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

| sin πω|
.

Invece, se ω è intero , si ha

N∑
n=0

wn = N + 1 .

Dimostrazione. Da (12.19) segue

N∑
n=0

wn =
1− e2πi(N+1)ω

1− e2πiω
.

Moltiplichiamo numeratore e denominatore pre e−πiω ed il secondo membro
diventa

e−πiω
1− e2πi(N+1)ω

e−πiω − eπiω
= − 1

2i
e−πiω

1− e2πi(N+1)ω

sin πω
.
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Ora moltiplichiamo e dividiamo per e−πi(N+1)ω, per ottenere

N∑
n=0

wn = − 1

2i
e−πiωeπi(N+1)ω e

−πi(N+1)ω − eπi(N+1)ω

sin πω

= eπiNω
sin π(N + 1)ω

sin πω
= eiπNω sinc((N + 1)ω) .

L’ultima asserzione dell’enunciato è ovvia. tu

Nota 12.5.2. Prendendo la parte reale di entrambi i lati dell’identità del
Lemma 12.5.1 otteniamo l’espressione esplicita della somma di Dirichlet

N∑
n=0

cos(2πnω)

calcolata in Sezione 5.8. In effetti, la dimostrazione del Lemma 12.5.1 è
pressoché la stessa del calcolo svolto per la somma di Dirichlet nella Propo-
sizione 5.8.2 (ed infatti il risultato si sarebbe potuto dedurre da quel calcolo:
i dettagli sono lasciati per esercizio). tu



Capitolo 13

Ricostruzione dei segnali dai
loro valori campionati ed
aliasing

13.1 Il teorema del campionamento alla luce
della teoria delle distribuzioni

Abbiamo visto che è possibile ricostruire esattamente una funzione a banda
limitata a partire dai suoi campioni su una griglia di campionamento suf-
ficientemente fitta. Più precisamente vale il Teorema del Campionamento,
che abbiamo dimostrato nel Corollario 10.4.6 e richiamiamo qui:

Teorema 2. (Teorema del Campionamento) Se f̂(ω) = 0 per ogni ω tale che
|ω| > ωc > 0, allora, scegliendo τ ⩽ 1

2ωc
, vale l’identità, per ogni x ∈ R,

f(x) =
∞∑

k=−∞

f(kτ) sinc
(x
τ
− k
)
.

Ora riscriviamo la dimostrazione di questo teorema visualizzandola alla luce
della teoria delle distribuzioni. Il vantaggio di questa nuova dimostrazione è
che mostra quale tipo di distorsione si ottiene ricostruendo un segnale a par-
tire dai suoi campioni su una griglia non sufficientemente fitta rispetto alla
banda di frequenza del segnale: questa distorsione, che si chiama aliasing,
viene illustrata in Sezione 13.5 più sotto. In questo Capitolo analizziamo la

963
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natura qualitativa di tale errore, visualizzando i segnali in maniera geome-
trica, tramite istogrammi (ossia come distribuzioni discrete): nel successivo
Capitolo 16 dedurremo stime quantitative.
In realtà quella che stiamo per dare non è veramente una nuova dimostrazio-
ne, bensì una visualizzazione geometrica della precedente: il lettore è caloro-
samente invitato a verificare il fatto che l’idea racchiusa nella visualizzazione
geometrica segue passo passo l’argomento del Teorema dello sviluppo in serie
di Whittaker, Teorema 10.4.4.

Dimostrazione (nuova dimostrazione del Teorema del Campionamento, sotto
l’ipotesi che f ∈ S ∩ Bωc).
Campioniamo f su una griglia di passo τ . Faremo corrispondere a questo
campionamento la distribuzione ottenuta moltiplicando per f un treno di
impulsi Kτ di passo τ . A questo scopo, rammentiamo la notazione stabilita
nel Corollario 12.1.2:

Notazione 13.1.1. Kτ =
∑

n∈Z δnτ =
1
τ
Λ 1

τ
K .

Esercizio 13.1.2. Ricaviamo la formula della precedente Notazione operando
dilatazioni sulle funzioni che approssimano la distribuzione treno di impulsi.

Svolgimento. Esplicitamente, scriviamo

K =
∞∑
−∞

δn

ed invece di introdurre un approssimante di K fabbricato traslando una iden-
tità approssimata, operiamo formalmente come se la delta (e quindi K) fosse
una funzione, utilizzando per δ0 la notazione impropria introdotta a pagina
868. Pertanto riscriviamo

K(t) ∼
∞∑
−∞

δ0(t− n).

Allora la distribuzione associata alla “funzione” Λ 1
τ
K è
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Λ 1
τ
K(t) =

∞∑
−∞

δn

(
t

τ

)
=

∞∑
−∞

δ0

(
t

τ
− n

)

=
∞∑
−∞

δ0

(
t− nτ

τ

)
= τ

∞∑
−∞

δnτ (t) = τKτ (t) (13.1)

(la distribuzione δ0 ha per supporto il valore 0 della sua variabile, e quindi
δ0
(
t−nτ
τ

)
ha per supporto l’istante t per cui t−nτ

τ
= 0, cioè t = nτ): ma in

questo modo abbiamo dilatato la “funzione” che rappresenta la distribuzione,
ed osserviamo che, vista come peso integrale, la “funzione” t 7→ δn(t/τ) ha
massa τ (a causa della contrazione di passo τ del suo grafico, e quindi della
sua norma come misura), pertanto δn(t/τ) = τδnτ(t) ed il risultato è

K 1
τ
:= Λ 1

τ
K = τ

∞∑
−∞

δnτ ,

esattamente come calcolato rigorosamente nell’Esempio 11.13.8. tu

Utilizziamo il Corollario 12.1.2

Λ̂ 1
τ
K = τΛτK̂

(ossia K̂ 1
τ
= τKτ ), e l’Esercizio 11.9.5

fδnτ = f(nτ) δnτ ∀f ∈ S.

Consideriamo una funzione f ∈ S ∩ Bωc e la sua trasformata di Fourier f̂ .
Nel tracciare i grafici di questo capitolo assumiamo che f sia a valori reali: se
f è a valori complessi, si devono tracciare i grafici separatamente per le parti
reale ed immaginaria di f . Assumiamo quindi f a valori reali. In tal caso
Re f̂ è una funzione pari, e Im f̂ è dispari (parte (iii) del Corollario 8.2.6).
I grafici in Figura 13.1 rappresentano una tale funzione f ∈ Bωc e la parte
reale della sua trasformata di Fourier:

Ora,

fKτ =
∞∑
−∞

f(nτ) δnτ
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Figura 13.1: Segnale a valori reali e parte reale delle sua trasformata di Fourier

perché fδnτ (t) = f(nτ) δnτ (t). Quindi la distribuzione fKτ corrisponde alla
successione dei valori campionati di passo τ : se disegniamo convenzional-
mente le distribuzioni δnτ come segmenti verticali di altezza 1 a partire dal
punto di ascissa nτ , il grafico della distribuzione fK 1

τ
consiste dei segmen-

ti verticali sulla griglia di campionamento alti fino a toccare il grafico di f
(Figura 13.2).

τ τ0

f

fK
τ

1

Figura 13.2: Campionamento: fK 1
τ

Notazione 13.1.3. Chiamiamo questo “grafico” l’istogramma della distri-
buzione discreta fKτ .

(Si noti che, ovviamente, l’istogramma di K ha altezza costantemente 1, e
quindi l’istogramma del dilatato Kτ ha altezza 1; pertanto quello della sua
trasformata di Fourier 1

τ
K 1

τ
ha altezza 1

τ
).

Qual’è la trasformata di Fourier di questa distribuzione dei valori cam-
pionati? Sappiamo che

K̂τ =
1

τ
K 1

τ

per il Corollario 12.1.2. Ora, se di nuovo rappresentiamo le delta con segmenti
verticali sul grafico, otteniamo la Figura 13.3.
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τ

τ

1

τ

1

0
τ

1τ

KK
τ

1

τ

τ0

^

Figura 13.3: K̂τ = 1
τK 1

τ

Abbiamo illustrato la trasformata di Fourier di Kτ (e quindi di K1/τ ). Da qui
ricaviamo la trasformata di Fourier della distribuzione dei valori campionati:

Lemma 13.1.4.

f̂Kτ = τ
∞∑

n=−∞

λn
τ
f̂

Dimostrazione.

f̂Kτ = f̂ ∗ K̂τ = f̂ ∗ 1

τ
K 1

τ

=
1

τ

∞∑
n=−∞

f̂ ∗ δn
τ
=

1

τ

∞∑
n=−∞

λn
τ
f̂

La prima uguaglianza segue dal Corollario 11.14.3 (ii); la seconda dall’ulti-
ma identità del Corollario 12.1.2 (applicata scambiando τ con 1

τ
); la terza

dalla identità (13.1) per Kτ (di nuovo applicata scambiando τ con 1
τ
); la

quarta uguaglianza, infine, è l’espressione dell’operatore di traslazione su S
in termini di convoluzione con la delta (Nota 11.15.4). tu

In altri termini,

f̂Kτ (ω) =
1

τ

∞∑
n=−∞

f̂
(
ω − n

τ

)
.
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Rammentiamo che f appartiene a Bωc , e quindi suppf̂ ⊂ [−ωc, ωc]. Pertanto

supp f̂
(
·− n

τ

)
= supp(λn

τ
f̂) ⊂

[
−ωc +

n

τ
, ωc +

n

τ

]
.

Ora, se prendiamo τ =
1

2ωc
, abbiamo

n

τ
= 2nωc

e [
−ωc +

n

τ
, ωc +

n

τ

]
= [(2n− 1)ωc, (2n+ 1)ωc] .

Al variare di n gli intervalli [(2n− 1)ωc, (2n+ 1)ωc] sono contigui ma non si
sovrappongono: infatti, se Jn := [(2n− 1)ωc, (2n+ 1)ωc], il punto finale di
Jn è (2n+1)ωc ed il punto iniziale di Jn+1 è lo stesso punto (2(n+1)−1)ωc =
(2n+ 1)ωc.

Supponiamo ora τ < 1
2ωc

. Poiché il supporto di f̂ è un intervallo di
lunghezza 2ωc, in questo caso i traslati di f̂ di passo 1

τ
> 2ωc hanno ancora

supporti disgiunti.

τ τ0

τ

1

fK
τ

1

τ
τK*f

^

f
^

ω
c

ω
c

Figura 13.4: Campionamento adeguato, τ < 1
2ωc

: le repliche di f̂ sono separate

Se invece τ > 1
2ωc

, non è più così. Si vedano i grafici in Figura 13.5.

Per dimostrare il teorema del campionamento dobbiamo considerare, in
virtù della sua ipotesi, solo il caso del campionamento adeguato: τ ⩽ 1

2ωc
.

In questo caso, la trasformata di Fourier della distribuzione fK 1
τ
dei dati

campionati è una distribuzione di repliche di f̂ traslate di 1
τ
e dilatate di un

fattore τ . Queste repliche hanno supporti disgiunti. Moltiplichiamo questa
trasformata di Fourier per la funzione caratteristica χ[− 1

2τ
, 1
2τ ]

dell’intervallo
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τ τ0

τ

1

f
^

ω
c

ω
c

fK
τ

1

Figura 13.5: Campionamento inadeguato, τ > 1
2ωc

: le repliche di f̂ si sovrappongono

centrato in 0 di lunghezza 1
τ
, cioè della finestra − 1

2τ
⩽ ω ⩽ 1

2τ
, che è un

filtro passa basso (o passa banda: si veda l’osservazione dopo la definizione
del filtro in (10.13)) di frequenza di taglio 1

2τ
: così, a parte una dilatazione di

ampiezza τ , ritroviamo esattamente f̂ (Figura 13.6). Dopo aver applicato

τ
1

τ τK*f
^

f
^

ω
c

ω
c

χ

Figura 13.6: Campionamento adeguato: il filtraggio restituisce f̂

il filtro applichiamo l’antitrasformata di Fourier. Questo significa calcolare
l’antitrasformata di Fourier di f̂ , e quindi ricostruire esattamente il segnale
originale f . Vediamo come si ottiene la ricostruzione. La moltiplicazione di
f̂Kτ con χ[− 1

2τ
, 1
2τ ]

effettuata nel dominio delle frequenze, equivale, come già
visto prima (Corollario 11.14.3 (ii)), a convolvere la distribuzione dei valori
campionati fKτ con l’antitrasformata di Fourier di χ[− 1

2τ
, 1
2τ ]

: che è sinc(τx)

(Esercizio 10.1.5). Ma questo è precisamente l’enunciato del teorema: la
dimostrazione è completata. tu

Per illustrare graficamente l’ultima fase della dimostrazione, tracciamo i
grafici nel caso limite τ = 1

2ωc
(Figura 13.7).

Osserviamo che la funzione sinc(2ωcx) ottenuta antitrasformando il filtro
passa basso (o passa banda) χ[−ωc,ωc] è esattamente quel dilatato della sinc che
vale 1 in 0 e 0 sugli altri punti della griglia di campionamento

{
n

2ωc
: n ∈ Z

}
,

come illustrato nella Nota 10.4.8.
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τ
1

τ τK*f
^

f
^

ωcωc

=2ωc
τ τ0

fK
τ
1

sinc(2ω t)c

f

χ
[-      ]1τ2

1

τ2
,

Figura 13.7: Ricostruzione al passo di campionamento corrispondente alla frequenza di
taglio

Per uso futuro, enucleiamo in un corollario separato il fatto che l’enuncia-
to del Lemma 13.1.4 è il reciproco della relazione fra discretezza di distribu-
zioni e periodicità delle loro trasformate di Fourier presentata nel Corollario
12.2.2.

Corollario 13.1.5. (Distribuzioni impulsive equispaziate hanno tra-
sformata di Fourier periodica.) La trasformata di Fourier di una di-
stribuzione impulsiva T equispaziata di passo τ è periodica di periodo 1

τ
. Più

precisamente, sia ωc = 1
τ
, e sia cn ∈ C una successione tale che, per qualche

f ∈ S ∩ Bωc, si abbia cn = f(nτ). Allora la trasformata di Fourier del-
la distribuzione impulsiva T =

∑∞
n=−∞ cnδn

τ
è periodica di periodo 1

τ
, ed è

esattamente la distribuzione data dalla funzione somma della serie trigono-
metrica di periodo 1

τ
con coefficienti di Fourier cn: ossia, T̂ è la distribuzione

associata alla funzione periodica
∑∞

n=−∞ cn e
2πinω, che già sappiamo essere

convergente nel senso delle distribuzioni in base al Corollario 11.6.2.

Dimostrazione. Osserviamo che, a prima vista, la derivazione del Corollario a
partire dal Lemma 13.1.4 non sembra ben posta. Per costruire la distribuzio-
ne impulsiva T occorre infatti scegliere una funzione f tale che cn = f(nτ), e
si ottiene che T̂ è la periodicizzazione di passo ωc = 1

τ
di f̂ . Ma la scelta di f

tale che cn = f(nτ) non sembra unica, ed il risultato dipende da tale scelta!
Invece, sotto la condizione f ∈ S ∩ Bωc , la scelta è unica, per il Teorema
del Campionamento che abbiamo appena ridimostrato, e quindi il risultato è
ben posto. Notiamo anche che l’ultima asserzione del Corollario è ovvia: dal
momento che T =

∑∞
n=−∞ cnδn

τ
, in base all’Esercizio 11.13.2 (i) abbiamo

T̂ =
∞∑

n=−∞

cnδ̂n
τ
=

∞∑
n=−∞

cn e
2πint/τ .

tu
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Nota 13.1.6. (Sviluppi in serie di Fourier visti come caso particola-
re di trasformate di Fourier di distribuzioni.) In base al Corollario
12.2.2, la trasformata di Fourier di una funzione f ∈ L1

∗, considerata come
distribuzione, è la distribuzione discreta equispaziata associata alla succes-
sione dei coefficienti di Fourier di f (ossia il cui istogramma è dato da questa
successione). Viceversa, grazie al Corollario 13.1.5, la trasformata di Fourier
di questa successione dei coefficienti di Fourier è la funzione periodica che
li ha generati. In altre parole, questi Corollari immergono la teoria degli
sviluppi in serie di Fourier nel quadro generale della trasformata di Fourier
di distribuzioni e della sua inversione. tu

13.2 Ricostruzione numerica del segnale: mo-
do ingenuo

La dimostrazione del teorema del campionamento illustrata nei disegni pre-
cedenti può portare ad un malinteso. L’idea si basa sulla visualizzazione
del procedimento di campionamento tramite la moltiplicazione con il treno
di impulsi K 1

τ
, dove τ = 1

2ωc
(adeguatamente piccolo), seguita dal filtraggio

della trasformata di Fourier con un filtro passa basso (di banda 2ωc, cioè di
frequenza di taglio ωc) e poi dalla antitrasformata di Fourier. Ma se dav-
vero volessimo utilizzare numericamente questa strategia passo per passo, la
complessità del calcolo ce lo impedirebbe. Infatti, per calcolare la antitra-
sformata di Fourier anche per un solo valore di t, dobbiamo calcolare (e cioè
approssimare numericamente con precisione adeguata) un integrale da −∞
a ∞! In ogni caso, il procedimento non è fattibile per una ragione teorica:
normalmente noi conosciamo, grazie ai dati provenienti dagli strumenti di
misura, i campioni del segnale, ma non il segnale stesso per tutti gli altri
valori di t (è proprio quello che vogliamo conoscere). Quindi, anche se fos-
simo disposti ad aspettare un tempo smisurato per il calcolo di f̂ , in loinea
di principio non potremmo farlo con precisione, perché non conosciamo f , e
quindi non sappiamo calcolare f̂ . In realtà questa ragione teorica si aggira
nell’approssimazione numerica, perché, come già visto nella dimostrazione
euristica della Formula di Inversione di Fourier (Teorema 8.1.1 e Corollario
8.1.3), la trasformata di Fourier f̂ si approssima numericamente a partire dai
valori di f su una griglia equispaziata e possiamo usare proprio la griglia di
campionamento dove conosciamo i valori di f (sono i dati campionati). Però,
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Figura 13.8: Approssimazione della sinc con una funzione semplice dello stesso passo

il fatto è che il passo di campionamento τ ⩽ 1
2ωc

per ricostruire esattamente
il segnale è di solito assai più lungo di quanto invece non serva per una buona
approssimazione numerica di f̂ .
Nota 13.2.1. (Adeguatezza dei dati del teorema di campionamento
di f̂ .) Per capire la ragione dell’ultima asserzione, si pensi che, se il se-
gnale f coincide con χ

∨

[−1,1](t) = sinc(2t), il campionamento sufficiente per
la ricostruzione è a passi τ = 1

2ωc
= 1

2
. Sulla griglia di campionamento

t = nτ , quindi, i valori della sinc sono i numeri 1 per n = 0 (ossia t = 0) e
sin(2πnτ)

2πnτ
= sin(πn)

πn
= 0 per n 6= 0, ossia la successione {δ0(n), n ∈ Z}: certo

questa successione sembrerebbe del tutto inadeguata per il calcolo tramite
somme di Riemann dell’integrale di f(t) = sinc(2t), cioè di f̂(0), perché l’ap-
prossimazione con la corrispondente funzione semplice, illustrata nel grafico
in Figura 13.8, è visibilmente imprecisa. Eppure, ciò nonostante, questi valo-
ri campionati sono sufficienti a ricostruire il segnale tramite il procedimento
svolto nel Teorema del Campionamento. In effetti, la somma di Riemann
associata a questa successione {δ0(n)} vale 1, ossia esattamente

f̂(0) =

∫
R
χ

∨

[−1,1](t) dt =

∫
R
sinc(2t) dt =

∫
R

sin 2πt

2πt
dt

(l’ultimo integrale si calcola anche applicando il Lemma 5.19.3).

tu

Perciò, anche se volessimo utilizzare i valori campionati per approssimare
numericamente f̂ in maniera precisa, dovremmo scegliere un passo di cam-
pionamento così più fitto di quanto non sia necessario per il Teorema del
Campionamento che il tempo si esecuzione aumenterebbe in maniera ancora
più pesante.
Nota 13.2.2. Se vogliamo approssimare numericamente una trasformata di
Fourier su N punti, dobbiamo usare N dati. Per ciascun punto la trasformata
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di Fourier richiede allora N moltiplicazioni (e N − 1 somme) e quindi il solo
calcolo di f̂ ha complessità N2. Poi, per antitrasformare, ci vogliano altre
N2 operazioni. Accorciare il passo di campionamento τ significa aumentare
N (proporzionalmente a 1

τ
) e quindi far crescere i tempi proporzionalmente

a 1
τ2
, un ordine di crescita elevato. tu

13.3 Ricostruzione del segnale: modo corret-
to

Per fortuna, non è necessario approssimare numericamente ogni passaggio
dell’idea che porta alla dimostrazione del Teorema di Campionamento. Non
occorre calcolare f̂ e poi filtrare e antitrasformare: basta ricordare che, alla
fine, tutto questo è equivalente a convolvere i dati campionati con i traslati
di una opportuna funzione sinc (quella che si annulla su tutta la griglia di
campionamento eccetto che per t = 0). Perciò basta prendere la successione
f(nτ) dei dati campionati e calcolare numericamente, per ogni valore di t
che ci interessa, la serie

f(t) =
∞∑

n=−∞

f(nτ) sinc(2ωct− n) =
∞∑

n=−∞

f(nτ) sinc

(
t− nτ

τ

)
. (13.2)

Stiamo supponendo che f sia a valori reali (altrimenti applichiamo separata-
mente questo sviluppo alla parte reale ed alla parte immaginaria). Possiamo
separare f nella differenza delle sue parti positiva e negativa, f = u− v, con
u e v ⩾ 0, ed applicare (13.2) separatamente a u e v; od equivalentemente,
senza perdita di generalità, possiamo supporre che f sia non negativa. Invece
la successione sinc

(
t−nτ
τ

)
= sinc

(
t
τ
− n

)
è a segni alterni (tranne che vicino

all’origine), perché la funzione sinc si annulla in {n ∈ Z, n 6= 0} e cambia di
segno da un intervallo [n− 1, n] al successivo (tranne, appunto, per n = 0).
Spezzando la serie doppia in (13.2) nelle serie semplici con indici positivi e
negativi, troviamo quindi due serie a segni alterni. Per ciascuna di esse, per
ogni M > 0, il resto M -simo di questa serie si maggiora con il primo termine
non sommato, grazie al Teorema di Leibnitz sulle serie numeriche a segni
alterni (Sezione 1.1), che è lecito applicare se facciamo l’ipotesi naturale che
i dati campionati f(nτ) (e quindi anche i termini della serie al secondo mem-
bro di (13.2)) tendano a zero all’infinito in maniera monot[̀o]na. Sotto tale
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ipotesi si ottiene:∣∣∣∣∣f(t)−
M∑

n=−M

f(nτ) sinc(2ωct− n)

∣∣∣∣∣ ⩽ 2

∣∣∣∣f(Mτ) sinc

(
t−Mτ

τ

)∣∣∣∣ .
Ma | sinc(x)| ⩽ 1

π|x| per |x| > 1. Perciò il resto M -simo tende a zero almeno
come 1

M
|f(Mτ)|: la velocità di decrescenza aumenta con la regolarità di f̂ ,

grazie al Corollario 8.2.8, ma comunque è almeno dell’ordine di O( 1
M
). Perciò

la serie fornisce una buona approssimazione numerica del segnale originale
anche se si sommano non molti dei suoi termini: ad esempio, per una preci-
sione dell’ordine di 10−3 nel ricostruire un segnale di ampiezza non superiore
a 1 , occorre sommare al massimo 103 termini, e così via.

Ora vediamo come ricostruire in maniera rapida il segnale in un punto t
generico ottimizzando la strategia di calcolo della somma della serie.
In realtà si tratta di eseguire una convoluzione di due successioni. Infatti

f(t) =
∞∑

n=−∞

f(nτ) sinc

(
t− nτ

τ

)
= u ∗ vt

dove u = {f(nτ)}n∈Z è la successione dei valori campionati, e vt =
{
t+nτ
τ

}
n∈Z

è la successione del filtro sinc. Per quanto appena osservato, basta sommare
solo i primi termini, e quindi il procedimento numerico è veloce. Si osservi che
non è necessario calcolare f(t) per t = nτ , perché nei punti di campionamento
il valore di f , f(nτ) ci viene già fornito come dato di partenza (ed in effetti
il calcolo porterebbe ad un’identità), perché la sinc che usiamo vale 0 per
t = nτ , n 6= 0, e vale 1 per t = 0. Dobbiamo calcolare f(t) per gli altri valori
di t.

Una strategia numerica tipica è quella della bisezione, cioè dell’interpo-
lazione al punto medio. Cominciamo a calcolare f(t) per i punti medi della
griglia di campionamento, cioè per tn =

(
n+ 1

2

)
τ . Per questo basta tabulare

una volta per tutte i valori di sinc t per t = n + 1
2
, n ∈ Z (osserviamo di

nuovo che, per t = n 6= 0, si ha sinc t = 0 e per t = 0 si ha sinc t = 1).
Allora il calcolo della convoluzione di cui sopra ci fornisce il valore ricostrui-
to del segnale a tutti i punti di mezzo della griglia di campionamento. Ora,
usando questi numeri come nuovi dati e ripetendo l’operazione a ”‘frequenza
doppia”’ cioè a passo di incremento temporale pari a metà, troviamo i va-
lori ricostruiti ai multipli di 1

4
, e così via. Ovviamente in queste iterazioni
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gli errori numerici si cumulano, ma questo è naturale, perché più iteriamo e
più troviamo valori ricostruiti in nuovi punti, ma i valori iniziali non sono
aumentati, sono rimasti sempre gli stessi, e quindi la precisione del risultato
cala perché il numero di dati da cui si interpola diventa progressivamente
più piccolo del numero dei risultati che si vogliono ottenere. Tabuliamo qui,
per comodità del lettore, i primi 70 valori di sinc

(
n+ 1

2

)
(basta elencare i

valori per 0 < n < 35, perché sinc è una funzione pari). Poiché 1
70
< 0.005,

essi sono sufficienti per ricostruire segnali di ampiezza non superiore ad uno
a meno di due cifre decimali esatte.

|x| sinc x |x| sinc x |x| sinc x |x| sinc x
0.5 0.6366 9.5 -0.3335 18.5 0.0172 27.5 -0.0116
1.5 -0.2122 10.5 0.0303 19.5 -0.0163 28.5 0.0112
2.5 0.1273 11.5 -0.0277 20.5 0.0155 29.5 -0.0108
3.5 -0.0909 12.5 0.0255 21.5 -0.0148 30.5 0.0104
4.5 0.0707 13.5 -0.0236 22.5 0.0141 31.5 -0.0101
5.5 -0.0579 14.5 0.0220 23.5 -0.0135 32.5 0.0098
6.5 0.0490 15.5 -0.0205 24.5 0.0130 33.5 -0.0095
7.5 -0.0424 16.5 0.0193 25.5 -0.0125 34.5 0.0092
8.5 0.0374 17.5 -0.0182 26.5 0.0120 35.5 -0.0090

Tabella 13.1: Tabella dei valori della sinc ai punti semi-interi, per la ricostruzione
interpolata ai punti medi della griglia di campionamento

13.4 Il teorema del campionamento per fun-
zioni localmente integrabili a crescita li-
mitata, o per distribuzioni

Supponiamo che il segnale f sia una funzione localmente integrabile a cresci-
ta polinomiale. Allora f ∈ S ′ e quindi ha senso la sua trasformata di Fourier
f̂ ∈ S ′. Per dare alla nozione di campionamento della funzione f il significa-
to fisico di media dei valori del segnale presentato in Sezione 11.1, possiamo
assumere inoltre che f sia continua. In ogni caso, questa ipotesi vale automa-
ticamente come conseguenza dell’ultima ipotesi necessaria, e cioè che f sia
a banda limitata: supp f̂ ⊂ [−ωc, ωc]. Quest’ultima ipotesi, nel senso delle



976 CAPITOLO 13. RICOSTRUZIONE ED ALIASING

distribuzioni, equivale a
〈
f̂ , g
〉
= 0 per ogni g ∈ S con supp g ⊂ O dove O è

un aperto disgiunto da [−ωc, ωc]. Come visto nel Corollario 10.4.2, da questo
segue che f ∈ C∞(R). In particolare, f̂ è continua a supporto compatto, e
quindi in L1(R), il che fa sì che la sua periodicizzazione converga in L1 (Lem-
ma 10.2.2) e quindi puntualmente quasi ovunque, e ci permette di ripetere la
dimostrazione del teorema del campionamento. Anzi di più: possiamo anche
assumere che f̂ sia non una funzione L1 bensì una distribuzione approssima-
bile con funzioni L1 a supporto compatto (contenuto in [−ωc, ωc]) che siano
la trasformata di Fourier di funzioni f localmente integrabili a crescita po-
linomiale. Infatti se è così il procedimento di ricostruzione a partire da tali
approssimanti ci restituisce queste f , e quindi il teorema si applica nel senso
della approssimazione in S ′. Più in particolare, se il segnale è la somma di
una funzione f ∈ B 1

2
più un ronzio, ossia un esponenziale ηω0(t) := e−2πiω0t,

la trasformata di Fourier di questo segnale è la distribuzione f̂ + δω0 . Ora,
se la delta viene approssimata (nel dominio della frequenza, nel senso delle
distribuzioni) con approssimanti di Schwartz hα, ossia con le distribuzioni
Fα(g) = hα ∗ f , allora ηα viene approssimato, nel dominio del tempo, con i
cutoff h

∨
α ηα, e h

∨
α tende a 1 uniformemente sui compatti. Riassumendo, la

trasformata di Fourier del segnale f viene approssimata da f̂ + hα, e quindi
il segnale viene approssimato uniformemente sui compatti, e quindi puntual-
mente (nel dominio del tempo), dalle antitrasformate degli approssimanti,
f + h

∨
α ηα.

Si noti invece che non potremmo aggiungere a f una delta di Dirac, perché
se lo facessimo non avrebbe più senso campionare il segnale: l’istogramma
fK :=

∑
n∈Z f(n) δn (Notazione 13.1.3) ha senso solo quando f è una funzio-

ne. Ma naturalmente, l’ipotesi f ∈ Bωc implica che f sia in C∞(R), e quindi,
vista come distribuzione, non contenga delta (o più in generale distribuzioni
a supporto in un insieme finito).
Problema: Per tutti questi segnali f vale ancora il Teorema del Campiona-
mento?
Ecco la risposta. Se il passo di campionamento τ è minore del passo critico
τc =

1
2ωc

, allora il Teorema vale: la dimostrazione si ripete parola per parola.

Però, se τ = τc =
1

2ωc
allora c’è una difficoltà. Poiché f̂ è una distribuzione, f̂

potrebbe contenere, come componente, una distribuzione impulsiva al punto
ωc: cioè, ad esempio, f̂ potrebbe spezzarsi come la somma f̂ = q+γδωc , dove
γ ∈ C e q è una funzione localmente integrabile a crescita polinomiale con
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supporto in (−ωc, ωc). Qual è la conseguenza di queste componenti?
Questo dipende dalla parità di f̂ . Scriviamo f = u + iv con u = Re f e
v = Im f nel senso della Definizione 9.13 del Capitolo 2. Allora sappiamo
che û è pari e v̂ è dispari (Corollario 8.2.6 (iii)).
Perciò, se poniamo h = Re q, g = Im q, α = Re γ, β = Im γ, nel nostro
esempio si ha

û = h+ αδωc + αδ−ωc con α ∈ R h, pari, supp h ⊂ (−ωc, ωc)
v̂ = g + βδωc − βδ−ωc con β ∈ R g, dispari, supp g ⊂ (−ωc, ωc)

Qui pensiamo a h e g come funzioni, ma l’argomento vale, in generale, per
distribuzioni. Ora filtriamo û, v̂ con il filtro passa-basso χ[−ωc,ωc]. Il problema
a questo punto è: come scegliamo il valore di χ[−ωc,ωc] per ω = ±ωc? In
accordo con la teoria di Fourier per funzioni periodiche sarebbe naturale
scegliere questo valore così:

χ[−ωc,ωc] =
1

2

perché lo sviluppo in serie di Fourier (che noi implicitamente utilizziamo per
calcolare la trasformata inversa della funzione periodica (̂uK 1

τ
) converge al

valore 1
2
ai punti di salto. In ogni caso siamo liberi di fare questa scelta,

perché alla fine questo filtraggio serve solo come passo preliminare prima di
effettuare la trasformata inversa di Fourier, dove il valore nei singoli punti
±ωc non influenza il risutato dell’integrale di Fourier. Allora facciamo questa
scelta. Pertanto scriviamo di nuovo τc = 1

2ωc
e studiamo separatamente la

parte reale e la parte immaginaria del segnale.
Parte reale del segnale.

In questo caso si ha

χ[−ωc,ωc]ûK 1
τ
=


α
2
δωc +

α
2
δωc = αδωc se ω = ωc

h se − ωc < ω < ωc

α
2
δ−ωc +

α
2
δ−ωc = αδ−ωc se ω = −ωc

(13.3)

perché ai punti ±ωc il valore di ûK 1
τ
= (uK2ωc)

∨
è la somma di due contributi

non nulli, uno proveniente da û (pari a αδωc) e l’altro proveniente dalla sua
replica û(· ∓ 1

τ
) = û(· ∓ 2ωc) (pari a αδ−ωc(ω − 2ωc) = αδωc). Questi due
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valori vengono divisi per due dal filtro χ[−ωc,ωc], che nel punto ωc vale 1
2
e poi

sommati. Il risultato è che al punto ωc la funzione

χ[−ωc,ωc]ûK2ωc

ha una componente impulsiva pari a αδωc . Lo stesso accade, per parità, al
punto ω = −ωc. Pertanto, come si vede da (13.3)

χ[−ωc,ωc]ûK2ωc =

ûh+ αδωc + αδ−ωc se |ω| ⩽ ωc

0 se |ω| > ωc

e le componenti impulsive ai punti critici ±ω non si perdono e vengono rico-
struite correttamente: esse vengono dimezzate dal filtro ma si raddoppiano
sommandosi.

Nota 13.4.1. Queste componenti impulsive corrispondono ad una componente
del segnale che non tende a zero per t → ±∞, pari a α (δωc + δ−ωc)

∨ =
α cos(2πωct). Si tratta di una componente monocromatica costante, cioè
un ronzio. Di solito non si vogliono ricosturire i ronzii! Ma il teorema del
campionamento tratta questo ronzio come una componente del segnale, e la
ricostruisce. tu

Illustriamo questa parte dell’argomento con un grafico (Figura 13.9).

Parte immaginaria del segnale.
Qui le cose vanno diversamente, perché la trasformata di Fourier della

parte immaginaria di f è una distribuzione dispari (Corollario 9.14 (ii)).
Perciò le componenti impulsive alle frequenza ±ωc non si sommano, ma si
sottraggono, cancellandosi a vicenda: v̂(ω) = h(ω) + βδωc(ω)− βδ−ωc(ω), e

Figura 13.9: La ricostruzione di Re f preserva le componenti impulsive alla frequenza
di taglio
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v̂(ω) + v̂(ω − 2ωc) = h(ω) + βδωc(ω)− βδ−ωc(ω)

+ h(ω − 2ωc) + βδωc(ω − 2ωc)− βδ−ωc(ω − 2ωc)

= h(ω) + h(ω − 2ωc)− βδ−ωc(ω) + βδωc(ω)− βδωc(ω)

+ βδ3ωc(ω)

perché δ−ωc(ω − 2ωc) = δωc(ω) e δωc(ω − 2ωc) = δ3ωc(ω).
Quindi la somma di due repliche di v̂ traslate in maniera da essere a sup-

porti consecutivi produce una cancellazione della componente impulsiva alla
frequenza di separazione dei corrispondenti supporti. La divisione per due
che il filtro produce ai punti ±ωc è ora inessenziale: le componenti impulsive
ai bordi sono ormai nulle, e non vengono ricostruite. Quindi una parte del se-
gnale si perde, e precisamente la componente β(δ−ωc + δωc)

∨ = 2β sin(2πωct).
Si perde cioè la parte dispari della componente di ronzio alla frequenza di
taglio. (Si veda la Figura 13.10.)

L’enunciato del Teorema del Campionamento per questa classe di distri-
buzioni diventa quindi il seguente:
Teorema 13.4.2. (Teorema del campionamento per segnali a ban-
da limitata a crescita polinomiale (funzioni o distribuzioni). Sia
f è un segnale di questo tipo, con supp f̂ ⊂ [−ωc, ωc], ed indichiamo con
τc = 1

2ωc
la frequenza di taglio (cioè la frequenza massima, quindi la metà

della larghezza di banda). Allora f è ricostruibile esattamente mediante la
convoluzione

f(t) =
∞∑

n=−∞

f(nτc) sinc

(
t− nτc
τc

)

Figura 13.10: La ricostruzione di Im f annulla componenti impulsive alla frequenza di
taglio
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a partire dai valori campionati {f(nτc)}∞−∞, eccetto che per la parte dispari
delle componenti oscillatorie e±2πiωct alla frequenza di taglio ±ωc (ossia delle
componenti che sono multipli di sin(2πiωct).
Nota 13.4.3. La parte dispari delle componenti oscillatorie in questo enun-
ciato consiste esattamente delle componenti oscillatorie a frequenza ωc che
si annullano ai punti di campionamento. Infatti, questo segue dal prossimo
esercizio. tu

Esercizio 13.4.4. Consideriamo un segnale puramente oscillatorio a frequenza
ωc. In forma reale esso si scrive u(t) = cos(2πωct − φ), dove φ è un ritardo
di fase. Mostrare che, se si scrive u come somma di una parte pari ed una
parte dispari, u = up + ud allora ai punti di campionamento tn = nτc =

n
2ωc

si ha u(t) = up(tn) e ud(tn) = 0 per ogni n. tu

Svolgimento. Le parti pari e dispari di u e v sono date da

up(t) =
u(t) + u(−t)

2

ud(t) =
u(t)− u(−t)

2
.

Ma

u(tn) = cos(2πωctn − φ)

= cos(πn− φ)

= (−1)n cos(−φ)
= (−1)n cosφ .

per periodicità (il traslato del coseno di passo uguale al semiperiodo è l’oppo-
sto del coseno, perché cos(ω − π) = − cos(ω)). Quindi u(tn) = (−1)n cos(φ).
D’altra parte

u(−tn) = cos(−2πωctn − φ)

= cos(−πn− φ)

= cos(2πn− πn− φ) per periodicità

= cos(πn− φ)

= (−1)n cos(−φ)
= (−1)n cosφ = u(tn) .
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Perciò
up(tn) =

u(tn) + u(−tn)
2

=
2u(tn)

2
= u(tn) .

Invece
ud(tn) =

u(tn)− u(−tn)
2

=
0

2
= 0 .

tu

13.5 Ricostruzione del segnale a partire da un
campionamento inadeguato: aliasing

Ritorniamo ora a considerare il caso del sottocampionamento, cioè del cam-
pionamento con passo troppo lungo. Supponiamo che f̂ sia supportata in
[−ωc, ωc], ma scegliamo un passo di campionamento τ > 1

2ωc
. Allora il fil-

traggio del filtro passa-basso χ[− 1
2τ
, 1
2τ ]

non riesce a isolare una unica replica
della trasformata di Fourier f̂ perché i traslati di passo 1

τ
< 2ωc di f̂ hanno

supporti che si sovrappongono come nella Figura 13.5 (e nella parte alta del-
la Figura 13.13 ). Perciò l’azione del filtro seleziona una replica del grafico
di f̂ sommata alle code delle repliche adiacenti. Se ad esempio ωc = 1.2 e
τ = 0.5 > 1

2
1
1.2

il supporto di χ[− 1
2τ
, 1
2τ ]

è l’intervallo [−1, 1] e l’azione del filtro
è illustrata in Figura 13.13.

Le aree tratteggiate indicano le zone (gli intervalli [− 1
2τ
,− 1

2τ
+ 1

2
(ωc −

1
2τ
)] = [− 1

2τ
, ωc − 1

4τ
] dove le copie traslate consecutive del grafico di f̂ si

sovrappongono. In quelle zone il risultato, dopo il filtraggio, differisce da f̂ .
Quindi l’inversione di Fourier non ricostruisce il segnale originale.

Si noti che, nel dominio della frequenza, l’errore è dovuto a valori di
f̂ ∗ τKτ a frequenza in valore assoluto maggiore di ωc che si riversano su
frequenze minori di ωc. Per questo motivo questo errore si chiama aliasing
(in italiano si potrebbe dire mascheramento): frequenze elevate si mascherano
come frequenze più basse.

Nelle applicazioni, è evidente come l’aliasing si manifesti nella ricostruzio-
ne di segnali acustici. Ad esempio, il nostro orecchio non percepisce frequenze
maggiori di 16 KHz e la maggior parte degli strumenti musicali (eccetto i sin-
tetizzatori elettronici) non ha una emissione apprezzabile oltre i 5 o 6 KHz
(neanche i sintetizzatori normalmente sono utilizzati per generare frequenze
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τ
1

f
^

ωcωc

χ

filtraggio con χ =χ
[-      ]1

τ2
1
τ2
,

Figura 13.11: Campionamento inadeguato: filtraggio con aliasing

così elevate). Ovviamente l’orecchio ode anche frequenze ottenute dall’in-
terferenza tra due diverse sorgenti. Poiché e2πiω1te±2πiω2t = e2πi(ω1±ω2)t, si
ha

sin 2π(ω1 − ω2)t = sin(2πω1t) cos(2πω2t) + cos(2πω1t) sin(2πω2t)

= combinazione lineare di e2πiω1t, e±2πiω2t

Quindi, se il segnale di un sintetizzatore contenesse una frequenza, diciamo,
di 20 KHz e simultaneamente un violino o un pianoforte emettessero un
suono con componenti in frequenza di ampiezza apprezzabile intorno ai 4KHz,
l’orecchio potrebbe percepire una traccia di quella componente in frequenza a
20 KHz attraverso la sua interferenza a 20-4=16 KHz con l’armonica emessa
dal violino o dal pianoforte.

Per non perdere nulla del segnale originale, quindi, non ci si limita a rico-
struirlo esattamente nella banda di frequenza fono a 16 KHz , si va oltre: si è
deciso di riprodurre senza perdita i segnali musicali con spettro di frequenza
nullo oltre i 22 KHz, per sicurezza. Quindi la frequenza di campionamento è
di 44 KHz (= 2ωc). Questa è la soglia di campionamento per la registrazione
digitale (su compact disc).

Ma l’aliasing si presenta anche in molti altri contesti, ad esempio nella
grafica al computer. Supponiamo di voler tracciare una retta su un monitor.
Il monitor può accendere i fosfori che sono più prossimi alla retta, ma poiché i
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Figura 13.12: Scalettatura di segmenti obliqui in un reticolo

suoi fosfori sono disposti su una griglia regolare, il disegno appare scalettato.
La scalettatura è tanto maggiore quanto meno fitta è la griglia dei fosfori (cioè
quanto meno elevata è la risoluzione del monitor. A questo proposito si veda
l’algoritmo di Bressenham di tracciamento delle linee in Computer Graphics,
che cerca di ridurre questo fenomeno di aliasing. Il reticolo dei fosfori si può
pensare come una porzione del reticolo quadrato di passo τ , cioè τZ × τZ.
La retta a pendenza m = 1 viene riprodotta correttamente: si accendono
i fosfori sulla diagonale. La retta a pendenza m = 1

2
passa per i punti

del reticolo multipli del vettore (2, 1), che quindi si accendono; però questi
fosfori sono distanziati di due passi in ascissa e quindi si accendono anche
fosfori intermedi, quelli con ascisse dispari la cui posizione è più prossima
alla retta: ad esempio quelli nelle posizioni (1, 0) e (1, 1). Per convenzione,
in un monitor il verso dell’asse delle ordinate è crescente verso il basso per
rispettare l’ordine di scansione da sinistra a destra e dall’alto al basso, come
in un libro: quindi il disegno andrebbe ribaltato rispetto all’asse delle ascisse.

La scalettatura è un fenomeno di aliasing. La frequenza elevata qui è
legata alla pendenza della retta, ed il campionamento inadeguato al fatto
che il reticolo dei fosfori non è sufficientemente fitto.

Un’altra applicazione dell’aliasing è l’effetto Moiré, che si presenta quan-
do un reticolo viene sovrapposto ad un altro reticolo ruotato, o a un altro
pattern regolare (magari curvilineo). Le zone dove i due reticoli si sfiora-
no ed incontrano (dal nostro punto di vista di visuale) danno luogo ad una

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Comp.Graph./CG.pdf
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maggiore densità di copertura della luce e ci appaiono più scure. A secon-
da dell’angolo di rotazione fra i due reticoli, o comunque alla geometria dal
loro pattern, questa fatto genera bande scure di forme geometriche non fa-
cilmente calcolabili, ma comunque di solito di ampiezza assai più grande del
passo dei reticoli: anche in questo caso l’aliasing produce riversamento di
alte frequenze su basse frequenze, e quindi bande spurie ampie (cioè di bassa
frequenza). Qui il campionamento dato dal passo dei due reticoli, che non è
sufficiente a risolvere nitidamente (senza scalettature, quindi senza aumento
dello spessore apparente) la zona di sovrapposizione fra i due.

Figura 13.13: Esempi di effetto Moiré (immagini prelevate da Internet)

Una manifestazione evidente dell’effetto Moiré si ha nelle riprese video
digitali. Una videocamera capta la luce grazie ad una griglia molto fitta di
sensori. Però, se la videocamera inquadra un attore con una giacca a qua-
dretti ad una certa distanza, il reticolo dei quadretti della giacca, visto da
quella distanza, può essere di passo simile a quello dei sensori. In tal caso
il passo di campionamento (la distanza tra i sensori) diventa non sufficien-
temente piccolo rispetto al passo del reticolo campionato (i quadretti della
giacca). Perciò si ha l’effetto Moiré: bande scure apparenti. Se la videoca-
mera sta facendo una ripresa a colori, le bande possono non coincidere per i
diversi canali di colore (rosso, verde e blu) e questo crea bande con disper-
sione cromatica (cioè di colore cangiante). Inoltre le bande sono di forma
non regolare, perché la giacca non è planare bensi curva, e si spostano con i
movimenti dell’attore che la indossa, un effetto molto fastidioso.

Un esempio molto interessante di aliasing, che mostra come un segnale
oscillatorio ad alta frequenza, campionato a passo inadeguato, possa ”ma-
scherarsi” da segnale a bassa frequenza (da cui il nome aliasing) è dato dal
seguente eserczio.
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Esercizio 13.5.1. Sia fN+1(t) = ei(N+1)t e f1(t) = eit. Allora sulla griglia di
campionamento

t0 = 0, t1 =
2π

N
, t2 =

4π

N
, . . . , tN = 2π

N − 1

N
,

si ha
fN+1(tk) = f1(tk) ∀ k = 0, 1, . . . , N − 1.

In particolare, la funzione sin((N + 1)t) coincide con la funzione sin t sui
punti

{
tk =

2πk
N
, k = 0, 1, . . . , N − 1

}
, e la funzione cos((N + 1)t)) coincide,

su questi punti, con cos t. Si osservi che il passo di campionamento è τ = 2π
N

e
la funzione fN+1 è la trasformata di Fourier nel senso delle distribuzioni di δN

π
,

quindi la soppressione della componente sinusoidale conferma esattamente il
Teorema 13.4.2. tu

Svolgimento. È ovvio, perché ei(N+1)t = eiteiNt, e eiNtk = e2πik = 1 per
ogni k. Il resto dell’esercizio si ottiene prendendo parte reale e parte immagi-
naria di questa identità. Osserviamo che il risultato si potrebbe ottenere, in
maniera equivalente, anche dalle formule di addizione del seno e del coseno.
Ad esempio:

sin((N + 1)tk) = sin(Ntk) cos tk + cos(Ntk) sin tk,

ma Ntk = 2πk, quindi sin(Ntk) = 0 e cos(Ntk) = 1 per ogni k. tu

13.5.1 Campionamento multidimensionale e risoluzio-
ne di immagini

I precedenti esempi di aliasing riguardano segnali unidimensionali, ma l’alia-
sing si incontra più di frequente per le immagini, che sono segnali bidimen-
sionali, ossia con i dati campionati su un reticolo bidimensionale.
La trasformata di Fourier bidimensionale si definisce come

f̂(s, r) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) e−2πi(sx+ry) dx dy

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y) e−2πisx dx

)
e−2πiry dy ,
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e quindi è l’iterazione di due trasformate di Fourier unidimensionali; ana-
logamente per trasformate di Fourier multidimensionali. Ne segue che l’ar-
gomento appena presentato, e quindi il teorema del campionamento, conti-
nuano a valere per segnali a dimensione m > 1 campionati su una griglia
m−dimensionale equispaziata: basta sostituire la convoluzione del Teorema
del Campionamento (Corollario 10.4.6) con una analoga serie multipla con
m indici. Questo è utile per la ricostruzione di segnali bidimensionali come le
immagini, quando vogliamo aumentarne artificialmente la risoluzione (ossia
infittirne i pixel).

13.6 Ricostruzione di segnali nella pratica quo-
tidiana: prefiltraggio e stabilità

13.6.1 Segnali a durata finita
Nella vita reale, il metodo di ricostruzione che abbiamo esposto nel teorema
del campionamento (Corollario ??) non si applica bene, perché le sue condi-
zioni non sono mai soddisfatte nella pratica. Infatti, un segnale reale ha un
inizio ed una fine, quindi ha durata finita, e pertanto è a supporto compatto:
ma, per il Teorema 8.6.1, non è allora possibile che la sua trasformata di
Fourier sia anch’essa a supporto compatto.

In linea di principio, questo problema non impedisce l’applicabilità del
teorema del campionamento. Infatti, se siamo interessati a campionare un
segnale f solo in un compatto K, possiamo comunque applicare il teorema
del campionamento purché f (di cui noi vediamo solo valori sul compatto K)
si estenda a tutto R ad una funzione nella classe a banda limitata Bc, che
denotiamo ancora con f : campioniamo f a passo τ = 1

2c
solo nell’intervallo

temporale K (per semplicità, in questa Sottosezione denotiamo la frequenza
di taglio con c invece che ωc). Se immaginiamo di estendere i campioni
all’esterno di K, ponendoli zero al di fuori, stiamo in realtà campionando su
tutti gli interi una funzione diversa: la funzione f0 = f |K (meglio sarebbe
immaginare di campionare una funzione C∞ che coincide con f0 sui multipli
di τ , visto che vogliamo allontanarci il meno possibile dalla classe a banda
limitata, che consiste di funzioni C∞, ma l’argomento rimane identico).

Allora, stiamo sostituendo la vera funzione f a banda limitata con il suo
troncamento f0 su K, la cui trasformata di Fourier g := f̂0 non è a supporto
compatto. In quale misura g approssima f̂ ? La risposta dipende da quanto
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grande è K. Fissiamo una tolleranza ε > 0 e poniamo f = f0 + f∞, dove
ovviamente f∞ = f |∁K . Supponiamo di aver scelto il compatto K così
grande che la funzione f ∈ Bc ⊂ L1 verifichi ‖f∞‖1 < ε. Allora ‖g − f̂‖∞ =

‖f̂∞‖∞ ⩽ ‖f∞‖1 < ε. Quindi la trasformata di Fourier che siamo in grado di
calcolare, ovvero la funzione g, approssima la trasformata di Fourier f̂ a meno
di ε per ogni valore della frequenza, e pertanto, a partire dai dati campionati
sull’intervallo K, siamo in grado di calcolare una buona approssimazione
di f̂ (a meno di una tolleranza arbitraria prefissata ε), ed in particolare di
verificare a posteriori se è ragionevole assumere che i dati disponibili siano
campioni di una funzione a banda limitata. Occorre però tener presente
che tutto questo dipende dalla condizione che K sia sufficientemente grande
rispetto al segnale, nel senso che la sua coda f∞ verifica ‖f∞‖1 < ε: poiché
non sappiamo come sia fatta f fuori di K, questa ipotesi è solo una speranza.
Questo è un punto debole nel rigore del procedimento, e ci ritorneremo tra
poco.

Ma veniamo all’altro lato della questione: quale funzione viene ricostruita
se partiamo dai dati campionati {f0(nτ)} ? Come visto nel teorema del
campionamento, viene ricostruita esattamente la funzione

h(t) =
∑
n∈Z

f0(nτ) sinc

(
t

τ
− n

)
=
∑
nτ∈K

f(nτ) sinc

(
t

τ
− n

)
.

Se avessimo avuto i campioni di f su tutti i multipli di τ , in base al teorema
del campionamento avremmo invece ricostruito f(t) =

∑
n f0(nτ) sinc

(
t
τ
− n

)
.

La discrepanza è
∑

nτ /∈K f(nτ) sinc
(
t
τ
− n

)
. Per stimare questa differenza

dobbiamo fare ipotesi ulteriori. Osserviamo che le funzioni f ∈ Bc apparten-
gono a L1, per definizione, ed a L∞, perché sono trasformate di Fourier di
funzioni a supporto compatto. Quindi è ragionevole assumere che f decresca
all’infinito a velocità abbastanza elevata. Anche i dati campionabili {f(nτ)}
sono una successione limitata; supponiamo allora che siano anche in uno spa-
zio `p per qualche p < ∞ (ossia che ‖{f(nτ)}‖pℓp :=

∑∞
n=−∞ |f(nτ)|p < ∞).

Normalmente, si assume che tutti i segnali siano successioni `2, perché questa
condizione equivale al fatto che l’energia sia finita. Assumiamo dunque che
la successione f = {f(nτ)} sia in `2, ossia che

∑∞
n=−∞ |f(nτ)|2 < ∞ (ma il

ragionamento resta valido anche se f ∈ `p per un qualsiasi p < ∞). Ponia-
mo fK = {f∞(nτ)}, ossia fK(n) = f(nτ) se nτ /∈ K e 0 altrimenti. Allora
fK ∈ `2, e per ogni ε > 0, si ha ‖fK‖2 < ε se K è abbastanza grande.
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Poniamo ora s(t) =
{
sinc

(
t
τ
− n

)}∞
n=−∞. Osserviamo che la successione

sinc2(x− n) si maggiora con 1/n2 in [n, n+ 1] ed in [−n− 1, −n] se |n| > 0
(e con 1 in [−1, 1]), quindi appartiene a `2 per ogni x, con norma `2 limitata
rispetto a t (diciamo, da una costante positiva C). Allora lo stesso vale per s,
che si ottiene da questa successione tramite la dilatazione di passo τ . Quindi,
dalla disuguaglianza di Cauchy,∣∣∣∣∣∑

nτ /∈K

f(nτ) sinc

(
t

τ
− n

)∣∣∣∣∣ = |〈fK , s(t)〉|

⩽ ‖fK‖2

(∑
nτ /∈K

| sinc
(
t

τ
− n

)
|2
) 1

2

< Cε .

Quindi l’errore di ricostruzione del segnale si maggiora con Cε, ed a meno
di questa tolleranza possiamo applicare il metodo di ricostruzione basato sul
teorema del campionamento.
Per futuro riferimento, si noti che abbiamo dimostrato la seguente disugua-
glianza:

Corollario 13.6.1. Esiste una costante C > 0 tale che, per ogni successione
{an} ∈ `2 e per ogni t ∈ R, la funzione u definita da

u(t) :=
∞∑

n=−∞

a(n) sinc

(
t

τ
− n

)
verifica

|u(t)| ⩽ C ‖{an}‖ℓ2 .

Ci sono però due punti deboli in questo ragionamento.
Il primo è che C è una costante numerica fissa (in effetti, si può dimostrare
che è minore di π2/3), ma ε è arbitrario, ed al fine di raggiungere la precisione
Cε possiamo essere costretti a scegliere K grande: ma non sempre questo
è possibile, perché a volte il periodo in cui si effettua la misura non è pro-
lungabile a piacere. Si pensi ad esempio alle misure del moto apparente dei
pianeti nell’anno, o, nel caso in cui la variabile rappresenti uno spazio invece
che un tempo, alle misure della deformazione in un’automobile nel corso di
un crash test, o ai valori di luminosità dei pixel in una riga di un’immagine
di risoluzione prefissata.
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Il secondo punto debole è ancora più imbarazzante, e lo abbiamo già preso
in esame, ma ora ci ritorniamo in maniera più approfondita. Dato un segnale
f(t) per t ∈ R di cui conosciamo solo i valori campionati {f(n)} nell’inter-
vallo finito K, non possiamo calcolare, neppure in maniera approssimata, la
trasformata di Fourier f̂ : sappiamo solo approssimare f̂0 a meno di ε, non
f̂ , ed anche questo sappiamo farlo solo sotto l’ipotesi non verificabile K sia
abbastanza grande che si abbia ‖f∞‖1 < ε. In particolare, non siamo in gra-
do di capire in maniera ovvia se il segnale f è nella classe a banda limitata
(o meglio, se esiste una funzione f ∈ Bc che coincide con i dati campionati al
variare di n in K). Però, come visto nella discussione sull’aliasing, anche se
f non fosse a banda limitata una versione approssimata della ricostruzione si
otterrebbe comunque quando sia f sia f̂ decrescono in maniera abbastanza
rapida (ad esempio se sono entrambe in L1, caso nel quale è applicabile la
Formula di Somma di Poisson). Noi abbiamo qualche informazione sull’an-
damento di f nel compatto K, grazie ai dati campionati, e certamente siamo
in grado di prolungarla fuori di K in maniera che sia in L1, ma è meno facile
trovare una tale estensione che faccia sì che anche f̂ ∈ L1. Se assumiamo che
il segnale f sia nullo fuori di K, allora non solo f̂ non può essere a supporto
compatto, ma in generale non è neppure in L1, come dimostra l’esempio in
cui f sia una funzione caratteristica di un intervallo, la cui trasformata di
Fourier coincide in modulo con un dilatato della sinc, che non è in L1.

Pertanto la nostra analisi euristica è alquanto teorica. In effetti, nella
pratica si procede diversamente, ed esattamente come accennato alla fine
della Sezione 13.5 sull’aliasing. Si parte con un segnale f limitato ed a sup-
porto compatto (e quindi anche in L2) e lo si prefiltra convolvendolo con una
funzione φ ∈ Bc: in tal modo, in base alla moltiplicatività della trasformata
di Fourier sotto convoluzione, si ottiene un nuovo segnale h = φ ∗ f ancora
in Bc (ma non più a supporto compatto). Il segnale filtrato h ha un aspetto
più liscio e regolare di f , perché ha perso le componenti di alta frequenza;
però, in alcune condizioni che spesso si verificano in pratica, h approssima
f , almeno nel senso della norma L2 (e quindi puntualmente quasi ovunque).
Più precisamente, supponiamo di poter scegliere c abbastanza grande rispet-
to all’estensione dell’intervallo in cui f̂ è grande; inoltre esiste certamente φ
tale che |φ̂(ω)| ⩽ 1 per ogni ω, ed uguale a 1 su un sottointervallo grande
[−d, d] ⊂ [−c, c]. Allora ‖h−f‖2 è piccolo. Infatti ‖h−f‖2 = ‖ĥ− f̂‖2, e la
funzione ĥ− f̂ vale 0 in [−d, d], verifica |(ĥ− f̂)(ω)| ⩽ |f̂(ω)| per c ⩽ |ω| ⩽ d

(un intervallo piccolo) e |ĥ − f̂ |(ω) = |f̂ |(ω) se |ω| > c. Ma quest’ultima
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disuguaglianza ci dà una buona stima L2, perché se c è abbastanza grande
allora

∫
|ω|⩾c |f̂ |

2 dω è piccolo, dal momento che f̂ ∈ L2.
Pertanto si adotta il seguente compromesso. Scegliamo la larghezza di

banda 2c in modo che τ = 1
2c

costituisca un passo di campionamento accet-
tabile per la velocità di misura dei nostri strumenti di campionamento (ad
esempio proporzionata alla larghezza del nostro canale uditivo, il che porta
ai 44 KHz del campionamento dei CD come visto nell’Introduzione, o pari
alla distanza fra due pixel adiacenti del nostro sensore di immagini). Poi
prefiltriamo il segnale f tagliandone le frequenze al di fuori di questa banda,
come spiegato sopra. In tal modo si ottiene un nuovo segnale h modificato
(ed allisciato), che in vari casi pratici non differisce troppo da f , come visto
prima. A questo punto il procedimento di riscostruzione basato sul teorema
del campionamento funziona, però non ricostruisce il segnale originale, bensì
il segnale filtrato f . Questo dà luogo, nei casi tipici, ad una ricostruzione
non esatta bensì approssimata, però entro una tolleranza prefissata

13.6.2 Stabilità della ricostruzione sotto perturbazioni
dei dati

Una volta attuato il procedimento di ricostruzione, almeno nel senso appros-
simato illustrato alla fine della Sottosezione precedente, occorre domandarci
quanto esso sia stabile sotto piccole perturbazioni dei dati. Infatti i dati sono
catturati da apparecchiature di misura che sono affette da errore, spesso in
maniera casuale, e vogliamo essere sicuri che il procedimento ricostruisca un
segnale perturbato non troppo diverso dall’originale. In particolare, voglia-
mo assicurarci che la discrepanza fra i valori del segnale ricostruito a partire
dai valori perturbati e di quello originale non diverga sotto perturbazione dei
dati, ma anzi tenda a zero in qualche senso appropriato se le perturbazioni
diventano piccole.

Per fortuna, questo è vero e non occorre nessuna fatica per dimostrar-
lo. Infatti, supponiamo che ogni dato campionato f(n) sia affetto da un
errore a(n). Sappiamo che il segnale f ∈ Bc appartiene a L1 ∩ L∞, per
ipotesi (più precisamente, nella ricostruzione approssimata con prefiltraggio,
spiegata nella precedente Sottosezione, non si assume f ∈ Bc, ma si assu-
me comunque f ∈ L1 ∩ L∞, e tipicamente f ∈ L2). Abbiamo allora fatto
l’ipotesi ragionevole che la successione {f(n)} sia in `2. È anche ovvio assu-
mere che la percentuale di errore sperimentale sia limitata da una costante
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piccola ε, e quindi |a(n)| ⩽ ε|f(n)| per ogni n. Allora anche {a(n)} ∈ `2,
con ‖{a(n)}‖ℓ2 ⩽ ε‖{f(n)}‖ℓ2 , e quindi la stabilità segue direttamente dal
Corollario 13.6.1.

13.6.3 Ricostruzione esatta e ricostruzioni approssima-
te

In questo Capitolo abbiamo esposto i principi teorici della ricostruzione esatta
di segnali tramite l’analisi di Fourier a partire da una successione infinita di
dati campionati, ma poi ci siamo resi conto che, nella pratica, ogni successione
apparentemente infinita di dati è di fatto finita, essendo nulla prima dell’inizio
dell’esperimento e dopo la fine. Abbiamo anche capito che il fatto che la
successione dei dati sia finita impedisce la validità delle ipotesi necessarie alla
ricostruzione esatta e permette solo una ricostruzione approssimata, peraltro
entro una tolleranza prefissata (pur di accettare alcune ipotesi naturali di
decadimento del segnale che generalmente non sono verificabili). A questo
punto, abbiamo deciso di prefiltrare il segnale, che allora è ricostruibile solo
entro una tolleranza prefissata: però in tal modo stiamo ricostruendo non il
segnale originale, ma una sua approssimazione.

Però, per ricostruire i segnali in maniera approssimata anziché esatta,
ci sono anche altri modi. I due modi tipici sono l’interpolazione dei dati
tramite polinomi algebrici (splines) o tramite polinomi trigonometrici (com-
binazioni lineari delle funzioni sinnt e cosnt al variare di n). Ci limitiamo
ad accennarne.

Il modo più semplice di interpolazione polinomiale dei dati è l’interpo-
lazione lineare a tratti, nella quale il grafico dell’approssimante si ottiene
congiungendo con un segmento i punti del piano corrispondenti a due dati
consecutivi. In tal modo, in tutti gli istanti intermedi fra due tempi di cam-
pionamento consecutivi, l’approssimante lineare a tratti ha valori intermedi
fra quelli dei due dati campionati, ma rispetto alla ricostruzione ispirata dal
teorema del campionamento abbiamo perso qualcosa. Infatti, ora ovviamente
non possiamo più sapere quanto l’approssimante differisca dal segnale vero
ad ogni tempo intermedio: non è possibile stimare la discrepanza se non
imponendo limiti sul valore della derivata del segnale, o, equivalentemente,
sulle frequenze massime e minime per le quali la trasformata di Fourier è
non nulla. Peggio: questa interpolazione è inutilizzabile nella pratica, per-
ché la derivata non ‘e continua (l’approssimante ha punti angolosi ai punti
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di campionamento). Ad esempio, nel caso di ricostruzione di suoni questo
procedimento produce distorsioni ad alta frequenza od altri disturbi, e nel
caso di immagini produce effetti di bande in prossimità dei punti angolosi.
È però facile ottenere una approssimazione polinomiale non solo continua ma
anche di classe C1: basta approssimare con splines di grado più elevato. Ad
esempio, se invece che segmenti utilizziamo archi polinomiali di terzo grado
(quindi determinati da due parametri aggiuntivi), allora abbiamo abbastanza
gradi di libertà per interpolare ogni tripletto di dati consecutivi ed in più
fissare a nostro piacere la pendenza al punto iniziale. Incollando insieme
uno dopo l’altro questi archi di grado tre possiamo fabbricare una curva
interpolante di classe C1. Ma anche in tal caso, non sapremo stimare l’errore
di approssimazione.
L’approssimazione trigonometrica è analoga: se disponiamo di 2n + 1 cam-
pioni, li possiamo interpolare con un unico polinomio trigonometrico di grado
n+1: una combinazione lineare delle 2n+1 funzioni cos kt per k = 0, . . . , n
e sin kt per k = 1, . . . , n. Il polinomio trigonometrico approssimante, ov-
viamente, è di classe C∞ (derivabile infinite volte). Anche in questo caso,
però, non possiamo dire nulla sulla precisione dell’approssimazione tranne
che sui punti di campionamento, dove ovviamente l’errore è nullo. Anche se
volessimo assumere che il segnale vero fosse periodico, non per questo esso
coinciderebbe con il polinomio trigonometrico approssimante, a meno che i
suoi coefficienti di Fourier non nulli fossero esattamente quelli del polinomio
trigonometrico. Si noti che, in tal caso, staremmo assumendo l’annullarsi
dei coefficienti di Fourier a frequenze elevate: ossia una condizione analoga
a quella del teorema del campionamento, che ci dava la ricostruzione esatta
o almeno una buona stima sull’errore. In effetti, questa analogia è legata ad
una connessione più profonda: la costruzione del polinomio trigonometrico
viene semplificata, e diventa più naturale, se la effettuiamo utilizzando una
discretizzazione della trasformata di Fourier e della sua formula di inversione,
la Trasformata di Fourier Discreta [3, 10, ?].

13.7 Cenni sul campionamento non uniforme
Abbiamo testè osservato che la ricostruzione mediante il Teorema del Cam-
pionamento (Corollario 10.4.6) si applica in particolare a segnali bidimensio-
nali, le immagini. Nel caso di immagini catturate da un sensore tipicamente i
punti di campionamento formano una griglia euclidea. Ma ci sono immagini
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importanti per le applicazioni dove non è così: ad esempio, la griglia può
essere distribuita in maniera radiale in certe immagini tomografiche e nelle
immagini ecografiche. Pertanto diventa importante studiare la ricostruzione
a partire da campioni non equidistribuiti. Un altro caso tipico di campioni
irregolari è quello nel quale gli strumenti campionatori non possono essere
fissati rigidamente su una griglia, o quello, frequentissimo, nel quale qual-
che dato campionato non viene trasmesso e si perde. A causa della perdita
della periodicità, la ricostruzione a partire da campioni non uniformemente
distribuiti è un problema al confine fra l’analisi numerica e l’analisi reale ma
non più una applicazione dell’analisi di Fourier, e qui ci limitiamo a qualche
facile esempio (unidimensionale) ed a citare il risultato più importante.

Esempio 13.7.1. Il primo esempio è quello nel quale vengono combinate due
serie di campioni, ciascuna equispaziata dello stesso passo (diciamo 1, per
semplicità), ma sfasate nel tempo di una distanza ρ. Ovviamente, è sufficiente
limitare l’attenzione a 0 < ρ ⩽ 1/2. Se ρ = 1/2, allora le due serie si
combinano per formare un’unica serie equispaziata di passo 1/2, e quindi in
grado di ricostruire senza perdite segnali la cui trasformata di Fourier ha
supporto di diametro 2, in base al Teorema del Campionamento (Corollario
10.4.6). Se invece 0 < ρ < 1/2, i dati campionati permettono comunque di
ricostruire il segnale originale?
La risposta è affermativa, pur di seguire un adeguato processo di ricostruzione
tramite medie, come ora illustriamo. Consideriamo un segnale f tale che f̂ =
0 al di fuori dell’intervallo [−1, 1] e due successioni di punti di campionamento
{n ∈ Z} e ρ + n : n ∈ Z}. Stiamo quindi considerando l’istogramma dei
dati campionati fornito dalla distribuzione f(K + λρK) (qui, al solito, λρ
è l’operatore di traslazione di passo ρ). Ciascuna delle due distribuzioni
fK e fλρK è insufficiente a ricostruire esattamente il segnale, a causa delle
sovrapposizioni illustrate, ad esempio per la prima delle due, nel grafico di
f̂K in Figura 13.14 (la trasformata di Fourier f̂K è la somma di tutte le
campane traslate).

Ora esaminiamo la trasformata di Fourier dell’altro istogramma, fλρK.
Dalla identità (12.1) sappiamo che K̂ = K. Quindi dalla parte (ii) dell’E-

sempio 11.15.1 e dalla Proposizione 11.15.3 segue che λ̂ρK(ω) = e−2πiρωK(ω).
Infine, dalla parte (i) del Corollario 11.14.3 sappiamo che la trasformata di
Fourier di fλρK è il prodotto delle trasformate f̂∗λ̂ρK = f̂∗

∑∞
n=−∞ e−2πiρnδn,

e quindi, per la proprietà (vi), la somma delle repliche traslate e pesate
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Figura 13.14: A sinistra il grafico di f̂ , con supporto di diametro 2; a destra le sue
repliche traslate, che formano gli addendi della trasformata di Fourier dell’istogramma
f̂K ottenuto da una sola sequenza di dati a passo uniforme 1, che è inadeguato

1

0

-1

Figura 13.15: Addendi della trasformata di Fourier dell’istogramma ottenuto campio-
nando con la stessa sequenza uniforme ma traslata di passo 1/2 (ancora inadeguata)

∑∞
n=−∞ e−2πiρn λn(f̂).

Rivediamo in questa chiave il caso ρ = 1/2, in cui sappiamo già che si ha la
ricostruibilità. Nella Figura 13.15 sono disegnate le campane traslate che co-
stituiscono gli addendi della trasformata di Fourier dell’istogramma in questo
caso particolare ρ = 1/2, nel quale e−2πiρn = e−iπn = (−1)n: i termini pari
sono gli stessi del precedente istogramma, i termini dispari sono gli opposti.
Quando sommiamo le trasformate di Fourier delle due successioni di campio-
ni, le campane pari si raddoppiano e quelle dispari si cancellano, e rimane
una successione di campane a supporto contiguo ma disgiunto, ciascuna una
copia di f̂ : sapevamo che questo doveva succedere, dal momento che, per
ρ = 1/2, la combinazione delle due sequenze di punti di campionamento
forma una nuova sequenza equispaziata di passo esattamente corrisponden-
te alla massima frequenza di taglio necessaria per riprodurre esattamente il
segnale. A questo punto, l’argomento teorico per ricostruire il segnale a par-
tire dalla combinazione dei dati è il solito filtraggio passa basso seguito dalla
antitrasformata di Fourier, ma ora bisogna anche dividere per due per elimi-
nare il raddoppio ddelle campane pari. Osserviamo che questo significa che f̂
viene ricostruita a partire dalle due successioni di campioni e la trasformata
di Fourier dei loro istogrammi tramite una operazione di media.

Cosa sarebbe successo per 0 < ρ < 1/2? La trasformata di Fourier del
primo istogramma fK è la stessa di prima. Per la seconda, invece di segni
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alterni abbiamo la moltiplicazione per una fase progressiva e−2πiρn. Il let-
tore non abituato alla moltiplicazione di numeri complessi può restringere
l’attenzione alla parte reale cos(πinρ) ed alla parte immaginaria sin(πinρ).
Si tratta di numeri oscillanti intorno a zero in maniera periodica, e le cam-
pane costituite dalla repliche traslate di f̂ vengono moltiplicate per un peso
oscillante (come illustrato nella Figura 13.16, nella quale, come sempre, li-
mitiamo l’attenzione alla parte reale). Se concentriamo l’attenzione al seg-
mento [−1, 1] (quello del filtraggio), entrambi i contributi, quello derivante
dalla successione di dati originali e quello dalla successione traslata f̂ λρK
sono sovrapposizioni di due repliche traslate di f̂ , il primo con pesi uguali
(è la somma delle due repliche traslate) ed il secondo con pesi 1 e e−2πiρ. In
altre parole, filtrando ed antitrasformando il primo istogramma otteniamo il
valore a(ω) := f̂(ω) + f̂(ω + 1), mentre dal secondo istogramma otteniamo
b(ω) := f̂(ω) + e−2πiρf̂(ω + 1). Osserviamo che la matrice

M :=

{
1 1
1 e−2πiρ

)
ha determinante e2πiρ − 1 6= 0, e quindi è invertibile, e pertanto ricaviamo(

f̂(ω)

f̂(ω + 1)

)
=M−1

(
a(ω)
b(ω)

)
.

In questo modo abbiamo portato a termine la ricostruzione: si noti però che,
se ρ ∼ 0, l’algortitmo è numericamente poco stabile, perché il determinante
di M è vicino a zero, e quindi la matrice inversa M−1 ha termini ed auto-
valori grandi e tende ad amplificare piccole perturbazioni dei dati, sempre
di più man mano che ρ viene scelto più vicino a zero. D’altra parte que-
sto comportamento è intrinseco al problema numerico proposto, perché per
piccole traslazioni ρ i punti di campionamento della prima successione sono
molto vicini a quelli della seconda, e quindi differenze dei due corrispondenti
valori di f implicano pendenze ripidissime, che comportano amplificazioni
delle perturbazioni.

Ricapitolando, in questi esempi abbiamo considerato un segnale con ban-
da di frequenza di diametro 2, che quindi richiede, per la ricostruzione, una
successione uniforme di campioni di passo 1/2. Invece, abbiamo usato punti
di campionamento costituiti da due sequenze equidistribuite di passo 1, cia-
scuna delle quali quindi inadeguata per la ricostruzione, ed abbiamo visto
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Figura 13.16: Le repliche traslate di f̂ , pesate con un peso oscillante, che formano f̂ λρK

che, prese insieme, diventano adeguate. Quindi in questi casi, per l’adegua-
tezza del processo di ricostruzione, basta che la distribuzione dei campioni
sia in media di passo 1/2. tu

Esempio 13.7.2. Consideriamo un secondo esempio di campionamento non
uniforme la cui capacità di ricostruire i segnali può essere stabilita a par-
tire dal Teorema del Campionamento (Corollario 10.4.6): quello nel quale
si mescolano due successioni equispaziate, la prima di passo, diciamo, 1, e
la seconda di passo τ con τ > 0 (ed ovviamente τ 6= 1). Come prima,
il supporto di f̂ ha diametro 2. Quindi, in base al Teorema del Campio-
namento (Corollario 10.4.6), la prima successione di campioni è inadeguata
per la ricostruzione, e la seconda è adeguata se τ ⩽ 1/2 ed inadeguata se
τ > 1/2. L’istogramma dei dati è f

(
K + 1

τ
K 1

τ

)
, perché 1

τ
K 1

τ
=
∑∞

−∞ δnτ

(parte (i) del Corollario ??). In base alla parte (ii) dello stesso Corollario,
1
τ
K̂ 1

τ
= Kτ =

1
τ

∑∞
−∞ δn

τ
, e quindi la trasformata di Fourier dell’istogramma

è la distribuzione

f̂ ∗K + f̂ ∗Kτ =
∞∑

n=−∞

λnf̂ +
1

τ
λn

τ
f̂ .

Queste due distribuzioni, come ormai abbiamo visto più volte, sono due
serie di repliche di traslati di f̂ . La seconda seria ha altezza diversa, perché
è stata riscalata con il fattore 1

τ
. Poiché conosciamo l’intera successione dei

dati campionati, possiamo scindere le due sottosuccessioni, e quindi separare
i due treni di repliche. Per semplicità, riscaliamo il secondo moltiplicandolo
per τ , in maniera che le repliche del secondo treno abbiqano la stessa altezza
1 di quelle del primo. Consideriamo dapprima il caso 1/2 < τ < 1, e poniamo
1
τ
= 1 + ρ con 0 < ρ < 1. La prima delle due successioni di traslati di f̂ ha

passo 1, e quindi il traslato n−simo è adiacente al traslato (n + 2)−simo, e
ciascuno dei due si sovrappone a metà del traslato (n + 1)−simo, come già
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visto in Figura 13.14. Invece la seconda è formata da repliche più separate:
il traslato (n + 2)−simo comincia a distanza 2 + 2ρ dall’inizio del traslato
n−simo, e quindi a distanza 2ρ a destra della fine dell’altra. Pertanto, ogni
replica si sovrappone solo alla precedente ed alla successiva. In maggiore det-
taglio: la funzione f̂ ha supporto in [−1, 1], la replica precedente comincia a
sinistra dell’intervallo e finisce al punto −ρ, ed il primo traslato destro λ1f̂
comincia al punto ρ e finisce oltre l’intervallo (al punto 2 + ρ): si veda la
Figura 13.17. Quindi, in questa catena di repliche, solo la replica originale f̂
è non nulla nell’intervallo [−ρ, ρ], e quindi ne possiamo ivi leggere il valore.
Ora cominciamo un processo di bootstrap fra i due campionamenti. Con-
sideriamo i traslati di passo 1: nel sottointervallo [−ρ, 0] si sovrappongono
solo le repliche date da f̂ e dal suo traslato sinistro λ−1f̂ , e, visto che lì or-
mai la prima di queste funzioni è nota grazie alla fase precedente basata sul
secondo campionamento, ne ricaviamo la seconda funzione. Ma in quell’in-
tervallo questa seconda funzione assume gli stessi valori che la prima assume
in [1−ρ, 1]; analogamente, nell’intervallo [0, ρ] la funzione f̂ di questa catena
di repliche si sovrappone solo con il suo traslato destro λ1f̂ , ed allo stesso
modo questo ce ne rivela i valori in [−1, −1 + ρ]. A questo punto abbiamo
ampliato il dominio di ricostruzione a [−1, −1 + ρ] ∪ [−ρ, ρ] ∪ [1 − ρ, 1], e
proseguiamo il bootstrap paragonando i risultati su questi tre intervalli con
quelli del secondo treno di repliche (quelle di passo 1+ ρ). Infatti, nell’inter-
vallo di sinistra, [−1, −1 + ρ], questo treno di repliche fa sovrapporre f̂ (ivi
già nota) solo con il suo traslato di passo −1−ρ, che quindi viene ricostruito,
ed i valori che esso assume sono quelli di f̂ fra −2ρ e −ρ (si veda la Figura
13.17). Utilizzando in maniera analoga gli altri due intervalli vediamo che
questa fase del bootstrap raddoppia il dominio di ricostruzione, estendendolo
a [−1, −1 + 2ρ] ∪ [−2ρ, 2ρ] ∪ [1− 2ρ, 1]. A questo punto è chiaro come pro-
seguire il botstrap per raddoppiare il dominio di ricostruzione: in un numero
finito di passi si recupera f̂ interamente, ossia su tutto l’intervallo [−1, 1].

Si noti che, in questo caso, la densità media dei punti di campionamento
è maggiore di 1/2 e riusciamo ad operare la ricostruzione di ogni f tale che
f̂ ha supporto di lunghezza 2, come avveniva per campioni equidistribuiti.

Veniamo ora all’altro caso, τ > 1, e poniamo 1
τ
= 1+ ρ con −1 < ρ < 0.

In questo caso, da un lato la densità media dei campioni è minore di 1/2;
dall’altro lato, il metodo di ricostruzione illustrato più sopra fallisce: il boo-
tstrap non può cominciare perché non ci sono intervalli in cui la trasformata
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Figura 13.17: Due successioni equispaziate di repliche di passo differente (quelle in
alto a passo 1, quelle in basso a passo maggiore) danno luogo ciascuna a campionamento
inadeguato, ma di densità complessiva adeguata. La ricostruzione si basa sull’interplay fra
le sequenze di repliche con i due passi di traslazione (bootstrap). La figura evidenzia alcuni
intervalli di ricostruzione ottenuti nelle prime due fasi del bootstrap: il secondo passo di
traslazione restituisce i valori di f̂ in [−ρ, ρ] (evidenziati con spessore medio). Da questi
dati, il primo passo di traslazione restituisce f̂ in [−1, −1+ ρ] e [1− ρ, 1] (evidenziati con
spessore grande); a sua volta, questa informazione permette al secondo passo di traslazione
di ricostruire f̂ in [−2ρ, −ρ] (spessore molto grande), e così via.
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di Fourier di uno dei due istogrammi consiste di una sola replica di f̂ (anzi,
in molti intervalli il secondo istogramma fa sovrapporre tre repliche invece
che due sole). Quindi in questo caso non riusciamo a ricostruire il segnale.

tu

I precedenti Esempi 13.7.1 e 13.7.2 suggerisceono una caratterizzazione
degli insiemi di campionamento in termini della densità minima dei punti di
campionamento. Premettiamo due definizioni.

Definizione 13.7.3. Una successione {xj} di numeri reali si chiama un in-
sieme di unicità per la classe a banda limitata Bc se la sola funzione f ∈ Bc

tale che f(xj) = 0 per ogni j è la funzione nulla. In altre parole, se si co-
noscono i valori di f su un insieme di unicità, esiste una unica ricostruzione
dell’intera f a partire dai suoi campioni: per ricostruire f naturalmente oc-
corre trovare un appropriato algoritmo di ricostruzione (come abbiamo fatto
nel precedente Esempio 13.7.1).
Però non è detto che esista un tale algoritmo con la proprietà di essere stabile
sotto piccole perturbazioni dei dati campionati (ad esempio arrotondamenti
numerici). Una successione {xj} ⊂ R si dice un insieme di campionamento
stabile in uno spazio normato di funzioni, ad esempio Lp, se f è ricostruibile
dai suoi valori {f(xj)} in maniera da cambiare di poco se i campioni sono
perturbati di poco, nel senso che per ogni p ⩾ 1 esiste C > 0 tale che ogni
f ∈ Bc ∩ Lp verifica

‖f‖p ⩽ C‖{f(xj)}‖ℓp :=

(
∞∑

j=−∞

|f(xj)|p
) 1

p

.

Evidentemente gli insiemi stabili sono i soli insiemi di campionamento di
interesse nelle applicazioni.

Definizione 13.7.4. Dato un insieme numerabile X ⊂ R, si chiama densità
di Beurling di X il numero

D(X) := lim
r→∞

inf
y∈R

|X ∩ [y, y + r]|
r

.

Nota 13.7.5. Osserviamo che infy∈R |X ∩ [y, y + r]| è il minimo (o meglio, la
migliore approssimazione per difetto) del numero di punti di X in intervalli
di lunghezza r, pertanto infy∈R

|X∩[y,y+r]|
r

è il minimo della densità dei punti
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di X in tali intervalli, e quindi D(X) rappresenta il minimo della densità di
X in intervalli via via più lunghi, ossia la densità asintotica minima di X.

tu

Vale la seguente caratterizzazione degli insiemi di campionamento stabili
[?], che non dimostriamo:

Teorema 13.7.6. (Beurling, Landau.) Se un insieme numerabile X ⊂ R
ha densità di Beurling D(X) > 1 (Definizione 13.7.4), allora è un insieme
di campionamento stabile per B 1

2
∩ Lp per tutti i p ⩾ 1 (Definizione 13.7.3).

Viceversa, ogni insieme di campionamento stabile per per B 1
2
∩ Lp verifica

D(X) ⩾ 1.
(Se si vuole considerare Bc invece di B 1

2
, il risultato continua a valere pur di

riscalare appropriatamente il valore della densità nel senso del Teorema del
Campionamento).
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Capitolo 14

La trasformata di Fourier
discreta (DFT)

14.1 La relazione fra la periodicità del segna-
le e discretezza della sua trasformata di
Fourier

Nel teorema di campionamento abbiamo discretizzato un segnale (a banda li-
mitata) prendendone campioni equispaziati, ed abbiamo dimostrato che lo si
può ricostruire utilizzando opportunamente la trasformata di Fourier. A que-
sto scopo abbiamo applicato la trasformata di Fourier a segnali discreti, cioè
a distribuzioni impulsive equispaziate. Però nell’elaborare il corrispondente
procedimento numerico (Sezione 13.4) ci siamo accorti che le operazione arit-
metiche da effettuare non hanno mai a che fare con il calcolo di trasformate
di Fourier: non si abbandona mai, in realtà, il dominio di partenza. Non si
passa al dominio della frequenza, e ci si limita a calcolare operazioni arit-
metiche discrete: convoluzioni fra le successioni dei campioni ed opportuni
pesi di interpolazione (valori della funzione sinc). Sarebbe auspicabile trova-
re una formulazione della trasformata di Fourier che si applichi direttamente
ad una successione, invece che ad una funzione di una variabile reale, ed il
cui risultato consista ancora di una successione, alla quale applicare le pro-
cedure di filtraggio e di ricostruzione sotto forma di operazioni lineari (cioè
di operazioni matriciali, facili da codificare su un computer).
Questo è possibile, ma impone una restrizione.

1003
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Dai Corollari 13.1.5 e 12.2.2 sappiamo che la trasformata di Fourier di una
successione discreta equispaziata di impulsi (agli istanti 0, ±τ, ±2τ, . . . ) è
una funzione periodica, e viceversa. Perciò, se vogliamo successioni (cioè fun-
zioni discretizzate a passo costante) la cui trasformata di Fourier sia ancora
discreta, allora per la stessa ragione bisogna che le successioni considerate
(automaticamente discrete) siano anche periodiche.

Quindi definiremo una trasformata di Fourier discreta (DFT, per Discrete
Fourier Transform) sulle successioni periodiche. Se consideriamo le succes-
sioni di passo N , questa costruzione si chiama DFT di passo N . Proprio
perché questa discretizzazione della trasformata di Fourier è un caso par-
ticolare della trasformata di Fourier nel senso delle distribuzioni, in realtà
non occorrerebbe introdurre una nuova definizione, perché potremmo dedur-
re tutte le proprietà a cui siamo interessati da ciò che già sappiamo sulla
trasformata di Fourier di distribuzioni impulsive: ma facendolo abbiamo uno
sviluppo espositivo assai semplice e conveniente, che esponiamo in questo
Capitolo.

14.2 La DFT ottenuta tramite un procedi-
mento di discretizzazione dei coefficienti
di Fourier

Procediamo in maniera simile alla spiegazione euristica dell’integrale di Fou-
rier e della formula di inversione, fornita in Sezione 8.1 sulla base di un
procedimento di discretizzazione a partire dalle serie di Fourier.

Invece che una successione periodica, dapprima consideriamo una funzio-
ne periodica f , di periodo T > 0, e sviluppabile in serie di Fourier: diciamo,
ad esempio, f ∈ C1, così la serie di Fourier converge uniformemente a f per
il Teorema di Dirichlet (in particolare il suo Corollario 5.12.4). Allora

f(t) =
∞∑

n=−∞

cne
2πint/T (14.1)

dove

cn =
1

T

∫ T

0

f(t)e−2πint/Tdt ,
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come nella Nota 5.2.1, in particolare nelle identità (5.6) e (5.7). Ora, per di-
scretizzare la trasformata di Fourier, cominciamo col discretizzare l’integrale
che definisce il coefficiente di Fourier cn.

Ripartiamo l’intervallo [0, T ] in N parti della stessa lunghezza τ = T
N
, ed

approssimiamo in ciascuna di queste parti i valori di f con il valore iniziale
f(nτ), per n = 0, . . . , N − 1.

Allora cn si approssima con

τn =
1

T

(
N−1∑
k=0

f(kτ)e−2πinkτ/T

)
T

N
=

1

N

N−1∑
k=0

f(kτ)e−2πink/N

poiché τ = T
N
. Si osservi che la successione {τn} è periodica di periodo N ,

perché, per ogni k,

e−2πi(n+N)k/N = e−2πink/Ne−2πik

e e−2πik = 1.

Notazione 14.2.1. I numeri complessi di modulo 1

e−2πik/N

per k = 0, 1, . . . , N − 1, si chiamano le radici n-sime dell’unità

La successione {τn}n=0,...,N−1 introdotta sopra viene chiamata la trasformata
discreta di Fourier (DFT) della successione {f(kτ)}k=0,...,N−1.
A questo punto, la serie di Fourier (??) si approssima con

f(kτ) =
N−1∑
n=0

τne
2πinkτ/T =

N−1∑
n=0

τne
2πink/N .

Scriviamo xk = f(kτ), k = 0, . . . , N − 1, e {yk}k=0,...,N−1 = DFT {xk}N−1
k=0 .

Riassumendo:

Definizione 14.2.2. (Trasformata di Fourier discreta e sua inversa.)
Per ogni {xk}N−1

k=0 poniamo

yn =
1

N

N−1∑
k=0

xke
−2πink/N (DFT)
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e per ogni {yn}N−1
n=0 poniamo

xk =
N−1∑
n=0

yne
2πink/N . (IDFT)

Vedremo nel prossimo Teorema 14.2.4 che effettivamente la IDFT è la tra-
sformazione inversa della DFT.

Nota 14.2.3. In molti libri la DFT viene normalizzata diversamente, nel modo
seguente:

yn =
N−1∑
k=0

xke
−2πink/N (DFT)

ed in tal modo diventa N volte più grande che qui. Evidentemente, quindi,
la trasformazione inversa, per compensare, deve essere N volte più piccola:

xk =
1

N

N−1∑
n=0

yne
2πink/N . (IDFT’)

Nel Capitolo 15, per motivi di convenienza, adotteremo anche noi questa
rinormalizzazione, e quindi cambieremo la Definizione 14.2.2. tu

Teorema 14.2.4. (Inversione della DFT.)
La seconda formula è una identità: in altre parole, l’operatore

IDFT {yn} =

{
N−1∑
n=0

yne
2πink/N

}
che manda la successione {yn} nella successione {xn}n=0,...,N−1 è l’operatore
inverso della DFT (e si chiama trasformata di Fourier discreta inversa. In
particolare la DFT è una applicazione iniettiva e surgettiva dello spazio CN
(delle successioni di N numeri complessi) in sé.

Dimostrazione. Scriviamo

uk =
N−1∑
n=0

yne
2πink/N

dove

yn =
1

N

N−1∑
k=0

xke
−2πink/N
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Vogliamo mostrare che uk = xk, per ogni k = 0, . . . , N − 1.
Sostituendo e scambiando l’ordine delle somme si ha:

uk =
1

N

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

xme
2πink/Ne−2πinm/N

=
1

N

N−1∑
m=0

xm

N−1∑
n=0

e2πin(k−m)/N

Ora abbiamo bisogno di una proprietà di somma delle radici dell’unità, simile
al Lemma 12.5.1 (di fatto la proprietà che ci interessa è un caso particolare
di quel Lemma, ma per semplicità la ridimostriamo direttamente).

Lemma 14.2.5. Siano 0 ⩽ k, m ⩽ N interi. Allora

1

N

N−1∑
n=0

e2πin(k−m)/N = δkm

dove δkm =

{
0 se k 6= m
1 se k = m

Se k, m sono interi arbitrari (non necessariamente fra 0 e N), lo stesso
enunciato vale se si pone

δkm =

{
0 se k 6= m modN
1 se k = m modN

Dimostrazione. Poniamo d’ora in poi w = wN := e−
2πi
N : questo w è il

coniugato della prima radice N -esima di 1 nel piano complesso. Allora, per
la formula di somma geometrica (Sezione 1.1),

N−1∑
n=0

e2πi
n
N
(k−m) =

N−1∑
n=0

(
w̄k−m

)n
=

1−
(
w̄k−m

)N
1− w̄k−m

=
1−

(
w̄N
)k−m

1− w̄k−m

se wk−m 6= 1.
Invece, se w̄k−m = 1,

N−1∑
n=0

(
w̄k−m

)n
=

N−1∑
n=0

(1)n =
N−1∑
n=0

1 = N .
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Se k = m, allora w̄k−m = 1 e la somma vale N . Invece, se k 6= m, allora
w̄k−m è un’altra radice N -esima di 1, ma non vale 1. Però w̄N = e2πi = 1.
Perciò si ha

N−1∑
n=0

(
w̄k−m

)n
=

1−
(
w̄N
)k−m

1− w̄k−m
=

1− 1

1− w̄k−m
= 0 .

tu

Nota 14.2.6. Il precedente Lemma ha anche una naturale dimostrazione geo-
metrica. La somma

∑(
wk−m

)n è la somma di radici dell’identità. Se k = m
stiamo sommando N volte il numero 1 ed otteniamo N . Se k 6= m, allora
wk−m è una radice di 1, ma non è uguale a 1. La sua potenza N -esima
vale 1, e le sue potenze successive sono disposte in modo simmetrico sulla
circonferenza di raggio 1 nel piano complesso, come nella Figura 12.2, che
riproduciamo qui:

Figura 14.1: Radici dell’unità

Se k−m è un divisore di N allora i numeri wk−m, w2(k−m), . . . , w(N−1)(k−m)

si ripetono (dopo N
k−m passi) e quindi non sono tutte le radiciN -esime di 1, ma

sono pur sempre disposti in maniera simmetrica, cioè ad angoli equispaziati.
Allora la somma deve essere zero per simmetria. tu

Fine della dimostrazione del Teorema 14.2.4.
Ormai basta osservare che dal Lemma 14.2.5 si ha

uk =
N−1∑
m=0

xmδkm = xk .

tu
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Nota 14.2.7. In base al Teorema 14.2.4 la DFT è un operatore lineare su
successioni di N valori, cioè su CN . La sua matrice nella base canonica è
data da

D = 1
N


1 1 1 . . . 1
1 w w2 . . . wN−1

1 w2 w4 . . . . . .
1 w3 w6 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .


perché la condizione {yn} = DFTN {xn} equivale a

yn =
1

N

N−1∑
k=0

wnkxk .

Abbiamo dimostrato la formula di inversione

xk =
N−1∑
n=0

w−nkyn

La matrice della IDFT è quindi U =


1 1 1 . . . 1
1 w−1 w−2 . . . w−N+1

1 w−2 w−4 . . . . . .
1 w−3 w−6 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 Per-

tanto questa deve essere l’inversa della precedente. Il Lemma 14.2.5 dimostra
precisamente questo fatto, DU = I, con un calcolo diretto. In effetti la for-
mula nel suo enunciato è esattamente l’espressione dell’elemento di ordine
(k,m) di DU calcolato svolgendo il prodotto righe per colonne. tu

Concludiamo questa Sezione con un ovvio corollario della definizione di
DFT:

Corollario 14.2.8. Se x̂ è la DFT di x = {xk : k = 0, . . . , N − 1}, allora

(i)

‖x̂‖∞ = sup
k

|x̂k| ⩽
1

N

N−1∑
k=0

|xk| =
1

N
‖x‖ℓ1[0,N−1] ;
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(ii)
∑N−1

k=0 |x̂k| ⩽
∑N−1

k=0 |xk|, ossia

‖x̂‖ℓ1[0,N−1] =
N−1∑
k=0

|x̂k| ⩽
N−1∑
k=0

|xk| = ‖x‖ℓ1[0,N−1] .

14.3 ∗Un inciso: la trasformata di Fourier sul
gruppo ciclico ZN con N elementi

Questa Sezione serve a dare una veste più algebrico-geometrica alla trasfor-
mata di Fourier di successioni periodiche di periodo N , e non è necessaria per
il seguito. Le successioni periodiche di periodo N si possono pensare come
funzioni periodiche definite sugli interi. Gli interi, Z, formano un gruppo
rispetto all’operazione di somma: la somma è associativa, esiste un elemento
neutro che sommato a qualunque m intero restituisce m (questo elemento è
l’intero 0), ed infine, per ogni m ∈ Z esiste un elemento inverso (che in que-
sto caso si chiama opposto), il quale sommato con m, restituisce 0 (è l’intero
−m). Inoltre la somma è commutativa (Z si chiama un gruppo commutativo).

Però le successioni periodiche di periodo N si possono anche pensare come
funzioni su un insieme di N elementi. C’è un particolare insieme di questo
tipo che dà una bella interpretazione geometrica della periodicità. Si tratta
del gruppo ciclico ZN di N elementi, o se si preferisce del gruppo delle radici
di ordine N dell’unità nel piano complesso.

Se w = e2πi/N , questo gruppo è il sottoinsieme di C dato da{
1, w, w2, . . . , wN−1

}
.

Si osservi che questi sono N elementi consecutivi della successione {wn}n∈Z
(la periodicità è dovuta al fatto che wN = w2πi = 1).
In altre parole, c’è una applicazione naturale da Z a ZN : la mappa

ρ : Z → ZN
n 7→ wn.

ZN è un insieme del cerchio T dei numeri complessi di modulo 1, che sono i
numeri del tipo {e2πiω : ω ∈ R}. T è un gruppo per l’operazione di molti-
plicazione. Si osservi che e2πiωe2πiθ = e2πi(ω+θ). Perciò la mappa ρ manda la
somma su Z nel prodotto su ZN . In altre parole, ρ : Z 7→ ZN è moltiplicativa
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in rapporto alle rispettive operazioni di gruppo: si dice che ρ è un omomor-
fismo di Z su ZN (esso è così basilare che si chiama l’omomorfismo canonico
di Z su ZN).

Il concetto di omomorfismo di un gruppo qualsiasi su T ci richiama alla
memoria il fatto che abbiamo già visto all’opera una famiglia estremamente
interessante di tali omomorfismi. Infatti si ha:

Proposizione 14.3.1. Gli omomorfismi continui di R si T sono tutti e soli
gli esponenziali

χω : x 7→ e2πiωx (ω ∈ R) .

Qui non dimostriamo che tutti gli omomorfismi siano di questo tipo, ma
osserviamo che questi sono omomorfismi (continui) perché, come già visto,
per ogni x, y ∈ R,

χω(x+ y) = e2πiω(x+y) = e2πiωxe2πiωy = χω(x)χω(y),

quindi χω è moltiplicativo. Che χω sia continuo è ovvio, perché lo è la
funzione esponenziale.

La famiglia {χω : ω ∈ R} è una famiglia di omomorfismi di grande im-
portanza in Analisi Armonica: essa forma un sistema ortonormale completo
in L2

∗, e i prodotti scalari

(f, χω) =

∫ ∞

−∞
f(t)χω(t) dt =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2πiωt dt = f̂(ω)

sono i valori della trasformata di Fourier di f ∈ L1(R).
Per via di questo ruolo cruciale, gli omomorfismi continui di un gruppo

commutativo su T hanno un nome speciale: si chiamano i caratteri del grup-
po. I caratteri sono i blocchi costituenti dell’analisi di Fourier per funzioni su
R. Esattamente allo stesso modo si può costruire una trasformata di Fourier
su un arbitrario gruppo commutativo G su cui sia definita una struttura di
integrale, come ora indichiamo. Sia f : G → G è una funzione su G, con
integrale finito, e siano {χs} i caratteri di G (qui s varia in un opportuno
insieme di indici, che indicheremo con Ĝ in analogia all caso di R, dove i
caratteri χω erano parametrizzati da ω ∈ R̂ = R). Allora la trasformata di
Fourier di funzioni su G si definisce così:

f̂(s) =

∫
G

f(g)χs(g) dg.
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Ci limitiamo a esaminare in concreto il caso del gruppo ZN . Quali sono i
caratteri di ZN? Osserviamo che, se τ : ZN 7→ T è un carattere, cioè una
funzione moltiplicativa (automaticamente continua, perché ZN è un insieme
finito, quindi discreto), allora, componendo τ con l’omomorfismo canonico
ρ : Z 7→ ZN , si ottiene un carattere ψ = τ ◦ ρ di Z. Infatti è ovvio che la
composizione di due applicazioni moltiplicative è moltiplicativa:

ψ(n+m) = τ ◦ ρ(n+m) = τ(ρ(n)ρ(m))

= τ(ρ(n))τ(ρ(m))

= ψ(n)ψ(m).

Ma Z ⊂ R. Quindi una vasta classe di caratteri di Z si ottiene per restrizione
da R: sono esattamente le funzioni χω dove χω(n) = e2πiωn. Poiché ρ(n) =
e2πin, ora abbiamo χω(n) = ρ(n)ω. Ma allora, quali di questi caratteri di Z
provengono da caratteri di ZN tramite la corrispondenza vista prima, χω =
τ ◦ ρ? Richiedere che un carattere sia di questo tipo significa richiedere che
τ ◦ ρ = χω = ρω, e quindi che τ(w) = wω per ogni w ∈ ZN . Indichiamo
quest’ultima funzione con τω. Però non per tutti gli ω ∈ R la funzione τω è
un carattere di ZN , perché non sempre rispetta la proprietà di periodicità.
Se w = e2πi/N ∈ ZN , allora wN = 1 e si deve avere τω(wn) = τω(1) = 1.
Ma τω(wn) = wnω.In generale wnω = e2πinω 6= 1: il valore 1 si ottiene solo
se ω ∈ Z. Quindi le funzioni τω su Z danno luogo a caratteri di ZN se e
solo se m ∈ Z. Osserviamo però che questi caratteri τm si ripetono in modo
periodico al variare di m: infatti, se w ∈ ZN , allora w = e2πik/N per qualche
k intero, e τm(w) = e2πimk/N . Perciò

τm+N(w) = e2πi(m+N)k/N = e2πimk/Ne2πik

= e2πimk/N

= τm(w).

Quindi sull’insieme dei caratteri c’è la stessa struttura di periodicità di pe-
riodo N . Più precisamente:

Proposizione 14.3.2. L’insieme dei caratteri Ĝ di un gruppo commutativo
G è anch’esso un gruppo commutativo.
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Dimostrazione. Ĝ ha una operazione di prodotto, perché dati due caratteri
χ1 e χ2 essi si possono moltiplicare fra loro, e si ottiene un altro carattere
(χ1χ2)(x) ≡ χ1(x)χ2(x) che verifica:

χ1χ2(x+ y) = χ1(x+ y)χ2(x+ y) = χ1(x)χ1(y)χ2(x)χ2(y)

= χ1χ2(x)χ1χ2(y).

Inoltre esiste un elemento neutro (il carattere dato dalla funzione costante
1) ed ogni carattere χ ha un inverso (il carattere x 7→ χ(x)−1). Infine, è
chiaro che l’operazione di prodotto in Ĝ è commutativa, perché χ(x) e χ2(x)
appartengono a T, sono numeri complessi, e quindi il loro prodotto commuta:
χ1(x)χ2(x) = χ2(x)χ1(x), cioè χ1χ2 = χ2χ1. tu

Ora sappiamo che il gruppo dei caratteri di ZN contiene gli N caratteri
{τn}n=0,1,...,N−1 (o se si preferisce {τn n ∈ Z}, ma a causa della periodicità
questi caratteri sono gli stessi N di prima). Perciò, grazie alla periodicità,
abbiamo ottenuto il risultato seguente:

Proposizione 14.3.3. Il gruppo dei caratteri di ZN è ZN (cioè tutti i
caratteri sono del tipo τn per qualche n = 0, 1, . . . , N − 1).

Come si scrive la trasformata di Fourier rispetto ai caratteri di ZN (cioè
la trasformata di Fourier in ZN)?
Consideriamo una funzione su ZN . Questa funzione non è altro che una
successione periodica di periodo N o, se si preferisce, una successione finita
{x0, . . . , xN−1} di numeri complessi. Indichiamo con X questa successione
finita. Allora, per definizione, calcolare la trasformata di Fourier significa
eseguire il prodotto scalare con i caratteri. Il prodotto scalare sul cerchio T
si scriverebbe in modo ovvio in termini della naturale struttura di integrale,
quella rispetto a dθ. D’altra parte il suo sottoinsieme ZN delle radici N -
esime dell’unità è un sottoinsieme finito: qui invece dell’integrale avremo
una somma. Di solito su T si considera l’integrale normalizzato: se f è una
funzione su T, si pone ∫

T
f =

1

2π

∫ π

−π
f(θ) dθ.

Analogamente, se X è una funzione su ZN , scriviamo∫
ZN

f =
1

N

N−1∑
k=0

xk.
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Allora la trasformata di Fourier X̂, data dal prodotto scalare con i caratteri,
è:

X̂(n) = (X, τn) =
1

N

N−1∑
k=0

xkτn(wk)

=
1

N

N−1∑
k=0

xke
−2πink/N .

Ebbene, questa è esattamente la DFT della successione X = {x0, . . . , xN−1}
(Definizione 14.2.2). Abbiamo provato:

Proposizione 14.3.4. La trasformata di Fourier sul gruppo ciclico ZN con
N elementi è la DFT di ordine N .

14.4 Convoluzione ciclica normalizzata e DFT
Vogliamo introdurre una convoluzione per successioni periodiche di periodo
N , ma diversamente da quanto abbiamo fatto per funzioni periodiche nella
Definizione 6.1.2. In quel caso ponemmo

f ∗ g(x) =
∫ π

−π
f(x− t)g(t) dt

Senza normalizzare l’integrale (in vari libri questo integrale viene normaliz-
zato dividendo per 2π). Ora, invece:

Definizione 14.4.1. (Convoluzione di successioni periodiche.) Se
{xn}∞n=−∞ e {yn}∞n=−∞ sono successioni periodiche di periodo N , poniamo

(x ∗ y)n =
1

N

N−1∑
k=0

xn−kyk.

Nota 14.4.2. (Convoluzione ciclica normalizzata.) Abbiamo già notato
che, poiché le successione di periodo N hanno solo N valori diversi, di solito
non le si considera alla stregua di successioni infinite periodiche, bensì di
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successioni finite di N valori {x0, . . . , xN−1}. In tal caso, la definizione di
convoluzione diventa la seguente: per n = 0, . . . , N − 1,

(x ∗ y)n =
1

N

N−1∑
k=0

xn−k (modN)yk

dove (n − kmodN vale n − k se 0 ⩽ n − k < N e vale n − k + N se
−N ⩽ n − k < 0. Quindi x ∗ y(n) = x̃ ∗ ỹ(n) dove x̃ e ỹ sono le successioni
infinite ottenute periodicizzando x e y a passo n (cioè definendo x̃n+jN = xn
per 0 ⩽ n < N − 1 e j ∈ Z). tu

Nota 14.4.3. (Convoluzione sul gruppo ciclico ZN) In Sezione 14.2 ab-
biamo considerato un altro modo di visualizzare le successioni periodiche di
periodo N , come funzioni (cioè successioni) sul gruppo ciclico ZN = {1 =
w0, w, w2, . . . , wN−1} dove w = e2πi/N . Scrivendo θ = 2πi

N
possiamo identifi-

care ZN con la successione di angoli {0, θ, 2θ, . . . , (N − 1)θ}, dove, natural-
mente, Nθ = 2π = 0mod 2π. Allora le successioni x su ZN sono funzioni del
parametro discreto nθ, ed identificando gli angoli modulo 2π otteniamo

x ∗ y(nθ) = 1

N

N−1∑
k=0

x(nθ − kθ)y(kθ).

Quindi la convoluzione delle successioni x e y è la convoluzione rispetto alla
operazione di somma di ZN . tu

Avendo introdotto la nozione di convoluzione, ora studiamo la DFT della
convoluzione di due successioni, cioè l’analogo delle proprietà di moltiplicati-
vità dimostrata per i coefficienti di Fourier di funzioni in L1(R) nel Teorema
8.5.1.
Nota 14.4.4. Si riveda la dimostrazione del Teorema 8.5.1 e si noti che la
proprietà dimostrata in quel teorema, cioè

f̂ ∗ g = f̂ ĝ

è conseguenza solo del fatto che la misura di Lebesgue su R è invariante per
traslazione e che gli esponenziali sono moltiplicativi da R a C: cioè del fatto
che per ogni ω ∈ R, per ogni t, s ∈ R si ha

e2πi(t+s)ω = e2πitωe2πisω.
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Se si scrive χω(t) = e2πiωt quest’ultima identità equivale alla moltiplicatività

χω(t+ s) = χω(t)χω(s)

cioè al fatto che χω è un carattere di R (si veda la definizione di carattere
data in Sezione 14.3 e la Proposizione 14.3.1). Ma in Sezione 14.3 abbiamo
osservato che, dato un gruppo commutativo G con una struttura di integrale
(cioè una misura, nella terminologia di [22]) invariante per traslazione, allora
si può definire sulle funzioni in L1(G) una trasformata di Fourier usando, al
posto degli esponenziali complessi, i caratteri di G. (Per inciso, è interessante
sapere che, se sul gruppo si ha una definizione di convergenza rispetto alla
quale le operazioni di prodotto e di inverso sono continue, esiste sempre una
misura invariante: per la dimostrazione, non elementare, si veda, ad esempio
[24] e la sua bibliografia). tu

Poiché i caratteri sono moltiplicativi, per la loro definizione, allora ci
aspettiamo che la moltiplicatività della trasformata di Fourier rispetto alla
convoluzione, f̂ ∗ g = f̂ ĝ, valga, in generale, per l’analisi armonica sui gruppi
commutativi. Questo fatto è vero, ma molto più in generale di quanto non sia
opportuno presentare qui. Noi ci limitiamo al caso particolare G = ZN , dove
conosciamo esplicitamente la trasformata di Fourier: è la DFT (Proposizione
14.3.4). Per semplicità d’ora in avanti, quando non c’è ambiguità, indichiamo
la DFT con la stessa notazione che si usa per la trasformata di Fourier su R:

Notazione 14.4.5. Se x = {x0, . . . , xN−1} ∈ ZN , scriviamo x̂ = DFT(x) .

Teorema 14.4.6. Se x e y sono vettori in CN (successioni di N elementi,
o , se si preferisce, successioni periodiche di periodo N , o equivalentemente
funzioni su ZN), allora

x̂ ∗ y = x̂ŷ .

Dimostrazione. Bisogna provare che, se

zn =
1

N

N−1∑
j=0

xn−jyj = (x ∗ y)n
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allora

(DFT(z))n =
1

N

N−1∑
k=0

zkw
kn

=

(
1

N

N−1∑
k=0

xkw
kn

)(
1

N

N−1∑
k=0

ykw
kn

)

dove w = e−2πi/N .
Come anticipato, questo segue dalla moltiplicatività degli esponenziali:

wk = wk−mwm per ogni k, m. Infatti:

1

N

N−1∑
k=0

zkw
kn =

1

N

N−1∑
k=0

(
1

N

N−1∑
m=0

xk−mym

)
wkn

=
1

N

N−1∑
k=0

1

N

N−1∑
m=0

xk−mw
(k−m)nymw

mn

=

(
1

N

N−1∑
m=0

ymw
mn

)(
1

N

N−1∑
j=0

xjw
jn

)

dove abbiamo posto j = k−m e scambiato l’ordine delle somme. Nell’ultima
somma, dove gli indici variavano da k a k−N−1, abbiamo usato la periodicità
per riportarci a j = 0, . . . , N − 1, in piena analogia al Lemma 5.1.1. tu

Esercizio 14.4.7. Se non si normalizzasse la convoluzione, ossia se si ponesse
(x∗̃y)n =

∑N−1
j=0 xn−jyj = (x ∗ y)n , allora per ottenere la stessa proprietà

di moltiplicatività, x̂∗̃y = x̂ŷ, occorrerebbe non normalizzare la DFT, ossia
definire x̂n =

∑N−1
k=0 w

nkxk. tu

Definizione 14.4.8. (Parità.) Se x è una successione periodica di periodo
N , poniamo x† = x−n = xN−n. In particolare, se si considera x come una
successione finita di N elementi, abbiamo

x†n = xN−n (n = 0, . . . , N − 1).

Lemma 14.4.9. Per tutte le successioni finite x e y si ha

(x ∗ y)† = x† ∗ y†.
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Dimostrazione. Per ogni n = 0, . . . , N − 1,

(x† ∗ y†)n =
1

N

N−1∑
j=0

x†n−jy
†
j

=
1

N

N−1∑
j=0

xj−ny−j

=
1

N

N−1∑
j=0

xN−j−nyN+j (sostituendo j → N − j)

=
1

N

N−1∑
j=0

x−j−nyj (per la periodicità)

= (x ∗ y)−n = (x ∗ y)†n .

tu
Il prossimo risultato estende alla DFT la proprietà di parità della trasfor-

mata di Fourier (Teorema 8.2.4 (ii)).

Lemma 14.4.10. Per ogni successione finita x ∈ CN (ovvero periodica di
periodo N),

x̂† = x̂†.

Dimostrazione. Poiché wN = 1, per ogni n = 0, . . . , N − 1 si ha

x̂†n = x̂N−n =
1

N

N−1∑
j=0

xjw
(N−n)j

=
1

N

N−1∑
j=0

xjw
−nj

=
1

N

N−1∑
j=0

xN−jw
−n(N−j) = (x̂†)n .

tu
Estendiamo ora alla DFT la proprietà di coniugazione della trasformata

di Fourier (Teorema 8.2.4 (ix)).
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Lemma 14.4.11. Per ogni successione finita x ∈ CN (ovvero periodica di
periodo N),

x̂ = (x̂)†.

Dimostrazione. Per n = 0, . . . , N − 1 si ha

(x̂)n =
1

N

N−1∑
k=0

xkw
kn =

1

N

N−1∑
k=0

xkw−nk

= (x̂)−n = (x̂)†n .

tu
Il prossimo risultato è l’analogo per la DFT della proprietà della trasfor-

mata di Fourier iterata (Teorema 8.2.4 (iii)).

Teorema 14.4.12. Per ogni successione finita x ∈ CN ,

̂̂x =
1

N
x†.

In altre parole, x̂ = 1
N
(x†)∨ = 1

N
(x∨)†, e quindi

x∨ = Nx̂† = Nx̂†.

Dimostrazione. Consideriamo x come successione periodica di periodo N .
Per ogni n = 0, . . . , N − 1, dal Teorema 14.2.4 si ha x̂∨ = x, cioè

xn =
1

N

N−1∑
m=0

(
N−1∑
k=0

xkw
−km

)
wnm

=
1

N

N−1∑
m=0

N−1∑
k=0

xkw
−kmwnm.

Quindi

1

N
x−n =

1

N

N−1∑
m=0

1

N

N−1∑
k=0

xkw
−kmw−nm = (̂̂x)n.

tu
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Corollario 14.4.13. Se x, y sono successioni finite di N elementi (ovvero
periodiche di periodo N) si ha

(i) (xy)∨ = x̌ ∗ y̌

(ii) x̂y = Nx̂ ∗ ŷ

Dimostrazione. Dal Teorema 14.4.6 sappiamo che, per tutte le successioni
finite di N elementi ξ, η ∈ CN si ha ξ̂ ∗ η = ξ̂η̂. D’altra parte, dal Teorema
14.2.4 si ha che la DFT è surgettiva sullo spazio delle successioni finite, quindi
esistono successioni finite ξ, η tali che x = ξ̂ e y = η̂. Perciò

(xy)∨ =
(
ξ̂η̂
)∨

=
(
ξ̂ ∗ η

)∨
= ξ ∗ η = x̌ ∗ y̌.

Questo prova (i). Da (i) segue xy = ̂̌x ∗ y̌, e quindi

x̂y =
̂̌̂
x ∗ y̌

=
1

N
(x̌ ∗ y̌)† (Teorema 14.4.12)

=
1

N
(x̌)† ∗ (y̌)†(Lemma 14.4.9)

= Nx̂ ∗ ŷ (Teorema 14.4.12 applicato due volte).

Questo prova (ii). tu

Corollario 14.4.14. Per tutte le successioni finite x, y ∈ CN ,

(x ∗ y)∨ =
1

N
x̌y̌

Dimostrazione. Dall’ultima identità del Teorema 14.4.12 sappiamo che

x̂† =
1

N
x̌

(abbiamo già usato questo fatto nella dimostrazione del Corollario 14.4.13 (ii)).
Da questo fatto e dalla proprietà di convoluzione (Teorema 14.4.6) si ha

(x ∗ y)∨ = N(x̂ ∗ y)† = N(x̂ŷ)† = Nx̂†ŷ† =
1

N
x̌y̌ .

tu
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14.5 Convoluzione ciclica non normalizzata e
moltiplicatività della sua DFT

La Definizione 14.4.1 di convoluzione ciclica, con la normalizzazione per il
fattore 1

N
, consente di dimostrare la moltiplicatività nella forma elegante del

Teorema 14.4.6, ma ha uno svantaggio concettuale. Le successioni finite con
N valori si immergono nello spazio `1 di tutte le successioni di somma finita
in maniera naturale: alla successione x = {x0, . . . , xN−1} ∈ ZN si fa corri-
spondere x̃ ∈ `1 = `1(N) data da x̃ = {x0, . . . , xN−1, 0, 0, . . . , }. Vorremmo
che la definizione di convoluzione ciclica per le successioni finite di N termini
fosse un caso particolare della definizione per `1, dove si ha:

(x ∗ y)n =
∞∑

k=−∞

xn−k yk.

In questa espressione per la convoluzione su `1 non ci sono fattori di norma-
lizzazione 1

N
(non possono esserci: qui N = ∞). Per ottenere la desidera-

ta conformità con il caso di successioni infinite occorre quindi cambiare la
definizione di convoluzione su ZN :

Definizione 14.5.1. (Convoluzione ciclica non normalizzata.) Se
x, y ∈ CN (successioni finite di N elementi, ovvero periodiche di periodo
N), la loro convoluzione ciclica non normalizzata è:

(x∗̃y)n =
N−1∑
k=0

xn−k yk.

Teorema 14.5.2. Come accennato nella Notazione a pagina 1016, scriviamo
d’ora in poi x̂ = DFT(x), ŷ = DFT(y) ∈ CN . Allora si ha

x̂∗̃y = N x̂ŷ.

Dimostrazione. Segue dalle Definizioni 14.4.1 e 14.5.1 che

x∗̃y = N x ∗ y.

Perciò dal Teorema 14.4.6 otteniamo

x̂∗̃y = Nx̂ ∗ y = N x̂ŷ .

tu
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Nota 14.5.3. Ricordiamo che, al fine di ottenere la moltiplicatività (senza il
fattore N) della DFT di una convoluzione non normalizzata, occorre usare
una DFT non normalizzata (Esercizio 14.4.7).
L’esistenza di due diverse normalizzazioni per la convoluzione ciclica, con due
conseguenti teoremi per la trasformata di Fourier, non è una particolarità del
caso finito: si ha anche nel caso continuo. In effetti, per f, g ∈ L1(R) abbiamo
definito la convoluzione senza normalizzazione

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y) dy

(Definizione 6.1.11), ma d’altra parte, per f, g ∈ L1
∗ (funzioni periodiche di

periodo 2π), abbiamo normalizzato:

f ∗ g(x) = 1

2π

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y) dy

(Definizione 6.1.2). Se invece per f, g ∈ L1
∗ avessimo definito la convoluzione

non normalizzata,

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y) dy,

avremmo avuto la stessa normalizzazione per L1
∗ e per L1, però invece che

f̂ ∗ g(n) = f̂(n)ĝ(n)

sarebbe risultato
f̂ ∗ g(n) = 2πf̂(n)ĝ(n)

(la verifica è lasciata come esercizio).
In questo libro abbiamo cercato di mascherare il piú possibile questa

ambiguità scegliendo il periodo uguale a 1, ossia definendo i coefficienti di
Fourier f̂(n) come

∫ 1

0
f(t) e−2πint dt (solo nei Capitoli 5 e 6 abbiamo rinuncia-

to al fattore 2π all’esponente per alleggerire la notazione e non dover sempre
scrivere cos(2πnt) o sin(2πnt), e quindi solo in quei capitoli abbiamo costan-
temente utilizzato funzioni periodiche di periodo 2π, ma dopo aver avvertito
il lettore che questa era una scelta locale). Questa scelta del periodo, e quin-
di dei coefficienti di Fourier, ci ha poi portato a definire la trasformata di
Fourier tramite un integrale con peso e−2πiωt invece che e−iωt: in tal modo,
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per la trasformata di Fourier inversa, il fattore di normalizzazione diventa 1.
Purtroppo non si può scegliere altrettanto oculatamente il periodo nel caso
della DFT, perché se N = 1 la DFT è, banalmente, l’operatore identità su
successioni di un solo elemento. tu

Corollario 14.5.4. Per tutte le successioni x, y ∈ CN (successioni finite di
N elementi, ovvero periodiche di periodo N), si ha

(i) x̌y̌ = (x∗̃y)∨

(ii) (xy)̂ = x̂∗̃ŷ

(iii) (x y)∨ = 1
N
x̌∗̃y̌

Dimostrazione. Dalle Definizioni 14.4.1 e 14.5.1 abbiamo che x∗̃y = Nx ∗ y.
Perciò:

(i) in base al Corollario 14.4.14, (x∗̃y)∨ = N(x ∗ y)∨ = x̌ y̌;

(ii) in base al Corollario 14.4.13 (ii), (x y)̂ = N x̂ ∗ ŷ = x̂ ∗̃ ŷ;

(iii) in base al Corollario 14.4.13 (i), (x y)∨ = x̌ ∗ y̌ = 1
N
x̌∗̃y̌.

tu

14.6 Proprietà di traslazione della DFT e iden-
tità di Parseval

Definizione 14.6.1. (Base canonica di CN : la delta discreta.) Per
k = 0, . . . , N − 1 poniamo

δk = {0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0}

con 1 al posto k-esimo. Osserviamo che δk corrisponde al k-esimo vettore
canonico della base di CN (abbiamo già osservato più volte che lo spazio
delle successioni di N elementi è isomorfo a CN).

Esercizio 14.6.2. δ̂k = 1
N

{
1, wk, w2k, . . . , w(N−1)k

}
.

Svolgimento. Per ogni n = 0, . . . , N − 1, (δ̂k)n = 1
N

∑N−1
j=0 δkjw

jn = 1
N
wkn.

tu
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Proposizione 14.6.3. (La traslazione come convoluzione con la del-
ta.) Sia λk l’operatore di traslazione ciclica sullo spazio CN delle successioni
di N elementi (ovvero di periodo N):

(λkx)n = xn−k

(qui n− k è inteso modulo N). Allora, nella notazione del Lemma 14.2.5,

λkx = Nδk ∗ x = δ∗̃x.

Dimostrazione. Per ogni n = 0, . . . , N − 1 si ha:

(δk ∗ x)n =
1

N

N−1∑
j=0

(δk)n−jxj

=
1

N

N−1∑
j=0

δk,n−jxj

=
1

N

N−1∑
j=0

δj,n−kxj

=
1

N
xn−k

=
1

N
(λkx)n

perché δk,n−j = 1 se e solo se k = n − j, cioè se e solo se j = n − k, e zero
altrimenti. tu

Da questi fatti segue l’analogo per la DFT della proprietà di traslazione
della trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4 (v)):

Corollario 14.6.4. (Proprietà di traslazione.) Per ogni k = 0, . . . , N−
1 e per ogni x ∈ CN (successione finita di N elementi, ovvero periodica di
periodo N),

λ̂kxn = wknx̂n .

Dimostrazione. È una conseguenza immediata del Corollario 14.6.3, e del
Teorema di convoluzione 14.4.6 e dell’Esercizio 14.6.2. tu
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Esercizio 14.6.5. Ridimostrare il Corollario 14.6.4 calcolando la DFT di en-
trambi i lati e mostrando che sono uguali.
tu

Per il prossimo risultato abbiamo bisogno del seguente fatto preliminare:

Esercizio 14.6.6. Per ogni successione diN elementi x ∈ CN , ovvero periodica
di periodo N , si ha:

(i) x̂0 =
1
N

∑N−1
n=0 xn

(ii) x0 =
∑N−1

n=0 x̂n.

Svolgimento.

(i) Segue direttamente dalla Definizione 14.2.2 di DFT.

(ii) Segue dalla Definizione 14.2.2 di IDFT.

tu

Proposizione 14.6.7. (Identità di Parseval per la DFT.) Per ogni
x ∈ CN (ovvero successione periodica di periodo N),

N−1∑
k=0

|x̂k|2 = N
N−1∑
k=0

|xk|2.



1026 CAPITOLO 14. DFT

Dimostrazione.
N−1∑
k=0

|xk|2 =
N−1∑
k=0

xkx
†
−k

= N(x ∗ x†)0 (Definizione 14.4.1)

= N
N−1∑
k=0

(x ∗ x†)k̂ (Esercizio 14.6.6)

= N

N−1∑
k=0

x̂kx̂
†
k (Teorema 14.4.6)

= N

N−1∑
k=0

x̂kx̂
†
k (Lemma 14.4.10)

= N
N−1∑
k=0

x̂kx̂
††
k (Lemma 14.4.11)

= N
N−1∑
k=0

x̂kx̂k

=
N−1∑
k=0

|x̂k|2 .

tu

14.7 Proprietà di parità della DFT
Definizione 14.7.1. Si dice che la successione finita x ∈ CN (ovvero perio-
dica di periodo N) è pari se x† = x, dispari se x† = −x.

Esempio 14.7.2. Considerando le successioni x ∈ CN come funzioni su ZN
(come in Sezione 14.3), si ottiene che x è pari se i suoi valori sono invarianti
per la riflessione dei punti di ZN (considerati come punti sul cerchio complesso
di raggio 1) rispetto all’asse orizzontale, e dispari se sotto questa riflessione
i valori cambiano di segno.
Da qui segue che, per x dispari, allora x0 = 0, e se N è pari anche xN

2
= 0.

tu
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Esercizio 14.7.3. N = 6

In questo caso, x pari ⇒ x1 = x5 = xN−1 = x−1 e x2 = x4 = x−2; x
dispari ⇒ x0 = −x−0 = −x0 = 0, x3 = −x−3 = −x3 = 0, x1 = −x5 = −x−1

e x2 = −x4 = −x−2. tu

Esercizio 14.7.4. N = 5

In questo caso, x pari ⇒ x1 = x4 = xN−1 = x−1 e x2 = x3; x dispari
⇒ x0 = −x−0 = −x0 = 0, x1 = −x4 = −x−1 e x2 = −x3 = −x−2. tu

Esercizio 14.7.5. (i) N = 4: mostrare che in questo caso, le successioni
pari sono quelle del tipo {a, b, c, b} con a, b, c ∈ C e quelle dispari sono
del tipo {0, b, 0,−b} con b ∈ C.

(ii) N = 5: mostrare che in questo caso, le successioni pari sono quel-
le del tipo {a, b, c, c, b} con a, b, c ∈ C e quelle dispari sono del tipo
{0, b, c,−c,−b} con b, c ∈ C.
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(iii) Caratterizzare in maniera simile le successioni pari e dispari per N = 3
e per N = 6.

tu

Proposizione 14.7.6. (i) Se x ∈ CN è pari (nel senso della Definizione
14.7.1) allora x̂ è pari, e viceversa.

(ii) Se x ∈ CN è dispari allora x̂ è dispari, e viceversa.

Dimostrazione. Consideriamo x ∈ CN come successione periodica di periodo
N . Dire che x è pari significa che x = x†. Poiché x̂† = (x̂)† (Lemma 14.4.9)
si ha (x̂)† = x̂† = x̂. Questo prova (i). La dimostrazione di (ii) è analoga.

tu

Proposizione 14.7.7. (i) Se x ∈ CN è una successione di N valori reali,
allora Re x̂ è una successione pari e Im x̂ è dispari, e viceversa;

(ii) se x ∈ CN è a valori immaginari, allora Re x̂ è una successione dispari
e Im x̂ è pari, e viceversa.

Dimostrazione. La parte (i) segue direttamente dal Lemma 14.4.11, che, per
una successione x a valori reali, asserisce che x̂ = (x̂)†. Di conseguenza, visto
che ovviamente x† = x†, se x è reale abbiamo x̂ = (x̂)†, e quindi

(Re x̂)† = Re(x̂†) = Re x̂ = Re x̂ ,

ed analogamente (Im x̂)† = − Im x̂.
Viceversa, se Re x̂ è pari e Im x̂ è dispari, allora

(x̂)† = (Re x̂+ i Im x̂)† = (Re x̂)† + i(Im x̂)† = Re x̂− i Im x̂ = x̂ . (14.2)

Quindi x̂ = (x̂)†. D’altra parte, per il Lemma 14.4.11, (x̂)† = x̂. Da queste
due identità segue che x̂ = x̂, e quindi, per l’invertibilità della DFT (Teorema
14.2.4), x è reale.
La dimostrazione di (ii) è analoga. tu

Corollario 14.7.8. (i) Se la successione finita (o periodica) x è a valori
reali e pari, allora x̂ è reale e pari;

(ii) se x è immaginaria e pari, allora x̂ è immaginaria e pari;
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(iii) se x è reale e dispari, allora x̂ è immaginaria e dispari;

(iv) se x è immaginaria e dispari, allora x̂ è reale e dispari.
Dimostrazione. Per provare (i) basta ricordare che, per la Proposizione
14.7.6, se x è pari anche x̂ è pari, quindi tali sono la sua parte reale ed
immaginaria. Però, se x è anche reale, Im x̂ deve essere dispari in base al-
la Proposizione 14.7.7 (i). Quindi Im x̂ è simultaneamente pari e dispari, e
perciò è nullo: quindi x̂ è reale. Le altre parti dell’enunciato si dimostrano
in maniera analoga. tu

14.8 Proprietà di dilatazione della DFT
Cosa vuol dire dilatare una successione? Supponiamo di avere x ∈ CN e
che gli N valori x0, . . . , xN−1 siano considerati alla stregua di dati in un isto-
gramma, al variare del tempo i = 0, . . . , N − 1. Dilatare questo istogramma
con passo 2 significa lasciar variare il tempo su un intervallo doppio, da 0
a 2N − 1, ed equidistribuire gli N valori su questo intervallo raddoppiato.
In tal modo, però, riempiamo solo metà degli indici da 0 a 2N − 1: per gli
altri indici l’altezza dell’istogramma rimane 0. Quindi stiamo raddoppiando
la lunghezza della successione di dati, ma non l’informazione: usiamo i dati
originali e li inframmezziamo con zeri.
Definizione 14.8.1. Per ogni intero positivo K e per ogni x ∈ CN , in
analogia con la notazione introdotta per le distribuzioni (Definizione 11.13.6;
si veda anche l’Esempio 11.13.8), la dilatazione di passo K, Λ 1

K
x ∈ CKN , è

la successione finita (ovvero periodica di periodo KN)

(
1

K
Λ 1

K
x)m =

{
xj se m = Kj, j = 0, . . . , N − 1
0 altrimenti.
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Esempio 14.8.2. Λ 1
2
x = {x0, 0, x1, 0, x2 . . . , xN−1, 0}.

Se il disegno in figura 14.8 riguardasse distribuzioni invece che successioni
periodiche, avremmo niente altro che l’operatore di dilatazione 1

2
Λ 1

2
definito

nella Definizione 11.13.6: la distribuzione ora è

F =
N−1∑
i=1

xiδi,

e quindi
1

2
Λ 1

2
F =

N−1∑
i=1

xiδ2i .

La trasformata di Fourier, in base al Teorema 11.13.9, verifica

1

2
Λ̂ 1

2
F = Λ2F̂ . (14.3)

Ma nel nostro caso, pensata come successione, x ∈ CN diventa una succes-
sione periodica di periodo N . Quindi 1

2
Λ 1

2
F è periodica di periodo 2N (i

suoi elementi sono {x0, 0, x1, 0, . . . , xN−1, 0} ∈ C2N e poi ripetuti per perio-
dicità) e Λ̂ 1

2
F è anche essa periodica di periodo 2N . D’altra parte, l’identità

(14.3) rivela che 1
2
Λ̂ 1

2
F = Λ2F̂ è determinata da soli N valori (perché F̂ è

una successione periodica di impulsi, di periodo N). Quindi Λ2F̂ , al varia-
re dell’indice da 0 a 2N − 1 deve ripetere due volte i suoi valori, con due
repliche consecutive, la prima sui primi N indici e la seconda sui successivi
N indici. Si noti che, considerata come distribuzione, Λ2F̂ è una successio-
ne periodica di impulsi centrati non più agli istanti interi, ma ai semi-interi
1
2
Z = {0,±1

2
,±1,±3

2
, . . . }. Nondimeno, se la si considera nell’ambito degli

indici puramente discreti della DFT, quello che conta non è dove sono cen-
trati questi impulsi, ma quanti sono i dati che bastano per determinare la
successione periodica, quindi quanto è il periodo. In questo modo abbiamo
dimostrato un risultato sulla DFT con l’approccio indiretto di passare attra-
verso la trasformata di Fourier di distribuzioni (si vedano la Nota 13.1.6 e
Sezione 14.1). Ora enunciamo il risultato e lo dimostriamo in maniera intrin-
seca. Per maggior generalità, invece della dilatazione di passo 2, consideriamo
la dilatazione per un qualsiasi passo K intero positivo. tu
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Teorema 14.8.3. (Proprietà di dilatazione per la DFT.) Se K è un
intero positivo, x ∈ CN ed il suo dilatato 1

K
Λ 1

K
x di passo K è definito come

in Definizione 14.8.1, allora si ha:

(
1̂

K
Λ 1

K
x)n = (DFTKN(

1

K
Λ 1

K
x))n

=



1
K
x̂n per n = 0, . . . , N − 1

1
K
x̂n−N per n = N, . . . , 2N − 1

1
K
x̂n−2N per n = 2N, . . . , 3N − 1

. . .

1
K
x̂n−(K−1)N per n = (K − 1)N, . . . ,KN − 1

In altre parole

(
1

K
Λ 1

K
x)=n

1

K
x̂n modN

per n = 0, . . . , KN − 1, od anche

(DFTKN(
1

K
Λ 1

K
x))n =

1

K
DFTN(x)n modN .

In particolare, se identifichiamo 1
K
Λ 1

K
x con la sua estensione periodica di

periodo N , l’ultima identità diventa

(DFTKN(
1

K
Λ 1

K
x))n =

1

K
DFTN(x)n (n ∈ Z).

Dimostrazione. Scriviamo w = e−2πi/KN . Osserviamo che w è una radice
dell’unità di ordine KN , e wK = e−2πi/N è una radice dell’unità di ordine N .
Rammentiamo che

(ΛKx)j =

{
0 se j 6= mK
xm se j = mK, m = 0, . . . , N − 1
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Quindi, per ogni n,

(DFTKN(
1

K
Λ 1

K
x))n =

1

KN

KN−1∑
j=0

(
1

K
Λ 1

K
x)jw

jn (14.4)

=
1

KN

N−1∑
m=0

xmw
mKn

=
1

K

1

N

N−1∑
m=0

xm(w
K)mn

=
1

K
(DFTN(x))n,

dove abbiamo considerato DFTN(x) ∈ CN come successione periodica di
periodo N . Questo prova il Teorema nella forma dell’ultima identità del-
l’enunciato. Se invece consideriamo DFTN(x) come successione finita di N
passi, allora se n = n0 modN , cioè se n = n0 + kN , (k = 0, . . . , N − 1) si ha

1

N

N−1∑
m=0

xm(w
K)mn =

1

N

N−1∑
m=0

xm(w
K)mn0(wK)kN

=
1

N

N−1∑
m=0

xm(w
K)mn0

perché wkN = 1 e quindi (wK)kN = 1. Perciò (14.4) diventa

(DFTKN(
1

K
Λ 1

K
x))n =

1

K
(DFTN(x))n0 .

Questo prova il Teorema nella forma delle altre identità dell’enunciato.
tu

14.9 La DFT di successioni a valori reali
Nel resto di questo capitolo usiamo intensamente le proprietà di parità e
disparità di successioni e delle loro DFT. Per evidenziare queste proprietà
riscriviamo la DFT di una successione periodica come facemmo in Sezione 5.6
per i coefficienti di Fourier, scrivendoli come integrale da −π

2
a π

2
invece che

da 0 a π.
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Nota 14.9.1. Se x ∈ CN è considerata come una successione periodica di
periodo N , a causa della periodicità della successione wn dalla Definizione
14.2.2 segue che, per k = 0, . . . , N − 1 :

DFT(x)k = x̂k =
1

N

N
2∑

n=[−N
2
]+1

xnw
nk.

(Se N è dispari, allora il primo termine della sommatoria ha per indice il più
piccolo intero k > [−N

2
] + 1, cioè k = (−N

2
− 1

2
) + 1 = −N

2
+ 1

2
, e l’ultimo ha

per indice il più grande intero k < N
2
, cioè k = [N

2
] = N−1

2
). tu

Nota 14.9.2. Supponiamo che x ∈ CN sia a valori reali. Allora, dalla Pro-
posizione 14.4.11, sappiamo che x̂ = x̂†. Perciò x̂0 ∈ R, e se N

2
è intero

(cioè se N è pari) anche x̂N
2
∈ R (nel seguito ci basterà il caso N pari, ma

non abbiamo bisogno di restringere l’attenzione a questo caso particolare).
Osserviamo quindi che, se x è una successione di N numeri reali e N è pari, x̂
è determinata dagli N

2
− 1 numeri complessi {x̂1, . . . , x̂N

2
−1} più i due numeri

reali x0 e xN
2
(perché x̂−m = x̂m); invece, se N è dispari, x̂ è determinata

da N−1
2

(ossia [N
2
]) numeri complessi {x̂1, . . . , x̂N−1

2
} e dal numero reale x0.

Poiché un numero complesso consiste di una coppia di numeri reali, in en-
trambi i casi x̂ è determinata da N numeri reali, tanti quanti i dati (cioè la
successione x). tu

Nota 14.9.3. (DFT reale.) Dalla espressione della DFT data nella Nota
14.9.1 e dalle considerazioni sulla simmetria della Nota 14.9.2 segue che, se
x ∈ CN è a valori reali, allora x̂ è determinata dai suoi valori x̂k, k = 0, . . . , N

2
,

dati da

x̂k =
1

N

N
2∑

n=−N
2
+1

(
cos

2πnk

N
− i sin

2πnk

N

)
xn (RDFT).
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In altre parole,

Re x̂k =
1

N

N
2∑

n=−N
2
+1

xn cos
2πnk

N
,

Im x̂k =
1

N

N
2∑

n=−N
2
+1

xn sin
2πnk

N
.

tu

Definizione 14.9.4. (RDFT.) Le formule della Nota 14.9.3 definiscono una
nuova trasformata da RN a CN

2
−1 ⊕R⊕R se N è pari, o a C[N

2
] ⊕R se N è

dispari (perché Im x̂0 = 0 = Im x̂N
2
in quanto sin 2πnk

N
= 0 per k = 0 e k = N

2
:

questo fatto era stato anticipato nella Nota 14.9.2). La nuova trasformata si
chiama DFT reale (RDFT).

D’ora in avanti, per semplicità, limitiamo l’attenzione a N pari.

Proposizione 14.9.5. (Formula di inversione per la RDFT.) Per
ogni N pari, x ∈ RN e n = −N

2
+ 1, . . . , N

2
,

xn = x̂0+2

N
2
−1∑

k=1

(
Re(x̂k) cos

2πkn

N
− Im(x̂k) sin

2πkn

N

)
+x̂N

2
cos(πk) (IRDFT).
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Dimostrazione.

xn =

N
2∑

n=−N
2
+1

x̂kw
kn (Definizione 14.2.2, Nota 14.9.1))

= x̂0 +

N
2
−1∑

k=1

(x̂kw
kn + x̂−kw

−kn) + x̂N
2
cos(πk)

(perché cos(πk) = (−1)k = wkN/2)

= x̂0 + 2

N
2
−1∑

k=1

Re(x̂kw
kn) + x̂N

2
cos(πk) (dal momento che x̂−k = x̂k)

= x̂0 + 2

N
2
−1∑

k=1

(
Re(x̂k) cos

2πkn

N
− Im(x̂k) sin

2πkn

N

)
+ x̂N

2
cos(πk) .

tu

14.10 La DFT di successioni reali pari: Tra-
sformata Discreta dei Coseni (DCT)

Dal Corollario 14.7.8 (i) sappiamo che la DFT di una successione reale e pari
è reale e pari. Per comodità di notazione, consideriamo la DFT a 2N punti
di una successione reale pari x ∈ R2N . Poiché x è reale, sappiamo dalla Nota
14.9.3 che x̂ è determinata dagli N valori x̂k, k = 0, . . . , N − 1: gli altri si
ottengono dalla simmetria di parità, x̂−k = x̂k. Ma poiché x è anche pari, la
formula della RDFT presentata nella Nota 14.9.3 ora diventa:

Nota 14.10.1. (RDFT di successioni pari.) Se x ∈ R2N è pari e w =
w2N = e−2πi/2N = e−πi/N , allora x̂ è determinato dagli N + 1 valori reali xk
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(k = 0, . . . , N) dati da

x̂k =
1

2N

N∑
n=−N+1

xnw
nk

=
1

2N

[
x0 +

N−1∑
n=1

(xnw
nk + x−nw

−nk) + xNw
Nk

]

=
1

N

[
x0
2

+
N−1∑
n=1

xn
wnk + w−nk

2
+
xN
2
(−1)k

]

=
1

N

[
x0
2

+
N−1∑
n=1

xn cos
πnk

N
+
xN
2

cos(πk)

]
.

tu

Le uguaglianze della Nota 14.10.1 definiscono la seguente nuova trasformata
da RN+1 a RN+1:
Definizione 14.10.2. (Trasformata Discreta dei Coseni : DCT). Per
x ∈ RN+1 si definisce x̂ = DCT(x) nel modo seguente: per k = 0, . . . , N ,

x̂k =
1

N

[
x0
2

+
N−1∑
n=1

xn cos
πnk

N
+
xn
2

cos(πk)

]
In paragone alla formula di inversione per la DFT, la DCT ha una pro-

prietà ancora più simmetrica: a parte un fattore di normalizzazione, è uguale
alla sua trasformata inversa, come mostra il risultato seguente:
Proposizione 14.10.3. (Formula di inversione per la DCT.) Se x ∈
RN+1 e x̂ = DCT(x), allora x = 2N DCT(x̂).
Dimostrazione. Poiché x è reale e pari, lo è anche x̂, come già osservato più
sopra (Corollario 14.7.8 (i)). Ponendo Im x̂k = 0 nella formula di inversione
della RDFT (Proposizione 14.9.5, dove bisogna sostituire 2N al posto di N)
si ottiene, per n = 0, . . . , N :

xn = x̂0 + 2
N−1∑
n=1

x̂k cos
πnk

N
+ x̂N cos(πk) = 2N ̂̂xn = 2N DCT(x̂)n.

tu
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Nota 14.10.4. La DCT, cioè la DFT di una successione reale pari, è analoga
allo sviluppo in serie di Fourier di soli coseni di funzione periodiche pari
(Esercizio 5.2.8 (i)) ed alla trasformata di Fourier in coseni di funzioni reali
pari (Corollario 8.2.6 (i)).
Si osservi che la formula di inversione (Proposizione 14.10.3) può essere estesa
ai valori di n interi al di fuori dell’intervallo 0, . . . , N e produce una estensione
x periodica di periodo 2N e pari. tu

Nota 14.10.5. (DCT di successioni reali dispari: Discrete Sine
Transform.) Se si parte da un x ∈ R2N dispari invece che pari, si ot-
tengono risultati analoghi con seni al posto dei coseni. In questo caso, per
disparità, si ha x0 = 0 = xN , e si trova

x̂k =
1

N

N−1∑
n=1

xn sin
πnk

N
(k = 0, . . . , N) (DST),

xn = 2
N−1∑
n=1

x̂n sin
πnk

N
= 2N ̂̂xn (n = 1, . . . , N − 1) (IDST).

(la seconda uguaglianza vale anche per n = 0 e n = N , ma è banale in questi
due casi perché x0 = 0 = xN e i seni si annullano). tu

14.11 DFT, periodicizzazione e formula di som-
ma di Poisson

In questa breve Sezione finale riformuliamo mediante la DFT, in maniera
più compatta ed elegante ma più formale, la formula di somma di Poisson
che abbiamo presentato in maniera naturale in termini di periodicizzazioni
(Corollario 10.3.2 e Nota 10.3.5). Una versione più esplicita e meno formale
del prossimo enunciato verrà formulata e dimostrata nel Lemma 16.1.1.

Proposizione 14.11.1. (Formula di somma di Poisson espressa me-
diante la DFT.) Sia f una funzione che soddisfa le ipotesi della formula di
somma di Poisson di passo τ (Corollario 10.3.2 e Nota 10.3.5), e per n ∈ Z
poniamo xn = nτ , ωn = n

Nτ
. Scriviamo fn = f(xn), f̂n = f̂(ωn). Per N > 0

rammentiamo la definizione di operatore di periodicizzazione PN di passo N ,
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introdotto nella Definizione 10.2.1 per funzioni di variabile reale anziché per
successioni:

PN{fn} =
∞∑

j=−∞

fn+jN .

Nelle ipotesi fatte sulla funzione f , questa serie converge: supponiamo per
semplicità una condizione leggermente più forte, ossia che i dati {fn} siano
una successione in `1.
Allora la formula di somma di Poisson diventa:

τN{DFTNPN{fn}}k = PN{f̂n}−k .
In altre parole, il seguente diagramma è commutativo:

{fn}
†̂−−−→ {f̂ †

n}

PN

y yPN

PN{fn} −−−−−→
τNDFTN

τN{DFTNPN{f̂n}}

Nel caso τ = 1, la formula di somma di Poisson discreta diventa

DFT(f)k =
∞∑

m=−∞

f̂(−k +mN)

(si veda anche il Lemma 16.1.1 nel seguito).
Dimostrazione. Sappiamo dalla Nota 10.3.5 che, per ogni ω, si ha

τ
∞∑

k=−∞

fne
2πixnω = P 1

τ
f̂(ω) . (14.5)

Riscriviamo il primo membro di questa identità in termini di DFT e perio-
dicizzazione di passo N e calcoliamolo alla frequenza ωk = k/Nτ . Poiché
xn = nτ si ottiene

τ

∞∑
n=−∞

fne
2πixnωk = τ

∞∑
j=−∞

N
2∑

n=−N
2
+1

fn+jNe
2πi(n+jN)k/N

= τ

N
2∑

n=−N
2
+1

PN{fm}ne
2πi(n+jN)k/N

== τN DFTN{PN{fm}†}−k ,
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perché le serie hanno termini in `1, quindi sono assolutamente convergenti,
e pertanto riordinabili, grazie al teorema del riordinamento di Riemann (Se-
zione 1.1).
Consideriamo ora il lato di destra dell’identità (14.5), P 1

τ
f̂(ω), e calcoliamolo

alla frequenza ωk. Poiché gli ωk sono spaziati di passo 1
Nτ

, in un intervallo di
lunghezza 1/τ cadono esattamente N degli ωk. Pertanto la periodicizzazione
di passo 1/τ della funzione f̂ , calcolata sulla successione {ωk}, equivale alla
periodicizzazione di passo N della successione f̂k: ovvero,

P 1
τ
f̂(ωk) = PN{f̂k} .

Questo conclude la dimostrazione. tu

14.12 Esercizi sulla DFT
Esercizio 14.12.1. Sia x = {0,−2i, 0, 2i} una successione estesa per periodi-
cità a tutti gli interi. Quale delle seguenti può essere la sua trasformata di
Fourier?

1. □ x̂ =
{
0, i

4
, 0,− i

4

}
2. □ x̂ = {0, 1, 0, 1}

3. □ x̂ = {0, 2i, 0,−2i}

4. □ x̂ = {0,−1, 0, 1}

5. □ nessuna delle precedenti
tu

Esercizio 14.12.2. Sia x = {x0, . . . , xN−1} una successione estesa per perio-
dicità a tutti gli interi. Se (λmx)(n) = x(n−m), come si esprime λ̂mx(k) in
termini di x̂(k)?

tu

Esercizio 14.12.3. Sia x = {x0, . . . , xN−1} una successione estesa per perio-
dicità a tutti gli interi. Se

N−1∑
n=0

xn = 0

quale delle seguenti successioni può essere la sua DFT?
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1. □ {0, 1, 2, 3, . . . , N − 1}

2. □ {1, 2, 3, . . . , N − 1}

3. □ {−1,−2,−3, . . . , N − 1}

4. □ {1, 0, 0, . . . , N − 1}

tu

Esercizio 14.12.4. Sia x = {x0, . . . , xN−1} una successione estesa per perio-
dicità a tutti gli interi. Quali delle seguenti affermazioni sono vere?

1. □ Se {x0, x1, x2, x3} è dispari allora x0 = x2 = 0

2. □ Se (λmx)(n) = x(n−m) allora λ̂mx(k) = e
−2πimk

N x̂(k)

3. □ Se x è reale e pari allora x̂ è immaginaria e pari

4. □ Se x è reale allora ̂̂x(k) = x(k)

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.5. Siano x = {1,−1, 0, 2} e y = {1, 2, 2, 1} estese per perio-
dicità a tutti gli interi. Allora

1. □ x̂ ∗ y(1) = − i
4

2. □ x̂ ∗ y(1) = 1
4
(2− i)(1 + i)

3. □ x̂ ∗ y(1) = −1
4
(1 + 3i)(1 + i)

4. □ x̂ ∗ y(1) = −1
4

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.6. Siano x = {1, 1, 2, 2} e y = {1, 0,−1, 1} due successioni
estese per periodicità a tutti gli interi. Quali delle seguenti asserzioni sono
vere?
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1. □ x̂ ∗ y(1) = i
4
(2 + i)

2. □ x̂ ∗ y(1) = 1
4
(2 + i)(−1 + i)

3. □ x̂ ∗ y(1) = i
4

4. □ x̂ ∗ y(1) = 1
4

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.7. Sia x = {x0, . . . , xN−1} una successione estesa per perio-
dicità a tutti gli interi. Sia y = {y0, . . . , yN−1} con yn = xn − xn−1 per
n = 1, . . . , N − 1 e y0 = x0. Esprimere ŷ(k) in termini di x̂(k) tu

Esercizio 14.12.8. Siano x = {1, 1,−1, 1} e y = {1, 0,−2, 2} estese per
periodicità a tutti gli interi. Allora

1. □ x̂ ∗ y(1) = 1
2
(3 + 2i)

2. □ x̂ ∗ y(1) = 1
4
i(3 + 2i)

3. □ x̂ ∗ y(1) = −1
4
i

4. □ x̂ ∗ y(1) = − i
4

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.9. Consideriamo successioni di 6 elementi {x0, . . . , x5} estese
per periodicità a tutti gli interi. Quali delle seguenti successioni sono dispari
(eventualmente più di una oppure nessuna)?

1. □ {1, 2, 3, 4, 5, 6}

2. □ {1, 2, 3,−3,−2,−1}

3. □ {0,−1, 0, 0, 0, 1}

4. □ {0, 2,−3, 0, 3,−2}
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5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.10. Quali delle seguenti affermazioni sono vere?

1. □ Se x è pari allora x(k) = x(N − k) ∀k

2. □ Se x è pari allora x0 = 0

3. □ Se x è reale e pari allora x̂(k) = x̂(−k) ∀k

4. □ Se (λmx)(n) = x(n−m) allora (λmx)̂(k) = x̂(k −m)

tu

Esercizio 14.12.11. Consideriamo la successione di 5 elementi {1, i,−1, 2,−i}
estesa per periodicità a tutti gli interi. Allora

1. □ x̂(0) = 1

2. □ x̂(0) = 2
5

3. □ x̂(0) = 0

4. □ x̂(0) = 2
5
i

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.12. Siano x = {1,−2,−1, 1} e y = {−1, 1, 2, 2} estese per
periodicità a tutti gli interi. Allora

1. □ x̂ ∗ y(1) = −1
4
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2. □ x̂ ∗ y(1) = 1
4
(2 + 3i)(−3 + i)

3. □ x̂ ∗ y(1) = i
4

4. □ x̂ ∗ y(1) = 0

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.13. Consideriamo successioni di N elementi {x0, . . . , xN−1}
estese per periodicità a tutti gli interi. Scrivere la definizione della trasfor-
mata di Fourier discreta e la relativa formula di inversione

Siano x = {−1, 2, 2, 1} e y = {1, 2, 1,−1} estese per periodicità a tutti gli
interi. Allora

1. □ x̂ ∗ y(1) = 3
4

2. □ x̂ ∗ y(1) = 0

3. □ x̂ ∗ y(1) = −3
4
i(−3− i)

4. □ x̂ ∗ y(1) = −3
4
i

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.14. Consideriamo la successione di 5 elementi {i, i, 0, 2 + i, 1}
estesa per periodicità a tutti gli interi. Allora
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1. □ x̂(0) = 3+3i
5

2. □ x̂(0) = i
5

3. □ x̂(0) = 0

4. □ x̂(0) = 2
5

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.15. Consideriamo successioni di 6 elementi {x0, . . . , x5} estese
per periodicità a tutti gli interi. Quali delle seguenti successioni sono pari
(eventualmente più di una oppure nessuna)?

1. □ {0, 1, 2, 3, 2, 1}

2. □ {1, 1,−1,−1, 1, 1}

3. □ {0, 1, 2, 3, 4, 5}

4. □ {1,−2, 1, 0, 1,−1}

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.16. Siano x = {x0, . . . , xN−1} ed y = {y0, . . . , yN−1} due
successioni di N elementi estese per periodicità a tutti gli interi. Scrivere la
definizione di (x ∗ y)(n) ed enunciare il teorema sulla trasformata di Fourier
di (x ∗ y). tu

Esercizio 14.12.17. Quali delle seguenti affermazioni sono vere?

1. □ Se x è dispari allora x0 = 0

2. □ Se x è pari e y è dispari allora x+ y è dispari

3. □ ̂̂x(k) = 1
N
x(−k)
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4. □ Se x̂(k) è la trasformata di Fourier di x(n) allora

x(n) =
N−1∑
k=0

x̂(k)e2πink

tu

Esercizio 14.12.18. Quali delle seguenti affermazioni sono vere?

1. □ Se x è dispari allora x(k) = x(N − k) ∀k

2. □ (x1 ∗ x2) (̂k) = Nx̂1(k)x̂2(k)

3. □ Se x è reale e pari allora

x̂(k) =
1

N

N−1∑
n=0

x(n) cos
2πnk

N

4. □ La trasformata di Fourier di x(n) è

x̂(k) =
1

N

N−1∑
n=0

x(n)e2πink

tu

Esercizio 14.12.19. Consideriamo la successione di 5 elementi {−i, 0, 3, 2i,−1}
estesa per periodicità a tutti gli interi. Allora

1. □ x̂(0) = 0

2. □ x̂(0) = i
5

3. □ x̂(0) = 2+i
5

4. □ x̂(0) = 3−i
5

5. □ nessuna delle precedenti

tu
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Esercizio 14.12.20. Consideriamo una successione diN elementi {x0, . . . , xN−1}
estesa per periodicità a tutti gli interi. Quanto vale ̂̂x(k)? Se x è una suc-
cessione pari, quanto vale ̂̂x(k) in questo caso?
tu

Esercizio 14.12.21. Siano x = {−2,−2, 1,−1} e y = {1, 1, 2, 2} estese per
periodicità a tutti gli interi. Allora

1. □ x̂ ∗ y(1) = 0

2. □ x̂ ∗ y(1) = −6

3. □ x̂ ∗ y(1) = 6i

4. □ x̂ ∗ y(1) = 1
4
(−3 + i)(−1 + i)

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.22.
Consideriamo successioni di 6 elementi {x0, . . . , x5} estese per periodicità a
tutti gli interi. Quali delle seguenti successioni sono dispari (eventualmente
più di una oppure nessuna)?

1. □ {0, 2,−1, 0, 1,−2}

2. □ {1, 2, 3, 4, 5, 6}

3. □ {0, 1,−1, 0, 1,−1}

4. □ {−1, 2,−3, 0, 3,−2}

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.23. Sia x = {1, 2 + i, 0, 2 + i} una successione estesa per pe-
riodicità a tutti gli interi. Quale delle seguenti può essere la sua trasformata
di Fourier?

1. □ x̂ = 1
4
{i, i,−3i, i}
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2. □ x̂ = 1
4
{5i, i,−3i,−i}

3. □ x̂ = 1
4
{5i, 2,−3i, 2}

4. □ x̂ = 1
4
{5i, i,−3i, i}

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.24. Sia x = {0, 2i, 0,−2i} una successione estesa per periodi-
cità a tutti gli interi. Quale delle seguenti può essere la sua trasformata di
Fourier?

1. □ {0,−i, 0, i}

2. □ {0, 1, 0,−1}

3. □ {1, 0, 0,−1}

4. □ {0, 1, 0, 1}

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.25. Sia x = {0,−2i, 0, 2i} una successione estesa per periodi-
cità a tutti gli interi. Quale delle seguenti può essere la sua trasformata di
Fourier?

1. □ x =
{
0, i

4
, 0,− i

4

}
2. □ x = {0, 1, 0, 1}

3. □ x = {0, 2i, 0,−2i}

4. □ x = {0,−1, 0, 1}

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.26. Quali delle seguenti affermazioni sono vere?
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1. □ Se {x0, x1, x2, x3, x4, x5} è dispari allora x2 = 0

2. □ Se (λmx)(n) = x(n−m) allora λ̂mx(k) = e
−2πimk

N x̂(k)

3. □ Se x è dispari allora x0 = 0

4. □ Se x è reale allora ¯̂x(k) = x̂(k)

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.27. Un segnale f è campionato a frequenza ω = 44Khz. Qual
è il massimo passo di campionamento di f perché il segnale sia ricostruibile
seenza perdite dai suoi campioni?

1. □ τ = 88

2. □ τ = 1
88

3. □ τ = 1
44

4. □ τ = 1
22

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 14.12.28. Sia K un sottomultiplo di N . Si calcoli la DFT su N
punti della funzione caratteristica dell’intervallo [− N

2K
, N
2K

]. Si calcoli poi la
DFT della funzione caratteristica dell’intervallo traslato [N

2
− N

2K
, N

2
− N

2K
].

Suggerimento: per la seconda domanda, si faccia uso della proprietà di
traslazione della DFT, Proposizione 14.6.4. tu

Esercizio 14.12.29. La riga centrale di un’immagine consiste di dati numerici
{xn, n = 1, . . . N = 1024}. Sia K un sottomultiplo di N . Vogliamo filtrare
l’immagine in modo che, nel dominio delle frequenze, i dati siano moltiplicati
per il filtro triangolare m che vale 0 per frequenze da 1 a N − N

K
, vale 1

alla frequenza N/2, vale di nuovo zero dalla frequenza N − N
K

in poi, e
varia linearmente nell’intervallo di frequenze da N − N

K
a N + N

K
: ossia,

moltiplichiamo la DFT del segnale per questo filtro passa banda triangolare
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m di raggio N/K centrato alla frequenza N/2 (la frequenza centrale). Si usi
la convoluzione normalizzata.
Suggerimento: Moltiplicare la DFT del segnale per un filtro equivale a con-
volvere il segnale per la DFT inversa del filtro. Ora, se il moltiplicatore fosse
una funzione caratteristica centrata alla frequenza 0, allora l’antitrasformata
sarebbe una funzione sinc, del tipo sinAx

Ax
. Invece è una funzione triangolare,

che è la convoluzione di una funzione caratteristica di ampiezza metà per se
stessa: quindi l’antitrasformata è il quadrato puntuale, ossia del tipo sin2 Ax

(Ax)2
.

Ora lasciamo al lettore, con un po’ di pazienza, trovare le unità di scala:
l’ampiezza A e la costante di normalizzazione. Un indizio: la successione ha
lunghezza N = 1024 punti, e l’ampiezza del triangolo è 2N

K
punti, quindi il

convolutore dovrebbe essere del tipo sin2 2πk/N
(2πk/N)2

. Il valore massimo di questa
funzione é 1: esso deve essere normalizzato affinché diventi uguale all’inte-
grale del moltiplicatore diviso per N (si vedano il Corollario 14.2.8 (i) ed il
precedente Esercizio 14.12.28). Il moltiplicatore è la convoluzione di una fun-
zione caratteristica di ampiezza N/K per sé stessa, quindi (subesercizio!) il
suo integrale è uguale all’integrale della funzione caratteristica, ovvero N/K.
Pertanto dobbiamo moltiplicare per N/K il convolutore, ma dovevamo già
dividerlo per N : quindi dobbiamo, in totale, normalizzarlo dividendo per
K. Infine, poiché il filtro è centrato a metà periodo, esso è stato traslato di
un semiperiodo: pertanto (si veda il precedente Esercizio 14.12.28) il con-
volutore deve essere moltiplicato per l’esponenziale complesso di modulo 1
associato alla traslazione di un semiperiodo, che è la funzione a segni alterni
(−1)k. Quindi, in totale, il filtraggio dovrebbe consistere nel convolvere la
successione di partenza per 1

K
(−1)k sin

2 2πk/N
(2πk/N)2

.
Tutte le verifiche e le correzioni sono lasciate al lettore: sono importan-

ti, perché è facile dimenticarsi che, rispetto alla trasformata di Fourier, le
identità e le disuguaglianze per la DFT di ordine N comportano spesso un
fattore di normalizzazione 1/N . Il lettore deve verificare questi fattori di nor-
malizzazione passaggio per passaggio (è per questo che abbiamo consigliato
di usare la convoluzione normalizzata, ma quel che conta è che il lettore uti-
lizzi sempre o la convoluzione normalizzata o quella non normalizzata, senza
alternare fra le due). Al termine del calcolo, consigliamo di verificare il risul-
tato nel caso il segnale {xn} sia una generica delta di Dirac.
tu

Esercizio 14.12.30. Sia x = (x0, . . . , xN−1) e x̂ la sua DFT.
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(i) Supponiamo che |x̂i| < 1 per ogni i = 1, . . . , N − 1. Consideriamo il
prodotto di convoluzione x(n) := x ∗ · · · ∗ x (n fattori). Si dimostri che
N−1∑
j=1

x
(n)
j → 0 quando n→ ∞.

(ii) Si dia una dimostrazione alternativa del fatto che x(n))0 → 0 utilizzando
la proprietàdel valore iniziale della DFT.

Svolgimento.

(i) Dalla definizione di (IDFT) si ha

x(n)
k :=

N−1∑
j=1

x̂(n)
j e

2πijk/N ,

e quindi ∣∣x(n)
k

∣∣ ⩽ N−1∑
j=1

∣∣∣x̂(n)
j

∣∣∣ .
D’altra parte, per la moltiplicativitàdella DFT rispetto alla convolu-
zione,

x̂(n)
j = (x̂n)j ,

e il membro di destra tende a zero quando n→ ∞ perché |x̂j| < 1 per
ogni j. Pertanto anche x(n)

k tende a zero al crescere di n.

(ii) Dalla definizione di DFT,

x̂(n)k :=
1

N

N−1∑
j=1

x(n)je
−2πijk/N ,

otteniamo, ponendo k = 0,

N−1∑
j=1

x
(n)
j = Nx̂(n)0.

Utilizzando di nuovo la moltiplicativitàper convoluzione,

x̂ ∗ yk = x̂kŷk,
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facciamo vedere che tende a zero

x̂(n)0 = DFT (x ∗ · · · ∗ x)0 = x̂0 · · · · · x̂0 = (x̂0)
n .

In effetti, la successione (x̂0)n converge a zero se n→ +∞, poiché, per
ipotesi, |x̂k| < 1 per ogni k.

(ii) Dalla formula di inversione per la DFT

x(n)k =
N−1∑
j=1

x̂(n)j e
2πjk/N ,

ponendo k = 0 otteniamo

x(n)0 =
N−1∑
j=1

x̂(n)j =
N−1∑
j=1

(x̂j)
n .

Poiché il limite su n commuta con la somma finita, da questa identità
e dalla proprietà moltiplicativa x̂(n)j = (x̂j)

n otteniamo

lim
n→+∞

x(n)0 = lim
n→+∞

N−1∑
j=1

(x̂j)
n =

N−1∑
j=1

lim
n→+∞

(x̂j)
n = 0,

di nuovo perché |x̂j| < 1 per ogni j.

tu
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Capitolo 15

La trasformata rapida di
Fourier

Questo capitolo è dedicato a sviluppare algoritmi veloci per il calcolo della
DFT. Parte della presentazione è tratta da [2].

15.1 Dalla DFT alla FFT
Abbiamo già annunciato nella Nota 14.2.3 che in questo capitolo intendiamo
usare una diversa normalizzazione della DFT rispetto a quella introdotta
nella definizione originale della trasformata di Fourier discreta (Definizione
14.2.2). In effetti, per semplificare i numerosi passaggi, scriviamo l’indice k
come variabile fra parentesi, e poniamo

x̂(k) =
N−1∑
n=0

x(n) e−2πikn/N k = 0, . . . , N − 1 (15.1)

dove, a differenza che in quella Definizione, abbiamo scritto n invece di nT
e k invece di k/NT . Il precedente fattore di normalizzazione, dato dalla
divisione per N , può essere applicato comunque alla fine dei passaggi, se lo
si desidera.
Ponendo w = e−2πi/N la (15.1) diventa

x̂(k) =
N−1∑
n=0

x(n)wkn k = 0, . . . , N − 1. (15.2)

1053
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In generale, per x(n) complesso e k = 0, . . . , N − 1, la (15.2) si può scrivere

x̂(k) =
N−1∑
n=0

Re x(n) Rewkn − Im x(n) Imwkn

+ i(Re x(n) Imwkn + Im x(n) Rewkn) . (15.3)

Dall’espressione precedente risulta chiaro che il calcolo diretto di x̂(k) richiede
4N moltiplicazioni reali e 2N addizioni reali per ogni valore di k.
Poiché bisogna valutare x̂(k) per N diversi valori di k, il calcolo diretto della
DFT di una sequenza x(n) richiede 4N2 moltiplicazioni reali e 2N2 addizioni
reali, ovvero, in altri termini N2 moltiplicazioni complesse.
Poiché la quantità dei calcoli è O(N2), è evidente che il numero delle opera-
zioni aritmetiche richiesto per il calcolo diventa enorme per valori grandi di
N .
Per questo motivo sono molto interessanti procedure di calcolo che riducano
il numero di moltiplicazioni e addizioni.
La maggior parte delle tecniche usate per migliorare l’efficienza del calcolo
della DFT sfrutta le seguenti proprietà particolari di wkn:

Simmetria:
wk(N−n) = w−kn = wkn

Questa proprietà vale perché

wkN) = e
−2πikN

N = e−2πik = 1 .

Periodicità:
wkn = wk(N+n) = wn(N+k)

Questa proprietà vale per la stessa ragione, dal momento che

wk(N+n) = e−2πik(N+n)/N = e−2πikwkn .

Algoritmi di calcolo che sfruttano sia la simmetria sia la periodicità della
sequenza wkn erano noti già da molto tempo prima dell’avvento degli ela-
boratori elettronici. Essi erano stati studiati perché a quei tempi qualunque
accorgimento che riducesse i calcoli fatti a mano, anche solo di un fattore 2,
era visto con interesse.
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Runge, e più tardi Danielson e Lanczos, svilupparono algoritmi la cui com-
plessità era O(N logN) invece che O(N2). A quei tempi questa differenza,
che adesso è cruciale, era di grande importanza però non vitale, perché pri-
ma che esistessero i calcolatori elettronici bisognava fare i calcoli a mano, e
questo è possibile solo per piccoli valori di N , per i quali N2 e N logN non
sono molto diversi. La possibilità di ridurre notevolmente i tempi di calcolo
per grandi N (da N2 a N logN), quindi usando necessariamente calcolatori
elettronici, non fu riscoperta fino al 1965, quando J. Cooley e J. Tukey [7]
pubblicarono un algoritmo per il calcolo della trasformata di Fourier discreta
che vale quando N è un numero non primo, cioè prodotto di due o più interi.
Algoritmi di questo tipo divennero noti come algoritmi per la trasformata
rapida di Fourier o semplicemente FFT (acronimo per Fast Fourier Tran-
sform).
Il principio fondamentale su cui si basano tutti questi algoritmi è la scompo-
sizione del calcolo della DFT di una successione di lunghezza N in DFT di
dimensioni via via più piccole.

In questo capitolo ci occuperemo di due classi fondamentali di algoritmi
di FFT. La prima, detta a decimazione nel tempo, prende il nome dal fatto
che nello scomporre il calcolo in trasformate di ordine più piccolo, la succes-
sione x(n) viene suddivisa in successioni sempre più corte (per un segnale
nel dominio del tempo, l’indice è associato al tempo, da cui il nome). Nella
seconda classe di algoritmi, la successione che viene scomposta in sottosuc-
cessioni sempre più corte è quella dei coefficienti della DFT, da cui il nome
di decimazione di frequenza.

15.2 Algoritmi FFT basati sulla decimazione
nel tempo

Il modo più semplice per mostrare il principio della decimazione nel tempo
è quello di considerare il caso particolare di N potenza di 2, cioè

N = 2ν .

Poiché N è un intero pari, possiamo provare a calcolare x̂(k) dividendo x(n)
in due successioni di N

2
punti ciascuna, costituite una dai punti che hanno

indice pari in x(n), l’altra da quelli che hanno indice dispari. Mostreremo
che in tal modo la DFT su N punti si spezza in due DFT su N

2
punti:
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questo procedimento si chiama decimazione (poiché qui avviene sugli indici
del segnale originale, che modellano istanti successivi in cui il segnale è dato,
si parla di decimazione nel tempo: nella prossima Sezione 15.3 illustreremo un
procedimento analogo che scinde indici pari e dispari nel segnale trasformato,
quindi che decima le frequenze).
La (15.2) diventa:

x̂(k) =
∑
n pari

x(n)wkn +
∑

n dispari

x(n)wkn, (15.4)

ovvero, ponendo n = 2r per n pari e n = 2r + 1 per n dispari,

x̂(k) =

N
2
−1∑

r=0

x(2r)w2rk +

N
2
−1∑

r=0

x(2r + 1)w(2r+1)k

=

N
2
−1∑

r=0

x(2r)(w2)rk + wk

N
2
−1∑

r=0

x(2r + 1)(w2)rk. (15.5)

Osserviamo che ciascuna di queste due ultime sommatorie è una DFT su N
2

punti: infatti w2 = e−
2πi
N/2 e le successioni dei dati in ingresso consistono di

N
2
punti.

Poniamo

ĝ(k) =

N
2
−1∑

r=0

x(2r)(w2)rk, (15.6)

ĥ(k) =

N
2
−1∑

r=0

x(2r + 1)(w2)rk, (15.7)

La (15.5) diventa
x̂(k) = ĝ(k) + wkĥ(k). (15.8)

Anche se l’indice k può assumere N valori, k = 0, . . . , N−1, occorre calcolare
ĝ e ĥ solo per k tra 0 e N

2
− 1 perché sia ĝ(k) che ĥ(k) sono periodiche in k

con periodo N
2
.

Dopo aver calcolato le due DFT corrispondenti alle due sommatorie in (15.5),
dobbiamo combinarle per ottenere la DFT su N punti, x̂(k). La Figura 15.1
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mostra il tipo di calcoli necessario per ottenere x̂(k) in base alla (15.5) per
una successione di N = 8 dati.
Ciò che la Figura 15.1 mostra è il fatto che vengono calcolate due DFT di 4
punti: ĝ(k) indica la DFT sui quattro punti x(2r) di indice pari, ĥ(k) indica
la DFT sui quattro punti di indice dispari.
Il valore di x̂(0) si ottiene moltiplicando ĥ(0) per w0 e sommando il risultato
a ĝ(0) e così via. Per ottenere x̂(4) dovremmo moltiplicare ĥ(4) per w4 e
sommare il risultato a ĝ(4). Dato che, come già visto, ĝ(k) e ĥ(k) sono
entrambe periodiche con periodo 4, si ha ĝ(4) = ĝ(0) e ĥ(4) = ĥ(0).
Perciò x̂(4) si ottiene moltiplicando ĥ(0) per w4 e sommando il risultato a
ĝ(0).
Le due scatole rettangolari in Figura 15.1 rappresentano due DFT a 4 punti,
eseguite rispettivamente sui dati di ingresso di indice pari x(2r), r = 0, 1, 2, 3,
e di indice dispari x(2r + 1), r = 0, 1, 2, 3. Le linee illustrano il percorso dei
dati nelle varie fasi del calcolo. Dopo aver eseguito ciascuna DFT a 4 punti,
i quattro risultati in uscita dalla prima e dalla seconda vengono sommati con
pesi. Il congiungersi di due linee rappresenta una somma. Se un addendo
viene moltiplicato per un peso, nella figura il peso viene scritto a fianco alla
linea che rappresenta l’addendo. A causa di (15.8) i pesi sono le potenze wk,
k = 0, 1, . . . , 7, e gli addendi pesati sono solo quelli in uscita dalla seconda
DFT a 4 punti (quelli che provengono dai dati in ingresso con gli indici
dispari).

Confrontiamo ora il numero di moltiplicazioni e di addizioni richieste per
il calcolo della DFT nel caso in cui si usi la definizione (15.8) e si svolga il
calcolo diretto.
Abbiamo già visto che in questo caso sono necessarie N2 moltiplicazioni ed
addizioni complesse (le addizioni in realtà sono N(N − 1), ma assumeremo
d’ora in poi N grande, in modo che N − 1 ≈ N).
La (15.3) richiede il calcolo di due DFT su N

2
punti, e quindi 2

(
N
2

)2 molti-
plicazioni complesse e circa 2

(
N
2

)2 addizioni complesse. Le due DFT su N
2

punti devono poi essere combinate come mostrato in (15.8), il che richiede
altre N moltiplicazioni complesse, corrispondenti al prodotto della seconda
sommatoria per wk, ed altre N addizioni complesse, corrispondenti alla som-
ma di questo prodotto con la prima sommatoria. In totale abbiamo quindi
che il calcolo di (15.8) per tutti i valori di k richiede N + 2

(
N
2

)2 moltiplica-
zioni e addizioni complesse.
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Figura 15.1: la DFT a N punti scissa in due DFT a N/2 punti (qui e nelle figure
seguenti N = 8)

Si noti che per il ricombinamento il numero di operazioni èun polinomio di
grado 1 in N , quindi cresce linearmente con N , mentre per il calcolo della
DFT su N elementi il numero di operazioni cresce quadraticamente.

Abbiamo visto che l’espressione (15.8) corrisponde a spezzare il calcolo ori-
ginario su N punti in due calcoli su N/2 punti.

Ora iteriamo la decimazione, o meglio la scissione in due DFT di ordine
metà. Dato che N è una potenza di 2, anche N

2
è pari. Quindi il calcolo di

ciascuna DFT su N
2
punti della (15.8) si può effettuare tramite il calcolo e

la successiva combinazione di due DFT su N
4

punti. Quindi ĝ(k) e ĥ(k) si
possono calcolare così:
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ĝ(k) =

N
2
−1∑

r=0

x(2r)(w2)rk (15.9)

=

N
4
−1∑

s=0

x(4s)(w4sk) +

N
4
−1∑

s=0

x(2(s+ 1))w2(2s+1)k

=

N
4
−1∑

s=0

x(4s)(w4)sk + w2k

N
4
−1∑

s=0

x(4s+ 2)(w4)sk.

Analogamente

ĥ(k) =

N
4
−1∑

s=0

x(4s+ 1)(w4)sk + w2k

N
4
−1∑

s=0

x(4s+ 3)(w4)sk . (15.10)

Per il caso particolare della Figura 15.1, gli schemi di calcolo ottenuti
applicando la (15.9) e la (15.10) sono mostrati nella Figura 15.2

Figura 15.2: la DFT a N/2 punti spezzata in due DFT a N/4 punti (il blocco in alto
della Figura 15.1)

Introducendo questi schemi nel grafo della Figura 15.1 otteniamo il grafo
completo (Figura 15.3)

Esercizio 15.2.1. Ricavare in maniera alternativa l’algoritmo di decimazio-
ne nel tempo della FFT, appena illustrato nelle equazioni (15.9) e (15.10),
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Figura 15.3: il grafico degli ultimi due stadi della DFT a 8 punti

utilizzando le proprietà di dilatazione (Teorema 14.8.3) e di traslazione (Pro-
posizione 14.6.4) della DFT.
Suggerimento. A titolo di esempio, illustriamo il caso N = 8. Nel segnale
x ∈ C8 separiamo come prima gli indici pari da quelli dispari per ottenere
due nuovi segnali x+ e x−, ma ora, invece di considerare questi due nuovi
segnali come due vettori con quattro componenti

X+ = {x0, x2, x4, x6}
X− = {x1, x3, x5, x7}

continuiamo a considerarli come vettori ad otto componenti inframmezzando
i quattro dati che li compongono con zeri:

x+ = {x0, 0, x2, 0, x3, 0, x4, 0}
x− = {0, x1, 0, x3, 0, x5, 0, x7} .

Chiaramente si ha x = x+ + x−. D’altra parte, il nostro scopo è di ridurre il
calcolo di x̂ a quello delle due DFT di ordine quattro X̂+, X̂−. Dal Teorema
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di dilatazione 14.8.3 sappiamo che

x̂+ = {X̂+
0, X̂+

1, X̂+
2, X̂+

3, X̂+
0, X̂+

1, X̂+
2, X̂+

3}

(abbiamo omesso il fattore di normalizzazione 1
2
dell’enunciato del Teorema

14.8.3 perché ora stiamo utilizzando una DFT non normalizzata).
Lo stesso risultato si avrebbe per la successione {x1, 0, x3, 0, x5, 0, x7, 0}, ma
noi siamo invece interessati alla successione x− = {0, x1, 0, x3, 0, x5, 0, x7}, che
si ottiene dalla precedente per una traslazione di passo uno. Dalla proprietà
di traslazione (Proposizione 14.6.4) segue quindi che

x̂− = {X̂−
0, wX̂−

1, w
2X̂−

2, w
3X̂−

3, w
4X̂−

0, w
5X̂−

1, w
6X̂−

2, w
7X̂−

3} .

Poiché x = x+ + x− e w4 = −1 (quindi wk+4 = −wk), da qui segue

x̂ = x̂+ + x̂− = {X̂+
0 + X̂−

0, X̂+
1 + wX̂−

1, X̂+
2 + w2X̂−

2, X̂+
3 + w3X̂−

3,

X̂+
0 − X̂−

0, X̂+
1 − wX̂−

1, X̂+
2 − w2X̂−

2, X̂+
3 − w3X̂−

3} .

Questo è esattamente lo spezzamento della DFT a 8 punti nelle due DFT a
4 punti ottenuto in (15.5), ed illustrato graficamente nella Figura 15.1.
tu

Riassumendo, per la DFT su 8 punti che abbiamo usato come esempio,
dapprima abbiamo ridotto il calcolo si è ridotto a quello di due DFT su 4
punti, poi abbiamo scisso queste DFT a 4 punti in due DFT su 2 punti. Ora
consideriamo la DFT su 2 punti, ad esempio x(0), x(4), che è schematizzata
in Figura 15.4.

Figura 15.4: il blocco in alto nella Figura 15.3

Di nuovo, inserendo questo schema nel grafo di Figura 15.3 si ottiene il grafo
completo (Figura 15.5) per il calcolo della DFT su 8 punti.
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Figura 15.5: il grafo a farfalle completo della DFT a 8 punti
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Il caso più generale, in cui N è una potenza di 2 con esponente maggiore
di 3, si tratta iterativamente in modo analogo, scomponendo la trasformata
su N punti delle (15.9) e (15.10) in trasformate su N

2
punti, poi queste ultime

in trasformate su N
4
punti e così di seguito finché non si arriva a trasformate

su 2 punti. Ciò richiede ν stadi di calcolo, dove ν = log2(N).
Abbiamo visto in precedenza che, quando una trasformata su N punti viene
scomposta in due trasformate su N

2
punti, il numero di moltiplicazioni e

addizioni complesse è N + 2
(
N
2

)2.
Quando le trasformate su N

2
punti vengono scomposte in trasformate su N

4

punti, si devono calcolare quattro trasformate, ciascuna delle quali richiede(
N
4

)2 moltiplicazioni e addizioni. Bisogna poi ricombinarle come si vede in
(15.9) e (15.10). Il calcolo complessivo per questi due stadi richiede, allora,
N + 2

(
N
2

)
+ 4

(
N
4

)2 moltiplicazioni e addizioni complesse.
Se N = 2ν , questo procedimento si ripete ν = log2(N) volte, ed alla fine oc-
corrono solo DFT su due punti (le quali, come vedremo in Figura 15.6), richie-
dono solo somme e differenze, ma non moltiplicazioni). Il numero complessivo
di operazioni per l’intero processo diventa quindi O(N log2(N)).
Questo numero di operazioni coincide con quanto si osserva nella Figura
15.5,che fornisce una versione grafica della dimostrazione.
Più precisamente, ogni stadio comporta N moltiplicazioni e addizioni com-
plesse per la fase di ricombinamento; l’intero processo si traduce in log2(N)
tali stadi, e se ne ricava, come prima, un totale di N log2(N) moltiplicazioni
e addizioni complesse.

Ora mostriamo come sia possibile ridurre ulteriormente il totale delle
operazioni aritmetiche.
Come abbiamo visto, e come mostrato in Figura 15.5,ogni stadio di calcolo
ha come ingresso una successione di N numeri complessi e la trasforma in
un’altra successione di N numeri complessi. Questo succede per ν = log2(N)
ed alla fine porta alla DFT desiderata.
Indichiamo con Xm(s), s = 0, . . . , N − 1, m = 1, . . . , ν, la successione di
numeri complessi che risultano dal m-simo stadio di calcolo. Per comodità
riscriviamo l’insieme dei campioni di ingresso con la notazione X0(s). Le
successioni Xm(s) e Xm+1(s) sono quindi le successioni rispettivamente di
ingresso e di uscita del (m + 1)-simo stadio di calcolo. Ogni stadio induce
una separazione fra indici pari e dispari. Ad esempio, nel caso N = 8, le
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separazioni nei tre stadi iterativi sono le seguenti:

{0, . . . , 7} → {0, 2, 4, 6} ∪ {1, 3, 5, 7}
{0, 2, 4, 6} → {0, 4} ∪ {2, 6}
{1, 3, 5, 7} → {1, 5} ∪ {3, 7}

Pertanto, in questo caso N = 8, illustrato in Figura 15.5,risulta:

X0(0) = x(0) X0(1) = x(4) X0(2) = x(2) X0(3) = x(6)

X0(4) = x(1) X0(5) = x(5) X0(6) = x(3) X0(7) = x(7) . (15.11)

Usando queste notazioni si verifica facilmente che il calcolo base del grafo è
quello mostrato in Figura 15.6.

Figura 15.6: il blocco di base della FFT: somme e differenze

Le equazioni rappresentate da questo grafo sono della forma

Xm+1(p) = Xm(p) + wrXm(q) (15.12)
Xm+1(q) = Xm(p) + wr+

N
2 Xm(q) ,

dove consideriamo gli N dati spezzati in due blocchi contigui di cardinalità
N/2 e gli indici p e q sono indici corrispondenti nei due blocchi, ossia distando
di N/2; l’esponente r varia al variare di p e q all’interno dei rispettivi blocchi,
da 0 a N

2
− 1.

A causa della sagoma in Figura 15.6,questo grafo viene comunemente chia-
mato a farfalla.

Le espressioni (15.12) suggeriscono un modo per ridurre di un fattore due
il numero delle moltiplicazioni complesse. Infatti, si noti che

w
N
2 = e

−2πi
N (N

2 ) = e−πi = −1,
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per cui le (15.12) diventano:

Xm+1(p) = Xm(p) + wrXm(q) (15.13)
Xm+1(q) = Xm(p)− wrXm(q) .

Le (15.13) sono rappresentate dalla Figura 15.7.

Figura 15.7: la farfalla di base con pesi ottimizzati

Poiché ogni stadio ha N
2

farfalle della forma in Figura 15.7 e gli stadi
sono log2(N), il numero totale di moltiplicazioni è ora diventato N

2
log2(N).

La Figura 15.8 è il grafo della Figura 15.5 con i pesi ottimizzati grazie alla
sostituzione (15.13).

Dalla Figura 15.8 si nota che, per il calcolo degli elementi in posizione p e q
della (m+1)-sima successione (cioè dell’uscita delm-simo stadio di bisezione)
sono necessari solo gli elementi p e q della m-sima successione (cioè del suo
ingresso). Pertanto, se Xm+1(p) e Xm+1(q) vengono memorizzati negli stessi
registri di memoria usati per Xm(p) e Xm(q), sono necessari in totale solo N
registri per svolgere l’intero calcolo.
Questo procedimento viene comunemente chiamato calcolo sul posto: ogni
nuova successione calcolata in uscita da un qualsiasi stadio viene memorizzata
nelle stesse celle di memoria della successione di ingresso originaria.
Notiamo dalla Figura 15.5 che, affinché il calcolo possa essere fatto sul posto,
i dati di ingresso devono essere memorizzati in ordine non sequenziale. In
effetti l’ordine con il quale i dati di ingresso sono memorizzati è a dispo-
sizione invertita di bit (bit reversal). Vediamo cosa si intende con questa
terminologia.
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Figura 15.8: il grafico della FFT per N = 8 con pesi ottimizzati
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15.2.1 Bit reversal
Osserviamo innanzitutto che per il grafo di 8 punti dell’esempio sono neces-
sarie 3 cifre binarie per dare un indice a ciascun dato. Se scriviamo gli indici
delle identità(15.11) in forma binaria otteniamo l’insieme di relazioni:

X0(000) = x(000) X0(001) = x(100)

X0(010) = x(010) X0(011) = x(110)

X0(100) = x(001) X0(101) = x(101)

X0(110) = x(011) X0(111) = x(111) . (15.14)

Asseriamo che, se (n2 n1 n0) è la rappresentazione binaria dell’indice della
successione x(n), il campione x(n2 n1 n0) risulta memorizzato nella posizione
X0(n0 n1 n2). In altre parole, per determinare la posizione di x(n2 n1 n0) nella
successione di ingresso dobbiamo invertire l’ordine dei bit dell’indice n.
Per vedere perché ai fini del calcolo sul posto sia necessario l’ordine a dispo-
sizione invertita dei bit riprendiamo in esame il procedimento che ha dato
luogo alla Figura 15.5.La successione x(n) è prima stata divisa nei campioni
di indice pari e in quelli di indice dispari, con i primi collocati nella metà
superiore della Figura 15.1 e i secondi nella metà inferiore. (Per inciso: è
chiaro che i dati della seconda metà vengono usati dopo quelli della prima,
quindi i registri che li contengono possono essere riscritti dopo aver ultimato
il lavoro con quelli che contengono i dati della prima metà. In altre parole
questi ultimi vanno scritti prima.)

Formalmente questa separazione dei dati può essere fatta esaminando
il bit meno significativo (n0) nell’indice n. Se il bit meno significativo è
zero il valore della successione corrisponde ad un campione di posto pari e
compare pertanto nella metà superiore della successione X0(s); viceversa, se
il bit meno significatico è uno, il valore della successione corrisponde a un
campione di posto dispari, e compare di conseguenza nella metà inferiore
di X0(s). Riassumendo, l’ultimo bit uguale a zero significa che il numero
considerato (indice della successione) è pari, mentre l’ultimo bit uguale a 1
significa che è dispari. Invece primo bit uguale a 0 significa essere nella prima
metà piccola (numeri piccoli: nel nostro esempio con tre cifre binarie, questi
sono i numeri da 0 a 3), mentre primo bit uguale a 1 significa essere nella
seconda metà (numeri grandi, da 4 a 7). In seguito alla trasformazione, gli
indici con ultimo bit uguale a 0 finiscono quindi nella prima metà di queste



1068 CAPITOLO 15. FFT

due successioni, ossia nei posti con primo bit uguale a 0, mentre quelli con
ultimo bit uguale a 1 finiscono nella seconda metà, ovvero nei posti con primo
bit uguale a 1.

Successivamente le due sottosuccessioni pari e dispari vengono separate a
loro volta nelle loro proprie parti pari e dispari, e ciò si basa sul secondo bit
meno significativo nell’indice dei dati. Infatti, asseriamo che, se consideria-
mo dapprima la successione costituita dai campioni di posto pari, quando il
secondo bit meno significativo è 0 il valore della successione è un campione
di posto pari all’interno di questa sottosuccessione; se viceversa il secondo
bit meno significativo è 1, allora il valore della successione ha posto dispari.
Per capire perché, consideriamo un numero binario j = nknk−1 . . . n0. Se
n0 = 0, allora j è pari e j

2
è intero. D’altra parte, j

2
= nknk−1 . . . n1, perché

dividere per 2 un numero pari corrisponde a traslarne di un passo a desta
le cifre binarie scartandone l’ultima, cioè a sopprimere la cifra zero alla fine
(esattamente come dividere per 10 un multiplo di 10 , cioè un numero la
cui espressione decimale finisce con la cifra zero, significa cancellare lo zero
finale). Pertanto i termini di posto pari della sottosuccessione degli indici
pari sono quelli con n1 = 0 (analogamente a prima), e viceversa quelli di
posto dispari si ottengono da n1 = 1.

Se invece j è dispari, allora j = nknk−1 . . . n0 con n0 = 1, e si ha j = m + 1
dove m è pari con espressione binaria m = nknk−1 . . . n1. Quindi, anche in
questo caso, i termini di posto pari della sottosuccessione degli indici dispari
sono quelli con n1 = 0 e quelli di posto dispari sono quelli con n1 = 1. Ne
segue quindi che, dopo la trasformazione, la prima metà degli indici (quelli
di valore piccolo) viene scomposta a sua volta in due metà, la prima delle
quali corrisponde al penultimo bit n1 = 0, e la seconda a n1 = 1.

Il procedimento viene ripetuto finché non si ottengono N sottosuccessioni
di lunghezza uno. Questa separazione in sottosuccessioni con indici pari e
dispari è rappresentata nel diagramma ad albero della Figura 15.9.15.9. Gli
indici vengono quindi riordinati rovesciando l’ordine dei loro bit binari.

Ora è chiaro che la necessità dell’ordinamento iniziale a disposizione in-
vertita dei bit è conseguenza del modo in cui la DFT si scompone in DFT
iterate di ordine metà.
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Figura 15.9: parità dei bit binari e bit reversal
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15.3 Algoritmi FFT basati sulla decimazione
in frequenza

In Sezione 15.2 abbiamo visto algoritmi di FFT basati sulla decimazione nel
tempo, sviluppati scomponendo il calcolo della DFT attraverso la scelta di
sottosuccessioni di lunghezza metà della successione di ingresso x(n).

Un altro modo di procedere è quello di dividere in analoghe sottosucces-
sioni la successione di uscita x̂(k).
Gli algoritmi FFT originati con questo procedimento si dicono basati sulla
decimazione in frequenza.
Per ricavarli, sempre nel caso in cui N sia una potenza di 2, possiamo in-
nanzitutto dividere la successione di ingresso x(n) nella prima metà e nella
seconda metà dei suoi punti: cioè

x̂(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(n)wnk +

N
2
−1∑

n=0

x(n+ N
2
)w(n+N/2)k

oppure, grazie ad un cambiamento di variabili nella seconda sommatoria:

x̂(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(n)wnk +

N
2
−1∑

n=0

x(n+ N
2
)w(n+N/2)k (15.15)

=

N
2
−1∑

n=0

x(n)wnk + wkN/2

N
2
−1∑

n=0

x(n+ N
2
)wnk

=

N
2
−1∑

n=0

(
x(n) + x(n+ N

2
)wkN/2

)
wnk.

Questa espressione si semplifica ulteriormente se si osserva che la successione
wkN/2 assume solo due valori. Infatti:

wkN/2 = e−
2πi
N

kN
2 = e−iπk = (−1)k.

La (15.15) si scrive quindi

x̂(k) =

N
2
−1∑

n=0

(
x(n) + (−1)kx(n+ N

2
)
)
wnk.
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Considerando ora separatamente gli indici k pari e k dispari, ed indicando
con x̂(2r) e x̂(2r+ 1) rispettivamente i valori di indice pari e quelli di indice
dispari, abbiamo:

x̂(2r) =

N
2
−1∑

n=0

(
x(n) + x(n+ N

2
)
)
w2rn (15.16)

e

x̂(2r + 1) =

N
2
−1∑

n=0

(
x(n)− x(n+ N

2
)
)
wnw2rn (15.17)

per r = 0, 1, . . . , N
2
− 1.

Le due sommatorie in (15.16) e (15.17) sono nient’altro che due DFT su N
2

punti. Questo si vede in modo più chiaro se si pone

g(n) = x(n) + x(n+ N
2
)

e

h(n) = x(n)− x(n+ N
2
) .

In tal modo le uguaglianze (15.16) e (15.17) diventano:

x̂(2r) =

N
2
−1∑

n=0

g(n)(w2)rn (15.18)

e

x̂(2r + 1) =

N
2
−1∑

n=0

(h(n)wn)(w2)rn. (15.19)

Pertanto possiamo calcolare la DFT su N punti formando innanzitutto le
successioni g(n) e h(n), poi calcolando h(n)wn ed infine calcolando la DFT
a N

2
punti di ciascuna di queste due successioni: queste due DFT ci danno i

valori di uscita x̂(k) rispettivamente per k pari e dispari.
Il procedimento è illustrato nella Figura 15.10,nel caso di una DFT su 8
punti.
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Figura 15.10: decimazione in frequenza: la DFT a N punti scomposta in due DFT a
N/2 punti (N = 8)

Procedendo il modo simile a quello usato per ricavare gli algoritmi basati
sulla decimazione del tempo, notiamo di nuovo che N

2
è ancora pari poiché

N è una potenza di 2: quindi il procedimento in (15.18) e (15.19) si può
ripetere sulle due DFT su N

2
punti. Le successioni dei loro dati in uscita

si scindono quindi in due sottosuccessioni che devono poi essere combinate
come nel passo precedente per calcolare le DFT su N

4
punti. Lo schema dei

primi due stadi è mostrato nella Figura 15.11.

Nel caso di N = 8 il calcolo si è così ridotto a quello di DFT su 2 punti, le
quali, come abbiamo visto in precedenza, si calcolano sommando e sottraendo
i dati di ingresso. Il grafo completo è in Figura 15.12.

È interessante osservare che ora questo grafo ha i dati in ingresso in ordine
normale, ma fornisce i valori in uscita a disposizione invertita di bit.

Notiamo anche che lo schema base di calcolo è, come nel caso della
decimazione nel tempo, del tipo a farfalla: possiamo quindi sviluppare un
procedimento di calcolo sul posto.
Come in precedenza, indichiamo la successione dei numeri complessi che ri-
sultano dal m-simo stadio di calcolo con Xm(s), dove s = 0, . . . , N − 1 e
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Figura 15.11: decimazione in frequenza: i primi due stadi

Figura 15.12: decimazione in frequenza: il grafo completo per N = 8
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m = 0, . . . , ν. La Figura 15.13 mostra la forma del calcolo base della farfalla;
le equazioni corrispondenti sono

Xm+1(p) = Xm(p) +Xm(q) (15.20)
Xm+1(q) = [Xm(p)−Xm(q)]w

r

al variare dell’esponente intero r, come indicato nelle figure.

Figura 15.13: la farfalla del blocco elementare per la decimazione in frequenza

Applichiamo ora questi algoritmi a ritroso per calcolare la DFT inversa.
Consideriamo una farfalla di un algoritmo basato sulla decimazione nel tem-
po, come quella rappresentata in Figura 15.7 le cui corrispondenti equazioni
sono

Xm+1(p) = Xm(p) + wrXm(q) (15.21)
Xm+1(q) = Xm(p)− wrXm(q) .

Se supponiamo di cominciare con le uscite x̂(k) in ordine normale come in
Figura 15.8 possiamo invertire le relazioni (15.21) e ricavare Xm in funzione
di Xm+1, ossia

Xm(p) =
1

2
[Xm+1(p) +Xm+1(q)] (15.22)

Xm(q) =
1

2
[Xm+1(p)−Xm+1(q)]w

−r .

Poiché Xν(k) = x̂(k) e X0(k) coincide con x(k) a parte l’ordine, che è a di-
sposizione invertita di bit, possiamo calcolare x(n) applicando ripetutamente
l’equazione (15.22). Il grafo risultante per N = 8 è quello mostrato in Fi-
gura 15.14,che quindi descrive un algoritmo di trasformata rapida di Fourier
inversa (IFFT).



15.3. ALGORITMI FFT BASATI SULLA DECIMAZIONE IN FREQUENZA1075

Figura 15.14: il grafo a farfalla della FFT inversa

D’altra parte, c’è un ovvio legame fra gli algoritmi di DFT e DFT inversa.
Osserviamo infatti che la IDFT (Definizione 14.2.2) è

x(n) =
1

N

N−1∑
k=0

x̂(k)w−kn,

per cui si può calcolare la IDFT tramite un algoritmo FFT se si divide il
risultato per N e se si usano potenze di w−1 invece di w. Analogamente
un algoritmo IFFT può essere usato per calcolare la DFT, semplicemente
moltiplicando la sua uscita per N e usando le potenze di w invece di w−1.
Ne segue che il grafo in Figura 15.14,che rappresenta un algoritmo IFFT,
diventa un algoritmo FFT sostituendo semplicemente 1

2
w−r con wr, in quanto

eliminare il fattore 1
2
ad ogni stadio equivale a moltiplicare l’uscita perN = 2ν

al termine delle ν iterazioni. In effetti, se nella Figura 15.14 si effettua questo
cambiamento e si pone all’ingresso la successione x in ordine a disposizione
invertita di bit, si ottiene la Figura 15.12.
Si vede perciò che ad ogni algoritmo basato sulla decimazione nel tempo
corrisponde un algoritmo di trasformazione inversa basato sulla decimazione
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in frequenza. Analogamente si può affermare, che per ogni algoritmo FFT
a decimazione nel tempo esiste un algoritmo a decimazione in frequenza il
quale corrisponde a scambiare ingressi e uscite e a invertire la direzione di
tutte le frecce nel grafo di flusso.

15.4 Algoritmi FFT a radice 2
Vediamo una formulazione degli algoritmi discussi nei paragrafi precedenti
più adatta all’implementazione numerica.
Richiamiamo di nuovo l’espressione che usiamo in questo Capitolo per la
DFT:

x̂(k) =
N−1∑
n=0

x(n)wkn k = 0, . . . , N − 1. (15.23)

Nel caso generale in cui N = 2ν , ν ∈ N, la DFT, in base alla sua Definizione
14.2.2, ha una naturale espressione in forma binaria. Per renderla esplicita,
scriviamo gli sviluppi binari degli interi k, n ⩽ N che compaiono in (15.23):

k = 2ν−1kν−1 + 2ν−2kν−2 + · · ·+ k0 (15.24)
n = 2ν−1nν−1 + 2ν−2nν−2 + · · ·+ n0

Identifichiamo l’intero k con la n-upla delle sue cifre binarie (k0, . . . , kν−1).
Quindi x̂ diventa una funzione di (k0, . . . , kν−1). Analogamente, x si può
pensare come funzione di (n0, . . . , nν−1). Se sostituiamo queste espressioni
nell’uguaglianza (15.23), essa diventa:

x̂(k0, . . . , kν−1) =
∑
n0

∑
n1

· · ·
∑
nν−1

x(n0, . . . , nν−1)w
p (15.25)

dove

p = (2ν−1kν−1 + 2ν−2kν−2 + · · ·+ k0)(2
ν−1nν−1 + 2ν−2nν−2 + · · ·+ n0) .

La sommatoria in (15.23) è stata sostituita dalle ν sommatorie in (15.25)
perché n varia in maniera biunivoca al variare di ciascuna delle sue ν cifre
binarie.
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Ora fattorizziamo wp in due modi diversi. A seconda della fattorizza-
zione di wp otteniamo due tipi di algoritmo, a decimazione nel tempo o a
decimazione in frequenza. Esaminiamo i due casi in dettaglio.

Il primo algoritmo che esaminiamo è quello di decimazione nel tempo,
cioè quello di Cooley-Tukey [7], già introdotto nella Sezione 15.2. Possiamo
riscrivere wp come

wp = w(2ν−1kν−1+···+k0)(2ν−1nν−1)w(2ν−1kν−1+···+k0)(2ν−2nν−2) · · ·w(2ν−1kν−1+···+k0)(n0).
(15.26)

Consideriamo il primo fattore in (15.26):

w(2ν−1kν−1+···+k0)(2ν−1nν−1) = w2ν2ν−2kν−1nν−1 · · ·w2νk1nν−1w2ν−1k0nν−1

= w2ν−1k0nν−1

perché

w2ν = wN = (e−2πi/N)N = 1.

Allo stesso modo il secondo fattore si può scrivere:

w(2ν−1kν−1+···+k0)(2ν−2nν−2) = w2ν2ν−3kν−1nν−2 · · ·w2ν−1k1nν−2w2ν−2k0nν−2

= w2ν−2(2k1+k0)nν−2

di nuovo perché tutti i fattori che all’esponente hanno un multiplo intero di
2ν valgono 1. Lo stesso argomento si applica agli altri termini in (15.26).
Grazie a queste relazioni, (15.25) si può riscrivere come

x̂(kν−1, kν−2, . . . , k0) (15.27)
=

∑∑
· · ·
∑

x(nν−1, nν−2 . . . , n0)

= w2ν−1k0nν−1w2ν−2(2k1+k0)nν−2 . . . w(2ν−1kν−1+···+k0)n0 .

Se si pone x(nν−1, nν−2 . . . , n0) = x0(nν−1, nν−2 . . . , n0) e si effettuano le
somme iterativamente una dopo l’altra, le uguaglianze 15.27 si trasformano
nel seguente sistema lineare:
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x1(k0, nν−2, . . . , n0) =
∑
nν−1

x0(nν−1, . . . , n0)w
2ν−1(k0nν−1) (15.28)

x2(k0, k1, nν−3, . . . , n0) =
∑
nν−2

x1(k0, nν−2, . . . , n0)w
2ν−2(2k1+k0)nν−2

...
xν(k0, k1, . . . , kν−1) =

∑
n0

xν−1(k0, k1 . . . , n0)w
(2ν−1kν−1+···+k0)n0

x̂(kν−1, kν−2, . . . , k0) = xν(k0, k1, . . . , kν−1) ..

I primi membri delle identità (15.28) sono le successioni intermedie risultanti
dai vari stadi di calcolo illustrati nella Sezione 15.2: in effetti, le identità
(15.28) sono precisamente la formulazione originale dell’algoritmo FFT di
Cooley-Tukey per N = 2ν . Come osservato in Sezione 15.2, la successione di
uscita x̂(k) è in ordine invertito di bit.
Vediamo un esempio con n = 4, cioè ν = 2.
In questo caso

k = 2k1 + k0

n = 2n1 + n0 dove k1, n1 = 0, 1

La (15.25) diventa

x̂(k1, k0) =
∑∑

x0(n1, n0)w
(2k1+k0)(2n1+n0) (15.29)

Usando la fattorizzazione descritta sopra, si ha

x̂(k1, k0) =
∑(∑

x0(n1, n0)w
2k0n1

)
w(2k1+k0)(n0) (15.30)

Poniamo

x1(k0, n0) =
∑

x0(n1, n0)w
2k0n1 (15.31)

Facendo assumere a k0.n0 i diversi valori possibili possiamo scrivere la (15.31)
in forma matriciale:
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
x1(0, 0)
x1(0, 1)
x1(1, 0)
x1(1, 1)

 =


1 0 w0 0
0 1 0 w0

1 0 w2 0
0 1 0 w2




x0(0, 0)
x0(0, 1)
x0(1, 0)
x0(1, 1)


La sommatoria in (15.30) si può riscrivere ponendo

x2(k0, n0) =
∑

x1(k1, n0)w
2(k1+k0)n0 (15.32)

oppure, equivalentemente
x2(0, 0)
x2(0, 1)
x2(1, 0)
x2(1, 1)

 =


1 w0 0 0
0 w2 0 0
0 0 1 w1

0 0 1 w3




x1(0, 0)
x1(0, 1)
x1(1, 0)
x1(1, 1)


Da (15.30) e da (15.32) si ricava

x̂(k1, k0) = x2(k0, k1) (15.33)

cioè il risultato finale x2(k0, k1) si ottiene dalla sommatoria più esterna in
ordine invertito di bit.

Una seconda maniera di fattorizzare wp si ottiene scomponendo k invece
di n: questo algoritmo è detto di Sande-Tukey, o anche, come abbiamo già
visto, a decimazione in frequenza. Vediamolo nel caso particolare di N = 4:
la formulazione più generale è analoga.

Riscriviamo in modo equivalente l’uguaglianza (15.29):

x̂(k1, k0) =
∑∑

x0(n1, n0)w
(2k1+k0)(2n1+n0) (15.34)

Da qui

w(2k1+k0)(2n1+n0) = w(2k1)(2n1+n0)w(k0)(2n1+n0) = w(2k1n0)w(k0)(2n1+n0)

La (15.34) si può riscrivere

x̂(k1, k0) =
∑(∑

x0(n1, n0)w
(k0)(2n1+n0)

)
w(2k1n0)
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Introducendo opportuni passi intermedi analoghi a quelli in (15.28) scriviamo

x1(k0, n0) =
∑

x0(n1, n0)w
k0(2n1+n0) (15.35)

x2(k0, k1) =
∑

x1(k0, n0)w
2k1n0

x̂(k1, k0) = x2(k0, k1)

dove abbiamo posto x0(n1, n0) = x(n1, n0) per comodità di notazione. Il
grafo corrispondente alle uguaglianze (15.35) è in Figura 15.15.

Figura 15.15: FFT a radice 2 per N = 4

15.5 Algoritmi di FFT a radice arbitraria
Nella Sezione 15.4 abbiamo studiato la DFT su N punti con N = 2ν , ed
i corrispondenti algoritmi di FFT, detti a radice 2, i quali portano ad una
considerevole riduzione sul numero di moltiplicazioni ed addizioni complesse
da effettuare.
Però l’ipotesi N = 2ν è restrittiva. In questa Sezione esaminiamo algoritmi
FFT per un intero N arbitrario, quindi fattorizzato non come una potenza
di 2 bensì come prodotto di m numeri interi qualsiasi: N = r1 · · · rm, rk.

Esaminiamo prima il caso di due soli fattori: N = r1r2. Per derivare
algoritmi FFT in questo caso particolare, esprimiamo gli indici k, n come in
(15.24):
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k = k1r1 + k0 con k0 = 0, 1, . . . , r1 − 1, k1 = 0, 1, . . . , r2 − 1

n = n1r2 + n0 con n0 = 0, 1, . . . , r2 − 1 n1 = 0, 1, . . . , r1 − 1 .

Osserviamo che questa scomposizione è unica.
In questa notazione, (15.23) diventa

x̂(k1, k0) =

r2−1∑
n0=0

[
r1−1∑
n1=0

x(n1, n0)w
kn1r2

]
wkn0 (15.36)

perché wr1r2 = wr = 1.
L’esponenziale wkn1r2 si può fattorizzare nel modo seguente:

wkn1r2 = w(k1r1+k0)n1r2 = wr1r2k1n1wk0n1r2

= [wr1r2 ]k1n1 wk0n1r2 = wk0n1r2

perché wr1r2 = 1.
Inoltre si ha:

wkn0 = w(k1r1+k0)n0 .

La 15.36 diventa:

x̂(k1, k0) =

r2−1∑
n0=0

[
r1−1∑
n1=0

x(n1, n0)w
k0n1r2

]
w(k1r1+k0)n0 (15.37)

oppure, ponendo x(n1, n0) = x0(n1, n0) ed introducendo passi intermedi
analogamente a quanto fatto in (15.35),

x1(k0, n0) =

r1−1∑
n0=0

x0(n1, n0)w
k0n1r2 (15.38)

x2(k0, k1) =

r2−1∑
n0=0

x1(k0, n0)w
(k1r1+k0)n0 .
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Il risultato finale è:

x̂(k1, k0) = x2(k1, k0). (15.39)

Notiamo che, come negli algoritmi a radice 2 (Sezione 15.4, il risultato è in
ordine dei bit invertito.
Le uguaglianze (15.38) e (15.39) costituiscono l’agoritmo FFT nel caso N =
r1r2.

Vediamo un esempio nel caso r1 = r2 = 4; in tal caso abbiamo N =
r1r2 = 16. Usando le uguaglianze (??), esprimiamo gli indici k e n in radice
4:

k = 4k1 + k0 con k1, k0 = 0, 1, 2, 3 (15.40)
n = 4n1 + n0 con n1, n0 = 0, 1, 2, 3.

Nel prodotto kn spezziamo n come nella seconda uguaglianza (15.40). In
questo modo sviluppiamo (15.37) con l’approccio della decimazione nel tem-
po (si vedano le uguaglianze da (15.26) a (15.28)). L’uguaglianza (15.37)
diventa:

x̂(k1, k0) =
3∑

n0=0

[
3∑

n1=0

x(n1, n0)w
4k0n1

]
w(4k1+k0)n0 .

Usando i passi intermedi introdotti in (15.38) otteniamo:

x1(k0, n0) =
3∑

n0=0

x0(n1, n0)w
4k0n1 (15.41)

x2(k0, k1) =
3∑

n0=0

x1(k0, n0)w
(4k1+k0)n0 .

Ora si ricava dalla (15.39) la struttura dell’algoritmo in radice 4:

x̂(k1, k0) = x2(k1, k0). (15.42)
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Figura 15.16: FFT a radice 4

Le ultime tre uguaglianze costituiscono l’algoritmo FFT in radice 4, nel caso
N = 16.
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Il grafo risultante è mostrato in Figura 15.16.

Vediamo come si ottiene questo grafo: dalla (15.41) si vede che bisogna
calcolare due vettori intermedi e che ogni nodo ha quattro spigoli in ingresso
ed in uscita. Per esempio, per ogni k1 = 0, 1, 2, 3, gli spigoli in ingresso al
nodo x(k1, k0) sono quelli provenienti da

x0(0, k0), x0(1, k0), x0(2, k0), x0(3, k0).

Il grafo in Figura 15.16 non riporta tutti gli spigoli presenti, e neppure i
fattori wp, che si possono calcolare direttamente dalle (15.41).
L’ultima parte a destra illustra la permutazione finale per ottenere il vet-
tore x(n) con indici ordinati. Come vedremo più avanti, l’algoritmo a ra-
dice 4 riduce di circa il 30% il numero di moltiplicazioni necessarie rispetto
all’algoritmo a radice 2 per lo stesso valore di N .

Esaminiamo ora l’algoritmo generale di Cooley-Tukey per N = r1 · · · rk ∈
N.
Come prima, esprimiamo gli indici k, n nella forma

k = km−1(r1, . . . , rm−1) + km−2(r1, . . . , rm−2) + · · ·+ k1r1 + k0

n = nm−1(r2, . . . , rm) + nm−2(r3, . . . , rm) + · · ·+ n1rm + n0

dove

ki−1 = 0, 1, 2, . . . , ri − 1 1 ≤ i ≤ m

ni−1 = 0, 1, 2, . . . , rm−1 − 1 0 ≤ i ≤ m− 1 .

Ora l’espressione (15.23) della DFT diventa

x̂(km−1, . . . , k0) =
∑
n0

· · ·
∑
nm−1

x0(nm−1, . . . , n0)w
kn, (15.43)

dove le sommatorie sono estese a tutti gli indici {ni : ni = 0, 1, . . . , rm−1 − 1}
con 0 ≤ i ≤ m− 1.

Sostituendo il valore di n, otteniamo dalla (15.42):

wkn = wk[nm−1(r2...rm)+···+n0]. (15.44)
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Il primo fattore si può scrivere:

wknm−1(r2···rm) = w[km−1(r1...rm−1)+···+k0][nm−1(r2...rm)] (15.45)
= [wr1···rm ][km−1(r1...rm−1)+···+k1]nm−1 wk0nm−1(r2···rm).

Poiché wr1···rm = wN = 1, la (15.45) diventa

wknm−1(r2···rm) = wk0nm−1(r2···rm)

per cui la (15.44) diventa

wnk = wnm−1k(r2···rm)wk[nm−1(r3···rm)+···+n0] .

Sostituendo in (15.43) abbiamo

x̂(km−1, . . . , k0)

=
∑
n0

. . .

[∑
nm−1

x0(nm−1, . . . , n0)w
k0nm−1(r2···rm)

]
wk[nm−2(r3···rm)+···+n0] .

Ponendo, di nuovo, x(nm−1, . . . , n0) = x0(nm−1, . . . , n0), definiamo un vet-
tore intermedio x1

x1(k0, nm2 , . . . n0) =
∑
nm−1

x0(nm−1, . . . , n0)w
k0nm−1(r2···rm) .

Ora la (??) diventa

x̂(km−1, . . . , k0) =
∑
n0

. . .

[∑
nm−1

x1(k0, nm2 , . . . n0)

]
wk[nm−2(r3...rm)+···+n0] .

(15.46)
Con una decomposizione analoga alle precedenti, si ottiene

wknm2 (r3···rm) = w(k1r1+k)nm−2(r3···rm) .

Allora, ponendo

x2(k0, k1, nm3 , . . . n0) =
∑
nm−2

x1(k0, nm−2, . . . n0)
(k1r1+k)nm−2(r3···rm) ,
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trasformiamo la (15.46) in

x̂(km−1, . . . , k0) =
∑
n0

. . .

[∑
nm−3

x2(k0, nm−3, . . . n0)

]
wk[nm−3(r4···rm)+···+n0].

(15.47)
Riducendo iterativamente la (15.47) allo stesso modo, otteniamo un sistema
lineare espresso come successione ricorsiva di uguaglianze della forma

x1(k0, . . . , ki−1, nm−i−1, . . . , n0)

=
∑
km−i

xi−1xi−1(k0, . . . , ki−2, nm−i, . . . , n0)w
[ki−1(r1···ri−1)+···+k0]ni−1(ri+1···rm)

per i = 1, 2, . . . ,m.
Questa espressione è valida se si assume che

(ri+1 · · · rm) = 1 per i > m− 1 e k = 0.

Il risultato finale è dato da:

x̂(km−1, . . . , k0) = xm(k0, . . . , km−1).

Un algoritmo alternativo si può ottenere espandendo, nel prodotto kn, il
terminek invece del termine n (cioè con decimazione in frequenza invece che
nel tempo). Omettiamo i dettagli.

Infine, calcoliamo il numero di oiperazione necessarie per eseguire l’algo-
ritmo FFT discusso sopra per N = r1 · · · rm.
Il vettore x1 in (??) ha N elementi: per calcolare ciascun elemento occorrono
r1 operazioni (una moltiplicazione complessa e una addizione complessa), per
un totale di Nr1 operazioni per ottenere x1.
Analogamente occorrono Nr2 operazioni per calcolare x2 da x1; continuando
così si trova che il calcolo di xm richiede N(r1 + · · ·+ rm) operazioni.

Questa stima non tiene conto della simmetria dell’esponenziale complesso,
che può invece essere sfruttata per ridurre il numero totale di operazioni;
vediamo come.
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Consideriamo per esempio un algoritmo a radice 4, con N = 16. In questo
caso le uguaglianze sono

x1(k0, n0) =
3∑

n1=0

x0(n1, n0)w
4k0n1 (15.48a)

x2(k0, k1) =
3∑

n0=0

x0(k0, n0)w
(4k1+k0)n0 (15.48b)

x̂(k1, k0) = x2(k0, k1). (15.48c)

La (15.48c )si può riscrivere

x̂(k1, k0) =
3∑

n0=0

[
3∑

n1=0

x0(n1, n0)w
4k0n1

]
w4k1n0wk0n0 .

Il fattore wk0n0 può essere spostato nella sommatoria più interna, in modo
da avere

x̂(k1, k0) =
3∑

n0=0

{[
3∑

n1=0

x0(n1, n0)w
4k0n1

]
wk0n0

}
w4k1n0 ,

oppure, in forma ricorsiva,

x1(k0, n0) =

[
3∑

n1=0

x0(n1, n0)w
4k0n1

]
wk0n0 (15.49a)

x2(k0, k1) =
3∑

n0=0

x0(k0, n0)w
4k1n0 (15.49b)

x̂(k1, k0) = x2(k0, k1). (15.49c)

Consideriamo il fattore w4k0n1 nell’uguaglianza ((15.49a)). Poiché N = 16 si
ha:

w4k0n1 = (w4)k0n1 =
(
e−4i(2π/16)

)k0n1
=
(
e−iπ/2

)k0n1
.

Quindi w4k0n1 assume solo i valori ±1, ±i, a seconda del valore dell’intero
k0n1. Le moltiplicazioni per ±1 in (15.49a) non sono altro che addizioni o
sottrazioni. Quelle per ±i si riducono a sottrazioni o addizioni precedute



1088 CAPITOLO 15. FFT

dallo scambio delle parti reali e immaginarie del secondo addendo. Que-
sto equivale a dire che la somma in parentesi quadra nella (15.49a) si può
calcolare senza effettuare moltiplicazioni.
Il risultato della somma deve poi essere moltiplicato per wk0n1 .
Un argomento analogo si applica all’uguaglianza (15.49b): anch’essa può
essere valutata senza alcuna moltiplicazione.

15.6 Velocizzazione del calcolo della FFT per
dati reali: pre-elaborazione (preproces-
sing) e post-elaborazione (post-processing)

In questa Sezione come ottimizzare il calcolo della DFT quando i dati in
input sono reali. Una parte della presentazione è tratta da [3]. Qui la nor-
malizzazione della DFT è indifferente per quanto concerne la semplicità di
scrittura, quindi ritorniamo alla definizione originale (Definizione 14.2.2):

x̂n =
1

N

N−1∑
k=0

xkw
nk (15.50)

Spesso si è interessati a calcolare la DFT di una successione reale per x ∈
RN . In tal caso si può usare la formula per la RDFT ottenuta nella Nota
14.9.3. Però la RDFT porta a una complessità di calcolo dell’ordine di N2. È
certamente preferibile usare l’algoritmo della FFT, che ha una complessità di
calcolo molto minore, dell’ordine di N log2N . Però la FFT è un algoritmo di
calcolo della DFT di successioni a valori complessi: qui abbiamo tutte le parti
immaginarie nulle, e quindi sprechiamo metà dell’allocazione in memoria dei
dati. Per econimizzare le risorse possiamo ricombinare opportunamente i dati
di input (pre-processing) e di output (post-processing) in modo da ottenere:

1. due DFT di N dati reali eseguendo una DFT di N dati complessi;

2. una DFT di 2N dati reali eseguendo una DFT di N dati complessi.

Ecco gli algoritmi:
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Proposizione 15.6.1. Siano x, y ∈ RN . Poniamo z = x+iy (pre-processing).
Allora le DFT soddisfano le relazioni

x̂ =
1

2
(ẑ + ẑ

†
)

ŷ = − i

2
(ẑ − ẑ

†
) .

(post-processing)

Dimostrazione. Come sempre, scriviamo w = e−2πi/N . Osserviamo che

Re(znw
nk) = xn cos

2πnk

N
+ yn sin

2πnk

N

Im(znw
nk) = yn cos

2πnk

N
− xn sin

2πnk

N
.

Da questo segue

ẑk =
1

N

N
2∑

n=−N
2
+1

znw
nk

=
1

N

N
2∑

n=−N
2
+1

(xn cos
2πnk

N
+ yn sin

2πnk

N
)

− i

N

N
2∑

n=−N
2
+1

(xn sin
2πnk

N
− yn cos

2πnk

N
)

e quindi

x̂k =
ẑk + ẑ

†
k

2

ŷk =
ẑk − ẑ

†
k

2i

tu

Nota 15.6.2. Il tempo di calcolo delle fasi di pre-processing, (xk, yk) →
xk + iyk per k = −N

2
, . . . , N

2
e di post-processing (ẑk, ẑ

†
k) → ẑk ± ẑ−k per
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k = −N
2
, . . . , N

2
, è dell’ordine di N , quindi trascurabile rispetto al tempo

di calcolo N log2N della FFT per grandi valori di N . Perciò l’algoritmo
della Proposizione 15.6.1 dimezza l’allocazione di memoria senza allungare
apprezzabilmente il tempo di calcolo. tu

Lemma 15.6.3. Sia N pari; poniamo wN = e−2πi/N e w2N = e−πi/N . Per
u ∈ R2N , come abbiamo fatto per la FFT separiamo le sottosuccessioni
xn = u2n dei termini pari e yn = u2n−1 dei termini dispari (pre-processing).
Allora x, y ∈ RN , e per k = −N

2
, . . . , N

2
, si ha

ûk =
1

2
(x̂k + w−k

2N ŷk),

ûk+N =
1

2
(x̂k − w−k

2N ŷk).

(relazioni a farfalla).

Dimostrazione. Osserviamo che w2
2N = wN . Perciò abbiamo

ûk =
1

2N

N∑
n=−N+1

znw
nk

=
1

2N

N
2∑

n=−N
2
+1

(z2nw
2nk
2N + z2n−1w

(2n−1)k)

=
1

2N

N
2∑

n=−N
2
+1

xnw
nk
N +

1

2N
w−k

2N

N
2∑

n=−N
2
+1

ynw
nk
N

=
1

2
(x̂k + w−k

2N ŷk).

Abbiamo così provato la prima uguaglianza dell’enunciato. La seconda ora
segue dal fatto che x e y sono periodiche di periodo N , mentre wk+N2N = −wk2N
perché wN2N = −1. tu

A partire da questo Lemma, un calcolo elementare prova il seguente
risultato:
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Proposizione 15.6.4. Sia u ∈ R2N e x, y come nel Lemma 15.6.3. Poniamo
zn = xn + iyn = u2n + iu2n−1 per n = −N

2
, . . . , N

2
(pre-processing). Allora

z ∈ CN e

ûk =
1

4
ẑk(1− iw−k

2N ŷk) +
1

4
ẑ−k(1 + iw−k

2N ŷk) , k = 0, . . . ,
N

2

ûk+N =
1

4
ẑk(1 + iw−k

2N ŷk) +
1

4
ẑ−k(1− iw−k

2N ŷk) , k = −N
2

+ 1, . . . , 0

Per la DFT, abbiamo sviluppato l’algoritmo FFT di calcolo rapido. Vor-
remmo elaborare un analogo algoritmo per la DCT e la DST. Limitiamo
l’attenzione alla DCT (il caso della DST è analogo).
Poiché la DCT è la DFT di successioni reali pari, si ha:
Esercizio 15.6.5. La DCT di una successione reale x ∈ RN consiste degli
N + 1 coefficienti {û0, . . . , ûN} della DFT complessa a dimensione 2N del-
l’estensione pari u di x (data da u−n = un = xn, n > 0).
tu

Nota 15.6.6. Poiché u è reale e pari, i coefficienti û0, . . . , ûN sono reali e pari,
per le Proposizioni 14.7.6 e 14.7.7. tu

Grazie all’esercizio 15.6.5, possiamo ridurre il problema del calcolo rapido
della DCT all’algoritmo della FFT tramite pre-processing e post-processing.
I calcoli sono faticosi: ci limitiamo all’enunciato.
Proposizione 15.6.7. (DCT veloce tramite pre-processing e post-
processing.) Sia x ∈ RN , u ∈ R2N la sua estensione pari, e zn = u2n +
i(u2n+1 − u2n−1), per n = −N

2
, . . . , N

2
(pre-processing). Allora:

x̂k =
1

4
(ẑk + ẑ−k −

ẑk − ẑ−k

2 sin πk
N

) k = 1, . . . ,
N

2
;

x̂k+N =
1

4
(ẑk + ẑ−k +

ẑk − ẑ−k

2 sin πk
N

) k = −N
2

+ 1, . . . ,−1;

x̂0 =
1

2
ẑ0 +

1

2N

N
2∑

n=−N
2
+1

u2n−1;

x̂N =
1

2
ẑ0 −

1

2N

N
2∑

n=−N
2
+1

u2n−1.
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Nota 15.6.8. A causa del denominatore sin πk
N
, che è vicino a zero per k pic-

colo e N grande, la trascrizione numerica diretta della Proposizione 15.6.7 è
numericamente instabile: occorre invece riscrivere le uguaglianze eliminando
il denominatore. tu

15.7 Esercizi sulla FFT
Esercizio 15.7.1. Supponiamo che un computer richieda un tempo τ per il
calcolo della FFT di una successione di 215 valori. Quanto tempo è necessario
per la FFT di una successione di 216 valori?

1. □ 15τ
2·16

2. □ 216
15
τ

3. □ 15 · 16τ

4. □ 16 log2 16τ

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 15.7.2. Supponiamo che un computer richieda un tempo τ per il
calcolo della FFT di una successione di 215 valori. Quanto tempo è necessario
per la FFT di una successione di 216 valori?

1. □ 15τ
2·16

2. □ 216
15
τ

3. □ 15 · 16τ

4. □ 16 log2 16τ

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 15.7.3. Supponiamo che un computer richieda un tempo T per
il calcolo della FFT di una successione 27 = 128 valori. Quanto tempo è
necessario per la FFT di una successione di 213 = 8192 valori?
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1. □ 7·8192
13·128T

2. □ 13·8192
7·128 T

3. □ 13 · 8192 · T

4. □ 13·128
7·8192T

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 15.7.4. Supponiamo che un computer richieda un tempo T per il
calcolo della FFT di una successione di 26 valori. Quanto tempo è necessario
per la FFT di una successione di 212 valori?

1. □ 12 · 212T

2. □ 27T

3. □ T
12·212

4. □ T
27

5. □ nessuna delle precedenti

tu

Esercizio 15.7.5. Supponiamo che un computer richieda un tempo τ per il
calcolo della FFT di una successione di 215 valori. Quanto tempo è necessario
per la FFT di una successione di 216 valori?

1. □ 15τ
2·16

2. □ 216
15
τ

3. □ 15 · 16τ

4. □ 16 log2 16τ

5. □ nessuna delle precedenti

tu
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Esercizio 15.7.6. Supponiamo che un computer richieda un tempo τ per il
calcolo della FFT di una successione di 215 valori. Quanto tempo è necessario
per la FFT di una successione di 216 valori?

1. □ 15τ
2·16

2. □ 216
15
τ

3. □ 15 · 16τ

4. □ 16 log2 16τ

5. □ nessuna delle precedenti

tu



Capitolo 16

L’errore di approssimazione
della trasformata di Fourier con
la DFT: stime numeriche
dell’aliasing

Abbiamo osservato nella Sezione 14.3 che la DFT di ordine N è la nozione
naturale di trasformata di Fourier sul gruppo ciclico di N elementi. Però
nella pratica siamo sempre interessati a trasformate di Fourier di funzioni
sui reali, oppure di funzioni periodicizzate: nel secondo caso si sta usando
una trasformata di Fourier i cui valori sono una funzione sul gruppo Z de-
gli interi, ossia una successione (la successione dei coefficienti di Fourier).
D’altra parte, la DFT, che si applica solo a successioni periodiche, è insosti-
tuibile nei problemi di calcolo, perché le sue numerose proprietà di simmetria
permettono di realizzare algoritmi di calcolo veloce (i vari algoritmi di FFT
presentati nel Capitolo 15). È quindi necessario approssimare trasformate e
coefficienti di Fourier con la DFT, e quindi valutare l’errore numerico che si
commette in questa approssimazione.

In questa chiave, richiamiamo il fatto che dalla Proposizione 10.2.3 e dal
suo Corollario 10.2.4 segue che, se si periodicizza una funzione f ∈ L1(R),
i coefficienti di Fourier della funzione periodicizzata coincidono con la tra-
sformata di Fourier di f alle frequenze corrispondenti. In altre parole, i
campioni di f̂ possono essere ottenuti come coefficienti di Fourier di una
funzione associata.
Ora, la DFT è una trasformata di Fourier discreta di successioni (ovvero di-

1095
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stribuzioni discrete) periodiche. Vogliamo investigare analoghe relazioni fra
i valori della DFT della discretizzazione di f ed i coefficienti di Fourier o i
campioni della trasformata di Fourier nel senso appena visto. Più precisa-
mente, indicando in questo Capitolo con f̃k, per evitare ambiguità, i valori
della DFT, ci chiediamo:

• qual è la relazione fra i valori f̃k della DFT ed i coefficienti di Fourier
f̂(k)? Se si approssimano i secondi con i primi, qual è l’errore numerico?

• se si usa la DFT per approssimare la trasformata di Fourier di f , come
si valuta l’errore numerico commesso? In particolare, come si stima
la differenza fra f̃k ed il valore f̂(k) della trasformata di Fourier alla
frequenza k?

In entrambi i casi, vedremo che gli errori di approssimazione sono ma-
nifestazioni del fenomeno di aliasing (Sezione 13.5), dovuti al fatto che la
discretizzazione nel tempo produce una periodicizzazione nel dominio della
frequenza: quindi il valore dell’approssimazione ad una data frequenza risen-
te di contributi anche su frequenze diverse, e precisamente su una successione
equispaziata nel dominio della frequenza indotta per reciprocità dalla griglia
di campionamento nel dominio del tempo (Definizione 16.2.2). Pertanto il
presente Capitolo è una analisi degli errori numerici indotti dall’aliasing.

Le prossime sezioni sone dedicate a risolvere questi due problemi in condi-
zioni di generalità via via maggiori. La presentazione è tratta dall’eccellente
monografia [3], alla quale rinviamo il lettore interessato ad approfondimenti
ed esempi.

16.1 Approssimazione dei coefficienti di Fou-
rier di funzioni periodiche con la DFT

16.1.1 La formula di somma di Poisson discreta
Consideriamo l’approssimazione con la DFT dei coefficenti di Fourier di fun-
zioni periodiche di periodo T . Più precisamente, consideriamo funzioni f
definite sull’intervallo [−T/2, T/2], che per il calcolo della DFT discretizzia-
mo ad un numero N di campioni f(xn) con xn = nT/N al variare di n da
−N

2
+ 1 a N

2
. Nonostante il fatto di dover discretizzare f , nondimeno fac-

ciamo ipotesi sulla sua regolarità come funzione di una variabile continua:
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assumiamo che valgano le condizioni sufficienti per la convergenza della sua
serie di Fourier illustrate nel Teorema 5.15.1 (continuità a tratti con la de-
rivata, con un numero finito di salti nel periodo). Consideriamo la serie di
Fourier di f :

∑∞
k=−∞ f̂(k)e−2πikx/T con f̂(k) = 1

T

∫
−T/2 T/2f(x) e

−2πikx/T dx.
Nell’intervallo [−T/2, T/2] essa converge a f(x) per ogni x che non sia un
punto di salto ed alla media aritmetica dei limiti destro e sinistro ai punti
di salto; altrove, essa converge nello stesso senso al prolungamento periodico
di f . Per comodità, supponiamo che i punti xn non siano punti di salto,
o più semplicemente che non ci siano punti di salto, neanche agli estremi
del periodo (questa ipotesi non costa niente, perché in ogni caso siamo solo
interessati agli N valori ai punti di campionamento, e possiamo interpolarli
con una f arbitrariamente liscia). Allora, per n = −N

2
+ 1, . . . , N

2
,

f(xn) =
∞∑

k=−∞

f̂(k)e−2πikxn/T =
∞∑

k=−∞

f̂(k)e−2πikn/N . (16.1)

Sotto queste ipotesi, possiamo facilmente dimostrare il seguente analogo
discreto della formula di somma di Poisson (Proposizione 10.3.1):

Lemma 16.1.1. (Variante discreta della formula di somma di Pois-
son.) Se la funzione f , periodica di periodo T , è tale che la sua serie
di Fourier converge a f(x) ai punti di campionamento xn = nT/N (n =
[−N

2
] + 1, . . . , N

2
), allora la DFT della successione {f(xn)}, che indichiamo

con DFT(f) oppure con f̃ , verifica

DFT(f)k ≡ f̃k =
∞∑

m=−∞

f̂(−k +mN) ,

o equivalentemente

f̃ †
k =

∞∑
m=−∞

f̂(k +mN) = (P f̂)k .

Dimostrazione. Sostituiamo l’espressione 16.1 nel calcolo della DFT della
successione {f(xn)}: per k = −N

2
+ 1, . . . , N

2
(assuendo per semplicità, qui
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ed in seguito, N pari), si ottiene

DFT(f)k ≡ f̃k =
1

N

N
2∑

n=[−N
2
]+1

f(xn)e
−2πink/N

=
1

N

N
2∑

n=[−N
2
]+1

(
∞∑

m=−∞

f̂(m)e−2πimn/N

)
e−2πink/N

=
1

N

∞∑
m=−∞

f̂(m)

N
2∑

n=[−N
2
]+1

e−2πi(m+k)n/N =
∞∑

m=−∞

f̂(−k +mN)

perché, in base al Lemma 14.2.5, 1
N

∑N
2

n=−N
2
+1
e−2πi(m+k)n/N = 1 se m = −k

mod N e 0 altrimenti. tu

Nota 16.1.2. Se f è una funzione periodica di periodo T che verifica l’ipotesi
del precedente Lemma 16.1.1, allora la funzione f ♯ = fχ[0,T ] verifica l’ipotesi
della Proposizione 14.11.1, ed inoltre P1f

♯ = f ♯. Allora l’identità del Lemma
16.1.1 per f coincide con l’identità della Proposizione 14.11.1 per f ♯.
tu

16.1.2 Funzioni periodiche con banda spettrale limita-
ta: ricostruzione esatta

Introduciamo la seguente definizione, analoga a quella data per funzioni su
R quando introducemmo la classe a banda limitata, ovvero di Paley–Wiener
(10.4.1):

Definizione 16.1.3. Supponiamo che, per qualche M > 0, la funzione pe-
riodica f di periodo T abbia coefficienti di Fourier f̂(k) nulli per |k| > M .
Allora f è un polinomio trigonometrico: in analogia con il caso non periodi-
co, in questo Capitolo diciamo che f ha banda spettrale limitata, ovvero che
è limitata in banda.

Rammentiamo (Corollario 5.2.6) che le frequenze nello sviluppo di Fourier
di una funzione f periodica di periodo T sono date da k = 0,±2π

T
,±4π

T
, . . . .

Quindi l’indiceM a cui i coefficienti di Fourier cominciano ad annullarsi nella
Definizione 16.1.3 corrisponde alla frequenza 2πM/T .
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Dalla formula di somma di Poisson discreta (Lemma 16.1.1) segue questo
analogo discreto del teorema del campionamento (Corollario 10.4.6):

Proposizione 16.1.4. (Il teorema del campionamento discreto: ri-
costruzione con la DFT dei coefficienti di Fourier di funzioni a
banda limitata.) Sia f una funzione periodica con serie di Fourier con-
vergente a f ai punti di campionamento [−N

2
] + 1, . . . , N

2
(assuendo come

sempre, per semplicità, N pari).

(i) Se f è a banda limitata con coefficienti di Fourier f̂(k) = 0 per |k| ⩾
N/2, allora la DFT di ordine N di f riproduce esattamente gli N
coefficienti di Fourier non nulli, nel senso che f̃k = f̂(k) per [−N

2
]+1 ⩽

k ⩽ N
2
.

(ii) Se f̂(k) = 0 per |k| > N/2 e N è pari, allora

f̃k =

{
f̂(k) per |k| ⩽ N

2
− 1 ,

f̂(−N
2
) + f̂(N

2
) per |k| = N

2
.

Se f è a valori reali, allora f̃N
2
= 2Re

(
f̂(N

2
)
)
.

(iii) Se f ha periodo T , allora la condizione f̂(k) = 0 per |k| ⩾ N/2 della
parte (i) equivale a dire che, se πΩ/2 è l’estremo inferiore delle fre-
quenze ω tali che i coefficienti di Fourier si annullano, allora N ⩾ TΩ,
ovvero il passo di campionamento τ = T/N verifica la condizione di
Nyquist τ ⩽ 1/Ω.

(iv) La identità degli N coefficienti di Fourier di f da [−N
2
] + 1 a N

2
con

i valori della DFT di ordine N , nel senso della parte (i), è possibile
se e solo i coefficienti di Fourier soddisfano l’identità f̂(k) = 0 per
|k| ⩾ N/2, ossia verificano la condizione di Nyquist della parte (iii). Se
f non è a banda limitata oppure ‘e a banda limitata in un intervallo di
indici non contenuto in

[
[−N

2
] + 1, N

2

]
, allora approssimare f̂(k) con f̃k

per [−N
2
]+1 ⩽ k ⩽ N

2
in generale produce un errore di approssimazione

(aliasing, con la terminologia del Capitolo 13).

Dimostrazione. Le parti (i) e (iv) seguono immediatamente dal Lemma
16.1.1. Per la parte (ii), osserviamo che i coefficienti di Fourier agli indi-
ci −N

2
e N

2
non sono uguali, ma i valori della DFT invece lo sono, a cause
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della paeriodicità di passo N . Quindi la DFT mescola (sommandoli) i due
modi di oscillazione ±N

2
. Se f ha valori reali, allora f̂(N

2
) = f̂(−N

2
), e la

somma dà come risultato 2Re
(
f̂(N

2
)
)
. Infine, per provare (iii), basta notare

che, se f ha periodo T , i modi di oscillazione di indici ±N
2
corrispondono alla

frequenza massima di oscillazione N
2

2π
T
: allora la condizione che i coefficienti

di Fourier si annullino per indici di valore assoluto maggiore o uguale a N
2

equivale a richiedere Nπ/T ⩾ πΩ. tu

16.1.3 Caso generale di funzioni periodiche con banda
spettrale illimitata: l’errore di approssimazione

Consideriamo il caso in cui la funzione f non sia a banda limitata, oppure
lo sia ma abbia coefficienti di Fourier f̂(k) 6= 0 per qualche |k| > N

2
. In tal

caso sostituire f̂(k) con il corrispondente valore f̃k della DFT di ordine N
causa un errore di approssimazione (aliasing), come notato nella Proposizione
16.1.4 (iv). Diamo ora una stima di questo errore numerico.

Teorema 16.1.5. (L’errore di approssimazione dei coefficienti di
Fourier con la DFT.) Sia f una funzione periodica di periodo T e m un
intero non negativo.

(i) Sem > 1 e f e le sue primem−1 derivate sono continue in [−T/2, T, 2]
e la derivata f (m) è limitata con un numero finito di discontinuità nel
periodo, tutte di tipo salto, allora, per −N

2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
, vale la stima

f̃k − f̂(k) = o

(
1

Nm

)
.

(ii) Se m > 0 ed inoltre la derivata f (m), oltre ad essere limitata, è
monotòna a tratti, allora vale la stima

f̃k − f̂(k) = O

(
1

Nm+1

)
.

(iii) Per m ⩾ 1 la costante C = Ck dell’infinitesimo a secondo mewmbro
della stima (ii) dipende da k proporzionalmente a 1

(1− k
N
)m
. In particola-

re, il rapporto massimo fra queste costanti al variare di k è dell’ordine
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di 3m−1, e le stime dell’errore per k grande sono maggiori che per k pic-
colo. Per funzioni f a valori reali (o a valori puramente immaginari),
si ha C|k| ∼ 1

(1− |k|
N

)m−1
: queste costanti crescono quando k si allontata

da 0 (sono maggiori per k dell’ordine di ±N/2 che per k = 0, di un
fattore 2m−1).
Stessa conclusione vale per la stima (i), dove la dipendenza da k
dell’infinitesimo, per m > 1, è proporzionale a 1

(1− k
N
)m−1 .

Dimostrazione. Dalla formula di somma di Poisson discreta (Lemma 16.1.1)
segue, per −N

2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
,

f̃k − f̂(k) =
∞∑
j=1

f̂(k + jN) + f̂(k − jN) . (16.2)

Grazie al Corollario 5.18.2, se vale l’ipotesi della parte (i), esiste una succes-
sione {aj > 0} con limj aj = 0 ed una costante C > 0 (indipendente da k)
tali che

f̂(k + jN) < C
aj

|k + jN |m

per ogni −N
2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
. Osserviamo che

1

|k ± jN |m
=

1

Nm

1

|j ± k
N
|m

e | k
N
| ⩽ 1

2
. Pertanto il secondo membro di (16.2) si maggiora, uniformemente

rispetto a k, con
2Caj
Nm

∞∑
j=1

1

|j − 1
2
|m
,

mentre, per ciascun k, la maggiorazione può essere resa più forte così:

2Caj
Nm

∞∑
j=1

1

|j − k
N
|m
.

Poiché la serie
∑∞

j=1
1

|j− 1
2
|m è convergente per m ⩾ 2, da qui segue la stima in

(i). Inoltre, dal teorema di confronto di una serie con un integrale (Lemma
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??), otteniamo che, se m > 1,
∞∑
j=1

1

|j − k
N
|m

≈
∫ ∞

1

1

(x− k
N
)m

dx =

∫ ∞

1− k
N

1

tm
dx

=
1

1−m

1

tm−1

∣∣∣∣∞
1− k

N

=
1

m− 1

1

(1− k
N
)m−1

.

ed il primo membro differisce dall’ultimo membro per non più di 1
|1− k

N
|m .

Quindi la stima diventa

f̂(k + jN) < C ′

(
1

(1− k
N
)m−1

+
1

|1− k
N
|m

)
aj

|k + jN |m

< C ′ 2

(1− k
N
)m−1

aj
|k + jN |m

. (16.3)

con C ′ indipendente da k. Se f è a valori reali, allora f̂(k) = f̂(−k) (Corol-
lario 5.2.5), e quindi il modulo di f̂ è una successione pari, ossia simmetrica,
per cui l’andamento dell’errore dipende solo da |k|; analoga conclusione vale
per f a valori immaginari.

Analogamente, per provare (ii), facciamo ricorso al Teorema 5.18.5 per
ottenere

f̂(k + jN) < C
1

|k + jN |m+1

per ogni −N
2
+1 ⩽ k ⩽ N

2
e per qualche costante C > 0. Da qui l’argomento

della parte (i) porta direttamente alla stima (ii). La costante C = Ck della
stima (ii), grazie alla disuguaglianza (16.3), dipende da k proporzionalmente
a 1

(1− k
N
)m−1 . In particolare, Ck è minima per k = −N

2
+ 1 ed è massima

per k = N
2
, ed il rapporto fra queste due costanti massima e minima di

controllo dell’errore è quindi dell’ordine di (3
2
)m−1/(1

2
)m−1 = 3m−1. L’ultima

osservazione prova (iii). tu

Nota 16.1.6. La seconda parte del Teorema 16.1.5, dimostrata perm > 0, vale
anche, con una dimostrazione più elaborata, per m = 0, ossia per funzioni
limitate e monotòne a tratti (si veda un riferimento bibliografico in [3, pg.
189]. tu
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16.2 Approssimazione della trasformata di Fou-
rier con la DFT

In questa Sezione valutiamo l’errore di approssimazione della trasformata
di Fourier con la DFT. Studiamo dapprima funzioni a supporto compatto,
diciamo - senza perdita di generalità- un intervallo, campionate con una
griglia di N punti in tale intervallo; poi funzioni con trasformata di Fourier
a supporto compatto; infine, il caso generale.

16.2.1 Funzioni a supporto compatto
Sia f una funzione a supporto nel compatto [−T/2, T/2]. Come prima,
siamo interessati solamente a N valori campionati di f , ai punti equispaziati
xn = n/T , dove −N

2
+ 1 ⩽ n ⩽ N2. Pertanto possiamo supporre che f sia

arbitrariamente regolare in [−T/2, T/2] (possiamo raccordare gli N valori
campionati con una curva arbitrariamente liscia, che ci dà il grafico di f).
Quindi assumiamo che la serie di Fourier converga a f , che la trasformata
di Fourier sia definita e che valga la formula di somma di Poisson. Per
comodità e concretezza, in questa Sezione supponiamo che f sia di classe
C(m−1) ed ammetta (5.18.3) derivata di ordinem limitata e monotòna a tratti
(equivalentemente, la derivata di ordine m è continua a tratti e monotòna a
tratti).
Nota 16.2.1. Stiamo implicitamente assumendo che f(−T/2) = f(T/2) = 0.
Se i due valori estremi fossero differenti, la funzione f avrebbe un salto al
bordo: in tal caso ai punti ±T/2 la serie di Fourier convergerebbe alla media
aritmetica di questi valori estremi, ed il decadimento asintotico della trasfor-
mata di Fourier e dei coefficienti di Fourier sarebbe più lento, dell’ordine di
1/ω e 1/n rispettivamente (Corollario 8.2.8 e Proposizione 5.18.3; si vedano
anche il Lemma 5.18.1 ed il Teorema 5.18.5). tu

Osserviamo che gli N campioni di f sono presi ai punti xn = nT/N equi-
spaziati nell’intervallo di supporto, [−T/2, T/2] (naturalmente, come sempre,
−N

2
+ 1 ⩽ n ⩽ N

2
): il passo di campionamento quindi è τ = T/N . Pertanto

l’input della DFT non cambia se sostituiamo f con la sua periodicizzazione
di passo T . In altre parole, possiamo utilizzare i risultati della precedente Se-
zione 16.1 (o meglio della Sottosezione 16.1.3, perché il fatto che la funzione
originale sia a supporto compatto esclude che anche il suo spettro di Fourier
lo sia (Sezione 8.7)). In particolare, per questa scelta di f abbiamo aliasing.
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Possiamo quindi far uso dell’espressione tramite la DFT della formula di
somma di Poisson per i dati campionati fn = f(xn) e f̂k = f̂(ωk), con ωk =
k
Nτ

= k/T (Proposizione 14.11.1); si dice che queste frequenze sono ottenute
per reciprocità a partire dalla successione xn dei punti di campionamento nel
dominio del tempo. Per uso futuro, definiamo formalmente questa nozione:

Definizione 16.2.2. Dato T , Ω reali positivi ed N intero positivo, le due
successioni equispaziata di N punti xn = nT nel dominio del tempo e ωn =
nΩ nel dominio della frequenza (−N

2
+ 1 ⩽ n ⩽ N

2
) si dicono connesse per

reciprocità se vale la relazione di reciprocità TΩ = 1.

In tal modo, ricordando che Nτ = T , otteniamo:

T{DFTN PN{fn}}k = PN{f̂k} .

D’altra parte, ora la successione degli N campioni fn non cambia sotto l’a-
zione di PN , perché questa periodicizzazione consiste nel sommare a ciascun
campione valori del tipo f(xn+jN = f(xn+ jT/2), ovvero valori di f su punti
che giacciono fuori dell’intervallo di supporto [−T/2, T/2], e su questi punti
f si annulla. In altre parole, PN{fn} = {fn}. Quindi abbiamo trovato il
risultato seguente:

Proposizione 16.2.3. Nella notazione appena sviluppata, si ha

T{DFTN{fn}}k = PN{f̂k} .

In seguito alla normalizzazione per il fattore T che emerge in questa
variante della formula di somma di Poisson, vogliamo ora valutare l’errore di
approssimazione così definito:

Definizione 16.2.4. (Errore di aliasing.) L’errore commesso nell’appros-
simare alle frequenze ωk (con −N

2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
) la trasformata di Fourier di

f con la sua DFT, nella notazione appena sviluppata, è

T DFTN{fn}k − f̂(ωk) .

Analogamente alla notazione utilizzata nella Sottosezione 16.1.1, scriviamo
DFTN{fn}k ≡ f̃k. Pertanto l’errore di approssimazione, detto anche errore
di aliasing, è

T f̃k − f̂k .
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Ora dalla Proposizione 16.2.3 abbiamo:
Corollario 16.2.5. Per funzioni a supporto compatto campionate su N pun-
ti equispaziati nell’intervallo di supporto, l’errore di aliasing alle frequenze
equispaziate ωk ottenuta per reciprocità (Definizione 16.2.2) dai punti di
campionamento, è

|PN{f̂k} − f̂k| .

In altre parole, l’errore di aliasing è la differenza fra la trasformata di Fourier
dell’input alle frequenze ωk e la sua periodicizzazione di passo N , ovvero,
in termini di frequenze, di passo 1/T (due frequenze ωk = k

NT
distano k

NT
,

quindi la periodicizzazione di passo N sui loro indici equivale alla periodi-
cizzazione di passo 1/T nei valori della frequenza, esattamente come si è
già osservato nell dimostrazione della Proposizione 14.11.1 ). Il lettore è
vivamente consigliato di rivedere la situazione identica che abbiamo incon-
trato nella dimostrazione del teorema del campionamento di Shannon, sia
nel Capitolo 10, sia nel Capitolo 13.
Il prossimo teorema dà una stima di questo errore.
Teorema 16.2.6. (L’errore di approssimazione della trasformata di
Fourier con la DFT, per funzioni a supporto compatto.) Sia f una
funzione con supporto in [−T/2, T/2], campionata negli N punti xn = nT/N ,
dove −N

2
+ 1 ⩽ n ⩽ N

2
, e per −N

2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
siano ωk = k/T le

frequenze ottenute dai punti xn per reciprocità (Definizione 16.2.2). Poniamo
fn = f(xn) e f̂k = f(ωk), e scriviamo f̃k = DFT{fn}k.

(i) Siam > 1 e supponiamo che f e le sue derivate f (j) per j = 1, 2, . . . ,m−
1 siano continue in [−T/2, T, 2], con f (j)(−T/2) = f (j)(T/2) (quindi
stiamo assumendo la continuità delle derivate del periodicizzato di f di
passo T ). Supponiamo inoltre che la derivata f (m) sia limitata con un
numero finito di discontinuità nel periodo, tutte di tipo salto. Allora,
per −N

2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
, l’errore di aliasing soddisfa la stima

T f̃k − f̂(k) = o

(
1

Nm

)
.

(ii) Se m > 0 ed in aggiunta alle ipotesi della parte (i) si assume che la
derivata f (m), oltre ad essere limitata, sia monotòna a tratti, allora
vale la stima

T f̃k − f̂(k) = O

(
1

Nm+1

)
.
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(iii) Se la condizione f (k)(−T/2) = f (k)(T/2) vale solo per k = 1, . . . , p <
m− 1, allora le stime precedenti dell’errore di aliasing diventano

T f̃k − f̂(k) = o

(
1

Np+1

)
.

(iv) Per la dipendenza da k delle costanti di questi infinitesimi valgono le
stesse stime del Teorema 16.1.5 (iii).

Dimostrazione. L’argomento procede in maniera analoga a quella del teorema
corrispondente per i coefficienti di Fourier (Teorema 16.1.5). Ci limitiamo a
dare la dimostrazione del risultato più forte (la parte (ii)), ed un cenno di
(iii): il lettore può ricavarne quella della parte (i) per esercizio seguendo la
traccia del teorema citato.

Come sempre, partiamo calcolando alle frequenze ωk la formula di som-
ma di Poisson, ma questa volta non quella discreta bensì quella per variabile
continua, nel caso di periodicizzazione di passo τ (10.9). Scegliamo il passo
τ = T/N (l’incremento fra due punti di campionamento consecutivi). Poi-
ché f(xn) = 0 se |xn| ⩾ T

2
, ossia se |n| ⩾ N

2
(qui stiamo assumendo che

f(−T/2) = f(T/2) = 0), si ottiene:

T

N

N
2∑

n=−N
2
+1

f(xn)e
−2πixnωk = PN/T f̂(ωk) =

∞∑
j=−∞

f̂

(
ωk +

jN

T

)
(16.4)

=
∞∑

j=−∞

f̂(ωk+jN)

(ael primo membro c’è una somma finita anziché una serie perché il supporto
di f è compatto). In questa identità il primo membro si riscrive come

T

N

N
2∑

n=−N
2
+1

f(xn)e
2πixnωk =

T

N

N
2∑

n=−N
2
+1

f(xn)e
2πink/N = T f̃k .

Quindi per l’errore di aliasing si ottiene:

T f̃k − f̂(k) =
∑
j ̸=0

f̂(ωk+jN . (16.5)



16.2. DFT E TRASFORMATA DI FOURIER 1107

D’altra parte, consideriamo PTf , il periodicizzato di f di passo T : per la Pro-
posizione 10.2.4, i suoi coefficienti di Fourier sono connessi alla trasformata
di Fourier di f nel modo seguente:

f̂(n/T ) = T P̂Tf(n) .

In altre parole,

f̂(ωk+jN) = f̂

(
k + jN

T

)
= T P̂Tf(n) . (16.6)

Questo riduce il secondo membro di (16.5) ad una serie di coefficienti di
Fourier, che si stimano esattamente come nella dimostrazione del Teorema
16.1.5: in tal modo si ottengono (ii) (ed analogamente (i)), e (iv).

Se la condizione di annullamento ai bordi delle derivate successive, o
almeno di uguaglianza ai bordi, viene meno prima di raggiungere la derivata
di ordine m − 1, allora l’ordine di decadimento dei coefficienti di Fourier è
più blando, come osservato nella Nota 16.2.1. Applicando i risultati citati in
quella Nota otteniamo la stima (iii). tu

Nota 16.2.7. La seconda parte del Teorema 16.1.5, dimostrata perm > 0, vale
anche, con una dimostrazione più elaborata, per m = 0, ossia per funzioni
limitate e monotòne a tratti (si veda un riferimento bibliografico in [3, pg.
189]. tu

16.2.2 Funzioni a banda spettrale limitata
Consideriamo ora l’errore di approssimazione con la DFT di funzioni f con
banda spettrale limitata. In realtà questa Sezione potrebbe essere unficata
con la successiva che tratta il caso generale di funzioni non necessariamente a
supporto compatto ne’ nel dominio deel tempo ne’ in quello della frequenza,
perché le stime dell’errore sono analoghe, ma preferimao trattare a parte il
caso di banda spettrale limitata per evidenziare in seguito come l’errore nel
caso generale sia la somma di contributi di addendi limitati nel tempo o nella
frequenza. Inoltre, il caso con spettro di Fourier a supporto compatto ricalca
l’argomento che dimostra il teorema del campionamento (Teorema ??: si
veda anche il Capitolo 13), ed è opportuno evidenziarne qui l’analogia.

Sia quindi f una funzione in L1(R) tale che f̂ ha supporto nel compatto
[−Ω/2,Ω/2]. Il primo problema da affrontare è: come si scelgono gli N
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punti di campionamento nel dominio del tempo? Dobbiamo scegliere N
punti equispaziati in un intervallo [−A/2, A/2], ma poiché nel dominio del
tempo f non può avere supporto compatto (Sezione ??), ora non c’è un
modo naturale di scegliere A. Allora cominciamo invece con lo scegliere una
partizione equispaziata per il campionamento nel dominio delle frequenze: N
punti equispaziati ωn = n/Ω, con −N

2
+1 ⩽ n ⩽ N2. Nel dominio del tempo,

consideriamo una successione equispaziata di N punti xn = nτ con −N
2
+

1 ⩽ n ⩽ N2. Affinché non ci sia aliasing, sappiamo dall’approccio generale
del teorema del campionamento, ed in particolare dalle Sottosezioni 16.1.2 e
16.1.3 che si deve scegliere

τ ⩽ 1/Ω . (16.7)

Allora gli N punti nel dominio del tempo si equidistribuiscono nell’intervallo
[−A/2, A/2] ≡ [−Nτ,Nτ ] ⊂ [−Ω,Ω]. In altre parole, scegliamo

A = Nτ . (16.8)

Poiché la funzione f non è a supporto compatto, troncarla su questo
intervallo ci fa perdere parte dei suoi valori, e dobbiamo quindi aspettarci
un errore di approssimazione, questa volta dovuto al troncamento nel tempo
invece che nella frequenza.
Stimiamo qualitativamente questo errore applicando, come sempre, la for-
mula di somma di Poisson (10.7), che, nella notazione di (16.4), ora diventa:

τ
∞∑

n=−∞

f(xn)e
−2πixnωk =

∞∑
j=−∞

f̂

(
ωk +

j

τ

)
=

∞∑
j=−∞

f̂(ωk+jN) (16.9)

(stime quantitative saranno ricavate in generale, nella prossima Sezione 16.2.3).
Ora, al secondo membro sopravvive solo il termine f̂(ωk), perché per j 6= 0 la
frequenza ωk+jN = ωk+

j
τ
è fuori del supporto [−Ω/2,Ω/2] di f̂ , dal momento

che abbiamo scelto τ ⩽ 1/Ω (16.7). In realtà, nel solo caso k = −N
2
, se i

limiti f̂
(
ω−

N
2

)
o f̂

(
ω+

−N
2

)
sono non nulli, allora sopravvivono due termini

e non uno solo, ma in tal caso sceglieremo Ω leggermente più grande per
evitare questo inconveniente banale.
Invece al primo membro i termini da −N

2
+1 a N

2
sono, a meno della costante

N , la DFT di ordine N calcolata a ωk.
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Pertanto nel caso presente, ponendo come al solito f̃f = DFT{f(xn)}k, la
formula di somma di Poisson diventa:

f̂(ωk) = τN

f̃k + f−N
2
e−2πiN

2
k/N +

∑
|n|>N

2

fne
−2πink/N


= τN

f̃k + f−N
2
(−1)k +

∑
|n|>N

2

fne
−2πink/N

 .

La DFT non è completamente simmetrica rispetto agli indici. Nel nostro
caso abbiamo scelto di far variare gli indici da −N

2
+1 a N

2
. Invece avremmo

potuto scegliere il range da −N
2

a N
2
− 1. Poiché la DFT si applica a suc-

cessioni periodiche non fa differenza; ma qui la successione fn = f(xn) non
è periodica, ed ora che f non è più a supporto compatto non è più nean-
che ipotizzabile che valga f(x±N

2
= 0. Pertanto occorre periodicizzare la

successione fn, o equivalentemente alterare l’ultimo addendo della DFT in
modo che divenga 1

2

(
f−N

2
+ fN

2

)
(−1)k invece che fN

2
(−1)k. In tal modo, la

formula di somma di Poisson diventa

τN

f̃k + 1

2

(
f−N

2
+ fN

2

)
(−1)k +

∑
|n|>N

2

fne
−2πink/N

 = f̂(ωk) ,

e pertanto, rammentando la scelta fatta per A (16.8), per l’errore di appros-
simazione (Definizione 16.2.4) troviamo

|Af̃k − f̂(ωk)| ⩽ τ

1

2

(
|f−N

2
|+ |fN

2
|
)
+
∣∣ ∑
|n|>N

2

fne
−2πink/N

∣∣ . (16.10)

Da questa disuguaglianza possiamo ricavare stime per l’errore trovando mag-
giorazioni per la serie a secondo membro, in analogia a quanto si è fatto nel
Teorema 16.2.6. Pewrò in quel teorema si doveva maggiorare una serie co-
struita con gli addendi f̂k, per i quali valgono stime di decadimento in base
alla regolarità di f . Qui invece gli addendi sono costruiti a partire dai valori
campionati fn = f(xn) di f , e quindi ora dobbiamo imporre condizioni non
sulla regolarità di f ma sul suo decadimento all’infinito. Rinviamo questa
analisi al caso generale nella prossima Sottosezione 16.2.3. Osserviamo solo
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che (16.10) prova il fatto seguente, che non è altro che quanto il buon senso
suggerisce. Se allarghiamo l’intervallo [−A

2
, A
2
] in cui viene campionata la

funzione f , allora, per (16.8), deve aumentare N (perché il passo di cam-
pionamento τ non può essere aumentato a causa della condizione di Nyquist
(16.7). In altre parole, se aumentiamo A il range di somma nella serie a
secondo membro decresce e quindi l’errore si riduce; esso tende a zero con
N se assumiamo che la serie converga (il che è sostanzialmente analogo ad
una delle ipotesi di applicabilità della formula di somma di Poisson, si veda
la Proposizione 10.3.1).

16.2.3 Il caso generale: funzioni a supporto non com-
patto ed a banda spettrale illimitata

Il ragionamento svolto nella Sottosezione precedente apre la strada a stime
dell’errore nel caso generale. Infatti, se f̂ non ha supporto compatto, al
secondo membro della formula di Poisson (16.9) rimangono tutti i termini
invece che il solo f̂(ωk), e quindi ora invece di (16.10) si ottiene:

|Af̃k − f̂(ωk)| ⩽ τ

1

2

(
|f−N

2
|+ |fN

2
|
)
+
∣∣ ∑
|n|>N

2

fne
−2πink/N

∣∣
+
∣∣∑
|j⩽1|

f̂(ωk + τj)
∣∣. (16.11)

In questa somma, gli addendi a secondo membro rapprersentano i contributi
all’errore esaminati nelle due Sottosezioni precedenti: il primo è l’errore di
troncamento dovuto al fatto che f non ha supporto compatto, l’ultimo è
l’errore di troncamento dovuto al fatto che f̂ non ha supporto compatto.

Teorema 16.2.8. (L’errore di approssimazione della trasformata
di Fourier con la DFT.) Sia f una funzione campionata negli N punti
xn = nT/N , dove −N

2
+ 1 ⩽ n ⩽ N

2
, e per −N

2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
siano

ωk = k/T le frequenze ottenute dai punti xn per reciprocità (Definizione
16.2.2). Poniamo fn = f(xn) e f̂k = f(ωk), e scriviamo f̃k = DFT{fn}k.
Sia m > 0 e supponiamo che f e le sue derivate f (j) per j = 1, 2, . . . ,m− 1
siano continue in [−T/2, T, 2], con f (j)(−T/2) = f (j)(T/2) (quindi stiamo
assumendo la continuità delle derivate del periodicizzato di f di passo T ).
Supponiamo inoltre che la derivata f (m) sia limitata con un numero finito
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di discontinuità nel periodo, e monotòna a tratti. A seconda dell’ordine di
infinitesimo di f per x→
pm∞ si hanno varie stime dell’errore di aliasing alle frequenza ωk. Studiamo
qui due casi tipici.

(i) Se f(x) < Me−α|x| per qualcheM , α > 0 e per tutti gli |x| > T/2, allora
esistono costanti Ck > 0, indipendenti da N , e C ⩾ Ck indipendente
da k e N , tali che, per N

2
+ 1 ⩽ k ⩽ N

2
, l’errore di aliasing soddisfa la

stima

|T f̃k − f̂(k)| ⩽ 2Me−α(
1
2
− 1

N )

α
+

Ck
Nm+1

(16.12)

dove Ck < C ′ 1
(1− k

N
)m

e C ′ è una costante indipendente da k e N .

(ii) Se valgono le ipotesi della parte (i) tranne che per la stima asintotica
su f , che ora assumiamo essere f(x) < M/|x|r per qualche M , r > 1
e per tutti gli |x| > T/2, allora la stima diventa

|T f̃k − f̂(k)| ⩽ 2M

r − 1

1(
T
2
− T

N

) r−1

+
Ck

Nm+1
(16.13)

dove Ck < C ′ 1
(1− k

N
)m

e C ′ è una costante indipendente da k e N .

(iii) Se la condizione f (k)(−T/2) = f (k)(T/2) vale solo per k = 1, . . . , p <
m − 1, allora le stime precedenti dell’errore di aliasing diventano ri-
spettivamente

|T f̃k − f̂(k)| ⩽ 2Me−α(
1
2
− 1

N )

α
+ o

(
1

Np+1

)
e

|T f̃k − f̂(k)| ⩽ 2M

r − 1

1(
T
2
− T

N

) r−1

+ o

(
1

Np+1

)
.

Per la dipendenza da k delle costanti di questi infinitesimi valgono le
stesse stime delle parti (i) e (ii).
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Dimostrazione. Per provare (i), stimiamo il primo termine al secondo mem-
bro di (16.11), trascurando il fattore moltiplicativo τ :

1

2

(
|f−N

2
|+ |fN

2
|
)
+
∣∣ ∑
|n|>N

2

fne
−2πink/N

∣∣ ⩽
∣∣ ∑
|n|⩾N

2

fne
−2πink/N

∣∣ ⩽ ∑
|n|⩾N

2

|f(xn)| .

(16.14)
Poiché la funzione e−αx è decrescente per x ⩾ 0 possiamo applicare il criterio
di confronto di una serie con un integrale (Lemma ??) ed otteniamo

∑
n⩾N

2

|f(xn)| ⩽M

∫ ∞

T
2
−τ
e−αx dx =

M

α
e−α(

T
2
−τ) . (16.15)

Combinando (16.14) e (16.15) si trova

1

2

(
|f−N

2
|+ |fN

2
|
)
+
∣∣ ∑
|n|>N

2

fne
−2πink/N

∣∣ ⩽ 2M

α
e−α(

T
2
−τ)

=
2M

α
e−α

T
2

−T
N (16.16)

perché τ = T/N da (16.8).
Ora consideriamo l’altro termine al secondo membro di (16.11). A prima

vista sembra di poter applicare la stima del Teorema 16.2.6 (ii), ed in effetti
ora proviamo che tale stima vale, ma occore modificare leggermente l’argo-
mento di quel teorema perché ora non vale più l’ipotesi che f sia a supporto
compatto. Infatti, ricordando la prima identità in (16.2.1), ora abbiamo:

f̂(ωk + τj) = f̂(ω k+jN
τ

) =

(∫ −T
2

−∞
+

∫ T
2

−T
2

+

∫ ∞

T
2

)
f(x) e−2πi(k+jN)x/T dx .

Il termine centrale al lato destro di questa disuguaglianza è nient’altro che il
coefficiente di Fourier di indice k+jN della funzione f (periodicizzata a par-
tire dall’intervallo [−T/2, T/2]), definito nel Corollario 5.2.6, il quale si stima
come nel Teorema 16.1.5: è infinitesimo come O (1/Nm+1). Consideriamo gli
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altri due termini, ed integriamo per parti. In tal modo troviamo:∫ ∞

T
2

f(x) e−2πi(k+jN)x/T dx

=
T

−2πi(k + jN)
f(x)e−2πi(k+jN)x/T

∣∣∣∣∞
T
2

− T

−2π(k + jN)

∫ ∞

T
2

f ′(x) e−2π(k+jN)x/T dx

= − T

2π(k + jN)

(
f(T/2)e−πi(k+jN) −

∫ ∞

T
2

f ′(x) e−2πi(k+jN)x/T dx

)
.

(16.17)

Un calcolo analogo vale per l’integrale
∫ −T

2

−∞ f(x) e−2π(k+jN)x/T dx, però in que-
sto caso il termine di bordo nell’integrale per parti vale −f(−T/2)eπi(k+jN).
Poiché l’esponenziale è periodico con periodo T e per la funzione f (e le sue
derivate) si è assunta l’identità f(−T/2) = f(T/2), i termini di bordo dei
due integrali si elidono a vicenda, e l’integrazione per parti ci riporta alla
stessa somma di due integrali, ma con f ′ al posto di f e con un multiplo
di k + jN al denominatore. Ripetendo m volte l’integrazione per parti, e
tenendo conto del fatto che Dmf è limitata, otteniamo che anche la somma
dei due integrali si maggiora con un termine del tipo C/Nm+1 per qualche
C > 0 che possiamo prendere indipendente da k. Quindi il primo membro
di (16.14) si maggiora con C/Nm+1, ed il resto dell’argomento procede come
nella dimostrazione del Teorema 16.2.6 (ii) per arrivare alla stima al secondo
membro di (16.12). Questo prova (i).

La dimostrazione di (ii) è identica, tranne per il fatto che l’integrale in
(16.15) ora diventa M

∫∞
T
2
−τ x

r dx = M
r−1

1

(T
2
−τ)

p−1 , il che porta, passo dopo

passo, alla disuguaglianza in (ii). tu
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Capitolo 17

Metodi numerici per
deconvoluzione e trasformata di
Fourier a finestre

17.1 Deconvoluzione non partizionata
Abbiamo osservato nella Nota 11.1.1 che, per un auditorium la cui risposta
all’impulso non si modifica per traslazione temporale dell’impulso, il segnale
h(t − t0) ascoltato al tempo t dopo che è stato prodotto un segnale impul-
sivo al tempo t0 è la convoluzione h† ∗ δ(t0) = h(t − t0). D’altra parte le
combinazioni lineari delle delta sono dense, nel senso delle distribuzioni, nel-
le funzioni continue f a crescita al più polinomiale: questo equivale a dire
che le somme di Riemann approssimano l’integrale di f . Pertanto, il segnale
acustico ascoltato nell’auditorium quando i musicisti suonano un segnale f è
la convoluzione h ∗ f .

Poiché ora siamo interessati unicamente a segnali campionati, quindi
discreti, non è indispensabile utilizzare distribuzioni, e vorremmo derivare
questo risultato in modo più elementare.

17.1.1 Operatori lineari invarianti per traslazione

Definizione 17.1.1. (Filtri.) Un filtro T , anche detto sistema nel linguag-
gio ingegneristico, è una trasformazione lineare, non necessariamente inverti-

1115
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bile, che mappa una sequenza in ingresso f(n) in una in uscita g(n), oppure
un segnale in ingresso f(t) di variabile continua t in uno in uscita g(t).

Ad esempio, l’operatore che restituisce al tempo t > 0 la media da 0 a 1+t dei
valori del segnale in ingresso è un filtro non invertibile (segnali diversi possono
avere la stessa media, e comunque i valori dell’ingresso per tempi negativi non
fanno differenza, e pertanto si perde l’iniettività. Invece, data una funzione
(o successione) h in L1 (rispettivamente `1) tale che la trasformata di Fourier
(o DFT) ĥ non si annulla mai, il filtro T (f) = h ∗ f è invertibile, come
conseguenza della proprietà di convoluzione della trasformata di Fourier (per
maggiori dettagli si veda la Sottosezione 17.1.2 più sotto).

Definizione 17.1.2. (Risposta di un filtro all’impulso.) Si chiama
risposta all’impulso del filtro T la funzione h = Tδ0, dove δ0 è il segnale
puramente impulsivo (delta di Dirac, nel senso dell’Esempio 11.5.4 (iii)) al
tempo t = 0. Si osservi che, se il filtro agisce su segnali discreti, la delta di
Dirac è il segnale che vale 1 al tempo 0 e 0 altrove; se agisce su segnali di
variabile continua, la delta di Dirac e la convoluzione vanno intese nel senso
delle distribuzioni (Sezione 11.14).

Definizione 17.1.3. Si dice che un filtro T è invariante per traslazione
temporale se l’operatore T commuta con le traslazioni: per ogni segnale f in
ingresso e per ogni k, n,

T (λkx)(n) = λk(Tx)n .

In altre parole, detta g la risposta all’input f , allora g(n − k) è la risposta
all’input f(n− k) ritardato (o anticipato, se k < 0) di un numero k di cam-
pioni. Analoga definizione si pone per filtri su segnali di variabile continua
(che vengono applicati alla delta di Dirac nel senso delle distribuzioni, in
analogia a quanto visto nella Sezione 11.9).

Questo significa che il filtro modella un’apparecchiatura di elaborazio-
ne il cui operato non cambia col tempo, analogamente al funzionale del
campionamento della Sezione 11.1.

Proposizione 17.1.4. Ogni operatore lineare continuo invariante per trasla-
zione è un convolutore (e precisamente il convolutore per la propria funzione
di risposta all’impulso).
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Dimostrazione. Per semplicità presentiamo la dimostrazione per segnali di-
screti a supporto finito. Il caso di supporto infinito, poco interessante per le
applicazioni, segue immediatamente dalla continuità dell’operatore e viene
lasciato per esercizio; il caso di segnali di variabile continua è analogo, ma lo
scambio dell’operatore con l’operazione di convoluzione va inteso nel senso
degli operatori lineari sulle distribuzioni (Sezione 11.9).
Sia f il segnale discreto in ingresso, e rammentiamo che, come nella Propo-
sizione 11.15.3 nel caso di variabile continua, si ha δ0 ∗ f = f , perché

δ0 ∗ f(n)f ∗ δ0(n) =
∞∑

k=−∞

f(k)δ0(n− k)

e δ0(n − k) = 1 se n = k e 0 altrimenti. Inoltre, sia h la risposta impulsiva
dell’operatore, e rammentiamo che, per l’invarianza per traslazione, si ha

T (δ(n− k)) = T (δ(·− k))(n) = Tλkδ0(n) = λkTδ0(n) = λkh(n) = h(n− k) .

Ora segue dalla linearità che

(Tf)(n) = T [
∞∑

k=−∞

f(k)δ(n− k)]

=
∞∑

k=−∞

f(k)T [δ(n− k)] =
∞∑

k=−∞

f(k)h(n− k) = f ∗ h(n) = h ∗ f(n) .

tu
Includiamo qui alcune altre definizioni utili.

Definizione 17.1.5. Si dice che un filtro T è stabile se per qualche costante
C > 0 e per tutti i segnali f si ha

‖Tf‖∞ ⩽ C‖f‖∞ ,

ossia se l’operatore T è continuo in L∞ (o `∞), nel senso della Definizione
4.6.2. La più piccola di tali costanti C è, in base alla suddetta Definizione,
la norma ‖T‖ dell’operatore, considerato come operatore su L∞ o `∞.

Proposizione 17.1.6. Il filtro T è stabile se e solo se la sua risposta al-
l’impulso, h = Tδ0, appartiene a L1(R) (rispettivamente, `1(Z), e ‖T‖ =
‖h‖1.
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Dimostrazione. La stabilità di T equivale alla disuguaglianza ‖Tf‖∞ ⩽
C‖f‖∞. D’altra parte, come prima, Tf = T (δ0 ∗ f) = h ∗ f . Quindi T
è stabile se e solo se ‖h ∗ f‖∞ ⩽ C‖f‖∞. Osserviamo che

‖h ∗ f‖∞ = sup
t

|h ∗ f(t)| = sup
t

|〈λth, f〉| ⩽ ‖λth‖1‖f‖∞ = ‖h‖1‖f‖∞

in base alle disuguaglianze (11.4) e (??), rispettivamente. Quindi ‖Tf‖∞ ⩽
‖h‖1‖f‖∞. Inoltre, in base alle disuguaglianze (11.5) e (??) rispettivamente,
la norma ‖h‖1 è la più piccola costante che verifica questa disuguaglianza per
ogni f in Lp(R) e in `p, rispettivamente. tu

Definizione 17.1.7. Si dice che un filtro T è causale se la risposta del filtro
per ogni tempo t0 dipende soltanto dall’ingresso per t ⩽ t0, ossia se la sua
risposta all’impulso è zero per t < 0.

17.1.2 Deconvoluzione non partizionata: soppressione
a posteriori di equalizzazioni ambientali

Un problema frequente nel trattamento dei segnali acustici è l’inversione di
un operatore di convoluzione precedentemente applicato, o deconvoluzione.
Un esempio tipico è la soppressione dell’equalizzazione causata dalla sala
d’ascolto su un segnale musicale.

Riassumiamo la natura di questa equalizzazione in termini di risposta al-
l’impulso dell’auditorium. Per essere precisi, ciò che qui chiamiamo riverbero
in realtà è solo la distorsione di equalizzazione indotta dall’ambiente sullo
spettro di Fourier del segnale, che forse dovremmo più appropriatamente
chiamare rimbombo: il vero riverbero è piú complesso, perché ha un fronte
d’onda d’ingresso che si traduce in un ritardo iniziale, oltre che uno smor-
zamento che si può considerare finisca con un fronte d’onda d’uscita, ovvero
un ritardo finale. Notiamo un altro aspetto che introduce una difficoltà: il
riverbero cambia da punto a punto nella sala d’ascolto, come d’altra parte
anche il rimbombo. Come conseguenza, l’eliminazione dei riverberi (e dei
rimbombi)è un problema molto più complesso di quella dell’equalizzazione,
e non viene affrontata qui. Ci limitiamo ad affrontare il problema della eli-
minazione di un’equalizzazione fissa imposta al segnale acustico, unica per
tutta la stanza d’ascolto: stiamo modellando il caso semplificato in cui il
suono sia stato registrato e dopo equalizzato.
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Chiamiamo f il segnale musicale suonato dai musicisti. In fase di ascol-
to udiamo un segnale g = h ∗ f distorto dall’equalizzazione indotta. La
funzione h (la risposta all’impulso dell’auditorium) può essere misurata fa-
cilmente: basta misurare la risposta all’impulso dell’ambiente. Vogliamo
ricostruire il segnale musicale originale eliminando l’equalizzazione. Questo
si chiama deconvolvere il segnale distorto dall’equalizzazione indotta, ovve-
ro de-equalizzare. D’ora in avanti, il segnale originale h è inteso come una
successione di dati {hn} equispaziati nel tempo ad un appropriato passo di
campionamento, e così pure il segnale distorto {gn}. Questi segnali hanno
lunghezza finita nel tempo, quindi l’indice n varia in un insieme finito, ma
allo scopo di calcolarne la DFT li consideriamo implicitamente estesi a suc-
cessioni jnfinite ponendoli uguale a 0 al di fuori del loro dominio temporale
originale. Questo fatto è ora particolarmente importante, perché ci accin-
giamo a considerare la DFT dei segnali, e quindi dovremmo avere segnali
periodici. Invece i segnali in questo ambito non sono periodici, e pertanto
devono essere approssimati in modo periodico, il che però modifica i dati ve-
ri. Il modo di procedere è di considerare segnali di N campioni nel tempo, e
periodicizzarli all’esterno del loro supporto temporale: in tal modo i dati ori-
ginali non vengono modificati. Per‘o dovremo convolvere segnali di lunghezza
temporale diversa, e per poter applicare la DFT alla convoluzione abbiamo
bisogno di un periodo unico per tutti. Questo si ottiene estendendo con zeri
il segnale piú corto in maniera che entrambi siano della stessa lunghezza. Per
sicurezza, onde evitare effetti di aliasing legati alla periodicizzazione, spesso
prendiamo i segnali originali di N campioni e li estendiamo comunque con
zeri ad un range più ampio, ad esempio 2N .

Un modo rapido di effettuare la deconvoluzione è il seguente: si calcola
una volta per tutte la DFT della risposta impulsiva dell’ambiente, ĥ, e la
si memorizza; poi si esegue la DFT del segnale equalizzato, che, grazie alla
proprietà di convoluzione per la DFT, Teorema 14.4.6, è la successione pro-
dotto ĝ(k) = ĥ(k)f̂(k); infine, per ciascun k si divide il k-simo valore per il
corrispondente ĥ(k) per ottenere f̂(k) come risultato, ed infine si effettua la
IDFT.

Il problema da risolvere è il fatto che la DFT della risposta impulsiva
può avere qualche valore nullo (di solito le sue parti reali ed immaginaria,
separatamente, ne hanno parecchi, perché oscillano molto; è più raro che
questi zeri separati capitino simultaneamente alla stessa frequenza, ovvero
siano zeri dell’intera DFT, però accade). Possiamo escludere che ci siano zeri
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non isolati per ĥ, o più precisamente intervalli di frequenze I dove ĥ sia iden-
ticamente nullo: se così fosse, i segnali musicali con spettro di Fourier con
supporto in I verrebbero annullati, in altre parole l’auditorium li inghiotti-
rebbe, il che ovviamente non succede. Me se succedesse, allora, senza perdite
ulteriori per il segnale (già in talo modo tagliato dall’auditorium) potremmo
troncare f̂ a zero su tutto I ed evitare il problema della divisione per zero in
I alla stregua di quanto stiamo per illustrare in maggior dettaglio.

Supponiamo quindi che i punti di zero di ĥ siano una successione, finita
od infinita.

Alle frequenze k (ossia indici per la DFT) per le quali ĥ(k) = 0, non
possiamo dividere per ĥ(k): è vero che a queste frequenze, di nuovo per
la proprietà di convoluzione, si annulla anche il numeratore ĝ(k), ma non
sappiamo calcolare il quoziente quando numeratore e denominatore si an-
nullano entrambi. Per poter procedere si opera un troncamento (cut-off ):
si sceglie un intervallo intorno al tempo k ed in questo intervallo si pone
artificialmente uguale a zero la trasformata di Fourier discreta del segnale
equalizzato, ossia il numeratore della frazione. Ora il numeratore è zero in
un intorno della frequenza k, mentre il denominatore si annulla solo in k (di
solito con andamento lineare). Pertanto il numeratore si annulla più velo-
cemente del denominatore, e quindi è sensato porre artificialmente uguale
a zero il quoziente al punto k: ma naturalmente si è in tal modo introdot-
to un troncamento locale della trasformata di Fourier segnale equalizzato,
e quindi si ottiene una distorsione del segnale originale. L’effetto è tanto
meno avvertibile quanto più corto è l’intervallo intorno alla frequenza k dove
operiamo il troncamento. Vogliamo stimare quanto stretto si debba prendere
l’intervallo di troncamento per mantenere al di sotto di una soglia prefissata
l’errore globale nella ricostruzione del segnale originale dopo l’eliminazione
dell’equalizzazione. Preferiamo svolgere questo calcolo per la trasformata di
Fourier del segnale, invece che per la DFT, perché nel caso discretizzato l’in-
tervallo non può diventare arbitrariamente piccolo (deve contenere almeno
tre campioni consecutivi con k al centro).

Supponiamo che il segnale originale f sia la risposta all’impulso h siano
funzioni in L1(R).
Di solito si assume anche che ĥ sia a supporto compatto, come anche f e
f̂ , ma questa ipotesi, per quanto fisicamente ovvia ed assai comoda, non
è strettamente necessaria. Quanto a condizioni più o meno restrittive, di
solito, trattando con segnali acustici, supponiamo che essi siano a valori
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reali, nel qual caso le trasformate di Fourier hanno parte reale pari e parte
immaginaria dispari per il Corollario 8.2.6 (quindi se ne considerano i grafici
solo per frequenze positive), ma questa ipotesi non è necessaria.

Vogliamo stimare l’errore che si commette quando si impone il cut-off.
Supponiamo per semplicità di notazione che ĥ abbia un numero finito di zeri
ω1, . . . , ωn, che dal punto di vista fisico sono le frequenze di risonanza dell’au-
ditorium. Questa ipotesi è necessariamente vera se gli zeri non si addensano
e ĥ è a supporto compatto, ma in ogni caso, quando gli zeri sono infiniti,
la trattazione che segue si adatta parola per parola se si prendono unioni
infinite anziché finite). Centrato ad ogni zero ωj prendiamo un intervallo di
cut-off Ij, la cui lunghezza m(Ij) dobbiamo scegliere sufficientemente picco-
la per non introdurre errori eccessivi quando applichiamo la trasformata di
Foiurier inversa per ricostruire il segnale originale. Osserviamo in effetti che
la trasformata di Fourier troncata dopo il cut-off è F̂ =

(
1−

∑n
j=1 χj

)
f̂ ,

dove χj denota la funzione caratteristica dell’intervallo Ij. Pertanto, quando
il segnale originale f viene rimpiazzato con la trasformata di Fourier inversa
F (t) =

∫∞
−∞ F̂ (ω) e2πiω dω, l’errore commesso è esattamente

(f − F )(ω) =

∫
∪jIj

f̂(ω) e2πiω dω ,

che si maggiora con

‖f − F‖∞ ⩽
∑
j

m(Ij)‖f̂‖∞ ⩽
∑
j

m(Ij)‖f‖1 .

In particolare, F converge uniformemente a f quando la somme delle misure
degli intervalli tende a zero. Pertanto, se si vuol mantenere l’errore di tron-
camento inferiore ad una soglia ε > 0 prefissata, basta prendere gli intervalli
Ij così piccoli che ∑

j

m(Ij) ⩽ ε/‖f‖1 . (17.1)

Naturalmente non sappiamo a priori quale sia la norma L1 del segnale origi-
nale f , ma sappiamo che essa differisce di poco da quella del segnale troncato
F se gli intervalli Ij sono piccoli (grazie alla convergenza uniforme di F a
f). Quindi prendiamo intervalli ragionevolmente piccoli, applichiamo la tra-
sformata di Fourier inversa per calcolare F , ne stimiamo la norma L1 con
un’integrazione numerica ed usiamo questo risultato in (17.1) per restringere
ulteriormente gli intervalli se necessario.
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In questo modo abbiamo trovato un algoritmo numerico che tiene sotto
controllo l’errore di troncamento. Però si crea un altro problema, legato alla
sensibilità del nostro apparato uditivo. Il segnale ricostruito F si ottiene
applicando la trasformata di Fourier inversa ad una funzione F̂ che è stata
troncata su certi intervalli. La trasformata di Fourier di una funzione tron-
cata presenta un fenomeno di ringing, in analogia a quanto visto per le serie
di Fourier nello studio del fenomeno di Gibbs nella Sezione 5.19, ed in effetti
per lo stesso motivo: le oscillazioni della trasformata di Fourier di una fun-
zione caratteristica, ossia la funzione sinc (Esercizio 10.1.5). Sappiamo, dalla
trattazione del fenomeno di Gibbs di cui sopra, che l’ampiezza del ringing è
proporzionale al salto della funzione troncata, nel nostro caso f̂ . Quindi la
soppressione dell’equalizzazione produce effetti di ringing in prossimità delle
frequenze di risonanza dell’auditorium, forse udibili almeno per quei segnali
per i quali l’ampiezza della trasformata di Fourier (ovvero il contenuto in
frequenza) è elevata in prossimità di tali frequenze. Per i segnali acustici
abituali (non monocromatici) l’effetto non è normalmente molto fastidioso;
lo sarebbe molto di più per immagini, nelle quali le modulazioni del ringing
danno luogo a segmenti alternati chiari e scuri, a cui il nostro sistema visivo è
molto sensibile. In ogni caso, anche per segnali audio, la variazione dell’am-
piezza massima data dal fenomeno di Gibbs è dell’ordine dell’otto per cento
(Nota 5.19.6, ed una distorsione dell’otto per cento, anche se solo in certi
istanti discreti e per certe frequenze prefissate, non è accettabile. Quindi si
evita il problema utilizzando un modo diverso di dividere per ĥ troncando
via gli intervalli centrati agli zeri di questo denominatore: si effettua una in-
versione regolarizzata, eventualmente seguita da una inversione regolarizzata
di Wiener. Questi due filtri sono definiti qui di seguito.

Nota 17.1.8. (Filtro di inversione regolarizzata.) Sia h la risposta al-
l’impulso dell’ambiente, f il segnale da ricostruire e g = f ∗ h il segnale
registrato, affetto da rimbombo ambientale. La ricostruzione esatta dovreb-
be avvenire mediante divisione di ĝ per ĥ seguita da trasformata inversa di
Fourier, ma questo metodo non è attuabile a causa degli zeri di ĥ. D’altra
parte, osserviamo che la divisione per un numero complesso z equivale alla
moltiplicazione per z̄/|z|2. Allora, fissata una soglia di tolleranza ε > 0, ap-
prossimiamo la divisione per ĥ(ω) con la moltiplicazione per il moltiplicatore
di inversione regolarizzata

ĥ(ω)

|ĥ(ω)|2 + ε
.
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Quando ε→ 0+ questo moltiplicatore tende alla divisione per ĥ alle frequenze
dove ĥ(ω) 6= 0, ma in ogni caso, fissato ε > 0, esso non introduce salti di
alcun tipo (il denominatore non si annulla ed è continuo), ed quindi, una
volta antitrasformato il risultato secondo Fourier, non si ha ringing.

Si osservi un altro aspetto numericamente essenziale dell’operazione di
inversione regolarizzata. Il segnale registrato g, ed anche la risposta all’im-
pulso h, sono affetti da rumore. Quindi lo sono anche le loro trasformate
di Fourier. Il rumore può dar luogo a zeri inesistenti nel segnale vero, ed
in ogni caso dà luogo a disturbi indesiderati all’ascolto (tipicamente fruscio)
o, nel caso di immagini, alla vista (variazioni granulari dell’intensità e del
colore). Una opportuna ricostruzione numerica deve pertanto sopprimerlo.
Purtroppo, invece, la divisione per ĥ ingigantisce il segnale registrato laddove
ĥ è piccolo, e quindi esalta il rumore in queste zone. Se si sceglie la soglia ε
più alta del livello massimo di rumore, il denominatore del moltiplicatore di
inversione regolarizzata non si avvicina più a zero in prossimità degli zeri di
ĥ neppure in seguito all’addizione del rumore, ed il problema dell’esaltazione
del rumore resta numericamente sotto controllo. tu

Nota 17.1.9. (Filtro di inversione regolarizzata di Wiener.) Nel-
l’operazione di inversione tramite divisione per ĥ, si dovrebbe osservare che
l’esaltazione del rumore e la singolarità che si presentano in prossimità delle
frequenze ω dove ĥ(ω) = 0 sono meno sensibili se anche f̂ è piccolo: ad
esempio, se f̂ è identicamente nullo in un intervallo intorno a ω, la divisione
non ha alcun effetto e non esalta il rumore. Naturalmente, proprio a cau-
sa del rumore, i segnali non sono mai identicamente nulli in un intervallo
tranne che al di fuori del range dei rivelatori, ma in ogni caso è chiaro che
si dovrebbe pesare il moltiplicatore di inversione regolarizzata in modo c he
sia più piccolo laddove f̂ è piccolo. La scelta consueta è il moltiplicatore di
inversione regolarizzata di Wiener

ĥ(ω)|f̂(ω)|2

|ĥ(ω)|2|f̂(ω)|2 + ε
.

Sfortunatamente, l’inversione regolarizzata di Wiener non può essere appli-
cata direttamente al problema dell’eliminazione dell’equalizzazione (e del ru-
more), perché si tratta di un problema di deconvoluzione dove la funzione
f è l’incognita, e quindi f̂ non è noto a priori. Per applicare il metodo di
Wiener, prima si applica il procedimento di inversione regolarizzata della No-
ta 17.1.8 per ottenere un valore approssimato di f̂ , che dipende anche dalla



1124 CAPITOLO 17. DECONVOLUZIONE E DFT A FINESTRE

tolleranza ε scelta, e poi si usa questo valore approssimato nel moltiplicatore
di Wiener. Questo procedimento combinato riduce ulteriormente, a parità
di scelta della soglia, sia il rumore sia l’insorgere di valori elevati legati alle
singolarità. tu

Un problema ancora più grave del ringing e dell’esaltazione del rumore è
la notevole complessità di calcolo che si deve affrontare per deconvolvere se-
gnali di lunghezza tipica (del’ordine almeno di un minuto), come spiegheremo
all’inizio della Sezione 17.3.

17.2 Trasformata di Fourier a finestre e con-
voluzione a finestre; equalizzazione in tem-
po reale

Normalmente, l’eliminazione a posteriori dell’equalizzazione non è l’obietti-
vo più interessante: vorremmo invece deequalizzare in tempo reale, mentre
ascoltiamo il segnale mucicale e non solo alla fine. Questo perché in tal mo-
do potrebbe essere possibile effettuare correzioni interattive in tempo reale,
ma soprattutto perché non c’è modo di sapere a priori quanto sarà lungo il
segnale: per segnali di lunghezza tipica il metodo globale ha una complessità
di calcolo eccessiva (si veda l’inizio della Sezione 17.3).

A questo scopo ora descriviamo un algoritmo che ci permette di partizio-
nare il segnale in finestre temporali di un numero fissato L di campioni e di
effettuare la trasformata di Fourier per ogni finestra temporale, ricostruendo
alla fine da questi ritagli il segnale originale.

Mettiamo in guardia il lettore sul meccanismo di suddivisione a finestre.
Anche se stiamo trattando con dati campionati, i valori che dobbiamo elabo-
rare per ogni finestra sono i valori campionati del segnale moltiplicato per una
appropriata funzione che rappresenta l’effetto del troncamento sulla finestra
data. Ad esempio, il moltiplicatore naturale è la funzione caratteristica del-
la finestra (nel dominio del tempo). Ma questo moltiplicatore introduce un
salto nel risultato che si intende campionare, e quindi, una volta trasformato
secondo Fourier e poi ricostruito, può dar luogo al ringing del fenomeno di
Gibbs (Sezione 5.19). Si evita il problema utilizzando finestre differenti dai
troncamenti netti, ovvero date da moltiplicatori g differenti dalle funzioni
caratteristiche, che simulino un gradino in maniera liscia, senza salti. In ef-
fetti, questo equivale ad eseguire una partizione dell’unità unidimensionale,
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nel senso del Corollario 1.10.16. A questo scopo potremmo usare l’appros-
simazione C∞ del gradino, introdotta nell’Esempio 1.6.10, ma l’utilizzo dei
moltiplicatori esponenziali porta ad una complessità numerica di solito non
necessaria. È sufficiente considerare approssimazioni di ordine C1: ad esem-
pio, per approssimare una finestra netta, ossia la funzione caratteristica di
un intervallo, diciamo [0, 1], si usa spesso la finestra di Hanning, data dal
moltiplicatore g(x) = 1

2
(1− cos(2πx)) per 0 ⩽ x ⩽ 1, e 0 altrove.

Il segnale è acquisito già in forma digitalizzata, quindi in termini dei suoi
campioni, e pertanto, ovviamente, ne calcoliamo la DFT invece che la trasfor-
mata di Fourier continua (ed implementiamo il calcolo tramite un algoritmo
di FFT nresentato del Capitolo 15, ma qui non siamo interessati ai dettagli
dell’implementazione della DFT come FFT). Ripetiamo però quanto abbia-
mo già osservato all’inizio della Sottosezione 17.1.2: la DFT di un segmento
di L dati campionati è periodica, mentre il segnale e la sua trasformata di
Fourier, nel senso continuo, non lo sono. Per correggere questo problema
dobbiamo scartare un sottosegmento di M < L campioni, e quindi limitare
l’attenzione a L−M dei dati iniziali nella finestra. Siccome però tutti i dati
devono concorrere all’elaborazione, questo vuol dire che la finestra successi-
va deve recuperare gli M campioni scartati, ossia deve iniziare non dopo L
campioni bensì dopo L −M campioni. Pertanto due finestre consecutive si
sovrappongono su M dati. Questo crea una ridondanza nell’elaborazione a
vantaggio dell’eliminazione degli artefatti di periodicizzazione. Più M è pic-
colo, minore è la sovrapposizione, e quindi la ridondanza; più M è grande,
migliore è l’eliminazione degli artefatti. Il miglior compromesso si trova a
metà strada (ma non lo dimostriamo): M = L/2.

Analizziamo in dettaglio l’algoritmo nel caso di nostro interesse, ossia
quando dobbiamo convolvere un segnale f di lunghezza sconosciuta e poten-
zialmente illimitata (il suono originale) con un segnale h (la risposta all’im-
pulso) di lunghezza N fissata ma abbastanza elevata, tipicamente almeno
216 campioni per una risposta all’impulso lunga vari secondi campionata alla
frequanza di campionamento di 48 Kilohertz. Per convolvere i due segnali
dobbiamo usare lo stesso numero di dati per ciascuno (la stessa finestra).
L’idea di base è di segmentare il segnale f in finestre di N dati. Il calcolo
diretto della convoluzione richiede quindi N2 = 232 operazioni, un numero
gigantesco di calcoli. Riduciamo però la complessità di calcolo impiegando
la FFT invece del calcolo diretto: si sceglie M > N , e come si è detto è
preferibile prendere M = 2N , si partiziona f in segmenti consecutivi di M
campioni, si aggiungono zeri a h affinché passi da lunghezza N a lunghezza
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M , ed a questo punto si calcolano le FFT a M punti di h e di un segmento
di f e le si moltiplicano fra loro. Il risultato è un segmento di M dati della
DFT di f ∗ h, grazie alla proprietà di convoluzione per la DFT, Teorema
14.4.6. Applichiamo a questo segmento di dati la FFT inversa su M punti
per ricavare una versioneM -periodicizzata di f ∗h, ma ne memorizziamo solo
gli ultimi M − N valori, aggiungendoli a quanto memorizzato fino a questo
momento nell’elaborazione delle finestre precedenti. Dopo di che, cambiamo
finestra, passando alla successiva: ma per questo trasliamo gli indici solo di
M−N punti, perché dobbiamo riutilizzare gli ultimi N come spiegato prima.
Questo algoritmo si chiama Sovrapposizione e Memorizzazione. Richiede il
calcolo di FFT su M punti, il che, come si è detto, di solito significa 2N ,
ossia almeno 217, valori.

Un algoritmo più efficiente, introdotto in [31] e poi migliorato in [29]
ai fini dell’implementazione in tempo reale, è quello di Sovrapposizione e
Memorizzazione Segmentata che ora presentiamo.
Il suono f , di lunghezza arbitraria, viene segmentato in finestre di lunghezza
L. Segmentiamo invece la risposta all’impulso h, che è lunga N campioni, in
finestre di lunghezza K = L/2 e poi le allunghiamo con zeri per portarle a
lunghezza L, per le ragioni appena spiegate (scarto di L/2 risultati per ogni
finestra al fine della eliminazione della periodicità). Sia P = 2N/L il numero
di finestre in cui si è partizionata h. Vogliamo calcolare la convoluzione
g = f ∗ h. Sia χn la funzione caratteristica della n-sima finestra temporale,
dal campione n(L/2) al campione L+ n(L/2) (n = 0, 1, . . . ), ossia

χn(t) =

{
1 per nL

2
< t < L+ nL

2

0 altrove

Come già osservato, la traslazione da una finestra alla successiva è di K =
L/2.
Il segmento del segnale f relativo a questa finestra è fn = fχn. Invece il
segmento prelevato da h per la stessa finestra è hn = hχ

′
n, dove K = L/2 e

χ
′

n(t) =

{
1 per nK < t < (n+ 1)K, ossia nL

2
< t < (n+1)L

2

0 altrove

Allora, considerando f composto da un numero indeterminato di finestre, ma
h da P finestre, abbiamo

f =
∞∑
n=0

fn
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e

h =
P∑
j=0

hj .

Grazie alla linearità della DFT, le trasformate sono

f̂ =
∞∑
n=0

f̂n

ĥ =
P∑
j=0

ĥj

dove f̂ e ĥ sono rispettivamente le DFT di f e h. Denotiamo con ĝ la DFT
di g = f ∗ h. Ora abbiamo

ĝ = f̂ · ĥ =
∞∑
n=0

P∑
j=0

(ĥj · f̂n) .

Consideriamo il contributo ĝ0: esso è dato dalla trasformata di Fourier f̂0
del primo segmento temporale del segnale originale f moltiplicata per la
trasformata di Fourier di tutta la risposta all’impulso:

ĝ0 =
P∑
j=0

f̂0ĥj = f̂0

P∑
j=0

ĥj . (17.2)

Analogamente, i contributi dei segmenti successivi f̂m, m = 0, 1, . . . , sono
la trasformata di Fourier del segmento temporale m-simo di f (quello che
comincia al tempo mK = mL/2) moltiplicata per tutta ĥ:

ĝm =
P∑
j=0

f̂mĥj .

Ora applichiamo a ciascuno di essi la IDFT (trasformata DFT inversa), che
denotiamo con ∨. Per m = 0, 1, . . . otteniamo i seguenti contributi parziali
al calcolo della convoluzione g:

gm =
P∑
j=0

(f̂mĥj)
∨ .
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D’altra parte, per linearità si ha

ĝ =
∞∑
m=0

ĝm .

Quindi, applicando di nuovo la IDFT e la proprietà di convoluzione per la
DFT, Teorema 14.4.6, otteniamo

g =
∞∑
m=0

(ĝm)
∨ =

∞∑
m=0

gm =
∞∑
m=0

P∑
j=0

(f̂mĥj)
∨ =

∞∑
m=0

fm ∗ h . (17.3)

Pertanto g viene ricostruito sommando i contributi parziali ottenuti dalla
trasformata DFT inversa dei segmenti ĝm, ossia i gm, dei quali però, come
già fatto nel precedente algoritmo di Sovrapposizione e Memorizzazione non
segmentata, al fine di eliminare gli artefatti di periodicizzazione della IDFT,
si prendono solo gli ultimi L−K = L/2 valori prima di aggiungerli ai segmenti
di g precedentemente memorizzati.
Il contributo parziale gm al calcolo della convoluzione g è quindi nient’altro
che fm ∗ h, ossia la convoluzione con la risposta all’impulso h della sola
m-sima finestra di f . Allora, quando in (17.3) si ricostruisce g a partire da
questi contributi gm, i dati del contributo m-simo devono essere sommati agli
altri sull’asse dei tempi a partire dall’inizio di tale finestra temporale, ossia
dall’istante mK, come nella Figura 17.1, nella quale, per rendere il disegno
più leggibile, abbiamo indicato le DFT ĥif̂j con lettere maiuscole HiFj, ed
abbiamo scritto esplicitamente, con lettere e non con simboli, l’operatore di
trasformata inversa IDFT.

Pertanto le varie fasi dell’algoritmo nel suo complesso si schematizzano
come in Figura 17.2.

Il vantaggio di questo algoritmo di Sovrapposizione e Memorizzazione
Segmentata rispetto all’analogo in cui la risposta in frequenza h, di lunghez-
za N , non viene segmentata, è che il metodo funziona con ritardo K = L/2
che possiamo scegliere piccolo, ovvero in tempo reale, mentre la lunghezza
N della risposta all’impulso è determinata dall’auditorium, non si può ac-
corciare, è lunga diversi secondi e quindi, come già osservato, ad un tasso di
campionamento standard richiede molte decine di migliaia di campioni.
Ad esempio, se si considera una risposta impulsiva di 9 secondi, campionata
a 44100Hz, partizionata a segmenti di K = 4096 campioni, l’output del-
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...

...

primo segmento di dati di f

f0*h1 f0*h2 

0 K 2K

f1*h0 f1*h1 f1*h2

3K

...

f2*h0 f2*h1 f2*h2

2K 4K 4K3K

K 2K 3K 4K

g
0

+ g
1

+ g
 2

primo segmento di dati

secondo segmento di dati

secondo segmento di dati

secondo segmento di dati

terzo segmento di dati

terzo segmento di dati

primo segmento di dati terzo segmento di dati

f0*h0

Figura 17.1: Convoluzione a finestre: sfalsamento temporale dei contributi delle singole
finestre

l’algoritmo segmentato è fruibile dopo un tempo di latenza pari a 92 msec,
invece dei 9 secondi dell’algoritmo non segmentato.
Un altro vantaggio, forse ancora più importante, è il notevole risparmio di
memoria per il calcolo della FFT : l’ordine della FFT ora è K (quanti so-
no i dati per ogni finestra) invece che N (quanti sono i dati della risposta
all’impulso).

Nel caso dell’algoritmo di Sovrapposizione e Memorizzazione non seg-
mentato, a prima vista sembrerebbe che i contributi gk da sommare siano
tutti lunghi N (ossia quanto la risposta all’impulso), e quindi i diversi seg-
menti non si sovrappongono: per ogni intervallo [jN, (j + 1)N ] dovrebbe
esserci un unico contributo. In realtà, però, l’eliminazione degli artefatti di
periodicizzazione obbliga a scartare un segmento dei dati di ogni contribu-
to, tipicamemnte N/2 di essi, e quindi a sovrapporre ogni due contributi
consecutivi di lunghezza N per metà della loro lunghezza.

Una applicazione tipica dell’algoritmo di Sovrapposizione e Memorizza-
zione Segmentata è l’equalizzazione in tempo reale di un segnale acustico,
che consiste nell’applicazione di una funzione filtro preassegnata allo spettro
di Fourier del segnale, finestra dopo finestra. Nel dominio del tempo questo
equivale all’eseguire la convoluzione con l’antitrasformata di Fourier del fil-
tro. L’uso dell’algoritmo in tempo reale permette di modificare il filtro dopo
che una finestra è stata processata completamente, e quindi di modificare
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streaming di dati in ingresso x(n)

FFT FFT

h0 X
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     (L campioni)      (L campioni)

+

+

+
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Figura 17.2: Convoluzione a finestre: algoritmo di Sovrapposizione e Memorizzazione
Segmentata

l’equalizzazione del segnale, in tempo reale, solo da quella finestra temporale
in poi.

17.3 Deconvoluzione a finestre: de-equalizzazione
in tempo reale

All’inizio della Sezione 17.1.2 abbiamo studiato come deconvolvere a poste-
riori gli effetti di equalizzazione indotti dall’ambiente su un segnale, ossia
globalmente al termine dell’ascolto. Ricapitoliamo il metodo seguito, che si
basa sui quattro passi seguenti:
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• si misura una volta per tutte la risposta all’impulso dell’ambiente, h,
e se ne calcola numericamente la trasformata di Fourier (o più precisa-
mente la sua DFT, che si calcola in maniera rapida tramite l’algoritmo
di FFT): questo passo si esegue una volta sola per ciascun ambiente,
preliminarmente all’analisi del segnale;

• si calcola numericamente la trasformata di Fourier dell’intero segnale
equalizzato g (è per questo che bisogna attendere di aver ascoltato tutto
il segnale);

• si divide ĝ per ĥ, per ottenere la trasformata di Fourier (o meglio,
la DFT f̂ del segnale originale (bisogna prima troncare ĝ a zero in
prossimità degli zeri di ĥ, ed in queste zone evitare di effettuare la
divisione);

• si recupera il segnale originale f calcolando la FFT inversa di f̂ .

Per poter procedere alla divisione al terzo punto bisogna che le DFT di g
e di h siano dello stesso ordine. Dei due segnali normalmente è più lungo il
segnale musicale originale (la risposta all’impulso dell’ambiente dura qualche
secondo). Bisogna allora allungare ĥ con zeri affinché diventi lungo quanto
il segnale originale. Se la lunghezza del segnale originale è di J campioni,
la complessità di calcolo di questo metodo basato sulla FFT seguita dalla
FFT inversa è dell’ordine di 2J log2 J (come mostrato nella Sezione 15.2).
Tipicamente, il segnale può essere lungo da vari secondi a più di un’ora.
Tranne che per i segnali più brevi, J è quindi un numero gigantesco, e la
deconvoluzione globale non è realizzabile a causa della eccessiva complessità
di calcolo.

Per evitare questo problema abbiamo introdotto, nella Sezione 17.2, al-
goritmi di convoluzione segmentata: l’algoritmo di Sovrapposizione e Memo-
rizzazione, che calcola DFT dell’ordine N dato dalla lunghezza della risposta
all’impulso, ed il più efficiente algoritmo di Sovrapposizione e Memorizzazio-
ne Segmentata, che calcola DFT di una lunghezza K pari ad una frazione
prefissata di tale lunghezza.

L’idea dell’algoritmo di Sovrapposizione e Memorizzazione è ancora va-
lida quando si vuol ricorrere alla divisione di ĝ per la DFT della risposta
all’impulso, ĥ, perché ĥ non viene mai segmentato, e quindi ha senso divi-
dere per i suoi valori. In tal caso si procedere a dividere per ĥ i segmenti
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consecutivi di lunghezza N di ĝ. In tal modo la deconvoluzione richiede il
tempo di calcolo della FFT a N valori, dell’ordine di N log2N .

Purtroppo, però, l’efficiente algoritmo di Sovrapposizione e Memorizza-
zione Segmentata non permette di procedere tramite divisione per ĥ . Infatti
esso esegue somme di contributi sovrapposti nel tempo e ricostruisce il segna-
le a partire da una somma doppia di trasformate di Fourier a finestre sfalsate
come nell’identità (17.3). Nell’eseguire la convoluzione, ai singoli contributi
da sommare concorrono segmenti diversi di ĥ, e quindi si deve tenere traccia
dei denominatori differenti da usare per ciascuno di essi. Questo è possibile,
seppure faticoso; però, se si deve eseguire una deconvoluzione, i dati di cui
disponiamo sono già convoluti in questo modo intrecciato, e non sappiamo
più tenere traccia dei denominatori. Il modo di procedere è invece di eseguire
la deconvoluzione convolvendo per l’operatore di convoluzione inverso.

Come sempre dalla proprietà di convoluzione per la DFT, Teorema 14.4.6,
sappiamo che l’operatore di convoluzione T : f 7→ f∗h ha per inversoQ : f 7→
f ∗k, dove k è la funzione definita da k̂ = ĥ−1 (ben definita grazie al Teorema
di inversione di Fourier 8.4.2 se ĥ non si annulla, o anche se si annulla, in
base all’analoga proprietà per le distribuzioni (Proposizione 11.12.4) purché
ĥ−1 sia una distribuzione (basta che sia una funzione localmente integrabile
a crescita non più che polinomiale: se ĥ ha solo zeri del primo ordine nel suo
supporto il suo reciproco non è localmente integrabile ma è una distribuzione,
in base all’Esempio 11.5.5).
Infatti ĥ ∗ k = ĥk̂ = 1, e quindi h ∗ k = δ0 in base all’Esercizio 11.13.2 (i) ed
alla succitata proprietà di inversione di Fourier per le distribuzioni. Pertanto,
per l’associatività della convoluzione (Esercizio 6.1.13), per ogni f si ha

QTf = (f ∗ h) ∗ k = f ∗ (h ∗ k) = f ∗ δ0 = f ,

e quindi Q = T−1. Ripetiamo che, a causa dell’esistenza di possibili zeri di ĥ,
l’ultima identità ha significato, nelle ipotesi di comodo di cui sopra, solo nel
senso delle distribuzioni. Per evitare l’impiego di tecniche sofisticate basate
sulle distribuzioni, la cosa più semplice è di scegliere una soglia ε inferiore
alla tolleranza dell’approssimazione numerica che si intende accettare e di
rimpiazzare ĥ−1 in piccoli intorni Ij degli zerii ωj (ossia dei punti dove ĥ(ωj =
0) con la costante 1/ε: in tal modo, in questi intervalli critici Ij la funzione
ĥ−1 è dell’ordine di 1/ε anziché essere divergente, ed il prodotto ĥĥ−1, che
non è più definito ad ωj, viene rimpiazzato con una funzione di modulo non
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superiore a 1. Quanto piccoli si debbano prendere gli intervalli Ij si calcola
come nella Sottosezione 17.1.2 , in funzione della tolleranza prefissata.

Allora, per deconvolvere (ossia invertire) la convoluzione per h, basta
convolvere con l’operatore inverso Q appena determinato. Per calcolare Q
si deve calcolare prima ĥ, un’operazione che richiede tempo dell’ordine di
N log2N , ma si fa una volta sola per ciascun ambiente d’ascolto. Però Q
è il convolutore per ĥ−1, una funzione di N campioni, ed il calcolo diretto
del convolutore è l’applicazione di una matrice di dimensione N , che richiede
tempo N2. A confronto, il metodo di divisione per ĥ applicabile mediante
l’algoritmo di Sovrapposizione e Memorizzazione è molto più veloce (abbiamo
visto che richiede tempo N log2N). Però il calcolo del convolutore inverso,
come tutte le convoluzioni, è effettuabile finestra per finestra tramite l’effi-
ciente metodo di Sovrapposizione e Memorizzazione Segmentata, che richiede
tempo K2 dove K è la semilunghezza di una finestra (si veda la preceden-
te Sezione 17.2). Allora, questo metodo è più veloce del metodo basato su
divisione e trasformazione inversa esattamente quando K2 < N log2N . I
due proce3dimenti sono dello stesso ordine di complessità di calcolo quando
K2 = N . Ora, N è la durata dell’equalizzazione (ossia della risposta all’im-
pulso dcell’ambiente, tipicamente dell’ordine di uno o più secondi per ampie
sale da concerto, mentre K è metà della lunghezza della finestra temporale,
tipicamente dell’ordine dei millisecondi. Quindi il metodo di dceconvoluzio-
ne basato sulla convoluzione inversa segmentata è il più veloce. Chiamiamo
questo procedimento deconvoluzione a finestre.

La deconvoluzione a finestre ha varie applicazioni interessanti. Una di
esse, come visto, è l’eliminazione in tempo reale dell’equalizzazione indotta
dalla sala d’ascolto. Un’altra è la de-equalizzazione di un segnale equaliz-
zato. Supponiamo che un segnale sia stato equalizzato, ossia ne sia stata
modificata la trasformata di Fourier tramite un moltiplicatore, ad esempio
utilizzando un equalizzatore grafico o parametrico. Questo di solito si fa per
adattare il segnale all’acustica dell’ambiente in cui verrà ascoltato, e rinfor-
zarne l’ampiezza in vicinanza delle frequanze che l’ambiente smorza di piú (le
sue frequenza di risonanza). Ad esempio, se il segnale è destinato ad essere
ascoltato in una stanza di assorbimento normale e di dimensioni tipiche di sei
metri di lato per un’altezza di tre metri, dal valore della velocità del suono
ricaviamo, come nella Sezione 8.1, l’esistenza di due frequenza di risonanza
a 27 ed a 54 Hertz circa. In pratica, nessuna frequanza sotto i 54 Hertz
viene riprodotta in maniera non distorta, e quelle a 54 Hertz o poco superiori
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vengono fortemente smorzate. In prossimità di queste frequenze gli ingegneri
del suono, in fase di registrazione, amplificano il segnale tramite equalizza-
tori, per compensare l’assorbimento previsto. ma se invece il brano musicale
viene poi ascoltato in un’automobile, molto più piccola di una stanza, le fre-
quenza smorzate sono molto superiori, ed occorre cambiare equalizzazione.
Il metodo corretto non consiste nell’aggiungere una successiva equalizzazione
alla mprecedente, moltiplicando gli errori, ma nell’eliminare la precedente
equalizzazione ed applicarne una nuova più adatta. Questo si fa in tempo
reale tramite l’algoritmo di cui sopra.

17.3.1 Esempi numerici di de-equalizzazione
Concludiamo questa Sezione presentando alcuni esempi numerici elaborati
dal Dr. Raffaele Presciutti nella sua tesi di Laurea in “Scienza dei Media e
della Comunicazione” presso l’Università di Roma “Tor Vergata” nel luglio
2006. Tutte le figure sono tratte da questa tesi. Il codice di trattamento
numerico è stato elaborato dal Dr. Presciutti nel corso di uno stage di laurea
presso la ditta i3 s.r.l e sviluppato nell’ambiente di sviluppo Matlab.

Il primo esempio è la de-equalizzazione di uno sweep, ossia un segnal ad
ampiezza variabile e a frequenza monocromatica che aumenta linearmente
col tempo. È stato usato lo sweep costituito da una sinusoide di frequenza
da circa 20Hz a 20Khz a cui si è applicata una equalizzazione che vogliamo
ora sopprimere tramite deconvoluzione.
In Figura 17.3 vediamo la forma d’onda dello sweep (le oscillazioni sono
troppo fitte per poterai distinguere, e quindi il grafico appare come una area
a tinta piatta):

Facendo uso dell’applicativo Spectrogram v. 5.0, prodotto da Richard Horne,
analizziamo il sonorogramma del segnale, cioè un grafico a tre dimensioni in
cui sull’asse x è il tempo, sull’asse y la frequenza e sull’asse z l’ampiezza del
modulo della FFT espresso in decibel. Per evitare grafici tridimensionali, i
valori sull’asse z sono rappresentati con colori secondo la scala in Figura 17.4

Per lo sweep otteniamo il sonorogramma in Figura 17.5. L’andamento del-
la frequenza in funzione del tempo è un incremento lineare, e quindi il
sonorogramma è disposto lungo una retta.
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Figura 17.3: Il grafico dello sweep nel tempo

Figura 17.4: Scala cromatica delle ampiezze nei prossimi sonorogrammi

Nelle Figure 17.6 e 17.7 presentiamo rispettivamente la risposta impulsiva
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Figura 17.5: Il sonorogramma dello sweep

dell’equalizzatore e la sua funzione di trasferimento (il modulo della tra-
sformata di Fourier). In ascisse, F è la frequenza e Fc è la frequenza di
campionamento.

Ora usiamo ’algoritmo di convoluzione mediante Sovrapposizione e Memo-
rizzazione Segmentata per convolvere i due segnali. Il sonorogramma del
risultato è in Figura 17.8.

Come previsto, il risultato della convoluzione è uno sweep, con alcune fre-
quenze enfatizzate e altre smorzate in ampiezza.
Ora calcoliamo il reciproco la risposta impulsiva. La risposta all’impulso ed
il suo reciproco sono illustrate nella Figura 17.9.
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Figura 17.6: Risposta all’impulso dell’equalizzatore

Convolvendo numericamente il reciproco della risposta impulsiva con lo sweep
equalizzato riotteniamo nuovamente il segnale originale, come si vede nella
Figura 17.10.

Un secondo esempio è più tipico nell’ambito delle registrazioni musicali.
Consiste di un brano musicale su cui è stata effettuata un’equalizzazione
e poi, con il procedimento di deconvoluzione a finestre, la corrispondente
de-equalizzazione.
In questo caso, nel sonorogramma abbiamo usato un’altra scala per il modulo
della FFT , come in Figura 17.11.

La Figura 17.12 mostra la forma d’onda del brano musicale.
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Trasformata della risposta impulsiva (funzione di trasferimento)

Figura 17.7: Funzione di trasferimento dell’equalizzatore

Il sonorogramma è presentato in Figura 17.13.

L’equalizzazione è stata eseguita mediante il procedimento di convoluzione a
finestre. Il sonorogramma del brano equalizzato è in Figura 17.14.

La deconvoluzione a finestre basata sull’algoritmo di Sovrapposizione e Me-
morizzazione Segmentata porta alla de-equalizzazione illustrata nel sonoro-
gramma della Figura 17.15.

L’esecuzione numerica del convolutore inverso ci ha restituito esattamente
il segnale iniziale. Il brano musicale originale e le sue versioni equalizzata e
de-equalizzata si possono ascoltare dal seguente file:
http://scienzamedia.uniroma2.it/didattica/materiali_did/Anal.Armon./deconvoluzione_esempio.wav.

http://scienzamedia.uniroma2.it/didattica/materiali_did/Anal.Armon/deeq.wav
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Figura 17.8: Sonorogramma dello sweep dopo l’equalizzazione
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Figura 17.9: Risposta all’impulso dell’equalizzatore e suo reciproco
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Figura 17.10: Sonorogramma dello sweep dopo la deconvoluzione

Figura 17.11: Scala cromatica delle ampiezze nei possimi sonorogrammi
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Figura 17.12: Andamento nel tempo di un brano musicale
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Figura 17.13: Sonorogramma del brano musicale della figura precedente
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Figura 17.14: Sonorogramma del brano musicale dopo l’equalizzazione
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Figura 17.15: Sonorogramma del brano musicale dopo la de-equalizzazione
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Parte V

Trasformata di Laplace,
trasformata zeta e filtri lineari
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Capitolo 18

La trasformata di Laplace

Abbiamo precedentemente studiato gli sviluppi di Fourier di funzioni di va-
riabile reale e la trasformata di Fourier per frequenze reali. In questa parte
dell’opera vogliamo estendere questi concetti a funzioni di variabile comples-
sa. In questo e nel prossimo capitolo introduciamo due estensioni complesse
rispettivamente della trasformata di Fourier (trasformata di Laplace) e della
serie di Fourier (trasformata zeta). Nel presente capitolo focalizziamo l’at-
tenzione alla trasformata di Laplace, che non verrà usata in questo libro
per il trattamento di segnali, ma viene presentata per l’importanza delle sue
applicazioni alla matematica e all’ingegneria (ad esempio, risoluzione delle
equazioni differenziali ordinarie e applicazioni all’analisi di circuiti elettrici,
calcolo di integrali), e della rimeditazione che essa consente a proposito della
trasformata di Fourier.

18.1 Trasformata di Laplace e formula di in-
versione

Definizione 18.1.1. (Ascissa di convergenza.) L’ascissa di convergenza
di una funzione f localmente L1 (ossia L1 sui compatti) rispetto alla misura
di Lebesgue è il numero α dato da

α := inf

{
u ∈ R :

∫ ∞

0

e−ut |f(t)| dt <∞
}
.

In altre parole, α := inf{Re z} tali che t 7→ e−zt f(t) ∈ L1(0,∞).

1149
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Se la precedente funzione non ha integrale finito per nessun valore di Re z,
si pone α = ∞.
Corollario 18.1.2. Per ogni z ∈ C con Re z > α l’integrale

∫∞
0
e−zt |f(t)| dt

è finito.
Dimostrazione. Segue immediatamente dal fatto che, per Re z > α, si ha
|e−zt| |f(t)| = e−tRe z |f(t)| < |e−αt| |f(t)|. tu

Esempio 18.1.3. Un esempio tipico di funzioni definite in (0,∞), localmente
L1 con ascissa di convergenza finita sono le funzioni misurabili a crescita non
più che esponenziale: |f(t)| ⩽ Ceβt per ogni t > 0, per qualche costante
C > 0 e β ∈ R. In tal caso è ovvio che l’ascissa di convergenza è non
superiore a β. tu

Poiché le funzioni dell’Esempio 18.1.3, estese in maniera banale a tutto
R, sono di uso frequente in questo Capitolo, gli diamo un nome apposito:
Definizione 18.1.4. Le funzioni f misurabili su R, nulle in (−∞, 0) e tali
che |f(t)| ⩽ Ceβt per ogni t > 0, per qualche costante C > 0 e β ∈ R si dicono
funzioni con supporto a destra (o più brevemente, funzioni a destra) a crescita
esponenziale su R+. Si osservi che tali funzioni sono integrabili sui compatti.
Con generalità lievemente maggiore, possiamo estendere questa definizione
e dire che le funzioni a destra a crescita esponenziale sono le funzioni f a
supporto in R+ per cui esiste β ∈ R tale che t 7→ f(t) e−βt appartiene a
L1(R). Ancora piú in generale possiamo assumere che queste funzioni siano
supportate non nella semiretta {t ⩾ 0} bensì in qualche semiretta {t ⩾ T}
con T ∈ R arbitrario, che dipende da f . I risultati di questo capitolo non
cambierebbero in queste ipotesi lievemente più generali, ma per semplicità
non le adottiamo, tranne che nella Sezione 18.5 sulla trasformata di Laplace
di distribuzioni.
L’estremo inferiore delle costanti β come sopra si chiama l’esponente di cre-
scita, o talvolta anche, in vista dell’Esempio 18.1.3, l’ascissa di convergenza
di f .
Definizione 18.1.5. (Trasformata di Laplace.) Sia f una funzione a
destra a crescita esponenziale nel senso della Definizione 18.1.4, con esponente
di crescita α. La trasformata di Laplace di f è la funzione L f definita nel
semipiano Re z > α da

L f(z) =
∫ ∞

0

f(t) e−zt dt .
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Corollario 18.1.6. Se f è una funzione a destra a crescita esponenziale con
esponente di crescita (ascissa di convergenza) α (nel senso della Definizione
18.1.4), allora L f è olomorfa nel semipiano {Re z > α}.

Dimostrazione. Consideriamo la misura µ (reale o complessa) con derivata
di Radon–Nykodym f rispetto alla misura di Lebesgue su R (Definizione
1.9.28), ossia tale che dµ(t) = f(t) dt. Questa misura è finita sui compatti
perché F è localmente L1. Inoltre, in ogni quadrante {Re z ⩾ β > α, t > 0}
la funzione h(z, t) = e−zt verifica |h(z, t) = e−Re zt ⩾ e−βt = h(β, t). Poiché
β è maggiore dell’ascissa di convergenza,

∫∞
0

|h(β, t) |f(t)| dt < ∞, e quindi
supRe z⩾β e

−zt è localmente L1(|µ|). Allora L f è olomorfa in tutti i semipiani
{Re z ⩾ β} per la parte (ii) del Lemma 2.5.8, e quindi anche in {Re z > α}.

tu

Nota 18.1.7. (Relazione fra le trasformate di Fourier e di Laplace.)
Chiaramente, la relazione fra le trasformate di Laplace e di Fourier è la
seguente: se f(t) = 0 per t < 0, scrivendo hx(t) = f(t)e−xt, abbiamo

L f(z) = L f(x+ iy) = F[hx](y/2π) ,

dove, come nella Definizione 8.2.1, F denota la trasformata di Fourier.
tu

Nota 18.1.8. Se f è una funzione a destra a crescita esponenziale con espo-
nente di crescita α, allora

| L f(z)| ⩽M

∫ ∞

0

e−(Re z−α)t dt ⩽ M

Re z − α
, (18.1)

e quindi L f tende a zero quando Re z → +∞, uniformemente rispetto a
Im z.

Lo stesso calcolo mostra che la funzione f nulla per t < 0 e data da
f(t) = eαt per t ⩾ 0 ha per trasformata di Laplace la funzione

L f(z) = 1

z − α
. (18.2)

In particolare, la funzione di Heaviside H introdotta nella Definizione 11.10.2
(la funzione caratteristica di (0,∞), che è a crescita esponenziale con espo-
nente 0, si ha LH(z) = 1

Re z
. Si noti che LH converge a zero per Re z → +∞,

ma non per |z| → +∞ (è costante sulle rette verticali Re z = costante).
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D’altra parte, la disuguaglianza (18.1) mostra che L f(z) tende a zero
uniformemente rispetto a arg z in tutti i domini nel semipiano {Re z > α} nei
quali |z| → ∞ implica Re z → +∞, ad esempio i coni propri | arg (z − α)| ⩽
θ < π

2
. tu

Nota 18.1.9. La condizione di crescita esponenziale della funzione f è stata
usata per mostrare che la trasformata di Laplace ha senso nel semipiano de-
stro ed è ivi olomorfa. La condizione di appartenenza locale a L1 non assicura
che la crescita sia al più esponenziale (f potrebbe avere picchi periodici fatti
come campane via via più strette ed alte, con massimi locali che crescono a
velocità arbitraria).
Però vedremo in seguito, alla fine della dimostrazione del Teorema 18.6.1,
che se f è una funzione in L2(0,∞), allora la trasformata di Laplace è defi-
nita ed olomorfa nel semipiano destro. Questo fatto estende la definizione di
trasformata di Laplace a tali funzioni. tu

Per uso futuro presentiamo la seguente osservazione.

Lemma 18.1.10. Se f è a crescita esponenziale con ascissa di convergenza
α, l’integrale

∫ b
0
f(t) e−zt dt è uniformemente convergente a

∫∞
0
f(t) e−zt dt

nel semipiano Dβ := {Re z ⩾ β} per ogni β > α.

Dimostrazione. Per ogni z in Dβ,∣∣∣∣∫ ∞

0

f(t) e−zt dt−
∫ b

0

f(t) e−zt dt

∣∣∣∣ ⩾ ∫ ∞

b

|f(t) e−zt| dt ⩾
∫ ∞

b

e(α−β)t dt

e poiché β > α l’ultimo integrale è finito, ossia l’integrando appartiene a
L1[b,+∞), ed il risultato segue dal test di Weierstrass (Corollario 1.23.8).

tu

Teorema 18.1.11. (Formula di inversione per la trasformata di
Laplace.) Sia f una funzione a crescita esponenziale con esponente di
crescita α. Allora, per ogni a > α e per ogni punto di continuità t ∈ R di f ,
vale la formula di inversione

f(t) = L−1 F (t) :=
1

2πi
v. p.

∫ a+i∞

a−i∞
L f(z) ezt dz ≡ 1

2πi
lim
b→+∞

∫ a+ib

a−ib
L f(z) ezt dz

(18.3)
dove la notazione v. p.

∫
è quella introdotta alla fine dell’Esempio 11.5.5

(valore principale).
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Dimostrazione. Sfruttiamo la relazione fra le trasformate di Laplace e di
Fourier (Nota 18.1.7):

L f(a+ is) =

∫ ∞

0

f(t) e−(a+is)t dt =

∫
F [f(·)e−a·](s)

(osserviamo che f(t)eat = 0 per t < 0 e appartiene a L1(R) perché a > α).
Ora dal teorema di inversione di Fourier (Teorema 8.4.2) otteniamo

f(t) = eat
1

2π
lim
b→+∞

∫ b

b

L f(a+ is) eist ds =
1

2πi
lim
b→+∞

∫ a+ib

a+ib

L f(z) ezt dz ,

ossia la formula di inversione dell’enunciato. tu

Teorema 18.1.12. (Formula di inversione per la trasformata di
Laplace sotto ipotesi più generali.) Sia α ∈ R e F una funzione
olomorfa nel semipiano Re z > α. Supponiamo che F converga a 0 per
z → ∞ uniformemente rispetto ad arg z in ogni semipiano Re z ⩾ a > α, e
che la restrizione di F all’asse {Re z = a} sia in L1(R) (ossia che esista il
limite limb→+∞

∫ a+ib
a−ib |F (z)| dz).

Allora, in base al Corollario 18.1.14, la formula di inversione (18.3) fornisce
una funzione f continua ovunque a crescita al più esponenziale e tale che
L f = F .
Dimostrazione. Fissiamo z0 nel semipiano {Re z > a}. Allora∫ ∞

0

f(t) e−z0t dt =
1

2πi

∫ ∞

0

e−z0t v. p.

∫ a+i∞

a−i∞
F (z) ezt dz dt .

Poiché, per ipotesi, per ogni t > 0 la funzione F (z) ezt ristretta alla retta
{Re z = a} è in L1, possiamo scambiare l’ordine di integrazione in base al
Teorema di Fubini 1.20.4 (ii), ed otteniamo∫ ∞

0

f(t) e−z0t dt =
1

2πi
v. p.

∫
{Re z=a}

F (z)

∫ ∞

0

e(z−z0)t dt dz (18.4)

= − 1

2πi
v. p.

∫
{Re z=a}

F (z)

z − z0
dz .

Sia CR = |z| = {R , Re z > a}, e MR = supz∈CR
|F (z)|. Per ipotesi,

limR→+∞MR = 0, e quindi, dato che |z0| < R, si ha∫
CR

F (z)

z − z0
dz ⩽MR

πR

R− |z0|
,
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perché |z − z0| ⩾ | |z| − |z0| | = R − |z0|. Poiché il secondo membro tende a
zero quando R → +∞, da qui segue

− 1

2πi
v. p.

∫
{Re z=a}

F (z)

z − z0
dz =

1

2πi
v. p.

∫
KR

F (z)

z − z0
dz

dove KR è la curva chiusa KR = CR ∪ {Re z = a, |z| ⩽ R}, percorsa in senso
antiorario. D’altra parte, poiché F è olomorfa dentro il contorno KR e z0 è
all’interno di KR, sappiamo dal teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10) che
l’integrale a secondo membro vale F (z0). Quindi la formula di inversione del-
l’enunciato segue ora da (18.4), a patto di dimostrare che f è trasformabile
secondo Laplace. Per questo scopo basta mostrare che f è a crescita esponen-
ziale. Infatti, dalla definizione di f e dal fatto che |F | ha integrale finito sulla
retta {Re z = a}, segue che |f(t)| ⩽ eat 1

2π
v. p.

∫
{Re z=a} |F (z)| dz < M eat.

tu

Nota 18.1.13. Poiché L f(z) =
∫∞
0
f(t) e−zt dt, non ci interessa sapere se la

formula di inversione (18.3) fornisce una funzione f tale che f(t) = 0 per
t < 0. È comunque interessante osservare che questa proprietà di f è vera se

|F (z)| < C/|z|p (18.5)

per qualche p > 1, come ora proviamo. Siano CR il semicerchio e KR il per-
corso chiuso introdotti nella dimostrazione del Teorema 18.1.12. Osserviamo
che ∣∣∣∣∫

CR

F (z) eztdt

∣∣∣∣ ⩽ ∫
CR

|F (z)| etRe z|dz| ⩽ eat
∫
CR

|F (z)| |dz| . (18.6)

L’ultimo integrale è limitato rispetto a R in conseguenza di (18.5). Pertanto,
se t < 0, allora l’ultimo membro della precedente disuguaglianza tende a zero
se R → ∞. Allora, dalla formula di inversione (18.3), abbiamo

f(t) =
1

2πi
v. p.

∫ a+i∞

a−i∞
F (z) ezt dz = lim

R→∞

1

2πi

∫
KR

F (z) ezt dz = 0

grazie al teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10), perché l’integrando è olo-
morfo. tu
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Corollario 18.1.14. (Una condizione sufficiente per l’invertibilità.)
Se F è una funzione olomorfa nel semipiano {Re z > a} per qualche a > 0
e soddisfa la condizione di decadimento |F (z)| < C/|z|p per qualche p > 1,
C > 0 e per ogni z in tale semipiano, allora l’integrale nella formula di
inversione (18.3) è convergente, e fornisce una funzione f continua ovunque,
nulla a sinistra di 0, a crescita al più esponenziale e tale che L f = F .

Dimostrazione. È ovvio che la condizione di decadimento implica la conver-
genza dell’integrale improprio (Sezione 1.1). La dimostrazione del fatto che
f abbia crescita al più esponenziale è identica all’argomento alla fine della
dimostrazione del Teorema 18.1.12: la ripetiamo qui per chiarezza. Poi-
ché f(t) =

∫∞
−∞ F (a + iy) ea+iydy, l’integrale nella formula di inversione è

assolutamente convergente:

e−at|f(t)| ⩽
∫ ∞

−∞
|F (a+ iy)| |eiy| dy =

∫ ∞

−∞
|F (a+ iy)| dy <∞

(l’ultimo integrale é finito ancora per la condizione di decadimento). Quindi
|f(t)| < Aeat per qualche costante A > 0.
Il fatto che f(t) = 0 per t < 0 è stato mostrato nella Nota 18.1.13. Infine,
il fatto che L f = F si dimostra grazie alla relazione fra la trasformata di
Laplace e di Fourier (Nota 18.1.7), esattamente come nella dimostrazione del
Teorema 18.1.11. tu

18.2 Proprietà della trasformata di Laplace
Le proprietà elementari della trasformata di Laplace si deducono allo stesso
modo che per la trasformata di Fourier (Teorema 8.2.4). Per completezza,
accenniamo le dimostrazioni nel prossimo teorema.

Teorema 18.2.1. (Proprietà della trasformata di Laplace.) Sia f
(rispettivamente, g) una funzione a destra a crescita esponenziale nel senso
della Definizione 18.1.4, con esponente di crescita αf , (rispettivamente αg).
La trasformata di Laplace L f ha le proprietà seguenti.

(i) (linearità.) La trasformata di Laplace è lineare: per ogni coppia di
numeri complessi c, d, si ha L(cf + dg) = cL f + dL g, nel semipiano
{Re z > max{αf , αg}}.
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(ii) (dilatazione.) Se h(t) = f(ct), con c > 0 allora Lh(z) = 1
c
L f( z

c
) per

ogni z con Re z > cαf .

(iii) (traslazione nel tempo.) Sia h = λτf il traslato h(t) = f(t − τ), con
τ ∈ R. Allora Lh(z) = e−τz L f(z) per ogni Re z > αf .

(iv) (traslazione in frequenza.) Se g(t) = eτt f(t), con τ ∈ R, allora
L g(z) = L f(z − τ) per ogni Re z > αf + τ .

(v) (derivazione nel tempo.) Se f è derivabile ed anche f ′ è una funzione
a destra a crescita esponenziale, allora, denotando con D l’operatore
di derivazione, si ha LDf = z L f(z) − f(0). Più in generale, se le
prime n derivate di f sono funzioni a destra a crescita esponenziale,
allora per ogni Re z > max0⩽j⩽n αDjf si ha

L(Dnf)(z) = zn L f(z)− zn−1f(0)− zn−2(Df)(0)− · · · − (Dn−1f)(0)

= zn L f(z)−
∑
j

= 0n−1zjDn−j−1f(0) .

Più in generale lo stesso enunciato vale se la derivata destra Dj
+f è

una funzione a destra a crescita esponenziale per 1 ⩽ j ⩽ n, pur di
rimpiazzare tutte le derivate con le corrispondenti derivate destre.

(vi) (derivazione in frequenza.) Per ogni n > 0, la funzione t 7→ tnf(t) è
una funzione a destra a crescita esponenziale con la stessa ascissa di
convergenza di f , e se g(t) = (−1)ntnf(t) si ha Dn L f(z) = L g(z) in
tutto il semipiano di convergenza.

(vii) (integrazione nel tempo.) La primitiva g(t) =
∫ t
0
f(s) ds ha ancora

ascissa di convergenza αf e L g(z) = L f(z)/z per ogni z nel semipiano
di convergenza.

(viii) (integrazione in frequenza.) La funzione g(t) = f(t)/t è ancora una
funzione a destra a crescita esponenziale (necessariamente con la stes-
sa ascissa di convergenza αf di f purché αf > 0), allora L g(z) =∫∞
z

L f(u) du, dove l’integrale è calcolato su un qualunque percorso dal
punto z a infinito in cui Re z → +∞. Questo accade per i percorsi nel
semipiano {Re z > αf} che tendono ad infinito senza restare in una
banda verticale, ossia sono tali che |z| → ∞ implica Re z → +∞: ad
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esempio, i percorsi contenuti nei coni propri | arg (z − α)| ⩽ θ < π
2
. In

particolare,

L g(z) =
∫
{Imu=Im z,Reu⩾Re z}

L f(u) du .

Dimostrazione. La parte (i) è ovvia, e (ii), (iii) e (iv) si dimostrano allo
stesso modo delle proprietà corrispondenti della trasformata di Fourier (ri-
spettivamente le parti (iv), (v) e (vi) del Teorema 8.2.4). Bastano solo le
seguenti ovvie osservazioni sulle ascisse di convergenza, che lasciamo al let-
tore per esercizio: per la parte (i), αf+g = max{αf , αg}; per la parte (ii),
αcf = cαf ; per la parte (iii), αλτf = αf ; per la parte (iv), αg = αf + τ .

Dimostriamo la parte (v). Siano α = max{αf , αf ′} e Re z > α. Inte-
grando per parti otteniamo

L f ′(z) =

∫ ∞

0

f ′(t) e−zt dt =
[
f(t) e−zt

]∞
0
+z

∫ ∞

0

f(t) e−zt dt = f(0)+z L f(z) ,

dove nell’ultimo passaggio si è usato il fatto che limt→+∞ f(t)e−zt = 0, che
vale poiché Re z > αf . Si osservi che nell’integrazione per parti il termine
costante al bordo sinistro di integrazione è in realtà il limite limt→0+ f(t), ma
questo vale f(0) perché abbiamo assunto f derivabile, quindi continua.
Per il caso generale della derivata n-sima, procediamo per induzione su n.
Supponiamo che la formula dell’enunciato valga per n−1 per qualche n > 0:
allora l’enunciato che abbiamo appena provato nel caso n = 1 può esse-
re applicato alla derivata Dn−1f invece che a f per ottenere LDnf(z) =
z LDn−1f(z) − Dn−1

+ f(0): come prima, nell’integrazione per parti si deve
utilizzare la derivata destra se la funzione f è derivabile a destra in 0 ma non
a sinistra. A questo punto l’enunciato segue immediatamente dall’ipotesi di
induzione.

Per dimostrare (vi), basta osservare che la trasformata di Laplace L f(z) =∫∞
0
f(t) e−zt dt è olomorfa nel semipiano di convergenza e si può portare la

derivata sotto il segno di integrale perché l’integrando è di classe C1 sui com-
patti e l’integrale improprio è uniformemente convergente. Grazie al Lemma
18.1.10, possiamo applicare il Corollario 1.23.7 per derivare sotto il segno di
integrale: in tal modo si ottiene (vi).

Dimostriamo (vii). Se |f(t)| < eαf t, allora la primitiva g(t) =
∫ t
0
f(s) ds

verifica |g(t)| < teαf t, e quindi g è a crescita esponenziale con lo stesso espo-
nente di crescita, ossia αg = αf , perché l’esponenziale cresce più rapidamente
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del polinomio (Sezione 1.1). Osserviamo che, per il Teorema fondamentale
del Calcolo 1.27.1), si ha g′ = f e g(0) = 0. Allora, per la proprietà di
derivazione nel tempo (parte (v) qui sopra) abbiamo

L f(z) = L(g′)(z) = z L g(z)− g(0) = z L g(z)

per ogni z > αf .
Infine, dimostriamo (viii). Supponiamo αf > 0. la funzione g(t) = f(t)/t

ha la stessa ascissa di convergenza αf per quanto osservato nella precedente
parte (vii), e per ogni Re z > αf segue dalla parte (vi) (proprietà di de-
rivazione in frequenza) che DL g(z) = −L f(z). Quindi, per ogni z0 con
Re z0 > αf , abbiamo

L g(z) = L g(z0) +
∫ z

z0

L f(s) ds

dove l’integrale è calcolato su qualsiasi percorso da z0 a z contenuto nel
semipiano di olomorfia {s : Re s0 > αf}. D’altra parte, abbiamo visto
nella Nota 18.1.8 che L g(z) tende a zero se z tende ad infinito in modo
che Re z tenda anch’esso ad infinito (ossia senza restare in una banda ver-
ticale). Pertanto su ogni tale percorso la precedente identità assicura che
L g(z0) = lim

∫∞
z0

L f(s) ds, e quindi, nell’ipotesi dell’enunciato,

L g(z) =
∫ ∞

z

L f(s) ds .

tu

Corollario 18.2.2. (Trasformata di Laplace di funzioni a destra
periodiche.) Sia f una funzione a destra a crescita esponenziale, periodica
di periodo T > 0 nel senso che f(t + T ) = f(t) per ogni t ⩾ 0. Allora, per
ogni z nel semipiano di convergenza,

L f(z) =
∫ T
0
f(t) e−ztdt

1− e−zt
.

Dimostrazione. Tronchiamo la funzione f sul periodo [0, T ) per ottenere
f0 = χ[0,T )f . Allora L f0(z) =

∫ T
0
f(t) e−ztdt. Inoltre per ogni t si ha f(t) =
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∑
n⩾0 f(t + nT ), e dalla proprietà di traslazione nel tempo (parte (iii) del

Teorema 18.2.1) segue

L f(z) =

(∑
n⩾0

e−nzT

)
L f0(z) ,

da cui la tesi. tu

18.3 Esempi di trasformate di Laplace
Nei prossimi esempi applichiamo la formula (18.2) per la trasformata di
Laplace della funzione esponenziale.
Esempio 18.3.1. Dalle espressioni sinωt = (eiωt− e−iωt)/2i e cosωt = (eiωt+
e−iωt)/2 e da (18.2) segue

L[sinωt](z) = 1

2i

(
1

z − iω
− 1

z + iω

)
=

ω

z2 + ω2

L[cosωt](z) = 1

2

(
1

z − iω
+

1

z + iω

)
=

z

z2 + ω2
.

Analogamente, dalle espressioni sinhωt = (eωt − e−ωt)/2 e coshωt = (eωt +
e−ωt)/2 si ha

L[sinhωt](z) = 1

2

(
1

z − ω
− 1

z + ω

)
=

ω

z2 − ω2

L[coshωt](z) = 1

2

(
1

z − ω
+

1

z + ω

)
=

z

z2 − ω2
.

tu

Esempio 18.3.2. Da (18.2) sappiamo che L 1 = 1/z, dove, come sempre, con
1 intendiamo la funzione che vale 1 per t ⩾ 0 e 0 altrove. Allora segue dal-
la proprietà di derivazione in frequenza (parte (vi) del Teorema 18.2.1) che
L[tn](z) = n!/zn+1. Ora dalla proprietà di traslazione nel tempo (parte (iii)
del Teorema 18.2.1) segue L[tnez0t](z) = n!/(z − z0)n+1. Grazie al preceden-
te Esempio 18.3.1 allo stesso modo si ha L[t sinωt](z) = 2ωz/(z2 + ω2)2 e
L[t cosωt](z) = (z2 + ω2)/(z2 + ω2)2. Continuando a derivare rispetto a z si
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ottengono le trasformate di Laplace di tn sinωt e tn cosωt, che lasciamo per
esercizio.

Veniamo ora al caso di potenze generalizzate, ossia con esponente positivo
ma non intero. Tramite il cambiamento di variabili u = t/x nella definizione
di funzione Gamma (Sottosezione 1.23.4) si ha che, per x > 0 e α > −1,

Γ(α + 1) =

∫ ∞

0

tαe−tdt = xα+1

∫ ∞

0

uαe−xudu .

Questo equivale a dire
L[uα](x) = Γ(α + 1)

xα+1
.

Per prolungamento analitico (Sezione 2.14, ed in particolare Sottosezioni
2.14.1, ?? e 2.14.5), la stessa formula vale se si sostituisce x > 0 con z ∈ C,
Re z > 0: qui abbiamo definito la funzione zα+1 tramite il suo ramo olo-
morfo determinato dalla funzione logaritmo nel modo seguente: zα+1 =
e(α+1)(ln |z|+i arg z) con | arg z| < π/2. tu

Esempio 18.3.3. Applicando la proprietà di traslazione in frequenza ai ri-
sultati visti nei precedenti Esempi 18.3.1 e 18.3.2 si ottiene, per ogni z0 ∈
C,

L[e−z0t sinωt](z) = ω

(z + z0)2 + ω2

L[e−z0t cosωt](z) = z

z + z0)2 + ω2

L[e−z0t sinhωt](z) = ω

(z + z0)2 − ω2

L[e−z0t coshωt](z) = z

(z + z0)2 − ω2

L[tne−z0t](z) = n!/(z + z0)
n+1 .

tu

Esempio 18.3.4. Sappiamo dall’Esempio 18.3.1 che L[sin](z) = 1/(1 + z2)
nel semipiano di convergenza Re z > 0. Quindi segue dalla proprietà di
integrazione in frequenza (parte (viii) del Teorema 18.2.1) che

L[sinc](z) =
∫ ∞

z

1

1 + u2
du
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dove l’integrale è calcolato su un qualunque percorso in cui Re z tende a +∞.
Scegliendo ad esempio il percorso {z+ is : s ⩾ 0} otteniamo, per z = x reale,

L[sinc](x) = [arctan s]∞x =
π

2
− arctan x .

Poiché la trasformata di Laplace è olomorfa nel semipiano di convergenza,
L[sinc](z) è il prolungamento analitico di π

2
− arctan x dal semiasse reale

positivo al semipiano {Re z > 0}. Pertanto

L[sinc](z) = π

2
− arctan z .

In particolare, per b > 0 si trova L[sinc](b) =
∫∞
b

sin t
t
e−btdt = π

2
− arctan b, e

passando al limite per b→ 0 abbiamo∫ ∞

0

sin t

t
dt =

π

2
,

perché ∣∣∣∣∫ b

0

sin t

t
e−btdt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

0

dt ⩽ b

dal momento che l’integrando è non superiore a 1. Questo risultato era già
stato dimostrato per altra via nel Corollario 5.19.2, come conseguenza dei
risultati sulla convergenza delle serie di Fourier. tu

Esempio 18.3.5. Le proprietà della funzione seno integrale, definita come
(x) =

∫ x
0
sin t/t dt, sono state studiate nella Sezione 5.19. Applicando la

proprietà di traslazione in frequenza (parte (vi) del Teorema 18.2.1) al pre-
cedente Esempio 18.3.4 abbiamo

L[](z) =
π
2
− arctan z

z
.

tu

18.4 Trasformata di Laplace della convoluzio-
ne

Teorema 18.4.1. Siano f e g due funzioni a destra a crescita esponenziale
nel senso della Definizione 18.1.4. Allora la loro convoluzione f*g è anch’essa
una funzione a destra a crescita esponenziale e L[f ∗ g](z) = L f(z)L g(z)
per ogni z nel suo semipiano di convergenza.



1162 CAPITOLO 18. TRASFORMATA DI LAPLACE

Dimostrazione. È chiaro che la convoluzione è localmente integrabile, ed
inoltre f ∗g(x) =

∫∞
−∞ f(t) g(x−t) dt =

∫ x
0
f(t) g(x−t) dt, perché nel dominio

di integrazione t è non negativo in base al dominio di f e x− t deve anch’esso
essere non negativo in base al dominio di g. Quindi f ∗ g(x) = 0 per x < 0.
Abbiamo supposto che f e g siano a crescita esponenziale, quindi esistono
costanti positive C, α tali che |f(x)| < Ceαx e la stessa stima vale per g.
Allora

|f ∗ g(x)| ⩽
∫ x

0

|f(t)| |g(x− t)| dt ⩽M2

∫ x

0

eαxdt =M2xeαx < M2e(α+ε)x

per ogni ε > 0 se x è abbastanza grande. Quindi f∗g è a crescita esponenziale.
La moltiplicatività della trasformata di Laplace della convoluzione segue

dalla moltiplicatività dell’esponenziale come nel caso della trasformata di
Fourier visto nella Sezione 8.5, ma qui dobbiamo effettuare un cambiamento
di variabili facile ma non banale nell’integrale doppio. Infatti

L[f ∗g](z) =
∫ ∞

0

∫ x

0

f(t) g(x− t) dt e−zxdx =

∫ ∞

0

f(t)

∫ ∞

t

g(x− t)e−zx dx dt

(gli integrali si possono scambiare per il Teorema di Fubini 1.20.4 perché se
Re z è maggiore dell’ascissa di convergenza di f e di g allora l’integrando
è una funzione L1(dx × dt) nel cono {(x, t) : x ⩽ t < ∞, 0 ⩽ x < ∞},
a causa del decadimento esponenziale all’aumentare di x). Ora, grazie alla
moltiplicatività dell’esponenziale, l’ultimo membro diventa∫ ∞

0

f(t)

∫ ∞

t

g(x− t)e−zx dx dt =

∫ ∞

0

f(t)e−ztdt

∫ ∞

0

g(x)e−zxdx

= L f(z)L g(z) .

tu
Ora, dalla formula di inversione del Teorema 18.1.11, abbiamo il reciproco

del teorema di convoluzione:

Teorema 18.4.2. Siano f , g funzioni a destra a crescita esponenziale con
ascisse di convergenza αf , αg. Allora il prodotto puntuale fg è una funzione
a destra a crescita esponenziale nel semipiano D := {Re z > αf + αg}, e per
ogni z ∈ D e a > αf si ha

L[fg](z) = 1

2πi
v. p.

∫
{Rew=a}

L f(w) L g(z − w) dw .
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Dimostrazione. È ovvio che il prodotto fg è ancora una funzione a destra
localmente integrabile a crescita esponenziale con ascissa di convergenza αf+
αg. Inoltre, grazie al Teorema di inversione 18.1.11, per ogni a > αf si ha

L[fg](z) = 1

2πi

∫ ∞

0

e−zt
(
v. p.

∫
{Rew=a}

L f(w) ewtdw
)
g(t) dt

=
1

2πi
v. p.

∫
{Rew=a}

(
L f(w)

∫ ∞

0

g(t) e−(z−w)tdt

)
dw ,

dove l’ordine di integrazione è stato scambiato in base alla stessa applicazione
del Teorema di Fubini 1.20.4 già vista nel Teorema 18.4.1 qui sopra. Poiché
assumiamo Re z > αf +αg ed a > αf è arbitrario, possiamo assumere Re z >
a + αg, ovvero Re(z − w) > αg, e quindi l’ultimo membro della precedente
identità vale

∫∞
0
g(t) e−(z−w)tdt = L g(z − w). Quindi, riassumendo,

L[fg](z) ==
1

2πi
v. p.

∫
{Rew=a}

L f(w) L g(z − w) dw .

tu

18.5 Trasformata di Laplace di distribuzioni
Per una presentazione più esauriente dei concetti accennati in questa Sezione
rinviamo il lettore a [38].

18.5.1 Trasformata di Laplace di distribuzioni a sup-
porto in R+

Nella notazione dell’integrale tramite il simbolo di dualità che abbiamo in-
trodotto nel Capitolo 11, Notazione 11.3.1, per una funzione f a destra a
crescita esponenziale, con esponente di crescita αf , possiamo scrivere

L f(z) =
∫ ∞

0

f(t) e−ztdt = 〈f, e−z·〉 .

Analogamente, se la definizione di funzione a destra a crescita esponenziale
si intende nel senso più generale dove la funzione f ha supporto a destra
che comincia al punto T ∈ R e verifica t 7→ f(t) e−βt appartiene a L1(R) per
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ogni β > αf (Definizione 18.1.4), allora l’integrale diventa
∫∞
T
f(t) e−ztdt, ma

resta valida la formula
L f(z) = 〈f, e−z·〉 . (18.7)

Questa notazione è ideale per estendere la definizione di trasformata di La-
place a distribuzioni con supporto a destra (Notazione 11.18.10), nel modo
seguente.
L’identità (18.7) non può essere applicata direttamente quando invece che f
abbiamo una distribuzione F con supporto a destra, diciamo nella semiretta
PT := [T,∞), perché la funzione t 7→ e−zt è C∞ ma l’intersezione del suo
supporto con PT non è compatta: è tutta la semiretta PT . Supponiamo
allora che esista c ∈ R tale che e−c·F sia una distribuzione temperata. Allora
possiamo riscrivere (18.7) come

LF (z) = 〈e−c·F, e−(z−c)·〉 .

La funzione g(t) = e−(z−c)t a secondo membro è a decrescenza rapida quando
la variabile tende a +∞ ma chiaramente non quando tende a −∞. Però, in
base alla definizione di supporto di una distribuzione (Sottosezione 11.18.3
e Definizione 11.11.1), nulla cambia nel risultato dell’espressione al secondo
membro se la funzione g viene moltiplicata per una funzione cut-off h di
classe C∞ con supporto in una semiretta destra e che vale 1 in un intorno del
supporto della distribuzione f . In tal modo la precedente identità diventa

LF (z) = 〈e−c·F, h(·)e−(z−c)·〉 , (18.8)

ed ora il secondo membro è C∞ a decrescenza rapida, quindi nella classe
di Schwartz (Definizione 9.3.1). Poiché abbiamo fatto l’ipotesi che e−c·F
sia una distribuzione temperata, l’identità (18.8) ora ha senso, e definisce la
trasformata di Laplace di F ∈ D′:

Definizione 18.5.1. Sia F ∈ D′ una distribuzione tale che, per qualche
c ∈ R, si abbia e−c·F ∈ S ′. Allora la trasformata di Laplace LF è definita
da (18.8). Spesso scriveremo, nel senso chiarito sopra,

LF (z) = 〈F, e−z·〉 .

L’estremo inferiore di tutte le costanti c con questa proprietà si chiama
l’ascissa di convergenza αF ; la trasformata di Laplace LF è definita nel
semipiano Re z > αF .
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Questa Definizione 18.5.1 ha senso perché non dipende né dalla scelta del
cut-off h (ovvio per la Definizione 11.11.1 di supporto di una distribuzione),
né dalla scelta della costante c purché c > αF . Mostriamo l’ultima asserzione.
Scegliamo c > αF e prendiamo un’altra costante a > c. Allora, se Re z >
a > c,

〈e−c·F, h(·)e−(z−c)·〉 = 〈e(c−a)·e−c·F, e(a−c)·h(·)e−(z−c)·〉
= 〈e−a·F, h(·)e−(z−a)·〉 .

Nota 18.5.2. Se f è una funzione a destra a crescita esponenziale con ascissa
di convergenza αf , quando la si considera come una distribuzione la sua
ascissa di convergenza αF della precedente Definizione 18.5.1 non può essere
più grande di αf , ma potrebbe essere più piccola. Per esercizio, si provi che
questo è vero per la funzione f(t) = cos t et se t > 0 e f(t) = 0 altrimenti.

tu

Nota 18.5.3. Non per tutte le distribuzioni con supporto a destra si può
definire la trasformata di Laplace, perché non tutte hanno la proprietà della
Definizione 18.5.1. Ad esempio, è chiaro che questa proprietà non è verificata
dalla distribuzione data dalla funzione F (t) = et

2 per t > 0 e 0 per t ⩽ 0.
tu

Esercizio 18.5.4. Il lettore verifichi che la relazione

LF (z) = F[e−z·F ] .

stabilita per funzioni nella Nota 18.1.7, continua a valere per distribuzioni
con la proprietà della Definizione 18.5.1. In caso di difficoltà, il lettore può
trovare la semplice dimostrazione in [38, Chapter 8, Section 3]. tu

Lasciamo al lettore la verifica dell’enunciato seguente. Solo l’ultima par-
te, la derivazione sotto il segno di integrale, richiede qualche cautela (per-
ché ora non c’“e più l’integrale, rimpiazzato dal simbolo di dualità!). Una
dimostrazione si trova in [38, Theorem 8-3.2].

Teorema 18.5.5. Se due distribuzioni hanno trasformata di Laplace che
coincide in una retta nel semipiano di olomorfia, o più in generale in un
insieme con un punto di accumulazione, allora le due distribuzioni coincidono.

Le proprietà e gli esempi stabiliti per la trasformata di Laplace di fun-
zioni nelle Sezioni 18.2 e 18.3 rimangono validi per distribuzioni a destra
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trasformabili secondo Laplace. In particolare, la trasformata di Laplace di
una distribuzione F è olomorfa nel semipiano Re z > αF , e si ha

DLF (z) = 〈F, ∂

∂z
e−z·〉 = 〈−tF, e−tz〉 .

Il seguente Esercizio è ovvio, ed in base ad esso la seconda parte del
Teorema 18.5.5 implica il successivo Corollario.
Esercizio 18.5.6. L δ0 ≡ 1. tu

Corollario 18.5.7. Se denotiamo ancora con λy l’operatore di traslazione a
sinistra per y, per ogni z si ha

Lλyδ0 = e−yz

LDkδ0 = zk

LλyDkδ0 = zke−yz .

18.5.2 L’immagine di L sullo spazio delle distribuzioni
con supporto a destra

Lemma 18.5.8. Se F è una funzione olomorfa nel semipiano Re z > c ed
è a crescita polinomiale, nel senso che in questo semipiano |F (z)| < P (|z|)
per qualche polinomio P , allora F = LG per qualche G ∈ D′ con supporto a
destra di 0.
Dimostrazione. A causa della disuguaglianza dell’enunciato, esiste una co-
stante C > 0 ed un intero m tali che

|F (z)| < C|z|m (18.9)

per ogni z nel semipiano D := Re z ⩾ a > c, per ogni a > c. Osserviamo che,
per ogni funzione olomorfa G nel semipiano D che soddisfa |G(z)| < C/|z|2
per qualche costante C > 0, il Teorema di inversione ?? e la Nota 18.1.13
assicurano che esiste la trasformata di Laplace inversa di G, ovvero che G =
L g per qualche funzione g con supporto in [0, +∞) a crescita esponenziale.
Allora scegliamo G tale che si abbia F (z) = zm+2G(z): è chiaro da 18.9)
che allora |G(z)| < C/|z|2 e quindi esiste la sua antitrasformata di Laplace
g, nulla a sinistra di 0. Per la proprietà di derivazione nel tempo (Teorema
18.5.5) abbiamo F = LDm+2g (derivata nel senso delle distribuzioni), e la
distribuzione Dm+2g ha supporto in [0, +∞). tu
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Teorema 18.5.9. Se F è una funzione olomorfa nel semipiano Re z > c che
per ogni z in questo semipiano verifica

|F (z)| < e−T Re zP (|z|) (18.10)

per qualche polinomio P , allora F = LG per qualche G ∈ D′ con supporto
in [T,∞).
Viceversa, se G ∈ D′ ha supporto in [T,∞) ed è trasformabile secondo Lapla-
ce, allora LG è analitica in un semipiano Re z > c e verifica la disuguaglianza
(18.10).

Dimostrazione. Se rimpiazziamo F con etzF nel Lemma 18.5.8, segue dalla
proprietà di traslazione nel tempo (l’analogo per le distribuzioni della parte
(iii) del Teorema 18.2.1) che L[λTG](z) = ezT LG(z) = ezTF , e quindi la
prima parte dell’enunciato.
Viceversa, supponiamo che esista LG. La condizione perché questo accada
(Definizione 18.5.1) è che, per qualche c ∈ R, H := e−c·G sia in S ′. Allora H
è un funzionale continuo su S, e quindi, per il Corollario 9.2.2),

|〈G, e−z·〉| < C
k∑
i=1

pni
(e−z·)

per qualche costante C > 0 e qualche famiglia finita di seminorme su S, nel
senso della Definizione 18.5.1. Più precisamente, questo significa che

| LG(z)| = |〈e−ctG, h(t)e(c−z)t〉| < C
k∑
i=1

sup
t
(1 + |t|ki) |Dli

t (h(t)e
(c−z)t)| .

(18.11)
Per prima cosa sbarazziamoci della funzione cut-off h. Per semplicità ponia-
mo u(t) = e(c−z)t. La funzione test h e tutte le sue derivate, essendo C∞

a supporto compatto, hanno massimo. Perciò, applicando il Teorema della
derivata del prodotto (Sezione 1.1), per ogni l abbiamo

|Dl(h)u(t)| =
l∑

k=0

(
l

k

)
|Dkh(t)| |Dl−ku(t)|

=
l∑

k=0

(
l

k

)
|Dkh(t)| |z − c|l−k |e(c−Re z)t| ⩽ P (|z|) |e(c−Re z)t



1168 CAPITOLO 18. TRASFORMATA DI LAPLACE

per qualche polinomio P .
Ora che ci siamo sbarazzati di h, l’estremo superiore rispetto a t nella disu-
guaglianza (18.11) è il valore al bordo sinistro del supporto di G, ossia per
t = T , perché l’esponente c−z ha parte reale negativa. Inoltre l’esponenziale
è un multiplo della propria derivata, ed in paerticolare Du = (c−z)u. Quindi
la disuguaglianza diventa |G(z)| < |eTz||P (z)| ⩽ eT Re zP (|z)|, dove P è un
polinomio. Questo prova (18.10). tu

18.5.3 Continuità della trasformata di Laplace sulle di-
stribuzioni con supporto a destra

Il seguente risultato illustra la proprietà di continuità della trasformata di La-
place sulle distribuzioni in D′ con supporto a destra, ovvero limn LFn → LF
se Fn → F in D′. In base al modo in cui è stata introdotta la trasforma-
ta di Laplace di distribuzioni nella Definizione 18.5.1, per poter parlare di
continuità occorre che, per qualche c > 0, e−ctFn appartengano tutte a S ′ e
e−ctFn → e−ctF nel senso di S ′.

Teorema 18.5.10. Siano Fn ∈ D′ tali che

• tutte le Fn hanno supporto nella stessa semiretta [T,+∞) ;

• per qualche c > 0, tutte le distribuzioni e−ctFn appartengano a S ′ e
e−ctFn → e−ctF in S ′.

Allora LFn(z) converge puntualmente a LF (z) per ogni z tale che Re z > c.

Dimostrazione. Poiché S ′ è completo, anche e−ctF è in S ′. È ovvio dalla
Definizione 11.11.1 di supporto che anche F ha supporto in [T,+∞). Quindi
LF esiste in {Re z > c}. Sia h una funzione C∞ a supporto in una semiretta
[T − ε,∞) che vale 1 in [T,∞). Allora h(·) e−(z−c)·F è in S ′ e chiaramente si
ha

LFn(z) = 〈e−c·Fn, h(·) e−(z−c)·〉 → 〈e−c·F, h(·) e−(z−c)·〉 = LF (z) .

tu
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18.5.4 Trasformata di Laplace di distribuzioni con sup-
porto bilateralmente illimitato

Abbiamo definito la trasformata di Laplace di funzioni con supporto a de-
stra, ossia limitato a sinistra, e di distribuzioni a destra. Ovviamente, una
definizione analoga vale per distribuzioni con supporto limitato a destra, se si
utilizzano funzioni cut-off con supporto limitato a destra. Questa trasforma-
ta di Laplace di distribuzioni a sinistra gode di proprietà analoghe di quella
a destra, ad esempio è olomorfa nel semipiano sinistro {Re z < α}, dove α è
l’ascissa di convergenza definita in modo analogo alla Definizione 18.1.1, ed
è ivi derivabile sotto il segno di integrale, o meglio di dualità (in analogia
al Teorema 18.5.5, è univocamente determinata dai valori su un segmento,
sempre in analogia allo stesso teorema, e vale l’analogo della relazione fra le
trasformate di Laplace e di Fourier (Nota 18.1.7), dei teoremi di inversione
(Teoremi 18.1.11, 18.1.12, 18.5.9) e di continuità, Teorema 18.5.10.

Ora veniamo al caso generale di una distribuzione F con supporto illimi-
tato bilateralmente. Fissiamo T > 0 ed una funzione C∞ g tale che g ≡ 1
in [T,+∞) e g ≡ 0 in (−∞, T ], scomponiamo F come F = F− + F+, dove
F+ = gF e F− = (1− g)F . Allora F+ e F− sono distribuzioni a supporto in
semirette. Supponiamo che siano entrambe trasformabili secondo Laplace, e
consideriamo le loro ascisse di convergenza α+ e α−. Se e solo se α+ < α− le
trasformate di Laplace LF+ e LF− sono definite in una striscia aperta comu-
ne, D := {z : α+ < Re z < α−}. In tal caso diciamo che F è trasformabile
secondo Laplace, con trasformata di Laplace LF = LF++LF−. Si noti che
α+ e α− non dipendono dalla scelta di T né del cut-off g (per la definizione di
supporto di una distribuzione). Esse rimangono invariate anche se si sceglie
una qualunque altra decomposizione F = F1 + F2 in due distribuzioni una
a destra e l’altra a sinistra, perché, in base alla loro Definizione 18.1.1, le
ascisse di convergenza dipendono solo dall’andamento asintotico di F (all’in-
finito nel caso di una distribuzione con supporto a destra e a −∞ nel caso di
supporto a sinistra). Quindi la trasformata di Laplace di una distribuzione
a supporto bilateralmente illimitato converge in una striscia D che dipende
solo da F e non dalla decomposizione scelta.

È chiaro che anche in questo contesto più generale continuano a vale-
re l’analogo della relazione fra le trasformate di Laplace e di Fourier (No-
ta 18.1.7), del Teorema 18.5.5, dei teoremi di inversione (Teoremi 18.1.11,
18.1.12, 18.5.9) e di continuità (Sottosezione 18.5.3). A titolo di esempio, ci
limitiamo ad enunciare gli ultii due teoremi nel presente contesto.
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Teorema 18.5.11. Siano Fn ∈ D′ con Fn = Fn+ + Fn− tali che

• tutte le Fn+ hanno supporto nella stessa semiretta [T+,+∞) ;

• tutte le Fn− hanno supporto nella stessa semiretta (−∞, T−] ;

• per qualche c+ < c−0, tutte le distribuzioni e−c−tFn− appartengano a S ′

e e−c−tFn− → e−c−tF− in S ′, e le distribuzioni e−c+tFn+ appartengano
a S ′ e e−c+tFn+ → e−c+tF+ in S ′.

Allora LFn(z) converge puntualmente a LF (z) = LF−(z)+LF+(z) per ogni
z nella striscia {c+ < Re z < c−.

La dimostrazione del Teorema di inversione 18.5.9 porta ora al seguente
risultato:

Corollario 18.5.12. Sia F è una funzione olomorfa nella striscia {α+ <
Re z < α− decomponibile come F = F− + F+, dove F− è olomorfa nel
semipiano {Re z < α−}, F+ è olomorfa nel semipiano {Re z > α+}, tali che
per qualche α+ < c+ < c− < α− valgano le disuguaglianze

|F+(z)| < e−T+ Re zP+(|z|)

per qualche polinomio P+, per qualche T+ ∈ R e per ogni z nel semipiano
{Re z > c+ e

|F−(z)| < e−T− Re zP−(|z|)

per qualche polinomio P−, per qualche T− ∈ R e per ogni z nel semipiano
{Re z < c−, allora F = LG per qualche G ∈ D′ del tipo G = G+ +G−, dove
LF+ = G+ e LF− = G−, G+ è una distribuzione con supporto in [T+,∞) e
G− è una distribuzione con supporto in (−∞, T−].

Questo risultato dipende però dalla decomposizione scelta. In realtà vale
un risultato più forte che non ne dipende [26, Proposition 6]:

Teorema 18.5.13. Se F è una funzione olomorfa in una striscia {α+ <
Re z < α−} e per ogni sottostriscia {α+ < c+ ⩽ Re z ⩽< c− < α−} |F | è
limitato da un polinomio (che può dipendere dalla sottostriscia), allora F è
la trasformata di Laplace bilatera di una distribuzione G ∈ D′, e viceversa.
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18.6 Trasformata di Laplace di funzioni in D:
teoremi di Paley–Wiener

In questa sezione presentiamo due teoremi di J.A.C. Paley e N. Wiener che
provano che, sotto appropriate stime per funzioni olomorfe in un semipia-
no (rispettivamente, intere), queste funzioni sono trasformate di Laplace di
funzioni L2 su una semiretta o su un compatto, rispettivamente. Questi risul-
tati si possono pensare come estensioni a frequenze complesse del teorema di
Plancherel per la trasformata di Fourier (Corollario 8.5.2), che infatti viene
utilizzato nella dimostrazione. Presentiamo poi alcune estensioni di questi
risultati classici. Tutte le dimostrazioni sono adattate da [23, Capitolo 19] e
[25, Chapter 7].

Teorema 18.6.1. (Teorema di Paley–Wiener per funzioni olomorfe
con sezioni limitate in L2.) Sia F olomorfa nel semipiano destro tale
che

sup
a>0

1

2π

∫ a+i∞

a−i∞
|F (z)|2 dz = C <∞ . (18.12)

Allora F (z) = L f(−2πz) per una funzione a destra f ∈ L2(R) (ossia una
funzione f ∈ L2(0,∞)) e ‖f‖22 = C.

Viceversa, se f ∈ L2(0,∞), allora F (z) = L f(−2πiz) :=
∫∞
0
f(t) e−2πzt dt

è una funzione olomorfa nel semipiano destro che verifica la stima (18.12)
con C = ‖f‖22.
Si noti che l’impiego del simbolo di trasformata di Laplace nell’ultima formu-
la è un abuso di linguaggio, perche’ la funzione f è sì una funzione a destra
localmente L1 (visto che è in L2, e sui compatti L2 è contenuto in L1, ma
potrebbe non essere a crescita esponenziale, e neppure una distribuzione a
crescita esponenziale.

Vedremo che il fattore 2π nell’enunciato è conseguenza della scelta dell’e-
sponente −2πitx nella Definizione 8.2.1 di trasformata di Fourier, e quindi
dell’esponente 2πitx nella antitrasformata: ĥ(x) =

∫∞
−∞ h(t)e−2πitx dt. Senza

questo fattore 2π all’esponente, nell’enunciato del teorema ora avremmo più
semplicemente F (z) = L f(−z).

Enucleiamo la parte più laboriosa della dimostrazione come lemma sepa-
rato.

Lemma 18.6.2. Per x > 0 poniamo J = [1, x] (ovviamente, intendendo di
scambiare di posto fra loro 1 e x nel caso in cui sia x < 1). Sia D := {z :
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Re z ∈ J}. Supponiamo che valga l’ipotesi del Teorema 18.6.1 e che inoltre
si abbia ∫

D

|F (x+ iy)|2 dx dy <∞ . (18.13)

Poniamo Fx(y) = F (x + iy) e f(t) = e2πtxFx
∨(t) (qui come d’abitudine Fx∨

denota la antitrasformata di Fourier di Fx). Allora la funzione f non dipende
dalla scelta di x ∈ R, f(t) = 0 se t < 0 e f ∈ L1.

Dimostrazione. Per x > 0 poniamo J = [1, x] (dove ovviamente si intende
che 1 e y si scambiano di posto nel caso in cui sia x < 1). Grazie all’ipotesi
(18.13) esistono due successioni {aj} e {bj} con aj → +∞ e bj → −∞ tali
che

∫
J
|F (x + iaj)|2 dx e

∫
J
|F (x + ibj)|2 dx tendono a 0 quando j → ∞:

infatti, se lim infy→±∞
∫
J
|F (x + iy)|2 dx > 0, la disuguaglianza (18.13) non

sarebbe soddisfatta.
Per ogni t, y ∈ R poniamo

G(y, t) =

∫
J

F (x+ iy) e2π(x+iy)t dx .

In base alla disuguaglianza di Cauchy–Schwarz per L2(J) (Proposizione 4.5.1),
abbiamo

|G(y, t)|2 ⩽
∫
J

|F (x+ iy)|2 dx
∫
J

e4πtx dx < A

∫
J

|F (x+ iy)|2 dx

(la costante A dipende da x e t). Quindi, per ogni t,

lim
j→∞

G(aj, t) = lim
j→∞

G(bj, t) = 0 . (18.14)

Per x > 0 poniamo allora

gj(x, t) =

∫ aj

bj

F (x+ iy) e2πity dy

(si osservi che gj è una approssimazione per troncamento della antitrasfor-
mata di Fourier di Fx(y) = F (x+ iy)).
Dal teorema di Cauchy (Corollario 2.4.10) segue che sul bordo Cj del rettan-
golo {x ∈ J, bj ⩽ y ⩽ aj} si ha limj

∫
Cj
F (z) e2πtz dz = 0 per ogni t. D’altra

parte, da (18.14) sappiamo che sul bordo superiore di Cj si ha che∫
Cj∩{y=aj}

F (z) e2πzt dz =

∫
J

F (x+ iaj) e
2πtx e2πitaj dx = G(aj, t)
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tende a zero quando j → ∞, e lo stesso capita sul bordo inferiore {x ∈ J, y =
bj}. Pertanto per ogni t, y e per ogni x > 0 abbiamo limj(e

2πtxgj(y, t) −
e2πtgj(1, t)) = 0.
Ora osserviamo che la funzione Fx(y) = F (x+ iy) è in L2(R) per l’ipotesi del
Teorema 18.6.1. Perciò dal teorema di Plancherel (Corollario 8.5.2) segue che
limj ‖Fx∨ − gj(y, ·)‖L2(R) = 0. Pertanto, per il Corollario 1.16.29, esiste una
sottosuccessione {gkj(y, t)} che converge puntualmente a Fx

∨(t) per quasi
ogni t. Questa sottosuccessione può ora dipendere dalla scelta di x, ma una
volta fissato x esiste una stessa sottosuccessione che verifica gkj(y, t) → Fx

∨(t)
e gkj(1, t) → F1

∨(t) per quasi ogni t. Ne segue che

f(t) := e2πtxFx
∨(t) = e2πtF1

∨(t) (18.15)

per quasi ogni t e per ogni x > 0: ossia, f non dipende dalla scelta di x > 0.
Infine, dall’ipotesi di limitatezza L2 del Teorema 18.6.1, da (18.15) e di nuovo
dal teorema di Plancherel,∫ ∞

−∞
e−2πtx|f(t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
|Fx∨(t)|2 dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
|Fx(y)|2 dy < C , (18.16)

e da qui, facendo tendere x a +∞, segue che f(t) = 0 per t < 0.
Quindi la disuguaglianza (18.16) asserisce che le funzioni h(t) = e−4πtx|f(t)|2
(t ⩾ 0) hanno norma equilimitata in L2 per x > 0:

∫∞
0
e−4πtx|f(t)|2 dt <

C. Se ora facciamo tendere x a zero e rammentiamo che ormai t ⩾ 0,
possiamo applicare il Teorema di Convergenza Monotòna 1.9.53 per portare
il limite rispetto a x sotto il segno di integrale. Ne segue che

∫∞
0

|f(t)|2 dt <
C. Poiché da (18.15) abbiamo Fx∨(t) = f(t) e−2πtx, dalla disuguaglianza di
Cauchy–Schwarz per L2(R) (Proposizione 4.5.1) segue che, per ogni x > 0,∫ ∞

−∞
|Fx∨(t)| dt ⩽

(∫ ∞

0

|f(t)|2 dt
) 1

2
(∫ ∞

0

e−4πtx dt

) 1
2

<∞ .

Quindi Fx∨ è una funzione L1 per ogni x > 0.
tu

Dimostrazione del Teorema 18.6.1. Per x > 0 scriviamo J = [1, x] nel
senso chiarito nella dimostrazione del Lemma 18.6.2. Sia m(J) = |x − 1| la
lunghezza dell’intervallo J . Poiché l’integrando è non negativo, dal Teorema
di Fubini 1.20.4 (i) e dall’ipotesi di limitatezza L2 fatta su F segue

1

2π

∫ ∞

−∞

∫
J

|F (x+ iy)|2 dx dy ⩽ Cm(J) ,
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ossia è soddisfatta l’ipotesi del Lemma 18.6.2:
∫
D
|F |2 dx dy <∞. Pertanto,

essendo x > 0, in base a tale Lemma sappiamo che la funzione f(t) =
e2πtxFx

∨(t) non dipende da x, appartiene a L1 ed ha supporto in {t ⩾ 0}.
In base al Teorema di inversione di Fourier 8.4.2 possiamo scrivere

F (z) = Fx(y) =

∫ ∞

−∞
Fx

∨(t)e2πitydt =

∫ ∞

0

Fx
∨(t)e2πitydt .

Grazie a (18.15) questa identità diventa

F (z) =

∫ ∞

0

f(t) e−2πtxe−2πitydt = L f(−2πz) .

La seconda parte dell’enunciato è elementare. Dimostriamo per prima
cosa che che la “trasformata di Laplace” di una funzione f ∈ L2(0,∞)
esiste ed è olomorfa nel semipiano destro (come avevamo preannunciato
nella Nota 18.1.9). Osserviamo anzitutto che, in base alla disuguaglian-
za di Cauchy-Schwarz (Proposizione 4.5.1) in L2, la “trasformata di La-
place” L(z) =

∫∞
0
f(t) e−tzdt esiste nel semipiano H := Re z > 0, perché∣∣∫∞

0
f(t) e−ztdt

∣∣2 ⩽
∫∞
0

|f(t)|2dt
∫∞
0
e−2tRe zdt. Inoltre, z e w appartengono

al semipiano destro H, sia δ > 0 tale che Re z e Rew sono maggiori di δ. In
tal caso, per ogni t > 0 la funzione A(z, w) := |e−tz − e−tw|2 verifica

A(z, w) = e−tze−tz̄ + e−twe−tw̄ − e−tze−tw̄ + e−twe−tz̄

= e−2tRe z + e−2tRew − e−t(z+w̄) − e−t(z̄+w) ⩽ 4e−2tδ ,

e quindi, se Re zn > δ e zn → z, segue dal Teorema di Convergenza Dominata
(Teorema 1.9.54) che

lim
n
A(zn, z) = lim

n

∫ ∞

0

|e−tzn − e−tz|2dt = 0 .

Quindi, di nuovo per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,

|L(zn)− L(z)|2 =
∣∣∣∣∫ ∞

0

f(t) (e−tzn − e−tz) dt

∣∣∣∣2 ⩽ ‖f‖22A(zn, z)
n→∞→ 0 .

Pertanto L è continua in H. Integriamo i valori di L lungo una curva chiusa γ
di classe C1 contenuta in H. Abbiamo dimostrato che, nell’integrale doppio∫

γ

L(z) dz =

∫
γ

∫ ∞

0

f(t) e−tzdtdz
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l’integrando è continuo: pertanto, per il Teorema di Fubini (parte (ii) del
Teorema 1.20.4), possiamo scambiare l’ordine di integrazione. Poiché etz è
una funzione intera per ogni t, in base al Teorema di Cauchy (Corollario
2.4.10) abbiamo

∫
γ
e−tzdz = 0 e quindi∫
γ

L(z) dz =

∫ ∞

0

f(t)

∫
γ

e−tzdzdt = 0 . (18.17)

Allora L è olomorfa nel semipiano H per il Teorema di Morera (Corollario
2.5.6).
Infine, per provare la disuguaglianza (18.12), basta porre F (z) = L f(−2πz) :=∫∞
0
f(t) e2πtzdt ed osservare che

F (x+ iy) =

∫ ∞

0

f(t) e−2πxte−2iπytdt .

Infatti a questo punto, in base al Teorema di Plancherel (Corollario 8.5.2),∫ ∞

−∞
|F (x+ iy)|2dy =

∫ ∞

0

|f(t)|2e−2txdt ⩽
∫ ∞

0

|f(t)|2dt = C2 .

tu

Teorema 18.6.3. (Teorema di Paley–Wiener per funzioni intere a
crescita esponenziale con una sezione in L2.) Sia F una funzione
intera a crescita esponenziale, ossia tale che, per qualche A, C > 0,

|F (z)| < CeA|z| . (18.18)

Se la restrizione di F all’asse immaginario, F |iR appartiene a L2, allora

F (z) = L f(2πz) (18.19)

per una funzione f ∈ L2[−A/2π,A/2π].
Viceversa, se f ∈ L2[−A,A], allora la sua trasformata di Laplace L f(2πz)

è intera a crescita esponenziale, e la sua restrizione all’asse immaginario è
in L2(R).

Di nuovo, enucleiamo la parte più laboriosa della dimostrazione come
lemma separato.
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Lemma 18.6.4. Sia F come nel Teorema 18.6.3, e per ε > 0 poniamo

Fε(y) = F (iy)e−ε|y| .

Allora la trasformata di Fourier F̂ε verifica

lim
ε→0+

F̂ε(t) = 0

per ogni |t| ⩾ A/2π.

Dimostrazione. Poniamo

φ+(w) =

∫ ∞

0

F (iy) e−iwy dy

φ−(w) =

∫ −∞

0

F (iy) e−iwy dy

rispettivamente nei semipiani {Imw > 0} e {Imw < 0}. Osserviamo che
gli integrali che definiscono le funzioni φ+ e φ− sono convergenti, perché per
l’ipotesi del teorema la funzione y 7→ F (iy) è in L2, e φ± = (F (i·), e−iw·)L2 ,
e la funzione y 7→ e−iwy è in L2(R+) se Imw > 0 e in L2(R−) se Imw <
0. Dallo stesso argomento basato sui teoremi di Fubini, Cauchy e Morera
che abbiamo usato prima della uguaglianza (18.17) ora segue di nuovo che
le funzioni φ+ e φ− sono olomorfe nei rispettivi semipiani di definizione,
{Imw > 0} e {Imw < 0}. (Si osservi che dalla disuguaglianza (18.18)
seguirebbe invece una condizione di convergenza più debole, perché in base
ad essa gli integrandi si maggiorerebbero con CeAye−y| Imw| e gli integrali
risulterebbero convergenti rispettivamente in {Imw > A} e {Imw < −A}).
È immediato che

F̂ε(t) =

∫ ∞

−∞
Fϵ(y) e

−ity dy =

∫ ∞

−∞
F (iy)e−ε|y| e−ity dy = φ+(t+iε)−φ−(t−iε) .

(18.20)
Per dimostrare l’enunciato dobbiamo mostrare che, se |t| > A, l’ultimo mem-
bro tende a zero quando ε→ 0+. Per questo, mostriamo per prima cosa che
le funzioni φ± sono le restrizioni ai rispettivi semipiani di definizione della
stessa funzione olomorfa. A questo scopo basta costruire una famiglia di
funzioni φα, ciascuna olomorfa nel semipiano Σα = {Re (weiα) > A}, tali che
φ±π/2 ≡ φ±, e con la proprietà che le funzioni φα e φβ coincidono nell’interse-
zione dei loro due rispettivi semipiani (questo è un esempio di prolungamento
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analitico: si veda [23, Ch. 16]). La costruzione di queste funzioni si fa nel
modo seguente.
Consideriamo le semirette σα(s) = seiα, s ⩾ 0, e definiamo una famiglia di
funzioni

φα(z) =

∫
σα

F (z) e−wz dz = eiα
∫ ∞

−∞
F (seiα) e−wse

iα

ds . (18.21)

Come già notato più sopra per le funzioni φ±, la stima (18.18) implica che
l’integrando di φα in (18.21) è maggiorato da Ce−(Re (weiα)−A)s, e quindi, an-
cora una volta, lo stesso ragionamento basato sui teoremi di Fubini, Cauchy
e Morera che abbiamo usato prima della uguaglianza (18.17) implica che φα è
olomorfa nel semipiano Σα = {w : Re (weiα) > A}. Al variare di α questi se-
mipiani si intersecano: ora asseriamo la seguente Asserzione: in in Σα∩Σβ le
funzioni φα e φβ coincidono. Una volta provata questa asserzione, tutte que-
ste funzioni sono restrizioni ai corrispondenti semipiani della stessa funzione
olomorfa, in base al Corollario 2.6.2. Ora osserviamo che le funzioni φ+ e φ−
sono definite rispettivamente nei semipiani superiore ed inferiore, ed in parti-
colare la prima è definita sulla retta {z = t+iε, t ∈ R} e la seconda sulla retta
{z = tiiε, t ∈ R}. Invece la funzione φ0 è definita in un traslato del semipia-
no destro, e precisamente in Σ0 = {z = (t, y) : t > A}, mentre φπ è definita
nel semipiano sinistro traslato di −A, ossia Σπ = {z = (t, y) : t < −A}.
Allora, in (18.20) possiamo rimpiazzare per t > A la funzione φ+ con φ0, e
per t < −A rimpiazziamo la funzione φ− con φπ. È evidente che, per t > A,

lim
ε→0+

φ0(t+ iε)− φ0(t− iε) = 0

semplicemente perché la funzione olomorfa φ0 è continua in questo semipiano.
Analogo risultato vale per la funzione φπ nel semipiano {(t, y) : t < −A}, e
quindi anche il tal caso il limite è zero. Ne segue che il secondo membro di
(18.20) tende a zero con ε, ossia l’enunciato.

Resta dunque da provare l’asserzione, e lo facciamo ora. Il vettore normale
del semipiano Σα è il vettore nel piano complesso dato da eiα: perché i
semipiani Σα e Σβ si intersechino, bisogna e basta che gli angoli α e β non
siano opposti, ossia, senza perdita di generalità, 0 < β−α < π. Sia θ l’angolo
dato dalla bisettrice dei due vettori normali, ovvero

θ =
α + β

2
.
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Consideriamo la semiretta uscente dall’origine in direzione θ, ossia σθ =
{w = |w|eiθ}. È chiaro che i punti alla stessa distanza dall’origine nelle
semirette normali σα e σbeta hanno la stessa proiezione sulla loro bisettrice σθ,
o equivalentemente, ruotando il piano di −θ, in maniera che le semirette σα
e σbeta abbiano per bisettrice il semiasse x positivo, per ogni w sul semiasse
opposto ai semipiani,

σ−θ = {w = |w|e−iθ} , (18.22)

si ha
Re (weiα) = |w|Re ei(α−θ) = |w| cos

(
β − α

2

)
= Re (weiβ)

Questo significa che, per tutti i w sul semiasse in (18.22), w ∈ Σα ∩Σβ se (e
solo se)

|w| > A/ cos

(
β − α

2

)
. (18.23)

In altre parole, il secondo membro in questa disuguaglianza è la distanza
dall’origine del punto di intersezione delle rette di bordo dei due semipiani.
Ora consideriamo, per r > 0 grande, il settore circolare con lati Bα :=
{seiα : 0 ⩽ s ⩽ r}, Bβ := {seiβ : 0 ⩽ s ⩽ r}, e l’arco di cerchio
C := {reit : α < t < β}; chiamiamo T la curva di bordo di questo set-
tore circolare. Fissiamo l’attenzione ai w nel semiasse introdotto in (18.22)
ed appartenenti all’intersezione Σα∩Σβ, ossia che verificano la disuguaglianza
(18.23)). Osserviamo che, se z ∈ C, allora

Re (−wz) = −|w|r cos(t− θ) ⩽ −|w|r cos
(
β − α

2

)
(18.24)

(dopotutto, (β−α)/2 è l’ampiezza angolare del settore circolare, e θ la dire-
zione della sua bisettrice!).
Ora riportiamo l’attenzione ad un integrale del tipo dell’enunciato, ma sul
bordo T del settore circolare: esplicitamente,

∫
T
F (z) e−wz dz. L’integrando

è olomorfo perché w appartiene ai semipiani di olomorfia, e quindi il Teorema
di Cauchy assicura che l’integrale valga zero. Consideriamo allora l’integrale
sulla porzione di T data dall’arco di cerchio C, ossia

∫
C
F (z) e−wz dz. In base

alle disuguaglianze (18.24) e (18.18), l’integrando è maggiorato da

Ce(A−|w| cos(β−α
2 ))r .
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Pertanto, a causa di (18.23), l’esponente è negativo e l’integrale tende a zero
quando r → ∞. Pertanto

φα(w) =

∫
Bα

F (z) e−wz dz =

∫
Bβ

F (z) e−wz dz = φβ(w)

per ogni w nel semiasse centrale dei due semipiani Σα e Σβ introdotto in
(18.22) e che appartiene ai due semipiani (ossia che verifica (18.23). Allora,
in base al Corollario 2.6.2, le due funzioni olomorfe φα e φβ coincidono nell’in-
tersezione dei rispettivi semipiani di definizione: questo prova l’asserzione, e
quindi il Lemma. tu

Dimostrazione del Teorema 18.6.3. Consideriamo la restrizione di F all’asse
immaginario, ed indichiamola con H: ossia, H(y) = F (iy). Osserviamo che
H ∈ L2(R) per l’ipotesi del teorema, e (Fε−H)(y) = H(y)(e−ε|y|−1): quindi
limε→0+ ‖Fε −H‖2 = 0 per il Teorema di Convergenza Dominata (Teorema
1.9.54). Per il Teorema di Plancherel (Corollario 8.5.2), F̂ε converge alla fun-
zione f := Ĥ nella norma di L2, e quindi puntualmente quasi ovunque. Ora,
per il Lemma 18.6.4, la funzione f ha supporto in [−A/2π,A/2π]. Quindi,
dalla formula di inversione di Fourier (Teorema 8.4.2),

F (iy) = H(y) =

∫ A
2π

− A
2π

f(t)e2πiyt dt

per quasi ogni y ∈ R. Questo dimostra l’identità 18.19 per z = iy puramente
immaginario: ma poiché entrambi i membri sono funzioni intere, l’identità
vale per ogni z complesso (di nuovo per il Corollario 2.6.2).

Per dimostrare il viceversa, si noti che la funzione f , essendo a supporto
compatto, è a crescita esponenziale con esponente di crescita −∞ (Definizio-
ne 18.1.4): pertanto la sua trasformata di Laplace è una funzione intera in
base al Corollario 18.1.6. Inoltre,

|Lapf(2πz)| =

∣∣∣∣∣
∫ A/2π

A/2π

f(t) e−2πtz dt

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ A/2π

A/2π

|f(t)| e−2πtRe z dt

⩽ CeA|Re z| ⩽ CeA|z|

dove C =
∫ A/2π
A/2π

|f(t)| dt < ∞ perché L2[−A/2π,A/2π] ⊂ L2[−A/2π,A/2π].
Infine, la restrizione

∫ A/2π
A/2π

f(t) e−2πit Im z dt di L f(2πz) all’asse immagina-
rio è in L2 perché lo è f , in base al Teorema di Plancherel (Corollario 8.5.2).

tu
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Capitolo 19

La trasformata zeta

Lo sviluppo di questo capitolo si ispira a [10], [33].
Abbiamo visto nei Corollari 13.1.5 e 12.2.2 che la trasformata di Fourier

di una successione discreta equispaziata di impulsi (ossia di delta di Dirac)
è una funzione periodica, e viceversa. Pertanto, la trasformata di Fourier di
un segnale che consiste in una successione equispaziata di impulsi è una serie
di Fourier.
Rendiamo più precisa questa asserzione. Consideriamo un segnale puramen-
te impulsivo a impulsi equispaziati, ossia una distribuzione del tipo f =∑∞

n=−∞ cnδn. In base alla parte (i) dell’Esercizio 11.13.2, la sua trasformata
di Fourier (nel senso delle distribuzioni) è la serie trigonometrica

ϕ(ω) := f̂(ω) =
∞∑

n=−∞

cne
−2πinω (19.1)

(e quindi, per la invertibilità della trasformata di Fourier sullo spazio S ′

(Proposizione 11.12.4), ϕ̂ = f nel senso delle distribuzioni, ed i coefficienti di
Fourier {cn} della funzione periodica ϕ coincidono con f̂(n), a conferma della
Proposizione 10.2.3). In questo senso la trasformata di Fourier del segnale
impulsivo f è una serie di Fourier (con coefficienti di Fourier dati dai valori
del segnale).
Nel Capitolo 18 abbiamo introdotto e studiato una complessificazione della
trasformata di Fourier, nel quale viene complessificata la frequenza ω, ori-
ginariamente reale. Ora, nel caso di segnali impulsivi, complessifichiamo la
serie di Fourier all’ultimo membro di (19.1) sostituendo al numero complesso
di modulo 1 e2πiω un numero complesso generico z.

1181
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19.1 Trasformata zeta e sue proprietà
Più precisamente, l’estensione complessa appena annunciata è data dalla
seguente definizione.

Definizione 19.1.1. (Trasformata zeta.) Per ogni successione {cn, n ∈
N}, poniamo

r = lim sup
n→+∞

|cn|
1
n .

Se r < ∞, diciamo che {cn} è zeta-ammissibile a destra ed in tal caso defi-
niamo la trasformata zeta (unilatera) della successione {cn} come la serie di
Laurent

∞∑
n=0

cnz
−n

che converge ad una funzione olomorfa nella corona circolare {|z| > r}, in
base ad un ovvio adattamento (che rimpiazza z con 1/z) dei Teoremi 1.4.2
e 1.4.9 sul dominio di convergenza e la derivabilità termine a termine delle
serie di potenze.

Più in generale, per ogni successione bilatera {cn, n ∈ Z}, poniamo

R =
1

lim infn→−∞ |cn|
1
n

.

Se r < R, diciamo che la successione {cn} è zeta-ammissibile ed in tal caso
definiamo la trasformata zeta bilatera della successione {cn} come la serie di
Laurent

∑∞
n=0 cnz

−n. Osserviamo che, per una applicazione immediata dei
teoremi citati prima, questa serie converge ad una funzione olomorfa nella
corona {r < |z| < R}, che chiamiamo la corona di convergenza. Il fatto che
le serie di Laurent convergano in corone circolari era stato già mostrato nel
Corollario 2.9.2.

Notazione 19.1.2. Per evitare confusione nei casi in cui si trattano succes-
sioni di segnali impulsivi, ossia successione di successioni, in questo capitolo
scriviamo i segnali impulsivi come funzioni c : n 7→ cn. Pertanto, nei casi in
cui ci sia ambiguità, scriviamo c(n) invece che cn. Ad esempio, la successione
che vale 1 all’indice n e zero altrove, ovvero l’istogramma della delta di Dirac
δn ((nel senso della Notazione 13.1.3)), viene indicato con δn: quindi δn(m)
è il consueto simbolo di Kronecker δnm = 1 se n = m e δnm = 0 altrimenti.
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La trasformata zeta di c viene indicata con Z(c). Laddove si voglia distin-
guere fra la trasformata zeta bilatera ed il suo caso particolare unilatero, la
trasformata unilatera viene indicata con Z+. Talvolta i segnali {an} nulli per
n < 0 si chiamano causali (in analogia alla Definizione 17.1.7 di filtro causa-
le) e Z+ si chiama la trasformata zeta causale. Più in generale, chiamiamo
segnali causali i segnali che sono non nulli solo per indici maggiori o uguali
ad un primo indice m0, anche se m0 < 0 (in tal caso, la trasformata zeta
differisce solo per un addendo polinomiale di grado −m0 da una trasformata
causale nel senso precedente più restrittivo).
Analogamente, a volte usiamo notazioni differenti per distinguere fra una
successione bilatera ed il suo troncamento unilatero. Ad esempio, denotiamo
con 1 il segnale che vale costantemente 1 per n ∈ Z, e con 1+ il segnale che
vale sempre 1 per n ∈ N. A volte, quest’ultimo segnale si intende esteso a
n ∈ Z nella maniera naturale, ossia ponendolo uguale a 0 per gli indici n
negativi. Data una successione a = {an}, indicheremo con a1+, o talora
anche con an1+, il suo troncamento agli indici positivi {an}n⩾0.

Nota 19.1.3. Si osservi che una trasformata zeta è la trasformata zeta di un
segnale causale se e solo se essa converge in una corona illimitata {|z| > R}.

tu

Nota 19.1.4. La seguente relazione fra le trasformate zeta bilatere ed unilatere
è immediata: Z+(c) = Z(c+). tu

Esempio 19.1.5. (Esempi elementari di trasformata zeta.) Con la
terminologia della Notazione 19.1.2,

(i)
Z(δn) = z−n

nella corona consistente del piano complesso bucato C\{0} (e se n < 0
in tutto C;

(ii)

Z(1+) = Z+(1) =
+∞∑
n=0

z−n =
1

1− 1
z

=
z

z − 1

nella corona {|1/z| < 1}, ossia {|z| > 1}.

(iii) Il segnale bilatero 1 non è zeta-ammissibile, sebbene, come visto al
punto (ii), sia zeta-ammissibile a destra.
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tu

Quasi tutte le proprietà elencate nel seguente teorema discendono da
applicazioni immediate della Definizione 19.1.1 di trasformata zeta, e vengono
lasciate per esercizio al lettore (la proprietà di derivazione (v) richiede il
Teorema 1.4.9 di derivazione per serie, nonché l’ovvia osservazione che la
funzione z 7→ 1/z è derivabile per ogni z 6= 0).
Teorema 19.1.6. (Proprietà elementari della trasformata zeta.) Le
trasformate zeta Z e Z+ sono lineari sullo spazio delle successioni rispetti-
vamente zeta-ammissibili e zeta-ammissibili a destra. La trasformata zeta
bilatera verifica le seguenti proprietà:
(i) Traslazione: per ogni segnale z-ammissibile c ed ogni k ∈ Z, il traslato

c(k) := λkc (ossia, c(k)(n) = cn−k) è zeta-ammissibile con la stessa
corona di convergenza, ed in tale corona si ha

Z(c(k))(z) = z−k Z(c)(z) .

Nel caso della trasformata zeta unilatera Z+ invece, per ogni segnale
z-ammissibile a destra c : Z→ C e per ogni k ∈ N, il traslato c(−k) :=
λ−kc (ossia, c(k)(n) = cn+k) è zeta-ammissibile a destra con la stessa
corona di convergenza, e per ogni k > 0 in tale corona si ha:

(i.a)

Z+(c(−k))(z) :=
+∞∑
n=0

cn+k z
−n = zk Z(c)(z)−

k−1∑
m=0

cm z
k−m ;

(i.b)

Z+(c(k))(z) :=
+∞∑
n=0

cn−k z
−n = z−k Z(c)(z) +

k∑
m=1

c−m z
m−k ;

(i.c) invece i segnali z-ammissibili a destra causali c+, ossia i segnali
c : N → C si possono identificare con segnali su Z con valori
nulli per gli indici negativi, ed allora l’identità (a) rimane valida,
mentre nell’identità (b) si ha

Z+(c(k))(z) :=
+∞∑
n=k

cn−k z
−n = z−k Z(c)(z)

perché i termini aggiuntivi in (b) sono nulli.
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(ii) Dilatazione: per ogni segnale zeta-ammissibile c con corona di con-
vergenza {r < |z| < R} ed ogni a 6= 0, il dilatato anc[a] := {an cn}
è zeta-ammissibile, la sua corona di convergenza è la corona dilatata
{r < |z/a| < R} ed ivi la sua trasformata zeta vale

Z(c[a])(z) = Z(c)(z/a) .

(iii) Parità: per ogni segnale z-ammissibile c con corona di convergenza
{r < |z| < R}, il segnale speculare c† dato da c†n := c−n è zeta-
ammissibile con corona di convergenza {1/R < |z| < 1/r}, ed ivi la
sua trasformata zeta vale

Z(c−)(z) = Z(c)(1/z) .

(iv) Coniugazione: per ogni segnale z-ammissibile c con corona di conver-
genza {r < |z| < R}, il segnale complesso coniugato c definito da
c(n) = c(n) è zeta-ammissibile con la stessa corona di convergenza, ed
in tale corona si ha

Z(c)(z) = Z(c)(z) .

(v) Derivazione nella variabile zeta: per ogni segnale z-ammissibile c con
corona di convergenza {r < |z| < R}, il segnale d(n) = n c(n) è zeta-
ammissibile con la stessa corona di convergenza, ed in tale corona la
sua trasformata zeta vale

Z(d)(z) = −z DzZ(c)(z) .

(vi) Parte reale ed immaginaria: per ogni segnale zeta-ammissibile c con
corona di convergenza {r < |z| < R}, i segnali Re c e Im c sono zeta-
ammissibili, le loro trasformate zeta convergono nella stessa corona di
convergenza, e si ha

Z(Re c) =
Z(c)(z) + Z(c)(z)

2

Z(Im c) =
Z(c)(z)−Z(c)(z)

2i
.

(vii) Valore finale: sia f = Z(c) una trasformata zeta convergente nella
corona C = {z : r < |z| < R}. Se r < 1, allora limn→+∞ cn = 0.
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(viii) Valore iniziale: sia f la trasformata zeta di un segnale causale c (non
solo strettamente causale: un segnale con solo un numero finito di
termini non nulli con indici negativi), quindi convergente nella corona
C data dall’esterno di un disco, C = {|z| > r}. Allora esiste un solo
m ∈ Z tale che a := limz→∞ zm f(z) esiste finito e non nullo: questo
m è il primo (ossia più piccolo) indice tale che cn 6= 0, e si ha cm = a.

Tutte le precedenti proprietà valgono anche per la trasformata zeta uni-
latera Z+ (con le modifiche (i.a), (i.b) e (i.c) sopra elencate per la proprietà
di traslazione). Si osservi però che, per la trqaslazione, le formule nel caso
unilatero (e nel caso unilatero e causale) coinvolgono un certo numero di dati
iniziali.

Dimostrazione. Le uniche due proprietà non ovvie sono la (vii) (valore finale)
e la (viii) (valore iniziale). Per dimostrare la (vii), basta rammentare che
r = lim supn→+∞ |cn|1/n. Per ipotesi, r < 1. Scegliamo ε > 0 così piccolo che
si abbia r+ε < 1. Per le proprietà del massimo limite (Sezione 1.1) abbiamo
allora |cn|1/n < r + ε definitivamente, ossia |cn| < (r + ε)1/n → 0.
Per la (viii), basta osservare che f è una serie di Laurent f(z) =

∑
n⩾N cnz

−n

convergente in C: pertanto limz→∞ zN f(z) = cN , mentre limz→∞ zk f(z) = 0
per ogni k < n. tu

Definizione 19.1.7. Data una successione c = {cn} (qui n ∈ Z oppure
anche solo n ∈ N), introduciamo l’operatore di differenza (più precisamente
l’operatore di differenza in avanti, l’analogo discreto della derivata destra):

D(1)(c) = {cn+1 − cn}

Iterando, introduciamo per ricorrenza l’operatore di differenza di ordine n:

D(n)c = {D(n−1)D(1)(c) = D(n−1){cn+1}−D(n−1){cn} = D(n−1)λ−1c−D(n−1)c .

Ad esempio, D(2){cn} = {(cn+2 − cn+1)− (cn+1 − cn)} = {cn+2 − 2cn+1 − cn}
è la discretizzazione della derivata seconda.

L’azione della trasformata zeta sull’operatore di differenza del primo
ordine segue immediatamente dalla proprietà di traslazione (parte (i) del
precedente Teorema 19.1.6). Il caso delle differenze di ordine n si ricava
da questo per induzione. Formule simili, ma dipendenti dai dati iniziali,
valgono per la trasformata unilatera ed i segnali causali (grazie alla Nota
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19.1.4, il fatto di aver limitato l’attenzione a differenze in avanti implica
Z+D(1)c = Z D(1)c+, dove, come sempre, c+ è il troncamento di c agli in-
dici non negativi). I dettagli, enunciati nel prossimo corollario, sono lasciati
al lettore per esercizio.

Corollario 19.1.8.

Z(D(1)c)(z) = (z − 1) Z(c)(z)

Z(D(n)c)(z) = (z − 1)n Z(c)(z)

Z+(D(1)c)(z) = Z(D(1)c+) = (z − 1) Z(c)(z)− zc0

Z+(D(n)c)(z) = Z(D(n)c+) = (z − 1)n Z(c)(z)− z
n−1∑
m=0

(z − 1)n−m−1D(m)c(0) ,

dove D(m)c(0) è il valore iniziale (ossia all’indice 0) della differenza di ordine
m della successione c, e D(0)c(0) = c0.

Esempio 19.1.9. Scriviamo nuovamente 1+ la successione che vale 1 per ogni
n ⩾ 0 e zero altrimenti. Allora il riflesso speculare 1+

† è la successione
che vale 1 per ogni n ⩽ 0 e zero altrove, e poniamo 1− = λ−11+

†, ossia
1−(n) = 1+(−n − 1), la successione che vale 1 se n < 0 e 0 altrimenti.
Allora, in base alle parti (iii) e (i) del Teorema 19.1.6 ed alla parte (iii) e
(iii) dell’Esempio 19.1.5,

Z(1+
†)(z) = Z(1+)(1/z) =

1
z

1
z
− 1

=
1

1− z
in {|z| > 1} (19.2)

(19.3)

Z(1−)(z) =
z

1− z
in {|z| < 1} .

Pertanto Z(−1−)(z) = z
z−1

= Z(1+): le trasformate zeta di queste due
successioni hanno sì la stessa espressione meromorfa, ma in due corone diverse
(e complementari), la prima in {|z| < 1} e la seconda in {|z| < 1}.
Naturalmente, il calcolo di Z(1−) poteva essere fatto direttamente:

Z(1−)(z) =
−1∑

n=−∞

z−n =
∞∑
n=1

zn =
z

1− z
,

e la serie converge in {|z| < 1}. tu



1188 CAPITOLO 19. TRASFORMATA ZETA

Nota 19.1.10. (L’inversa di Z dipende anche dalla scelta della corona
di convergenza.) Questo esempio mostra che qualunque enunciato che miri
a formulare l’inversione della trasformata zeta deve considerare la trasformata
non solo come una espressione meromorfa, bensì come la coppia costituita da
tale espressione e dalla sua corona di convergenza, anche quando l’espressione
ha senso in un dominio più ampio (la funzione meromorfa z

z−1
di questo

esempio è definibile in C \ {1}). Risulta ora chiaro che la trasformata zeta
ha un’unica inversa solo una volta fissata la regione di convergenza: l’unicità
verrà dimostrata nel Teorema 19.2.2. tu

Esempio 19.1.11. (Trasformata zeta di esponenziale.) Più in genera-
le rispetto a (19.2), per ogni a ∈ R, la trasformata zeta della successione
{an, n = 0, 1, 2, . . . } è

∑∞
n=0 a

nz−n = z/(z − a) = 1/(1− az−1), convergente
in {|z| > a}, in coerenza con la parte (ii) del Teorema 19.1.6 (con la notazio-
ne ivi stabilita, si tratta della trasformata della successione an1+). Lo stesso
risultato vale per ogni a ∈ C nella corona {|z| > |a|}. tu

Esempio 19.1.12. (Derivata di trasformata zeta di esponenziale.) De-
rivando m volte l’espressione nel precedente Esempio 19.1.11, ed applican-
do la proprietà di derivazione (parte (v) del Teorema 19.1.6), ricaviamo la
trasformata zeta della successione hn : n 7→

(
n
m

)
an−m1+(n), che vale

h(z) =
z

(z − a)m+1
(19.4)

nella corona |z| > |a|. Ad esempio, la trasformata zeta della successione
cn = 0 per n ⩽ 0, cn = nan−1 per n ⩾ 1 è la funzione z/(z− a)2 nella corona
|z| > a.
In effetti, questo risultato si può verificare con un calcolo diretto, anche senza
ricorrere alla proprietà di derivazione. Ad esempio, per m = 1, consideriamo
le successioni

cn = an (n ⩾ 0)

dn = nan (n ⩾ 0)

hn = nan−1 (n ⩾ 0) .
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Allora, nella corona {|z| > |a|}, tra le trasformate zeta f(z) =
∑

n⩾0 cnz
−n,

g(z) =
∑

n⩾0 dnz
−n e h(z) =

∑
n⩾0 hnz

−n valgono le relazioni

f(z) =
z

z − a

g(z) =
∑
n⩾0

nanz−n = a
∑
n⩾0

nan−1z−n = aDa

∑
n⩾0

anz−n

= aDa
z

z − a
=

az

(z − a)2
= −azf ′(z)

h(z) =
1

a
g(z) =

z

(z − a)2
= −zf ′(z)

e quindi sono verificate sia la proprietà di derivazione g(z) = −zf ′(z) della
parte (v) del Teorema 19.1.6, sia la relazione h(z) = z/(z − a)2 annunciata
in (19.4).
Nella linea dell’Esempio 19.1.11, da questo calcolo si ricava anche la trasfor-
mata zeta di n 7→ −

(
n
m

)
an−m1+(−n− 1), che vale ancora z/(z − a)m+1, ma

adesso nel disco {|z| < |a|}. tu

Osserviamo anche il seguente fatto ovvio:
Corollario 19.1.13. La serie numerica

∑∞
n=0 cn converge se e solo se tutti i

poli della sua trasformata zeta (unilatera) hanno modulo strettamente minore
di 1.
Dimostrazione. Scriviamo, come sempre, c := {cn}. La trasformata zeta
Z(c) èuna serie di potenze nella variabili 1/z, e quindi converge in un disco
con centro l’origine in questa variabile, il cui raggio èesattamente il valore
1/ρ del modulo del polo piùvicino all’origine. Passando ai reciproci, ossia alla
variabile z, vediamo che Z(c) converge per tutti gli z tali che |z| èmaggiore
del modulo ρ del polo piùlontano dall’origine. Pertanto, se la trasformata
zeta converge a z = 1 (ossia se la serie

∑∞
n=0 cn converge) deve essere ρ < 1.

Viceversa, se ρ < 1, allora la trasformata zeta converge al punto z = 1, e
quindi la serie nell’enunciato converge. tu

19.2 Inversione della trasformata zeta
Poiché la trasformata zeta di una successione c = {cn} è lo sviluppo di
Laurent i cui coefficienti sono i cn, per varie funzioni olomorfe in una corona
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conosciamo la antitraformata zeta senza bisogno di una formula di inversione,
ma semplicemente grazie alla conoscenza di sviluppi di Laurent tipici.
Esempio 19.2.1. Sia f(z) = e1/z, olomorfa nel dominio {|z| > 0}. La trasfor-
mata zeta inversa di f è la successione {cn = 1/n!, n ∈ N}, dal momento che
lo sviluppo di Taylor della funzione esponenziale assicura che

Z(c)(z) =
∞∑
n=0

1

n!

1

zn
= e

1
z .

tu

L”unicità dello sviluppo di Laurent di una funzione olomorfa in una co-
rona (Teorema 2.9.3), ed in particolare l’espressione (2.27) dei coefficien-
ti di Laurent, portano immediatamente ad una formula di inversione della
trasformata zeta bilatera, enunciata nel prossimo teorema.

Teorema 19.2.2. (Formula di inversione per la trasformata zeta.)
Sia f una funzione olomorfa in una corona circolare C ⊂ C con centro
l’origine, e r una curva semplice chiusa con immagine in C, percorsa in
senso antiorario, con indice di avvolgimento 1 intorno all’origine. Allora
f = Z(c), dove, per ogni n ∈ Z,

cn =
1

2πi

∫
r

f(z) zn−1 dz . (19.5)

In particolare, se f ha solo singolarità polari {zi}, dal Teorema dei Residui
2.10.5 segue

cn =
∑

zi interni a r

Resz=zi(f(z) z
n−1) . (19.6)

Quindi, nella suddetta corona circolare, la trasformata zeta ha un’unica in-
versa (cambiando regione di convergenza peròcambia l’inversa, come visto
nella Nota 19.1.10).

Esempio 19.2.3. Siano a, b, c tre numeri complessi diversi fra loro e diversi
da 0, e

f(z) =
z(z − a)

(z − b)(z − c)
.

La funzione f è una funzione razionale (rapporto fra due polinomi, f = p/q),
ed è olomorfa nella corona C = {|z| > max{|b|, |c|}}; ha poli semplici nei
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punti z1 = b e z2 = c. Il residuo in questi due punti di f , e più in generale di
f(z) zn−1 per n ⩾ 0, si ottiene quindi dalla formula nella Nota 2.10.2:

Resz=zi f(z) z
n−1 = lim

z→zi
(z − zi) f(z) z

n−1 =
p(zi)

q′(zi)
zn−1
i . (19.7)

Da questa identità e da (19.6) si ottiene, per n ⩾ 0,

cn = Resz=b
(z − a)zn

(z − b)(z − c)
+ Resz=c

(z − a)zn

(z − b)(z − c)

=
b− a

b− c
bn +

c− a

c− b
cn .

Visto che n ⩾ 0, o, equivalentemente, che la corona di convergenza è l’ester-
no di un disco, da questo calcolo si ottiene precisamente l’inversione della
trasformata zeta unilatera Z+, ossia l’inversione causale.
Invece, per n < 0, la funzione f(z) zn−1 = (z−a)zn

(z−b)(z−c) ha un ulteriore polo al
punto z0 = 0, di ordine |n| (quindi semplice solo per n = −1). In questo
caso i residui si calcolano mediante la formula della Proposizione 2.10.4, che
riportiamo qui per comodità del lettore: per un polo di molteplicità k al
punto z0 si ha

Resz=z0 f(z) z
n−1 =

1

(k − 1)!
lim
z→z0

D(k−1)
(
(z − z0)

k f(z) zn−1
)
.

Visto che qui z0 = 0 e k = |n| otteniamo

Resz=0 f(z) z
n−1 =

1

(|n| − 1)!
lim
z→0

D(|n|−1) (f(z)/z) .

Qui f(z)/z = (z − a)/((z − c)(z − d)): il calcolo può essere svolto tramite
valutazioni successive della derivata, e viene lasciato al lettore per esercizio.

tu

Esercizio 19.2.4. Applicando il metodo illustrato nell’Esempio 19.2.3, si mo-
stri che l’inversione della trasformata zeta causale della funzione

(i)

g(z) =
z − 1

(z + 1)(z − 1/2)
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nella corona {|z| > 1} è data dalla successione c0 = 0 e, per n ⩾ 1,

cn =
4

3
(−1)n−1 − 1

3
(1/2)n−1 ,

mentre quello della funzione

(ii)

h(z) =
(z − 1)3

z(z + 1)(z − 1/2)

nella stessa corona è dato da c0 = 1, c1 = −7/2 e, per n ⩾ 2,

cn =
16

3
(−1)n−2 − 1

12
(1/2)n−2 .

tu

Esempio 19.2.5. (Inversione della trasformata zeta tramite sviluppo
in serie di Laurent.) In questo esempio mostriamo come trovare la tra-
sformata zeta inversa di una funzione f sviluppando f in serie di Laurent.
L’inverso, naturalmente, dipende dalla corona in cui si viene sviluppata f in
serie convergente.
Siano m ∈ Z e a ∈ C, e

f(z) =
zm

z − a
.

La funzione f ha una singolarità polare a z = a: sviluppiamola in serie di
Laurent nelle due regioni anulari C− := {|z| < |a|} e C+ := {|z| > |a|}.
Grazie alla formula di somma geometrica, nella regione C+ si ha

1

z − a
=

1

z

1

1− a
z

=
1

z

∞∑
n=0

an

zn

e quindi, in C+ vale lo sviluppo in serie

zm

z − a
= zm−1

∞∑
n=0

an

zn
. (19.8)

Invece, in C− possiamo utilizzare l’analogo sviluppo convergente

1

z − a
= −1

a

1

1− z
a

= −1

a

∞∑
n=0

zn

an
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da cui, in C−,
zm

z − a
= −z

m

a

∞∑
n=0

zn

an
.

Esaminando questi due sviluppi di Laurent (nelle rispettive corone), si vede
che, in C−, abbiamo f |C− = Z(c) con cn = an+m−1 per n ⩾ −m+1 e cn = 0

per n < −m+1. Invece, in C+ si trova f |C+ = Z(c) con cn = − 1
a

(
1
a

)−n−m
=

−an+m−1 per n ⩽ −m e cn = 0 per n > −m. Si osservi che, a parte il segno,
l’espressione dei coefficienti di Laurent non nulli è la stessa per le due regioni,
ma viene scambiata nei due casi la semiretta di indici con coefficienti nulli.

tu

Nota 19.2.6. Il risultato del precedente Esempio 19.2.5 si può ricavare anche
applicando direttamente la formula di inversione come nell’Esercizio 19.2.4 e
negli esempi che lo precedono (Esempio 19.2.3). Inoltre, lo si può ottenere in
modo ancora più facile senza impiegare la formula di somma geometrica per
sviluppare la funzione f in serie di Laurent: infatti la trasformata zeta in-
versa si ricava, in ciascuna regione, dal risultato dell’Esempio 19.1.11 e dalla
proprietà di traslazione della parte (i) del Teorema 19.1.6.
Questa osservazione illustra il metodo di calcolo più abituale della trasfor-
mata zeta inversa: si decompone la funzione f come somma di termini la cui
trasformata zeta è già conosciuta. Vediamo qui di seguito qualche esempio
tipico. tu

Esempio 19.2.7. (Inversione della trasformata zeta con frazioni par-
ziali, caso di poli semplici.) Consideriamo la funzione

f(z) =
z(z − 1)

(z + 1)(z − 1/2)
,

olomorfa nella corona {|z| > 1}, e scriviamola come zg(z), dove g è la fun-
zione la cui antitrasformata zeta è stata studiata nell’Esercizio 19.2.4. Pro-
cediamo a spezzare g come somma di due funzioni razionali più semplici la
cui antitrasformata zeta è già nota, procedendo come nella consueta tecnica
di integrazione per frazioni parziali. Scriviamo

z − 1

(z + 1)(z − 1/2)
=

a

z + 1
+

b

z − 1/2



1194 CAPITOLO 19. TRASFORMATA ZETA

e da questa identità ricaviamo a + b = 1, b − a/2 = −1, da cui a = 4/3,
b = −1/3. Pertanto

f(z) =
4

3

z

z + 1
− 1

3

z

z − 1/2
.

Consideriamo i termini 4
3

z
z+1

, olomorfo nella corona {|z| > 1}, e −1
3

z
z−1/2

,
olomorfo nella corona {|z| > 1

2
}. Dal calcolo dell’Esempio 19.1.11 sappiamo

che Z−1( z
z+1

) = {(−1)n per n ⩾ 0 e 0 per n < 0, e Z−1( 1
z−1/2

) = {(1
2
)n

per n ⩾ 0 e 0 per n < 0. Quindi, nell’intersezione delle due corone, ossia in
({|z| > 1}), la antitrasformata zeta della funzione f è cn = 4

3
(−1)n− 1

3
(1/2)n.

(Per n = 0, il valore di c0 si ricava anche dalla proprietà del valore finale
(parte (viii) del Teorema 19.1.6), che implica c0 = 1). tu

Nota 19.2.8. Si osservi che, al fine di poter utilizzare l’Esempio 19.1.11,
abbiamo sviluppato tramite frazioni parziali la funzione f(z)/z invece che
f(z). Questo approccio è tipico per le funzioni razionali. Lo applichiamo al
prossimo esercizio. tu

Esercizio 19.2.9. Sia

f(z) =
z

(z − z1)(z − z2)
=

a

z + 1
+

b

z − 1/2

con 0 < |z1| < |z2|. Si calcoli la trasfromata zeta inversa di f nelle corone
C− = {|z| < |z1|}, C0 = {|z1| < |z| < |z2|} e C+ = {|z| > |z2|}.

Svolgimento. Come suggerito dalla Nota 19.2.8, decomponiamo in frazioni
parziali il quoziente f(z)/z ,

f(z)

z
=

1

(z − z1)(z − z2)
=

a

z − z1
+

b

z − z2
,

e ricaviamo
a =

1

z1 − z2
= −b

e quindi

f(z) =
1

z1 − z2

(
z

z − z1
− z

z − z2

)
. (19.9)
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Dall’Esempio 19.1.11 (o anche dall’Esempio 19.2.5) ora segue che la antitra-
sformata zeta causale di f , nella corona C+ = {|z| > |z2|}, è 0 per n < 0
e

fn =
1

z1 − z2
(zn1 − zn2 )

per n ⩾ 0.
Consideriamo invece la corona circolare C0. Per trovare i coefficienti fn qui
riscriviamo (19.9) come somma di due serie geometriche convergenti in questa
corona:

(z1 − z2) f(z) =
z

z − z1
− z

z − z2
=

1

1− z1
z

+
z
z2

1− z
z2

=
∞∑
n=0

(z1
z

)n
+

∞∑
n=1

(
z

z2

)n
=

∞∑
n=0

zn1
zn

+
−∞∑
n=−1

zn2
zn
.

Pertanto i coefficienti della trasformata zeta inversa (ora necessariamente
bilatera!) relativa a C0 sono

fn =
zn1

z1 − z2
se n ⩾ 0

fn =
zn2

z1 − z2
se n < 0 .

Infine, nel disco C− dobbiamo di nuovo decomporre f come somma di serie
geometriche qui convergenti nel modo seguente:

(z1 − z2) f(z) =
z

z − z1
− z

z − z2
= −

z
z1

1− z
z1

+
z
z2

1− z
z2

=
∞∑
n=1

(
1

zn2
− 1

zn1

)
zn

−∞∑
n=−1

(zn2 − zn1 )
1

zn
.

Quindi, in C−, la trasformata zeta inversa è 0 per n ⩾ 0 e

fn =
zn2 − zn1
z1 − z2

per n < 0. tu
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Esercizio 19.2.10. Nell’Esercizio 19.2.9 precedente, avremmo potuto invertire
la trasformata zeta tramite la formula di inversione del Teorema 19.2.2 con
integrazione su curve semplici chiuse intorno all’origine in verso antiorario.
Lasciamo al lettore svolgere il calcolo, osservando solo che ogni curva sem-
plice chiusa con indice di avvolgimento 1 nella regione C+ contiene al suo
interno entrambi i poli z1 e z2, mentre nella corona C0 le curve di questo tipo
contengono al loro interno solo il polo z1, ed all’interno delle curve in C−
non c’è nessuno di questi due poli. Ma non dimentichiamo che, per n ⩽ 0 la
funzione f(z) zn−1 che compare nella formula di inversione (19.6) ha un altro
polo (di ordine 1 − n) al punto z = 0, che è interno a tutte queste curve.

tu

Esempio 19.2.11. (Inversione della trasformata zeta con frazioni par-
ziali, caso di poli multipli.) In questo esempio applichiamo il metodo di
decomposizioni in frazioni parziali, introdotto nel precedente Esempio 19.2.7,
all’inversione della trasformata zeta (limitando l’attenzione al caso causale)
di una funzione razionale in cui il polinomio al denominatore ha zeri ripetuti.
Utilizziamo quasi la stessa funzione dell’Esempio precedente, ma aumentando
la molteplicità della radice −1 al denominatore, ad esempio così:

h(z) =
z(z − 1)

(z + 1)2(z − 1/2)
.

In analogia a quanto abbiamo fatto alla fine del precedente Esempio 19.2.7,
poniamo u(z) = h(z)/z e decomponiamo u nel modo seguente:

u(z) =
z − 1

(z + 1)2(z − 1/2)
=

a

z − 1/2
+

b

z + 1
+

c

(z + 1)2

= −2a
1

1− 2z
+ b

1

1 + z
+ c

1

(1 + z)2
.

Quando trasformiamo l’ultimo membro ad una unica frazione, il suo nume-
ratore diventa a(z+1)2+b(z−1/2)(z+1)+c(z−1/2), mentre il numeratore
di u è z − 1. Uguagliando questi due numeratori otteniamo a + b = 0,
2a+ c+ b/2 = 1, a− (b+ c)/2 = −1. Da qui si ricava a = −2/11, b = 2/11,
c = 16/11. Pertanto

h(z) = − 2

11

2z

2z − 1
+

2

11

z

1 + z
+

16

11

z

(1 + z)2
.
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Consultando l’elenco delle trasformate zeta calcolate negli Esempi 19.1.11
e 19.1.12, ed applicando la proprietà di dilatazione (parte (ii) del Teorema
19.1.6), vediamo adesso che nella corona {|z| > 1} la trasformata inversa
Z−1(h) = (Z+)−1(h) è cn = 0 per n < 0 e

cn = − 2

11

1

2n
+

2

11
(−1)n +

16

11
n(−1)n−1

per n ⩾ 0. tu

19.2.1 Metodo iterativo di inversione per funzioni ra-
zionali

Consideriamo, più in generale rispetto agli ultimi esempi, una funzione ra-
zionale data dal rapporto fra due polinomi di grado m. Senza perdita di
generalità possiamo supporre di normalizzare il denominatore in maniera
che il suo termine di grado massimo valga 1:

f(z) =
p(z)

q(z)
=
a0z

m + a1z
m−1 + · · ·+ am

zm + b1zm−1 + · · ·+ bm
.

Raccogliendo un fattore zm dal denominatore ed applicando la formula di
somma geometrica 1/(1−t) = 1−t+t2−. . . con t = b1/z−b2/z2−· · ·−bm/zm
troviamo

1

q(z)
=

1

zm
1

1 + b1/z + · · ·+ bm/zm

=
1

zm
(1− (b1/z − b2/z

2 − · · · − bm/z
m)

+ (b1/z − b2/z
2 − · · · − bm/z

m)2 + . . . ) .

Ora trasferiamo il fattore 1/zm al numeratore, che diventa p(z)/zm = a0 +
a1/z + · · ·+ am/z

m e sviluppiamo il prodotto di p(z)/zm e 1/q(z):

f(z) =
p(z)

q(z)
= a0 + (a1 − b1a0)/z + . . . .
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In questo modo otteniamo per ricorrenza i successivi coefficenti di Laurent
di f :

c0 = a0

c1 = a1 − b1c0

c2 = a2 − b1c1 − b2c0

. . .

In altre parole, la successione cn è costruita dalla regola iterativa c0 = a0,
e cn = an −

∑n
i=1 bicn−i per n ⩾ 1, che lasciamo dimostrare al lettore per

ricorrenza.
Esercizio 19.2.12. Si applichi il metodo ricorsivo appena illustrato alla verifica
del calcolo della antitrasformata zeta della funzione g(z) = z−1

(z+1)(z−1/2)
già

considerata nell’Esercizio 19.2.4 e nell’Esempio 19.2.7. tu

Si noti che lo stesso metodo numerico ricorsivo si applica anche quando
il numeratore ed il denominatore, anziché essere polinomi, sono sviluppi di
Laurent infiniti: in tal caso, il fatto che la successione {cn} dia luogo ad una
serie di Laurent convergente nella corona data dall’intersezione delle corone
di convergenza degli sviluppi di Laurent del numeratore e del denominatore
segue dall’unicità dello sviluppo di Laurent, ed è lasciato come esercizio al
lettore (un argomento del tutto analogo verrà comunque presentato più sotto,
alla fine della dimostrazione del Teorema 19.3.2).

19.3 Trasformata zeta e convoluzione
Nota 19.3.1. (Commutatività della convoluzione di successioni.) Con-
sideriamo due successioni c = {cn, n ∈ Z} e d = {dn, n ∈ Z}. Rammentiamo
che, in analogia alla Definizione 6.1.2, la convoluzione c ∗ d è la successione
(a valori finiti od infiniti)

c ∗ d(n) =
∞∑

k=−∞

ckdn−k .

Si osservi che la successione così ottenuta potrebbe non essere in `1, ed an-
che se lo è non è detto che si possa scambiare l’ordine di somma nella serie
doppia

∑∞
n=−∞

∑∞
k=−∞ ckdn−k. Abbiamo visto nell’Esercizio 6.1.13 (basato
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sulla Nota 6.1.3) che una condizione sufficiente affinché si abbia c ∗ d ∈ `1

è che c ∈ `1 e d ∈ `1 (si veda l’identità (6.7); qui stiamo applicando questi
riferimenti al caso di una misura discreta, la counting measure, e quindi gli
integrali ora sono serie).
Lo stesso riferimento ci dice anche che in tale ipotesi la convoluzione è com-
mutativa. Per comodità del lettore, ricapitoliamo questo argomento. Sotto
l’ipotesi di appartenenza a `1 delle due successioni, segue dalla disuguaglian-
za di Hölder (Teorema 1.16.6 che la serie doppia

∑∞
n=−∞

∑∞
k=−∞ ckdn−k è

assolutamente convergente, nel senso che
∞∑

n=−∞

∞∑
k=−∞

|ck| |dn−k| <∞ .

Pertanto, in base alla proprietà di riordinamento delle serie numeriche (Se-
zione 1.1), l’ordine con cui sommiamo i termini è irrilevante, e quindi si può
scambiare l’ordine delle due somme:

∞∑
n=−∞

∞∑
k=−∞

ckdn−k =
∞∑

k=−∞

∞∑
n=−∞

ckdn−k .

Quest’ultima identità equivale a dire che vale la proprietà commutativa c ∗
d = c ∗ d. tu

Teorema 19.3.2. (Trasformata zeta della convoluzione di due se-
gnali.) Se c = {cn, n ∈ Z} e d = {dn, n ∈ Z} sono due successioni in `1,
e le loro trasformate zeta convergono rispettivamente nelle corone Cc e Cd,
allora

Z(c ∗ d) = Z(c)Z(d)

e questa trasformata zeta converge nell’intersezione Cc ∩ Cd.
Dimostrazione. Nel calcolare la trasformata zeta della convoluzione, scam-
biamo l’ordine di somma come giustificato nella precedente Nota 19.3.1:

Z(c ∗ d)(z) =
∞∑

n=−∞

(
∞∑

k=−∞

ckdn−k

)
z−n

=
∞∑

k=−∞

ck

(
∞∑

n=−∞

dn−k z
−n

)
=

∞∑
k=−∞

ckz
−k

∞∑
n=−∞

dn−k z
−(n−k)

= Z(c)(z) Z(d)(z) .
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L’ultimo membro di questa identità è uno sviluppo di Laurent con centro
0, olomorfo in una corona circolare. Il primo membro è il prodotto di due
sviluppi di Laurent con centro 0, ciascuno olomorfo nella propria corona
circolare, rispettivamente Cc e Cd: il prodotto è olomorfo nell’intersezione
Cc∩Cd. Poiché il prodotto puntuale di due sviluppi di Laurent è ancora uno
sviluppo di Laurent, per l’unicità di tale sviluppo (assicurata dall’identità
(2.27), il membro di destra deve essere anch’esso olomorfo in Cc ∩Cd.
tu

Ora che abbiamo mostrato che la trasformata zeta manda convoluzio-
ni in prodotti puntuali, vorremmo mostrare il viceversa, in analogia con la
trasformata di Fourier. Per questo, però, dobbiamo considerare opportune
convoluzioni per funzioni olomorfe, rispetto ad una misura diversa dalla mi-
sura di Lebesgue sulla retta: ci serve una misura invariante per dilatazione
invece che per traslazione. La introduciamo nella seguente Nota.

Lemma 19.3.3. Sia m la misura di Lebesgue su R o su una circonferenza
C ⊂ C con centro l’origine, e consideriamo la misura µ definita da∫

f(t) dµ(t) =

∫
f(t)

dm(t)

t
,

dove f è una generica funzione integrabile su R o su C. Osserviamo che le
costanti α ∈ R, α 6= 0 agiscono su R e su C, mandandoli in sé, tramite la
moltiplicazione x 7→ αx nel caso di R e reiθ 7→ reiαθ nel caso di C. Questa
azione si chiama dilatazione (se α = 1 la dilatazione è l’azione banale,
se α < 0 la dilatazione rovescia il verso di percorrenza). La misura µ è
invariante per questa azione di dilatazione: per ogni costante α > 0∫

f(αt) dµ(t) =

∫
f(t) dµ(t) ,

e più in generale, per ogni α ∈ R, α 6= 0 (inclusi gli α negativi), si ha∫
f(αt) dµ(t) = sgn (α)

∫
f(t) dµ(t) ,

Dimostrazione. È più comodo spezzare il calcolo per α > 0 e α < 0. Basta
considerare separatamente il caso di α > 0 e quello di α = −1: il caso
generale segue applicando questi due in successione. Svolgiamo il calcolo per
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R: i dettagli per il cerchio C sono identici.
Sia α > 0. Allora, con la trasformazione di variabili x = αt, otteniamo∫ ∞

−∞
f(αt) dµ(t) =

∫ ∞

−∞
f(αt)

dt

t
=

∫ ∞

−∞
f(x)

dx

x
=

∫ ∞

−∞
f(x) dµ(x) .

Invece, nel caso α = −1,∫ ∞

−∞
f(−t) dµ(t) =

∫ ∞

−∞
f(−t) dt

t
=

∫ −∞

∞
f(x)

dx

x
= −

∫ ∞

−∞
f(x) dµ(x) .

tu

Definizione 19.3.4. In questo capitolo chiamiamo convoluzione moltiplica-
tiva la convoluzione rispetto alla misura moltiplicativa µ, e la indichiamo con
∗µ. Ossia, se f e g sono due funzioni olomorfe in un aperto connesso A ⊂ C,

f ∗µ g(x) =
1

2πi

∫
C

f
( x
w

)
g(w)

dw

w
,

dove C è l’immagine di una curva semplice chiusa orientata positivamente
in A (come al solito, il risultato dipende solo dalla classe di omotopia della
curva e dal suo verso di percorrenza, grazie al per il Teorema di invarianza
omotopica 2.4.7).

Nota 19.3.5. La disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6 vale per qualsiasi
misura di Borel, non solo per la misura di Lebesgue, con dimostrazione iden-
tica. Applicandolo alla misura moltiplicativa µ otteniamo che, in maniera
del tutto identica a quanto osservato per la convoluzione ordinaria (dicia-
mo, additiva), se f , g ∈ L1(µ) allora f ∗µ g ∈ L1(µ), e più in generale se
f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ) con p e q indici coniugati, allora f ∗µ g ∈ L1(µ). In
tal caso, esattamente come nella Nota 6.1.3, vale la proprietà commutativa
f ∗µ g = g ∗µ f , ossia∫

C

f
( x
w

)
g(w) dw =

∫
C

f(w) g
( x
w

) dw

w
.

Lasciamo al lettore la verifica, che richiede solo un ovvio cambiamento di
variabili.
Osserviamo infine che, nel caso di un cerchio C = {reiθ, 0 ⩽ θ < 2π},
la convoluzione moltiplicativa, considerata nella variabile angolare θ invece
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che nella variabile complessa eiθ, diventa la convoluzione additiva ordinaria
(rispetto alla misura d’arco): se z = reiϕ, scrivendo f̃(φ) := f(reiθ) ed
analogamente per g, abbiamo

f ∗µ g(reiϕ) =
1

2πi

∫
C

f
( z
w

)
g(w)

dw

w
=

1

2πi

∫ 2π

0

f(rei(ϕ−θ)) g(reiθ)
ireiθ dθ

reiθ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(rei(ϕ−θ)) g(reiθ) dθ = f̃ ∗ g̃(φ) . (19.10)

tu

Teorema 19.3.6. (Trasformata zeta del prodotto puntuale di due
segnali.) Siano c e d due successioni zeta-ammissibili, ed indichiamo le
loro corone di convergenza rispettivamente con Cc = {rc < |z| < Rc} e Cd =
{rd < |z| < Rd}. La trasformata zeta manda il prodotto puntuale di c e d
nella convoluzione moltiplicativa delle trasformate individuali, Z(c) ∗µZ(d).
Ovvero, ponendo {bn = cndn}, f = Z(c), g = Z(d) e h = Z(b), per
qualunque percorso semplice chiuso orientato positivamente r = r(t) con
immagine contenuta in Cc ∩ Cd si ha

h(z) =
1

2πi

∫
r

f
( z
w

)
g(w)

dw

w
=

1

2πi

∫
r

g
( z
w

)
f(w)

dw

w
.

La corona di convergenza di Z(b) contiene la corona {rcrd < |z| < RcRd}.

Dimostrazione. Sia r un percorso semplice chiuso orientato positivamente
contenuto in Cd. Dalla formula di inversione (19.5) segue

dn =
1

2πi

∫
r

g(w)wn−1 dw .

D’altra parte, per la Definizione 19.1.1 di trasformata zeta,

h(z) =
∞∑

n=−∞

cn dn z
−n .

Nella corona in cui h è olomorfa, questa serie di Laurent (quindi di potenze
nella variabile z−1) converge uniformemente. Pertanto, dopo aver combinato
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le due identità precedenti, possiamo scambiare la serie con l’integrale ed
otteniamo

h(z) =
∞∑

n=−∞

cn
1

2πi

∫
r

g(w)wn−1 dw z−n (19.11)

=
1

2πi

∫
r

(
∞∑

n=−∞

cn

(w
z

)n)
g(w)w−1 dw =

1

2πi

∫
r

f
( z
w

)
g(w)

dw

w
.

Affinché si possa passare dal secondo al terzo membro, però, occorre che su
tutti i punti dell’immagine della curva r la trasformata zeta f(z/w) converga:
quindi l’identità vale per i numeri complessi z tali che, per ogni w nell’imma-
gine di r (contenuta in Cd), il numero complesso z/w appartenga alla corona
di convergenza Cd. Ossia, deve essere rd < |w| < Rd e rc < |z/w| < Rc.
Queste disuguaglianze implicano rcrd < |z| < RcRd: questa è quindi una
corona contenuta nella corona di convergenza di f = Z(b).
Le restrizioni all’immagine della curva r delle trasformate zeta f e g sono
continue (restrizioni di funzioni olomorfe!) e quindi in L1: pertanto sappiamo
dalla Nota 19.3.5 che

∫
r
f
(
x
w

)
g(w) dw

w
=
∫
r
g
(
x
w

)
f(w) dw

w
. tu

Corollario 19.3.7. (Identità di Parseval per la trasformata zeta.)
Siano c e d due successioni zeta-trasformabili, ed indichiamo le loro corone
di convergenza rispettivamente con Cc = {rc < |z| < Rc} e Cd = {rd < |z| <
Rd}, e con f , g le loro trasformate zeta in queste corone. Poniamo anche
D = {1/R < |z| < 1/r}.
Sia r una qualsiasi curva semplice chiusa orientata positivamente la cui
immagine giace in Cc ∩ D, ossia nella intersezione delle corone di f(z) e
g(1/z). Supponiamo che questa corona contenga il punto 1. Allora

∞∑
n=−∞

cn dn =
1

2πi

∫
r

f(w) g

(
1

w

)
dw

w
.

Dimostrazione. Per ogni n ∈ Z, poniamo bn = cndn, e sia h la trasformata
zeta della successione {bn}. Come nell’identità (19.11), ma ora utilizzando
anche la proprietà di coniugazione (parte (iv) del Teorema 19.1.6), abbiamo

h(z) =
1

2πi

∫
r

f(w) g

(
z

w

)
dw

w
.
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Ponendo z = 1 otteniamo la formula di Plancherel dell’enunciato; la serie
converge grazie all’ipotesi 1 ∈ Cc∩D, e l’integrale converge perché la curva di
integrazione giace in Cc∩D (e quindi l’integrando ha senso ed è la restrizione
di una funzione olomorfa, quindi è continuo). tu

Nota 19.3.8. Si noti che, se si esprime la variabile complessa w in coordinate
polari, w = reiθ e si fissa r, la convoluzione, nella variabile θ, diventa la con-
voluzione ordinaria, come mostrato in (19.10), ed allora il Corollario 19.3.7
diventa l’identità di Parseval ordinaria della Nota 4.3.3:

∞∑
n=−∞

cn dn =

∫ 2π

0

f(reiθ) g(reiθ) dθ .

Ad esempio, se cn ≡ dn,
∞∑

n=−∞

|cn|2 =
∫ 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ . (19.12)

tu



Capitolo 20

Applicazioni della trasformata
zeta ai sistemi a tempo discreto
(filtri digitali lineari di ordine
finito)

Lo sviluppo di questo capitolo si ispira a [33], [17, Ch. 2]; la Sezione 20.1 si
ispira anche a [10, Cap.17, Sez.5].

20.1 Equazioni alle differenze
Consideriamo gli operatori alle differenze sulle successioni, introdotti nella
Definizione 19.1.7. Una equazione lineare alle differenze di ordine m è una
famiglia di relazioni lineari (una per ogni n ∈ Z) del tipo

βmD
(m)gn+βm−1D

(m−1)gn+· · ·+β0gn = αmD
(m)fn+αm−1D

(m−1)fn+· · ·+α0fn ,

dove i numeri α0, . . . , αm, β0, . . . , βm sono costanti complesse, βm 6= 0, {fn, n ∈
Z} è una successione nota (dati in input), e {gn} è una successione incognita
(output). Qui per praticità nella relazione lineare abbiamo scritto gn, fn an-
ziché {gn}, {fn}. Non è detto che il numero di termini ai due membri debba
essere uguale: ad esempio, se a destra ci sono r < m termini, poniamo uguali
a zero i restanti m− r coefficienti.
Dalla succitata definizione ricorsiva degli operatori D(m) segue l’esistenza di

1205
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costanti complesse a0, . . . , am, b1, . . . , bm tali che la precedente formulazione
si riscrive così:

b0gn + b1gn−1 + · · ·+ bmgn−m = a0fn + a1fn−1 + · · ·+ amfn−m .

Però b0 6= 0 perché stiamo considerando equazioni alle differenze di ordine m,
e quindi, senza perdita di generalità, dividiamo per il coefficiente b0, norma-
lizzando quindi a 1 il coefficiente del termine di ordine massimo nell’incognita
(di nuovo, il numero di termini non nulli a sinistra e a destra potrebbe essere
diverso). Quindi scriviamo

gn + b1gn−1 + · · ·+ bmgn−m = a0fn + a1fn−1 + · · ·+ amfn−m . (20.1)

Il problema consiste nel ricavare la successione incognita in termini della suc-
cessione dei dati.
In questo libro trattiamo le equazioni alle differenze in questa seconda for-
mulazione.

Un problema di questo tipo in generale non ha un’unica soluzione. Ve-
diamo alcuni esempi.
Esempio 20.1.1. Sia

gn − gn−1 = 1 .

Fissiamo arbitrariamente un valore dell’output, ad esempio g0 = t. Allora,
per ricorrenza, g1 = 1 + g0 = 1 + t, g2 = 1 + g1 = 2 + t, gn = n + 1 + t per
n > 0, e g−1 = t − 1, g−2 = t − 2, g−n = t − n. In questo caso le soluzioni
dipendono solo dal parametro t. Esse quindi costituiscono l’insieme di tutte
le successioni {hn = t + n : t ∈ C}. Si tratta delle successioni aritmetiche
(ossia lineari, o più precisamente affini), che risolvono il problema D(1)g = 0.
Osserviamo che, come per tutti i problemi lineari, la soluzione generale di
gn−gn−1 = 1 è data dalla somma di una soluzione particolare (una qualsiasi di
quelle che abbiamo trovato) più la soluzione generale del problema omogeneo
associato, gn − gn−1 = 0: quest’ultima soluzione generale, evidentemente,
consiste delle successioni costanti, gn+1 = gn per ogni n.

Se avessimo scelto
gn − 2gn−1 + gn−2 = 1 ,

ossia D(2)g = 1, fissati g0 = t0 e g1 = t1 ora avremmo g2 = 1 + 2t1 − t0,
g3 = 1 + 2g2 − g1 = 3 + 3t1 − 2t0, g4 = 1 + 2g3 − g2 = 6 + 4t1 − 3t0, e così
via. In maniera analoga si determinano i coefficienti con n negativo a partire
dai parametri t0 e t1. Pertanto la soluzione è un insieme a due parametri.
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Analogamente, per una equazione alla differenze di ordine m la soluzione è
uno insieme a m parametri. Questo resta vero qualunque sia la successione
di input. tu

Nota 20.1.2. Esattamente lo stesso metodo ricorsivo mostra che, in tutti i
probemi lineari alle differenze il cui input è causale (ovvero dove non c’è
perturbazione del sistema per tempi negativi, o in generale minori di qualche
istante n0), ed anche l’output è causale, ovvero il sistema è a riposo per
tempi negativi (o in generale minori di qualche indice n1), allora la soluzione
è unica. In tale caso, la soluzione non richiede la specificazione di dati iniziali.
Il metodo di calcolo ricorsivo che abbiamo appena illustrato porta sempre alla
soluzione, ma non fornisce una formula chiusa: per ricavare in questo modo
l’output al tempo n non abbiamo una formula, dobbiamo iterativamente
ricavarlo un dato alla volta da n1 a n. tu

L’impiego della trasformata zeta porta invece a ricavare la soluzione come
un’espressione diretta, non ricorsiva, dei dati in input (almeno nei casi in cui
la formula di inversione (19.5) della trasformata zeta risulti esplicitamente
calcolabile). Vediamo come.

Sia f = Z(f) la trasformata zeta della successione dei dati in input, e
g = Z(g) quella dell’incognita. Stiamo supponendo che f e g siano segnali
causali, pertanto le loro trasformate zeta convergono in due corone illimitate,
le quali quindi hanno intersezione non vuota. Limitiamo l’attenzione ai valori
della variabile z in questa intersezione. Applicando alla definizione (20.1) la
linearità e la proprietà di traslazione della trasformata zeta (parte (i) del
Teorema 19.1.6), otteniamo (1 + b1z

−1 + · · · + bmz
−m)g(z) = (a0 + a1z

−1 +
· · ·+ amz

−m)f(z), ossia g(z) = h(z)f(z) con

h(z) =
a0 + a1z

−1 + · · ·+ amz
−m

1 + b1z−1 + · · ·+ bmz−m
=
a0z

m + a1z
m−1 + · · ·+ am

zm + b1zm−1 + · · ·+ bm
. (20.2)

La funzione h è quindi una funzione nota esplicitamente; per le ragioni che
illustreremo in seguito, essa si chiama la funzione di trasferimento. Nel nostro
caso, h è una funzione razionale di grado m. Questo conduce al seguente
procedimento risolutivo.
Nota 20.1.3. (Procedimento risolutivo per le equazioni lineari alle
differenze di ordine finito.) Segue da quanto abbiamo appena visto che il
procedimento risolutivo, nell’ipotesi di input ed output causali, consiste nel
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calcolare esplicitamente f = Z(f) a partire dalla successione nota f dei dati
in input, e ricavare

g = (Z+)−1(hf) (20.3)
dalla formula di inversione (19.6). Il calcolo dell’inversa dipende quindi solo
dai residui ai poli di hf , ovvero dai poli di f = Z(f) e dagli zeri del deno-
minatore 1 + b1z

−1 + · · ·+ bmz
−m di h.

Notiamo anche che dal Teorema 19.3.2 sulla trasformata zeta di convoluzioni
segue

(Z+)−1(hf) = (Z+)−1(h) ∗ (Z+)−1(f) = (Z+)−1(h) ∗ f , (20.4)

e quindi possiamo ricavare direttamente la successione incognita convolvendo
la successione in input con la successione dei coefficienti di Laurent della
funzione di trasferimento.

Se input ed output non sono causali, occorre invece invertire la trasfor-
mata bilatera, ossia calcolare Z−1(hf)), e ci sono più soluzioni, una per ogni
corona di convergenza. tu

Esempio 20.1.4. Riconsideriamo il problema

gn − gn−1 = fn . (20.5)

un cui caso particolare è stato studiato nella prima parte dell’Esempio 20.1.1.
Qui la funzione di trasferimento in (20.2) è

h(z) =
1

1− z−1
=

z

z − 1
,

e dalla parte (ii) dell’Esempio 19.1.5 vediamo che h = Z+(1) è la trasfor-
mata zeta unilatera della successione identicamente 1, o, se si preferisce, la
trasformata zeta bilatera della successione hn = 1 per n ⩾ 0 e 0 per n < 0.
Risolviamo quindi il problema (20.5) in qualche caso concreto. Sia fn = hn.
Allora g(z) = h(z)f(z) = z2/(z − 1)2. Procediamo dapprima seguendo l’ap-
proccio di (20.3). Come nell’Esempio 19.2.11, riduciamo ad una somma di
frazioni parziali la funzione razionale u(z) = g(z)/z. Poniamo

u(z) =
g(z)

z
=

z

(z − 1)2
=

a

z − 1
+

b

(z − 1)2

da cui ricaviamo a = b = 1. Pertanto

g(z) =
z

z − 1
+

z

(z − 1)2
,
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e pertanto, in base agli Esempi 19.1.9 (parte (ii)) e 19.1.12, troviamo che la
antitrasformata zeta di g nella corona {|z| > 1} è gn = 1 + n per n ⩾ 0 e
gn = 0 per n < 0.
Alternativamente, avremmo potuto ricavare questo risultato con il metodo
di (20.4), come convoluzione delle antitrasformate di h e f , ossia come la
convoluzione h ∗ h = {hn} ∗ {hn}. In questo modo ci si riduce alla ovvia
identità h ∗ h(n) :=

∑n
m=0 1 · 1 = n+ 1. tu

Esercizio 20.1.5. Seguendo i due metodi illustrati nel precedente Esempio
20.1.4, si consideri il problema

gn + 2gn−1 = fn

e si mostri che:

• se fn = 1 per n ⩾ 0 e 0 altrimenti, allora la soluzione causale (corri-
spondente alla corona {|z| > 2} è gn = 1

3
+ 2

3
(−2)n;

• se f = δ0 + δ1 + δ2, ossia fn = δn0 + δn1 + δn2 (terminologia della
Notazione 19.1.2), allora la soluzione causale è g0 = 1, g1 = −1 e
gn = 3

4
(−2)n per n > 2. (Si riverifichi anche il valore di g0 mediante la

proprietà del valore iniziale, parte (viii) del Teorema 19.1.6.)

tu

20.2 Sistemi a tempo discreto: filtri digitali
lineari di ordine finito

Una parte rilevante del contenuto di questa Sezione è stata già esaminata
nella Sezione 17.1.1, nel contesto più generale di segnali anche a tempo con-
tinuo: incoraggiamo il lettore a rivedere quella presentazione, che utilizza
esplicitamente l’ipotesi di invarianza per traslazione temporale, che qui è
implicitamente verificata (si veda oltre, dopo la definizione (20.6)).

Definizione 20.2.1. (Filtri digitali lineari di ordine finito.) Un siste-
ma a tempo discreto invariante per traslazione temporale, detto anche filtro
digitale lineare, è una relazione lineare che lega una successione generica in
input con una successione incognita in output, e quindi è una equazione al-
le differenze di ordine finito che trasforma un segnale in input discreto nel
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tempo in un segnale discreto in output. Riscriviamo questa equazione alle
differenze in forma più esplicita rispetto a (20.1), in maniera da evidenziare
l’eventualità che il numero di termini in input ed in output sia diverso: per
un fissato m > 0 e per ogni n ∈ Z,

gn + b1gn−1 + · · ·+ bmgn−m = a0fn + a1fn−1 + · · ·+ arfn−r , (20.6)

ossia
b ∗ g = a ∗ f ,

dove b = {1, b1 , . . . , bm, 0, 0, . . . } e a = {a0, a1, . . . , ar, 0, 0, . . . }. Il massimo
fra i gradi m e n si chiama l’ordine del fitro. Si osservi che un filtro digitale
lineare è di ordine n se la sua funzione di trasferimento è la funzione razio-
nale data dal quoziente di due polinomi di grado n e m (e quindi il filtro
ha n zeri e m poli complessi: i poli sono gli zeri del denominatore). Più
precisamente, ci sono n zeri e m poli tranne che nel caso in cui uno zero al
numeratore sia cancellato dallo stesso zero al denominatore (nel qual caso la
funzione di trasferimento è una funzione razionale in cui il fattore comune si
semplifica, dando così luogo a numeratore e denominatore di grado inferiore
a n e m). Per questo motivo, un filtro zeta-ammissibile di ordine finito si
chiama talvolta filtro (con funzione di trasferimento) razionale.

Questa formulazione chiarisce che il sistema è invariante per traslazione
temporale: i coefficienti a e b non dipendono da n.
Assumiamo d’ora in poi di limitare l’attenzione ad input di ordine finito, zeta-
ammissibili: allora, in base al Teorema di convoluzione 19.3.2, le trasformate
zeta g, f delle successioni {gn} e {fn} soddisfano

q(z)g(z) = p(z)f(z) (20.7)

dove
p(z) =

m∑
i=0

aiz
−i q(z) = 1 +

r∑
i=1

biz
−i . (20.8)

A questo punto, da (20.2) otteniamo

g(z) = h(z)f(z) , (20.9)

dove h è la funzione di trasferimento

h(z) =
p(z)

q(z)
=

∑m
i=0 aiz

−i

1 +
∑r

i=1 biz
−i = zr−m

∑m
i=0 aiz

m−i

zr +
∑r

i=1 biz
r−i (20.10)
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(si vedano anche la definizione dopo l’identità (20.2) e la Definizione 17.1.2).
L’identità (20.9) finalmente spiega il nome funzione di trasferimento. Infatti,
consideriamo il caso dell’input dato da un impulso iniziale, ovvero un segnale
dato da un unico impulso al tempo zero: δ0 nella Notazione 19.1.2. In tal
caso, segue da (20.9) che g(z) ≡ h(z), ossia che la risposta all’impulso {gn}
è esattamente la successione {hn} la cui trasformata zeta è la funzione di
trasferimento h. Quindi, in termini di trasformate zeta, la funzione di tra-
sferimento del sistema a tempo discreto descrive la sua risposta all’impulso,
ossia a quale output il sistema discreto trasferisce l’input dato dall’impulso
iniziale.
Nota 20.2.2. Nel caso di un input generico zeta-ammissibile f , segue dall’i-
dentità (20.9) e dal Teorema di convoluzione 19.3.2 che l’output g del sistema
discreto è la convoluzione dell’input con la risposta impulsiva:

g = h ∗ f , (20.11)

ossia
gn =

∞∑
j=−∞

fj hn−j =
∞∑

j=−∞

fn−j hj (20.12)

(si veda la Proposizione 17.1.4). tu

Da (20.7) e (20.8) (o equivalentemente, da (20.9) e (20.10)) segue

zrg(z) = f(z)zr−m
m∑
i=0

aiz
m−i − g(z)

r∑
i=1

biz
r−i

ossia

g(z) = f(z)z−m
m∑
i=0

aiz
m−i − g(z)

r∑
i=1

biz
−i = f(z)

m∑
i=0

aiz
−i − g(z)

r∑
i=1

biz
−i

(20.13)
Ora, applicando la trasformata zeta inversa ed il Teorema di convoluzione
19.3.2, da (20.13) otteniamo:

Proposizione 20.2.3. (Espressione iterativa dell’output di un siste-
ma discreto.)

gn =
m∑
i=0

aifn−i −
r∑
i=1

bign−i . (20.14)
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Fattorizzando i polinomi p e q al numeratore ed al denominatore dell’ulti-
mo membro di (20.10) rispetto alle loro rispettive radici {zµ} e {zν}, possiamo
riscrivere l’espressione razionale all’ultimo membro di (20.10) come

h(z) = a0 z
r−m

∏m
µ=1(z − zµ)∏r
µ=1(z − zν)

= a0

∏m
µ=1(1−

zµ
z
)∏r

ν=1(1−
zν
z
)
. (20.15)

Nota 20.2.4. Ogni fattore 1 − zµ
z

nell’ultimo membro di (20.15) produce (se
zµ 6= 0) uno zero a z = zµ ed un polo a z = 0; se il fattore si trova al
denominatore, questo porta rispettivamente ad un polo ed ad uno zero della
funzione di trasferimento h(z). Quindi il numero complessivo di poli e zeri è
identico. Osserviamo invece che, nel caso in cui la radice zµ sia nell’origine
(ossia zµ = 0), il fattore 1 − zµ

z
vale identicamente 1, e quindi il contributo

è inessenziale. In generale, per evitare banalità, restringiamo l’attenzione a
poli e zeri non ubicati a 0 o infinito: allora i poli posono non essere tanti
quanti gli zeri, ed ha senso la seguente notazione 20.2.5. tu

Notazione 20.2.5. (Filtri AP e filtri AZ.) Un filtro con soli zeri (nel
senso della precedente Nota 20.2.4, ossia con fattori polinomiali solo al nu-
meratore dell’ultima frazione dell’identità 20.15) si denota come filtro AZ.
Un filtro con soli poli si denota come filtro AP. Un filtro la cui funzione di
trasferimento ha sia poli sia zeri non banali (ossia al finito e non nulli) si
indica con filtro PZ.

20.2.1 Filtri digitali causali e stabili
In analogia ai filtri causali a tempo continuo precedentemente introdotti nella
Definizione 17.1.7, ora consideriamo filtri (discreti) causali, ossia filtri che
mandano segnali (discreti) causali in segnali (discreti) causali:

Definizione 20.2.6. Un filtro si dice causale se per ogni istante n0 l’output
{gn} dipende solo dai valori dell’input {fn} per tempi passati, n ⩽ n0. Un
filtro si dice anticausale, o puramente predittivo, se {gn} dipende solo dai
valori dell’input {fn} per tempi futuri, n ⩾ n0.

Nota 20.2.7. Un filtro non causale non ha significato fisico se il filtro deve
modellare la risposta di un sistema fisico interattivo in tempo reale, ma ce
l’ha se il filtro deve agire dopo che l’intero segnale in input è stato ricevu-
to ed immagazzinato: ad esempio, sono di questo tipo i filtri che agiscono
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sul contrasto di un’immagine (unsharp mask, compressione JPEG, sfocatura
Gaussiana e tutti i filtri per le immagini nel linguaggio Java che impiegano
la classe BufferedImage. tu

Corollario 20.2.8. Un filtro è causale se e solo se la sua risposta all’impulso
{hn} è un segnale causale: hn = 0 per n < 0.
Dimostrazione. Questo fatto segue direttamente dall’identità (20.12).
tu

Nota 20.2.9. Segue da (20.12) e dal precedente Corollario 20.2.8 che un filtro
digitale (ovvero sistema a tempo discreto invariante per traslazione) è causale
se e solo se la sua risposta {gn} all’input generico {fn} è

gn =
n∑

j=−∞

fj hn−j =
n∑

j=−∞

fn−j hj .

Se anche l’input è causale, ossia fn = 0 per n < 0 (ovvero, se il sistema
discreto è imperturbato ed a riposo per tempi n < 0, allora la risposta si può
riscrivere così:

gn =
n∑
j=0

fj hn−j =
n∑
j=0

fn−j hj .

Quest’ultimo caso è quello abituale nelle applicazioni ai filtri interattivi in
tempo reale, ossia quelli che non agiscono solo dopo che tutti i dati in input
sono stati memorizzati, bensì agiscono direttamente man mano che arrivano
i dati (si veda la Nota 20.2.7). tu

Corollario 20.2.10. Un filtro rzionale (ossia di ordeine finito) è causale se
e soltanto se come regione di convergenza della sua funzione di trasferimento
h si sceglie una corona {|z| > d} (dove h non ha singolarità, e quindi tutti i
poli di h hanno modulo inferiore a d), e

h(z) =
p(z)

q(z)
=

∑m
i=0 aiz

i∑r
i=0 biz

i

è tale che i gradi m e r di numeratore e denominatore verificano la disugua-
glianza m ⩽ r (o equivalentemente, se e soltanto se, nella formulazione di
(20.15),

h(z) = h(z) = zr−m
1

zr

m∑
i=0

aiz
m−i = a0

∏m
µ=1(1−

zµ
z
)∏r

ν=1(1−
zν
z
)
,
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si ha m ⩽ r).

Dimostrazione. La funzione di trasferimento è la trasformata zeta della ri-
sposta all’impulso {hn}. Dal precedente Corollario 20.2.8 segue che il filtro
è causale se e solo se la risposta all’impulso è un segnale causale. Allora,
dalla Nota 19.1.3, questo equivale a dire che la funzione di trasferimento h
converge all’esterno di un disco di raggio finito, e quindi non ha singolarità
all’infinito. A sua volta, questo equivale alla condizione che il grado del nume-
ratore sia non superiore a quello del denominatore, altrimenti h divergerebbe
all’infinito. tu

Definizione 20.2.11. Se un filtro non è causale, sappiamo dal precedente
Corollario 20.2.8 che la sua risposta all’impulso {hn} non è causale, ossia
hn 6= 0 per qualche n < 0. In tal caso poniamo

h+n = hn se n ⩾ 0, h+n = 0 se n < 0

h†n = hn se n ⩽ 0, h†n = 0 se n > 0 ,

e h+ = Z(h+), h† = Z(h†). In tal modo, per la linearità della trasformata
zeta (Teorema 19.1.6), la funzione di trasferimento h si spezza come h =
h+ + h†. Il termine h+ si chiama la parte causale, ed il termine h† si chiama
la parte anticausale, o predittiva: la prima dà luogo ad un filtro la cui risposta
dipende solo dall’input nel passato, la seconda invece implica una risposta
che dipende dai dati nel futuro (si veda la Nota 20.2.7).

Definizione 20.2.12. La nozione di sistema stabile è già stata introdotta
nella Definizione 17.1.5: il sistema a tempo discreto (ossia filtro) si dice
stabile se manda input limitati in output limitati.

Abbiamo visto nella Proposizione 17.1.6 che questa definizione equivale
a richiedere che la risposta all’impulso del filtro sia una successione `1 (lo
spazio `1 è stato introdotto e studiato nella Sezione 1.7; rammentiamo che la
dimostrazione della Proposizione 17.1.6 si basa sulla dualità (Sezione 11.3)
e la disuguaglianza di Hölder (Teorema 1.16.6). Per comodità del lettore,
ridimostriamo qui questo fatto:

Lemma 20.2.13. Sia g = h ∗ f . Allora g ∈ `∞ per ogni f ∈ `∞ se e solo
se h ∈ `1.
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Dimostrazione. Rammentiamo per prima cosa la ragione per cui ‖h‖1 < ∞
implica ‖h∗f‖∞ <∞. Si tratta della disuguaglianza di Hölder appena citata,
che si enuncia così: ‖h ∗ f‖∞ ⩽ ‖h‖1 ‖f‖∞. Per il lettore non si rammenta
l’enunciato preciso della disuguaglianza di Hölder, nel caso presente stiamo
solo dicendo che, per ogni n,

|gn| =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=−∞

hmfn−m

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑

m=−∞

|hm| |fn−m| ⩽ (max
j

|fj|)
∞∑

m=−∞

|hm|

= ‖f‖∞ ‖h‖1 .

Viceversa, supponiamo che si abbia
∑∞

m=−∞ |hm| = ∞, e mostriamo che in
questo caso in generale h ∗ f non è limitato, anzi addirittura può non essere
definito (può assumere valori infiniti). Basta scegliere fn tale che |fn| = 1
e hnf−n = |hn| (in altre parole, se hn = reiθ, poniamo f−n = e−iθ). Allora
‖f‖∞ = 1 ma g0 =

∑∞
m=−∞ hmf−m =

∑∞
m=−∞ |hm| = ∞. tu

Corollario 20.2.14. Un filtro lineare digitale causale (quindi con funzione
di trasferimento convergente in una corona illimitata, Corollario 20.2.10) è
stabile se e solo se tutti i poli zν della funzione di trasferimento verificano
|zν | < 1 (e si sceglie come regione di convergenza il complemento di un disco
con centro l’origine e raggio minore di 1: si può scegliere come raggio il
massimo degli |zν |). Un filtro anticausale (ossia puramente predittivo: con
funzione di trasferimento convergente in un disco con centro l’origine) è
stabile se e solo se tutti i poli zν della funzione di trasferimento verificano
|zν | > 1 (e la regione di convergenza viene scelta come un disco con centro
l’origine che non contiene questi poli).

Dimostrazione. Abbiamo visto che un sistema è stabile esattamente se la sua
risposta all’impulso h = {hn} è sommabile:

∑∞
n=−∞ |hn| < ∞. Supponiamo

che un filtro stabile sia causale. Allora la sua funzione di trasferimento, os-
sia la trasformata zeta h = Z(h) =

∑∞
n=0 hnz

−n, è convergente nel dominio
|z| ⩾ 1, e quindi tutti i suoi poli hanno modulo minore di 1. Viceversa, sup-
poniamo che il filtro stabile sia anticausale: allora h = Z(h) =

∑−∞
n=−1 hnz

−n,
è convergente nel dominio |z| ⩾ 1, e quindi tutti i suoi poli hanno modulo
maggiore di 1. tu

Esempio 20.2.15. Abbiamo già visto che la causalità di un filtro non dipende
solo dalla sua funzione di trasferimento e dalla ubicazione dei suoi poli, ma
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anche dalla scelta della corona di convergenza di tale funzione. Questo lo
abbiamo accennato nella Nota 19.1.10 e nell’esempio a cui essa si riferisce,
Esempio 19.1.9, ma soprattutto nell’Esempio 20.2.15 e nell’Esercizio 19.2.9,
in cui abbiamo considerato la funzione

h(z) =
z

(z − z1)(z − z2)
=

a

z − z1
+

b

z − z2

come funzione di trasferimento di un sistema a tempo discreto. Tale sistema
è

• un filtro causale nella corona circolare C+ = {|z| > |z2|}; in questa
regione la risposta all’impulso {hn} è combinazione lineare dei due
esponenziali {zn1 } e {zn2 } con n ⩾ 0: quindi il filtro è stabile se e solo
se entrambi i poli z1 e z2 sono dentro il disco aperto di raggio 1 (infatti
questo equivale al fatto che entrambi gli esponenziali siano in `1);

• un filtro non causale nella corona circolare C0 = {|z1| < |z| < |z2|}; in
questa regione la risposta all’impulso {hn} è combinazione lineare dei
due esponenziali {zn1 , n ⩾ 0} e {zn2 , n ⩽ 0}, quindi il filtro è stabile se
e solo se |z1| < 1 < |z2|;

• un filtro non causale nel disco C− = {|z| < |z1|}; in questa regione la
risposta all’impulso {hn} è combinazione lineare dei due esponenziali
{zn1 , n ⩽ 0} e {zn2 , n ⩽ 0}, quindi il filtro è stabile se e solo se z1 e z2
hanno modulo maggiore di 1.

Il lettore verifichi l’accordo fra questi risultati e la caratterizzazione della
stabilità data nel Corollario 20.2.14. tu

Esercizio 20.2.16. Consideriamo una funzione di trasferimento razionale il
cui numeratore ha grado m maggiore del grado del numeratore r. Sappiamo
dal Corollario 20.2.10 che questo filtro non è mai causale. Ad esempio, si
verifichino causalità e stabilità della funzione di trasferimento

h(z) =
z3

(z − z1)(z − z2)

con |z1| < |z2| < 1, nella corona {|z| > |z2|}.
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Svolgimento. La divisione fra polinomi porta alla seguente espressione per h:

h(z) = z +
z((z1 + z2)z − z1z2)

(z − z1)(z − z2)
,

e da qui, decomponendo l’ultimo termine in frazioni parziali ed utilizzando
come prima l’Esempio 19.1.11, otteniamo hn = 0 per n < −1, h−1 = 1 e
hn = (zn+2

1 − zn+2
2 )/(z1 − z2) per n ⩾ 0. Ne segue che il filtro è stabile ma

non causale.
Si completi l’esercizio trattando i casi |z1| < 1 < |z2| e 1 < |z1| < |z2|,
ciascuno nelle corone {|z1| < |z| < |z2|} e {|z| < |z1|}. tu

20.2.2 Filtri stabili del primo e secondo ordine
È ovvio dal Corollario 20.2.14 che un filtro del primo ordine con funzione di
trasferimento h(z) = 1/(1 − az−1) è stabile se e solo se il suo polo z = a è
interno al disco unitario, ossia |a| < 1, ed analogamente per il generico filtro
del primo ordine

h(z) =
1− b

z

1− a
z

,

a meno che, naturalmente, non si abbia a = b, nel qual caso il filtro è banale
(è l’operatore identità).
Esaminiamo allora il caso dei filtri del secondo ordine, a cui dedichiamo il
seguente Esempio.
Esempio 20.2.17. (Triangolo di stabilità.) Consideriamo il filtro del
secondo ordine con funzione di trasferimento

h(z) =
b

1 + a1
z
+ a2

z2

,

con a1, a2 ∈ R. I suoi poli sono gli zeri del denominatore, ubicati nei punti

z = α± =
1

2

(
−a1
±

√
a21 − 4a2

)
,

ed ovviamente (α+ e α−sono complessi coniugati, per cui α+ + α− è reale e
α+α− è reale positivo. Si verica immediatamente che

a1 = −(α+ + α−)

a2 = α+α− .
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La condizione di stabilità, ossia che i poli siano all’interno del disco unitario
(Corollario 20.2.14) diventa |α±| < 1. Ma allora

|a2| = |α+α−| < 1 . (20.16)

Inoltre p(x) := (x− α+)(x− α−) = x2 + a1x+ a2 ha i suoi due zeri dentro il
disco unitario, e quindi è positivo al di fuori dell’intervallo (−1, 1). Leggendo
i valori di p ai punti ±1 si vede che 1± a1 + a2 > 0, ovvero

1 + |a1|+ a2 > 0 . (20.17)

Viceversa, svolgendo lo stesso calcolo a ritroso, si vede che le due condizioni
(20.16) e (20.17) implicano che a1 e a2 abbiano valore assoluto minore di 1,
e quindi equvalgono alla stabilità del filtro con funzione di trasferimento h
come sopra. Queste condizioni equivalgono a richiedere che la coppia (a1 , a2)
appartenga al triangolo con vertici in (±2, 1) e (0,−1): si veriica subito
che la parte di questo triangolo che appartiene al paraboloide a21 − a2 > 0
corrisponde a poli α1 e α2 complessi coniugati ma non reali, e la parte al di
sotto del paraboloide corrisponde a poli reali. tu

20.2.3 Risposta all’impulso di filtri causali razionali
Esempio 20.2.18. (Risposta all’impulso di un filtro con un solo polo
o con un polo ed uno zero.)

(i) Rammentiamo che la funzione

h(z) =
1

1− a
z

è la trasformata zeta della successione esponenziale an1+ ≡ {an}n⩾0

(Esempio 19.1.11), ossia la trasformata zeta causale (Notazione 19.1.2)
della successione esponenziale {an}n∈Z. Sia allora αh = {αn}n∈Z il fil-
tro che ha come funzione di trasferimento h: ovviamente la sua risposta
all’impulso al tempo zero è α0 = αh, e quindi la sua funzione di trasfe-
rimento deve essere h = Z(αh). Ne segue che, se si sceglie come regione
di convergenza la corona esterna a tutti i poli (ossia se si sceglie il filtro
come causale, in base al Corollario 20.2.10), allora questo determina
una unica trasformata zeta inversa (come visto nella Nota 19.1.10), ed
in questo caso la risposta all’impulso è Z−1 h = an1+ = {an}n⩾0.
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(ii) Osservando che la funzione g(z) = 1 − b
z
è la trasformata zeta del-

la successione g = {1,−b} = δ0 − b δ1, vediamo dalla parte (i) e
dal teorema di moltiplicazione e convoluzione per la trasformata zeta
(Teorema 19.3.6) che la risposta all’impulso del filtro f con funzione
di trasferimento

f(z) =
1− b

z

1− a
z

è

f = (an1+) ∗ g = (an1+) ∗ (δ0 − b δ1) = an1+ − b(an1+ ∗ δ1) .

Poiché, data una successione a = {a0, a1, . . . } (che possiamo supporre
nulla per n < 0), si ha a ∗ δ1(n) =

∑∞
n=0 an−kδ1(k) = an−1, da questo

segue fn = an1+(n)− ban1+(n− 1), ossia

f(n) =


an − ban−1 se n > 0 ,
1 se n = 0 ,
0 se n < 0 .

tu

La parte (i) del precedente Esempio 20.2.18 si generalizza immediata-
mente come segue:

Proposizione 20.2.19. (Risposta all’impulso di un filtro digitale cau-
sale razionale (ossia di ordine finito.) Consideriamo il filtro αh di ordine
n = max{m, r} (Definizione 20.2.1) con funzione di trasferimento

h(z) = a0

∏m
µ=1(z − zµ)∏r
ν=1(z − zν)

= a0

∏m
µ=1(1−

zµ
z
)∏r

ν=1(1−
zν
z
)

e supponiamo che i poli siano semplici (ossia che non coincidano: nel caso
di poli multipli, si generalizzi quanto segue alla luce dell’Esempio 19.2.11).
Come nell’Esempio 19.2.7, sviluppiamo la frazione in frazioni parziali.

(i) Se m < r, lo sviluppo in frazioni parziali è del tipo

h(z) =
r∑

ν=1

Aν
1− zν

z

,
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e, se il filtro è causale (ossia se si sceglie come regione di convergenza
della sua funzione di trasferimento la corona esterna a tutti i poli: Co-
rollario 20.2.10), la risposta all’impulso, data dall’unica inversa della
funzione di trasferimento (come nel precedente Esempio 20.2.18), è

αn =
r∑

ν=1

{Aνznν }n⩾0 =
r∑

ν=1

Aνz
n
ν1+

(qui 1+ è la funzione caratteristica degli interi positivi della Notazione
19.1.2).

(ii) Se m ⩾ r, lo sviluppo in frazioni parziali è del tipo

h(z) =
m−r∑
µ=0

Bµ

z−µ
+

r∑
ν=1

Aν
1− zν

z

,

e, scegliendo di nuovo come regione di convergenza la regione esterna a
tutti i poli (cosìda avere un’unica inversa della trasformata zeta Z−1 h),
in base alla parte (i) dell’Esempio 19.1.5 la risposta all’impulso ora è

αn =
m−r∑
µ=0

Bµδ0(n− µ) +
r∑

ν=1

Aνz
n
ν1+ .

Si noti che, a causa dei termini anticausali δ0(n− µ), il filtro ora non
è causale, come del resto sappiamo già dal Corollario 20.2.10.

(iii) Segue in particolare dalla parte (ii) che, se r = 0 (ossia la funzione di
trasferimento ha solo zeri ma nessun polo), allora h(z) =

∑m
µ=0

Bµ

z−µ e la
risposta all’impulso è αn =

∑m
µ=0Bµδ0(n−µ): ossia, la risposta all’im-

pulso è di lunghezza temporale finita (finite impulse response, o FIR).
Questi filtri sono ovviamnete di grande importanza per le applicazioni,
e li riconsideriamo più in dettaglio nella prossima Nota.

Nota 20.2.20. (Filtri IIR e FIR.) In vista della sua importanza applicativa,
riassumiamo in questa Sottosezione quanto visto nella precedente Proposi-
zione 20.2.19.
In base alle identità (20.12), (20.9), (20.7) ed alla formula di inversione (19.6),
la risposta del filtro all’input f dipende solo dai residui ai poli di hf : per-
tanto, al variare di f , la risposta tipica del filtro dipende solo dai residui ai
poli di h, e questi poli sono esattamente gli zeri del denominatore q.
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Possiamo dire di più. Decomponendo la trasformata zeta con il metodo
delle frazioni parziali (Esempi 19.2.7 e 19.2.11), arriviamo a termini del tipo
1/(z − zν) oppure zk/(z − zν). Se almeno uno dei poli della funzione di tra-
sferimento (ossia uno degli zeri zν) è non nullo, allora vediamo dagli Esempi
19.1.11 e 19.1.12 che la risposta all’impulso del sistema discreto ha termini
esponenziali, quindi a supporto infinito (la risposta continua indefinitamente
nel futuro). Un tale sistema a tempo discreto si chiama IIR (acronimo di
Infinite Impulse Response).
Invece, se tutti gli zeri zν del denominatore sono all’origine, ossia zν = 0 per
ogni ν = 0, . . . , r, allora in (20.10) si ha b1 = b2 = · · · = br = 0, e

h(z) = zr−m
1

zr

m∑
i=0

aiz
m−i =

1

zm

m∑
i=0

aiz
m−i =

m∑
i=0

aiz
−i .

Pertanto la risposta all’impulso {hn} è la trasformata zeta inversa

Z−1 h =
m∑
i=0

aiδ−i ,

in base alla parte (i) dell’Esempio 19.1.5. In questo caso, quindi, la risposta
all’impulso vale zero dopo m istanti nel futuro, ed il sistema ritorna a riposo.
Un tale sistema a tempo discreto si chiama FIR (acronimo di Finite Impulse
Response).
È significativo osservare che, in base alla definizione (20.6) di sistema a tempo
discreto, i sistemi FIR sono precisamente quelli in cui l’output gn è una
combinazione lineare degli input ai tempi n, n− 1, . . . , n− r, senza feedback
dei termini gn−1, gn−2 , . . . . Per questa ragione, a volte i filtri FIR vengono
chiamati non ricorsivi. tu

20.3 Analisi spettrale di filtri digitali lineari
Consideriamo un filtro con risposta all’impulso {hn, n ∈ Z}. Sappiamo da
(20.12) che la sua risposta all’input oscillatorio {fn = eiωn} è

gn =
∞∑

j=−∞

hj e
iω(n−j) = eiωn

∞∑
j=−∞

hj e
−iωj = eiωnZ(h)(eiω) .
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Nota 20.3.1. Si osservi che il fattore Z(h)(eiω) =
∑∞

j=−∞ hj e
−iωj coincide

con la serie di Fourier della risposta all’impulso, ed al tempo stesso con la
trasformata di Fourier della distribuzione discreta data dall’istogramma della
risposta all’impulso (si riveda l’inizio del Capitolo 19). Questo fattore, una
serie di Fourier, è la restrizione ai numeri complessi di modulo 1 della funzione
di trasferimento

h(z) := Z(h)(z) =
∞∑

j=−∞

hj z
−j . (20.18)

tu

In particolare, in risposta all’input puramente oscillatorio considerato qui,
il filtro si diagonalizza, ossia agisce così:

gn = h(eiω) fn .

Definizione 20.3.2. (Spettro in frequenza di un filtro; sua ampiezza
e fase; ritardo di gruppo.) La funzione h(eiω) si chiama la risposta in
frequenza complessa, o spettro del filtro: scriviamola in coordinate polari,

h(eiω) = Re h(eiω) + Im h(eiω) = A(ω) eiϕ(ω) ,

ed introduciamo una funzione positiva della frequenza A(ω) che si chiama la
ampiezza della risposta in frequenza, ed una funzione φ(ω) a valori nell’inter-
vallo [−π, π) che si chiama fase della risposta in frequenza.
La funzione τ(ω) = −Dωφ(ω) si chiama il ritardo di gruppo del sistema di-
screto, e misura il ritardo medio del sistema al variare della frequenza; è facile
esprimere τ in termini di h:

τ(ω) = −Re

(
z
d

dz
lnh

) ∣∣∣∣
z=eiω

.

Esercizio 20.3.3. Si consideri il filtro con funzione di trasferimento

h(z) =
1
z
− a

1− a
z

dove a ∈ C è tale che |a| < 1: in altre parole, l’unico polo, z = a, è interno
al disco unitario, e l’unico zero, z = 1/a, è il reciproco del suo complesso
coniugato e quindi è esterno al disco. Pertanto questo filtro è causale (e
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stabile se si prende per regione di convergenza l’esterno del disco unitario:
Corollario 20.2.14).
Si calcoli il ritardo di gruppo di questo filtro e si mostri che vale

τ(ω) =
1− |a|2

|1− ae−iω|2
.

In particolare, per questa classe di filtri lineari digitali, il ritardo di gruppo
è sempre positivo, e quindi la fase φ della risposta è sempre decrescente.
Questa classe di filtri verrà analizzata nella Sezione 20.4.3, e questa proprietà
di decrescenza si tradurrà nella parte (ii) della Proposizione 20.4.10.
tu

Ora consideriamo la risposta in frequenza h = {hn} del filtro, e la sua
autocorrelazione, ossia la convoluzione ψ = h ∗ h† (il simbolo †, introdotto
in (8.3), rappresenta la parità h†n = h−n:

ψn =
∞∑

j=−∞

hj hj−n .

L’autocorrelazione è una successione importante nella teoria dei segnali,
perché la sua velocità di decadimento è tanto più elevata quanto più il segnale
è concentrato in un piccolo intervallo temporale (lasciamo verificare questa
asserzione al lettore).

Dal Teorema 19.3.2 segue che la funzione Ψ = Z(ψ) verifica

Ψ(z) = h(z)h

(
1

z

)
(qui h è di nuovo, come in (20.18), la trasformata zeta della risposta all’im-
pulso h ). Pertanto lo spettro in frequenza dell’autocorrelazione è

Ψ(eiω) =

(
∞∑

j=−∞

hj e
−iωj

)(
∞∑

j=−∞

hj e
iωj

)
= h(eiω)h(e−iω) .

È ovvio da (20.18) che h(z) = h(z). Quindi:

Ψ(eiω) = |h(e−iω)|2 .

Questa funzione si chiama lo spettro di energia del filtro.
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Nota 20.3.4. Osserviamo, come nella Nota 20.3.1, che i numeri ψn sono i coef-
ficienti di Fourier della funzione periodica ω 7→ Ψ(eiω): questa osservazione
talvolta, nella teoria dei circuiti, si chiama il teorema di Wiener–Kintchin.
Come conseguenza, segue dall’identità di Parseval per le serie di Fourier
(Nota 4.3.3) che

ψ0 =
∞∑

n=−∞

|hn|2 =
1

2π

∫ 2π

0

|h(eiω)|2 dω .

Nella nostra modellizzazione, questo numero rappresenta l’energia della ri-
sposta all’impulso del filtro. tu

20.3.1 Risposta in frequenza di filtri causali
Rammentiamo (Corollario 20.2.14) che un filtro lineare causale è stabile se
e solo se tutti i poli zν della funzione di trasferimento verificano |zν | < 1
(e se, per rispettare la causalità, si sceglie come regione di convergenza il
complemento di un disco con centro l’origine e raggio minore di 1). Il fatto
che tutti i poli di h siano strettamente contenuti nel disco unitario porta
ad un approccio geometrico al calcolo della risposta in frequenza del filtro.
Consideriamo ad esempio il caso particolare di un solo polo e nessuno zero
(rammentiamo, dal Corollario 20.2.10, che un filtro causale deve avere più
poli che zeri). Allora

h(z) =
1

1− z0
z

=
z

z − z0
. (20.19)

Se facciamo variare z = eiω sul cerchio unitario otteniamo la risposta in
frequenza

h(eiω) =
eiω

eiω − |z0| eiω0
, (20.20)

dove abbiamo scritto z0 = |z0| eiω0 .
Nota 20.3.5. (Visualizzazione geometrica del modulo della risposta
in frequenza: caso di un unico polo.) Nella precedente espressione
(20.19), il numeratore ha ovviamente modulo 1. Quindi il modulo |h(eiω)| è
massimo dove il modulo del denominatore è minimo, ossia all’angolo ω0 dato
dalla fase ω0 del polo z0, come si vede anche nella Figura 20.1, nella quale il
modulo della risposta in frequenza è il rapporto delle lunghezze dei segmenti
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che congiungono rispettivamente l’origine ed il polo z0 al punto z = eiω che
varia sul cerchio unitario: chiaramente questo rapporto è massimo quando i
due segmenti sono allineati. Il valore minimo è esattamente 1/(1 − |z0|). Si

e
iω

r

Figura 20.1: Il modulo della risposta in frequenza al punto eiω di un filtro con un solo
polo z0 (senza perdita di generalità disegnato sul semiasse reale positivo, al punto r = |z0|)
è il rapporto fra la lunghezza dei due segmenti che congiungono eiω con l’origine e con
z0, la fase è la somma (algebrica) delle fasi dei numeri complessi rappresentati da questi
segmenti. Ovviamente, il primo dei due segmenti ha lunghezza 1, quindi il modulo della
risposta in frequenza all’angolo ω è semplicemente la lunghezza del segmento dal polo a
eiω

noti che il minimo modulo si ottiene per l’angolo opposto all’angolo di fase ω0,
ossia quando i due segmenti di cui sopra sono di nuovo allineati ma il punto
eiω sulla circonferenza è opposto al polo z0 (il segmento che li congiunge
passa per l’origine). Il valore del minimo è 1/(1 + |z0|): qui si ottiene un
avvallamento del grafico invece che un picco. Però, man mano che il polo si
avvicina alla circonferenza unitaria, il corrispondente avvallamento è meno
stretto del picco opposto, come illustrato nella prossima Nota. tu

Nota 20.3.6. (Larghezza di picchi frontali e valli opposte nel mo-
dulo della risposta in frequenza.) Il picco generato da un polo z0 della
funzione di trasferimento h in corrispondenza dell’angolo di fase ω0 = arg(z0)
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è più stretto dell’avvallamento in corrispondenza dell’angolo opposto.
In effetti, esaminiamo la percentuale di caduta di h(eiω) rispetto ai valori
estremi agli angoli ω0 e −ω0, in un identico intervallo angolare centrato a
tali angoli. Indichiamo questi due settori angolari con (ω0 − ω+ , ω0 + ω+) e
(−ω0 − ω+ , −ω0 + ω+), rispettivamente. La percentuale di diminuzione dei
valori di h(eiω) dal punto di massimo ω0 all’estremo del settore ω0 + ω+ è

4+ := |h(ei(ω0+ω+)/h(eiω0)| , (20.21)

e la percentuale di aumento dal punto di minimo −ω0 a −ω0 è

4− := |h(ei(−ω0+ω+)/h(e−iω0)| .

Vogliamo dimostrare che la caduta dei valori per deviazioni angolari in pros-
simità del picco è più marcata dell’aumemento alla stessa deviazione angolare
in prossimità della valle, ossia che 4+/(1/4−) = 4+ 4− è inferiore a 1.

Per semplicità, limitiamo l’attenzione ad una deviazione angolare che,
vista da z0 in direzione ω0, è pari a π/2: questa scelta semplifica i calcoli,
perché, se senza perdita di generalità trasportiamo z0 sul semiasse reale posi-
tivo ruotando il disco, allora il segmento da z0 a eiω+ diventa verticale (ossia
parallelo all’asse y: si veda la Figura 20.2). D’ora in avanti, senza perdita di
generalità, assumiamo ω0 = 0 e −ω0 = π.
Scriviamo r = |z0| e chiamiamo d(ω) la lunghezza del segmento da z0 a eiω:
dal teorema di Pitagora d(ω+) è esattamente

√
1− r2, e quindi, in base a

(20.19), 4+ = |h(eiω+)| = 1/d(ω+) = 1/
√
1− r2.

Invece, se consideriamo un settore angolare di identica ampiezza intorno a
π e chiamiamo ω− = π − ω+ il suo angolo terminale, l’alteezza del punto
eiω− rispetto alla sua proiezione −r sull’asse x rimane uguale, ossia

√
1− r2.

Questa altezza è il cateto verticale di un triangolo rettangolo che ha co-
me terzo vertice z0 = r, e, di nuovo per il teorema di Pitagora, abbiamo
d(ω−)

2 = 1− r2 + (2r)2 = 1 + 3r2. Quindi 4− = h(eiω−) = (1 + r)/d(ω−) =
(1 + r)/

√
1 + 3r2.

Pertanto,

4+ 4− =

√
1− r

1 + r

√
1 + 3r2

1 + r
=

√
1− r2

1 + 3r2
< 1 . (20.22)

Il fatto che i picchi indotti da ciascun polo siano più stretti delle valli ad
essi opposte ci induce a limitare l’attenzione solo ai primi, perché quando si
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1-rr

1

r

(1-r  )2 1/2

(1+3r )2 1/2

Figura 20.2: La caduta dei valori rispetto ai valori estremi della risposta in frequenza
di un filtro dovuti ad un unico polo si calcola in termini delle lunghezze dei segmenti in
questa figura: si veda (20.22)

sommano i contributi di parecchi poli, i picchi stretti rimangono abbastanza
netti, mentre le valli larghe tendono a sommarsi e diventare meno percettibili.
Come stiamo per vedere, la stessa cosa capita con gli zeri invece dei poli, i
quali generano valli strette di fronte a sé e picchi larghi, poco interessanti,
in direzione opposta: ma in questo caso, dal momento che i contributi degli
zeri sono

h(z) = 1− z0
z

=
z − z0
z

,

il fattore che diventa piccolo per |z0| → 1 è al numeratore e non al denomi-
natore, e quindi i picchi sono comunque meno stretti di quelli prodotti dai
poli, ed a maggior ragione le valli. Pertanto, l’andamento del modulo della
risposta di fase di un filtro causale stabile è caratterizzato tipicamente dai
picchi indotti dai poli della sua funzione di trasferimento, almeno se questi
poli sono vicini alla circonferenza unitaria. Si noti infatti che, se i poli o gli
zeri z non sono vicini alla frontiera del disco unitario, ossia se il loro modulo
r = |z| non è vicino a 1, i picchi e le valli si addolciscono (perché il massi-
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mo 1/(1 − r) diminuisce per r via via più piccolo: l’andamento esatto della
larghezza del picco o della valle è data dall’identità (20.21)). tu

Nota 20.3.7. (Visualizzazione geometrica del modulo della risposta
in frequenza: caso di più poli o zeri.) Più in generale, se al denomina-
tore c’è più di un polo z0, . . . , zr, allora il modulo della risposta in frequenza
è il prodotto dei rapporti di cui sopra che ciascun fattore contribuisce, e
quindi ha un picco in prossimità di ciascuno degli angoli di fase ω0 . . . , ωr dei
rispettivi poli z0, . . . , zr (in prossimità e non esattamente a questi angoli, a
causa dell’interferenza data dalla somma degli altri fattori). Si noti che quin-
di i massimi di |h(eiω)| sono ubicati in vicinanza dei punti della circonferenza
unitaria a distanza minima dai poli.

Ora veniamo al caso opposto in cui, invece di un fattore al denominatore
di (20.19), abbiamo un fattore al numeratore, ossia uno zero z0,. In tal caso
il rapporto si rovescia e diventa

h(z) = 1− z0
z

=
z − z0
z

, (20.23)

ed otteniamo un minimo di |h(eiω)| in prossimità dell’angolo di fase di cia-
scuno zero. Quindi in tutti i casi la risposta in frequenza ha modulo con
andamento ondulatorio, ma con picchi in prossimità delle fasi dei poli e valli
vicino alle fasi degli zeri, o equivalentemente con picchi approssimativamente
ai punti della circonferenza più vicini ai poli e valli nei punti più vicini agli
zeri.
Si noti però che il contributo al modulo prodotto da uno zero ha contributo
massimo molto minore di quello prodotto da un polo, almeno quando en-
trambi sono situati vicino alla circonferenza unitaria. Infatti, in questi due
casi, vediamo da (20.20) e (20.23) che il massimo ed il minimo del modulo
della risposta in frequenza valgono rispettivamente 1/(1− r) e 1/(1 + r) per
un polo, e 1 + r e 1 − r per uno zero: quindi l’escursione totale del modulo
vale (1 + r)/(1 − r) in entrambi i casi, ma per r ∼ 1 il massimo modulo è
molto maggiore per un polo che non per uno zero.
Si osservi che i poli devono essere contenuti nel disco unitario perchè stiamo
limitando l’attenzione a filtri stabili, ma gli zeri no: però il ragionamento
geometrico appena sviluppato per determinare l’ubicazione delle valli rimane
valido: il punto estremo è comunque dato dall’allineamento dei due segmenti
nella Figura 20.1, anche quando i due segmenti allineati sono da parti opposte
rispetto alla circonferenza unitaria. tu
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Nota 20.3.8. (Visualizzazione geometrica della fase della risposta
in frequenza.) Invece, la fase della risposta in frequenza di h(eiω) dovu-
ta ad un solo polo è la differenza delle fasi fra numeratore e denominatore
in (20.20), ossia degli angoli formati riapetto al semiasse x positivo dai due
segmenti disegnati nella Figura 20.1. Nel caso di un solo zero si ha la stessa
visualizzazione geometrica, ma cambia il segno del risultato a causa dello
scambo fra numeratore e denominatore. Si noti quindi che, in valore asso-
luto, ciascun polo e zero dà luogo a fase nulla alla frequenza data dal punto
eiω0 antistante sulla circonferenza unitaria, ed a fase massima (ossia π) nel
punto antipodale e−iω0 . Se vogliamo considerare anche filtri non stabili, con
un polo od uno zero al di fuori del disco unitario, vale la stessa regola, come
si può arguire da un disegno analogo a quello della Figura 20.1, ma il segno
della fase diventa quello opposto: quindi al punto più vicino sulla circonfe-
renza unitaria il polo dà luogo ad una fase di π, ed al punto antipodale fase
0.
Analogamente a quanto visto nella Nota 20.3.6, anche in questo caso la va-
riazione di fase dovuta ad un polo o ad uno zero interno alla circonferenza
unitaria ed ad essa vicino è molto più rapida della variazione di fase prodotta
al punto antipodale (perché archi di uguale lunghezza al punto antistante ed
al punto antipodale sottendono settori angolari diversi quando visti dal polo
o zero, dal momento che il primo è vicino ed il secondo è lontano). Pertanto,
come in quella Nota, le variazioni di fase ai punti antipodali sono più blande
e trascurabili, e tendono maggiormente a compensarsi quando ci sono parec-
chi poloi o zeri: noi le trascureremo sistematicamente.
Naturalmente, nel caso di più poli e zeri, la fase di h(eiω) è sempre la somma
delle fasi di tutti questi contributi (dei poli e degli zeri). Poiché ciascun polo
o zero produce un contributo nullo alla fase nel punto antistante, è frequente
che, con molti poli o zeri equidistribuiti interni al disco unitario, la fase abbia
variazioni piccole. Questo fenomeno è in effetti evidenziato nella Figura ??
più sotto.
Viceversa, abbiamo visto che poli e zeri esterni al disco unitario producono
una fase grande (π) al punto più vicino della circonferenza, ed una piccola
(0) al punto antipodale, che come prima è a variazione lenta e trascurabile.
Quindi, nel caso di molti poli o zeri equidistribuiti esterni al disco unitario,
ci aspettiamo che la fase abbia variazioni grandi, da −π a π per ogni polo e
zero. Questo fenomeno è in effetti evidenziato nella Figura 20.14 più sotto.

tu
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Le seguenti figure illustrano vari esempi di modulo e fase della risposta
in frequenza di filtri stabili.
Esempio 20.3.9. Consideriamo il filtro con funzione di trasferimento con un
solo polo, al punto reale r, con 0 < r < 1. Il diagramma di zeri e poli è
illustrato in Figura 20.3.

Polo
1

Zero

Figura 20.3: Diagramma di zeri e poli del filtro dell’Esempio 20.3.9: c’è un solo zero
all’origine ed un solo polo al punto reale r, con 0 < r < 1. In questi diagrammi gli zeri
sono indicati con un pallino nero, i poli con un pallino vuoto; il contributo di zeri o poli
all’origine è inessenziale (consiste del fattore 1)

La funzione di trasferimento di questo filtro, calcolata in (20.19), è

h(z) =
1

1− rz−1
.

Come visto nella parte (i) della Proposizione 20.2.19, ed anche nella Nota
20.2.20, la risposta all’impulso è a durata infinita: essa vale rn per ogni n ⩾ 0
(Esempi 19.1.11 e 20.2.18). Si tratta quindi di un filtro IIR. Il modulo e la
fase della risposta in frequenza si calcolano banalmente, e sono illustrati nelle
Figure 20.4 e 20.5, rispettivamente.

Esaminiamo cosa succede se, invece che un solo polo al punto r, abbiamo
un filtro la cui funzione di trasferimento ha un solo zero allo stesso punto.
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Figura 20.4: Modulo della funzione di trasferimento del filtro dell’Esempio 20.3.9, con
un solo polo al punto r

I grafici della risposta in frequenza sono presentati nelle Figure 20.6 e 20.7,
rispettivamente.

Notiamo che, come visto all’inizio di questa Sezione, la presenza di uno
zero invece di un polo produce una valle antistante allo zero invece che un
picco, ed anche che, come previsto nella Nota 20.3.6, nel caso di un polo il
picco è più stretto della valle, nel caso di uno zero la valle è più stretta del
picco ma ambedue sono meno strette che per il caso del polo, ed inoltre il
massimo del modulo della risposta in frequenza prodotta dal polo è molto
maggiore di quella prodotta dallo zero (circa 20 volte, che è appunto il valore
di (1 + r)/(1 − r) nel nostro caso, r = 0.9: è il rapporto dei massimi dei
contributi in (20.19) e (20.23), calcolati subito dopo quest’ultima identità.

tu

Esempio 20.3.10. Consideriamo il filtro causale (quindi con risposta nulla
per n < 0, e di tipo FIR, con risposta all’impulso finita data da rn per
0 ⩽ n ⩽ m (per un qualche 0 < r < 1) e zero per n > m. La sua funzione di
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Fase della risposta in frequenza, con un solo polo

Figura 20.5: Fase della risposta in frequenza del filtro dell’Esempio 20.3.9, con un solo
polo al punto r

trasferimento è

h(z) =
m−1∑
n=0

rnz−n =
1− rmz−m

1− rz−1
.

Il numeratore di questa funzione di trasferimento ham poli nel disco unitario,
dello stesso modulo r < 1 ed angolarmente equispaziati (quindi le loro fasi
sono le radici m-sime dell’unità), ed ha m− 1 zeri inessenziali all’origine ed
uno zero al punto reale r. Il diagramma di zeri e poli è illustrato in Figura
20.3 nel caso m = 8.

Però lo zero al denominatore al punto reale r bilancia il polo allo stesso
punto, e ne cancella quindi il contributo alla risposta in frequenza (si tratta
del contributo che era stato introdotto in (20.20). Possiamo supporre che la
funzione di trasferimento abbia altri m− 1 zeri nell’origine, il cui contributo
è ininfluente (è la costante 1). La funzione di trasferimento si riscrive così:

h(z) =
1− rmz−m

1− rz−1
=

zm − rm

zm−1(z − r)
.
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Figura 20.6: Modulo della funzione di trasferimento del filtro dell’Esempio 20.3.9, con
un solo zero al punto r

I grafici del modulo e della fase di questa funzione di trasferimento sono
presentati nelle Figure 20.9 e 20.10, rispettivamente, dove si è scelto M = 8
e r = 0.9 (per valori di r via via minori, l’ampiezza dei picchi si allarga e
quindi i picchi interferiscono sommandosi fra loro e non si notano più). Si
può verificare che le valli sono più larghe dei picchi, a conferma di quanto
osservato nella Nota 20.3.6.

Si noti che la cancellazione del polo al punto reale r grazie ad uno zero
ubicato allo stesso punto squilibra l’andamento della funzione di trasferimen-
to: si perde il contributo del polo più vicino al punto 1, ossia alla fase 0, e
quindi il grafico del modulo della funzione di trasferimento ha un minimo in
zero (Figura 20.10). tu

Esempio 20.3.11. Modifichiamo il precedente Esempio 20.3.10 spostando al-
l’origine il polo che prima era al punto reale r. La funzione di trasferimento
allora diventa

h(z) =
zm − rm

zm
.
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Fase della risposta in frequenza, solo uno zero

Figura 20.7: Fase della risposta in frequenza del filtro dell’Esempio 20.3.9, con un solo
zero al punto r

L’andamento della funzione di trsferimento è ora simmetrico da un polo al
successivo (ovvero periodica con periodo 2π/8), come confermano i grafici
nelle Figure 20.11 e 20.12.

Se rinominiamo h1 la funzione di trasferimento del precedente Esempio
20.3.10, la funzione di trasferimento del presente Esempio si ottiene elimi-
nando lo zero al denominatore di h1, e quindi è h(z) = h1(z) (1− rz−1). La
risposta all’impulso è quindi data dalla convoluzione della risposta all’im-
pulso del filtro FIR dell’Esempio precedente e quella del filtro ad un solo
polo dell’Esempio 20.3.9. Quest’ultima risposta all’impulso è infinita: rn per
n ⩾ 0. Quindi la convoluzione non è a supporto finito, ed il presente filtro è
di tipo IIR.
Si noti anche che, rispetto alla nuova funzione di trasferimento h1 dell’Esem-
pio precedente, la nuova funzione di trasferimento h simmetrica (ossia perio-
dica di periodo π/4) introdotta in questo Esempio, h(z) = h1(z) (1−rz−1) =
h1(z) (z− r)/z è moltiplicata per il fattore (z− r)/z, che sul cerchio unitario
ha modulo |z − r|: quindi diminuisce fortemente vicino a questo zero, ossia
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Z P,Z
1 (7 zeri)

Figura 20.8: Diagramma di zeri e poli del filtro dell’Esempio 20.3.10: ci sono otto poli a
distanza r dall’origine ed un solo zero al punto reale r, con 0 < r < 1; possiamo introdurre
7 zeri inessenziali all’origine.
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Figura 20.9: Modulo della funzione di trasferimento del filtro dell’Esempio 20.3.10
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Figura 20.10: Fase della risposta in frequenza del filtro dell’Esempio 20.3.10

0 π 2π
0

0,5

1

1.5

z

M
o
d
u
lo

: 
 |h

(z
)|

Modulo della funzione di trasferimento, 8 poli equidistribuiti, senza zeri non banali

Figura 20.11: Modulo della funzione di trasferimento del filtro dell’Esempio 20.3.11
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Fase della funzione di trasferimento, 8 poli equidistribuiti, senza zeri non banali

Figura 20.12: Fase della risposta in frequenza del filtro dell’Esempio 20.3.11

alla fase 0, ma aumenta alla fase opposta π (questo è un esempio del feno-
meno di valle frontale e picco opposto indotto da uno zero, accennato nella
Nota 20.3.6). tu

20.4 Sistemi invertibili, filtri a fase minima e
passa-tutto, fattorizzazione

20.4.1 Invertibilità e fitri a fase minima; filtri a fase
massima o mista

Un sistema si dice invertibile se la corrispondenza fra i segnali in input e in
output è biunivoca. È ovvio che ogni filtro digitale lineare invertibile h ha
per inverso un altro filtro lineare hinv, e la composizione dei due è l’identità.
Poiché questa composizione è data dalla convoluzione h ∗ hinv, segue dal
Teorema di convoluzione 19.3.2 per la trasformata zeta che la funzione di
trasferimento hinv del filtro hinv è il reciproco della funzione di trasferimento h
di h, naturalmente subordinatamente al fatto che siano state scelte per queste
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due funzioni di trasferimento regioni di convergenza con intersezione non
vuota. La condizione di invertibilità, espressa in termini delle due funzioni
di trasferimento, diventa quindi hhinv ≡ 1, ed è valida solo nell’intersezione
delle rispettive regioni di convergenza (che è l’intersezione di due corone
circolari, e quindi una corona circolare essa stessa).

Riassumendo:

Corollario 20.4.1. Se il fitro inverso di un filtro lineare esiste, esso si ottiene
scambiando gli zeri dell’originale con i poli (ossia scambiando numeratore e
denominatore della funzione di trasferimento h(z)), ed è definito su una
regione di convergenza che interseca quella del filtro originale.

Esempio 20.4.2. (L’inverso di un filtro non è unico.) Si consideri il
filtro causale e FIR la cui risposta all’impulso al tempo zero, δ0, è hn =
δ0 − rδ1, dove 0 < r < 1. La sua funzione di trasferimento è la trasformata
zeta di questa risposta, ossia h(z) = 1− r/z), e quindi il filtro inverso ha la
funzione di trasferimento

hinv(z) =
1

1− r
z

,

con un polo al punto z = r: si tratta quindi di un filtro causale se si assume
come regione di convergenza la corona {|z| > r}, ed in tal caso anche stabile
(Corollari 20.2.10 e 20.2.14). Con questa scelta, la risposta all’impulso è data
da

hinv(n) = r−n

per n ⩾ 0, e 0 per n < 0, come visto nell’Esempio 19.1.11, e poi di nuovo
nell’Esempio 20.2.18 e nella Proposizione 20.2.19. Però, se si sceglie come
regione di convergenza {|z| < r}, allora, con lo stesso argomento dell’Esempio
20.2.15, si vede che la risposta all’impulso è

hinv(n) = −r−n

per n ⩽ 0, e 0 per n > 0: quindi con questa scelta il filtro inverso è anti-
causale. In tal modo abbiamo costruito due inversi differenti per lo stesso
filtro, caratterizzati da differenti regioni di convergenza per la funzione di
trasferimento. tu

Esercizio 20.4.3. Sia h la funzione di trasferimento

h(z) =
1− 1

4z

1− 1
2z

=
z − 1

4

z − 1
2
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considerata nella regione di convergenza D = {|z| > 1/2}. Allora la funzione
di trasferimento del filtro inverso hinv è il reciproco,

hinv(z) =
z − 1

2

z − 1
4

il quale ammette due regioni di convergenza: D− = {|z| < 1/4} e D+ =
{|z| > 1/4}. Solo la seconda interseca D, e quindi il firltro inverso deve
essere considerato nella regione D+∩D = D+. In questa regione, come visto
nella parte (ii) dell’Esempio 20.2.18, la risposta in frequenza del filtro inverso
hinv è

hinv(n) =
1

4n
1+(n)−

1

2

1

4n
1+(n− 1) ,

ossia hinv(n) = 1/22n+1 per n > 1, hinv(1) = 1/4 e hinv(n) = 0 se n ⩽ 0.
tu

20.4.2 Filtri a fase minima
Definizione 20.4.4. (Filtri a fase minima.) Un filtro lineare si dice a
fase minima se è causale, stabile ed invertibile con inverso causale e stabile.

Corollario 20.4.5. Un filtro è a fase minima se e solo se le regioni di
convergenza del filtro e del suo inverso sono scelte in modo da contenere
strettamente l’esterno del disco unitarioe tutti gli zeri ed i poli sono conte-
nuti nel disco unitario, o equivalentemente, se le risposte all’impulso {hn} e
{hinvn} sono entrambi in `1.

Dimostrazione. Un filtro a fase minima è stabile, quindi tutti i suoi poli
sono contenuti nel disco unitario aperto, ed anche il suo inverso è stabile,
quindi la stessa asserzione vale per i poli dell’inverso, che sono gli zeri del
filtro originale in base al Corollario 20.4.1. La causalità del filtro e del suo
inverso si traducono nell’asserzione circa le loro corone di convergenza e circa
il numero di zeri e poli grazie al Corollario 20.2.10. Infine, le condizioni∑∞

n=0 |hn| < ∞ e
∑∞

n=0 |(hinv)n| < ∞ equivalgono alla stabilità in base al
Corollario 19.1.13 ed al fatto che i poli del filtro e del suo inverso devono
essere di modulo minore di 1. tu

Esempio 20.4.6. (Riduzione della variazione di fase all’infittirsi di
poli e zeri nel disco unitario.) Questo Esempio lascia capire la ragione
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del nome filtri a fase massima per i filtri con zeri e poli angolarmente ben
distribuiti interni al disco unitario. In effetti, come prefigurato nella Nota
20.3.8, ci aspettiamo che, con zeri e poli equidistribuiti nel disco unitario
e vicini alla sua circonferenza, la fase abbia variazioni via via più piccole
all’aumentare del numero di zeri e poli. La Figura 20.13 illustra il caso del
filtro stabile con 22 poli e 2n zeri inframmezzati, tutti di modulo r = 0.9,
angolarmente equispaziati, per n = 3, 4, 5: l’escursione della fase diminuisce
al crescere di n, come previsto.

tu

Esempio 20.4.7. (Filtri a fase massima.) Sempre in base alla Nota
20.3.8, ci aspettiamo che, nel caso di k zeri e poli equidistribuiti esterni al
disco, la fase abbia variazioni che si mantengono sempre massime (ossia con
escursione fra −π e π) e via via più ripide all’aumentare del loro numero k.
In effetti, le Figure ??, ?? e ?? illustrano l’andamento della fase dei filtri
(stabili anticausali, come vedremo nelle prossime righe) con gli stessi poli e
zeri angolarmente equidistribuiti ed inframmezzati del precedente Esempio
20.4.6, ma ora spostati radialmente fuori del disco (abbiamo aumentato il
valore di r a 1.1). Nelle tre figure abbiamo considerato i casi k = 2n per
n = 2, 3, 4: si vede che, per ogni tale k, l’escursione della fase supera l’intero
giro da −π a π. Un filtro con tutti gli zeri ed i poli al di fuori del disco
unitario è causale se la sua funzione di trasferimento è considerata in una
corona illimitata, ma in tal caso ovviamente è instabile (Corollario 20.2.14),
e se è invertibile neppure il suo inverso è stabile (in base al Corollario 20.4.1).
Invece, se la funzione di trasferimento è considerata in un disco con centro
l’origine, ogni filtro on tutti gli zeri ed i poli al di fuori del disco unitario è
anticausale ma stabile, sempre per il medesimo Corollario, ed in tal caso, se
è invertibile, anche il filtro inverso, se scelto anticausale, è stabile. Un filtro
anticausale e stabile con inverso anticausale e stabile si dice a fase massima.

tu

Esempio 20.4.8. (Filtri a fase mista.) Se alcuni zeri e poli sono interni
al disco unitario ed altri sono esterni, il filtro si dice a fase mista. Nel caso
che i poli siano in parte interni ed in parte esterni al disco unitario, un tale
filtro non è stabile qualunque sia la regione di convergenza scelta (Corollario
20.2.14), e se è invertibile neppure il suo inverso è stabile (in base al Co-
rollario 20.4.1). Questi filtri quindi sono meno frequenti nella applicazioni
numeriche, ma sono interessanti per l’analisi.
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Filtro con 8 poli e 8 zeri equispaziati angolarmente, a raggio 0.9

Figura 20.13: Fase della risposta in frequenza del filtro con 8, 16 e 32 poli angolarmente
equispaziati ed altrettanti zeri inframmezzati, tutti interni al disco unitario, di modulo
0.9: la variazione di fase decresce al crescere del numero di poli

Modifichiamo i filtri dei due precedenti Esempi 20.4.6 e 20.4.7 in maniera
che alcuni zeri e poli cadano fuori dal disco. Facciamo questo in maniera
aleatoria, in modo da eliminare anche gli effetti di simmetrizzazione dovuti
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Figura 20.14: Fase della risposta in frequenza del filtro con 2n poli angolarmente equi-
spaziati ed altrettanti zeri inframmezzati, tutti esterni al disco unitario, di modulo r = 1.1
(qui n = 3, 4, 5): l’escursione della fase si mantiene sempre elevata
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alla equidistribuzione angolare di poli e zeri. A questo scopo, perturbiamo
la distanza dall’origine r di ciascuno zero e polo in tre modi, sempre ag-
giungendogli una variabile aleatoria δ di modulo inferiore a 0.05: il primo
è mantenendo r = 0.9; il secondo è prendendo r = 1; il terzo è prendendo
r = 1.1. Nel primo caso tutti gli zeri e poli cadono internamente al disco;
nel secondo caso cadono statisticamente a metà fra dentro e fuori il disco,
e potrebbe succedere che qualcuno cada sulla frontiera (nel qual caso si ot-
terrebbe una singolarità del modulo della risposta in frequenza e la fase non
sarebbe ivi definita, ma per fortuna questo accade con probabilità zero); nel
terzo caso zeri e poli sono tutti fuori. Perturbiamo anche la distribuzione
angolare: invece che equispaziati ed inframmezzati, ossia al centro di 2n ar-
chi contigui sulla circonferenza di uguale lunghezza, ora zeri e poli hanno la
ubicazione angolare libera di variare in questi intervalli, e quindi uno zero
ed un polo consecutivo potrebbero essere angolarmente coincidenti, o quasi:
questo dissimmetrizza i grafici di modulo e fase della risposta in frequenza,
che riportiamo entrambi nelle Figure 20.15, 20.16, 20.17, nel caso di 8 zeri e
8 poli. I picchi più elevati del modulo della risposta in frequenza sono dati da
poli in prossimità della circonferenza unitaria. Si nota come zeri e poli tutti
interni al disco unitario mantengano piccole le variazioni di fase, che invece
si mantengono uniformemente grandi se zeri e poli sono tutti esterni. Il caso
misto porta ad ampie fluttuazioni di fase e di modulo, con punti molto ripidi
laddove uno zero o un polo cadono vicino alla circonferenza unitaria. Filtri a
fase mista o massima di questo tipo sono quindi difficili da usare nella prati-
ca, a causa delle distorsioni di fase che producono. Queste figure confermano
che le elevate variazioni di fase non dipende dalla equidistribuzione di zeri
e poli o dal loro numero, ma dalla loro localizzazione dentro o fuori il disco
unitario: solo nel caso di zeri e poli tutti interni (fase minima), la variazione
di fase viene ridotta dall’infittirsi di zeri e poli in maniera equidistribuita.

tu

20.4.3 Filtri passa-tutto
Nella precedente Sottosezione 20.4.1 abbiamo studiato filtri a fase minima,
nei quali le variazioni di fase sono contenute, ma naturalmente il modulo
della risposta in frequenza fluttua, particolarmente nel caso di poli vicino alla
circonferenza unitaria: quindi questi filtri amplificano e smorzano il segnale
a seconda della frequenza delle sue armoniche: esempi particolari sono i filtri
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Filtro con 8 poli e 8 zeri approssimativamente equispaziati,
di modulo fra 0.85 e 0.95:

fase della risposta in frequenza

Figura 20.15: Modulo e fase della risposta in frequenza del filtro con 8 poli angolar-
mente quasi equispaziati ed altrettanti zeri inframmezzati, tutti interni al disco unitario,
a distanze dal centro scelte a caso fra 0.85 e 0.95: il modulo non è elevato, la fase varia
poco

passa-basso, passa-alto e passa-banda. Il caso antitetico è quello dei filtri che
lasciano invariata l’ampiezza dei segnali e ne modificano solo la fase: questi
filtri si chiamano passa-tutto (la loro funzione di trasferimento spesso si indica
con hpa, dall’inglese pass-all).

Un caso particolare è il filtro con risposta all’impulso δk, che vale 1 se
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Figura 20.16: Modulo e fase della risposta in frequenza del filtro con 8 poli angolarmente
quasi equispaziati ed altrettanti zeri inframmezzati, circa metà ei quali interni al disco
unitario e l’altra metà esterni, a distanze dal centro scelte a caso fra 0.95 e 1.05: il modulo
è elevato, la fase varia molto

n = k e zero altrimenti: in base a (20.11), l’output di questo filtro è il ritardo
di k campioni sul segnale originale, se k ⩾ 0, e l’anticipo di |k| campioni se
k < 0 (in questo caso il filtro è predittivo, non causale). La sua funzione di
trasferimento è la trasformata zeta di δk, ossia h(z) = z−k.

Esempio 20.4.9. (Filtri PA.) Un caso assai più generale è il seguente
(filtriPA), a cui limiteremo la nostra analisi dei filtri passa-tutto:
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Filtro con 8 poli e 8 zeri approssimativamente equispaziati,
di modulo fra 1.05 e 1.15:

fase della risposta in frequenza
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Figura 20.17: Modulo e fase della risposta in frequenza del filtro con 8 poli angolar-
mente quasi equispaziati ed altrettanti zeri inframmezzati, tutti esterni al disco unitario,
a distanze dal centro scelte a caso fra 1.05 e 1.15: il modulo non è elevato, ma la fase varia
molto

hpa(z) =
am + am−1z

−1 + · · ·+ z−m

1 + a1z−1 + · · ·+ amz−m
=

∑m
k=0 am−kz

−k∑m
k=0 akz

−k

(si noti che, dividendo numeratore e denominatore per a0, possiamo supporre
a0 = 1, e così abbiamo fatto nel termine centrale).
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In effetti, mostriamo che questa funzione di trasferimento ha sempre
modulo 1. Scriviamo il suo numeratore N(z) =

∑m
k=0 am−kz

−k ed il suo
denominatore D(z) =

∑m
k=0 am−kz

−k. Allora

D(1/z) =
m∑
k=0

akz
k ,

e quindi, se |z| = 1, ossia z = z−1,

N(z) = z−mD(1/z) .

Poiché 1/z = z, da qui segue N(z) = z−m e pertanto |hpa(z)| = 1.
Si osservi che, se z è uno zero di D, allora 1/z è uno zero di z 7→ D(1/z).

Quindi, dalle precedenti identità segue che, se se z è uno zero (rispettiva-
mente, un polo) di hpa, allora 1/z è un polo (rispettivamente, uno zero). In
altre parole, gli zeri si ottengono dai poli prendendo i reciproci e coniugan-
do, ossia prendendo il reciproco del modulo e lasciando invariato l’angolo di
fase: si tratta di una riflessione intorno alla circonferenza unitaria. Quindi
l’insieme di zeri e poli è invariante sotto tale riflessione, come illustrato in
Figura 20.18.

Naturalmente, se tutti i coefficienti ak del sistema sono reali, allora gli
zeri sono o reali o a coppie di numeri complessi coniugati, e quindi lo stesso
succede ai poli, come illustrato in Figura 20.19.

Rammentiamo (Corollario 20.2.14) che un filtro PA è causale se e solo se
tutti i poli sono interni al disco unitario (e si sceglie come regione di conver-
genza una corona infinita esterna a tutti i poli, ad esempio il complemento
del disco unitario). tu

Proposizione 20.4.10. (Proprietà dei filtri PA.)

(i) Se h è (la risposta all’impulso di) un filtro passa-tutto, allora questo
filtro preserva l’energia del segnale in input, nel senso che, applicato ad
un segnale di input x, restituisce un segnale di output y = h ∗ x tale
che

∑
n∈Z |y|2 =

∑
n∈Z |x|2.

(ii) La fase della risposta in frequenza di un filtro PA causale e stabile è
sempre decrescente, ossia il ritardo di gruppo (Definizione 20.3.2) è
sempre positivo.
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Figura 20.18: Diagramma di zeri e poli di un filtro passa-tutto: i poli sono interni al
disco unitario, gli zeri sono i loro riflessi sferici rispetto alla circonferenza unitaria (ovvero,
i reciproci dei loro coniugati)

Polo
1

Zero

Figura 20.19: Nel caso di un filtro passa-tutto a coefficienti reali, gli zeri ed i poli
formano anche un insieme invariante per coniugazione

(iii) Il filtro PA con un solo polo z = a ed un solo zero z = 1/a con |a| < 1,
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ossia con funzione di trasferimento

hpa(z) =
1
z
− a

1− a
z

, (20.24)

verifica |hpa(z)| = 1 se |z| = 1 (come già sappiamo), ma anche
|hpa(z)| > 1 se |z| < 1 e |hpa(z)| < 1 se |z| > 1.

Dimostrazione. La parte (i) segue direttamente dall’identità di Parseval
19.12 e dal teorema di convoluzione 19.3.2, dal momento che la funzione
di trasferimento hpa = Z({h} verifica |hpa(eiω) = 1 per definizione di filtro
passa-tutto, e quindi | Z(y)(eiω)| = | Z(h ∗ x)(eiω)| = | Z(x)(eiω)|.
La parte (ii) segue dal fatto che i filtri PA causali e stabili hanno tutti i
poli all’interno del disco unitario (Corollario 20.2.14) e tutti gli zeri al suo
esterno, dati dai reciproci dei complessi coniugati dei poli. Quindi la funzio-
ne di trasferimento di questi filtri è data dal prodotto di fattori come quelli
considerati nell’Esercizio 20.3.3, ed in tale Esercizio vedemmo che la fase di
questi fattori è decrescente.
La parte (iii) è ovvia per |z| = 1, per definizione di filtro PA, ed è una imme-
diata conseguenza del principio del massimo (Corollario 2.8.3) per |z| > 1.
Infatti, osserviamo da (20.24) che hpa h limite all’infinito; allora, poiché il
solo polo di hpa è z = a con |a| < 1, ossia interno al disco unitario, la fun-
zione g(z) = hpa(1/z) è olomorfa nel disco unitario, e quindi, per il principio
del massimo modulo, il suo modulo assume il proprio massimo sulla circon-
ferenza di frontiera, dove tale modulo vale costantemente 1 perché il filtro
PA verifica hpa(eit) ≡ 1 (il massimo viene assunto in senso stretto, perché
hpa non è costante) nel disco: si veda di nuovo il Corollario 2.8.3). Pertanto
|hpa| < 1 per |z| > 1.
Naturalmente, però, questo ragionamento non dice nulla circa il massimo
modulo di hpa dentro il disco unitario. Ma possiamo risolvere l’intera que-
stione in un colpo solo dentro e fuori il disco con il seguente ragionamento.
Dobbiamo determinare per quali z |hpa(z)|, o equivalentemente |hpa(z)|2, è
maggiore o minore di 1. Scriviamo z = reit. Da (20.24)

|hpa(z)|2 =
| 1−az|

2

|z − a
|
2 =

(1− areit)(1− are−it)

(reit − a)(re−it − a)

=
1 + r2|a|2 − 2rRe(ae−it)

r2 + |a|2 − 2rRe(ae−it)
.
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Pertanto |hpa(z)| > 1 se e solo se 1 + r2|a|2 − 2rRe(ae−it) > r2 + |a|2 −
2rRe(ae−it), ovvero se e solo se 1+ r2|a|2 > r2+ |a|2. Questa disuguaglianza
equivale a r2(1− |a|2) < 1− |a|2, ovvero r < 1. tu

20.4.4 Fattorizzazione fase minima + passa-tutto
Questa Sottosezione è dedicata a provare la seguente fattorizzazione:

Proposizione 20.4.11. Sia h la funzione di trasferimento di un filtro digitale
linare senza poli o zeri sulla circonferenza unitaria. Allora h si fattorizza
come prodotto

h = hminhpa (20.25)

di un filtro a fase minima ed un filtro PA. In particolare, la risposta di fase
del fattore a fase minima ha lo stesso modulo, ovvero la stessa risposta in
ampiezza (ma non in fase!), del filtro originale (perché ovviamente il fattore
PA ha modulo 1. Se il filtro ha ordine n, nel senso della precedente Definizione
20.2.1, allora ci sono esattamente 22n filtri con lo stesso modulo della risposta
in frequenza; se inoltre il filtro è stabile, allora ci sono esattamente 2n filtri
stabili la cui risposta in frequenza ha lo stesso modulo del filtro originale.

Dimostrazione. In base al Corollario 20.4.5, un filtro a fase minima ha tutti
i suoi zeri e poli all’interno del disco unitario. Procediamo per iterazione a
spostare gli zeri ed i poli di h all’interno di tale disco, come segue. Se h ha
uno zero esterno al disco unitario, diciamo in z = 1/a con |a| < 1, e tutti
i poli e gli altri zeri all’interno, allora fattorizziamo h(z) = h1(z) (a − z−1)
ed osserviamo che h1 è a fase minima, perché ha tutti i poli e gli zeri dentro
il disco (naturalmente, scegliendo come regione di convergenza l’esterno del
disco). Ora osserviamo che

h(z) = h1(z) (1− az−1)
a− z−1

1− az−1
,

ed il fattore h(z) = h1(z) (1− az−1) ha gli zeri ed i poli di h1 più uno zero in
z = a (il riflesso sferico del punto a), che è anch’esso dentro il disco unitario:
quindi tale fattore è a fase minima, ed è esattamente quanto si ottiene riflet-
tendo all’interno del disco unitario quello zero che prima era fuori (in z = a).
Invece l’altro fattore, (a−z−1)(1−az−1), è la funzione di trasferimento di un
filtro PA, in base alla forma della funzione di trasferimento come in (20.24):
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su tratta del filtro con un unico zero in z = 1/a ed un unico polo in z = a.
Osserviamo che la componente di tipo PA ha modulo della risposta in fre-
quenza costantemente uguale a 1, e quindi la componente a fase minima ha lo
stesso modulo della risposta in frequenza del filtro originale. Iterando questo
procedimento possiamo riflettere sfericamente ciascuno zero e ciascun polo di
h dentro il disco, generando ogni volta un fattore compensativo come visto
sopra: questi fattori producono un filtro di tipo PA, che non altera il modulo
della risposta in frequenza complessiva. Poiché un filtro di ordine n ha n
zeri e n poli, ci sono esattamente 2n tali riflessioni sferiche che li scambiano
dall’esterno all’interno del disco o viceversa; se il filtro è stabile, in base al
Corollario 20.2.14 i suoi n poli sono già tutti dentro il disco, e quindi ci sono
esattamente n riflessioni sferiche (reciproco della coniugazione) che riflettono
gli zeri fra interno ed esterno del disco. tu

La Figura 20.20 mostra la fase della risposta in frequenza ed il ritardo
di gruppo di un filtro PA ottenuto scegliendo a caso 16 poli dentro il di-
sco unitario (ed i corrispondenti zeri reciproci coniugati, ossia riflessi sferici
(flip) fuori del disco). Si noti che la fase è decrescente. Questi filtri sono
talvolta utilizzati in cascata a filtri che producono incremento di fase, per
compensarne l’incremento.
Esercizio 20.4.12. Si trovi la decomposizione in filtro a fase minima e filtro
passa-tutto del filtro con funzione di trasferimento

h(z) =
1− a

z

1− b
z

con |b| < 1 < |a|.
Svolgimento. Fattorizziamo

h(z) =
1
z
− a

1− b
z

1− a
z

1
z
− a

.

Segue dalla parte (iii) della Proposizione 20.4.10 che la componente

hpa(z) =
1− a

z
1
z
− a

è di tipo PA; d’altra parte, la componente

hmin(z) =
1
z
− a

1− b
z
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ha lo stesso polo di prima, in z = b, interno al disco, ma ora il suo unico zero è
in z = 1/a, anch’esso interno al disco, e quindi è la funzione di trasferimento
di un filtro a fase minima (Corollario 20.4.5). tu
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Figura 20.20: Diagramma zeri–poli, fase della risposta in frequenza, ritardo di gruppo
e modulo della risposta all’impulso di un filtro passa-tutto con 16 poli scelti a caso dentro
il disco unitario in prossimità della sua frontiera, ed ovviamente altrettanti zeri (riflessi
sferici dei poli) fuori del disco

Corollario 20.4.13. Fra tutti i filtri che hanno la stessa ampiezza della
risposta in frequenza, il filtro a fase minima ha il minimo ritardo di gruppo.

Dimostrazione. Questo segue immediatamente dalla fattorizzazione (20.25),
perché il ritardo di gruppo τ(ω) = −Re

(
z d
dz
lnh
) ∣∣

z=eiω
(Definizione 20.3.2)

è espresso da un logaritmo, e quindi si spezza in maniera additiva: τ(ω) =
τmin(ω)+ τap(ω). Poiché il ritardo di gruppo della componente PA è positivo
(in base alla parte (ii) della Proposizione 20.4.10), da questo segue che il
ritardo di gruppo minimo si ottiene per il filtro a fase minima. tu
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Nota 20.4.14. Se una coppia costituita da un polo z0 ed uno zero p0 di una
funzione di trasferimento h viene scambiata, ossia se scambiamo z0 con p0, il
fattore di h dato da

q(z) :=
1− z0

z

1− p0
z

diventa il reciproco:
qswap(z) :=

1− p0
z

1− z0
z

=
1

q(z)
,

e quindi la fase della risposta in frequenza diventa l’opposto. Se invece la
coppia è costituita da due poli o da due zeri, la funzione di trasferimento non
cambia in seguito al loro scambio, e quindi neppure la sua fase.
Se invece si esegue il flip, ossia la riflessione sferica, di entrambi il polo e
lo zero, questo corrisponde a scambiarli e poi a rifletterli attraverso la retta
uscente dall’origine nella direzione della media aritmetica delle fasi ϕz di z0
e ϕp di p0, ossia nella direzione di ϕm := (ϕz + ϕp)/2. Se ϕm = 0 o π, que-
sta riflessione è semplicemente la coniugazione complessa; in generale, essa é
ottenuta prima ruotando il piano complesso di un angolo −ϕm in modo da
risportare la suddetta retta al’asse reale, poi applicando la coniugazione com-
plessa e poi ruotando all’indietro di −ϕm. Pertanto, sotto questa operazione
di swap di polo e zero, la risposta in frequenza cambia nel modo seguente:

ϕ = ϕm + (ϕ− ϕm) → ϕm − (ϕ− ϕm) = 2ϕm − ϕ

z = ρeiφ → ρei(2φm−φ) = ρe2iφme−iφ

h(z) = h(ρeiφ) → 1

h(ρe2iφme−iφ)
:= hswap

Fase[h](ϕ) → −Fase[h](2ϕm − ϕ) = Fase[hswap](ϕ) .

Se invece si scambiano due zeri, o due poli, il corrispondente fattore del-
la funzione di trasferimento non viene trasformato nel proprio reciproco, e
quindi le ultime due trasformazioni diventano

h(z) = h(ρeiφ) → h(ρe2iφmeiφ) := hswap

Fase[h](ϕ) → Fase[h](2ϕm − ϕ) = Fase[hswap](ϕ)

.
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Figura 20.21: Modulo e fase della risposta in frequenza e ritardo di gruppo dei quattro
filtri di ordine 2 con uno zero ed un polo, ottenuti dalla riflessione sferica dall’interno
all’esterno della circonferenza unitaria dello zero o del polo o di entrambi: il modulo della
risposta in frequenza è lo stesso nei quattro casi. Nella prima colonna in cui sia lo zero sia
il polo sono interni al disco unitario: si tratta quindi del filtro a fase minima. Si verifica
immediatamente quanto dimostrato nel Corollario 20.4.13: per ogni frequenza, in valore
assoluto il ritardo di gruppo −Re(z lnh(z)) del filtro a fase minima è il più piccolo di tutti
(in questo caso è identico, ma con il segno opposto, a quello del filtro instabile ottenuto
dal flip simultaneo sia del polo sia dello zero.
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20.4.5 Filtri a retroazione (feedback)
Una retroazione, o feedback, per un filtro H è il filtro F ottenuto dalla dispo-
sizione a cascata (detto anche a circuto chiuso) del filtro H seguito da un
filtro G che rinvia all’ingresso da H il negativo dell’azione di G sul segnale
in uscita. Pertanto, indicando con in il segnale in ingresso al filtro H e con
out il segnale in uscita da questo filtro, il segnale in uscita verifica

out = H · [in−G · out]

e quindi la funzione di trasferimento del filtro a circuito chiuso risultante è

f(z) =
Z(out)

Z(in)
=

h(z)

1 + g(z)h(z)
=

1
1

h(z)
+ g(z)

. (20.26)

QuandoH e G sono filtri causali razionali (ossia di ordine finito), ossia h(z) =
nh(z)/dh(z) e g(z) = ng(z)/dg(z), con nh, dh, ng, dg polinomi nella variabile
1/z, da questo si ottiene

f(z) =
nh(z) dg(z)

dh(z) dg(z) + nh(z)ng(z)
. (20.27)

Quindi i poli del filtro a retroazione sono gli zeri dell’equazione polinomiale
(nella variabile 1/z)

dh(z) dg(z) + nh(z)ng(z) = 0 . (20.28)

Scegliendo fattori polinomiali di grado sufficientemente elevato si hanno suf-
ficienti gradi di libertà per ubicare i poli ovunque nel piano complesso, e
quindi, ad esempio, all’interno del disco unitario: quando quasto succede, il
feedback rende stabile il fitro risultante (Corollario 20.2.14).
Esempio 20.4.15. Consideriamo un filtro AP (ossia con soli poli, Notazione
20.2.5) con un solo polo al punto z = a esterno al disco unitario, e senza zeri
(naturalmente, questo vuol dire senza zeri al finito, come spiegato nella Nota
20.2.4). Ovvero, la funzione di trasferimento è

h(z) =
1

1− a
z

con |a| > 1. Questo filtro è instabile (Corollario 20.2.14). Proviamo a ren-
derlo stabile con un feedback di ordine più basso possibile: proviamo con
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ordine 0, ossia con un filtro di feedback con funzione di trasferimento costan-
te, g(z) = k, ossia un controllo sul guadagno del sistema. In base all’identità
(20.26), dopo il feedback si ottiene una nuova funzione di trasferimento

f(z) =
1

1− a
z
+ k

=
1

1+k

1− a
1+k

1
z

con un unico polo in z = a/(1 + k). Se k > a il polo ha modulo minore di 1,
e quindi il filtro diventa stabile. tu

Esempio 20.4.16. Proviamo lo stesso procedimento per stabilizzare un filtro
del secondo ordine, con funzione di trasferimento

h(z) =
1

1− a
z
+ b

z2

;

scegliamo b ∈ R, ed assumiamo il filtro causale (ossia scegliamo per h una
corona di convergenza esterna ai due poli, Corollario 20.2.10). Sappiamo
dall’Esempio 20.2.17 che questo filtro è stabile se e solo se |b| < 1 e |a| < 1+b.
Assumiamo che questo filtro sia instabile, considerando separatamente i due
casi possibili:

(1) |b| ⩾ 1;

(2) |b| < 1 e |a| ⩾ 1 + b.

Ora procediamo a stabilizzare questo filtro instabile con filtri di feedback
di vari ordini.

(i) Proviamo di nuovo ad usare un feedback di ordine 0, con funzione di
trasferimento g(z) = k. La costante k misura il guadagno del feedback:
per semplicità, scegliamo k reale positivo. Da (20.26) otteniamo la
funzione di trasferimento modificata

f(z) =
1

1 + k − a
z
+ b

z2

=
1

1+k

1− a
1+k

1
z
+ b

1+k
1
z2

.

Questo nuovo filtro è stabile se e solo se |b|/(1+k) < 1 (ossia k > |b|−1)
e |a|/(1 + k) < 1 + (b/(1 + k)), ossia |a| < 1 + k + b.
Nel primo caso, ossia |b| ⩾ 1, il filtro risulta stabile se e solo se k > |b|−1
e k > |a| − b − 1. Nel secondo caso, ossia |b| < 1 e |a| ⩾ 1 + b, la
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condizione k > |b|−1 è sempre verificata perché k > 0, e quindi il filtro
risulta stabile se e solo se |a| < 1+k+b, ossia k > |a|−b−1: la seconda
condizione impone una limitazione su k perché ora |a| − b− 1 > 0.

(ii) Proviamo ad usare un filtro di feedback del primo ordine, con funzione
di trasferimento g(z) = k/z. Da (20.26) otteniamo ora la seguente
funzione di trasferimento modificata:

f(z) =
1

(1− a
z
+ b

z2
) + k

z

=
1

1 + k−a
z

+ b
z2

.

In base all’Esempio 20.2.17 questo nuovo filtro è stabile se e solo se
|b| < 1 e |k − a| < 1 + b; la seconda condizione equivale a a− b− 1 <
k < a+ b+ 1.
Allora, partiamo con un filtro h instabile e cerchiamo di stabilizzar-
lo con un feedback del primo ordine. Nel caso in cui h sia instabile
a causa della condizione (1) ciò non è possibile ed il filtro rimane in-
stabile per qualunque scelta del guadagno di feedback k; nel caso (2)
(ossia |a| > 1 + b) si ha a − b − 1 > 0, e la condizione di stabilità
a − b − 1 < k < a + b + 1 impone quindi una restrizione non solo
superiore ma anche inferiore ai valori del guadagno k.

(iii) Proviamo infine ad usare un feedback del secondo ordine, con funzione
di trasferimento g(z) = k/z2. Da (20.26) ora si ottiene

f(z) =
1

(1− a
z
+ b

z2
) + k

z2

=
1

1− a
z
+ b+k

z2

.

Sempre per l’Esempio 20.2.17 questo filtro f è stabile se e solo se |b+
k| < 1 e |a| < 1 + b+ k. La prima condizione equivale a −1− b < k <
1− b, e la seconda a k > ±a− b−1, ossia k > |a|− b−1. Quest’ultima
condizione è più forte di una delle disuguaglianze ottenute dalla prima
condizione, e precisamente k > −b− 1: quindi l’intervallo di stabilità è

|a| − b− 1 < k < 1− b .

Se si parte con un filtro instabile h, nel caso (2) di instabilità di h
questo intervallo di stabilità di f non è ulteriormente ristretto dalla
condizione |a| > 1+b perché essa equivale a |a|−b−1 > 0, ed abbiamo
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assunto k > 0. Invece nel caso (1) (ossia |b| ⩾ 1), se b > 0 si ottiene
1 − b < 0 e quindi non ci sono guadagni k positivi che stabilizzano
il filtro h: ma ce ne sono negativi, e lasciamo al lettore il compito di
ripetere i calcoli per k < 0.

tu

Esercizio 20.4.17. Si deduca dal precedente Esempio che non ci sono valori del
guadagno di feedback k che permettono di stabilizzare il filtro con funzione
di trasferimento

1

1− 1
2z

+ 3
z2

tramite un feedback del primo ordine g(z) = k/z o del secondo ordine
g(z) = k/z2, ma, se si usa un feedback di ordine zero g(z) = k, allora i
valori che rendono stabile il filtro sono k > 2.
Nelle prossime Figure 20.22, 20.23, 20.24, 20.25, 20.26 illustriamo la risposta
in frequenza di questo filtro instabile del secondo ordine e delle sue tre stabi-
lizzazioni di ordine 0, 1 e 2, con guadagno, rispettivamente, k = 3, 2.5, 2.1, 2
e 1.9. Con feedback di ordine 1 e 2 non si ottiene mai stabilizzazione. Il feed-
back di ordine zero stabilizza il filtro per i primi tre valori del guadagno, ma
via via più lentamente all’avvicinarsi alla soglia k = 2: per il valore di soglia
k = 2, la risposta all’impulso del filtro con feedback si mantiene limitata ma
oscilla, invece di tendere a zero. Il feedback di ordine 0 ma guadagno k = 1.9
non dà luogo a stabilizzazione.

tu

Esercizio 20.4.18. Consideriamo il filtro con funzione di trasferimento

h(z) =
1 + a

z

1 + b
z

.

Applichiamo in cascata a questo filtro un feedback del primo ordine, con
funzione di trasferimento

g(z) =
1 + c

z

1 + d
z

.

Si trovino i valori di c e d per cui il fitro risultante ha funzione di trasferimento
f con un polo doppio (ossia del secondo ordine) a z = 1.
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Figura 20.22: Modulo della risposta all’impulso del filtro instabile 1
1− 1

2z+
3
z2

dell’Esercizio
20.4.17, corretto con feedback di guadagno 3 e di ordine 0 oppure 1 oppure 2: solo il
feedback di ordine 0 stabilizza il filtro

Svolgimento. Da (20.27) si ottiene

f(z) =
h(z)

1 + g(z)h(z)
=

(1 + a
z
)(1 + d

z
)

(1 + b
z
)(1 + d

z
) + (1 + a

z
)(1 + c

z
)

=
(1 + a

z
)(1 + d

z
)

2 + a+b+c+d
z

+ ac+bd
z2

.

Richiedere che f abbia un polo del secondo ordine equivale a richiedere che
il suo denominatore abbia uno zero del secondo ordine non bilanciato da zeri
al numeratore. Gli zeri el denominatore sono ai punti a e d: quindi fissiamo
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Figura 20.23: Modulo della risposta all’impulso del filtro instabile della Figura 20.22
corretto con feedback di guadagno 2.5 : la stabilizzazione si ha per lo stessio ordine zero
come prima

a 6= 1 e limitiamo l’attenzione a d 6= 1. Osserviamo che il denominatore è un
polinomio quadratico nella variabile 1/z, del tipo p(1/z) = 2 + α

z
+ β

z2
con

α := a+ b+ c+ d e β := ac+ bd. Vogliamo trovare per quali valori di c e d
(in funzione dei parametri a e b) si ha

p

(
1

z

)
= C

(
1− 1

z

)2

= C

(
1− 2

z
+

1

z2

)
per qualche costante C 6= 0. Uguagliando i limiti all’infinito si vede subito che
deve essere C = 2. Da questo segue α = −4 e β = 2, ossia c+d = −4−a− b
e ad+ bc = 2. Si hanno soluzioni solo se a 6= b (caso in cui il determinante di
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Figura 20.24: Modulo della risposta all’impulso del filtro instabile della Figura 20.22
corretto con feedback di guadagno 2.1 : la stabilizzazione si ha ancora per ordine zero, ma
è più lenta

questo sistema lineare è zero) oppure se a = b ma 4+ a+ b = −2/a, nel qual
caso il sistema è ridondante e dà luogo ad una famiglia nadnun parametro di
soluzioni, c = −d−2/a. Nel caso generale di determinante non nullo (a 6= b),
l’unica soluzione è

d =
2 + (5 + a)b

a− b

c = −2 + (5 + a)b

a− b
− 4− a− b = −2 + 4a+ b+ a2 − b2 + ab

a− b
.

tu
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Figura 20.25: Modulo della risposta all’impulso del filtro instabile della Figura 20.22
corretto con feedback con guadagno alla soglia critica 2 : non si ha più stabilizzazione
neppurea per ordine zero, al quale la risposta all’impulso è oscillante ma rimane limitata

20.5 Filtri AZ e filtri AP

20.6 Diagrammi di flusso di filtri digitali li-
neari

Abbiamo visto che, per un filtro digitale lineare, vale l’identità (20.15). Il
filtro è stabile se e solo se tutti i suoi poli zν verificano |zν | < 1 (Corollario
20.2.14).

Esercizio 20.6.1. (Funzione di trasferimento di un filtro FIR.) Verifi-
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Figura 20.26: Modulo della risposta all’impulso del filtro instabile della Figura 20.22
corretto con feedback con guadagno sotto la soglia critica 2 : non si ha più stabilizzazione
neppurea per ordine zero, al quale la risposta all’impulso diverge

care, a partire dalla Nota 20.2.20, che il filtro è con risposta all’impulso finita
(ossia di tipo FIR) se al denominatore della sua funzione di trasferimento nel
terzo termine di (20.15),

h(z) =
1

zm

m∑
i=0

aiz
m−i =

m∑
i=0

aiz
−i ,

è non nullo solo il coefficiente del monomio di grado massimo, che, rammen-
tiamo, vale 1 per costruzione (si vedano le identità (20.2) e (20.15)).
tu
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Segue dal precedente Esercizio 20.6.1 che, in un filtro FIR con la notazione
di (20.15), la funzione di trasferimento è un polinomio di grado m in z−1,
e quindi ha m zeri (ovvero radici) zµ 6= 0 ed un polo banale di ordine m a
z = 0 (banale perché è inevitabile che il polinomio in z−1 non sia definito
in z = 0). Per questo motivo un filtro FIR si chiama anche un sistema
discreto a soli zeri. In Figura 20.27 presentiamo il suo diagramma di flusso
(i quadrati rappresentano moltiplicazioni ed i cerchi somme). Il diagramma
di flusso è una rappresentazione grafica del procedimento iterativo illustrato
nella Proposizione 20.2.3.

z-1 z-1 z-1 z-1

++ + +

a
0

a
1

a
4

a
3

a
2

g
n

f
n

Figura 20.27: Diagramma di flusso di un filtro FIR (funzione di trasferimento con soli
zeri)

Se invece la funzione di trasferimento non ha solo i poli banali a z = 0,
sappiamo, sempre dalla Nota 20.2.20, che il filtro ha risposta all’impulso
infinita (IIR). Il caso estremo di soli poli si ha quando tutti i coefficienti
an del numeratore sono nulli tranne a0. Il corrispondente diagramma di
flusso ricavato da (20.14) è in Figura 20.28 (si noti il segno meno davanti ai
coefficienti b1, . . . , br ottenuto in (20.14).

Infine, nel caso di una funzione di trasferimento che ha sia poli sia zeri,
il filtro IIR ha il diagramma di flusso come in Figura 20.29.
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Figura 20.28: Diagramma di flusso di un filtro IIR con funzione di trasferimento con
soli poli)
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Figura 20.29: Diagramma di flusso di un filtro IIR con funzione di trasferimento con
zeri e poli)
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Capitolo 21

Il sistema di Haar

Cominciamo adesso una parte dell’opera dedicata allo studio delle wavelts,
che traduciamo in italiano come ondicelle, redatta in collaborazione con San-
dra Saliani. Le ondicelle costituiscono famiglie di basi in L2 particolarmente
opportune per la decomposizione di segnali. La presentazione in questo e nei
successivi Capitoli 22, 23 e 24 è tratta da [34].

In questo capitolo presentiamo il sistema di Haar come prototipo di ba-
se di ondicelle. Indrodurremo in questo caso particolare vari concetti che
verranno poi riesaminati nella costruzione di basi di ondicelle in generale e
nell’analisi in multirisoluzione (MRA).

21.1 Intervalli diadici
Definizione 21.1.1. Definiamo gli intervalli diadici. In R gli intervalli del
tipo

Ij,k = [
k

2j
,
k + 1

2j
)

con k, j ∈ Z, si chiamano intervalli diadici.

Proposizione 21.1.2. Siano j0, j1, k0, k1 ∈ Z dove o j0 6= j1, oppure k0 6= k1.
Si ha

1) Ij0,k0 ∩ Ij1,k1 = ∅, oppure

2) Ij0,k0 ⊂ Ij1,k1, oppure

1269
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−2 −1 0 0.25 1 1.5 2
0

I0,−1 I2,0 I1,2

Figura 21.1: Esempi di intervalli diadici. Da sinistra (j, k) = (0,−1), (2, 0), (1, 2).

3) Ij1,k1 ⊂ Ij0,k0.

Negli ultimi due casi l’intervallo più piccolo è contenuto o nella metà destra
o nella metà sinistra del più grande.

Dimostrazione. Se j0 = j1 allora, per ipotesi, k0 6= k1, supponiamo che sia
k0 < k1. Allora k0+1

2j0
≤ k1

2j0
e gli intervalli sono disgiunti.

Supponiamo che j0 6= j1 e che si abbia:

k0
2j0

<
k1
2j1

<
k0 + 1

2j0
<
k1 + 1

2j1
. (21.1)

Moltiplicando per 2j0

k0 < k12
j0−j1 < k0 + 1 < (k1 + 1)2j0−j1 ,

quindi si deve avere 2j0−j1 < 1 ossia j0 < j1.
Analogamente, moltiplicando per 2j1

2j1−j0k0 < k1 < 2j1−j0(k0 + 1) < k1 + 1,

quindi si deve avere 2j1−j0 < 1 ossia j1 < j0, ed otteniamo una contraddizione.
Allora in (21.1) c’è almeno un segno di uguaglianza.
Se k0

2j0
=

k1
2j1

non può essere k0 + 1

2j0
=

k1 + 1

2j1
altrimenti j0 = j1 contro

l’ipotesi. Allora l’ intervallo più piccolo (di lunghezza minore o uguale alla
metà dell’altro) è contenuto nella metà sinistra dell’altro.
Se k1

2j1
=
k0 + 1

2j0
gli intervalli sono disgiunti.
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Figura 21.2: Esempi di funzioni semplici diadiche. Scala j = 2 a sinistra, j = −2 a
destra.

Infine se k0 + 1

2j0
=

k1 + 1

2j1
non può essere k0

2j0
=

k1
2j1

altrimenti j0 = j1

contro l’ipotesi. Allora l’ intervallo più piccolo è contenuto nella metà destra
dell’altro. tu

Notazione 21.1.3. Dato un intervallo diadico Ij,k denoteremo con Isj,k la
metà sinistra dell’intervallo, e con Idj,k la metà destra dell’intervallo. Si noti
che Isj,k = Ij+1,2k mentre Idj,k = Ij+1,2k+1.

21.2 Funzioni semplici diadiche
Definizione 21.2.1. Una funzione semplice diadica è una funzione sempli-
ce costante su tutti gli intervalli diadici Ij,k per j ∈ Z fissato, al variare di
k ∈ Z. In tal caso la funzione si dice funzione semplice diadica a scala j.
Se I ⊂ R è un intervallo, una funzione semplice diadica con supporto conte-
nuto in I si dice funzione semplice diadica su I. Il supporto di f è definito
da suppf = {x ∈ R | f(x) 6= 0}.

Nota 21.2.2. 1. Se j ∈ Z è fissato, l’insieme delle funzioni semplici diadi-
che a scala j è uno spazio vettoriale reale.

2. Se j ∈ Z ed I ⊂ R sono fissati, l’insieme delle funzioni semplici diadiche
a scala j su I è uno spazio vettoriale reale.
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Figura 21.3: Da sinistra: φ(x), φ0,1(x), φ1,0(x)

3. Se f è una funzione semplice diadica a scala j su I, e se j1 ≥ j, allora
f è una funzione semplice diadica a scala j1.

tu

21.3 Il sistema di Haar su R
Definizione 21.3.1. Poniamo

ϕ(x) = χ[0,1)(x) =

{
1 se 0 ≤ x < 1,
0 altrimenti,

(21.2)

e, per ogni j, k ∈ Z,

ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k) = D2j(Tkϕ)(x)

(dilatazione seguita da traslazione).
La collezione (ϕj,k)j,k∈Z si chiama sistema delle funzioni di scala di Haar su
R.

Si osservi che ϕj,k(x) = 2j/2χIj,k
(x) e ϕj,k(x) 6= 0 su Ij,k. Inoltre∫

R
ϕj,k(x) dx = 2j/2

∫
Ij,k

dx = 2j/2|Ij,k| =
2j/2

2j
=

1

2j/2
.

∫
R
|ϕj,k(x)|2 dx = 2j

∫
Ij,k

dx = 2j|Ij,k| = 1.
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Figura 21.4: Da sinistra: ψ(x), ψ0,1(x), ψ1,0(x)

Definizione 21.3.2. Poniamo

ψ(x) = χ[0,1/2)(x)−χ[1/2,1)(x), (21.3)

e, per ogni j, k ∈ Z,

ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k) = D2j(Tkψ)(x).

La collezione (ψj,k)j,k∈Z si chiama sistema di Haar su R.
Si osservi che

ψj,k(x) = 2j/2
[
χIsj,k

(x)−χIdj,k
(x)
]
= 2j/2

[
χIj+1,2k

(x)−χIj+1,2k+1
(x)
]
,

in particolare ψj,k(x) 6= 0 su Ij,k. Inoltre∫
R
ψj,k(x) dx = 2j/2

(∫
Ij+1,2k

dx−
∫
Ij+1,2k+1

dx

)
=

2j/2

2j+1
− 2j/2

2j+1
= 0.

∫
R
|ψj,k(x)|2 dx = 2j

(∫
Ij+1,2k

dx+

∫
Ij+1,2k+1

dx

)
= 1.

21.4 Ortogonalità del sistema di Haar
Dimostreremo che il sistema di Haar su R è un sistema ortogonale in L2(R) .
Ricordiamo che, nel caso di funzioni di

L2(R) = {f : R→ C |
∫
R
|f(x)|2 dx < +∞},
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Figura 21.5: Il sistema (sin (nx))n∈N

si definisce il prodotto scalare come

< f, g >=

∫
R
f(x)g(x) dx.

Si noti che, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si ha

|< f, g >| ≤
(∫

R
|f(x)|2 dx

)1/2(∫
R
|g(x)|2 dx

)1/2

< +∞.

Una collezione di funzioni in L2(R) , (fi)i∈I , si dice sistema ortogonale se

< fi, fj >=

∫
R
fi(x)fj(x) dx =

{
0 j 6= i∫

R |fi(x)|
2 dx j = i.

Se poi
∫
R |fi(x)|

2 dx = 1, il sistema ortogonale si dice ortonormale. Si può
introdurre un analoga definizione per funzioni definite in un intervallo.
Esempio 21.4.1. Se I = [−π, π], i sistemi (sin (nx))n∈N e (cos (nx))n∈N, sono
ortogonali in L2(I) . tu

Ritorniamo ora al sistema di Haar. Osserviamo che dalle proprietà che
seguono la Definizione 21.3, si ha ψj,k ∈ L2(R) .

Teorema 21.4.2. Il sistema di Haar su R, (ψj,k)j,k∈Z, è un sistema ortonor-
male per L2(R) .

Dimostrazione. Si deve provare che per ogni coppia (j0, k0) e (j1, k1) si ha∫
R
ψj0,k0(x)ψj1,k1(x) dx = δj0,j1δk0,k1 =

{
1 j0 = j1, k0 = k1,
0 altrimenti.
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Fissiamo dapprima una scala j ∈ Z.
Siano k0, k1 ∈ Z, allora

Ij,k0 ∩ Ij,k1 =
{
Ij,k0 k0 = k1,
∅ altrimenti.

Nel caso in cui k0 = k1:∫
R
ψj,k0(x)ψj,k1(x) dx =

∫
R
|ψj,k0(x)|

2 dx = 1.

Nel caso in cui k0 6= k1:
ψj,k0(x) = 2j/2

[
χIj+1,2k0

(x)−χIj+1,2k0+1
(x)
]
ha supporto Ij,k0 , disgiunto dal

supporto Ij,k1 di ψj,k1(x) = 2j/2
[
χIj+1,2k1

(x)−χIj+1,2k1+1
(x)
]
. Quindi si ha

sempre ψj,k0(x)ψj,k1(x) = 0, e l’asserto è dimostrato.
Prendiamo scale diverse. Siano j0, j1 ∈ Z, j0 > j1, k0, k1 ∈ Z. Ci sono tre
possibilità:

1) Ij0,k0 ∩ Ij1,k1 = ∅. Come sopra ψj0,k0(x)ψj1,k1(x) = 0 in ogni punto e
l’integrale si annulla.

2) Ij0,k0 ⊂ Isj1,k1 . Allora in ogni punto ψj0,k0(x)ψj1,k1(x) = 2j1/2ψj0,k0(x),
da cui ∫

R
ψj0,k0(x)ψj1,k1(x) dx = 2j1/2

∫
R
ψj,k0(x) dx = 0.

3) Ij0,k0 ⊂ Idj1,k1 . Allora, come nel caso precedente, ψj0,k0(x)ψj1,k1(x) =

−2j1/2ψj0,k0(x), da cui∫
R
ψj0,k0(x)ψj1,k1(x) dx = −2j1/2

∫
R
ψj,k0(x) dx = 0.

tu

Nota 21.4.3. Dalla dimostrazione del teorema precedente si evince che, fissata
una scala J ∈ Z, si ha un sistema ortonormale (ψJ,k)k∈Z.
Per quanto riguarda il sistema (ϕj,k)j,k∈Z, esso non è assolutamente un sistema
ortonormale ma, se fissiamo una scala, lo è . tu
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Teorema 21.4.4. Se si fissa una scala J ∈ Z, il sistema delle funzioni a
scala di Haar su R, (ϕJ,k)k∈Z, è un sistema ortonormale per L2(R) .

Dimostrazione. (Esercizio).

Teorema 21.4.5. Se si fissa una scala J ∈ Z, il sistema

{ϕJ,k, k ∈ Z} ∪ {ψj,k, j ≥ J, k ∈ Z},

è un sistema ortonormale in L2(R) .

21.5 Il Lemma di divisione
Lemma 21.5.1. Sia j ∈ Z. Sia gj(x) una funzione semplice diadica a scala
j. Allora esistono due funzioni rj−1(x) e gj−1(x) tali che

gj(x) = rj−1(x) + gj−1(x),

dove

1) rj−1(x) =
∑

k aj−1,kψj−1,k(x), aj−1,k ∈ R;

2) gj−1(x) è una funzione semplice diadica a scala j − 1.

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione è la seguente. Assumiamo che la
funzione semplice diadica gj assuma valori cj,k nell’intervallo Ij,k.
Si considera la media dei due valori sulla parte destra e sinistra, ossia si
definisce

gj−1(x) =
1

2
(cj,2k + cj,2k+1) se x ∈ Ij−1,k = Isj−1,k ∪ Idj−1,k = Ij,2k ∪ Ij,2k+1.

Si chiama rj−1(x) la differenza gj(x)−gj−1(x) e si osserva che è una funzione
semplice diadica a scala j. Essa verifica la 1). Infatti, da un calcolo diretto, si
deduce che il valore di rj−1 sulla parte sinistra di Ij−1,k è pari all’opposto del
valore sulla sua parte destra, ossia rj−1(x) è multiplo di ψj−1,k(x) su Ij−1,k.

tu
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21.6 Sistemi ortonormali completi
Sia I ⊂ R un intervallo e sia (fn)n∈N una successione di funzioni in L2(I).

Definizione 21.6.1. L’insieme generato dalle fn, denotato con < fn, n ∈
N >, è l’insieme di tutte le combinazioni lineari finite di elementi di {fn, n ∈
N}, ossia

g ∈< fn, n ∈ N >⇔ g =
N∑
i=1

cifi, per N ∈ N, c1, . . . , cN ∈ C.

< fn, n ∈ N >, è uno spazio vettoriale complesso, la sua chiusura per la
norma L2 è denotata con < fn, n ∈ N >. Si ha

g ∈ < fn, n ∈ N > ⇔ Per ogni ε > 0, esiste f ∈< fn, n ∈ N > tale che(∫
I

| g(x)− f(x) |2 dx
)1/2

= ‖g − f‖2 < ε.

Teorema 21.6.2. Sia {fn, n ∈ N} un sistema ortonormale sull’intervallo I(∫
I
fn(x)fm(x) dx = δn,m

)
. Sia g ∈ L2(I) , allora

g ∈ < fn, n ∈ N > ⇔ g =
∑
n∈N

< g, fn > fn nella norma L2 (21.4)

⇔ lim
n

‖g −
∑n

h=0< g, fh > fh‖2 = 0.

Se ogni funzione in L2(I) si può rappresentare come in (21.4), allora
diremo che il sistema ortonormale {fn, n ∈ N}, è completo.

Definizione 21.6.3. Sia {fn, n ∈ N} un sistema ortonormale per L2(I) .
Esso si dice completo se < fn, n ∈ N > = L2(I) . In tal caso (fn)n∈N si dice
base ortonormale di L2(I) .

Di seguito elenchiamo dei criteri equivalenti affinché un sistema ortonor-
male sia completo.

Teorema 21.6.4. Sia (fn)n∈N un sistema ortonormale per L2(I) . Le seguenti
proposizioni sono equivalenti:

a) (fn)n∈N è completo;
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b) Per ogni g ∈ L2(I) , g =
∑

n∈N< g, fn > fn, nella norma L2;

c) Per ogni g continua a supporto compatto su I, g ∈ < fn, n ∈ N >;

d) Per ogni g continua a supporto compatto su I,

‖g‖22 =
∫
I

| g(x) |2 dx =
∑
n∈N

|< g, fn >|2,

(uguaglianza di Parseval).

21.7 Completezza del sistema di Haar su R
Consideriamo le funzioni ϕ e ψ definite,rispettivamente, da (21.2) e (21.3).
Consideriamo le funzioni ϕj,k e ψj,k ottenute per dilatazione e traslazione da
queste. Proveremo che il sistema (ortonormale) di Haar (ψj,k)j,k∈Z è comple-
to in L2(R). A tal fine definiremo dei sottospazi di L2(R) , (alcuni generati
dalle ϕj,k, al variare di k ∈ Z, altri generati dalle ψj,k, al variare di k ∈ Z)
e le proiezioni ortogonali su essi. Il procedimento che seguiremo servirà ad
introdurre il metodo di multirisoluzione in questo esempio particolare, esso
verrà sviluppato in generale nel Capitolo 2.

Definizione 21.7.1. Sia j ∈ Z. Definiamo Vj come lo spazio generato dall’in-
sieme {ϕj,k, k ∈ Z}, ossia come il più piccolo sottospazio chiuso di L2(R)
che contenga l’insieme assegnato. Si denota con

Vj = < ϕj,k, k ∈ Z >.

Definiamo Pj la proiezione ortogonale su Vj, ossia Pj : L2(R) → L2(R)
associa ad ogni f ∈ L2(R)

Pjf =
∑
k∈Z

< f, ϕj,k > ϕj,k. (21.5)

In base alla definizione, ogni elemento di Vj può essere approssimato,
nella norma ‖·‖2 con combinazioni lineari finite delle funzioni ϕj,k, k ∈ Z.

Si ricordi che ϕj,k = 2j/2χIj,k
quindi, per f ∈ L2(R) ,

< f, ϕj,k > ϕj,k(x) = 2j

(∫
Ij,k

f(y) dy

)
χIj,k

(x).
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Se x ∈ Ij,k,

Pjf(x) = 2j
∫
Ij,k

f(y) dy

rappresenta il valore medio di f su Ij,k. Per tale motivo Pjf fornisce una
versione grossolana di f alla risoluzione 1

2j
. I dettagli di f più piccoli di 1

2j

sono oscurati mentre, se maggiori di 1
2j
, rimangono visibili.

Pj è ben definita, ossia la somma in (21.5) converge in L2(R) . Infatti se
N < M

‖
∑
|k|≤N

< f, ϕj,k > ϕj,k −
∑
|k|≤M

< f, ϕj,k > ϕj,k‖22

= ‖
∑

N<|k|≤M
< f, ϕj,k > ϕj,k‖22

=

∫
R

∑
N<|k|≤M

< f, ϕj,k > ϕj,k(x) ·
∑

N<|h|≤M
< f, ϕj,h > ϕj,kh(x) dx

=
∑

N<|k|,|h|≤M
< f, ϕj,k >< f, ϕj,h >

∫
Ij,k∩Ij,h

2jδk,h dx

=
∑

N<|k|≤M
|< f, ϕj,k >|2 (21.6)

per l’ortonormalità del sistema {ϕj,k, k ∈ Z}. Ora la disuguaglianza di Bessel
(valida per ogni sistema ortonormale (gn)n∈Z), afferma che, per ogni f ∈ Z∑

n∈Z

|< f, gn >|2 ≤ ‖f‖22.

Quindi (21.6) è la coda di una serie convergente e, per N,M → +∞ si ha∑
N<|k|≤M

|< f, ϕj,k >|2 → 0,

quindi la successione delle combinazioni lineari,
∑

|k|≤N < f, ϕj,k > ϕj,k,

N ∈ N, è di Cauchy e converge, nella norma di L2(R) , ad un elemento di

< ϕj,k, k ∈ Z > = Vj.
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21.8 Il sistema di Haar su [0, 1]

Consideriamo quelle funzioni del sistema di Haar su R il cui supporto è
contenuto nell’intervallo [0, 1]. Faremo vedere che tale sistema contribuisce
alla costruzione di un sistema ortonormale completo per lo spazio L2[0, 1].
Siano ϕ e ψ definite, rispettivamente, da (21.2) e (21.3). Se ci limitiamo
all’intervallo [0, 1], osserviamo che solo per le scale j ≥ 0 e solo per alcune
traslazioni k le funzioni ϕj,k e ψj,k hanno supporto contenuto all’interno di
[0, 1].
Consideriamo, per J ≥ 0, l’insieme

{ϕJ,k | 0 ≤ k ≤ 2J − 1} ∪ {ψj,k | j ≥ J, 0 ≤ k ≤ 2j − 1},

che chiameremo il sistema di Haar su [0, 1] a scala J . Proveremo che esso
forma un sistema ortonormale completo per L2[0, 1].

21.9 Ortonormalità del sistema di Haar su
[0, 1]

Lemma 21.9.1. Sia f : [0, 1] → R una funzione continua. Per ogni ε > 0
esistono J > 0 e g, funzione diadica a scala J con supporto contenuto in
[0, 1], tale che, per ogni x ∈ [0, 1),

|f(x)− g(x)| < ε.

Dimostrazione. Fissato ε > 0, per l’uniforme continuità della f si può trovare
δ > 0 tale che |f(x)− f(y)| < ε ogni volta che x, y ∈ [0, 1] e |x− y| < δ.

Si prenda J > 0 grande in modo che 1

2J
< δ e si considerino gli intervalli

diadici IJ,k =

[
k

2J
,
k + 1

2J

)
, k = 0, . . . , 2J − 1, che partizionano l’intervallo

[0, 1). Si definisca

g(x) = f

(
k

2J

)
, x ∈ IJ,k.

Se x ∈ [0, 1) esiste una ed una sola k per cui x ∈ IJ,k, da cui
∣∣x− k

2J

∣∣ ≤ 1
2J
< δ

e |f(x)− g(x)| =
∣∣f(x)− f( k

2J
)
∣∣ < ε. □
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Teorema 21.9.2. Per ogni N > 0 fissato, il sistema di Haar su [0, 1]{
ϕN,k | 0 ≤ k ≤ 2N − 1

}
∪
{
ψj,k | j ≥ N, 0 ≤ k ≤ 2j − 1

}
(21.7)

è un sistema ortonormale completo su [0, 1].

Dimostrazione. Sia N > 0. L’ortonormalità del sistema (21.7) discende
dal Teorema 21.4.5. Dimostreremo la sua completezza utilizzando la (c) del
Teorema 21.6.4.
Sia f una funzione continua in [0, 1] e sia ε > 0. Siano J > 0 e g come previsti
dal Lemma 21.9.1. Ne segue che

‖f − g‖2 =
(∫ 1

0

|f(x)− g(x)|2 dx
)1/2

< ε.

Ora g è una funzione a scala J , quindi a scala J̃ per ogni J̃ > J, ne consegue
che possiamo supporre J > N.

La dimostrazione sarà completata se faremo vedere che g si può scrivere
come combinazione lineare finita del sistema di Haar a scala N .

Per il Lemma di divisione applicato a g e J , vedi Lemma 21.5.1, si trovano
due funzioni rJ−1 e gJ−1 tali che

1) g = gJ = rJ−1 + gJ−1,

2) rJ−1 =
∑
k

aJ−1,kψJ−1,k con aJ−1,k ∈ R,

3) gJ−1 è una funzione semplice diadica a scala J − 1.

Entrambe le funzioni rJ−1 e gJ−1 hanno supporto contenuto in [0, 1].
Ripetendo questa divisione per gJ−1, e le altre così trovate, dopo un numero
finito di passi otteniamo

g = rJ−1 + rJ−2 + · · ·+ rJ−(J−N) + gJ−(J−N)

= rJ−1 + rJ−2 + · · ·+ rN + gN

dove

rJ−i =
2J−i−1∑
k=0

aJ−i,kψJ−i,k, J − i ≥ N
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e gN è una funzione semplice a scala N con supporto in [0, 1], ossia gN =∑2N−1
k=0 bN,kϕN,k. Per l’ortonormalità del sistema allora

g =
2N−1∑
k=0

< g, ϕN,k > ϕN,k +
J−1∑
i=N

2i−1∑
k=0

< g, ψi,k > ψi,k.

Infine si dimostra facilmente che, per l’approssimazione di f con g si ha
l’approssimazione di f , nella norma ‖·‖2, con

2N−1∑
k=0

< f, ϕN,k > ϕN,k +
J−1∑
i=N

2i−1∑
k=0

< f, ψi,k > ψi,k.

Infatti, posto fN la somma di cui sopra, per la disuguaglianza triangolare,
l’ortonormalità del sistema e la disuguaglianza di Bessel

‖f − fN‖2 ≤ ‖f − g‖2 + ‖g − fN‖2

≤ ε+ ‖
2N−1∑
k=0

< g − f, ϕN,k > ϕN,k +
J−1∑
i=N

2i−1∑
k=0

< g − f, ψi,k >ψi,k‖2

= ε+

2N−1∑
k=0

|< g − f, ϕN,k >|2 +
J−1∑
i=N

2i−1∑
k=0

|< g − f, ψi,k >|2
1/2

≤ ε+ ‖f − g‖2

≤ 2ε

e il teorema è dimostrato. □
Nota 21.9.3. Si osservi che più la scala j è grande, più è piccolo il supporto
delle ϕj,k e ψj,k. Ciò si esprime dicendo che le ϕj,k e ψj,k sono ben localizzate
nel tempo.
Come conseguenza, una funzione f, nulla al di fuori di un piccolo intervallo,
avrà molti coefficienti di Haar < f, ϕj,k > e < f, ψj,k > uguali a zero.
tu
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1
0

x0

Figura 21.6: Il salto in x0

21.10 Localizzazione delle discontinuità

La particolarità del sistema di Haar è quella di dare un’indicazione sulla po-
sizione delle discontinuità (non eliminabili) di una funzione dall’esame dei
suoi coefficienti di Haar.
Per semplicità assumiamo che f abbia un salto in x0. Supponiamo che
esistano i limiti

lim
x→x−0

f(x) = f(x−0 ), lim
x→x+0

f(x) = f(x+0 ),

e che f ∈ C2[0, x0] ∪ C2[x0, 1] quando definita a destra e sinistra di x0 come
sopra. Fissiamo una scala j e consideriamo i due casi x0 ∈ Ij,k e x0 /∈ Ij,k.
1o caso) x0 /∈ Ij,k.
Scriviamo la formula di Taylor di f al primo ordine, nel punto medio xj,k =
1
2j
(k + 1

2
) di Ij,k, con il resto in forma di Lagrange

f(x) = f(xj,k) + f ′(xj,k)(x− xj,k) +
f ′′(ξj,k)

2
(x− xj,k)

2,
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dove ξj,k ∈ Ij,k. Si ha

< f, ψj,k > =

∫
Ij,k

f(x)ψj,k(x) dx

= f(xj,k)

∫
Ij,k

ψj,k(x) dx+ f ′(xj,k)

∫
Ij,k

(x− xj,k)ψj,k(x) dx

+

∫
Ij,k

f ′′(ξj,k)

2
(x− xj,k)

2ψj,k(x) dx

= f ′(xj,k)

∫
Ij,k

xψj,k(x) dx+

∫
Ij,k

f ′′(ξj,k)

2
(x− xj,k)

2ψj,k(x) dx,

dove si è utilizzata la proprietà
∫
Ij,k

ψj,k(x) dx = 0. Ora, il primo integrale
vale∫

Ij,k

xψj,k(x) dx =

∫
x 2j/2

(
χ[0, 12)

(2jx− k)−χ[ 12 ,1)
(2jx− k)

)
dx

= − 2j/2

22j+2
= −2−3/2j

4
,

mentre∣∣∣∣∣
∫
Ij,k

f ′′(ξj,k)

2
(x− xj,k)

2ψj,k(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
max
x∈Ij,k

|f ′′(x)|2j/2
∫
Ij,k

(x− xj,k)
2 dx

=
1

24
max
x∈Ij,k

|f ′′(x)|2−5/2j.

Se j è grande, il termine 2−5/2j è trascurabile rispetto a 2−3/2j e otteniamo
l’approssimazione

|< f, ψj,k >| ≈
1

4
|f ′(xj,k)|2−3/2j.

2o caso) x0 ∈ Ij,k.
Con un ragionamento simile al precedente, fatto sia dalla parte destra che
dalla parte sinistra dell’intervallo, si ottiene

|< f, ψj,k >| ≈ |x0 − 2−jk|
∣∣f(x−0 )− f(x+0 )

∣∣2j/2.
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Se j è grande, possiamo assumere che x0 sia all’incirca nel punto medio di
Ij,k, ossia |x0 − 2−jk| ≈ 2−j

4
. In definitiva

|< f, ψj,k >| ≈
∣∣f(x−0 )− f(x+0 )

∣∣
4

2−j/2,

ed il decadimento dei coefficienti, per j → +∞, è più lento del 1o caso.
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Capitolo 22

L’Analisi in Multirisoluzione

In questo capitolo introdurremo una struttura su L2(R) , l’analisi in multiri-
soluzione, a partire dalla quale si otterrà una funzione in L2(R) le cui dila-
tate e traslate costituiscono una base ortonormale per L2(R) . Premettiamo
alcuni richiami di analisi di Fourier.

22.1 Richiami di analisi di Fourier
22.1.1 Serie di Fourier
Consideriamo le funzioni e2πikx = cos (2πkx) + i sin (2πkx), periodiche di
periodo 1. Il sistema {e2πikx, k ∈ Z} è un sistema ortonormale per L2(T).

Definizione 22.1.1. Sia f ∈ L1(T) . Si definisce k-esimo coefficiente di
Fourier di f il numero

f̂(k) =

∫ 1

0

f(x)e−2πikx dx.

La serie ∑
k∈Z

f̂(k)e2πikx (22.1)

prende il nome di serie di Fourier di f ed, in generale, non è detto che f
coincida con la sua serie di Fourier.
Vale la proprietà di unicità dei coefficienti di Fourier ossia, se f ∈ L1(T) e
per ogni k ∈ Z si ha f̂(k) = 0, allora f ≡ 0.

1287
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Se f ∈ L2(T) ⊂ L1(T) , si ha f̂(k) =< f, e2πikx >; la successione (f̂(k))k∈Z ∈
`2(Z) e la serie (22.1) converge in L2(T) per la disuguaglianza di Bessel

∑
k∈Z

|< f, e2πikx >|2 ≤
∫ 1

0

| f(x) |2 dx = ‖f‖22.

Inoltre, per la completezza in L2(T) del sistema {e2πikx, k ∈ Z}, l’uguaglianza
f =

∑
k∈Z f̂(k)e

2πikx vale nel senso di L2(T).
Infine, richiamiamo il teorema di Riesz-Fischer.

Teorema 22.1.2. Se (ak)k∈Z ∈ `2(Z) , allora esiste una funzione misurabile
m : [0, 1] → C tale che

1. m(x) =
∑
k∈Z

ake
−2πikx in L2(T);

2.
∫ 1

0

| m(x) |2 dx =
∑
k∈Z

| ak |2.

22.1.2 Trasformata di Fourier
Definizione 22.1.3. Se f ∈ L1(R) si definisce trasformata di Fourier di f
la funzione f̂

f̂(γ) =

∫
R
f(x)e−2πixγ dx, γ ∈ R, (22.2)

La definizione è ben posta in quanto f ∈ L1(R) . L’operazione che associa ad
ogni funzione in L1(R) la sua trasformata di Fourier è un’operazione lineare.

Esempio 22.1.4. 1. Per f(x) = χ[− 1
2
, 1
2
](x), f̂(γ) =

sin (πγ)

πγ
;

2. Per f(x) = (1− | x |)χ[−1,1](x), f̂(γ) =
sin2 (πγ)

(πγ)2
;

3. Per f(x) = e−2π|x|, f̂(γ) =
1

π(1 + γ2)
;

4. Per f(x) = e−πx
2
, f̂(γ) = e−πγ

2
.

(Si veda la fig.22.1). tu
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Figura 22.1: Alcune funzioni (a sinistra) e le loro trasformate di Fourier (a destra).
Dall’alto in basso: χ

[− 1
2 ,

1
2 ]
(x), (1− | x |)χ

[−1,1]
(x), e−2π|x|, e−πx2

.



1290 CAPITOLO 22. L’ANALISI IN MULTIRISOLUZIONE

Proprietà 22.1.5. Sia f ∈ L1(R) .

1. f̂ è una funzione uniformemente continua;

2. Se anche xf(x) ∈ L1(R) allora f̂ ammette derivata continua e

x̂f(ξ) = − 1

2πi
(f̂)′(ξ);

3. Se anche xNf(x) ∈ L1(R) allora f̂ ∈ CN e

x̂jf(ξ) =

(
− 1

2πi

)j
(f̂)(j)(ξ), per j = 0, . . . , N ;

4. (Riemann-Lebesgue) lim
|γ|→+∞

f̂(γ) = 0;

5. Posto Taf(x) = f(x− a) per a ∈ R, si ha T̂af(γ) = e−2πiγaf̂(γ);

6. Posto Daf(x) = a1/2f(ax) per a > 0, si ha D̂af(γ) = Da−1/2 f̂(γ).

In generale non è detto che f̂ appartenga ad L1(R) ma, sotto alcune
condizioni, la trasformata di Fourier si può invertire.

Teorema 22.1.6. Se f ∈ L1(R) ∩C(R) e f̂ ∈ L1(R) . Allora per ogni x ∈ R,

f(x) =

∫
R
f̂(γ) e2πiγx dγ.

Di seguito enunciamo alcune importanti proprietà.

Teorema 22.1.7. (Formula di Plancherel)
Se f ∈ L1(R) ∩ L2(R) allora f̂ ∈ L2(R) e

‖f̂‖22 =
∫
R
| f̂(γ) |2 dγ =

∫
R
| f(x) |2 dx = ‖f‖22.

Teorema 22.1.8. (Formula di Parseval)
Se f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R) allora

< f̂, ĝ >=

∫
R
f̂(γ)ĝ(γ) dγ =

∫
R
f(x)g(x) dx =< f, g > .
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Se f ∈ L2(R) si può definire un’operazione lineare, chiamata ancora
trasformata di Fourier e denotata ancora con f̂ che coincida con (22.2) per
f ∈ L1(R) ∩ L2(R) e per cui valgano tutte le proprietà già enunciate.

Definizione 22.1.9. Sia f ∈ L2(R) e si definisca la successione

fn(x) =

{
f(x) |x| < n
0 |x| ≥ n.

Si ha fn ∈ L1(R) ∩L2(R) e ‖fn − f‖2−→n 0. Si può dimostrare che f̂n converge
in L2(R) e si può definire

f̂(γ) = lim
n→+∞

f̂n(γ)

nel senso di L2(R) .

Nota 22.1.10. Se f ∈ L2(R) allora f̂ ∈ L2(R) . Si può anche dimostrare che,
nel senso di L2(R) ,

f̂(γ) = lim
r→0+

∫
R
f(x)e−πr

2x2e−2πiγx dx,

e vale la formula di inversione

f(x) = lim
r→0+

∫
R
f̂(γ)e−πr

2γ2e−2πiγx dγ.

tu

22.2 Sistemi ortonormali di traslate
Analizziamo il comportamento di funzioni ottenute per traslazioni intere di
una sola funzione g ∈ L2(R) ,

{g(x− k), k ∈ Z}. (22.3)

Abbiamo già visto che per g(x) = χ[0,1)(x), il sistema (22.3) è ortonormale.
Vediamo di seguito alcune proprietà comuni per tali sistemi.
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Nota 22.2.1. Se il sistema (22.3) è ortonormale, esso risulta essere una base
ortonormale per lo spazio da esse generato

V = < g(x− k), k ∈ Z >.

(Si veda il paragrafo 21.6). tu

Notazione 22.2.2. La funzione traslazione per a ∈ R si denota con Tag(x) =
g(x− a).

Lemma 22.2.3. Sia g ∈ L2(R) . Sono equivalenti
a) {g(x− k), k ∈ Z} è un sistema ortonormale di traslate per L2(R) ;

b)
∑
k∈Z

| ĝ(γ + k) |2 ≡ 1, q.o. γ ∈ R.

Dimostrazione. Per la formula di Parseval∫
R
g(x)g(x− k) dx =

∫
R
ĝ(γ)e−2πiγkĝ(γ) dγ =

∫
R
| ĝ(γ) |2 e2πiγk dγ

=
∑
h∈Z

∫ h+1

h

| ĝ(γ) |2 e2πiγk dγ =
∑
h∈Z

∫ 1

0

| ĝ(γ + h) |2 e2πiγk dγ. (22.4)

Ora g ∈ L2(R) implica che la serie
∑
h∈Z

| ĝ(γ + h) |2 converge ad una funzione,

diciamo F , 1-periodica e in L1(T) . Infatti, posto

Fn(γ) =
∑
|h|≤n

| ĝ(γ + h) |2,

si ha che la successione (Fn)n∈Z è di Cauchy,

‖Fn − Fm‖1 = ‖
∑

n<|h|≤m | ĝ(γ + h) |2‖1 =
∑

n<|h|≤m

∫ 1

0

| ĝ(γ + h) |2 dγ

=

∫ −n

−m
| ĝ(γ) |2 dγ +

∫ m

n

| ĝ(γ) |2 dγ,

e, per n,m→ +∞, gli ultimi due integrali convergono a zero.
Allora in (22.4) si può invertire la somma con l’integrale e si ottiene∫

R
g(x)g(x− k) dx =

∫ 1

0

∑
h∈Z

| ĝ(γ + h) |2 e2πiγk dγ = F̂ (−k).
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Quindi l’ortonormalità delle traslate equivale al fatto che tutti i coefficienti
di Fourier di F sono nulli tranne quello per k = 0, e F̂ (0) = 1. Per l’unicità
dei coefficienti di Fourier segue l’asserto. □

Lemma 22.2.4. Sia g ∈ L2(R) e Sia {g(x − k), k ∈ Z} un sistema orto-
normale per L2(R) . Allora f ∈ < g(x− k), k ∈ Z > se e solo se esiste una

successione (ck)k∈Z ∈ `2(Z) tale che f̂(γ) = ĝ(γ)

(∑
k∈Z

cke
−2πikγ

)
.

Dimostrazione. ⇒)
f ∈ < g(x− k), k ∈ Z > implica che possiamo scrivere, in L2(R) , f(x) =∑

k∈Z< f, g(• − k) > g(x− k) e, passando alla trasformata di Fourier,
f̂(γ) =

∑
k∈Z< f, g(• − k) > e−2πikγ ĝ(γ). Presa la successione ck =< f, g(•−

k) >, per la disuguaglianza di Bessel, si ha
∑

k∈Z |< f, g(• − k) >|2 ≤ ‖f‖22,
e l’asserto.
⇐)

Poniamo fN(x) =
∑
|k|≤N

ckg(x− k) ∈< g(x− k), k ∈ Z >, da cui

f̂N(γ) = ĝ(γ)

∑
|k|≤N

cke
−2πikγ

 .

Ora, per l’ipotesi su f̂ , applicando la periodizzazione, i cambi di variabile ξ =
γ−n ed utilizzando l’ipotesi che {g(x− k), k ∈ Z} è un sistema ortonormale
per L2(R) ,

‖f − fN‖22 = ‖f̂ − f̂N‖22 =
∫
R
|
∑
|k|>N

cke
−2πikγ |2| ĝ(γ) |2 dγ

=
∑
n∈Z

∫ n+1

n

|
∑
|k|>N

cke
−2πikγ |2| ĝ(γ) |2 dγ

=

∫ 1

0

|
∑
|k|>N

cke
−2πikξ |2

∑
n∈Z

| ĝ(ξ + n) |2 dξ

=

∫ 1

0

|
∑
k∈Z

cke
−2πikξ −

∑
|k|≤N

cke
−2πikξ |2 dξ.
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Passando al limite per N → +∞, applicando il teorema di Riesz-Fischer e la
completezza del sistema (e−2πikx)k∈Z in L2(T), si ottiene

lim
N→+∞

‖f − fN‖22 = 0

e quindi f ∈ < g(x− k), k ∈ Z >. tu

22.3 Analisi di Multirisoluzione
Definizione 22.3.1. Un’analisi in multirisoluzione (MRA) è una successione
di sottospazi chiusi Vj ⊂ L2(R) , j ∈ Z, verificanti le seguenti proprietà

1. Per ogni j ∈ Z Vj ⊂ Vj+1;

2. f(x) ∈ V0 ⇐⇒ f(2x) ∈ V1;

3.
⋂
j∈Z

Vj = {0};

4.
⋃
j∈Z

Vj = L2(R) , ossia per ogni f ∈ L2(R) e per ogni ε > 0, esistono

j ∈ Z, g ∈ Vj tale che ‖f − g‖2 < ε;

5. Esiste ϕ ∈ V0 tale che il sistema {ϕ(x− k), k ∈ Z} è una base ortonor-
male per V0.

Nota 22.3.2. La funzione ϕ prevista nella condizione 5. si chiama funzione
di scala.
La condizione 3. discende dalle altre condizioni.
Spesso, per costruire una MRA, si parte da un sistema ortonormale di traslate
e si definisce lo spazio V0 tramite V0 = < ϕ(x− k), k ∈ Z >. Gli altri spazi
Vj si definiscono tramite la condizione 2.
Ogni elemento f ∈ V0 è del tipo f =

∑
k∈Z

< f, Tkϕ > Tkϕ e

‖f‖2 =

(∑
k∈Z

|< f, Tkϕ >|2
)1/2

.

tu
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Da questo momento, in questo paragrafo, supporremo che (Vj)k∈Z sia una
MRA. Poniamo ϕjk(x) = 2j/2ϕ(2jx− k), dove ϕ è la funzione prevista dalla
condizione 5.

Proposizione 22.3.3. Fissata una scala j ∈ Z, (ϕjk)k∈Z è una base orto-
normale per Vj.

Dimostrazione. Ortonormalità
Dalla 2. della Definizione 22.3.1 si ha ϕjk ∈ Vj. Inoltre, per le proprietà del
prodotto scalare

< ϕjk, ϕjh >=< ϕ0k, ϕ0h >= δkh,

e quindi l’ortonormalità è provata.
Completezza
Se f(x) ∈ Vj, per la 2. della Definizione di 22.3.1 si ha f(2−jx) ∈ V0. Quindi,
nella norma L2(R)

f(2−jx) =
∑
k∈Z

< f(2−j•), Tkϕ > Tkϕ(x) = 2j
∑
k∈Z

< f, Tkϕ(2
j•) > Tkϕ(x).

Ossia, nella norma L2(R) ,

f(x) =
∑
k∈Z

< f, ϕjk > ϕjk(x),

e ciò prova la completezza. tu
In analogia con quanto fatto nel Capitolo 1, definiamo degli operatori di

approssimazione e dettaglio.

Definizione 22.3.4. Definiamo l’operatore di approssimazione, per f ∈
L2(R) e per ogni j ∈ Z

Pjf =
∑
k∈Z

< f, ϕjk > ϕjk. (22.5)

Definiamo l’operatore di dettaglio, per f ∈ L2(R) e per ogni j ∈ Z

Qjf = Pj+1 − Pj. (22.6)

Si osservi che Pjf è ben definita in quanto (ϕjk)k∈Z è una base ortonormale
per Vj, (la dimostrazione è analoga a quella del paragrafo 21.7) e di conse-
guenza Pjf ∈ Vj. Inoltre, per la disuguaglianza di Bessel ‖Pjf‖2 ≤ ‖f‖2.
Dimostriamo ora un risultato che sarà utilizzato in seguito.
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Lemma 22.3.5. Per ogni f ∈ L2(R) ,

1. lim
j→+∞

‖Pjf − f‖2 = 0;

2. lim
j→−∞

‖Pjf‖2 = 0;

Dim 1.
Sia ε > 0. f ∈ L2(R) =

⋃
j∈Z

Vj, e quindi esistono j0 ∈ Z e una funzione

h ∈ Vj0 tali che ‖f − h‖2 < ε/2. Ora, per ogni j ≥ j0, h ∈ Vj0 ⊂ Vj, quindi
Pjh = h e

‖f − Pjf‖2 ≤ ‖f − h‖2 + ‖h− Pjf‖2 = ‖f − h‖2 + ‖Pjh− Pjf‖2
≤ 2‖f − h‖2 < ε,

da cui l’asserto.
Dim 2.
Sia ε > 0, e si consideri g, funzione continua a supporto compatto che ap-
prossima f nella norma L2(R) , ossia tale che ‖f − g‖2. Si supponga che
supp g ⊂ [−A,A], allora

‖Pjg‖22 =
∑
k∈Z

|< g, ϕjk >|2 =
∑
k∈Z

|
∫ A

−A
g(x)ϕjk(x) dx |2

≤
∑
k∈Z

∫ A

−A
| g(x) |2 dx

∫ A

−A
2j | ϕ(2jx− k) |2 dx,

per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Dopo il cambio di variabile 2jx−
k = y, si ottiene

‖Pjg‖22 ≤ ‖g‖22
∑
k∈Z

∫ 2jA−k

−2jA−k
| ϕ(y) |2 dy. (22.7)

Dimostriamo che per M grande

lim
j→−∞

∑
|k|≥M

∫ 2jA−k

−2jA−k
| ϕ(y) |2 dy = 0. (22.8)
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Partiamo da lim→−∞ 2j = 0, quindi per j piccoli, 2jA < 1/2. Allora, per ogni
k (e j piccoli), ∫ 2jA−k

−2jA−k
| ϕ(y) |2 dy ≤

∫ 1/2−k

−1/2−k
| ϕ(y) |2 dy,

da cui ∑
|k|≥M

∫ 2jA−k

−2jA−k
| ϕ(y) |2 dy ≤

∑
|k|≥M

∫ 1/2−k

−1/2−k
| ϕ(y) |2 dy

=

∫ 1/2−M

−∞
| ϕ(y) |2 dy +

∫ +∞

−1/2+M

| ϕ(y) |2 dy,

e gli ultimi due integrali tendono a zero, perM → +∞ in quanto ϕ ∈ L2(R) .
Allora l’integrale in (22.8) può essere reso piccolo a piacere prendendo M
abbastanza grande per j piccoli ed il limite è dimostrato. Inoltre, fissato
questo M si ha anche

lim
j→−∞

∑
|k|≤M

∫ 2jA−k

−2jA−k
| ϕ(y) |2 dy =

∑
|k|≤M

lim
j→−∞

∫ 2jA−k

−2jA−k
| ϕ(y) |2 dy = 0.

In definitiva, da (22.7), (22.8) e da quest’ultimo limite, si ha per j → −∞

‖Pjg‖22 ≤ ‖g‖22
∑
k∈Z

∫ 2jA−k

−2jA−k
| ϕ(y) |2 dy = ‖g‖22

∑
|k|≤M

+
∑
|k|≥M

→ 0,

e dalla disuguaglianza

‖Pjf‖2 ≤ ‖Pjf − Pjg‖2 + ‖Pjg‖2 = ‖f − h‖2 + ‖Pjg‖2
≤ ε+ ‖Pjg‖2,

segue l’asserto. □
Nota 22.3.6. Deduciamo ora un’equazione fondamentale che lega la funzione
ϕ e le sue dilatate per 2. Dalla relazione ϕ ∈ V0 ⊂ V1 e dal fatto che (ϕ1k)k∈Z
è una base ortonormale per V1, otteniamo, in L2(R)

ϕ(x) =
√
2
∑
k∈Z

< ϕ,ϕ1k > ϕ(2x− k). (22.9)
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Posto hk =< ϕ,ϕ1k > si ottiene (hk)k∈Z ∈ `2(Z) e l’equazione (22.9) si
riscrive

ϕ(x) =
√
2
∑
k∈Z

hkϕ(2x− k); (22.10)

essa prende il nome di equazione di scala (o di raffinamento). Passando alla
trasformata di Fourier si ottiene

ϕ̂(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

hk e
−2πikξ/2ϕ̂(

ξ

2
).

La funzione 1-periodica m0(ξ) = 1√
2

∑
k∈Z hk e

−2πikξ appartiene allo spazio
L2(T); essa e, per abuso di linguaggio, la successione (hk)k∈Z, prende il nome
di filtro associato a ϕ. L’equazione (22.10) si riscrive

ϕ̂(ξ) = m0(
ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
). (22.11)

tu

Esempio 22.3.7. In questo esempio vedremo come il sistema di Haar su R
si inserisca nella definizione di MRA. Si prenda ϕ = χ[0,1) e si definiscano
V0 = < ϕ(x− k), k ∈ Z > e gli altri spazi Vj tramite la condizione 2. della
Definizione 22.3.1. Per quanto già visto nel Capitolo 1, valgono le proprietà
1., 2. e 5. della Definizione 22.3.1. Al fine di dimostrare la 3. si osservi
che ogni Vj consiste di funzioni di L2(R) costanti sugli intervalli diadici Ijk.
Quindi una funzione f ∈

⋂
j∈Z

Vj risulterà costante su tutti gli Ijk, e l’unica

possibilità è che sia nulla.
Infine, ogni funzione in L2(R) può essere approssimata, in norma, da una
funzione continua a supporto compatto e questa, a sua volta, può essere
approssimata da una funzione diadica a scala J , sempre in norma L2(R) ,
(Lemma 21.9.1). Ciò prova la 4.
Troviamo l’equazione di scala per ϕ

ϕ(x) = χ[0,1)(x) = χ[0,1/2)(x) +χ[1/2,1)(x)

=
1√
2
ϕ10(x) +

1√
2
ϕ11(x).

Allora i coefficienti dell’equazione di scala sono dati da

hk =

{ 1√
2

k = 0, 1

0 altrimenti
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tu

A partire da una MRA si può costruire una funzione ψ, detta Ondicella,
tale che il sistema

ψjk(x) = 2j/2ψ(2jx− k), j, k ∈ Z,

sia una base ortonormale di L2(R) .

Teorema 22.3.8. Sia (Vj)j∈Z una MRA con funzione di scala ϕ e filtro
(hk)k∈Z. Si definiscano

gk = (−1)kh1−k, (22.12)

e

ψ(x) =
√
2
∑
k∈Z

gkϕ(2x− k). (22.13)

Allora ψ ∈ L2(R) ed il sistema ψjk(x) = 2j/2ψ(2jx−k), j, k ∈ Z, è una base
ortonormale di L2(R) (ψ si chiama ondicella).

Dimostrazione. Dalla definizione (22.13) segue che ψ ∈ V1. Inoltre, passando
alla trasformata di Fourier si ha

ψ̂(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

gk e
−2πikξ/2ϕ̂(

ξ

2
) = m1(

ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
),

dove si è posto m1(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z gk e

−2πikξ. Si osservi che, dalla definizione
dei coefficienti gk, si ottiene la seguente relazione tra m0 e m1

m1(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

(−1)kh1−k e
−2πikξ =

1√
2

∑
k∈Z

(−1)1−khk e
−2πi(1−k)ξ

=
1√
2

∑
k∈Z

hk e
−2πi(1−k)(ξ+1/2) = e−2πi(ξ+1/2)m0(ξ + 1/2) (22.14)
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Dimostriamo che il sistema {ψ(x− k), k ∈ Z}, è ortonormale facendo vedere
che soddisfa la b) del Lemma 22.2.3. Intanto, per q.o. ξ ∈ R,

1 =
∑
k∈Z

| ϕ̂(γ + k) |2 =
∑
k∈Z

| m0(
ξ + k

2
) |2| ϕ̂(ξ + k

2
) |2 =

∑
k pari

+
∑

k dispari

= | m0(
ξ

2
) |2

∑
k pari

| ϕ̂(ξ + k

2
) |2+ | m0(

ξ + 1

2
) |2

∑
k dispari

| ϕ̂(ξ + k

2
) |2

= | m0(
ξ

2
) |2

∑
k∈Z

| ϕ̂(ξ
2
+ k) |2+ | m0(

ξ + 1

2
) |2

∑
k∈Z

| ϕ̂(ξ + 1

2
+ k) |2

= | m0(
ξ

2
) |2 + | m0(

ξ + 1

2
) |2 . (22.15)

Quindi

∑
k∈Z

| ψ̂(γ + k) |2 =
∑
k∈Z

| m1(
ξ + k

2
) |2| ϕ̂(ξ + k

2
) |2

=
∑
k pari

+
∑

k dispari

=| m1(
ξ

2
) |2 + | m1(

ξ + 1

2
) |2

= | m0(
ξ + 1

2
) |2 + | m0(

ξ

2
) |2= 1.

In definitiva {ψ(x− k), k ∈ Z}, costituisce una base ortonormale per
< ψ(x− k), k ∈ Z > = W0 ⊂ V1.
Facciamo ora vedere che W0⊥V1, cioè che per ogni n, k ∈ Z

< ψ(x− k), ϕ(x− k) >= 0.
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Infatti, periodizzando,

< ψ(x− k), ϕ(x− k) >=

∫
R
ψ(x− k)ϕ(x− k) dx

=

∫
R
ψ̂(ξ)ϕ̂(ξ)e2πi(n−k)ξ dξ =

∫
R
| ϕ̂(ξ

2
) |2 m0(

ξ

2
)m1(

ξ

2
)e−2πi(k−n)ξ dξ

=
∑
p∈Z

∫ p+1

p

| ϕ̂(ξ
2
) |2 m0(

ξ

2
)m1(

ξ

2
)e−2πi(k−n)ξ dξ

=

∫ 1

0

∑
p∈Z

| ϕ̂(ξ + p

2
) |2 m0(

ξ + p

2
)m1(

ξ + p

2
)e−2πi(k−n)ξ dξ

=

∫ 1

0

(∑
p pari

+
∑

p dispari

)
e−2πi(k−n)ξ dξ

=

∫ 1

0

(
m0(

ξ

2
)m1(

ξ

2
) +m0(

ξ + 1

2
)m1(

ξ + 1

2
)

)
e−2πi(k−n)ξ dξ

=

∫ 1

0

(
−m0(

ξ

2
)m0(

ξ + 1

2
) +m0(

ξ + 1

2
)m0(

ξ + 1

2
)

)
e−2πiξ/2e−2πi(k−n)ξ dξ

= 0.

Dimostriamo ora l’ortonormalità del sistema {ψjk}.
Se la scala j è fissata

< ψjk, ψjh >=< ψ0k, ψ0h >= δkh.

Se le scale j 6= j′, assumiamo j′ < j e siano k, k′ ∈ Z.
Si osservi che ψ ∈ V1 implica che

ψj′k′ ∈ Vj′+1 ⊂ Vj,

in quanto j′+1 ≤ j. Se facciamo vedere che ogni elemento di Vj è ortogonale a
ψjk otteniamo l’asserto. Intanto da < ψ0k, ϕ0h >= 0 si ottiene < ψjk, ϕjh >=
0. Poi, ogni elemento di Vj, si scrive, in L2(R) , f =

∑
h∈Z< f, ϕjh > ϕjh,

quindi
< ψjk, f >=

∑
h∈Z

< f, ϕjh > < ψjk, ϕjh > = 0.
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Rimane da provare la completezza del sistema {ψjk} e, quindi, basterà pro-
vare che

lim
N→+∞

‖f −
∑N−1

j=−N
∑

k∈Z< f, ψjk > ψjk‖2 = 0. (22.16)

Come prima cosa proviamo che

Q0f ∈ < ψ0n, n ∈ Z > = W0. (22.17)

Infatti si ha, per definizione Q0f = P1f − P0f, dove

P0f(x) =
∑
k∈Z

< f, ϕ0k > ϕ0k, P1f(x) =
∑
k∈Z

< f, ϕ1k > ϕ1k.

Passando alla trasformata di Fourier, per l’equazione di scala

ˆP0f(ξ) =
∑
k∈Z

< f, ϕ0k > e−2πikξϕ̂(ξ) = b(ξ)m0(
ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
),

ˆP1f(ξ) =
∑
k∈Z

< f, ϕ1k > e−2πikξ/2ϕ̂(
ξ

2
) = a(

ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
),

dove le funzioni a(ξ) e b(ξ) sono in L2(T), essendo∑
k∈Z

|< f, ϕ1k >|2≤ ‖f‖22, i = 0, 1.

Quindi

Q̂0f(ξ) = ˆP1f(ξ)− ˆP0f(ξ) = [a(
ξ

2
)− b(ξ)m0(

ξ

2
)]ϕ̂(

ξ

2
).

Ora, (22.16) è vera se Q̂0f(ξ) = c(ξ)ψ(ξ), per una certa funzione 1-periodica
c(ξ) ∈ L2(T). Tenuto conto di ψ̂(ξ) = m1(

ξ
2
) ϕ̂( ξ

2
), ciò si traduce nel trovare

c(ξ) in modo che sia

c(ξ)m1(
ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
) = [a(

ξ

2
)− b(ξ)m0(

ξ

2
)] ϕ̂(

ξ

2
).

Quest’ultima uguaglianza è vera se si trova c(ξ) in modo che

c(ξ)m1(
ξ

2
) + b(ξ)m0(

ξ

2
) = a(

ξ

2
),
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ovvero
c(ξ)m1(

ξ + 1

2
) + b(ξ)m0(

ξ + 1

2
) = a(

ξ + 1

2
),

ovvero, in forma matriciale

M(ξ)

 b(ξ)

c(ξ)

 =

 m0(
ξ
2
) m1(

ξ
2
)

m0(
ξ+1
2
) m1(

ξ+1
2
)

 b(ξ)

c(ξ)

 =

 a( ξ
2
)

a( ξ+1
2
)

 .

Dalle uguaglianze (22.14) e (22.15) si ottiene che la matrice M(ξ) è unitaria
per quasi ogni ξ, quindi

M∗(ξ)M(ξ) = I =

(
1 0
0 1

)
,

e si ottiene b(ξ)

c(ξ)

 =M∗(ξ)

 a( ξ
2
)

a( ξ+1
2
)

 =

 m0(
ξ
2
) m0(

ξ+1
2
)

m1(
ξ
2
) m1(

ξ+1
2
)

 ,

portando alla scelta per q.o. ξ ∈ R,

c(ξ) = m1(
ξ

2
)a(

ξ

2
) +m1(

ξ + 1

2
)a(

ξ + 1

2
).

La 1-periodicità di c(ξ) è immediata. Infine da | m1(ξ) |≤ 1 e a(ξ) ∈ L2(T)
segue che c(ξ) ∈ L2(T) e (22.17) è dimostrata.
Proviamo ora che per ogni j ∈ Z

Qjf ∈ < ψjn, n ∈ Z > = Wj. (22.18)

Infatti si ha, per definizione di Qj, (22.17) e le proprietà della dilatazione
D2jf(x) = 2j/2f(2jx),

Qjf = Pj+1f − Pjf =
∑
k∈Z

< f, ϕj+1k > ϕj+1k −
∑
k∈Z

< f, ϕjk > ϕjk

=
∑
k∈Z

< D2−jf, ϕ1k > D2−jϕ1k −
∑
k∈Z

< D2−jf, ϕ0k > D2−jϕ0k

= D2−j [P1(D2−jf)− P0(D2−jf)] = D2−j [Q0(D2−jf)]

= D2−j

(∑
k∈Z

< D2−jf, ψ0k > ψ0k

)
=
∑
k∈Z

< f, ψjk > ψjk, (22.19)
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e (22.18) è dimostrata.
Infine, per N ∈ Z

‖f −
∑N−1

j=−N
∑

k∈Z< f, ψjk > ψjk‖2 = ‖f −
∑N−1

j=−N Qjf‖2
= ‖f −

∑N−1
j=−N (Pj+1f − Pjf)‖2 = ‖f − (PNf − P−Nf)‖2

≤ ‖f − PNf‖2 + ‖P−Nf‖2,

e, per il Lemma 22.3.5 il teorema è completamente dimostrato. □
Esempio 22.3.9. Riprendiamo l’Esempio 22.3.7. Calcoliamo i coefficienti gk.
Si ha

gk = (−1)kh1−k =


1√
2

k = 0,

− 1√
2

k = 1,

0 altrimenti

Quindi l’ondicella è

ψ(x) = g0ϕ10(x) + g1ϕ11(x) = χ[0,1/2)(x)−χ[1/2,1)(x),

e la base ottenuta è il sistema di Haar. tu

Nota 22.3.10. Nella dimostrazione del Teorema 22.3.8 abbiamo introdotto gli
spazi

< ψjn, n ∈ Z > = Wj.

Questi verificano le seguenti proprietà

1. Wj⊥Wn, j 6= n;

2. Wj⊥Vj, forall j;

3. Vj+1 = Vj ⊕Wj;

4. L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj.

Dimostriamo la 3. La somma Vj ⊕Wj è ortogonale in quanto W0⊥V0 e da
< ψjk, ϕjk >=< ψ0k, ϕ0k >= 0 segue anche che Wj⊥Vj.
Da Vj ⊂ Vj+1 e W0 ⊂ V1 ⊂ Vj+1 si ottiene Vj ⊕Wj ⊂ Vj+1.
Viceversa, se f ∈ Vj+1 allora f = Pj+1f = Qjf + Pjf ∈ Vj ⊕Wj. tu
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Nota 22.3.11. Si osservi che, se ψ è l’ondicella prevista nel
Teorema 22.3.8 e se ν(ξ) è una funzione 1-periodica e misurabile tale che
|ν(ξ)| = 1 quasi ovunque in [0, 1), allora la nuova funzione definita tramite
ˆ̃ψ = ν(ξ)m1(ξ/2)ϕ̂(ξ/2) risulta essere ancora un’ondicella associata alla stes-
sa MRA di ψ. tu

22.4 Proprietà della funzione di scala e della
ondicella associate ad una MRA

Enunciamo delle proprietà necessarie per una funzione di scala e un’ondicella
associate ad una MRA. Assumeremo, quindi, che (Vj)j∈Z sia una MRA, ϕ
sia una funzione di scala e che ψ sia l’ondicella prevista nel Teorema 22.3.8.
Assumiamo ancora che ϕψ ∈ L1(R) . Ciò è sicuramente vero quando ϕ ha
supporto compatto e, in tal caso anche la ψ è a supporto compatto.

Teorema 22.4.1.
| ϕ̂(0) |=|

∫
R
ϕ(x) dx |= 1.

Dimostrazione. Consideriamo una funzione ausiliaria f con le seguenti pro-
prietà: f ∈ L2(R) , f̂ continua e a supporto contenuto in [−R,R], normaliz-
zata in modo che ‖f‖2 = 1. Se j ∈ Z

‖Pjf‖22 =
∑
k∈Z

|< f, ϕjk >|2 =
∑
k∈Z

|< f̂, ϕ̂jk >|2

=
∑
k∈Z

|
∫ R

−R
2−j/2f̂(ξ)ϕ̂(

ξ

2j
)e−2πikξ/2j dξ |2 (22.20)

Ora il sistema {2−j/2e−2πikξ/2j , k ∈ Z} è una base ortonormale per lo spazio
L2([−2j−1, 2j−1]). Se j è abbastanza grande, allora, R < 2j−1 e [−R,R] ⊂
[−2j−1, 2j−1] e (22.20) non è altro che la norma ottenuta per molteplicità da
f̂ ϕ̂( •

2j
). Quindi

‖Pjf‖22 =
∫ R

−R
| f̂(ξ)ϕ̂( ξ

2j
) |2 dξ,

e passando al limite per j → +∞ si ottiene

‖f‖22 = lim
j→+∞

‖Pjf‖22 = lim
j→+∞

∫ R

−R
| f̂(ξ)ϕ̂( ξ

2j
) |2 dξ. (22.21)
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Ora si può passare il limite sotto il segno di integrale in (22.21). Infatti
l’ipotesi ϕ ∈ L1(R) implica che ϕ̂ è uniformemente continua e quindi il
limite

lim
j→+∞

f̂(ξ)ϕ̂(
ξ

2j
) = f̂(ξ)ϕ̂(0),

è uniforme in ξ. Allora

lim
j→+∞

∫ R

−R
| f̂(ξ)ϕ̂( ξ

2j
) |2 dξ, =

∫ R

−R
| f̂(ξ)ϕ̂(0) |2 dξ = ‖f‖22 | ϕ̂(0) |2,

da cui
|
∫
ϕ(x) dx |=| ϕ̂(0) |= 1.

tu

Corollario 22.4.2.
ψ̂(0) =

∫
R
ψ(x) dx = 0.

Dimostrazione. L’equazione di scala, valida per ogni ξ in quanto ϕ̂ è continua,
ed il teorema precedente implicano che m0(0) = 1. Dall’equazione (22.15) si
ottiene m0(

1
2
) = 0 e dall’equazione di scala per ψ e dalla sua continuità si

ottiene

ψ̂(0) = m1(0)ϕ̂(0) = e−2πi1/2m0

(
1

2

)
= 0.

tu

Corollario 22.4.3.

ϕ̂(n) = 0 per ogni n ∈ Z n 6= 0.

Dimostrazione. Per la continuità della ϕ̂, l’uguaglianza
∑

k∈Z | ϕ̂(ξ + k) |2 =
1 vale per ogni ξ. In particolare, per ξ = 0 ed il Teorema 22.4.1 si ha∑

k ̸=0 | ϕ̂(k) |2 = 0, e l’asserto. tu

Corollario 22.4.4.∑
k∈Z

ϕ(x+ k) = 1 per quasi ogni x ∈ R.
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Dimostrazione. La funzione 1-periodica
∑

k∈Z ϕ(x+ k) è nello spazio L1(T) .
Calcolando i suoi coefficienti di Fourier, per periodizzazione, si ha∫ 1

0

∑
k∈Z

ϕ(x+ k) e−2πikx dx =
∑
k∈Z

∫ 1

0

ϕ(x+ k) e−2πikx dx

=

∫
R
ϕ(y) e−2πiky dy = ϕ̂(k) = δk0

tu
Il seguente teorema, che viene proposto senza dimostrazione, fornisce delle

condizioni sufficienti al fine di ottenere una MRA.

Teorema 22.4.5. Sia (Vj)j∈Z una successione di sottospazi chiusi di L2(R)
verificanti le seguenti proprietà

1. Per ogni j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1;

2. f(x) ∈ V0 ⇐⇒ f(2x) ∈ V1;

3. Esiste ϕ ∈ V0 tale che il sistema {ϕ(x − k), k ∈ Z} è una base
ortonormale per V0.

Supponiamo, inoltre, che | ϕ̂ | sia continua in zero. Allora sono equivalenti

a)
⋃
j∈Z

Vj = L2(R) ,

b) ϕ̂(0) 6= 0.

Inoltre, vera a), e quindi b), si ha | ϕ̂(0) |= 1.

22.5 Esempi di MRA
22.5.1 Spline lineari
Forniamo un’esempio di analisi in multirisoluzione. Definiamo gli spazi:

V0 = {f ∈ L2(R) ∩ C | f lineare negli intervalli I0k = [k, k + 1), k ∈ Z},

Vj = {f ∈ L2(R) ∩ C | f lineare negli intervalli Ijk = [
k

2j
,
k + 1

2j
), k ∈ Z},
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quindi f(x) ∈ Vj se e solo se f(2−jx) ∈ V0. Facciamo vedere che (Vj)j∈Z è
una MRA.
Ogni f ∈ Vj, è lineare in Ijk = Ij+1,2k ∪ Ij+1,k2+1 quindi lineare su ognuna
delle sue metà, allora f ∈ Vj+1, e Vj ⊂ Vj+1.

Dimostriamo che
⋃
j∈Z

Vj = L2(R) .

A tal fine è sufficiente dimostrare che ogni funzione continua a supporto
compatto è approssimabile con funzioni di Vj per qualche j ∈ Z.
Sia ε > 0, f continua a supporto compatto contenuto in [−A,A], quindi
uniformemente continua. Allora esiste δ > 0 tale che per ogni x, y ∈ R,
| x− y |< δ,

| f(x)− f(y) |< ε√
2A

,

e quindi la stessa vale per ogni x, y ∈ Ijk, con j grande tale che 2−j < δ.
Definiamo ora g ∈ Vj che approssimerà f nella norma L2(R) . In ogni in-
tervallo Ijk, g sarà il segmento che unisce f( k

2j
) e f(k+1

2j
). Quindi per ogni

x ∈ Ijk,

g(x) = 2j
(
k + 1

2j
− x

)
f(
k

2j
) + 2j

(
x− k

2j

)
f(
k + 1

2j
).

Si ha

|f(x)− g(x)| =
∣∣∣∣2j (k + 1

2j
− x

)
f(x) + 2j

(
x− k

2j

)
f(x)− g(x)

∣∣∣∣
≤ 2j

(
k + 1

2j
− x

) ∣∣f(x)− f( k
2j
)
∣∣+ 2j

(
x− k

2j

) ∣∣f(x)− f(k+1
2j

)
∣∣

≤ ε√
2A

,

e quindi

‖f − g‖22 =
∫ A

−A
| f(x)− g(x) |2 dx ≤ ε2

2A
2A = ε2.

Dimostriamo che
⋂
j∈Z

Vj = {0}.

Ogni f ∈
⋂
j∈Z Vj è continua, in L2(R) e lineare negli intervalli [0,+∞) e

(−∞, 0), quindi necessariamente nulla.
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Infine bisogna trovare la funzione di scala ϕ ∈ V0. La costruzione non sarà
immediata e la ϕ sarà ottenuta a partire dalla funzione ausiliaria

γ(x) = (1− |x|)χ[−1,1](x).

Lemma 22.5.1. Se f ∈ C(R) è lineare sugli intervalli del tipo [k, k + 1),
k ∈ Z, allora

f(x) =
∑
n∈Z

f(x)γ(x− n), (22.22)

dove la somma converge puntualmente.

Dimostrazione. Per ogni x ∈ R, esiste uno ed un solo k ∈ Z tale x ∈ [k, k+1).
Allora la quantità

γ(x− n) = (1− |x− n|)χ[−1,1](x− n) = (1− |x− n|)χ[n−1,n+1](x),

non si annulla solo per n = k, k + 1. Quindi la somma in (22.22) è uguale a

f(k)γ(x− k) + f(k + 1)γ(x− (k + 1)). (22.23)

Dimostriamo che coincide con f(x). Si noti che (22.23) è lineare in [k, k+1),
Agli estremi k e k + 1 dell’intervallo vale, rispettivamente,

f(k)γ(0) + f(k + 1)γ(−1) = f(k), f(k)γ(1) + f(k + 1)γ(0) = f(k + 1).

Ma anche f è lineare e continua in [k, k + 1), ed otteniamo l’asserto. tu
Al fine di dimostrare che (22.22) vale anche nella norma L2(R) , premet-

tiamo

Lemma 22.5.2. Se f è lineare in [n, n+ 1), allora

1

6

(
| f(n) |2 + | f(n+ 1) |2

)
≤
∫ n+1

n

| f(x) |2 dx ≤ 1

2

(
| f(n) |2 + | f(n+ 1) |2

)
(22.24)

Dimostrazione. In [n, n+ 1) abbiamo,per la linearità di f

f(x) = f(n) + (f(n+ 1)− f(n))(x− n),

quindi∫ n+1

n

| f(x) |2 dx =

∫ n+1

n

| f(n) + (f(n+ 1)− f(n))(x− n) |2 dx.
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Sviluppando il quadrato e calcolando l’integrale, si ottiene∫ n+1

n

| f(x) |2 dx =
1

3
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2 +f(n)f(n+ 1))

≤ 1

3
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2) + 1

6
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2)

=
1

2
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2)

dove si è usata la disuguaglianza ab ≤ a2+b2

2
, vera per ogni a, b ∈ R. Se si

utilizza l’altra disuguaglianza −ab ≤ a2+b2

2
, si ottiene∫ n+1

n

| f(x) |2 dx =
1

3
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2 +f(n)f(n+ 1))

≥ 1

3
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2)− 1

6
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2)

=
1

6
(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2),

ed il Lemma è dimostrato. □

Lemma 22.5.3. Se f ∈ V0 allora

f(x) =
∑
n∈Z

f(x)γ(x− n), in L2(R) .

Dimostrazione. Intanto osserviamo che dal lemma precedente deduciamo
il seguento fatto: se f ∈ V0, la serie di termine generale 1

6
(| f(n + 1) |2

+ | f(n) |2) è maggiorata dalla serie di termine generale
∫ n+1

n
| f(x) |2 dx, e

quest’ultima è convergente in quanto∑
n∈Z

∫ n+1

n

| f(x) |2 dx = ‖f‖22.

Allora ∑
n∈Z

(| f(n+ 1) |2 + | f(n) |2) < +∞,

e quindi
lim

|n|→+∞
| f(n) |2 = 0.
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Siano, ora, N,M ∈ N e consideriamo

N∑
n=−M

f(n)γ(x− n).

Si ha, per il Lemma 22.5.1

N∑
n=−M

f(n)γ(x− n) =


f(−M)(1 + x+M), se x ∈ [−M − 1,−M),
f(x), se x ∈ [−M,−N),
f(N)(1− x+N), se x ∈ [N,N + 1),
0, altrimenti.

Allora

‖f −
N∑

n=−M

f(n)γ(x− n)‖22 =
∫ −M−1

−∞
| f(x) |2 dx

+

∫ −M

−M−1

| f(x)− f(−M)(1 + x+M) |2 dx

+

∫ N+1

N

| f(x)− f(N)(1− x+N) |2 dx+
∫ +∞

N+1

| f(x) |2 dx.

Per la linearità di f negli intervalli [−M − 1,−M) e [N,N + 1), tutto ciò è
uguale a∫ −M−1

−∞
| f(x) |2 dx+ | f(−M − 1) |2

3
+

| f(N + 1) |2

3
+

∫ +∞

N+1

| f(x) |2 dx,

e, per N,M → +∞ tutto tende a zero ed il lemma è dimostrato. tu

Facciamo ora vedere che V0 è generato dalle traslate di γ.

Lemma 22.5.4.
V0 = < γ(x− k), k ∈ Z >.

Dimostrazione. Dal Lemma 22.5.3 otteniamo inclusione V0 ⊂ < γ(x− k), k ∈ Z >.
Viceversa, sia f ∈ < γ(x− k), k ∈ Z >, e (fn)n∈Z la successione in
< γ(x− k), k ∈ Z > che approssima f nella norma L2(R) .
Fissato un intervallo del tipo [k, k+1), dalla linearità delle fn segue quella di
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f ed anche la convergenza uniforme. Infatti se fn(x) = anx+ bn, si dimostra
che le successioni (an)n∈Z e (bn)n∈Z convergono e, dette a e b il loro limite,
rispettivamente, si ha f(x) = ax+ b. Inoltre

|fn(x)− f(x)| ≤ |an − a||x|+ |bn − b| ≤ |an − a||k + 1|+ |bn − b|,

che converge, uniformemente in x, a zero. Allora f è continua in [k, k + 1),
per ogni k ∈ Z e quindi in R. tu

Si osservi che le traslate di γ non sono ortonormali. Infatti

< γ(• − n), γ(• −m) >=



2
3
, n = m,

1
6
, |n−m| = 1,

0, altrimenti,

quindi∑
n∈Z

| γ̂(ξ + n) |2 =
∑
n∈Z

< γ, γ(• − n) > e−2πinξ

=
2

3
+

1

6
e−2πiξ +

1

6
e2πiξ =

1

3
(1 + 2 cos2 (πξ)) 6= 1.

Si osservi, però, che
1

3
≤
∑
n∈Z

| γ̂(ξ + n) |2 ≤ 1.

In tale situazione si può sempre trovare una ϕ ∈ V0 che faccia il suo dovere
(ma si può perdere la compattezza del supporto).

Teorema 22.5.5. Supponiamo che γ ∈ L2(R) sia a supporto compatto e
tale che esistano A,B > 0 per cui

A ≤
∑
n∈Z

| γ̂(ξ + n) |2 ≤ B per ogni ξ ∈ R.

Allora esiste ϕ ∈ L2(R) tale che

1. Il sistema {ϕ(x− k), k ∈ Z} sia ortonormale;



22.5. ESEMPI DI MRA 1313

2. < ϕ(x− k), k ∈ Z > = < γ(x− k), k ∈ Z >.

Dimostrazione. Accenniamo alla dimostrazione.
∑

n∈Z | γ̂(ξ + n) |2 è un po-
linomio trigonometrico che, per ipotesi, non si annulla mai. Allora ϕ viene
definita tramite la sua trasformata di Fourier da

ϕ̂(ξ) =
γ̂(ξ)√∑

n∈Z | γ̂(ξ + n) |2
.

Si verifica immediatamente che
∑

n∈Z | ϕ̂(ξ + n) |2 = 1. tu

Nel nostro caso la funzione ϕ è definita da

ϕ̂(ξ) =

√
3γ̂(ξ)√

1 + 2 cos2 (πξ)
.

Si osservi che γ verifica l’equazione di scala

γ(x) =
1

2
γ(2x+ 1) + γ(2x) +

1

2
γ(2x− 1)

=
1

2
√
2
γ1−1(x) +

1√
2
γ10(x) +

1

2
√
2
γ11(x),

Quindi

γ̂(ξ) = cos2 (
πξ

2
) γ̂(

ξ

2
).

Si ottiene, allora, l’equazione di scala per ϕ

ϕ̂(ξ) = cos2 (
πξ

2
)

√
1 + 2 cos2 (πξ

2
)

1 + 2 cos2 (πξ)
ϕ̂(
ξ

2
),

e l’ondicella

ψ̂(ξ) = e−2πi(ξ+1/2)m0(ξ + 1/2)ϕ̂(
ξ

2
)

= −
√
3e−πiξ sin2 (

πξ

2
)

√
1 + 2 sin2 (πξ

2
)

(1 + 2 cos2 (πξ
2
))(1 + 2 cos2 (πξ))

.
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22.5.2 L’ondicella di Shannon

Si consideri l’intervallo [−1
2
, 1
2
) e la funzione ϕ(x) = sin (πx)

πx
la cui trasfor-

mata di Fourier vale ϕ̂ = χ[− 1
2
, 1
2
].

Si noti che
∑

k∈Z | ϕ̂(ξ + k) |2 = 1, tranne che per ξ = ±1/2, quindi il sistema
{ϕ(x− k), k ∈ Z} è ortonormale in L2(R) .
Si definiscano gli spazi V0 = < ϕ(x− k), k ∈ Z > e Vj = < ϕjk, k ∈ Z >.
E’ chiaro che la 2. del Teorema 22.4.5 è verificata. Inoltre | ϕ̂ | è continua in
ξ = 0 e ϕ̂(0) = 1 6= 0. Quindi, per ottenere una MRA in virtù del già citato
teorema, basterà dimostrare che V0 ⊂ V1 (da cui Vj ⊂ Vj+1, per ogni j ∈ Z).
L’inclusione cercata è verificata se si prova che ϕ verifica un’equazione di
scala, cioè se esiste una funzione m0 in L2(T) tale che, quasi ovunque,

ϕ̂(ξ) = m0(
ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
) ⇔ χ[− 1

2
, 1
2
](ξ) = m0(

ξ

2
)χ[−1,1](ξ)

⇔ χ[− 1
2
, 1
2
](2ξ) = m0(ξ)χ[−1,1](2ξ)

⇔ χ[− 1
4
, 1
4
](ξ) = m0(ξ)χ[− 1

2
, 1
2
](ξ).

Ciò porta a definire in [−1
2
, 1
2
]

m0(ξ) =

{
1, |ξ| < 1

4
,

0, |ξ| ≥ 1
4
,

con estensione periodica in R. L’ondicella è , allora, definita come

ψ̂(ξ) = m1(
ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
) = −e−πiξχ(− 1

4
, 1
4
)(
ξ + 1

2
)χ[− 1

2
, 1
2
](
ξ

2
)

= −e−πiξχ[−1,− 1
2
)∪( 1

2
,1](ξ).

ψ si chiama ondicella di Shannon. Si osservi che ϕ /∈ L1(R) e nemmeno
ψ /∈ L1(R) , in quanto ψ̂ non è continua. Invertendo si ha

ψ(x) = (1− 2 sin (πx))
sin π(x− 1/2)

π(x− 1/2)
.

Si osservi che, in virtù dell’Osservazione 22.3.11, prendendo ν(ξ) = −1 anche
la funzione

ψ̂(ξ) = e−πiξχ[−1,− 1
2
)∪( 1

2
,1](ξ)

è un’ondicella.
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22.5.3 Ondicelle che non provengono da MRA
Le funzioni ψ ∈ L2(R) per cui il sistema {ψjk, j, k ∈ Z} forma una base
ortonormale di L2(R) si chiamano ondicelle. Journé ha fornito un esempio
di ondicella che non proviene da una MRA. Essa è definita tramite la sua
trasformata di Fourier.

| ψ̂ |= χK

dove
K = [−32

14
,−2) ∪ [−1

2
,−2

7
) ∪ (

2

7
,
1

2
] ∪ (2,

32

14
].

Esistono delle equazioni fondamentali per determinare se una ψ è un’ondicel-
la. In generale, se ψ̂ ha una certa regolarità ed un decadimento dolce all’in-
finito, allora, necessariamente, proviene da una MRA.
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Capitolo 23

La Trasformata Discreta di
Ondicelle

A partire da una MRA ed assegnata una funzione f ∈ L2(R) , svilupperemo
un metodo ricorsivo per calcolare i coefficienti di f nella base di ondicelle: la
trasformata discreta di ondicelle (DWT).

23.1 L’algoritmo
Sia ϕ la funzione di scala della MRA (Vj), verificante l’equazione di scala

ϕ(x) =
√
2
∑
n∈Z

h(n)ϕ(2x− n),

e sia ψ l’ondicella,
ψ(x) =

√
2
∑
n∈Z

g(n)ϕ(2x− n),

dove g(n) = (−1)nh(1− n).
In molte applicazioni, volendo usare la trasformata discreta di ondicelle, bi-
sogna determinare i coefficienti c0(k), k ∈ Z, di una funzione f nella base
ortonormale di V0, ossia tali che

P0f =
∑
k

c0(k)ϕ0k,

conoscendo solo i valori di campionamento f(k), k ∈ Z. Una pratica molto
usata è quella di usare i valori di campionamento direttamente come coef-
ficienti. Strang e Nguyen, [32], chiamano ciò un crimine, sebbene spesso

1317
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funzioni. In realtà sarebbe meglio effettuare prima il “preprocessamento” dei
dati, cioè definire

t(x) =
∑
k

f(k)ϕ(x− k).

In questo modo si ha t ∈ V0, f(k) =< t, ϕ0k >, ossia i coefficienti di t nella
base ortonormale di V0, che è quanto di più corretto si possa fare.
Quindi assumiamo che f ∈ L2(R) e poniamo, per ogni j ∈ Z

cj(k) =< f, ϕ−j,k >, dj(k) =< f, ψ−j,k > . (23.1)

Ci proponiamo di calcolare i coefficienti in (23.1). A tal fine è utile il seguente
calcolo.

ϕjk(x) = 2j/2ϕ(2jx− k) =
∑
n

h(n)2j+1/2ϕ(2j+1x− (2k + n))

=
∑
m

h(m− 2k)ϕj+1,m(x).

Analogamente
ψjk(x) =

∑
m

g(m− 2k)ϕj+1,m(x).

Si possono così calcolare le successioni dei coefficienti c1 e d1 a partire dalla
successione precedente c0, infatti

c1(k) =< f, ϕ−1,k >=
∑
m

h(m− 2k) < f, ϕ0,m > =
∑
m

h(m− 2k)c0(m),

e, allo stesso modo,

d1(k) =
∑
m

g(m− 2k)c0(m).

Proseguendo si ottengono

cj+1(k) =
∑
m

h(m− 2k)cj(m), dj+1(k) =
∑
m

g(m− 2k)cj(m).

Viceversa, se sono note le successioni di coefficienti d1, d2, . . . , dj+1, cj+1, si
può ottenere la successione c0. Infatti, ricordiamo che, per (22.5), (22.6) e
(22.19),

P−jf =
∑
n

< f, ϕ−j,n > ϕ−j,n =
∑
n

cj(n)ϕ−j,n,
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e
Q−jf =

∑
n

< f, ψ−j,n > ψ−j,n =
∑
n

dj(n)ψ−j,n,

con P−jf = P−j−1f +Q−j−1f. Quindi,∑
n

cj(n)ϕ−j,n =
∑
n

cj+1(n)ϕ−j+1,n +
∑
n

dj+1(n)ψ−j+1,n

=
∑
n

cj+1(n)
∑
m

h(m− 2n)ϕ−j,m +
∑
n

dj+1(n)
∑
m

g(m− 2n)ϕ−j,m

=
∑
m

[∑
n

cj+1(n)h(m− 2n) + dj+1(n)g(m− 2n)

]
ϕ−j,m.

Eguagliando i coefficienti otteniamo

cj(m) =
∑
n

cj+1(n)h(m− 2n) + dj+1(n)g(m− 2n), (23.2)

ed a ritroso possiamo riottenere la successione c0.

23.2 Proprietà dei filtri provenienti da MRA
Come si è visto, in tutta la procedura dell’algoritmo ciò che si è usato sono
i filtri (h(n))n∈Z e (g(n))n∈Z, ovvero

m0(ξ) =
1√
2

∑
n

h(n)e−2πiξn, m1(ξ) =
1√
2

∑
n

g(n)e−2πiξn.

Analizziamo, ora, delle proprietà importanti di questi filtri assumendo che
ϕ, ψ ∈ L1(R) ∩ L2(R) .

Proposizione 23.2.1. 1.
∑
n

h(n) =
√
2,

(condizione di normalizzazione);

2.
∑
n

g(n) = 0;

3.
∑
n

h(2n+ 1) =
∑
n

h(2n);
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4.
∑
k

h(k)h(k − 2n) =
∑
k

g(k)g(k − 2n) = δn,0,
∑
k

g(k)h(k − 2n) =

0,
(condizioni di ortogonalità);

5.
∑
k

h(m− 2k)h(n− 2k) + g(m− 2k)g(n− 2k) = δm,n,

(condizione di ricostruzione perfetta).

Dimostrazione. Per la 1. si osservi che ϕ̂(0) 6= 0 e ϕ̂(0) = m0(0)ϕ̂(0) impli-
cano m0(0) = 1, ossia l’asserto.
Analogamente, per la 2., da m1(0)ϕ̂(0) = ψ̂(0) = 0 si ha m1(0) = 0, e cioè∑

n (−1)nh(1− n) = 0, da cui, passando alle somme su indici pari o dispari,
si ottiene l’asserto.
La prima delle 3. si ottiene dall’equazione di scala

δn,0 = < ϕ0,0, ϕ0,n >=
∑
k,m

h(k)h(m) < ϕ1,k, ϕ1,2n+m >

=
∑
k,m

h(k)h(m)δk,2n+m =
∑
k

h(k)h(k − 2n).

Lo stesso argomento applicato a ψ0,n prova la seconda. Infine , per la terza
si parte da 0 =< ψ0,n, ϕ0,m >, per ogni n,m ∈ Z.
La 4. si dimostra osservando che, per ogni successione c0, e per come sono
definite c1 e d1 si ha

c0(n) =
∑
k

c1(k)h(n− 2k) + d1(k)g(n− 2k)

=
∑
k

∑
m

c0(m)h(m− 2k)h(n− 2k)+
∑
m

c0(m)g(m− 2k)g(n− 2k)

=
∑
m

c0(m)[
∑
k

h(m− 2k)h(n− 2k) + g(m− 2k)g(n− 2k)],

da cui l’asserto. tu

23.3 Filtri
Tutte le condizioni elencate nel paragrafo precedente si possono riformulare
in modo diverso, in termini di operatori di approssimazione e di dettaglio.
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Definizione 23.3.1. Sia c = (c(n))n∈Z ∈ `2(Z) un segnale.
L’operatore di “traslazione” (shift), tm, è definito, per m ∈ Z fissato, come

(tmc)(n) = c(n−m).

L’operatore di sottocampionamento (downsampling), ↓, è definito come
(↓ c)(n) = c(2n).

L’operatore di sovracampionamento (upsampling), ↑, è definito come

(↑ c)(n) =
{
c(n/2), n pari ,

0, n dispari .

Definizione 23.3.2. Sia (h(n))n∈Z un filtro, cioè
∑

n |h(n)| < +∞, non
necessariamente proveniente da una MRA.
Si definisca g(n) = (−1)nh(1− n). L’operatore di approssimazione H è defi-
nito, per ogni segnale c = (c(n))n∈Z ∈ `2(Z) ,

(Hc)(k) =
∑
n

c(n)h(n− 2k).

L’operatore di dettaglio G è definito, per ogni segnale,

(Gc)(k) =
∑
n

c(n)g(n− 2k).

Gli operatori aggiunti sono

(H∗c)(k) =
∑
n

c(n)h(k − 2n), (G∗c)(k) =
∑
n

c(n)g(k − 2n).

Nota 23.3.3. Si osservi che, per ogni coppia di segnali c e d,
< Hc, d >=< c,H∗d >, e < Gc, d >=< c,G∗d > .

Ricordando che la convoluzione tra due successioni in `2(Z) è definita come

c ∗ d(k) =
∑
n

c(n)d(k − n),

e posto
h̃(n) = h(−n), e g̃(n) = g(−n),

otteniamo le seguenti espressioni per gli operatori appena definiti
Hc =↓ (c ∗ h̃), H∗c = (↑ c) ∗ h, Gc =↓ (c ∗ g̃), G∗c = (↑ c) ∗ g.

tu
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Alla luce delle definizioni precedenti, si ha

Teorema 23.3.4. Sia (h(n))n∈Z un filtro, cioè
∑

n |h(n)| < +∞, non ne-
cessariamente proveniente da una MRA. Si definisca g(n) = (−1)nh(1− n).
Allora,

1)
∑
k

h(k)h(k − 2n) =
∑
k

g(k)g(k − 2n) = δn,0 ⇔ HH∗ = GG∗ = I;

2)
∑
k

g(k)h(k − 2n) = 0 ⇔ HG∗ = GH∗ = 0;

3)
∑
k

h(m− 2k)h(n− 2k) + g(m− 2k)g(n− 2k) = δm,n

⇔ H∗H +G∗G = I.

Dimostrazione. Dimostriamo solo la 1). Le altre si provano analogamente.

HH∗c(k) = ↓ (H∗c ∗ h̃)(k) =↓ ((↑ c) ∗ h ∗ h̃)(k)
= ((↑ c) ∗ h ∗ h̃)(2k) =

∑
n

(↑ c)(n)(h ∗ h̃)(2k − n)

=
∑
n

c(n)(h ∗ h̃)(2k − 2n) =
∑
n

c(n)δk,n = c(k),

dove si è usata l’uguaglianza

h ∗ h̃(2p) =
∑
k

h(k)h(k − 2p) = δp,0.

tu
Possiamo anche esprimere gli operatori H e G in termini delle funzioni

1-periodiche costruite a partire dai filtri. In effetti, ad ogni successione c =
(c(n))n∈Z ∈ `2(Z) , si può associare una funzione 1-periodica c(x) ∈ L2(T)
definita tramite la sua trasformata di Fourier

ĉ(ξ) =
∑
k∈Z

c(k)e−2πikξ.

Così , se definiamo

m0(ξ) =
1√
2

∑
n

h(n)e−2πiξn, m1(ξ) =
1√
2

∑
n

g(n)e−2πiξn,
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dall’Osservazione 23.3.3 è facile dimostrare che, per quasi ogni ξ,

(̂Hc)(ξ) =
1√
2
[ĉ(
ξ

2
)m0(

ξ

2
) + ĉ(

ξ

2
+

1

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)],

(23.3)

(̂Gc)(ξ) =
1√
2
[ĉ(
ξ

2
)m1(

ξ

2
) + ĉ(

ξ

2
+

1

2
)m1(

ξ

2
+

1

2
)],

e
(̂H∗c)(ξ) =

√
2ĉ(2ξ)m0(ξ), (̂G∗c)(ξ) =

√
2ĉ(2ξ)m1(ξ). (23.4)

Allo stesso modo si prova

Corollario 23.3.5. Nelle ipotesi del Teorema 23.3.4, definiamo

m0(ξ) =
1√
2

∑
n

h(n)e−2πiξn, m1(ξ) =
1√
2

∑
n

g(n)e−2πiξn.

Allora valgono le seguenti proprietà

1) m0(ξ)m0(ξ +
1
2
) +m1(ξ)m1(ξ +

1
2
) = 0;

2) HG∗ = GH∗ = 0.

Teorema 23.3.6. Nelle ipotesi del Corollario 23.3.5,sono equivalenti

a) | m0(ξ) |2 + | m0(ξ +
1
2
) |2= 1 per quasi ogni ξ ∈ R;

b)
∑
k

h(k)h(k − 2n) = δ0,n;

c) H∗H +G∗G = I;

d) HH∗ = GG∗ = I.
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Dimostrazione. Dimostriamo a) ⇔ b). Con opportuni cambi di variabile si
ha l’uguaglianza∑
k

h(k)h(k − 2n) =

∫ 1

0

∑
k

h(k)e−2πiξk
∑
m

h(m− 2n)e−2πiξm dξ

= 2

∫ 1

0

m0(ξ)m0(ξ)e
4πiξk dξ

= 2

∫ 1/2

0

| m0(ξ) |2 e4πiξk dξ + 2

∫ 1

1/2

| m0(ξ) |2 e4πiξk dξ

= 2

∫ 1/2

0

[
| m0(ξ) |2 + | m0(ξ +

1

2
) |2
]
e4πiξk dξ

=

∫ 1

0

[
| m0(

ξ

2
) |2 + | m0(

ξ

2
+

1

2
) |2
]
e2πiξk dξ,

da cui l’equivalenza.
Dimostriamo a) ⇔ c).
Per c = (c(n))n∈Z ∈ `2(Z) , e per il Corollario 23.3.5,

[(H∗H +G∗G)c]̂ (ξ) = ̂(H∗Hc)(ξ) + ̂(G∗Gc)(ξ)

=
√
2 (̂Hc)(2ξ)m0(ξ) +

√
2 (̂Gc)(2ξ)m1(ξ)

= ĉ(ξ) | m0(ξ) |2 +ĉ(ξ +
1

2
)m0(ξ +

1

2
)m0(ξ)

+ĉ(ξ) | m1(ξ) |2 +ĉ(ξ +
1

2
)m1(ξ +

1

2
)m1(ξ)

= ĉ(ξ)[| m0(ξ) |2 + | m1(ξ) |2],

da cui l’equivalenza.
Analogamente si prova a) ⇔ d). tu

23.4 QMF
Definizione 23.4.1. Sia (h(n))n∈Z un filtro, cioè

∑
n |h(n)| < +∞.

Sia m0(ξ) = 1√
2

∑
n h(n)e

−2πiξn. Diremo che (h(n))n∈Z (oppure m0) è un
“quadratic mirror filter” (QMF) se

1) m0(0) = 1;
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2) | m0(ξ) |2 + | m0(ξ +
1
2
) |2= 1, per quasi ogni ξ ∈ R.

In caso di filtro QMF valgono le proprietà elencate nella Proposizione
23.2.1.

Teorema 23.4.2. Sia (h(n))n∈Z un filtro QMF, sia g(n) = (−1)nh(1− n).
Allora valgono tutte le proprietà della Proposizione 23.2.1.

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalla definizione di QMF e dal Teo-
rema 23.3.6. tu

Nota 23.4.3. Ogni filtro m0 associato ad una funzione di scala in L1(R) è
un QMF in virtù della (22.15) e della prima parte della dimostrazione del
Teorema 23.2.1. tu

Nota 23.4.4. Dalla condizione di ortogonalità della Proposizione 23.2.1 di-
scende che, se h(n) = 0 per n > N e n < M con h(N) 6= 0 e h(M) 6= 0,
allora il numero N −M + 1 è pari, ovvero h(n) ha supporto uguale ad un
numero pari di punti. Infatti, per ogni n ∈ Z,

δn =
∑
k

h(k)h(k − 2n)

= h(M)h(M − 2n) + h(M + 1)h(M + 1− 2n) + · · ·+ h(N)h(N − 2n).

Ora, se N −M + 1 fosse dispari, scegliendo 2n = N −M avremmo

0 =
∑
k

h(k)h(k − 2n)

= h(M)h(2M −N) + h(M + 1)h(2M + 1−N) + · · ·+ h(N)h(M),

ed essendo 2M −N < 2M + 1−N < . . . ,M − 1 < M otterremmo l’assurdo

0 =
∑
k

h(k)h(k − 2n) = h(N)h(M) 6= 0.

tu
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23.5 La trasformata discreta di ondicelle
Alla luce di quanto fatto nei paragrafi precedenti, possiamo dare la definizione
formale della trasformata discreta di Ondicelle.

Definizione 23.5.1. Sia h(n) un filtro QMF. Siano g(n),m0,m1, H e G
definiti come nella Definizione 23.3.2. Sia c0 = (c0(n))n∈Z ∈ `2(Z) . La
trasformata discreta di ondicelle di c0 al livello J ∈ N è data dalle successioni

(d1(n))n∈Z, (d2(n))n∈Z, . . . , (dJ(n))n∈Z, (cJ(n))n∈Z,

dove, per ogni p = 1, . . . , J − 1,

cp(n) = (Hcp)(n), dp(n) = (Gcp)(n).

- -�
�
�
��

�
�
�

��

-�
�
�

��

c0 c1 c2 cJ−1 cJ

d1 d2 dJ

H H H

G G G

La trasformata inversa è definita tramite la formula

cp−1(n) = (H∗cp)(n) + (G∗dp)(n).

- -

@
@
@
@R

@
@
@

@R -

@
@
@

@RcJ cJ−1 cJ−2 c1 c0

dJ dJ−1 d1

H∗ H∗ H∗

G∗ G∗ G∗

Nelle applicazioni si è in presenza di un segnale c0 di lunghezza finita. In
questo caso si può procedere in due modi.
Primo caso. Si “ riempe” di zeri il segnale e si procede con la trasformata
discreta. La rappresentazione, però, non è la più efficiente: partendo da un
segnale c0 di lunghezza L = 2N , (ovvero c0(n0)c0(n0+L− 1) 6= 0 e c0(n) = 0
per |n| > n0), si verifica facilmente che, al passo j, entrambe le successioni
cj e dj hanno lunghezza pari a 2N−j + (1− 2−j)(L− 2).
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Complessivamente, allora, se ci fermiano al passo J , la trasformata discreta
richiede la memorizzazione di valori in numero pari a

2N−j + (1− 2−j)(L− 2) +
J∑
p=1

(2N−p + (1− 2−p)(L− 2))

= 2N−j + (1− 2−j)(L− 2) + 2N

(
J∑
p=1

2−p

)
+ (L− 2)J − (L− 2)

(
J∑
p=1

2−p

)
= 2N + J(L− 2),

e questo numero cresce con J .
Secondo caso. Un’alternativa è quella di rendere il segnale periodico, ovvero
ripetere all’infinito i valori non nulli. Si può dimostrare che la trasformata
discreta di un segnale di periodo 2N crea, al passo successivo, successioni di
periodo pari a 2N−1. In questo modo, dopo J ≤ N passi, la trasformata
memorizza esattamente 2N valori.
Ci sono situazioni però, si pensi, ad esempio, all’andamento del prezzo di
un’azione, in cui il segnale non può dirsi periodico. In tal caso si usano altre
tecniche che fanno riferimento a costruzioni più raffinate, quali le ondicelle
biortogonali o i frames, che vedremo in un capitolo successivo.
La DWT può essere vista come trasformazione ortogonale. Partiamo da un
segnale reale c0 di lunghezza, e quindi periodo, L = 2N , La matrice che
rappresenta H sarà una matrice 2N−1×2N , costruita traslando, ad ogni riga,
i valori del filtro di due posizioni.
Per esempio, per N = 3 ed un filtro reale di lunghezza 6, in cui h(0)h(5) 6= 0,
si avrà

H8 =


h(0) h(1) h(2) h(3) h(4) h(5) 0 0
0 0 h(0) h(1) h(2) h(3) h(4) h(5)

h(4) h(5) 0 0 h(0) h(1) h(2) h(3)
h(2) h(3) h(4) h(5) 0 0 h(0) h(1)

 .

Allo stesso modo, tenendo presente che g(n) = (−1)nh(1− n), si avrà

G8 =


g(−4) g(−3) g(−2) g(−1) g(0) g(1) 0 0

0 0 g(0) g(−4) g(−3) g(−2) g(−1) g(0)
g(0) g(1) 0 0 g(−4) g(−3) g(−2) g(−1)
g(−2) g(−1) g(0) g(1) 0 0 g(−4) g(−3)

 .
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Si osservi che, per quanto detto precedentemente, Hc0 e Gc0 producono cia-
scuno un vettore di periodo 2N−1. Definita la matrice L× L = 2N × 2N

WL =

(
HL

GL

)
,

si ottiene l’uguaglianza W ∗
LWL = H∗

LHL +G∗
LGL = IL, dove IL è la matrice

identica. Pertanto WL è una matrice ortogonale e la trasformata discreta si
ricava dal seguente procedimento:
Primo passo

WLc0 =

(
d1
c1

)
;

secondo passo (
IL/2 0
0 WL/2

)(
d1
c1

)
=

 d1
d2
c2

 ;

ed in generale, al passo J

(
I(1−2−J )L 0

0 WL/2J

)
d1
·
·

dJ−1

cJ−1

 =


d1
·
·

dJ−1

dJ
cJ

 .

La trasformata discreta, W , ottenuta come prodotto di tutte queste matrici
ortogonali, è ancora ortogonale

Wc0 =

(
I(1−2−J )L 0

0 WL/2J

)
. . .

(
IL/2 0
0 WL/2

)
WLc0 =


d1
·
·

dJ−1

dJ
cJ

 .

23.6 QMF che generano MRA
Abbiamo visto che un filtro associato ad una funzione di scala proveniente da
una MRA è un filtro QMF. E’ naturale chiedersi se, viceversa, partendo da
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un filtro QMF si può ottenere una MRA ed una funzione di scala associata
ad esso. Cominciamo con l’osservare che se m0 è un filtro associato ad una
funzione di scala ϕ, si ha necessariamente, per l’equazione di scala

ϕ̂(ξ) = m0(
ξ

2
)ϕ̂(

ξ

2
) = m0(

ξ

2
)m0(

ξ

4
)ϕ̂(

ξ

4
) =

n∏
j=1

m0(
ξ

2j
)ϕ̂(

ξ

2n
).

Se possiamo dare un senso al limite

lim
n

n∏
j=1

m0(
ξ

2j
),

indicato con
+∞∏
j=1

m0(
ξ

2j
), dalla relazione

n∏
j=1

m0(
ξ

2j
) =

ϕ̂(ξ)

ϕ̂( ξ
2n
)

e nella ipotesi che ϕ̂ sia continua, otteniamo un’indicazione di come debba
essere scelta ϕ, ossia

ϕ̂(ξ) =
+∞∏
j=1

m0(
ξ

2j
)ϕ̂(0).

Quindi richiamiamo i concetti che portano a definire il prodotto infinito.

23.6.1 Prodotti infiniti
Definizione 23.6.1. Sia (zn)n∈N una successione di numeri complessi. Se
esiste finito

lim
N

N∏
n=1

zn = lim
N

(z1 · · · zn),

esso prende il nome di “prodotto infinito” della successione (zn)n∈N, e si indica
con

+∞∏
n=1

zn.

In tal caso si dice anche che
+∞∏
n=1

zn converge.
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Nota 23.6.2. 1) Se esiste un n ∈ N per cui zn = 0 allora esiste il prodotto
infinito e vale 0.

2) Se zn 6= 0 per ogni n, ed esiste il prodotto infinito, allora, posto pN =
N∏
n=1

zn, si ha

lim
N
zN = lim

N

pN
pN−1

= 1.

tu

Ricordiamo che, se z ∈ C viene scritto nella forma z = |z|eiθ con 0 ≤ θ <
2π, il numero complesso log z = ln |z| + iθ si chiama logaritmo principale di
z.
Teorema 23.6.3. Sia (zn)n∈N una successione di numeri complessi. Se la

serie
+∞∑
n=1

log zn converge, allora converge il prodotto infinito
+∞∏
n=1

zn.

Dimostrazione. Sia sN =
N∏
n=1

log zn ∈ C. Per ipotesi, esiate limN sN = s,

quindi esiste limN e
sN = es. Ora zn = |zn| eiθn , quindi

esN =
N∏
n=1

elog zn =
N∏
n=1

|zn| eiθn =
N∏
n=1

zn,

e si ottiene l’asserto. tu

Definizione 23.6.4. Diremo che il prodotto infinito
+∞∏
n=1

zn converge assolu-

tamente, se la serie
+∞∑
n=1

log zn converge assolutamente, cioè se si verifica la

convergenza della serie
+∞∑
n=1

|log zn|.

Teorema 23.6.5. Sia (zn)n∈N una successione di numeri complessi. Se la

serie
+∞∑
n=1

(zn − 1) converge assolutamente, allora il prodotto infinito
+∞∏
n=1

zn

converge assolutamente.
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Dimostrazione. Dall’ipotesi di assoluta convergenza, segue che limn |zn − 1| =
0. Quindi, per n grandi si ha |zn − 1| < 1/2. Partendo dall’osservazione ovvia
che |log zn| = |log (1 + (zn − 1))|, andiamo a stimare |log (1 + y)|, per y ∈ C,
|y| < 1/2, per mezzo della formula di Taylor

log (1 + y) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1y
n

n
.

Si ha
|log (1 + y)|

|y|
≤

+∞∑
n=1

|y|n−1

n
= 1 +

+∞∑
n=2

|y|n−1

n
= 1 +

+∞∑
n=1

|y|n

n+ 1

≤ 1 +
+∞∑
n=1

(
1

2

)n
= 2.

Quindi, per n grandi si ha

|log zn| ≤ 2|zn − 1|,

e l’asserto. tu

23.6.2 QMF e funzione di scala
Ritorniamo ai QMF per dare una risposta positiva al nostro problema almeno
nel caso di filtri finiti.
Teorema 23.6.6. Sia (h(n))n∈Z un filtro QMF finito, ovvero h(n) = 0 tran-
ne, al più, per un numero finito di termini. Consideriamo il polinomio
trigonometrico m0(ξ) =

1√
2

∑
n h(n)e

−2πiξn. Allora il prodotto infinito
+∞∏
j=1

m0(
ξ

2j
)

converge assolutamente ed in L∞([−R,R]) per ogni R ∈ R.

Inoltre, posto p(ξ) =
+∞∏
j=1

m0(
ξ

2j
), ξ ∈ R, si ha che p ∈ L2(R) e quindi esiste

una ϕ ∈ L2(R) tale che ϕ̂ = p. La funzione ϕ verifica l’equazione di scala
ϕ̂(ξ) = m0(

ξ
2
)ϕ̂( ξ

2
).

Se, inoltre, si ha m0(ξ) 6= 0 in [−1/4, 1/4], allora il sistema {ϕ(x−k), k ∈ Z}
è ortonormale e definisce una MRA se si pone:
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1) V0 = < ϕ(x− k), k ∈ Z >;

2) f(x) ∈ Vj ⇔ f(2−j) ∈ V0.

Dimostrazione. Dimostriamo solo la prima parte del Teorema. Proveremo
l’assoluta convergenza con l’ausilio del Teorema 23.6.5. Si osservi che, per
definizione di QMF,

m0(ξ) =
1√
2

∑
n

h(n)e−2πiξn −m0(0) + 1 =
1√
2

∑
n

h(n)(e−2πiξn − 1) + 1.

Allora

|m0(ξ)− 1| ≤ 1√
2

∑
n

|h(n)|
∣∣e−2πiξn − 1

∣∣
=

1√
2

∑
n

|h(n)|
∣∣e−πiξn − eπiξn

∣∣ = 1√
2

∑
n

|h(n)| |2 sin (nπξ)|

≤
√
2
∑
n

|h(n)| |n| π |ξ| =
√
2Cπ|ξ|

Se R > 0 e |ξ| ≤ R, allora il termine generale della serie
+∞∑
j=1

∣∣∣∣m0(
ξ

2j
)− 1

∣∣∣∣,
è maggiorato dal termine generale della serie convergente

√
2Cπ

+∞∑
j=1

1

2j
,

ed otteniamo l’asserto. tu

23.7 L’algoritmo a cascata
Un altro modo per ottenere la funzione di scala partendo dal filtro si ottiene
con un procedimento iterativo noto come “algoritmo a cascata”. L’osserva-
zione iniziale è che la funzione di scala è un punto fisso per l’operatore

f 7→
√
2
∑
n

h(n)f(2 • −n).
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Un modo per ottenere il punto fisso è il seguente. Si fissa una funzione iniziale
f0(x) e si definisce

fm(x) =
√
2
∑
n

h(n)fm−1(2x− n). (23.5)

Se la successione (fm)m∈N converge, passando al limite nella (23.5), si ottiene
il punto fisso.

Teorema 23.7.1. Nelle ipotesi del Teorema 23.6.6, si supponga che m0(ξ) ≥
c > 0 in [−1/4, 1/4]. Sia f0 = χ[−1/2,1/2] e si definisca la successione fm
tramite la (23.5). Sia ϕ ∈ L2(R) quella prevista dal Teorema 23.6.6. Allora

fm(x) → ϕ(x) in L2(R) .

Dimostrazione. Premettiamo il seguente risultato sul passaggio al limite sotto
il segno di integrale.

Teorema 23.7.2. Supponiamo che, per ogni R ∈ R si abbia fn → f nello
spazio L2([−R,R]) o L∞([−R,R]).
Se per ogni ε > 0 esistono R > 0, N ∈ N tali che, per ogni n ≥ N risulti∫

|x|>R
|fn(x)| dx < ε,

allora
lim
n

∫ +∞

−∞
fn(x) dx =

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

La dimostrazione del Teorema 23.7.1 verrà fatta in tre passi.
Primo passo.
Dimostriamo che per ogni R ∈ R f̂m → ϕ̂ in L∞([−R,R]).
Da (23.5), passando alla trasformata di Fourier, si ha

f̂m(ξ) = m0(
ξ

2
)f̂m−1(

ξ

2
) = m0(

ξ

2
)m0(

ξ

4
)f̂m−2(

ξ

4
)

=
m∏
j=1

m0(
ξ

2j
)f̂0(

ξ

2j
) =

m∏
j=1

m0(
ξ

2j
)
sin ( πξ

2m
)

πξ
2m

.
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Poiché in L∞([−R,R]),

1 = lim
m

sin ( πξ
2m

)
πξ
2m

,

e, per il Teorema 23.6.6,

ϕ̂(ξ) = lim
m

m∏
j=1

m0(
ξ

2j
),

si ha l’asserto.
Secondo passo.
Dimostriamo, per induzione su m, che il sistema {fm(x− k), k ∈ Z} è orto-
normale.
Per m = 0 l’asserto è vero per la definizione di f0.
Per un generico m, si ha, con opportuni cambi di variabile,

< fm(x− k), fm(x) > = 2
∑
n,l

h(n)h(l) <fm−1(2x− 2k − n), fm−1(2x− l)>

=
∑
n,l

h(n)h(l)

∫
fm−1(x)fm−1(x− (l − 2k − n)) dx

=
∑
n,l

h(n)h(l)δl−2k−n,0 = δk,0,

per l’ipotesi di induzione e le proprietà del QMF.
Si ha, in particolare, che ‖fm‖2 = 1.
Terzo passo.
Dimostriamo che, per ogni ε > 0, esistono R > 0, N ∈ N tali che, per ogni
m ≥ N risulti ∫

|x|>R

∣∣∣f̂m(ξ)∣∣∣ dξ < ε.

Per il Teorema 23.6.6, il sistema {ϕ(x − k), k ∈ Z} è ortonormale, in par-
ticolare, ‖ϕ̂‖2 = 1. Allora, si trova, per un ε > 0 fissato, un R > 0 tale
che ∫ R

−R
|ϕ̂(ξ)|2 dξ ≥ 1− ε

2
.

Dal primo passo della dimostrazione ricaviamo, per m grandi,

lim
m

∫ R

−R

∣∣∣f̂m(ξ)∣∣∣2 dξ = ∫ R

−R
|ϕ̂(ξ)|2 dξ,



23.7. L’ALGORITMO A CASCATA 1335

da cui la disuglianza∫ R

−R

∣∣∣f̂m(ξ)∣∣∣2 dξ ≥ ∫ R

−R
|ϕ̂(ξ)|2 dξ − ε

2
≥ 1− ε,

e, tenendo presente che ‖f̂m‖2 = 1, si ottiene l’asserto.
Applichiamo, infine, il teorema di passaggio al limite alle funzioni∣∣∣f̂m(ξ)− ϕ̂(ξ)

∣∣∣2.
Dal primo e terzo passo otteniamo che, per ogni ε > 0, esistono R > 0,
N ∈ N, tali che, per ogni m ≥ N risulti∫

|x|>R

∣∣∣f̂m(ξ)∣∣∣2 dξ < ε/4 e

∫
|x|>R

|ϕ̂(ξ)|2 dξ < ε/4,

ed utilizzando la disuguaglianza∣∣∣f̂m(ξ)− ϕ̂(ξ)
∣∣∣2 ≤ 2(

∣∣∣f̂m(ξ)∣∣∣2 + |ϕ̂(ξ)|2),

si ottiene la stima fuori dall’intervallo∫
|x|>R

∣∣∣f̂m(ξ)− ϕ̂(ξ)
∣∣∣2 dξ < ε.

La stima all’interno dell’intervallo∫
|x|≤R

∣∣∣f̂m(ξ)− ϕ̂(ξ)
∣∣∣2 dξ < ε,

segue dal primo passo ed il teorema è completamente dimostrato. tu
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Capitolo 24

Ondicelle a Supporto Compatto

Faremo vedere come la lunghezza di un filtro sia legata alla grandezza del
supporto della funzione di scala. Successivamente esamineremo il rapporto
tra regolarità di un ondicella e bontà dell’approssimazione. Infine costruiremo
le ondicelle a supporto compatto delle Daubechies.

24.1 Rapporto tra lunghezza del filtro e sup-
porto della funzione di scala

Ricordiamo che il supporto di ϕ è

suppϕ = {x ∈ R | ϕ(x) 6= 0},

quindi, se limitato, esiste un intervallo [−a, a] che lo contiene. Inoltre esso si
dice compatto se è chiuso (e lo è per definizione) e limitato; in tal caso con
lunghezza del supporto di ϕ si intende la lunghezza dell’intervallo minimo che
lo contiene.

Lemma 24.1.1. Sia (Vj) è una MRA con funzione di scala ϕ e filtro (h(n)).
Se ϕ è a supporto compatto, allora il filtro contiene un numero finito di
elementi non nulli.

Dimostrazione. Dall’equazione di scala (22.9) e ricordando che le traslate
(ϕ(2x− k))k∈Z formano un sistema ortonormale, otteniamo

√
2h(k) =

∫
ϕ(x)ϕ(2x− k) dx =

∫ a

−a
ϕ(x)ϕ(2x− k) dx, (24.1)

1337
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se suppϕ ⊂ [−a, a]. E’ facile osservare che 2x − k ∈ [−a, a] se e solo se
x ∈ [−a+k

2
, a+k

2
], quindi per |k| grandi gli intervalli [−a, a] e [−a+k

2
, a+k

2
], non si

intersecano e si ha h(k) = 0 tranne, al più, un numero finito di termini.
tu

Vediamo ora come l’algoritmo a cascata permetta di determinare la lun-
ghezza del supporto di ϕ a partire dalla lunghezza del filtro QMF.

Teorema 24.1.2. Supponiamo che (h(n))n∈Z sia un filtro QMF di lunghez-
za 2N, (si veda l’Osservazione 23.4.4). Siano n0 e N0 rispettivamente il
più piccolo ed il più grande intero n ∈ Z per cui h(n) 6= 0, in modo che
N0 − n0 + 1 = 2N.
Supponiamo, inoltre, che siano verificate le ipotesi del Teorema 23.7.1. Al-
lora la funzione di scala prevista dal Teorema 23.7.1 è a supporto compatto
contenuto in un intervallo di lunghezza 2N − 1.

Dimostrazione. Sia f0 = χ[−1/2,1/2] la funzione con la quale iniziamo l’algo-
ritmo a cascata. Indichiamo con L0 la lunghezza del suo supporto, ovvia-
mente L0 = 1, e con Lm la lunghezza del supporto delle funzioni definite
ricorsivamente tramite la (23.5)

fm(x) =
√
2

N0∑
n=n0

h(n)fm−1(2x− n).

Si ha
Lm =

Lm−1

2
+

2N − 1

2
.

Difatti basta esaminare il supporto di fm(x/2). L’estremo destro dell’inter-
vallo minimo che contiene il supporto di fm−1 viene traslato di N0 e quello
sinistro di n0, di conseguenza

Lm =
(N0 − n0 + Lm−1)

2
=
Lm−1

2
+

2N − 1

2

=
1

2

(
Lm−2

2
+

2N − 1

2

)
+

2N − 1

2
= . . .

=
L0

2m
+ (2N − 1)

m∑
j=1

1

2j

=
1

2m
+ (2N − 1)

(
1− 1

2m

)
,
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e, per m→ +∞ si ha Lm → 2N − 1. Ora, per l’algoritmo a cascata, fm → ϕ
nella norma L2(R) , di conseguenza, la lunghezza del supporto di ϕ deve
essere pari a limm Lm = 2N − 1, (basta ragionare per assurdo). tu

Nel prossimo Teorema si vede come la lunghezza del supporto di ϕ deter-
mina la lunghezza del filtro.

Teorema 24.1.3. Sia ϕ una funzione di scala di una MRA con filtro (h(n))n∈Z.
Supponiamo che il supporto di ϕ sia compatto e di lunghezza 2N − 1 (N il
più piccolo intero per cui si ha ciò.) Allora il filtro ha lunghezza 2N.

Dimostrazione. Senza ledere la generalità possiamo supporre che suppϕ ⊂
[0, 2N − 1]. Siano a0, a1 ≥ 0 tali che ϕ sia supportata in [a0, 2N − 1 − a1]
e non in uno più piccolo. Proviamo che a0 < 2 e a1 < 2. Infatti, se così
non fosse, ovvero se almeno uno di essi fosse maggiore o uguale a 2, diciamo
a1 = 2p + ε con 0 < ε < 2, e N > p > 0, la lunghezza di [a0, 2N − 1 − a1]
sarebbe 2N − 1 − a1 − a0 = 2(N − p) − 1 − ε − a0 < 2(N − p) − 1, contro
l’ipotesi che N sia minimo.
Ora, per ogni n ∈ Z, ϕ(2x − n) ha supporto contenuto in [a0+n

2
, 2N−1−a1+n

2
]

e non in uno più piccolo. D’altra parte il supporto compatto implica, per il
Lemma 24.1.1, che il filtro sia finito. Siano n0 e N0 rispettivamente il più
piccolo ed il più grande intero n ∈ Z per cui h(n) 6= 0. Dall’equazione di
scala

ϕ(x) =
√
2

N0∑
n=n0

h(n)ϕ(2x− n),

si ottiene

[a0, 2N − 1− a1] = [
a0 + n0

2
,
2N − 1− a1 +N0

2
], (24.2)

ed uguagliando gli estremi dei due intervalli, si deduce che a0, a1 ∈ N per cui
le uniche possibilità sono a0 = 0, oppure 1 e a1 = 0, oppure 1.
Se, per assurdo, a0 = 1, necessariamente a1 = 0, altrimenti la lunghezza
dell’intervallo [a0, 2N − 1 − a1] sarebbe 2(N − 1) − 1 contro la minimalità
di N . Ma a1 = 0 implica, per (24.2), che il filtro ha lunghezza dispari
N0 − n0 + 1 = 2N − 1 − 1 + 1, e ciò è assurdo. Allora a0 = 0 e di nuovo le
proprietà del filtro e la (24.2) impongono a1 = 0 e l’asserto è completamente
dimostrato. tu
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24.2 Ondicelle ed approssimazione
Uno degli obiettivi di questo capitolo è quello di costruire ondicelle a sup-
porto compatto tali che i coefficienti delle funzioni regolari (calcolati con la
trasformata di ondicelle) abbiano un buon decadimento. Iniziamo a vedere
come si misura la regolarità di un’ondicella e come questo strumento serva
per una buona approssimazione.

Definizione 24.2.1. Sia ψ un’ondicella che proviene da una MRA. La
quantità ∫

xk ψ(x) dx, (24.3)

prende il nome di momento k-simo di ψ. Se (24.3) vale zero, diremo che ψ
ha momento k-simo nullo.

Abbiamo visto che il momento zero di ψ ∈ L1(R) proveniente da una
MRA è sempre nullo. La stessa conclusione è vera sotto ipotesi più generali
(ψ, ψ̂ ∈ L1(R) , (ψjk)j,k∈Z sistema ortogonale per L2(R) ), ma nel caso di
una MRA abbiamo un risultato che mette in rapporto regolarità e numero
dei momenti nulli.

Teorema 24.2.2. Sia ψ una ondicella per una MRA. Supponiamo che, per
N ∈ N, si abbia xNψ(x), ξN+1ψ̂(ξ) ∈ L1(R) . Allora∫

xk ψ(x) dx = 0, per ogni k = 0, . . . , N.

Dimostrazione. Uno dei principi della trasformata di Fourier è il seguente:
più una funzione è regolare (dove la regolarità si misura con il numero delle
derivate continue), più la sua trasformata di Fourier decadrà velocemente
all’infinito. Viceversa, la maggiore velocità di decadimento all’infinito di una
funzione comporta una maggiore regolarità della sua trasformata di Fourier.
Per la terza delle Proprietà 22.1.5, l’ipotesi ξN+1ψ̂(ξ) ∈ L1(R) si può vedere
come un’ipotesi di regolarità di ψ, in particolare ci dice che l’ondicella ha
N + 1 derivate continue.
Accenniamo alla dimostrazione. Dall’ipotesi xNψ ∈ L1(R) discende che ψ̂
abbia derivate fino all’ordine N . Si prova, per induzione, che

ψ̂(j)(0) = 0, j = 0, . . . , N.
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Da cui, per la terza delle Proprietà 22.1.5,

0 = x̂jψ(0) =

∫
xjψ(x) dx.

tu

Il teorema seguente mostra come un’ondicella ψ con molti momenti nul-
li approssimi una funzione regolare f molto bene, ovvero, nell’uguaglianza
f =

∑
j,k< f, ψjk > ψjk, i coefficienti < f, ψjk > vanno a zero molto velo-

cemente per j → +∞. Di conseguenza, saranno necessari pochi coefficienti
significativi per ottenere una buona approssimazione per f .

Teorema 24.2.3. Siano N ∈ N e f ∈ CN(R), f (N) ∈ L∞(R). Supponiamo
che ψ sia un’ondicella a supporto compatto per una MRA, con momenti nulli
fino all’ordine N − 1. Allora esiste una costante C = C(N, f) tale che

|< f, ψjk >| ≤ C2−j(N+1/2), per ogni j, k ∈ Z.

Dimostrazione. La dimostrazione si sviluppa in tre passi.
Primo passo Supponiamo che il supporto di ψ sia contenuto in [0, a], a > 0.
Allora ψjk ha supporto in Ajk = [ k

2j
, k+a

2j
], di lunghezza |Ajk| = a

2j
e di centro

xjk = 2k+a
2j+1 . L’ipotesi sui momenti nulli implica che ogni polinomio p(x) di

grado minore o uguale ad N − 1 verifica∫
p(x)ψjk(x) dx = 0, per ogni j, k ∈ Z.

Secondo passo Per via dell’ipotesi f ∈ CN(R), possiamo sviluppare f nella
formula di Taylor, con resto in forma di Lagrange, di centro xjk,

f(x)=
N−1∑
n=0

f (n)(xjk)

(n)!
(x− xjk)

n +
f (N)(ξ)

N !
(x− xjk)

N ,

dove ξ è un punto tra x e xjk.
Se denotiamo il resto con RN(x) =

f (N)(ξ)
N !

(x− xjk)
N , e x ∈ Ajk, per l’ipotesi

sulla derivata N -sima di f ,

|RN(x)| ≤
1

N !

aN

2N(j+1)
‖f (N)‖∞.
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Terzo passo Calcoliamo il coefficiente, tenendo presente l’ipotesi sui mo-
menti.

< f, ψjk > = f(xjk)

∫
ψjk dx+ f ′(xjk)

∫
(x− xjk)ψjk dx

+ . . .

+
f (N−1)(xjk)

(N − 1)!

∫
(x− xjk)

N−1ψjk dx

+

∫
RN(x)ψjk dx

=

∫
RN(x)ψjk dx.

Infine passiamo alla sua stima. Per il Secondo passo e la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz,

|< f, ψjk >| ≤
∫
Ajk

|RN(x)| |ψjk| dx

≤ 1

N !

aN

2N(j+1)
‖f (N)‖∞

∫
Ajk

|ψjk| dx

≤ 1

N !

aN

2N(j+1)
‖f (N)‖∞|Ajk|‖ψjk‖2

=

(
aN+1/2

N !2N
‖f (N)‖∞

)
a−j(N+1/2).

tu

Dalla precedente dimostrazione otteniamo ulteriori conclusioni qualita-
tive sul significato dei coefficienti < f, ψjk > . Partiamo dal resto RN(x).
Dalla continuità di f (N) e dal fatto che la lunghezza dell’intervallo Ajk tende
a zero per j → +∞, otteniamo che, al crescere di j, possiamo identificare il
valore f (N)(ξ) con il valore nel punto medio f (N)(xjk). Quindi, con opportuni
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cambi di variabile,

< f, ψjk > =

∫
RN(x)ψjk dx

≈ 1

N !
f (N)(xjk)

∫ (k+a)/2j

k/2j
(x− xjk)

N2j/2ψ(2jx− k) dx

=
1

N !
f (N)(xjk)

∫ a/2j+1

−a/2j+1

2j/2xNψ(2jx+
a

2
) dx

=
2−j/2

N !
f (N)(xjk)

∫ a/2

−a/2
2−jNxNψ(x+

a

2
) dx,

e si ricava la stima

|< f, ψjk >| ≈ 2−j(N+1/2)

[
1

N !
f (N)(xjk)

∫ a/2

−a/2
xNψ(x+

a

2
) dx

]
.

L’interpretazione della stima precedente è la seguente: il decadimento del
coefficiente < f, ψjk > di una funzione regolare è un fenomeno locale. Ciò che
è necessario conoscere è il comportamento della derivata f (N) in un intervallo
contenente il supporto di ψjk, ed in realtà non è necessario che f sia di classe
CN in tutto R.
Esempio 24.2.4. Consideriamo la spline lineare

f = (1− |x|)χ[−1,1](x) ∈ C∞(R\{−1, 0, 1}).

Sia ψ un’ondicella con i primi due momenti nulli e supporto compatto con-
tenuto in [0, 3], (tale ondicella esiste).
E’ facile verificare i valori dei seguenti coefficienti

< f, ψjk >= 0, k ≥ 1, k ≤ −4, j < 0,
< f, ψ0k >= 0, k ≥ 1, k ≤ −4,
< f, ψ1k >= 0, k ≥ 2, k ≤ −5,
< f, ψ2k >= 0, k ≥ 4, k ≤ −7.

In generale < f, ψjk >= 0 quando il supporto di ψjk è contenuto interamente
in [0, 1] oppure [−1, 0], dove f è lineare, mentre i coefficeinti non nulli si
ottengono quando il supporto di ψjk contiene punti in cui la derivata di f
possiede delle discontinuità. tu
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24.3 Riproducibilità dei polinomi
Faremo vedere che, se l’ondicella ha momenti nulli fino all’ordine N , allora
ogni monomio xk, 0 ≤ k ≤ N , si può scrivere come combinazione lineare
delle traslate della funzione di scala. Tale proprietà prende il nome di ri-
producibilità dei polinomi. Si deduce che ogni funzione regolare, in quanto
approssimabile con funzioni polinomiali a tratti, avrà, nella trasformata di
ondicelle, molti coefficienti nulli.
Si premette il seguente risultato di cui non presentiamo la dimostrazione.

Teorema 24.3.1. Sia ϕ una funzione di scala a supporto compatto associata
ad una MRA. Sia (h(n))n∈Z il filtro (finito) e ψ la wavelet corrispondente.
Allora sono equivalenti

a)
∫
R x

k ψ(x) dx = 0, per ogni 0 ≤ k ≤ N − 1;

b) m(k)
0 (1

2
) = 0, per ogni 0 ≤ k ≤ N − 1;

c) m0 si fattorizza come

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)N
L(ξ),

dove L(ξ) è un polinomio trigonometrico (1-periodico);

d)
∑

n h(n)(−1)nnk = 0, per ogni 0 ≤ k ≤ N − 1.

Lemma 24.3.2. Sia ϕ una funzione di scala a supporto compatto associata
ad una MRA. Sia ψ la wavelet corrispondente. Se ψ ha momenti nulli fino
all’ordine N − 1, allora ϕ̂(k)(n) = 0, per ogni n 6= 0 e 0 ≤ k ≤ N − 1.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, m(k)
0 (1

2
) = 0, per ogni 0 ≤ k ≤

N − 1. Sia n 6= 0.
Se n è dispari, allora n = 2m+ 1. Dall’equazione di scala e dalla formula di
Leibniz per il calcolo della derivata di un prodotto di funzioni, si ha

ϕ̂(k)(ξ) =
1

2k

k∑
l=0

(
k
l

)
m

(l)
0 (

ξ

2
)ϕ̂(k−l)(

ξ

2
).
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Quindi, per la periodicità di m0,

ϕ̂(k)(n) =
1

2k

k∑
l=0

(
k
l

)
m

(l)
0 (

1

2
)ϕ̂(k−l)(m+

ξ

2
) = 0.

Se n è pari, allora n = 2pm, dove m è dispari. Applicando più volte
l’equazione di scala si ha

ϕ̂(ξ) =

p∏
j=1

m0(
ξ

2j
)ϕ̂(

ξ

2p
),

e quindi

ϕ̂(n) =

p∏
j=1

m0(2
p−jm)ϕ̂(m) = 0.

tu

Lemma 24.3.3. Nelle ipotesi del Lemma precedente, per ogni 0 ≤ k ≤ N−1,∑
n

(x+ n)kϕ(x+ n) = (2πi)−kϕ̂(k)(0).

Dimostrazione. Si osservi, innanzitutto, che, poiche’ ϕ ha supporto compat-
to, (2πix)kϕ ∈ L1(R) , e quindi

((2πix)kϕ)̂ (ξ) = ϕ̂(k)(ξ).

Ora, operando un cambio di variabile,∫ 1

0

(2πi)k
∑
n

(x+ n)kϕ(x+ n)e−2πimx dx

= (2πi)k
∑
n

∫ 1

0

(x+ n)kϕ(x+ n)e−2πimx dx

= (2πi)k
∫
R
xkϕ(x)e−2πim(x−n) dx

= e2πimn((2πix)kϕ)(̂m)

= ϕ̂(k)(m) = ϕ̂(k)(0)δ0,m,
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ma l’unica funzione 1-periodica che ha questi coefficienti di Fourier è la
funzione costante di valore ϕ̂(k)(0) in [0, 1). Così si ottiene l’asserto. tu

In particolare, dal lemma precedente, per k = 0, si ha∑
n

ϕ(x+ n) = ϕ̂(0) = 1.

Lemma 24.3.4. Nelle ipotesi del Lemma precedente, per ogni 1 ≤ k ≤ N−1,
esiste un polinomio pk−1(x) di grado k − 1 tale che∑

n

nkϕ(x+ n) = (−1)kxkpk−1(x).

Dimostrazione. Per induzione su k. Poniamo ak = (2πi)−kϕ̂(k)(0).
Se k = 1, per il Lemma 24.3.3 si ha

a1 =
∑
n

(x+ n)ϕ(x+ n) = x
∑
n

ϕ(x+ n) + n
∑
n

ϕ(x+ n).

Di conseguenza n
∑

n ϕ(x+ n) = a1 − x, polinomio di primo grado.
Supponiamo che l’asserto sia vero per l ≤ k − 1 e consideriamo k

ak =
∑
n

(x+ n)kϕ(x+ n) =
∑
n

k∑
l=0

(
k
l

)
xk−lnlϕ(x+ n)

= xk
∑
n

ϕ(x+ n) +
k∑
l=1

(
k
l

)
xk−l

∑
n

nlϕ(x+ n)

= xk +
k−1∑
l=1

(
k
l

)
xk−l[(−1)lxl + pl−1(x)] +

∑
n

nkϕ(x+ n)

= xk +
k−1∑
l=1

(
k
l

)
(−1)lxk +

k−1∑
l=1

(
k
l

)
xk−lpl−1(x) +

∑
n

nkϕ(x+ n),

dove si è utulizzata l’ipotesi di induzione. Allora

∑
n

nkϕ(x+ n) = −

(
1 +

k−1∑
l=1

(
k
l

)
(−1)l

)
xk+ak−

k−1∑
l=1

(
k
l

)
xk−l pl−1(x),
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ed essendo
k−1∑
l=1

(
k
l

)
(−1)l =

{
−2, k pari;
0, k dispari;

tutto è completamente dimostrato. tu

Teorema 24.3.5. Nelle ipotesi del lemma precedente, per ogni 0 ≤ k ≤ N−1,
esistono dei coefficienti qk,n ∈ Z tale che∑

n

qk,n ϕ(x+ n) = xk.

Dimostrazione. Per induzione su k.
Se k = 0 sappiamo già che 1 =

∑
n ϕ(x+ n).

Supponiamo che l’asserto sia vero per l ≤ k−1 e consideriamo k. Dal Lemma
24.3.4

(−1)kxk =
∑
n

nkϕ(x+ n)− pk−1(x)

=
∑
n

nkϕ(x+ n)−
k−1∑
l=0

bl x
l

=
∑
n

nkϕ(x+ n)−
k−1∑
l=0

bl
∑
n

ql,n ϕ(x+ n),

da cui

xk =
∑
n

(−1)k

(
nk −

k−1∑
l=0

bl ql,n

)
ϕ(x+ n),

e l’asserto. tu

24.4 Le ondicelle di Daubechies
Abbiamo visto che il numero dei momenti nulli di un’ondicella cresce al cre-
scere della sua regolarità. Ingrid Daubechies, [9], ha costruito delle ondicelle
a supporto compatto con il più grande numero di momenti nulli compati-
bilmente con la grandezza del supporto. Esse hanno supporto nell’intervallo
[0, 2N − 1] ed hanno momenti nulli fino all’ordine N − 1. Inoltre, al crescere
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del supporto aumenta anche la regolarità dell’ondicella.
La costruzione parte dall’osservazione che, se si vuole costruire un’ondicella
con supporto in [0, 2N−1], si deve partire da un QMF (h(n))n∈Z di lunghezza
2N , (si veda l’Osservazione 23.4.4 e il Teorema 24.1.3).
In principio si assumerà che il filtro sia reale. Inoltre, se si vuole che l’on-
dicella abbia N momenti nulli, per il Teorema 24.3.1, deve essere valida la
fattorizzazione

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)N
L(ξ),

dove L(ξ) è un polinomio trigonometrico (1-periodico). Allora, necessaria-
mente,

|m0(ξ)|2 =
∣∣∣∣1 + e−2πiξ

2

∣∣∣∣2N |L(ξ)|2 = cos2N (πξ)L(ξ),

dove si è posto L(ξ) = |L(ξ)|2, polinomio trigonometrico a valori reali e
coefficienti reali. Quindi L(ξ) =

∑
n c(n)e

−2πinξ con c(n) = c(−n).
Si cerca, ora, di trasformare L(ξ) in modo da determinarlo facilmente.

L(ξ) = c(0) +
+∞∑
n=1

[c(n)e−2πinξ + c(−n)e+2πinξ]

= c(0) + 2
+∞∑
n=1

c(n) cos (2πnξ).

Ora cos (2πnξ) si può scrivere come un polinomio di grado n in cos (2πξ), a
coefficienti reali e quindi anche L(ξ) è un polinomio in cos (2πξ) a coefficienti
reali. Ancora una trasformazione: da cos (2πξ) = 1 − sin2 (πξ) segue che si
può vedere L(ξ) come polinomio in sin2 (πξ) a coefficienti reali. Si ponga
L(ξ) = P (sin2 (πξ)).
Imponendo che m0 sia un QMF si ha

1 = | m0(ξ) |2 + | m0(ξ +
1

2
) |2

= cos2N (πξ)L(ξ) + cos2N (πξ +
π

2
)L(ξ +

1

2
)

= (1− sin2 (πξ))N P (sin2 (πξ)) + sin2N (πξ)P (1− sin2 (πξ)).

In definitiva, posto sin2 (πξ) = y, si deve trovare un polinomio P (y), a
coefficienti reali e valori positivi, tale che, per ogni y ∈ [0, 1],

1 = (1− y)NP (y) + yNP (1− y). (24.4)
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Uno dei modi per trovare tale polinomio è il seguente. Si parte dall’osser-
vazione che 1 = ((1 − y) + y)2N−1. Quindi, sviluppando il binomio con la
formula di Newton,

1 = ((1− y) + y)2N−1 =
2N−1∑
k=0

(
2N − 1

k

)
(1− y)ky2N−1−k

=
N−1∑
k=0

(
2N − 1

k

)
(1− y)k y2N−1−k +

2N−1∑
k=N

(
2N − 1

k

)
(1− y)k y2N−1−k

=
N−1∑
k=0

(
2N − 1

k

)
(1− y)k y2N−1−k +

N−1∑
k=0

(
2N − 1

k

)
(1− y)2N−1−k yk,

dopo la sostituzione k = 2N − 1 − k e l’osservazione che
(

2N − 1
k

)
=(

2N − 1
2N − 1− k

)
, nella seconda delle due somme. Quindi basterà prendere

P (y) = PN−1(y) =
N−1∑
k=0

(
2N − 1

k

)
(1− y)N−1−k yk, (24.5)

per ottenere il polinomio cercato che verifica (24.4).
Esempio 24.4.1. Di seguito si elencano i polinomi, definiti tramite la (24.5),
per diversi valori di N .

N PN−1(y)
1 1
2 1 + 2y
3 1 + 3y + 6y2

4 1 + 4y + 10y2 + 20y3

tu

Il filtrom0 è determinato una volta che si riesca ad ottenere L(ξ) dall’ugua-
glianza L(ξ) = P (sin2 (πξ)) = |L(ξ)|2.
Per alcuni valori di N la ricerca di L(ξ) è elementare. Nel paragrafo seguente
verrà proposto un metodo valido in generale.
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Esempio 24.4.2. N=1. Poiché P0(y) = 1, basta prendere L(ξ) = 1. Ne
consegue che

m0(ξ) =
1 + e−2πiξ

2
=

1√
2

(
1√
2
+

1√
2
e−2πiξ

)
,

e si ritrova l’ondicella di Haar.N=2. Poiché P1(y) = 1 + 2y, si ottiene

|L(ξ)|2 = P1(sin
2 (πξ)) = 1 + 2 sin2 (πξ) = 2− cos (2πξ).

Imponendo che L(ξ) sia un polinomio trigonometrico, quindi della forma
a+ be−2πiξ, con a, b ∈ R, si ha

2− cos (2πξ) = |L(ξ)|2 = (a+ be−2πiξ)(a+ be2πiξ) = a2 + b2 + 2ab cos (2πξ),

a cui bisogna aggiungere la condizione 1 = m0(0) = L(0) = a+b. Uguagliando
i coefficienti si trova facilmente che la soluzione è data dalle seguenti coppie

(a, b) = (
1±

√
3

2
,
1∓

√
3

2
).

Ad esempio, scegliendo la seconda coppia, si trova il filtro

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)2
(
1−

√
3

2
+

1 +
√
3

2
e−2πiξ

)
, (24.6)

e si ricavano facilmente gli unici elementi non nulli del filtro,

h(0) =
1−

√
3

4
√
2
, h(1) =

3−
√
3

4
√
2
, h(2) =

3 +
√
3

4
√
2
, h(3) =

1 +
√
3

4
√
2
.

tu

Nota 24.4.3. Si noti che i filtri ottenuti nella costruzione precedente sono
tutti associati ad una MRA. A tal fine basta osservare che essi verificano le
ipotesi del Teorema 23.6.6. Infatti, se |ξ| ≤ 1/4, da una parte∣∣∣∣1 + e−2πiξ

2

∣∣∣∣2 = cos2 (πξ) ≥ 1

2
.
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D’altra parte, essendo sin2 (πξ) ∈ [0, 1/2],

|L(ξ)|2 = PN−1(sin
2 (πξ)) =

N−1∑
k=0

(
2N − 1

k

)
(cos2 (πξ))N−1−k sin2k (πξ) >

1

2
.

In definitiva , si trova una costante C > 0 per cui

|m0(ξ)|2 ≥ c > 0, per |ξ| ≤ 1/4,

ed è quanto volevamo dimostrare. tu

24.5 Fattorizzazione spettrale
In questo paragrafo viene presentato un metodo per trovare il polinomio L a
partire dal polinomio PN−1 dato dalla (24.5). Esso consiste, essenzialmente,
nell’estendere PN−1 ad un polinomio di variabile complessa e nel cercare gli
zeri di questo nuovo polinomio. L verrà costruito a partire da questi zeri. Si
ricordi che vale l’equazione

1 = (1− sin2 (πξ))NP (sin2 (πξ)) + sin2N (πξ)P (1− sin2 (πξ)).

Si definisca il polinomio di grado 2N − 1

P2N−1(x) = (1− x)NPN−1(x),

da cui
1 = P2N−1(sin

2 (πξ)) + P2N−1(1− sin2 (πξ)). (24.7)

Trasformando sin2 (πξ) = 1
2
− e2πiξ+e−2πiξ

4
, si riscrive il polinomio appena

definito ottenendo il polinomio trigonometrico

P2N−1(sin
2 (πξ)) = P2N−1

(
1

2
− e2πiξ + e−2πiξ

4

)
,

che si estende ad una funzione di variabile complessa

F2N−1(z) = P2N−1

(
1

2
− z + z−1

4

)
, z ∈ C.
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Esempio 24.5.1. Per N = 1, P1(x) = (1− x)P0(x) = 1− x. Allora

F1(z) = P1

(
1

2
− z + z−1

4

)
=

1

2
+
z

4
+
z−1

4
.

Per N = 2, P3(x) = (1− x)2P1(x) = (1− x)2(1 + 2x). Allora

F3(z) = P3

(
1

2
− z + z−1

4

)
=

1

32
[16 + 9z + 9z−1 − z3 − z−3].

tu

Teorema 24.5.2. Valgono le seguenti proprietà

1) F2N−1(z) =
2N−1∑

m=−2N+1

amz
m, dove am ∈ R;

2) F2N−1(z) + F2N−1(−z) = 1, per ogni z ∈ C, z 6= 0;

3) F2N−1(z) ≥ 0 per |z| = 1;

4) F2N−1(z) = F2N−1(z
−1), per ogni z ∈ C, z 6= 0;

5) am = a−m;

6) am = 0 se m è pari, m 6= 0, a0 = 1/2.

Dimostrazione. Per la 1), basta osservare che F2N−1(z) è un polinomio di
grado 2N − 1 in z + z−1, a coefficienti reali. Quindi

F2N−1(z) =
2N−1∑
m=0

cm(z + z−1)m =
2N−1∑
m=0

cm

m∑
k=0

(
m
k

)
zkz−m+k

=
2N−1∑
m=0

cm

m∑
k=0

(
m
k

)
z−m+2k =

2N−1∑
m=0

cm

m∑
h=−m

bm,hz
h

=
2N−1∑

h=−2N+1

2N−1∑
m=|h|

cmbm,h

 zh.

E’ sufficiente dimostrare la 2) per |z| = 1, in quanto la funzione F è analitica
per z 6= 0. In tal caso, però, è vera per la (24.7).



24.5. FATTORIZZAZIONE SPETTRALE 1353

La 3) segue dal fatto che, se |z| = 1, allora, per un certo ξ, z = e2πiξ, e quindi
F2N−1(z) = P2N−1(sin

2 (πξ)) ≥ 0.
La 4) discende dalla definizione di F2N−1(z), mentre la 5) si ricava dalla 1) e
la 4).
Infine, per la 6). Dalla 1) e 2) si ha

1 =
2N−1∑

m=−2N+1

am(z
m + (−1)mzm).

Dal confronto dei coefficienti segue l’asserto. tu

Introduciamo la seguente notazione

F̃4N−2(z) = z2N−1F2N−1(z),

al fine di ottenere un polinomio in z di grado 4N − 2. Il Corollario seguente
ci permette di localizzare gli zeri di F̃4N−2.

Corollario 24.5.3. 1) F̃4N−2 ha in z = −1 uno zero di ordine 2N , cioè

F̃4N−2(z) = (z + 1)2NQ2N−2(z),

dove Q2N−2 è un polinomio di grado 2N − 2;

2) F̃4N−2(1) = 1;

3) Se z0 è uno zero di F̃4N−2(z) di molteplicità m, allora z−1
0 , z0, z0

−1,
sono ancora zeri di molteplicità m.

Dimostrazione. Accenniamo alla dimostrazione.

F2N−1(z) = P2N−1

(
1

2
− z + z−1

4

)
=

(
1

2
+
z + z−1

4

)N
PN−1

(
1

2
− z + z−1

4

)
=

1

4N
z−N(2z + 1 + z2)NPN−1

(
1

2
− z + z−1

4

)
=

1

4N
z−N(1 + z)2NPN−1

(
1

2
− z + z−1

4

)
.
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Allora
F̃4N−2(z) =

1

4N
(1 + z)2NzN−1PN−1

(
1

2
− z + z−1

4

)
.

E la 1) è dimostrata.
La 2) discende dalla definizione di F̃ , dalla 1) e dalla 2) del Teorema 24.5.2.
Infine, ancora dalla definizione di F̃ e dal Teorema 24.5.2 segue che, se z
è un suo zero, allora anche z−1 è un suo zero, mentre, dal fatto che sia un
polinomio a coefficienti reali, segue che anche z è un suo zero. tu

Il seguente teorema illustra il fatto che , se |z| = 1, F2N−1(z) è sempre il
modulo del quadrato di un polinomio.

Teorema 24.5.4. Esiste un polinomio CN−1 di grado N − 1, a coefficienti
reali, tale che, se |z| = 1,

F2N−1(z) =| (z + 1)NCN−1(z) |2 . (24.8)

Dimostrazione. Ricordiamo che, per |z| = 1, F2N−1(z) ≥ 0. Separiamo gli zeri
reali di F̃4N−2, diversi da −1, da quelli complessi non reali, e indichiamo con
ZR e ZC rispettivamente, l’insieme degli zeri reali interni al cerchio unitario
e l’insieme degli zeri complessi, interni al cerchio unitario, che giacciono nel
semipiano superiore. Per la fattorizzazione del polinomio otteniamo

F2N−1(z) =| F2N−1(z) |=| z−2N+1F̃4N−2(z) |=| F̃4N−2(z) |

=
∣∣c(z + 1)2N

∣∣ ∏
z0∈ZR

∣∣(z − z0)(z − z−1
0 )
∣∣

·
∏

w0∈ZC

∣∣(z − w0)(z − w−1
0 )(z − w0)(z − w0

−1)
∣∣

=
∣∣c(z + 1)2N

∣∣ ∏
z0∈ZR

|z0|−1|z − z0|2
∏

w0∈ZC

|w0|−1|z − w0|2|w0|−1|z − w0|2,

dove si è utilizzata l’uguaglianza, valida per |z| = 1,
∣∣(z − r0)(z − r−1

0 )
∣∣ =

|r0|−1|z − r0|2. Quindi basta prendere

CN−1(z) = |c|1/2
∏
z0∈ZR

|z0|−1/2(z − z0)
∏

w0∈ZC

|w0|−1(z − w0)(z − w0).

tu
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Esempio 24.5.5. In questo esempio vediamo come è possibile ricavare L alla
luce delle informazioni su F2N−1. Supponiamo che N = 2. Ricapitolando

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)N
L(ξ),

dove, per il teorema precedente,

|L(ξ)|2 = PN−1(sin
2 (πξ)) = (1− sin2 (πξ))−NP2N−1(sin

2 (πξ))

= (1− sin2 (πξ))−NF2N−1(e
2πiξ)

=

(
1

2
+
e2πiξ + e−2πiξ

4

)−N ∣∣(e2πiξ + 1)NCN−1(e
2πiξ)

∣∣2
=

(
2 + e2πiξ + e−2πiξ

4

)−N

[(e2πiξ + 1)(e−2πiξ + 1)]N
∣∣CN−1(e

2πiξ)
∣∣2

= 4N
∣∣CN−1(e

2πiξ)
∣∣2.

Quindi basta prendere

L(ξ) = 2NCN−1(e
2πiξ), oppure L(ξ) = 2NCN−1(e2πiξ) = 2NCN−1(e

−2πiξ).

Per calcolare CN−1 abbiamo bisogno di trovare gli zeri di F̃4N−2(z). Utiliz-
zando l’Esempio 24.5.1 e sapendo che F̃4N−2(z) ha in z = −1 uno zero di
ordine 2N = 4, si ha

F̃4N−2(z) = F̃6(z) = z3F3(z)

= z3
1

32
[16 + 9z + 9z−1 − z3 − z−3]

=
1

32
[16z3 + 9z4 + 9z2 − z6 − 1]

=
1

32
(z + 1)4(−z2 + 4z − 1)

= − 1

32
(z + 1)4(z − (2−

√
3))(z − (2 +

√
3)),
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dove solo 2−
√
3, giace all’interno del cerchio unitario. allora

C1(e
2πiξ) =

(2−
√
3)−1/2

4
√
2

(e2πiξ − (2−
√
3))

=

√
3 + 1

8
(e2πiξ − (2−

√
3)),

perchè
√
2(2−

√
3)1/2 =

√
3− 1. Finalmente, si ricava il filtro

m0(ξ) = 4

(
1 + e−2πiξ

2

)2 √
3 + 1

8
(e−2πiξ − (2−

√
3))

=

(
1 + e−2πiξ

2

)2

(

√
3 + 1

2
e−2πiξ +

1−
√
3

2
),

che corrisponde alla scelta fatta in (24.6). tu
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