Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

8.2 Successioni, serie e prodotti, sia numeriche che di funzioni

Il simbolo Es: significa la presenza di una o piu domande a cui ancora non si ¢ data una risposta
o per motivi di tempo o perché non si e riusciti nell’intento

Sovente e riportata la fonte dell’esercizio il cui svolgimento puo essere diverso da quello presente
in queste pagine

L’ordine degli esercizi non e dato né per difficolta né per argomento. Il presente capitolo non e
a livello elementare. In generale gli esercizi richiedono una buona conoscenza della teoria delle
serie esposta nei normali libri di testo. Inoltre una parte degli esercizi riguarda la teoria delle
serie di potenze nel campo complesso.

—+o0o
1.8.2 Trovare la somma della serie: Z((n +1Dvn+nvn+1))7 [R: 1, [5] pag.8s]
n=1

2) Calcolare lim 1, [K] pag.107]

“ 1
—— |R.:
”—>+0°; vn? +k |
n—1

n 1 n
1 — : . 13 dt dx .o
3) Calcolare nhm E 5 12 [Suggerlmento. utilizzare fo e _nfo =7 R.: %, da [B] pag.49 e [K]

pag.107 ]
n

1
4) Sapendo che ligl g T Inn = v (v & la costante di Eulero), trovare la costante c¢ tale che
n—-—+0oo
k=1

1
lim Z ——— —clnn ¢ finito e trovare tale limite [R.: e=1, In2+7, da [B] pag.51]

n—-+o00 2k —1
k=1

o) i 1
5) Calcolare Z(—) In(1 — ﬁ [R.: 3In2—21In7, da Ovidiu Furdui, Journal of the School Science and
k=2

Mathematics Association, vol.108 (2), February 2008 (rivista online). La soluzione che segue & quella sottomessa da

chi scrive]
too (_)k—l
6) Calcolare Z 2 [R.: In2, da [B] pag.56]
k=1
+o00 (_ k
7) Dimostrare che Z e converge per ogni valore di x che non rende nullo nessuno dei
x
k=0
denominatori [da [B] pag.66]
8) Dimost hl-i-l 1+1+1 1+1+1 1-1-
imostrare che — — — —
r x+1 x+2 xz+3 x+4 x+5 z4+6 z4+7 x+8
diverge per ogni valore di x [da [B] pag.66]
. 1 1 1 1 1 1 1 1 )
Dimostrare che — — ... diverge

x x+1_x+2+x+3_x+4_x+5+x+6_x+7_x+8+
per ogni valore di « [da [B] pag.66]

n—-+oo

O k
9) Calcolare lim kzlln(l + ﬁ) [R.: 1, da [K] pag.107]

10) Calcolare nli)rfoo Z(ﬁ)” [R.: —%1, da [K] pag.107 e [B] pag.528]

1
11) Calcolare lim —((n4+1)(n+2)...(n+n))"/™ [R: 4, da [K] pag.107

n—4+oco n
2n+1
2n —1

) — 1:| [R.: 2(1—1In2), da [B] pag.526. Sara opportuno usare la formula di Stirling

+oo
12) Calcolare Z [nIn(
n=1
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nlon™e " V2rn(14+0(n™h))]

—+o0
2k +1
3) Calcolare kzl( )k 1 12 _—::k [ R.: 1, da [K] pag.149. Si scomponga in fratti sernplici]
= 1 1 1
4) Calcolare ;(4k —3 + o1 %) [R.: 31n2, da [K] pag.135. Si usi I'esercizio num. 4]

5) Calcolare Z m [R.: 2In2—1, da [B] pag.51. Si usi ’esercizio num. 4]
6) Calcolare Z m [R.: 3(In3-1), da [B] pag.51. Si usi I'esercizio num. 4]

17) Calcolare Z 36k —1) [R.: =342 In3421n2, da [B] pag.52. Si usi I'esercizio num. 4]

o0 2
12k — 1
8) Calcolare k} 4]{32 — 1) [R.: 21n2, da [B] pag.52. Si usi ’esercizio num. 4]
+oo k
19) Calcolare ,;_1 e [R.: &, da [B] pag.52. Si usi I'esercizio num. 4]
_|_

20) Calcolare Z m [R.: 2—2In2, da [B] pag.51. Si usi I'esercizio num. 4|

1

21) Calcolare/ {é}dm [R.: 1—7]
0 ;

22) Calcolare/ {=}
0 T

oo
Ink
23) Calcolare la serie Z<_)k_17 [R.: L1n22—~1n2, da: M.S.Klamkin A.M.M. prob.4592]
k=2
o0 n
24) Dopo aver dimostrato che le serie Z(— z —Inn —7) converge, calcolarne la somma.
n=1 k=1

[R.' (v=Inm)/2, da [B] pag 277]

25) Dimostrare che E = — e che E = Le dimostrazioni non sono semplici. Si tratta del
) k2 6 k4 90 [

celeberrimo risultato di Eulero Sembra che Johann Bernoulh una volta venuto a conoscenza del risultato cercato per

anni dalle migliori menti matematiche dell’epoca, abbia esclamato : “Se solo mio fratello fosse ancora vivo”. Tale

citazione & presa dal bel libro [W.Dunham Euler, the master of us all, The Mathematical Association of America,

1999, pag.49)
1 ]

26) Calcolare Z (4]€ — 1)(4]€ T 1) [R.: 4_T7T. Si usi ﬁ_l:fo z¥dz e si faccia attenzione al passaggio al limite

dentro certi integrali. ]
1

27) Calcolare [R.: 24627 gj g5 ;:fl z"dz e si faccia attenzione al passaggio al
E:z%-ka+m 10 =1 o

limite dentro certi integrali.]
1
2k — 1)(3k — 1)

passaggio al limite dentro certi integrali. http://people.missouristate.edu/lesreid/Advanced.html, num.167]

_ . . 1 . . .
[R . w_ Si usi k+r1:f0 zFdzx e si faccia attenzione al

28) Es: Calcolare Z
k=1
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29) Calcolare Z

T
—I—oo
30) Calcolare H(k3 —1)/(k*+1)
k 2
31) Calcolare Z ﬂ [R.: —7/32]
(2k — 1)3
2
32) Sia ar, = ap < 1 e agy1 = 2#. Dimostrare che la serie converge e calcolarne la
ai —ap +1

somima.

33) Calcolare lim

1 — 1
HWZW

34) Calcolare ngmoo Z \/_ P VE T W)(f—l— Ny a intero

+00 +o00 min!
) Calcolare mz(”;) (m+nt2)
+o00 1
36) Calcolare Z A N

—+o00

37) Calcolare Z(Qkkz)_l [suggerimento: fare il quadrato della serie al num.6 e usare 1/I~c:f01 th=1dt). [Vedi
k=1

]

+oo
38) Calcolare Z(k!)22k+1/(2k +1)!
k=0

[NE

39) Calcolare / sin z(Insin 2)?dz [[B] p.520, ex.46]
0

1—2z dx

l+zlnz
[https://math.stackexchange.com/questions/280105/evaluating—int—O1—frac1—x1x—frac—mathrm—dx—ln—x?noredirect:1&101:1]

1
41) Calcolare / In(1 + z)dz

1
40) Calcolare / (anche sul capito degli integrali e dei numeri complessi)
0

o z(1+2%) "
. . — 2" 1
42) Calcolare Sia |z| > 1. Dimostrare che ;0 il [[B] pag.66 ex.8]
) . X 9kg?" T
43) Calcolare Sia |z| < 1. Dimostrare che l;) e — [[B] pag.25 ex.17]
+o00 . +o00 (_1)mm
44) Calcolare nz_:l(—l) nmz_:l (m+ )2 [[B] pag.90]

45) Calcolare Z k(coth k(4k2 — 3))_1 [M.L.Glasser, SIAM Review Vol. 28, No. 2 (Jul., 1986), p. 242,
k=2
Problem 85-9]
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400 k
6
46) Calcolare Z T Rl [Putnam 1984]
k=1
+00 xzk—l
47) Calcolare Z I [[KN] ex.2.2.15 pag.28]
k=1
+o0 9
48) Calcolare H {1 + W} [[KN] ex.2.2.16 pag.28]
k=0
Foo k k
49) Calcolare H(l + 2% +2*%), al variare di 2 € R [[KN] ex.2.2.17 pag.2s]
k=1

+oo
1
50) Sia a; =1 e a,, = n(a,—1 + 1). Calcolare H [1 + —} [[KN] ex.2.5.10 pag.48]
ag
k=1

1 3
n+1 cos on+1 [[

“+o0
51) Calcolare kzl sin 5 KN] ex.3.1.6 pag.64]

+o0
52) Calcolare Z [[KN] ex.3.1.8 pag.64]
n=1

n
3.5 (2n+1)
1

+o00
53) Calcolare Z nn+1)---(n+m)

n=1

[[KN] ex.3.1.4 pag.64]

—+oo
2n —1
54) Calcol E ex.3.1.10 pag.
) acoaren:12 [[KN] ex.3.1.10 pag.65]

4 (2n)
+oo

55) Sia a1 > 1 e a1 = a2 — a, + 1. Calcolare Z 1/ay, [[KN] ex.3.1.29 pag.68]
n=1

56) Sia {a;} una successione di termini positivi tale che ) 1/ar = +oo. Calcolare
+oo

Z ai-ag---an [[KN] ex.3.1.15 pag-GG]
(a2 +b)(ag +b) - (ans1 +b)

n=1

+oo
57) Calcolare Z 3* sin®
k=0

3nx+1 usando sinz = 3sin(z/3) — 4sin®(2/3) [[KN] ex.3.1.18 pag.66]

+oo
1
58) Calcolare Z " sin® (3" 'z) usando sinz = 3sin(x/3) — 4sin®(2/3) [[KN] ex.3.1.18 pag.66]

k=0
2 2n
59) Calcolare kz__: arctan S
o0 1
60) Calcolare Z A T2 10 [[KN] ex.3.1.7 pag.64]
n=0
+o0
61) Calcolare Z arctan I [[KN] ex.3.1.24 pag.68]
n=1
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+o0
62) Calcolare ; 22k sin? o
400 1
63) Calcol 2k
) Calcolare ZQ cof &
k=1 2
400 o
64) Calcolare Z an op [[KN] ex.3.1.19 pag.67|
= 2xy R 2
65) Calcolare I;arctan E————t Analizzare i casi speciali: 1) x =y = 1, kzlarctan 12
1 = 1 1 X 1
[[KN] ex.3.1.24 pag.68], T =1y = E’ ; arctan 2 3)r=y= 5’ kz_: arctan 252
+oo

1 _ n
66) Calcolare Z arctan % 0 < a <1 [[KN] ex.3.1.20 pag.67|

-1
67) Calcolare Z arctan (a aQR)fI;; x #0, a > 1 [[KN] ex.3.1.20 pag.67]

+oo 93+7Tn + 1295n+2 _ x423n—|—1 — pb9n
— (24n+2 + 5r292n + $4)(22”+1 + 1‘2)2

68) Calcolare

1
69) Calcolare Z arctan PrErl [[KN] ex.3.1.24 pag.68]
T 3 2k
70) Calcolare Z(—l)kcos?)# [[KN] ex.3.1.16 pag.66]
k=0
400 2
4 -2k
71) Calcolare kz_l arctan T
" —3k2 41— k4
72) Calcolare nli){xkloo tan ; arctan T

+oo +00
2. 2
73) Calcolare / Z —2ke _ =™ dg [da: G.H.Hardy NOTES ON SOME POINTS IN THE INTE-

GRAL CALCULUS XL, some cases of term—by—term integration of an infinte series, Messenger of mathematics Vol.44,
(Mar.,1915),145-149)

2

x
74) Calcolare Larctan = [[BM], [B] pag.314
) kzl 12 [[BM], [B] pag.
75) Calcolare i !
— sinh 27

+oo

2.8.2 Siano date F(x Zf (z,k) e G(z) = Z(—l)kf(a:,k) dove f(x,2k) = vf(\(z),k)
k=1
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con v € R e A\(z) & una funzione reale. Allora

|
f

n

F(z) = 2v)"FO\M () — ' v GO (z)), AF(z) =ro-- -0 \(x)
J=0 k volte
3.8.2 Applicare il risultato precedente alle funzioni F'(x) = ; e G(z) = kz::l o
che possiamo dedurre da e seguenti del capitolo sugli integrali complessi.
“+o0o “+o0
: _ z _ ket : __o—n n
4.8.2 Siano date F(z) = ; () e Gla) = g(—m f(3). Allora si ha F(z) = 27" F(2") +

Z 278G (2%z) e se F ¢ limitata F(z) = Z 27kG(2%2)
k=1 k=1

5.8.2 Utilizzando il num.1-65) e 1-74) dell’esercizio num.1 dimostrare che a)

x tanh(2x) sinh(2z)
2 arctan = 2arctan ———= + arctan ———=
tanx tan(2x) sin(2x)
eb)
= sinh(2%x) tanhz 1 tanh(2"x)
Z - arctan - arctan — — arctan
p sin(2~x) tanz 27 tan(2nx)
e mandando n — +o0 si ha
+oo . k
Z i arct M = arctan tanh @
2k sin(2Fx) tan x

k=1

b b 2b
6.8.2 Assumendo che la serie converge, se ne trovi la somma 4 + < + a-i; + a4 +4 +
xr x x

2a+3b 4a+5b 6a+ 8b
e T e T =t
X X
L’autore dice che la serie converge se e e solo se 0<r<1 ma questo & falso non appena si pensa ad a=b=1. In tal caso

. [da: E.K.Clarke; E.B.Davis, A.M.M. Vol.22, No.5 (May, 1915), 164-165.

infatti la successione corrisponde alla successione di Fibonacci il cui termine diverge esponenzialmente.]
o0 1
7.8.2 Dire se converge o diverge la serie E (= — f(n)) dove f(n) =27P se 2P~ <n < 2P,
n
n=1

[I.Niven, C.F.Pinzka American Mathematical Monthly, Vol.65, No.1 (Jan.,1958),44]

8.8.2 Sia data la serie ) ag.
Ak+1

o lim| | =1 < 1 la serie converge (test di D’Alembert)
Qr41

e Se esiste kg tale che k > kg = |
ag

| > 1 la serie diverge

Ap41

e Se lim | | =1 > 1 la serie diverge

k
Ap41

e Se lim | | =1 > 1 non si puo trarre conclusione. Tale fatto fa si che il criterio del rapporto

€ meno “preciso” del criterio della radice.
Ak+1

e Se lim | | =1 > 1 la serie diverge

. Ak+1
e Se lim |—*

| =1 < 1 non si puo trarre conclusione.
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e Se Iim |ax|'* =1 <1 3 ay, converge (test di Cauchy)
e Se lim |ag|'/* = 1> 13 ay diverge (test di Cauchy)

1.
esiste allora

9.8.2 Data una qualsiasi successione di numeri positivi {ax} si ha: se lim

ag
esiste limai/ e lim% = lim a,lc/ * Dare un esempio in cui non esiste lim aZ ma esiste
k k

lim a,lc/ K

e Dimostrare che lim QZH < lim a,lc/k,

k
e Dimostrare che lim a,lc/k < lim %
k
Neseguecheli_maz1§h_ma,i/k§m@}/’“gm%
k k

10.8.2 Sia data una successione a, > 0. Dimostrare che ciascuno dei seguenti criteri implica
convergenza: 1) Mai/ mE < /e, i) Tim(kag) /™R < 1 /e, iii) Tim(k In kay,) Y/ 0 E) <1 /¢

11.8.2 Siano > dg, > cx due serie a termini positivi la prima divergente e la seconda conver-
gente. Dimostrare che limdy /¢, = +oc e limey, /dy, = 0.

e Dare due serie Y dy, > ¢ come prima e tali che limey, /dy = 400

12.8.2 Sia a;, > 0 e tale che li_m(ak)ﬁ > 1/e. Dimostrare che ) a, diverge.

+o0
13.8.2 Raggruppamenti Sia data la serie Z ay e sia data la successione {ny} e sia by = a; +
k=1
+o0
az+...4+ap,, ba =an,+1+...+by,, e via dicendo. La serie Z br e detta raggruppamento della
k=1

serie. Ci si pone la domanda se dalla convergenza della serie raggruppata segue la convergenza
della serie ) ay. In generale non ¢ vero. Basti pensare alla successione (1,—1,1,—1,1...) e si
facciano gruppi di due. Si hanno i tre risultati

1) se la serie Y aj converge, converge pure » by
2) Se ap > 0 e se Y by converge, converge pure »  a

3) Se ar, — 0 e ng1 —ng < N per ogni k, allora se D by converge, converge pure »  a.

+oo
14 .8.2 Sia data la serie Z(—l)k_la%. Dimostrare che oscilla ma che raggruppando op-

k=1
portunamente i termini la si puo far convergere ai suoi valori limiti. Dimostrare che la serie
—+oo

Z(—l)k(l - a%) converge  [[B] pag.66 ex. n.4]

k=1
15.8.2 Siaa, \ 0 e > a, convergente. Ne segue liIJIrl na, = 0. Utilizzare tale risultato per
n—-—+oo
“+o0
1 -
dimostrare che Z n~ =% diverge
n=1

e Sia p, una successione monotona tendente a +oo lentamente quanto si vuole. Trovare una
serie Y ay positiva monotona convergente a,, tale che p,a,n non tende a zero.

e Sia p, una successione non monotona tendente a 400 lentamente quanto si vuole. Trovare
una serie Y aj positiva monotona convergente a,, tale che p,a,n non tende a zero.

+o0 “+o0
1
16.8.2 Si dimostri che se Z ap converge, allora converge pure Z 5 (ax+ary+1) e la differenza
k=1 k=1
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fra la prima e seconda vale a1/2. Dare un esempio in cui non vale il contrario ma dimostrare

che il contrario vale se ay > 0.  [[B] pag.66 ex. n.10]
17.8.2 Sia v, N\ 0 e tale che > vy = 4o00. Dimostrare che la serie Y (a1vpk+1 + a20kpt2 +
.+ apUkp+p) converge se e solo se ay + ...+ ap, =0. [[B] pag.68 ex. n.17]

18.8.2 Sia > ajp convergente. Dimostrare che la successione k(api1 — ax) pud oscillare o
convergere a, Zero. [[B] pag.68 ex. n.18]

19.8.2 Sia {ax} una successione tale che sia kay che Y k(ay — ags1) convergono. Dimostrare
che Y aj converge [[K] ex.3.4.18 p.95]

20.8.2 Sia a,, > a,y1 > 0 e tale che per infiniti interni {ny} si ha a,, > C/n; per un valore
C > 0. Dimostrare che la serie > aj, diverge [[RRA] pag.76 ex.2.3.10]

n n—1

21.8.2 Teorema di Abel-Dirichlet Dopo avere dimostrato che Z apby, = a, B, — Z ay, By,
k=1 k=1

dove B, % Z b; e ay, —fak+1 ay, si dimostrino i risultati

=1

n oo
Dirichlet Sia a;, \,0 e Z by limitata per ogni n. Allora Z arbr converge

k=0 k=0
+o0
Abel Sia > ay convergente e b, > b,+1 > b > 0. Allora Z arby converge
k=0

n
e si dia un esempio di successioni {a;} e {bx} tale che ay — 0 in modo non monotono, g b
k=0
limitata per ogni n e > axby non converge.
e Sia data una successione {ax} tale che Y kaj converge. Dimostrare che Y ax converge.

Utile negli esercizi e anche la formula

q q—1 p—1
Z arpbr = anq — Z(ak+1 — ak)Bk — CLpo + Z(ak_H — CLk)Bk =
k=p+1 k=1 k=1
qg—1 q—1
= aq(Bq — Bp) + agBp — ap By — Z(akH — ag) (B — Z (ar41 — ar)Bp+
k=1 k=1
p—1 p—1
+ > (aks1 — ax)(By = Bp) + Y _(aky1 — ax) By =
k=1 k=1
q—1
= aq(Bg — Bp) = »_(ak+1 — ar)(Br — Bp)
k=p

22.8.2 Siano date le successioni di funzioni {ax(z)} e {vi(z)} ed un intervallo I > z, tali
che 1) ‘Z ak(x)’ < K, per ogni x € I 2) vi(z) > vgyi(x) per ogni x € I, 3) vi(z) = 0

uniformemente. Allora > ag(x)vg(x) converge uniformemente [[B] pag.125]

Siano date le successioni di funzioni {ax(2)} e {vk(2)} ed un insieme I C C, tali che 1) Z ax(z),
k=1

¢ uniformemente convergente, 2) sup |vg(z)| < V per ogni k, 3) sup Z lvg (2) —vk41(2)| < W
zel zEI
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per ogni k. Allora > ag(2)vg(z) converge uniformemente [[B] pag.246]

23.8.2 Sia ap N\ 0 e > ap < +oo. Mostrare che > k(ar11 — ax) converge. Inoltre se aj —
26Lk_|_1 + Qp4o2 > 0 allora ]CZ(CLk+1 — CLk) — 0. [[B] pag.68 ex.19 (Hardy)]

24.8.2 Sia > aj, = A convergente e mgy1 > my, khrf my, = +o00o. Allora
— 100
1
lim —
n—-+oo My,

Z apmy =0 [[B] pag.66]
k=1

25.8.2 Dimostrare che se Y na, converge, converge pure » . a, [[HA] pag.24 ex.2.6]

—+o0o
. . . . a1+ ...+a
26.8.2 Dimostrare che non esiste una successione a; > 0 tale che la serie E eI B

n=1
converge [Twentieth Annual Iowa Collegiate Mathematics Competition University of Northern Iowa, Saturday, March
1, 2014]

n

27.8.2 Siaap > 0 e Y ax convergente. Dimostrare che esiste by * +00 e > axby converge,
vedi pure [da [Sy],pag.215; Osservazione: se fosse by >0 e Zbk <400 non ci sarebbe nulla da dimostrare
grazie al fatto che Z akbkgz ak~z bk]

e Sia ar > 0 e > ap = +oo. Trovare una successione by, \,0 e > apby = +o0. E evidente che la
stessa soluzione si avrebbe se a; — 400 vedi

28.8.2 Sia Yap = A Y by =B, Ay = > ar, By = > bi, ¢p = arby, +asby_y + ... +
k=1 k=1
ap—1ba + anby, Cpp =1 + ...+ ¢,. Calcolare lim (Cy + ...+ Cy)/n. |[[B] pag.91]

n—-+oo

29.8.2 Sia Y ar=A, > bp=Be > cx=C dove ¢, = aib, +asb,_1+ ...+ an_1b2 + a,b;.
Dimostrare che AB = C [G.H.Hardy The multiplication of conditionally convergent series, Proceedings of the
London Mathematical Society,(2) vol.6 (1908) pp.410-423 dove lo si attribuisce ad Abel]

30.8.2 Dimostrare che se Y ap converge al valore A, > by converge al valore B, almeno una

n
delle due serie converge assolutamente, allora la serie E ¢, = AB con ¢,, = E arbn_i
k=0

Dimostrare che il prodotto della serie >(—)*/V/k, per se stessa ¢ una serie divergente (da cui
segue che il prodotto di due serie semiconvergenti non ¢ detto converga)

31.8.2 Sappiamo che se lim Zak esiste allora lim a; = 0. Trovare un esempio tale
k=1

n——+oo k—+o0
n
che lim E aj esiste ma lim aj non esiste [problema 1380 qui http://pme-math.org/wp-
n——+0oo k—+oc0
k=[n/2]+1

content/uploads/2022/01/PME202IFall_NewProbSolns.pdf]
40 n

32.8.2 Siad ap=A,> a, = B, E Cn = E E ab,—r = C. Dimostrare che A- B = C. [La
n=0 k=0

dimostrazione pilt breve fa uso di ed il risultato & attribuito da Hardy ad Abel. G.H.Hardy The multiplication

of conditionally convergent series, Proceedings of the London Mathematical Society,(2) vol.6 (1908) pp.410-423]. Vedi
anche

“+o0 +oo n
33.8.2 Siano > ap e > by assolutamente convergente. Allora ch = ZZajan_k
k=1 n=1k=1

converge assolutamente [G.H.Hardy The multiplication of conditionally convergent series, Proceedings of the
London Mathematical Society,(2) vol.6 (1908) pp.410—423 dove lo si attribuisce a Cauchy]
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34.8.2 Sia Y ax = A, > by = B, na, = o(1), nb, = o(1). Dimostrare che > ¢ = C dove
¢, = arb, +asb,_1+ ...+ a,—1b2 +a,by e C = AB [G.H.Hardy The multiplication of conditionally
convergent series, Proceedings of the London Mathematical Society,(2) vol.6 (1908) pp.4107423]

35.8.2 Sia Y ap = A, Y br = B, na, = O(1), nb, = O(1). Dimostrare che }_ ¢, = C dove
Cn = a1b, + asbp_1 + ...+ ap_1bs + a,by e C = AB [G.H.Hardy The multiplication of conditionally
convergent series, Proceedings of the London Mathematical Society,(2) vol.6 (1908) pp.4107423]

36.8.2 Sia > ar = A, > br = B, e ¢(n) una funzione della forma v (n H (Inxy n)
—+o00 “+o0 :n

ay > 0. Inoltre na,(n) — 0, nb,/1(n) — 0. Dimostrare che la serie Z Cp = Z Z arbni1—k
n=1 n=1k=1

converge [G.H.Hardy The multiplication of conditionally convergent series, Proceedings of the London Mathe-
matical Society,(2) vol.6 (1908) pp.4107423]

37.8.2 Siano date le serie Y (—=1)*"la, = Ae > (=1)*"1b, = B con |ag|+|bx| \ 0. Allora per
la convergenza del prodotto di Cauchy le seguenti condizioni sono: 1) |¢,| = a1by,+...+anby — 0
necessaria e sufficiente 2) (a1 +...4+an)b, — 0e (by + ...+ by)a, — 0 necessaria e sufficiente
3) 3" axbyi, convergente sufficiente ma non necessaria  4) >_(a,by )T convergente per ogni e > 0
necessaria ma non sufficiente [G.H.Hardy The multiplication of conditionally convergent series, Proceedings
of the London Mathematical Society,(2) vol.6 (1908) pp.4107423]

38.8.2 Es:  Si diano due serie Y ay e Y by convergenti ma non assolutamente il cui prodotto
di Cauchy converge assolutamente [Roy O.Dayvies, Alfred Weinman, Prob. num.5502, American Mathematical
Monthly vol.75, No.6(Jun.—Jul., 1968), 6887689]

39.8.2 Sia ay — 0. Dimostrare che le sue serie Y ax e Y (ay + axy1) convergono o divergono
entrambi [ex. 3.4.15 da [KN] pag.95]

40.8.2 Sia {ax} una successione monotona decrescente tale che Y ap = +o00. Mostrare che
. ay+az+ ...+ asp—1
lim

n—+oco ag +ayg+ ...+ asy

41.8.2 Sia a \ 0 e tale che (a1 — a,) + (a2 —an) + ...+ (ap_1 — a,,) ¢ limitata da sopra.
Dimostrare che > aj converge. [ex. 3.2.60 da [KN] pag.82]

= 1 [ex. 3.2.54 da [KN] pag.81]

2n +oo
42.8.2 Siaap >0e — Z ap > Z ay. Dimostrare che Z apn, < 2eay [ex. 3.2.67 da [KN] pag.83]
"= k=n+1 n=1

43.8.2 Sia pp — 400 e > aj convergente. Dimostrare che (a1p1 + ...+ anpn)/pn — 0. [ex
3.4.26 da [K] pag.95]

44.8.2 Sia ap \( 0. Dimostrare che se > apby converge, allora a,(by + by + ...+ b,) = o(1).
[da [MGLP] ex.2.6. pag.37, ex. 3.4.27 da [K] pag.97]
e Sia aj \, 0. Dare una successione {by} tale a,(by +ba + ...+ b,) = o(1) ma > axby diverge
[da [MGLP] ex.2.6. pag.37]

Dire se nei precedenti esempi la monotonia di di {a,} ¢ necessaria [da [MGLP] ex.2.6. pag.37]

+oo
45.8.2 Sia ap \(0 e > by convergente. Dimostrare che > axby converge e Z arbyr = o(ay)
k=n
[da [MGLP] ex.2.7. pag.37]
46.8.2 Sia {£;} una successione composta da +1 e —1 e {ax} una successione tale che a; \, 0
e > aker converge. Allora a,(e1 +...+¢,) =0
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47.8.2 Sia > ark convergente con a; € C. Dimostrare che lim " =0dove 4, = aj +

n—+oo N
as + ...+ ay.
48.8.2 (Cauchy) Sia ax N\, 0 negli esempi che seguono. Allora la serie > aj converge se e solo
se converge la serie > 2Faqn
e dare un esempio di successione positiva {ay} che tende a zero in modo non monotono tale che
3" ay, converge e > 2¥a,: non converge
e dare un esempio di successione positiva {ax} che tende a zero in modo non monotono tale che
3" ax, non converge e > 2Fa,r converge
e Dimostrare che > ax e Y min{ag, 1/k} convergono o divergono assieme [da [MGLP] ex.2.2. pag.36]
e Dimostrare che Y ax/k e > min{ay,1/Ink}/k convergono o divergono assieme [da [MGLP]
ex.2.2. pag.36]

49.8.2 Sia {a;} monoténa. Dimostrare che anche 2¥a,» & monoténa ovvero trovare un con-
troesempio. [da: R.W.Hamming A.M.M. Vol.52, No.2 (Feb., 1945), 70-72]

50.8.2 Dimostrare ovvero trovare un controesempio alla seguente affermazione: sia > aj una
serie convergente (quindi ax — 0). Allora converge pure la serie > a?

51.8.2 Si dimostri: ar >0 Zak < oo = lim ka; = 0. Altrimenti si dia un controesem-

k—+o0o
pio.
+oo
52.8.2 Sia{ay}talechear > 0,5 ar < 400, esia 3, = Z ay. Dimostrare che " are P < 1.
k=n

53.8.2 Sia ap > 0. Dimostrare che se la serie Y ap converge allora converge pure la serie
> V/ax/k. E vera la affermazione se si toglie 'ipotesi che ax > 0 e si considera Y +/|ag|/k?

54.8.2 Sia aj > 0. Dimostrare che se Y aj converge, converge pure Y \/arars1- 1l viceversa
non ¢ vero e si dia un controesempio nella cui ricerca ¢ utile avere presente che se ax \, 0 allora

\/Ar0g+1 > ap+1 € quindi se converge Y |\ /axary1 converge pure y . a.

55.8.2 Sia a; > 0. Dimostrare che se > aj converge, converge pure > (a; ' + a,;il)_l. il

viceversa non ¢ vero e si dia un controesempio. E utile tenere presente la stessa osservazione
dell’esempio precedente.

56.8.2 Sia ) ap < +00 e a —ag41 monotona decrescente. Dimostrare che a,;il —a,;l — 400
[da: R.O. Davies, A.M.M. Vol.75, No.8 (Oct., 1968), pag.915-916]

Qn,

57.8.2 Sia a, > 0 e tale che lim %—f—%—l—...—i—

= L < 1. Dimostrare che ) ay
n—too | a1 QA2 QAn—1

converge [[RRA pag.83 ex.2.3.19]]

58.8.2 Sia dj una successione monotona decrescente tale che Y dp = +o0o. Dimostrare che
lim do+ds+...+doy, _1

n—>+o<>d1+d2+d3+d4+d5+...+d2n 2

59.8.2 Si dia una successione {as} tale che ar — 0 ma >_(—1)*a; non converge.

60.8.2 Si dimostri che se > aj, converge, converge pure Y a3 ovvero si dia un controesempio

61.8.2 Sia a; N\, 0. Dire se converge o meno la serie Z(—l)kw [da [K] ex. 3.4.19

pag.95]

62.8.2 Sia {ay} una successione di termini positivi. Dimostrare che: 1) se limn ( In__ 1) >
Gn+1
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0 allora la serie Y (—1)%a; diverge 2) se limn ( n 1) < 0 oppure n ( In_ 1) <0
an—|—1 an—l—l

allora la serie > (—1)*a,, diverge

ak+1 — Ak

converge oppure dimostrare
Ap+1 + ag

63.8.2 Sia a; " +o00. Dare un esempio tale che Z
che diverge sempre

64.8.2 Sia 0 < ay, < Aa, pern <k <2ncon A > 1e ) a, convergente. Mostrare che na,, — 0

[Putnam 1963]

Qp41
ag

65.8.2 Dimostrare il seguente risultato: sia ay, by > 0 e inoltre, definitivamente in k <

br+1
k

. Allora se Y by converge, converge pure » . a.

66 .8.2 Sia ap > 0. Dimostrare che la serie > ap converge se e solo se converge la serie
ag

67.8.2 Sia ap > 0. Studiare che relazione intercorre fra la convergenza o la divergenza della se-

rie Y ay, e la divergenza o convergenza delle serie: 1) Z Jﬁ, 2) Z : ikai 3) Z 1_‘?7’;{%.

In quest’ultimo caso dimostrare che se ap \, 0, e la serie > ai diverge, diverge pure la serie
ag
Z 1+ kap ’

68.8.2 Dimostrare o produrre un controesempio alla seguente affermazione: se
Qg

lim = 0 la serie ) ay converge, mentre diverge se il limite ¢ diverso da zero [A.M.M.,

k—4oo 1 — -2k
ap—1

vol.25, No.1 (Jan.,1918),21]

69.8.2 Siano date due successioni {ax} e {by} tali che > a? < +00, Y b? < +00. Dimostrare
che per ogni intero p > 2 Y (ax — bg)P converge [Putnam 1940

70.8.2 Sia > ax convergente. Dire se converge o meno la serie Y 1 — (sinay)/ay [[K2] ex.3.4.3
pag.92]

71 .8.2 Sia «, monotona crescente e f(z):[a1,+00) — (0,400) crescente tale che

+o0 oo
O, 1
(xf(z))"'dxr < 4+o0. Dimostrare che (1 — ) < 400. [[KZ] ex.3.3.14 pag.91]
Ll ngl On+1 f(Oén)
72.8.2 (Test di Kummer) Siano {ax} e {by} due successioni positive tali che by @k —bpa1 >
QK41

¢ per una costante positiva c¢. Allora ) aj converge. Dimostrare anche la proposizione inversa
ossia se Y ay, converge allora esiste una successione {b;} tale che ¢ vera la relazione scritta

73.8.2 (Test di Kummer) Se by >0, ar >0, > 1/b diverge e by, aZil —bry1 < 0allora ) ag
diverge. Viceversa se ) ay, diverge, allora esiste {by } tale che ) 1/b, diverge e by, CLZL —br11 <0

74 .8.2 Sia {ax} una successione. Se la successione converge, allora esistono i limiti i)
n

n
.1 A .. : :
lim — E ap e i) lim — g Ay,or Per ogni inteno m > 1. Sia ora {ar} una successione
n—+oco N n—+oo n

k=1 k=1
tale che la successione {kay} ¢ non—decrescente. Sono sufficienti i) e ii) (separatamente) per la
convergenza di {ak}? [da: Klaus Schurger; Ellen Hertz, A.M.M. Vol.94, No.5 (May, 1987), prob. num. 6502,

pp.470-471]
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75.8.2 (The Hardy—Landau converse of Cauchy’s first theorem) Sia: i) {ax} una succes-
sione di reali, ii) n(a, — ant+1) < K, oppure n(an+1 — an) < K, iii) b, = (a1 + ...+ ap)/n — L.
Allora a,, — 1. [da [B] p.423. In ogni caso se n(an—an41) converge, deve convergere a zero]

Il primo Teorema di Cauchy asserisce che se 11141_1 apy1 — an, = 1 allora a,,/n — [ converge allo
n—-—+00o

.. . . N . Ap4+1 — Ak .
stesso limite. La generalizzazione ¢ by \, +00, e lim kL TE — [ allora  lim ag/bi = 1.
k——+o0 bk—H — by k—+o0

[Quello che qui, nella definizione di [B] & detto “Primo teorema di Cauchy”, & stato chiamato “Teorema di Cesaro—Stolz”.

Si veda pure [MGLP pag.19 ex.2.1 dove la condizione & (a1 —|—2a2...+nan):o(n)]

76.8.2 Sia (a1 + ...+ an)/n — | e n(apt1 — a,) monotona crescente. Allora a,, — [. [da [B]

pag.426. Affinché ’esercizio abbia un minimo di interesse rispetto al precedente & opportuno che leﬁ.]]

77.8.2 Utilizzare il Teorema di Cesaro—Stolz per dimostrare il risultato di [[B] pag.50
ex.13]

78.8.2 (Abel, Dini) Sia a; > 0. Dimostrare che la serie Y aj converge se e solo se converge
la serie > ay/Sk dove S, = a1 + ...+ a.
e Dimostrare che ) ak/S,i_‘s, d > 0, converge se e solo se converge »  ak

e Dare un esempio di serie (i cui termini evidentemente non hanno segno definito) tale che > ay
converge ma »_ ax/Sk non converge ed inoltre supponiamo che Si # 0 e Si /4 0. [da: Raimond
Struble, A.M.M. Vol.113, No.10 (Dec., 2006), prob. num. 11257. Erroneamente l’autore invita a dimostrare che dalla
convergenza di Z aj segue la convergenza di Z ar/Sk ]

e Dare un esempio di serie (i cui termini evidentemente non hanno segno definito) tale che
> ay, non converge ma »  ax/Sy converge ed inoltre supponiamo che Sy # 0 [da: Raimond Struble,
A.M.M. Vol.113, No.10 (Dec., 2006), prob. num. 11257. L’autore, cadendo in errore, invita a dimostrare che dalla
convergenza di Z ar/Sk, segue la convergenza di Z ag ]

79.8.2 (Abel, Dini) Sia aj, > 0. Dimostrare viceversa che la serie 3" a/S; ™, converge sempre
se 0 >0

80.8.2 Dare un esempio di serie divergente a termini positivi > ay tale che > ax/SY 4,
diverge per ogni o > 0.

+o0
81.8.2 (Abel, Dini) Sia ) ¢; una serie convergente di termini positivi e sia ry = Z Ck-
j=k+1
Allora Y ¢x/ rifff ¢ convergente per o < 0 e divergente per a > 0.

82.8.2 Sia data una funzione f(z) N\, 0 e una successione {ay} > 0 tale che > ar = +oc.
Allora f+oo f(z)dr < 400 = > arf(Sk) < +ooe f+oo f(z)dr = 400 = > arf(Sk-1) =+
[[B] pag.49, esercizio num.7]
e Si dia un esempio di f N\, 0 e serie positiva divergente > aj tale che f+oo f(x)dx = 400 e
> arf(Sk) < +oc.

e Si dia un esempio di f N\, 0 e serie positiva divergente > aj tale che f+oo flx)dr < 400 e
Zakf(Sk_l) = +o00.

83.8.2 Sia f(x) > 0. Allora > ax/f(Sk) diverge per qualsiasi serie positiva divergente > ay
se e solo se f(a;) = O(x) per x — 400 [da: A.Torchinsky; Leon Gerber; M.J.Pelling A.M.M. Vol.84, No.2
(Feb., 1977), 138-139]

84 .8.2 Sia data una funzione f(z) \, 0 e una serie > ar = 4oo tale che a; > 0. Sia
Qp41

ag

inoltre verificata una delle seguenti tre proprieta : 1) ai limitata, 2) limitata. Allora

+oo
/ f(x)dx < o0 <—= Zakf(Sk) < +o0
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Sk+1
Sk
[da: C.T.Rajagopal A.M.M. Vol.48, No.3 (Mar., 1941), 180-185 ma le dimostrazioni sono assenti; soprattutto di 3)]

limitata e stesse conclusioni

Es: 3)

e Il punto 1) implica il seguente: se D,,41 > D,, Dy =0, lim D, = +oo,e D, — D,_1 =

n—+oo
+oo
O(1) allora > (D,, — D,,_1)f(D,,) converge se e solo se converge / f(x)dx [da: J.E.Littlewood

Messenger of mathematics Vol.39, (Mar., 1910), 1917192]

85.8.2 Sia a; " +oo. Studiare la convergenza della serie Y arccos(ag/ag+1) [Problem E 2170
A.M.M. Vol.77 num.1 p.83 |

86.8.2 Sia ay /' +o00. Studiare la convergenza della serie > arccos?(ag/ax+1) [[MGLP p.36]]

87.8.2 Siaar >0,p >0, ¢Q € N, Q > 1 intero. Dimostrare che sono equivalenti 1)
Sag/kP < 400, 2) > Apa/(n'TP) < 400, 3) Y Agn/QP" < 400 [[MGLP p.37]]

88.8.2 Sia (a; + ...+ a,)/n — 0er > 0. Dimostrare che Y a,/n'™" converge. [[MGLP p.37]|

147

1) Si dica se converge pure Y |a,|/n 2) Si dica se ) ay/k pure converge

89.8.2 Sia ar \ 0 e > ap = +oo. Dimostrare che ¢ possibile definire una sottosuccessione
{an, } tale che ng < ngi1, an, < 1/ke ) a,, = +00. [[MGLP p.38]]

90.8.2 (Hardy) Sia {ax} tale che ar > 0 e > a? < +oo. Dimostrare che converge pure
Z(Sk/k?)Q, S =a1+ ...+ ag.

+oo +o0
. . . AmQn
Corollario Dimostrare che converge la serie E E ———— dove a; > 0.
n+m
k=1m=1
[1) G.H.Hardy, Messenger of Mathematics, NOTES ON SOME POINTS IN THE INTEGRAL CALCULUS, XLI. On
the convergence of certain integrals and series, vol.48 (1919) pp.107-112, 2) [RRA] pag.99, 3) A.Kufner, L.Maligranda,
L-E Persson The Prehistory of the Hardy Inequality, American Mathematical Monthly, Vol.113, No.8(Oct.,2006),
pp.715-732, 4) K.Grandjot On some identities relating to Hardy’s convergence theorem Fournal of London mathe-

matical Society, vol.3 (1928) 114-117. Il risultato del Corollario & la famosa disuguaglianza di Hilbert]

—+o0o
91.8.2 Siaap >0,S,=a1+...+ar, R, = Z a—k. Dimostrare che le 5 serie convergono o
k=n-+1 k
divergono simultaneamente e che convergono se Y. a? < +o0. 1) Y. (Sg/k)?, 2) > (arSk)/k, 3)
Z Sg, 4) Z akRk, 5) Z(akap)/(p + ]{7) [G.H.Hardy, Messenger of Mathematics, Notes on some points in the
integral calculus, LI. On Hilbert’s double—series theorem, and some connected theorems concerning the convergence of

infinite series and integrals, vol.48 (1919) pp.1077112,]

92.8.2 (Hardy—Landau) Sia p > 1, {ax} > 0 e Y a} < +oo. Dimostrare che )" (S, /n)’ <
—+00 Sk =a1+...+ag.

+o0 too
Come conseguenza si faccia vedere che E (aag - -an)l/” <e E ay (vedi per una di-
n=1 n=1

mostrazione alternativa) [1) G.H.Hardy, Messenger of Mathematics, NOTES ON SOME POINTS IN THE INTE-
GRAL CALCULUS, XLI. On the convergence of certain integrals and series, vol.48 (1919) pp.107-112, 2) A.Kufner,
L.Maligranda, L—E Persson The Prehistory of the Hardy Inequality, American Mathematical Monthly, Vol.113,
No.8(Oct.,2006), pp.715-732, 3) E.B.Elliott A simple exposition of some recently proved facts as to convergence
Journal of London Mathematical Society vol.1 (1926) 93796]
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93.8.2 Siap>1,X>0,a; >0, A, =X\ +...+ X\, 4, = A\ia1 +...+ \,a,. Dimostrare che

N N N N
AP D Ap—1 p \”

S < S et < X (S ) S

— - p_l — - n“n

n=1 An p 1n:l An n=1 p—1 n=1

+o0 Too
se A; > 0 allora si ha Z/\ (atray? - --al )/ A < eZ)\nan [1) E.T.Copson Note on series of

n=1 n=1

positive terms Journal of London Mathematical Society vol.2 (1927) 9-12, 2) A.Kufner, L.Maligranda, L—E Persson
The Prehistory of the Hardy Inequality, American Mathematical Monthly, Vol.113, No.8(Oct.,2006), pp.715-732, 3)
G.H.Hardy, Messenger of Mathematics, NOTES ON SOME POINTS IN THE INTEGRAL CALCULUS, LX, An
inequality between integrals, vol.54 (1925) pp.150-156. In 3 La dimostrazione segue da quella analoga per gli integrali

prendendo delle opportune funzioni a gradino]

94.8.2 Siap > 1,ar >0, A\ >0, Ay, = X\ + ...+ N\, 4, Z ak)\k . Dimostrare che

N N N

E AP <p E )\nanAfl_l <pf E Anab da cui segue che se ) Akai < +oo allora convergono
n=1 n=1 n=1

anche le serie maggiorate. [E T.Copson Note on series of positive terms Journal of London Mathematical

Society vol.2 (1927) 9-12]

95.8.2 Applicare per dimostrare il seguente risultato. Se dy > 0, D,, = >_." dj, — +00,

. dy (d1  do d \*
Dy /Dy_1 = O(1), allora la serie — | —=—+—=—+...+— | converge se p > 1 oppure
k/Di—1 (1) §D£<D1+D2+ + 5. ge se p pPp
p=1leqg<—1. Diverge altrimenti. [da C.T.Rajagopal, The American Mathematical Monthly, Vol.51, No.10

(Dec.,1944), 566-570. Sembra che Dy /Dy_1=0(1) sia inutile e infatti la 3) di non sono sicuro sia vera]

96.8.2 Es: Sia > dp = +oo, dy > 0, D, = de, Dy /Di—1 = O(1). Sia inoltre {ay} una
successione e A,, = a1dy + ...+ apd,. Allora Z Aq <K %(aka)q dove K = K(p, q),
k

p>1,qg>1. [da C.T.Rajagopal, The American Mathematlcal Monthly, Vol.51, No.10 (Dec.,1944), 566-570. Se si
prende dp=1, p=¢>1, si ha la famosa disuguaglianza di Hardy e la costante & (p/(p—1))? ma il suo valore fu trovato

da E.Landau]

97.8.2 Siad, >0, D, = de — 400, Di/Di_1 = O(1). Sia inoltre {ax} una Successione
tale che Zakdk converge e sia {A,} = {and, + apy1dos1 + ...}. Allora se Z aka)

converge, Z D7 — Al < KZ (apDy)? dove K = K(p,q), p < 1, ¢ > 1. [da C.T.Rajagopal,

The American Mathematlcal Monthly, Vol 51, No.10 (Dec.,1944), 566-570. Nella referenza non c’¢ traccia della frase
“se Z (aka)q converge”. D’altra parte, guardando la dimostrazione, sembra necessario porre tale condizione.
Lo stesso problema si trova nell’articolo all’origine dell’articolo appena citato ossia Hardy—Littlewood “Elementary
theorems concerning power series with positive coefficients and moment constants of positive functions”, Journal
fir Mathematic, vol.157, (1927), 141-145 (Teorema 1). In quel caso gli autori prendono dr=1 e il risultato del teo-
rema passa attraverso la dimostrazione che Zﬁ nfc(nan)p—ﬂ) per M—+oc0 ma la successione ar=1/(k1n% k) ne & un

controesempio. Zﬁ n~ “(nay)?—0 & I'analogo di : o D” (aka)q—>O]

98.8.2 1) Sia data f(z) > 0 per x > 0 e sia F(z) = sup f(y). Allora Y_ arf(Sk) < +oo per

y>w

qualsiasi serie positiva divergente Y aj, se e solo se esiste v > 0 tale che [ F(x)dr < 400
[da: A.Torchinsky; Leon Gerber; M.J.Pelling A.M.M. Vol.84, No.2 (Feb., 1977), 138-139; la parte “se” dell’esercizio

risolve la prima parte dell’esercizio n.7, [B] pag.49. Vedi ]
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+oo
2) Sia data f(z) > 0 per x > 0 e sia F(x) = inf f(y). Sia inoltre > ar < +oc e 1y, = Z ag.

>
y== k=n-+1
“+o0

+oo
Allora se / F(x)dx converge, converge pure Y. axF(r; ') mentre se / F(x)dzx, diverge

pure Z akF<T’k__i1) [da: J.E.Littlewood Messenger of mathematics Vol.39, (Mar., 1910), 1917192]

“+o0

99.8.2 (Abel, Dini) Sia a; > 0, la serie > ay convergente ¢ R, = Z ar. Dimostrare che la
k=n

serie Y ay /Ry diverge.

e Dimostrare lo stesso risultato per la serie Y ax11/Ry oppure trovare un controesempio.

e Dimostrare inoltre che la serie > ay/ Ri“s diverge per ogni 6 > 0

e Si dia un esempio di serie (evidentemente non a segno definito) > aj convergente ad S tale

che S, — S # 0 ed inoltre Y ay/Rj converge. [da: Raimond Struble, A.M.M. Vol.113, No.10 (Dec., 2006),

prob. num. 11257. L’autore, cadendo in errore, invita a dimostrare che dalla convergenza di Z ag, segue la divergenza

100.8.2 Dimostrare ovvero trovare un contoesempio alla seguente affermazione: sia Y ax una
. . . . ag .
serie convergente e sia by una serie tale che lim -— = 1. Allora converge pure la serie > by
k——+o0 bk
—+ o0
101.8.2 Senza fare ricorso agli integrali, dimostrare che E kP converge se e solo p > 1 (si
k=1
—+o0o
supponga di conoscere la serie geometrica E z¥ con x| < 1).
k=0

102.8.2 Senza far uso del Teorema di Leibnitz, dimostrare che la serie > % converge.

103 .8.2 Dimostrare il seguente risultato: sia a; > 0. Se lim kg # 0, allora Y ag

k—+o00 bk
converge se e solo se > by converge.
— a
104.8.2 Dimostrare il seguente risultato: sia ay > 0. Se im — = [ # 0, allora > ag

converge se e solo se Y by converge.
e Dare un esempio di successioni positive {ax} e {by} tali che > ar < +oo, Y by < o0,

i lim o non esiste. Si consideri anche il caso di successioni monotone.
—+oo O

a
105.8.2 (Criterio di Raabe) Dimostrare il seguente risultato: sia a; > 0 tale che —1% =
ag

a . . .

1 — —FE(k) con limy_, 4o E(k) = 1. Se a > 1 la serie ) ay ¢ convergente mentre se o < 1 la
serie y  ap € divergente. Se a = 1 il criterio non dice nulla e quindi esistono casi in cui ) ag
diverge (ay = k~') e casi in cui converge (ar = (k1n® k)™1) [[Syl, [KN] pag.76 ex.3.2.20]
e Dire sotto quali condizioni converge la serie

L (0ta)  (+a)(1+20)  (I+a)(1+20)(1+30) i” % (1 + ic)
1+8)  (1+p)A+28) (1+BA+28)1+38) = I (1+1iB)
[da [B] pag.48 ex.3]
+oo k
e Ad eccezione di a@ = 1, trovare per quali « la serie converge oppure diverge Z H(2 — e%) [da
k=1i=1

G.Polya—G.Szegb — Problems and Theorems in Analysis I Springer—Verlag Ed. pag.36, per a=1 anche in [B] pag.49
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= szo(a + k)
= o0+ k)

e poi maneggiare quanto ottenuto per ottenere

e Dimostrare che per b > a + 1 converge la serie 1 + e la somma e pari a

b—1 H::O(a+k:)

— (Suggerimento: detto a,:=332=%—— scrivere
b—a-—1 ( B ) RO

Up—Unt1... con v, opportuna). Dimostrare che per b < a + 1 la serie diverge. Per b = a + 1 il criterio

An 41
an

non dice nulla e bisogna usare il criterio di Gauss ossia

~ o So(n 4 1y izo(a+F) |
e Dimostrare che per b > a + 2 converge la serie Z(n +1)=E=0"" ¢ la somma & pari a

— [Tio(b+ k)

Suggerimento: si scriva la serie come differenza di due serie del tipo della precedente; da

ab—a
b—a-D-a—2
[B] pag.48]

106.8.2 Sia data {ay} tale che a; = as = 1 e ayy1 = a, + a,_1/n?. Dire se converge o non
la serie > 1/a. [[KN] pag.75 ex.3.2.20]

In(1
107.8.2 Sia data una successione ar > 0 tale che lim M = «. Si dimostri che se

k—+oo Ink
a > 1la serie ) aj converge e diverge se o < 1. [ detto anche “Secondo criterio di Cauchy”. J.Michelow,

The A.-M.M., vol 67 No.6 (jun.—Jul., 1960), 581-583]
108.8.2 Dimostrare che il Criterio di Raabe si pud scrivere come kgl—lI—loo k(1 — akq1/ak)] = «
[J.Michelow, The A.M.M., vol 67 No.6 (jun.-Jul., 1960), 581-583]

ln(l/ak)

109 .8.2 Dimostare che se RETOO k(1 — ags1/ar)] = « allora kgrfoov = «a (anche

a = 400). [J.Michelow, The A.M.M., vol 67 No.6 (jun.-Jul., 1960), 581-583]

a
110.8.2 (Criterio di Gauss) Dimostrare il seguente risultato: sia ay > 0 tale che AL

ag
k
1— % + %, s>1,|f(k)| < A. Se a > 1 la serie Y ap converge mentre se « < 1 la serie > ag
diverge. Da cio segue che se abbiamo una serie ) aj tale che Betl _ 14+ ch +O(1/k%) e
ag n
f(k)

¢ < 0, essa diverge in quanto definitivamente (1 — T + 7 )} <1+ kl—ck +O(1/k%)
S a= n

111.8.2 Sia {a} una successione tale che a, —a,+1 = o(a,/n). A meno che a,, = 0 definitiva-
mente, dimostrare che diverge e 1) a; +...+a, ~ nay, 2) a, = n'7°W) [G.H.Hardy, J.E.Littlewood
“Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathematical society, (2), vol.11, 1912,

Teorema 27 pag.453]

112.8.2 Dire per quali x > 0 converge e diverge la serie ) (1 — £Inn)"
+oco k
1
113.8.2 Dire se converge oppure diverge la serie Z H(2 —€7) [R.: da [B] pag.49)
k=1i=1
114.8.2 Dire se convergono le serie (la prima con 0 < a < 1 e la seconda al variare di k e N
“+o0 . +o0 .
. JY —j° J\ 1
intero) Z (k)e ) Z (k) g
j=k J=k
(2k—1)7

n—1 .

sin
: _ 2n : 3

115.8.2 Sia a, = E CEraswyes Calcolare ngrfoo ap/1°. [Putnam 2019, num.B2]

2

2
=1 COS® = cos® 5

+oo
H
116.8.2 Sia H, =141/2+...4 1/n. Calcolare Z k—;
k=1
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o [Ti—ola+F)
0 [Tizola+1+k)

117.8.2 Dimostrare che diverge la serie

klnk
118.8.2 Dire se converge o diverge al variare di a > 0, e b > 0, la serie Z Hk i(a+ knk)
v (b+ kInk)

119.8.2 Dimostrare che i criteri di convergenza di D’Alembert, Raabe e Gauss discendono in
realta dal criterio di Kummer

120.8.2 Siaa, > 0e a1 < an(l+c¢/n), (¢ > 0) e inoltre Y a,, < +o00. Allora hm na, =0

n—) o0
121.8.2 Sia {a;} monotona e positiva tale che > aj converge. Se anche {2*a,x} ¢ mono-

tona, allora i lim kayIn(k) = 0 [da: R.W.Hamming A.M.M. Vol.52, No.2 (Feb., 1945), 70-72]
— 400

e Sia p, una successione tendente a 400 lentamente quanto si vuole. Dimostrare che esiste una
successione positiva monotona convergente a,, tale che 2"as» ¢ anche essa monotona e p,a,nlnn
non tende a zero [E interessante notare che la questione viene affrontata in una nota a pié pagina in [K] pag.303.
Inoltre 'autore sembra non confutare il fatto che verso la fine del 1860, si ritenesse na, Inn condizione necessaria per

la convergenza)

122.8.2 Sia a, \, 0. Dimostrare che se Y _ a converge allora converge pure Y k(ar — axy1)
[si veda: 1) [B] pag.514 dove si dice testualmente < the convergence of Z n(an—an41) can be deduced from that of
Z an> e 2) [Bal] pag.6 dove c’¢ solo il teorema per cui la divergenza di Z ay implica la divergenza di Zn(an—
An+1)-; ]

Dal precedente risultato si ricava pure il seguente: a > 0, e > ar = a, allora, detta Zk aj = Sk,
si ha ) (a — Si) converge se e solo se converge Y kay. Basta considerare a — Sy, al posto della
ay precedente [da: L.Sennott;L.R.Newcombe A.M.M. Vol.90, No.5 (May., 1983), pp.336-337]

e Si faccia vedere che se ) ap = 400 e kap, — 0 allora Y k(ar — ag4+1) = +00

e Togliendo l'ipotesi che aj sia monotona ma mantenendo il fatto che ar — 0 e ap > 0, si
diano i due controesempi: > ar < 400 ma »_ k(ap — ag+1) non converge e »  ar = +00 ma
> k(ar — ag41) convergente

123.8.2 Si dia un esempio di due serie divergenti > ar e > bg, ax > 0, ap — 0, b > 0,
b — 0 ma > min{ay, bx} converge.

e Si risolva l'esercizio precedente con ar N\, 0 e by N\, 0. [L.J.Schoenberg — American Mathematical
Monthly Vol.94, No.7 (Aug.-Sept., 1987), 693]

124.8.2 Dimostrare che data una qualsiasi serie convergente Y ¢, cx > cx11 > 0, si possono
trovare due serie divergenti > ag, ar > agy1 > 0, € D bg, by > bpy1 > 0, tali che ¢ =
min{ay, by }. [da: 1) P.Ungar; A.Novikoff — A.M.M. Vol.56, No.6 (Jun.~July., 1949), 423-424, 2) D. McLean;
R.Poppen — A.M.M. Vol.81, No.9 (Nov., 1974), 1029]

125.8.2 Dimostrare che data una qualsiasi serie convergente >k, ¢ > cpy1 > 0, si possono
trovare N serie {ag)}, i=1,2,..., N divergenti Zak ) a,(;) > a,(;}rl > 0, tali ¢ = 11<ni<nN{a§€l)}
_Z_

e Z min {%)} = 400 qualsiasi sia 1 < ig < N. [da: 1) P.Ungar; A.Novikoff — A.M.M. Vol.56, No.6

1<i<N
i#£iQ

(Jun.—July., 1949), 423-424, 2) D. McLean; R.Poppen — A.M.M. Vol.81, No.9 (Nov., 1974), 1029]

126 .8.2 Sia ) dp = > d;, = 400, con 0 < dpq1 < dp e 0 < dy,, < dj, tale che
Y- min{dy, d, } < 4o0. Allora valekli_>—r1}r (kdy) ™t = 400

e Data una successione di N\, 0 tale che ) dj = 400 trovare una successione dj > 0 tale che
Y- dj. =400 e > min{dg,d)} < +oo.
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L’esercizio e diverso dal precedente perché il punto di partenza e l'esistenza di di che diverge e
non »_ ¢ che converge. Inoltre delle due serie divergenti che si trovano, una e esattamente dy.

127.8.2 Es: E data una successione dy, \, 0 tale che 3 dj, = +o0 e tale chek@ (kdy) ™' = +o0.

Trovare un’altra successione dj, \, 0 tale che > d) = 400 e > min{dg,d} } < +00. [da: 1) P.Ungar;
A.Novikoff — A.M.M. Vol.56, No.6 (Jun.-July., 1949), 423-424]

128.8.2 Sia my, mo = 0 una successione strettamente crescente di interi. Dire se converge o
. . Mg — Mig—1

diverge la serie E _—

mg

e Si studi lo stesso problema nell’ipotesi che gli my siano positivi, strettamente crescenti ma

una quantita infinita di essi non sia intero (volendo si pud pensare che siano tutti non interi) [da

H.E. Chrestenson; W.C. Waterhouse; R.H. Breusch; J.L. Brown,Jr.; Albert Wilansky — A.M.M. Vol.67, No.10

(Dec.,1960), 1029-1030]

e Sia my " 400. Dimostrare che la serie Z M converge se p > 1. [[B] pag.36]
k mk—l—l

my — Mp_

e Supponendo che mi > 0 e lim my = 0 si dimostri che Z Tk Tk

k——+oo
trovi un €Semplio per cul converge.

diverge oppure si
mg

mE —Mg—1 9.
e Supponendo che my > 0e lim myg non esista, si dimostri che Z ——  puo divergere
k—+o00 My
oppure convergere.

. . . . A — Qk+1
129 .8.2 Sia a, \, 0. Dire se convergono oppure divergono le serie E —k Tkl
ak+1
kE— Qk+1 . ) )
E _— [da C.T.Rajagopal, The American Mathematical Monthly, Vol.51, No.10 (Dec.,1944), 5667570]
ag

130.8.2 Sia a; N\ 0. Si dimostri che le seguenti serie convergono per ogni p < 1 e divergono

ap — Ak+1 A — Qk+1
per ogni p > 1 274— ezjiJr
otq a,

Mathematical Monthly, Vol.51, No.10 (Dec.,1944), 5667570]

131.8.2 Sia ar \, 0, e f(z) /7 400 per z — 0. Allora se [, f(z)dz < 400 abbiamo
Z(ak — ap41)f(ag) < 4+o00. Se invece fo x)dx = +oo allora Z ar — ag+1)f(aks+1) = +o00.

[da C.T.Rajagopal, The American Mathematical Monthly, Vol.51, No.10 (Dec.,1944), 5667570]

per ogni p < 1. [da C.T.Rajagopal, The American

132.8.2 Sia ay \ Oe f /400 per x — 0. Se e vera almeno una delle seguenti tre condizioni:

1)kh_>n}rooak —a;!', < +o0,2) lim (ar —axt1)/(ar—1 —ax) > 0,3) lim aj/ax_1 > 0, allora
k—+oo k—+o00

> (ag —ak—1) f(ag+1) converge o diverge con / f(x)dx [da C.T.Rajagopal, The American Mathematical
0

Monthly, Vol.51, No.10 (Dec.,1944), 566—-570. Sembra che la 1) e la 3) siano sbagliate]

133.8.2 Siano ar > 0, di, > 0, de = 400 e D, = de. Allora ciascuna delle due

condizioni seguenti assicurano la convergenza della serie ) ay: 1) (ag/dp, )1/D’“ < A < 1, i)

1 (ag+1/di+a
ﬁ —-1) < —p < 0 [da C.T.Rajagopal, The American Mathematical Monthly, Vol.51, No.10

d ar/dy
(Dec.,1944), 566-570]
+o0 Too
134.8.2 Siano ar > 0, ¢ > 0, ch < 400 e R, = Z ci. Allora ciascuna delle
k=n+1

due condizioni seguenti assicurano la divergenza della serie S ag: i) (ax/cp)™ > A > 1, ii)
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1 ak—1/Cr—1
R1 -1 L - /

A ak /[ Ck
No.10 (Dec.,1944), 566-570]

) >p> 0 [da C.T.Rajagopal, The American Mathematical Monthly, Vol.51,

135.8.2 Sia dp ' +o00. Trovare una serie convergente Y cj tale che Y cpdy diverge. [La
soluzione & quella di [B] pag.47 che perd non implica la monotonia di ¢;. Senza la monotonia di dj, la dimostrazione

di [B] non funziona e bisogna ricorrere alla dimostrazione dell’esercizio in cui si usa I’ipotesi E dir=+o00 e che

consente di trovare ci monotona. Z dr =400 del resto & gratis dal fatto che di "+oo ]

136.8.2 Sia aj \, 0. Trovare una serie divergente > dj, tale che Y apdy converge [La soluzione
¢ quella di [B] pag.47 e [K] pag.302 (paragrafo 9) Se si avesse Zak convergente, indipendentemente dal fatto che ag

sia monotona, si potrebbe usare la soluzione dell’esercizio che da una {dy} monotona. Vedi anche Aryeh

Dvoretzky — American Journal of Mathematics Vol.70, No.1 (Jan., 1948), 1677173)].

Es: Sia ay — 0, ax > 0 e Y ap = +o00. Trovare una serie divergente »  dj tale che > axdy
converge oppure fornire un esempio di successione {ay} per la quale non & possibile trovare una
{dk} con le richieste citate. Nel paragrafo 10 a pag. 302 di [K], si afferma che ¢ possibile trovare
{di} a partire da {ax} (i ¢ p,) ma si fa riferimento alla dimostrazione del paragrafo 9 in cui
{pn} € monotona.

+o0
137.8.2 Si dica per quali valori di a converge la serie Z [ ok

k=2
400 .
) . sin kx .. .
138.8.2 e Dimostrare che la serie E T converge per qualsiasi valore di z. [Suggerimento:
k=1
si usi il Teorema di Abel anche per 'ultima domanda ]

e Dimostrare che la convergenza ¢ uniforme solo nell’intervallo 0 < z < x, < 27. [Si veda il capitolo

sulle serie trigonometriche.]

“+o0
) ) cos kx . .
e Dimostrare che la serie E — converge per qualsiasi valore di x # 0
k=1

“+o0 .
. . sin kx
139.8.2 Dimostrare che la serie E !
k
k=1
[da R.S.Underwood; H.Tate — A.M.M. Vol.45, No.6 (June. — Jul., 1938), 393-394]

converge solo per z multiplo di 7

140.8.2 Sia ag(z) = x, a,(z) = sinn(a:)déf sin(sin(sin . ..sin))(z) 0 < z < m (composizione n
volte).

“+o0 400
e Dire se convergono le due serie S1(x) = Z ag(z) e So(x) = Z(—)kak(x) [da Nickolas Konopoli;
k=0 k=0
D.C.B.Marsh — A.M.M. Vol.68, No.5 (May, 1961), 507-508]
n
e Dimostrare che 11141_1 30n (x) = 1 (come conseguenza si ha la divergenza della serie S1(x))
n—-+0o0

[da G.Polya—G.Szegb — Problems and Theorems in Analysis I Springer—Verlag Ed. pag.38. Il problema A3, Putnam

2021 chiede di dimostrare o meno la convergenza della serie a?—l—a%—l—ag—l—... e chiaramente diverge.]

141.8.2 Dare due serie > 1/ag, e Y. 1/(ar — 1) con a # 0,1 tale che una sia convergente
mentre laltra divergente [da R.D. Carmichael; E.B.Wilson — A.M.M. Vol.21, No.10 (Dec.,1914), 334-335]

142.8.2 Sia: ap — 0, S, = Y. "ax, limS,, = L, limS,, = [, I # L (I pud essere —oco e
L puo essere +00). Dimostrare che {S,} ¢ denso nellintervallo (I, L) ossia {S,} = [I, L]. [da

G.Polya—G.Szegé Problems and Theorems in Analysis I Springer—Verlag Ed. num.100, pag.23. [MGLP] pag.18
ex.1.21]
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143.8.2 Sia a;, — 0. Dimostrare che I'insieme dei punti limite della successione {S,,} ¢ con-
nesso. Si proceda dapprima nel caso in cui la successione diverga a +00 0o —oo. Poi si consideri
il caso in cui converga ed infine il caso in cui sia indeterminata. Si usi

144.8.2 Data a; > 0, e detta A, = >." ax, sappiamo che se > a; diverge allora diverge
pure > ag/Ag,. Sia ora Biy1 > By > 0 tale che Y ap/By = +00. Detta My, = max{Ag, By}
si dimostri che Y ax/My = 400 [da Paul Erdos; N.J.Fine; J.B.Kelly — A.M.M. Vol.58, No.6 (Jun. — Jul.,
1951), 425-426]

145.8.2 Es: Siano: 1) a > 0, 4, = >." ay, lil}_l A, =400 2) {gr} una successione tale
n—-—+0oo
ag
Akgr
. ar  ag
tale che Y ax/fr = +00, ma Z min{ ——, —} < 400, [da Paul Erdos; N.J.Fine; J.B.Kelly — A.M.M.
Argr fr

che g — +x e g = 4-00. Mostrare che esiste una successione non decrescente f,, < f,11

Vol.58, No.6 (Jun. — Jul., 1951), 425-426]

146.8.2 Sia {qi} I'insieme degli interi la cui espressione decimale non contiene la cifra 9. Dire
se converge o diverge la serie Z qk_l [da G.E.Silov Analisi Matematica, funzioni di una variabile edizioni
Mir 1978, pag.216 |

147 .8.2 Sia dr — 0 (eventualmente monotona), dp > 0, > dr = +o0o. Definire una serie
convergente Y ¢k, cx > 0, tale che per infiniti k si abbia ¢ > dj. Si consideri anche il caso in cui
MC;C/ dr = +00. L’interesse dell’esercizio consiste nel fatto che di puo andare a zero lentamente
quanto si vuole.

Si tenga presente che per avere ) ¢ convergente ¢ necessario che limey/di = 0. [da 1) R.W.
Hamming — A.J. of M. Vol.68, No.1 (Jan., 1946), 133-136, 2) Aryeh Dvoretzky — A.J. of M. Vol.70, No.1 (Jan.,
1948), 167-173)]

148.8.2 Sia dp > dgy1 > 0, Y. dp = +o00. Sia I una sottosuccessione crescente di numeri
naturali. Dimostrare che se I /k ¢ limitata allora ) d;, = 4o00. Viceversa, data Ij/k non
limitata, costruire una serie Zd}k convergente mentre de = 400 con dj, > Jk+1. [da 1) R.W.
Hamming — A.M.M. Vol.54, No.8 (Oct., 1947), 462-463, 2) R.W. Hamming — A.M.M. Vol.54, No.6 (Jun.-Jul.,
1948), 360]

149.8.2 Si trovi una successione {aj} tale che > ap converge non assolutamente ma
> sgn(ak)|ak|® diverge per ogni @ > 0, a # 1. L’interesse dell’esercizio nasce dal fatto che
gli esempi di serie convergenti ma non assolutamente prodotti nei testi d’analisi sono tali che

_\k _\k
> sgn(ag)|ak|® converge sempre se a > 0 (si pensi alla serie di Leibnitz ) % oppure | (ln)k )
[da G.R.MacLane; R.J.Driscoll; O.P.Lossers — A.M.M. Vol.76, No.9 (Nov.,1969), 1073]

150.8.2 Sia Ing)(z) = Inlnln...In(x) (composizione di k volte il logaritmo). Sia P(z) il
prodotto di z e di quei fattori In) () tali che Ingg)(z) > 1. Dimostrare che la serie Y (P(n)) ™"
) L. ) . P(n) . )
diverge. La serie ¢ interessante in quanto lim ————2— = 400 qualsiasi sia il valore di k.
n—+oo n Inz ()

Questo vuol dire che la serie diverge piu lentamente di qualunque serie della forma

1 1 1 1
)3 n’ 2 nln(n)’ 2. nin(n)In(In(n))’ 2 nIn(n)In(In(n)) In(In(In(n))) e

Ciascuna delle precedenti serie e divergente ma la successiva diverge piu lentamente della prece-
dente. Ebbene la serie > 1/P(n) diverge piu lentamente di ciascuna delle precedenti. [da
R.P.Agnew A.M.M. Vol.54, No.5 (May.,1947), 273-274]

151.8.2 Studiare la convergenza delle seguenti serie:

(n))? mm+1)...(m+n-—1) b n4 1
IR LD ELESED IS JRES T
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n—1

1 1 n" n" n 1
Z(lnn)ln”’ Z(ln(lnn))lnn’ ZM’ Ze”(n—i—l)!’ Zm’ ZW

1 1 1 1,1 1
E PP T E anr — — (bn +cn ) [http://www.rnathlinks.ro/Forurn/viewtopic.php?t:313803]
n (111 n) timn 2

e Dimostrare oppure confutare con un esempio: se lim f(n) = 0 allora la serie > n~1=/()
n— oo
diverge.

4o n

152.8.2 Dire se convergono le serie Z ol Z H 33
nn!

1 1 1 1
lkl 32 .33 -32.-.-3%

[da Putnam 1950] .

n (_)nn3/4
153.8.2 Dire se convergono o divergono le serie Z(l — 1“—”) ey (=)™ ( —1 lon )

n 8 (—)"n3/%

kE 1
154.8.2 Studiare la convergenza della serie kz:l (NG

) [problerna num. 10832 D.E.Knuth

A.M.M. Vol.107, (2000), p.863]

155.8.2 Calcolarezsmk Z Slnk k , Z cosk: Zsmkx
k=
sin

k=1 k k=
J’_

+oo +o0 . +o0 +00
cos kx (sin kx)? (sin kaz 0s kaz (Cos kx)?
> Z Z —E

k=1 k=1 k=1 k=1 k= k=1
“+o0
156.8-2 Calcolare lim E (_1>n arctan IL’2n+1 [N.J.Fine American Mathematical Monthly Vol.57,
rz—1—
n=0

No.6 (Jun.—Jul., 1950), 418-419]

157.8.2 Sia {c,} una successione crescente illimitata. Trovare I'insieme di convergenza delle
too k oo k—1

T 1 =z
serie 1 — 2 — —— |B 67 ex.11
)2 F DX [eserea]
k=1 k=1 k
L= 1 1 x !
158.8.2 Se |cx| ' +oo la serie Z + —+ 5 +...+ —— ] converge assoluta-
S \T—Cn G G cy
mente per ogni valore di x ad eccezione dei valori (cy, ..., ¢,) [[B] pag.67 ex.12]
159 .8.2 Sia ¢, = na. Trovare i valori interi r tale che converge assolutamente la serie

+oo 1 1 T xr—l
Z + — 4+ C—2 + ...+ [[B] pag.67 ex.12]

S \T Gy Cn cr
160.8.2 Dire se converge o meno la serie Y cos k2.
161.8.2 Dire se converge o diverge la serie > | cos(2%)|/k [[MGLP] pag.25]

162.8.2 Dire per quale valore di a converge o diverge la serie Y | sink|®. [da E.O.Thorp; Julius
Vogel A.M.M. Vol.71, No.1 (Jan.,1964), 97|

163.8.2 Dire se converge o diverge la serie Y (sin k)* [da e J.R.Holdsworth; J.R.Smith; John B.Kelly
A.M.M. Vol.65, No.9 (Nov.,1958), 718-719 e [K] pag.96 ex.3.4.22]

164.8.2 Dire se converge o diverge la serie > (cos k)* [da [K] pag.96 ex.3.4.22]
165.8.2 Dire in quali insiemi converge puntualmente, assolutamente, uniformemente e total-

k
. —_ _ 2
mente la serie E Te ke

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 22



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

e a) Dare una successione di funzioni continue non negative su [—1,0] che converge uniforme-
mente ma non totalmente ad una funzione (continua ovviamente).

+oo
1
e b) Dimostrare che la serie di funzioni Z — e 11717kl converge uniformemente su R.
k=1
2k
c¢) Studiare la convergenza uniforme in |0, +00) della serie —_—

166.8.2 Studiare la convergenza uniforme al variare di p,q¢ > 0 e almeno uno di essi maggiore

di 1, della serie Z [[B] pag.141-142 ex.4]

nP + ndz?

+o0

167.8.2 Studiare la convergenza uniforme della serie Z v

Ly = f(x) e dimostrare che
- n° 4+ n*x

X —2a2pt
o) —
f (ZC) = T; m [[B] pag.141-142 eX.5]
400 x
Studiare 1 if dell i — = t he f'(0
udiare la convergenza uniforme della serie ngl R f(x) e mostrare che f/(0) non
esiste (finito)  [[B] pag.141-142 ex.5]
+oo 1
168.8.2 Sia p > 1. Dare condizioni sufficienti affinché la serie Z P i f(x) possa
derivarsi termine a termine  [[B] pag.141-142 ex.6]
—+ o0
169.8.2 Detta f(z Zaj (1—2"),0 <z <1 far vedere che lim f(x) # lim z"(1—
r—1— 0 r—1—

x"), [[B] pag.141-142 ex.7|

400 “+o0
(1 — 1
170.8.2 Mostrare che lim g H = g 3 [[B] pag.141-142 ex.§|

—1-
r n=1 n=1

171.8.2 Se > a, converge oppure oscilla, allora > a, /n® converge uniformemente per « > ag.
+oo

N d he li —1)" " 'n~" =In2 ag.141-142 ex.
e segue, ad esempio, che Jim, z—:l( ) n [[B] pag.141-142 ex.9)]
172.8.2 Sia f,:[0,+00) — [0, +00) convergente uniformemente e tale che > f fu(z)dx €

f0+oo > fn(z)dz convergono. Allora sono uguali  [[B] pag.144 ex.19)

m

173.8.2 Sia {fx(z)} una successione tale che }Z fi(z)| < M per ogni m e per ogni z € (a, b).
k=0
Se la serie Y fi(x) converge puntualmente allora converge uniformemente  [[B] pag.144 ex.20]

174.8.2 Siano date tre serie di funzioni {ax(z)} {bx(2)}, {ck( )} definite sull’ mtervallo (a,b)

e tali che A,(x) < B,(x) < Cp(z) con Zak(a: = A,( Zbk = B,( ch =
k=0
Cp(z), Inoltre sappiamo che esistono i limiti hm Ap(x) = A(a:) e liIJIrl Cn(z ) C(z) e
n—> o] n—100
b b
che gr}rl Ay (z)dx :/ A(z)dz e 11&1 C (x)dx :/ C(z)dz. Dimostrare che esiste
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b b
nll}l—iI—loo B,(x) = B(z) e nll}gxrloo ’ B, (z)dz = /a B(x)dz

175.8.2 Dimostrare il seguente teorema (Dini): sia K C R compatto e {f,,} una successione
di funzioni continue tale che f,,  f con f continua. Allora f,, — f uniformemente.

e Dare esempi di successioni di funzioni non uniformemente convergenti che verificano tutte le
ipotesi del teorema precedente tranne una.

176 .8.2 Sia data una successione di funzioni continue {f,}, fn: ¥ — R con E compatto,
convergenti puntualmente a una funzione continua f e tale che f,: E — R € monotona per ogni
n. Allora la convergenza e uniforme

177.8.2 Una successione di funzioni continue {f,}, f.: E — R, ¢ detta equicontinua se
Vedd: lz—y|<d = |fu(z)— fuly)| < eV n (praticamente 6 non deve dipendere da n)
Dimostrare i tre teoremi che seguono:

e Se f, converge per ogni z € D C E con D = E allora f,, converge per ogni valore di z € E.
e Con un esempio si faccia vedere che se manca la equicontinuita , allora non e detto vi sia
convergenza su tutto F

e Se E e compatto e f, converge per ogni z € E allora la convergenza e uniforme.

e Con un esempio si faccia vedere che se manca la equicontinuita , allora non e detto vi sia
convergenza uniforme

+o0
178.8.2 Si dimostri il seguente Teorema (Abel): Sia data la serie Z apt® convergente per
k=1
t=11 >0.
1) La serie converge uniformemente nell’intervallo [0,¢1].  Come corollario si ha che
+o0 400
lim Z aktk = Zakt’f
=t k=1 k=1
+o0 too
2) Dimostrare inoltre che se Z apth = 400, allora lim Zaktk = +400.
k=1 =t =
“+o0 n L n —+o0o
3) Se Zaktlf oscillaossial = lim Zaktlf e L =lim Zaktlf, [ # L, alloral < lim Zaktk
k=1 n=oop—y AR =1 =
+oo
eL<Im Y ayth
=17 .

179.8.2 Corollario del Teoream di Abel. Sia lim v,(z) =1 e v,(x) > vy41(z) e sia > ay,

r—1—

r—1—

“+o0 +o0
convergente. Allora lim Z anvp(x) = Z an,
n=0 n=0

180.8.2 Sia Y apz® = f(z) una serie di potenze reale avente raggio di convergenza pari a 1.

1) —
Se Y kay, converge allora Z kar = lim fA) = f=)

lim ——— [[B] pag.201]

181.8.2 Teorema di Abel per serie complesse Sia dato il cerchio di raggio 1 ed una serie

+o0 too
di potenze Z arz" che ha 1 come raggio di convergenza e tale che Z ap converge. Dimostrare
k=1 k=1
400 +o0
che lirri Z apz® = Z ay se z verifica la relazione (limagon) |1 —z| < K(1—|z|), K > 1
z—
k=1 k=1
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182.8.2 Sia b, > 0 e sia data la successione {ay}. Sia |A,| = Z ap| — +ooe B, = Z b —
k=1

k=1

“+o0 “+o0
~+00. Inoltre supponiamo che le serie E apx® e g bpx® siano assolutamente convergenti per

k=1 k=1

+o0 +o00 -1
|z| < 1. Si dimostri: 1) a /by — [ allora lim g apx® g brx® =1 2)A;/Bi — 1 allora
-
k= k=1
+o0 +o0 -1
lim E akxk E bk.’lfk =1 [[B] pag.149-150. Sembra perd esserci una imprecisione. Il testo in [B] recita
-
T k=1 k=1
. .. . . . li Z%Ik li A li

“If an /bn, Or A, /B, tends to a definite limit, finite or infinite,then " =_ "M fn_ M 9n where

x—1" E :bkxk n—-+oo By n——+oo bp

k
E by Is a divergent series of positive terms.” E vero che lim

1i A 1i N
s ch;’iw B—ch;’iw ZL—Z, ma non & vero
che 10 g U 52
. . . . Sp . Gy
183.8.2 Dimostrare che se una serie converge C1 in R allora lim — =0e lim — =0
n—+oo N n—+oo N
n “+o0
184.8.2 Sia {ay} una successione e A,, = g a. Diremo che la serie E aj & sommabile (con-
k=1 k=1

1
vergente) C'1 se esiste il limite lim —
n—+oo N

n—-+4oo n

n
—1 e .+ 2a,,_
Z Ay, ossia il limite lim nay +(n —ag + ... +2an1 + n
k=1
[[B] pag.149-150] —

1) Dimostare il seguente risultato (Frobenius): se la serie ¢ C'1 sommabile al valore [ allora

—+o0o
lim Zakxk = | [[B] pag.149-150]
Tz—1— 1

2) Usare per dimostare che la convergenza C'1 e sufficiente per le conclusioni del teorema
di Abel [[B] pag.149-150]

A Ao+ .. 24,1+ A, =
3) Se esiste lim nditn=-DAz+. 4 Lt = [ allora lim Z apz® =1 [[B]
n—+00 n?/2 s et

pag.149-150]

—+o0o
4) Dare un esempio di successione {a, } tale che esiste il limite secondo Abel lim Z apz® ma
r—1—
k=1

A+ As+...+ A

non esiste il limite C'1  lim . Non esiste neppure il limite Ck con qualsiasi

n—+oo n
k> 1. [[H] pag.109]
+oo
185.8.2 Inversione del teorema di Abel in (ricn.37,39) Sia data la serie Zakzk che
k=0
+oo +oo
converge per |z| < 1 e tale che lim Zakzk = A. Allora Zak converge e vale A, se almeno
S0 k=0

una delle prossime condizioni e verificata: 1) se aj > 0 definitivamente e il limite avviene lungo
lasse reale (Pringsheim, Minchener Sitzungsberische, Bd, 30, 1900, p.37) 2) se na, — 0 si
ha lo stesso risultato se il limite ¢ soggetto alla condizione (limagon) |1 — z| < K(1 — |z|) con
K > 1. (Tauber) 3) se na, # 0, ma (a1 + 2as + ...+ na,) = o(n) ed il limite ¢ soggetto alla
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condizione (limagon) |1 — z| < K(1 — |z]) con K > 1. (Tauber)

Es: E possibile estendere il risultato di Pringsheim al caso in cui esista il limite z — 1 nel
limagon?

e Fatou nella sua tesi dimostra il risultato 1) ax — 0, 2) la funzione f(z) = Z apz®, & regolare
in z = 1 allora Zak = ll_f)ﬁi Z apz® (ed & il risultato descritto in degli esercizi sugli
integrali complessi)

186.8.2 Come applicazione di si risolvano i seguenti esercizi [[B] pag.150]

1) calcolare xl_l)r{lﬁ V1—z(x+a*+ 2% +204..)

2) calcolare lim (x4 z% + 2 2+ )/ In(1 — x)
T—1-

3) calcolare lim (1 —x)P(1P7 1y + 2P~ 122 4377123 )
r—1-

4) calcolare lim (z —z* +2° —2'% +..)

r—1—

187.8.2 Sia data una successione {ay} tale che kay — 0. Dimostrare che se la serie converge C'1,
allora converge in senso classico. [G.H.Hardy, Theorems Relating to the Summability and Convergence
of Slowly Oscillating Series, Proceeding of the London Mathematical Society, vol.s2—-8, Fasc.1, 1909, pp.301-320. Vedi
pure [WW] pag.156. Un’altra referenza & [K] pag.5007501]

188.8.2 Sia data una successione {ay} tale che |kay| < K. Dimostrare che se la serie converge
C'1, allora converge in senso classico. Ovviamente il presente caso ingloba il precedente ma la
dimostrazione & plfl complicata. [G.H.Hardy, Theorems Relating to the Summability and Convergence of
Slowly Oscillating Series, Proceeding of the London Mathematical Society, vol.s2-8, Fasc.1, 1909, pp.3017320]

S 445

189.8.2 Sia S, = Z ay, Sfll) = Z Sk, Se esiste il limite lim

5 si dice che
- - e 2)
. SiY 4.+ S
la serie & C2 sommabile. Detta S(2) = Z S,il). Se esiste il limite lirf Lt 3 il si dice
n—-+0o0o n
k=1

che la serie € C'3 sommabile.
Dimostrare che se |kag| < K e la serie Y ay ¢ Cr sommabile, ¢ convergente

Corollario La serie > k717 con a # 0 non ¢ Cr sommabile per nessun r. Cid vuol dire che
la funzione Zeta di Riemann non puo essere estesa attraverso la sommabilita Cr.

190.8.2 Sia Y ap Cr sommabile al valore A e Y b C's sommabile al valore B, r,s > —1.
Dimostrare che il prodotto secondo Cauchy ¢ C'(r 4+ s + 1) sommabile al valore AB. [[B] pag.228]

e Trovare un esempio per cui la serie ) ¢ non ¢ sommabile Ck con k < r + s+ 1.
e Trovare un esempio per cui la serie ) | ¢x non ¢ sommabile C's sommabile (r = —1,s > —1).

191.8.2 (Problema aperto per Hardy e chiuso da Littlewood) Si puo estendere il
Teorema di Tauber, vedi [Ee:22]] a] caso in cui |karx| < K ? Nell’articolo del 1909 ”Theorems
Relating to the Summability and Convergence of Slowly Oscillating Series”, Proceeding of the
London Mathematical Society, vol.s2-8, Fasc.1, 1909, p.308, Hardy dice “I have not been able
to prove this theorem and I am inclined to think that it is not true. At the same time, I have
been quite unsuccessful in my attempts to construct an example to the contrary’. Il problema e
stato risolto da Littlewood in ”The converse of Abel’s theorems on power series”, Proceeding of
the London Mathematical Society, vol.s2-9, Fasc.1, 1911, p.434-448. La dimostrazione & presa
da [T] e si riferisce al caso di serie reale e con limite z — 17.

Es: Si puo estendere la dimostrazione alle serie complesse in cui z — 1 eventualmente all’interno
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del limacon?

192.8.2 Convergenza R(-,); R sta per Riesz (Marcel) Sia data la successione {uy} tale che
ik N\ 0 (anche solo definitivamente) e > pur = +o0o. Sia A\, = p1 + ... + fn, € chiediamo che
An+1/An — 1. Diciamo che la serie Y ay converge R(1, u) se esiste il limite s di (u2S1 + ...+
Un+1Sn)/An+1 e diremo che s & la somma della serie.

1
Un modo equivalente di porre il limite e .S,, — Z LG — 8
)\n—l—l b—1

Se w1 =0, pux = 1 per ogni k > 1 ¢ la convergenza C'1.

Un altro esempio & ug = 0, ux = 1/k, A\, ~ Inn, La convergenza R(1,u,) & definita come
1 n
I’esistenza del limite lim — Sk

n—+oo Inn k
k=1

e Dimostrare che se my/ux \, 0, allora se & R(1, u1,,) sommabile, & anche R(1,m,,) sommabile.

(vedi [xZenza])

e La serie > k7172 non & C'1 sommabile ma ¢ R(1,1/n) sommabile. Cio segue da Z izl =
k=1

4o+ o

al n

eee Darc una seriec > aj che converge R(1,ux) per un certo {ur} ma non converge C1.
L’esempio dato da Hardy con {ux} = {1/k} non & di semplice risoluzione. La successione &
{a} = {(1,-1,0,1,0,0,0,-1,0,...,0,1,...} dove i termini pari a 1 e —1 occupano i posti 2¥.
Nella dimostrazione di Hardy, bisogna fare riferimento al lavoro “On Certain oscillating series”,
Quarterly journal of pure and applied mathematics, vol.38, 1907, pp.269-288. Li si dimostra
che la serie x — 22 + 2% — 28 + ... oscilla per z — 17. Se Y _ a;, fosse convergente C1 allora per

esisterebbe lim, -z — 22 + 2% — 28 + .. ..

193.8.2 e Dimostrare che se Y ay converge R(1, u,,) ad s e S,e™*»* — 0 per n — +00, per
ogni z positivo, Allora 3" age™** converge e tende ad s per 2 — 0. (Analogo del Teorema di

Frobenius, , per serie R(1, 11,) convergenti )

ee Se \,an /i, — 0 e la serie (certamente convergente per x > 0) Y are *+Ztende al limite s
per z — 0, allora Y a converge ad s. (Analogo del Teorema di Tauber, , per serie
R(1, pi,). convergenti)

eee Se |\, a,/un| < K elaserie Y ay ¢ R(1, 1) sommabile, allora & sommabile in senso classico.

194.8.2 E facile convincersi del fatto che piu la successione {\,} diverge lentamente, piu &
probabile che esista il limte = — 0 della serie Y are™** a patto che converga per ogni z > 0.
Infatti

: . —1l—ai —kz : . —l—aij.—x
Non esiste il_r% E k e ma esiste il_r% E k k

. : —x l1—ot . : —1 l—ot —x
Non esiste ili% g E~*(Ink) ma esiste ili% g k™ (Ink) (Ink)

Hardy dimostra il seguente teorema:

Se > apk™" converge per ognix > 0, e se lim E apz® = s esiste, allora esiste lim E ark™" =
z—1— z—0
s

195.8.2 Es: Dimostrare il seguente risultato. Se ¢(n) ¢ una funzione positiva di n che diverge
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a +00 in modo monotono e Re(z) > 0, allora

+oo
a e—tcp(k) =1 74 T ak
/o D one MW =T@) )

a patto che la seconda serie converga. Se ne deduce che se ) are **F) — s per x — 0, allora
> ar/(p(k))* — s per x — 0.

196 .8.2 Sia data una successione {a,} tale che a, — a,r1 = O(a,/n) e tale che > a, ¢
C'l-sommabile. Dimostrare che na,, — 0 e che la serie converge. [G.H.Hardy, J.E.Littlewood
“Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathematical society, (2), vol.11, 1912,

Teorema 27 pag.445]

197.8.2 Es: Sia data una successione {a,} tale che na, = O

a1—|—2a2+...+nan

e tale
n

che " a,, ¢ Cl-sommabile. Allora na, = O(1) e che la serie converge. [G.H.Hardy, J.E.Littlewood

“Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathematical society, (2), vol.11, 1912,

Teorema 27 pag.449]

198.8.2 Sia data una successione {a, } tale che a,,—a, 11 = O(a,/n) e tale che Z ape” "t — s
per z — 0. Dimostrare che na,, — 0 e che la serie converge. [G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions

to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathematical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27

pag.446]

199.8.2 Slzlmo da% le c%ue serie Illumerlche
a+ a+ a-+n—
b#£0, -1
T D02 oD “70h
1 .. -1
2) Z(—l) ((Zi SE j__ )) ((Z:_:_ 1;, a,b#0,—1,—2,.... Si dica per quali valori di a e

b convergono.

200.8.2 Si trovi il raggio di convergenza delle serie di potenze:
ala+1)(a+2)...(a+n—-1)

o b-|— D612 brn=1) 2" a,b#0,—1,-2,.... Inoltre si studi la convergenza
per z =+
ala+1)(a+2)...(a+n—-1bb+1)(b+2)...(b+n—1)
2) St d d "a,b
) Stesse doman eperz nele+ (et 2). fetn—1) 2", a,b,c#
0,-1,-2,...

201.8.2 Trovare l'insieme dei numeri complessi per i quali converge la serie di potenze >_ 2* /k

202.8.2 Sia ar > 0. Se f(t) Zakt < C per ogni 0 < t < 1 allora esiste il limite t — 1 e
vale > ag.

e Si trovino dei controesempi nel caso venga a mancare l'ipotesi che ay > 0 ma | Y axtk| < C
per ogni 0 <t < 1 oppure che a; > 0 ma >_ ayt® & illimitata per 0 <t < 1.

203.8.2 Sia data la serie di potenze > apz® con ap > 0 il cui raggio di convergenza & 1. Si
dimostri che z = 1 & un punto di singolarita della serie di potenze (Teorema di Pringsheim).
Per “punti di singolarita ” si intende un punto in cui la funzione non puo essere sviluppabile
in serie di potenze. Se la funzione non ¢ limitata in un qualsiasi intorno del punto z = 1,
ad esempio > 2*¥ = 1/(1 — 2), non c’¢ nulla da dimostrare. D’altra parte la serie > z* /k?
converge assolutamente e uniformemente per |z| < 1 ma in base al teorema di Pringsheim il
punto z = 1 & di singolarita . Quindi, come evidenziato in [T] pag.217-218, non c’¢ nessuna
relazione fra la convergenza della serie 3" a2* in z = 2 sul bordo del cerchio di convergenza e la
sviluppabilita della funzione » arz" nel punto z = 2. [K1] pag.30, [M] pag.389, [T] pag.214, G.E.Silov
Analisi Matematica, funzioni di una variabile edizioni Mir 1978, prob.1 pag.405]
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sinn

[[B]

204.8.2 Dire per quali valori reali di a e b converge o diverge la serie Z _
n® +bsinn
pag.514]
205.8.2 Si dimostri che per quasi tutti i numeri reali tranne al pilt un insieme di misura nulla,
“+o0
la serie Z 2% In | sin(k79)| converge per |z| < 1 [Joseph Lehner and P.T.Bateman A.M.M. Vol.63, No.1
k=1
(Jan.1956), pp.49-50, Problema 4610]

206.8.2 Dire per quali valori di a € R, a # 2 la serie > k~¢~5n% converge oppure diverge.

Si dica inoltre se converge o diverge la serie S k~17ISKl 40 P Perfetti A.M.M. Vol.112, No.6
(Jun.,2005), problema num. 11162

207.8.2 Si dica per quali valori di a e 3 positivi converge la serie

400 n

a+klnk . . )
Z H e si calcoli la somma della serie. [da P.Perfetti A.M.M. problema
n2k25—|— +1)In(k+1)

num.11260, Vol.115, No.5 (May.,ZOOS)]

a+klnk
(k+1)In(k+1)’
che converge. [da P.Perfetti A.M.M. problema num.11409, Vol.116, No.1 (Jan.,2009)]
209.8.2 Siano « e {3 reali tali che per ogni intero si abbia k > 2, a # —(2k)In(2k), a #

2k+1)In(2k+1), 8#1+ (2k+1)In(2k+ 1), 5 # —1 — (2k + 2) In(2k + 2).
Definiamo

con 8 > a > 0, si dimostri

“+o0 n
208.8.2 Data la serie Z(—l)”nlnn H
=2 s O

. a+ (-1 - k-Ink
T(a, _JJEHOOZHB-F 1)k 4 (=1)k+1. (K +1) - In(k + 1)

o n a+ (1% k- Ink
U(a, ) = ]\}grlm;((n +1)In(n + 1)) kl:[Q B4 (—1)F 1+ (—1)*F1 . (k+1)-In(k + 1)

Dimostrare che
a) Se —1 < a+ f < 1, il limite esiste
b) T(o,—a) + 2U(a, —a) + a + 2In2 = 0 [da P.Perfetti A.M.M. problema num.11473, Vol.116, No.10
(Dec.,2009). Per un errore di battitura, nel testo del problema c’¢ scritto T—|—2U:0]
a+klnk

210.8.2 Siaa,B3,y>0e S, = Z (Inm)” H . Trovare la relazione fra
—, s B+ (k+1)In(k+1)

a, B, tale che la serie lim S, converge [Prob.5657, SSMA, Nov.2021 |
n—oo

sinlnln k
klnk

non converge

211.8.2 La serie Z

cos(kInlnk)
klnk

implicherebbe che la seguente serie divergente in ogni punto (Stemhaus, 1929) Z

212.8.2 Es: Dire se converge o meno la serie Z

[La non convergenza della serie

sin k(z—Inln k)

Tnk non & una serie di

Fourier. Personalmente non sono riuscito a trovare una dimostrazione pubblicata che la serie di Steinhaus non ¢ di
Fourier a dispetto del fatto che nel suo libro A.Zygmund lo affermi chiaramente. Per un approfondimento della materia

si puo consultare appendice sulle serie trigonometriche]

213.8.2 Sia dj, — +oo. Allora ¢ possibile trovare una successione monotona convergente {cy}
tale che kdycr > a > 1 per infiniti £ (anche limkdycp = +00)
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214.8.2 Dare un esempio di serie monotona convergente a termini positivi ay, tale che na,, Inn
non ammette limite. Se ammette limite esso & chiaramente zero [da: R.W.Hamming A.M.M. Vol.52,
No.2 (Feb., 1945), 70-72]

e Sia p,, una successione tendente a +oco lentamente quanto si vuole. Allora esiste una successione
positiva, monotona convergente a,,, con 2"as» monotona, tale che p,a,nlnn non tende a zero.

215.8.2 Dopo avere dimostrato che converge, trovare la somma della serie
—+o0o

1
n—m2>1
;(k:—i—m)(k:—i—m—l—l)...(k—i—n) -
+o0 ay
216 .8.2 Sia a; > 0. Dimostrare che converge la serie
b= & ;(1+a1)(1+a2)...(1+ak)
trovarne la somma [[B] pag.25, [K] pag.267, [KN] ex.3.1.9 pag.65]
na—l

217.8.2 Sia data la serie Z . Si dimostri che con a > 0 la serie diverge

a4 nP sin®(nw )
sempre se A e razionale. Se A e un irrazionale algebrico di ordine m allora converge per 3 >
a + 2m — 2. Dimostrare che qualunque sia il valore di 3, esistono numeri irrazionali \ tali che
la serie diverge [[B] pag.515 dove pero si da a>fB+2m quale condizione per la convergenza. Cid probabilmente
& dovuto al fatto che usa la minorazione |A—p/q|>(Mg™ 1)~ che & quella usata a pag.444 del lavoro richiamato a
pag.515 di [B] ossia G.H.Hardy On a class of analytic functions, Proceedings of London Mathematical Society (2)

vol.3, pp.441-460.

R 1 1

218.8.2 Dimostrare che la serie Z —_— .+ — = =z converge per un sol
— (k—1)m+1 km—1 km

valore di x. Trovare tale valore e calcolare la somma della serie [da: T.K.Leong; T.A.Peng; K.C.Yeo;
T.J.Cullen Esercizio num. 2244 di A.M.M. Vol.78, No.5 (May., 1971), 5477548]

219.8.2 Dimost hel LR sin(k?z) sin kx 2 cos(k?z) sin kx "
8. imostrare che le serie Z 2 e Z 2 convergono uniforme-
+oco . 2
sin(k“x) cos kx
mente. Dimostrare inoltre che Z ( ]3 converge per alcuni punti e diverge per altri.
k=1

[da: O.E.Stanaitis; E.M.Wright Problema num. 4536 di A.M.M. Vol.61, No.7 (Aug.—Sep., 1954), 480-481]

Si dimostri che Y cos(k*z) diverge se £ & razionale.

“+o0
220.8.2 Si consideri la serie armonica E z© si definisca una nuova serie in cui ai primi p
k=1
elementi fanno seguito i secondi p con il segno cambiato e cosi via. Si dimostri che la serie
converge.

221.8.2 Si determini la convergenza della serie ottenuta dalla serie armonica prendendo il
primo elemento con il segno piu , il secondo e terzo con il segno meno, il quarto, quinto e sesto
con il segno pifl eccetera [da: E.P.Starke; R.P.Stephens; Fritz Herzog A.M.M. Vol.56, No.4 (Apr., 1949), 263—
265. L’esercizio si trova pure a pag.351 num.8 di G.H.Hardy A Course of Pure Mathematics, terza edizione 1921.
Secondo M.Klamkin sta pure a pag.391, num.8 della nona edizione.]

222.8.2 Sia {ay} una successione strettamente crescente di interi tale che 0 = ag < a1 < as <

400
az < ... e sia data la serie Z(—l)”’“/k dove a,, < k < ay,+1. Dimostrare che converge se e
k=1
+oo a
solo se converge la serie Z(—l)” In —*L | [4a: E.P.Starke; R.P.Stephens; Fritz Herzog A.M.M. Vol.56,
Qn

n=1
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No.4 (Apr., 1949), 263—265. ne & un caso particolare.]

223.8.2 Si determini la non convergenza della serie costruita sulla stessa falsariga dell’esercizio
ma ottenuta raggruppando 2% termini ogni volta [da: E.P.Starke; R.P.Stephens; Fritz Herzog
A.M.M. Vol.56, No.4 (Apr., 1949), 263-265]

n 2
Ink 1 .
224.8.2 Si dimostri che esiste il limite vy, = lilzrkl HT — %
n—-—+0oo
k

1ol
225.8.2 Si dimostri che / / {—} dedy=1—~v—-m
o Jo (XY

[da O.Furdui http://www.siarn.org/journals/problems/downloadﬁles/07-002.pdf]

o0 T
226.8.2 Calcolare In? dzx.
0 r+a
+oo 72
. . 2
Si calcoli / In 27(133 [da: O.Furdui http://ssmj.tamu.edu/problems/April-2008.pdf. La soluzione
0 T* 4 3z + 2

esposta € quella sottomessa]

227.8.2 Sia ap >0 e > ay convergente.

k

e Dimostrare che converge pure E a; ™" [Putnam competition, 1988, prob.Bd].
In k
e Dimostrare che converge pure E a,***' [C.J.Hillar, P.Fitzsimmons A.M.M. problema 10928, Vol.110,

No.5 (May, 2003), 444-445].
e Trovare due successioni positive {ax} e {bx} con by 1 tali che 3 aj, converge mentre 3 al*

diverge.
228.8.2 Si generalizzi alla seguente proposizione: Se ar > 0 by > 0, b = O(1/1nn) e > ay
converge, allora converge pure Za,lc_b’“ [da: J.Wimp A.M.M. problema num. 10428, Vol.102, No.1 (Jan.,

1995), 71. Si veda pure J. Wimp, K.Schilling A.M.M. Serendipitous solution , Vol.110, No.5 (May, 2003), 445 ed inoltre
C.J.Hillar, P.Fitzsimmons A.M.M. problema 10928, Vol.110, No.5 (May, 2003), 444-445 ]
229.8.2 Sia dato il numero A > 0 ed una serie a termini non negativi convergente tale che
+00 . .9, . . N . +oo 2
pq 0 = A. Si dica quale range di valori puo assumere la serie ), ) a;. In altre parole,

fissato A, bisogna individuare il range di Z;ﬁ% a? al variare della successione {ay}. Si risolva
poi lo stesso esercizio nell’ipotesi in cui gli aj siano strettamente positivi.[Da Putnam 2000, A1]

230.8.2 Siano date due successioni {ax}, {bx}, tali che 1) limy_, ;o0 VEby — 0, 2) la serie
S Vk|by — bry1| converge, 3) S,,//n & limitata (S, = Y r_, ax). Allora 3 ayby converge. [da
[VLA] pag.20, [K] pag.454, [K1] pag.10]

231.8.2 Utilizzare per dimostrare che Z(—l)[‘m 2¥ /k converge non assolutamente su
tutti i punti del cerchio di raggio 1.

L’esercizio presenta interesse in quanto negli esempi presenti nei libri di testo, solitamente sulla
circonferenza che circonda il cerchio di convergenza di una serie di potenze si danno funzioni con
una o pitt delle seguenti possibilita : 1) La serie diverge in ogni punto, ad esempio Y 2%, 2) la
serie diverge in almeno un punto e converge altrove, ad esempio > 2% /k, 3) la serie converge in
ogni punto, ad esempio Y z¥/k? ma la convergenza ¢ assoluta. L’esempio in oggetto mostra che
la convergenza ovunque della serie sul bordo del cerchio di convergenza puo non essere assoluta.

Es: Una volta scritte la/le funzioni e verificato che la convergenza non & assoluta, si investighi la
convergenza uniforme. [da [VLA] pag.68, [K] pag.454, [K1] pag.31. Inoltre altre referenze sono 1) H.F.Sandham
A.M.M. Vol.58, No.8 (Oct., 1951), 573, 2) D.J.Newman A.M.M. Vol.59, No.9 (Nov., 1952), 650, 3) W.S.Loud
A.M.M. Vol.63, No.9 (Nov., 1956), 670. In 3) si danno ulteriori indicazioni su dove trovare una risposta. Una & data
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da . Un’altro esempio, dovuto al grande G.H.Hardy, & Z z"b" /Inn dove (1_2)71'22 br2™ e pud trovarsi
nel libro di Dienes, The Taylor series, 464-465. L’esempio di Pringsheim si trova in [B], pag.252 ]
232.8.2 Si consideri la serie Y ap2* dove ay = 1, ay = —1/2, a3 = —1/3, ay = 1/4, a5 = 1/5,
ag = 1/6, a7 = —1/7, ag = —1/8, ag = —1/9, a19p = —1/10, e via dicendo. Si dimostri che
la serie converge sul cerchio di raggio uno e sulla circonferenza converge non assolutamente.
In tal senso e un’altra risposta all’esercizio in [da H.F.Sandham A.M.M. Vol.58, No.8 (Oct.,

1951), 573. L’ivi esempio & leggermente diverso per quanto riguarda la dislocazione dei segni piui e meno. Inoltre

e . + oo . PN
ivi si dimostra che 1—(%-l-%-l—%)-l—(%4—%-l-%—i-%+%)—(1—10+ﬁ+%+1—13+ﬁ+1—15+%6)—...: k=1 VESmn(aVR) " Piu in

1 2 2 2 - 7T
generale g — i3+ oy — g5+ = ﬁsin(wﬁ)]

233.8.2 Data la successione ar = 1/(kInk) formiamo una nuova successione {bx} in cui a
gruppi di 2P, p = 1,2, ... cambiamo segno ad ay. Verificare che: 1) la serie > brz* ha raggio di
conbergenza pari a 1 2) La serie converge per |z| =1 3) Vefificare se nell’insieme |z| < 1 la
convergenza € uniforme.

234.8.2 Dimostrare che la circonferenza z? + y> = 1 costituisce una frontiera naturale di

=X em =X m =X
analiticita per le tre serie 1) E m, 2) E W, 3) E m [da [K1] pag.31]
n=1 n=1 n=1

235.8.2 Si costruisca una serie di potenze > apz¥ con raggio di convergenza pari a 1, che
diverge a N dati punti del cerchio di raggio 1 e converge negli altri punti [da [K1] pag.13]

236.8.2 Es: Si costruisca una serie di potenze Y azz* con raggio di convergenza pari a 1,
che diverge in tutti i punti ad eccezione di z = 1 dove converge. [da [K1] pag.13]

1 201 _
237.8.2 Si dimostri che / Iz In"(1 — 7)
0 X

tion of fol Inw In?(14u)du and related Definite Integrals A.M.M., Vol.41, No.1 (Jan.,1934),29-36, H.Lam A.M.M.
problema num. 6382, Vol.90, No.9 (Nov.,1983),649. Suggerimento: scrivere f(x):f: Mdt, osservare che

f(z)=— :: z" /n?, 0<x<1 ed usare ]

238.8.2 Sia dato un numero algebrico quadratico «. Dimostrare che converge la serie
Z n_2 sin(mroz)|_1 [da: mpe journal, Spring 2006, soluzione di Cecil Rousseau e Paul Bruckman. Si potrebbe
dimostrare che Z:i n~17¢|sin(amn)| "' converge per qualsiasi numero algebrico a e £>0 ma bisogna usare il teorema

di Thue—Siegel-Roth; roba da Medaglia Fields.]

dr = —7T4/180 [da: G.Rutledge; R.D.Douglas Evalua-

n—+oo N

1 < .
239.8.2 Sia > aj una serie convergente. Dimostrare che lim — Z kay = 0.
k=0

2408.2 Sia {a,} una successione crescente di termini positivi. Dimostrare che > (1 — a“ﬁ)

converge se e solo se {a,} & limitata.
[da: http://Www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f:296&t:352167]

241 .8.2 Sia {ax} una successione tale che > aj converge. Dimostrare che diverge la serie

> }1 — a(’;—:l} oppure dare un esempio per cui converge.

[da http://www.artofproblemsolving.Com/Forum/viewtopic.php?f:G?&t:SQ1450]

2428.2 Sia data la serie convergente Z ag. Si calcoli quanto vale la serie

~— ~— =1 ka
> Tk,
n=1

P n(n+1)
[K2] pag.11]

“+o0
2438.2 Sia data la serie convergente Z ar. Si calcoli quanto vale la serie

k=1
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+oo n

1 n
Z on+1 § : <k‘) Qg [da [K2] pag.ll]
n=1 k=0

244.8.2 Sia data la successione z,, — a € R. Inoltre sappiamo che lim n ( In_ _ 1) =

n—4+oo Tn—1

L 7& 0. Dimostrare che a = 0. [http://www.artofproblernsolving.com/Forurn/viewtopic.php?f:67&t:377450]

245.8.2 Siano {a,} e {b,} successioni tali che }_ a,, /b, converge, > a2 /b converge e b, (a, +

by) # 0 per ogni n. Dimostrare che Z _dn

. [da [G 22
o b, converge. [da [G] pag.22]

“+o0
246.8.2 Sia f:N — N una biiezione. Dimostrare che Z
k=1

converge.

1
kf (k)

—+oo
1
Es: Dare inoltre un esempio di biiezione f(n) tale che Z KT converge [da: “The 20" Annual
k=1

Vojtech Jarnik competition, March 2010”. Credo che la prima parte segua gia dalla iniettivita ]

247.8.2 Sia f:(0,400) — R continua, positiva e monotona non crescente tale che

f(x) — 0 per x — 4o00. Dimostrare che /+OO /(@) —f(J;()SC-i- D
0

dx diverge. [Putnam 2010, vedi

http://kskedlaya.org/putnam-archive/20105.pdf]

11 +6Lk+1

— diverge.[da

2488.2 Sia {a,} una successione di numeri positivi. Dimostrare che
[MGLP] pag.38 ed anche [KN] prob.3.2.39, pag.79 ]

249.8.2 Sia {b,} una successione di numeri positivi e sia by \, 0 con > by = +00. Sia inoltre

. 1+ ap41

ay, > 0. Dire se by ——
k e

e Trovare se esistono due successioni {ay} e {bx} tali che ap > 0, by — 0 e >_ b = 400 ma tali

1
che Z bk% converga

diverge.[da [MGLP] pag.38 e [KN] pag.79 3.2.28]

250.8.2 Si dia un esempio di serie convergente Y ax a termini positivi ed intero N tale che
converge pure la serie Y k™ (ax) "N [da [MGLP] pag.38]

n
251.8.2 Sia {ar}r>1 una successione di numeri positivi e sia \S,, = E ar. Dimostrare che se
k=1

ap+1 < akea’““ allora lim nane_S” =0 [Problema n.6 della rivista Matheproblems, vol.1 numl, website:
n—4+oo

http://rnathproblems-ks.com/]

252.8.2 Sia p > 1 e ap \, 0. Dimostrare che se converge Zag_l/k:l/p allora converge pure
> a} [da [MGLP] pag.39]

4o n
e —1
253.8.2 Si nt1 =In— . Si i )
iaa; >0eap; =In o Si calcoli Z H aj, [da [KN] pag.69)
n=1k=1
+oo
254.8.2 Siaag=1¢e a,r1 = In(e’™ —a,). Dimostrare che Z ap converge e trovare la somma
k=1
della serie.[Putnam, 2016, Problem B1]
255.8.2 Sia ar > 0 e Y ar < +oo. Detta Ay = w. Dimostrare che > Ay di-

verge ma Z Fai-ag---ag converge. [La seconda domanda & connessa alla disuguaglianza di Carleman. Una

dimostrazione si trova qui http://en.wikipedia.org/wiki/Carleman’s_inequality]
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256 .8.2 Si trovino i valori di a per cui la serie seguente diverge oppure converge
(—1)* cos(In k)

Z koz

257.8.2 Siaay > 0esia A, = >." ay, divergente. Allora Z m

[T.H.Hildebrand, Remarks on the Abel-Dini theorem A.M.M. vol.49, n0.7 (Aug. Sept., 1942), pag.441-445]

converge per 1 > 0.

258.8.2 Sia ay > 0 e sia A, = >." a, divergente. Supponiamo inoltre che A,,_1/A4, > ¢ >0

a
per ogni n. Allora Z Ak(m—jlk)l” converge per r > 0 e diverge per r < 0. [T.H.Hildebrand,

Remarks on the Abel-Dini theorem A.M.M. vol.49, no.7 (Aug. Sept., 1942), pag.4417445]

n
259.8.2 Siad; > 0 una successione tale che Y dj = +00. Detta Z dj., dimostrare che se &« > 0
dg
sk In sp(Inln sg)1+e
k, allora la serie diverge se & < 0. [T.H.Hildebrand, Remarks on the Abel-Dini theorem A.M.M. vol.49, no.7
(Aug. Sept., 1942), pag.441-445]

allora la serie Z converge. Se inoltre sg_1/s > ¢ > 0 definitivamente in

260.8.2 Sia > di = +oo, dr > 0. Si trovi una successione {cx} tale che 0 < ¢, < dy, e
Z cr < +00, Z Cg =400 a < 1. [T.H.Hildebrand, Remarks on the Abel-Dini theorem A.M.M. vol.49, no.7
(Aug. Sept., 1942), pag.441-445]
261.8.2 Siano « e 8 numeri reali non negativi e siano

a+k+1Ink
anp=Mm+Inn+1 )
( ( ))Hﬁ—l—(l{:—l—l)—l—ln(k:—i—l)

a+k+1Ink
(k+1)+In(k+1)
converge e determinare la relazmne fra a e B per cui
= 1 (a+ 1)
Z <6Ln — Pn In <1 + ?>> = (Oé + 1)(0& +2+ In 2) — T [Prob. num. 3583, Crux Mathemati-
n=1

corum with mathematical Mayhem, vol. 36-7, 2010]

.Si trovino quegli a e 5 per i quali Z an

n=1

Pn = (a+n+1+In(n+1)) HB-I-

1)*| sin k|
k

[http://www.artofproblemsolving.Com/Forum/viewtopic.php?f:G7&‘5:66549&p:392834#p392834 oppure 'articolo di

262.8.2 Es: Studiare la convergenza della seguente serie Z

N.V.Rao Diophantine Approximations and Convergence of Alternating Series, Proceedings of the American Math-
ematical Series, Vol.93, No.3 (May.,1985), pp.420-422]

(1)
+ 2 cos(2nx)
[http://www.artofproblernsolving.com/Forurn/viewtopic.php?f:G7&t:60673&p:366241#p366241]

263.8.2 Es: Studiare la convergenza della seguente serie Z ok al variare di x
n

2
ann
264.8.2 Si > 0 tale ch L . Dimost h § n
ia ay ale che > o converge. Dimostrare che converge pure (@t Fa)
n
265.8.2 Sia a; > 0 tale che L converge. Dimostrare che converge pure _—
5 >4 g ge p Zal-l-...-i-an

[Putnam, 1964]

. . . An{1,2,...,
266.8.2 Sia A C N. Dimostrare che se lim,, w > 0 allora Y, 42 = +00 [da
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=67&t=595683. E un risultato noto in letteratura.]

267.8.2 Sia data la successione {ax} tale che 0 < ap < as +ask1 k > 1. Dimostrare che Y ag
diverge. [Putnam 1994 A1]
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268.8.2 Sia data la successione {ay} tale che ax < agy1 e ax < k. Dimostrare che > (ax/Sk)?
con Sk =a1+...+a,ep> 1 converge. [Soluzione in P.D.Barry, W.K.Hayman,D.Borwein AMM Vol.72,
No.6, (Jun. — Jul., 1965), pp.6757677]

269.8.2 Siano date le due successioni {a} e {rr}, 7 > 1 taliche ay < ari1ear < krg.Sezf(x)

oo TS,
f(z)dz < +o0, allora Zrkf( ’;kk) < +o0.

[D.Borwein Journal of London Mathematical Society, 40(1965), 5877588]

¢ definitivamente monotona decrescente e

270.8.2 Sia a;, > 0 e Y af convergente, p > 0. Dimostrare che converge pure > apAy/k* con
a>2p—1)/p, A =a1+ ...+ ax.

271.8.2 Sia f: (0, +00) — R™, con derivata positiva. Dimostrare che > ﬁ converge se e solo
se converge . (71 (k)/k?. [[KN] prob.3.3.16, pag.91 ]

272.8.2 Sia a; \, 0. Dimostrare che Y a < 400 se e solo se ar = o(1/k) e > (ar — ag+1)k <
+00. [da [MGLP] p.36]

273.8.2 Sia a; N\, 0. Dimostrare che Y ax/k < +00 se e solo se a, = o(1/Ink) e > (ar —
ap+1)Ink < 400. [da [MGLP] p.36 ¢ A.M.M. vol.122-3, Marzo 2015

274.8.2 Sia g, la cardinalitd dell’insieme di numeri primi minori o uguali ad n. Sappiamo dal
Teorema dei numeri primi che liril (¢ Inn)/n = 1. Dimostrare che, detta {px} la successione
n—-—+0oo

dei numeri primi, si ha Z 1/pk = —+00. [Vedi pure https://it.wikipedia.org/wiki/Dimostrazione_della_divergenza-
_della_serie_dei_reciproci_dei_primi]
+o0
1

Dire se converge o diverge la serie
; npn — (n - 1)pn—1

[Vedi http://www.artofproblemsolving.com/community /c7t427f7h1157413_mikloacutes_schweitzer_1959_problem_1 op-
pure [MGLP] pag.35. Anche [KN] pag.84 esercizio 3.2.73]

275.8.2 Sia f:]0,1] — R strettamente crescente e con f(0) = 0. Sia h l'inversa di f e F = fom s
H = [ h. Si dimostri che se Y F(a;) e Y. H(by) convergono, allora converge pure Y azbs.
Come corollario si ha che se Y axf(ar) e Y bph(bx) convergono, allora converge pure »  arbs.
[Da HLP pag.124]

276.8.2 Sia ap — 0 e by — 0, ax > 0. Dimostrare che se convergono le serie > ax/Inay e
S~ e~ /% allora converge pure la serie S agby. [Da HLP pag.125]

277.8.2 Dimostrare che se 3 (ar In® az) ™! converge, allora converge pure 3 (aj In® k)~1 per
ogni 6 > [Da HLP pag.125, ex.172]

e Se esiste, dare un esempio di successione {ay} tale che Y (arIn®a)~! diverge ma
S (ar In® k)~! converge.

278.8.2 Si dia una funzione f: [0, +00) strettamente crescente e con f(0) = 0 ed una succes-
sione {ay} tale che se Z b f (b)) converge, allora converge pure Z aby ed inoltre Z aph(ag)
diverge. La funzione h ¢ 'inversa di f.

279.8.2 Si dia una funzione f: [0, +00) strettamente crescente e con f(0) = 0 ed una successione

{ax} tale che se > H(by) converge, allora converge pure Y aibr ma > F(ay) diverge. Si ha
F = fox f, H= fox h e h ¢ l'inversa di f. [Da HLP pag.124, ex.170]

_1
280.8.2 Sia ax, > 0e Y ay convergente. 1) Dimostrare che converge pure > a,l~C " 2) Dimostrare
che converge > m(afiik) In i [MGLP pag.38]

281.8.2 Sia {ax} una successione di numeri positivi tali che > a diverge e ay/Sy — 0. Di-
mostrare che lim(}." ax/Sk)/InS,, = 1. [da [KN] pag.83]
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282.8.2 Sia a, /' +0o e Y 1/a, = +oc. Dimostrare che Z(lnk ax)/ay e Z(lnk k)/ay, hanno
lo stesso carattere.

283.8.2 Sia f:[1,+00) — R tale che f’ 0. Dimostrare che le due serie > f'(k) e >_ f'(k)/f(k)
divergono o convergono assieme.

284.8.2 Sia F(x) una funzione definita sui reali positivi. Allora le seguenti tre condizioni sono
fra loro equivalenti

+oo
1)Seck >0e > cp < +oo, allora > ¢ F(rg) < +oo dove r,, = Z Cr
k=n

2) esiste un § > 0 ed una funzione positiva crescente f(x) definita su (0,0] tale che F(x) <
(f(z) = f)/(x—y), 0<y <z <6

3) esiste 0 > 0 ed una funzione decrescente h su (0, d] tale che h sia integrabile e F(z) < h(x)

n
Si puo anche dimostrare il teorema complementare ossia detto S,, = Z ag, ar > 0 e detta F'(z)
k=1
una funzione positiva definita su R, le seguenti condizioni sono equivalenti

1") Se S,, = +o0, la serie Y apF(Sk) < +o0o per qualsiasi serie a termini positivi e divergente

2') esiste un § > 0 ed una funzione positiva decrescente f(z) definita su [J, +00) tale che
Fx) < (f(z) = fy)/(x—y), 6 <y <=z

3') esiste § > 0 ed una funzione decrescente h su [d, +00) tale che h sia integrabile e F'(x) < h(z)
[Piot Biler,A.M.M. Vol.92, No.5 (May,1985), 347-349)

1 An—-1 __ 1

n

285.8.2 Sia a,, > 0, a, \( a a, # 1,. Dimostrare che la serie Z _1a(7)1/
n - an n

converge se
a#0,1. [[MGLP p.37]]
e Cosa succede se a, ' +0o0?

286.8.2 Siano {cx } e {dx} due successioni monotone non crescenti tali che > ¢, < 400, > dg =
+00. Sia N(n) il numero di interi k£ minori o uguali a n tali che ¢, > di. Sia A(n) = N(n)/n.

Dimostrare che se esiste i lim A(k), esso e 0. Piu specificatamente si puo dimostrare che
— 400

Per ognie > 0, per ogni k > 1, esiste una successione {r;} conr; — 400, tale che ser; < n < kr;,
si ha A(TL) <e€ [da: R.W.Hamming Monotone Series American Journal of Mathematics Vol.68, No.1 (Jan., 1946),
133-136]

e Dare un esempio di successioni ¢y e dj tali che imA(n) = 1.

287.8.2 Siano {c} e {di} due successioni monotone non crescenti tali che > ¢ < 400, Y. dy =
~+o00. Dimostrare che per ogni K > 1, esistono infiniti R; — +o0o tali che se R; < n < KR;, si
ha ¢, < d,. [da: Aryeh Dvoretzky On Monotone Series American Juornal of Mathematics Vol.70, No.1 (Jan.,
1948), 167-173]

288.8.2 Dimostrare che il risultato di implica

2898.2 Siano {c} e {dx} due successioni monotone non crescenti tali che > ¢ < 400, > dg =
+o0. Sia P(m), 0 < P(m) < 400 il numero di indici consecutivi n > m tali che ¢, < d,.
Dimostrare che il riaultato di ¢ equivalente a imP(n)/n = +oo

e Sia Q(m;e), 0 < Q(m;e) < 400 il numero di indici consecutivi n > m tali che A(n) < e.
Dimostrare che il risultato di ¢ equivalente a limQ(n;e)/n = 400 per ogni € > 0. [da:
Aryeh Dvoretzky On Monotone Series American Juornal of Mathematics Vol.70, No.1 (Jan., 1948), 1677173]
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290.8.2 Sia g, una successione positiva tendente a +o0o0. Dimostrare che si possono trovare
due successioni monotone decrescenti {c,,} e {d,}, tali che > ¢ < +00, > dr = +00 ed inoltre
1) limg,A(n) =0, 2)limP(n)/(ng,) =0, 3)limQ(n,1—e¢)/(ng,) =0, per ogni € > 0.

Il risultato 1) va confrontato con mentre 2) con la prima parte di [xich-24] [zich.36]

291.8.2 Sia {G,} una successione che soddisfa limG,, /n = 0. Allora esistono due successioni
monotone decrescenti {c,} e {d,}, tali che Y ¢t < +o00, > dp = +o0 ed inoltre limG,, (1 —
A(n)) = 0.
292.8.2 Sia data la successione {a,} definita dalla relazione a, 1 = ai — 2, a; > 2. Si calcoli
+o0

1
Z _— [Mathematics Magazine, problema num.1774, 2006. Anche [K], pag.66, prob.3.1.11]
e ai1a2asg ...0n
293.8.2 Sia0<ar <1, S, =a1+...+ar, T, =51 + ...+ Si. Dimostrare che la serie
> ar/TY converge per o > 1/2. [[K] pag.298]

/2
294.8.2 Si calcoli / 4(COS {13)2 (111(COS .’13))2 dx [da http://mathproblems—ks.com/?wpfb-dl:?]
0

¢ la costante di

1
295.8.2 Si dimostri Che/0 ————dx C+ 2% + 1)2

Inz _ 2 \/§7r2' O f (—1)k
1+t — 22 3 36 P (

Catalan

2 2
296.8.2 Calcolare / xIn(1 — cos z)dz, e / xIn(1 + cos z)dz,
0 0
[http://www.asymmetry.gr/images/asymmetry/Asymmetry_V5_March_2014.pdf]

297.8.2 Sia 2 > 0. Dimostrare ch 1)+§oo ke 1 2)+§Ooj krl-z 1
8. i . Dimostrar : — < =
o PSS U L GreE T Y Aty T Uty
X k41-a x
3) kEZI CESESE > i Sembra che la 2) sia vera solo per 0 < z < 1. [Univ.Beograd Publ.

Elektrotehn Fak. Ser.Mat. 17, 2006, scaricabile a http://perfmath.etf.bg.ac.yu]

298 .8.2 SianO bk > O € Ck > 0. Zbk = ch — _l_oo' Siano iIlOltl"e Bn — b() + o + bn’
C, =c+...+c, Allora nll}l—iI—loo Ozz——fl:...:'_f—bns = s implica HETOO coi(())j-_”.j-_zns _

. . . L c c c c bo+...+0b
se & verificata una delle seguenti condizioni: 1) — > n+1, 2) =+ < ntl o 2 n<
bn bn—l—l bn bn—|—1 bn
Co+...+c¢cp

[G.H.Hardy “On certain oscillating series”, Quarterly Journal of pure and applied mathematics,
Cn

vol.38, 1907, p.269-288, anche [B] pag.427]

K

1,1
In(1 —In(1
299.8.2 Calcolare // Il( * .’13) n( + y) dx dy [Nella soluzione esce fuori la serie Feo L
0J0

T —y k=0 (2k+1)2
che ¢ collegata all’esercizio 79.8.1 che a sua volta ¢ collegato, per quanto riguarda la seconda soluzione, all’esercizio

b) e ¢) del gruppo sulla variabile complessa. Dal calcolo emerge pure la serie Zz_jj(k22k)_1 per la quale si

puo fare riferimento a [B] pag.520 dove lo si attribuisce a Legendre ]
“+o0

300.8.2 Siaay > 0. Dimostrare che H (14+ay) converge se e solo se converge » | ax. Dimostrare
k=0

con un esempio che se cade la condizione aj > 0 non ¢ piu vero.

301.8.2 Sia D un dominio in R? e sia {gx(x)} una successione di funzioni dove z & una curva
all’interno del cerchio di raggio 1. Quindi dovremmo scrivere gx(v1(t), y2(t)). Supponiamo che:
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k—+oo

1) gi(z)=——=0 uniformemente in D 2) Z lgr(z)] < K per ogninex € D. 3) > gi(z)
k=0

converge uniformemente in D. Allora H(l + gx(x)) converge uniformemente in D e quindi
lim H(]_ + gk(£)> = H(]_ + gk(i())) [G.H.Hardy Note on the continuity or discontinuity of a function
Tr—T

=Ly

defined by an infinite product Proceedings of the London Mathematical Society, vol.s2—7, 1909, pp.40748]

302.8.2 Nelle stesse premesse dell’esercizio precedente, supponiamo che > g, (z), > g2 (z) ...
S gk=1(x), 3 |gF(x)| siano uniformemente convergenti. Allora [](1 + g, ()) & uniformemente
convergente in D. Hardy chiama tale prodotti “conditionally convergent” in quanto »_ |ax| non
converge. Se convergesse allora il prodotto sarebbe chiamato da Hardy “absolutely convergent”.
In ogni caso il prodotto in questione & chiamato “regularly convergent”. [G.H.Hardy Note on the
continuity or discontinuity of a function defined by an infinite product Proceedings of the London Mathematical

Society, vol.s2-7, 1909, pp.40-48]

303.8.2 Consideriamo ora quei prodotti che Hardy chiama “irregularly convergent” ossia
[I(1 + ax) converge ma non converge o »_ ag, 0 »_ a, per qualche p intero o non converge
> |ak|P per nessun valore intero di p. Dare degli esempi in cui cid accade. [G.H.Hardy Note on
the continuity or discontinuity of a function defined by an infinite product Proceedings of the London Mathematical

Society, vol.s2-7, 1909, pp.40-48]

304.8.2 Far vedere con degli esempi che la sola convergenza di [[(1 + ax) non implica la
convergenza di H(l + CLk.CC) se T 7é 0,1 [G.H.Hardy Note on the continuity or discontinuity of a function
defined by an infinite product Proceedings of the London Mathematical Society, vol.s2—7, 1909, pp.40748]

305.8.2 La convergenza di [](1+ ax) implica chiaramente quella di (1 + axz®) per |z| <1

ma non implica che lirr& H(l + apz®) = H(l + ay). Fornire un esempio. [G.H.Hardy Note on
r—

the continuity or discontinuity of a function defined by an infinite product Proceedings of the London Mathematical

Society, vol.s2-7, 1909, pp.40-48]

too nvi

306.8.2 Dimostrare che il prodotto | | <1 + T—) converge se ¥ ¢ un irrazionale algebrico.
nn

n=1

. N . . ikd .
Chiaramente ¢ lo stesso studiare la convergenza della serie ) In(14- $—) [J.E.Littlewood On a class
of conditionally convergence infinite products Proceedings of the London Mathematical Society, vol.s2—8, 1910, issue

1, pp.195-199. E un risultato che Hardy non & riuscito a dimostrare nel precedente lavoro]

307.8.2 Studiare la convergenza della serie Z eF kP con0<b<1,0<a<1

cos(kP cos(Ink))

1 con0<b<a<l.

308.8.2 Es: Studiare la convergenza della serie Z

309.8.2** (Hahn, Sierpinski) Sia E = Gs,. Allora esiste una successione {f,,(z)} che diverge
su F. G(;g ¢ l'intersezione dell’'unione di aperti [T.Kérner The Behavior of Power Series on their Ciecle
of Convergence, Lecture Notes in Math. No0.995, Berlin, Springer, 1983, pp.56794]

n N
1
310.8.2 Sia data la serie > ax e come al solito sia s, = E ar. Sappiamo che — E Sp =
k=1 n n=1

N
1
N Z na,,. Consideriamo ora la quantita

n=1

N +1

SN N

1 N N n
SN_NZna”:Z<1_N)a”
n=1

n=1
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In generale se A(n) ¢ una successione monotona strettamente crescente, possiamo definire

> (1-5) o > (1-3) o

n=1 n=1

Se esiste il limite N — 400, si dice che che la serie ¢ Rr sommabile con funzione-somma
A(n). La Rr sta per “Riesz”’—sommabile all’ordine r (M.Riesz, Sur la sommation des séries de Dirichlet
C.R.Acad.Sci.Paris, 149,(1909), 18-21). Nel caso di = 1 si ha

al A\ 1 B
> (150 ) =0 S 2200 -

A2 = A1) + 53M3) ~ AR)) -+ 51 (AR) — Al — Dsur)
A(n)

311.8.2 Sia0<b<1le0<a< 1. Utilizzando il risultato dimostrato nell’esercizio 87.8 si

“+o0
dimostri che la serie ) k—e’*" converge o diverge con l'integrale / 7l dr se a+b> 1.

—+oo —+o0o
312.8.2 Siano f(x) = Zakxk e g(x) = Zbkxk due serie a termini non negativi, che
k=0 k=0
convergono per 0 < x < 1, divergono per z = 1. Se asintoticamente aj, ~ Cby allora f(z) ~
Cg(z) per  — 1. [[T] pag.224]

—+oo

313.8.2 Siaar >0.Seper 0 <z <1siha f(z)= Zakxk ~ 1/(1 —x) per z — 1, allora
k=0

An =a1+...+ay,~ Cn [[T] pag.226]

00 k
314.8.2 Sia {a;} una successione tale che aj —apr1 = o(ap/Vk),e lim e™™ g skm— =S
m——+oo =0 k'

(sx = a1 +...4ay; si dice che la serie 3 ay ¢ Borel sommabile). Allora allora ax = o(1/Vk) e la
serie e convergente. [G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings
of the London mathematical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.424]

+oo
) 1 1
315.8.2 Dimostrare che T N9 E o [Utilizzare l'uguaglianza di Parseval senza passare
(sinx) (x —nm)
—00

attraverso il teorema dei residui. R.M.Young American Mathematical Monthly vol.86, No.4. (Apr.,1979),pp.2967297]
316.8.2 Dimostrare la formula di riflessione della funzione I'(z), T'(2)T'(1 — z) = 7/ sin(7z)

317.8.2 Sia f:N — N, {)\,} una successione di numeri reali nonnegativi e {a,} una suc-
cessione di numeri reali non negativi. Sappiamo che: 1) per n > 1 si ha A, < 1, 2)
f(n+1)—=f(n) >nA, +1, 3)0<ay < ang1+ Anas(y). Allora ) a, = 400. [D.Borwein; A.Meir
“Divergence Criterion for Positive Series”, The American Mathematical Monthly, Vol.79, No.10 (Dec.,1972),pp.1104—
1106]

Sia f:IN — N, {\,} una successione di numeri reali nonnegativi e {a,,} una successione de-
crescente di numeri reali non negativi. Sappiamo che: 1) f(n +1) — f(n) > nAp41 +1, 2)
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Qn41 <apel<a,< ap4+1 + )\naf(n). Allora Z ay = +00. [D.Borwejn; A.Meir “Divergence Criterion
for Positive Series”, The American Mathematical Monthly, Vol.79, No.10 (Dec.,1972),pp.110471106]

318.8.2 Sia {f,} una successione di funzioni integrabili in (a, b) Se Z fn(x) converge
b
uniformemente in (a,b) e / lg(x)|de = J (finito) allora Z / x)dx converge e

/ Z fn(z)de = Z / x)dzx nell’ipotesi che frg & integrabile. [[B] pag.495, Teorema

A La funzione g puo anche essere non limitata in (a,b)]

319.8.2 Sianog > 0e f, > 0 per = € (a,b), Y. fn(z) converge uniformemente in (a,b — J]
b
per ogni 9 > 0 e / g(z)dr < +oo. Almeno una delle due condizioni / ngn )dx < 400

a

oppure E / gfndxr < 400 € condizione necessaria e sufficiente per poter dire che sono uguali
a
[[B] pag.496, Teorema B]

b
320.8.2 Sia > f,(x) converge uniformemente in (a,b — d] per ogni 6 > 0 e / lgldx < 4o0.

a

b b
Almeno una delle due condizioni / lgl - | Z fn(x)|dx < 400 oppure Z/ lg| - | fnldr < 400 &

a
condizione necessaria e sufficiente per poter dire che sono uguali [[B] pag.497, Teorema C. La convergenza
(assoluta) fb lg Z fn|dz non basta. Vedi Hardy Messenger of Mathematics vol.35, 1905 p.126 e Bromwich, ibid vol.36,
a
1906 p.1]

321.8.2 Sia {f,} una successione di funzioni integrabili in (a, -|—oo) Se an(a:) converge
+o0
uniformemente in (a, +00) e / |g(z)|dz = J (finito) allora Z / fn(x)dz converge e

+o0 “+o0
/ an Ydx = Z/ x) fn(x)dz nell’ipotesi che frg ¢ integrabile. [[B] pag.499. B

una generalizzazione del teorema con b che da finito diventa 1nﬁn1t0]

322.8.2 Sia {f,} una successione uniformemente convergente in (a,b) per qualsiasi b > a e

g(x) continua. Se accade che / ‘Z fn|dz < +00 oppure Z/ lg| - | fruldz < +o00

+oo
allora / g Z fndx = Z/ g fndz [[B] pag.500]

323.8.2 Sia {a,} una successione tale che |a,11] < Cla,| con C > 1. Se accade che
> |ag coskx| < +oo per almeno un valore di x, allora > |ag| < +o0o. La stessa cosa accade
con la serie ) |ay sin(kx)| se converge per un valore di ¢ # 0 (mod.7). [Otto Szdsz On the absolute

Convergence of Trigonometric Series Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2 (Apr.,1946), 213-220 € [Ba2]
pag.333. Con C=1 & un Teorema di Fatou]

324.8.2 Sia0 <l <ly <...elaserie > 7y cos \gzg convergente con 0 < o < (I —lg—1)x0 <
6 < T, Tk > 0. Se T+l < C’I"k allora Z?"k converge [Otto Szasz On the absolute Convergence of
Trigonometric Series Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2 (Apr.,1946), 2137220]

325.8.2 Siaur >0e > ur < +oo e inoltre

a)n—ky, /S +oo, b)k,<cn<n c) ke <coky
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“+o0 n

Allora Z ﬁ Z Up [Otto Szasz On the absolute Convergence of Trigonometric Series Annals of
=1 T fin p=n—kny

Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2 (Apr.,1946), 213-220]

326.8.2 Sia data la serie > ry coslix con 1 > 0, la successione {k,} e le sei condizioni:

I kpyr—k, <1, IDIm k,/n<1, III) kop/k,=0(1), IV) Zm|coslkxo|<+oo

n—-+o00
V)rn <Crppp=12,...k, VI) limk," Z | coslpxo| >0
n—-+oo
p=n—kn,

La conclusione ¢ che Z e < +00. [Otto Szdasz On the absolute Convergence of Trigonometric Series Annals
of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2 (Apr.,1946), 213-220 La condizione ky,41—k, <1 non mi sembra inerente la
dimostrazione ma credo che serva n—kn/‘—l—oo]

327.8.2 Sia data la serie Y r, cos(l,x — au,) convergente assolutamente (r, > 0, l,,, ., € R)

m
per almeno due punti x1, 2, 1 — x2 # 0 mod.7 e @+ Z cos(2k,0) < 1. Allora se 111 < 7y
n=1

oppure 7p4n < CTn per ogni n,p interi, allora Z’I"n < +o0. [R Salem On the absolute Convergence of
Trigonometric Series Duke Mathematics Journal, Vol.8 (1941), 317-334, [Ba2] pag.334]

Dalla dimostrazione emerge il seguente Teorema II di [Otto Szdsz On the absolute Convergence
of Trigonometric Series Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2 (Apr.,1946), 213-220]: Se la serie
drpcos(lpr — ay), 7y > 0, Iy, 0, € R converge assolutamente in due punti xg, x1, allora
la serie Y ry|sin(l,,(z1 — xg))| converge [rich.50]]

328.8.2 Sia definitivamente 0 < 7,41 < Cry, e > 1, cos2"xg convergente assolutamente per
un certo xg. Allora Z’I"n < +o0. [R Salem On the absolute Convergence of Trigonometric Series Duke
Mathematics Journal, Vol.8 (1941), 317-334]

329.8.2 Sia f(x) # 0 una funzione Riemann integrabile di periodo 1 e {r,} una successione
tale che r,,11 < (14 ¢/n)r, con ¢ > 0. Se > ri|f(kx)| < +o00 per un certo x irrazionale, allora
Z rE < +00. [R. Salem On the absolute Convergence of Trigonometric Series Duke Mathematics Journal, Vol.8
(1941), 317-334]

330.8.2 Dimostrare che le serie assolutamente divergenti (la seconda per x # k)
Z n® cos(nx) Z n sin(nx)

nlnn nlnn
Convergence of Trigonometric Series Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2 (Apr.,1946), 2137220]

, convergono uniformemente [Otto Szdsz On the absolute

331.8.2 Dimostrare che la serie Y (nlnn)~!cos(nz + alnn) & uniformemente convergente
ma che non e assolutamente convergente in due punti xg, e x; tale che x1 — g # k7w per ogni
k. [Otto Szdsz On the absolute Convergence of Trigonometric Series Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2
(Apr.,1946), 213-220]

Converge assolutamente la serie in almeno un punto? (problema aperto secondo I'autore ma a
me sembra semplice)

332.8.2 Es: Dimostrare che la serie Y- n=Yel*mm7xn 1/2 < v < 3/2, a € R # 0 & uni-
formemente convergente per |z| = 1 ma che la serie > n= 7" cos(nz) 1/2 < v < 1 & solo
uniformemente convergente ma non assolutamente convergente per nessun valore di . Lo stesso
accade per la serie e Y n~ YT gin(nx) tranne i punti x = k. [Otto Szdsz On the absolute
Convergence of Trigonometric Series Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2 (Apr.,1946), 2137220]

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 41



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

333.8.2 Es: La serie > n~7cos(nz + anlnn), 1/2 < v < 1 & uniformemnete convergente
ma non puo convergere assolutamente in due punti xg, e x; tale che x1 — xg # km per ogni k.
[Otto Szdsz On the absolute Convergence of Trigonometric Series Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol.47, No.2
(Apr.,1946), 213-220]

334.8.2 Sia py < p1 < p2... una successione strettamente crescente di interi positivi tali
che pni1 — pn = O(Pp, — pn—1)- sia {a,} una successione tale che a,+1 < ana,(1l + a/n) per
n > no(a). Allora le due serie Y ay, € Y ap, (Pn — Pn—1) convergono o divergono entrambi [Otto
Szasz Quasi—-Monotone Series American Journal of Mathematics, Vol.70, No.1 (Jan.,1948), 2037206]

Corollario. Sia {b,} una successione quasi monotona b,+1 < b,(1+a/n) esia {p,} la successione
di interi descritte prima. Inoltre se a,, > cb,, allora ) a, < 400 implica ) b, < 400

335.8.2 Sia a(z) una funzione tale che 0 < a(z +y) < (1 4+ a/x)a(z) per 0 < y < 1. Sia

. . . —+oo .
an = a(n). Allora la serie > a,, e I'integrale [ a(x)dx convergono o divergono entrambe [Otto
Szdsz Quasi—Monotone Series American Journal of Mathematics, Vol.70, No.1 (Jan.,1948), 2037206]

336.8.2 Sia a(z) quasi monotona 0 < a(z +y) < a(z)(l + a/z), 0 < y < 1. Allora

h—0
k=1

can Journal of Mathematics, Vol.70, No.1 (Jan.,1948), 203-206] Dimostrazione da concludere

+oo +o0
lim » a(kh) — / (x)dzr quando l'integrale esiste [Otto Szdsz Quasi-Monotone Series Ameri-

337.8.2 Data una successione p,, — +o0o, trovare due successioni ¢, e d,/n crescenti tali
che ].) Cn/dn < P, 2) ZC;I < 400, Zd;l = 400 [J.E.Litt]ewood Mathematical Notes (4): On a
Theorem of Fatou Journal of London Mathematical Society vol.s1-2, 1927 pp.172-176 ]

nsin(nwk)

m)% 4 5%

the integral sign, Quarterly Journal of Mathematz'csvol.32 (1900), pp.66-140, e G.H.Hardy, Correction of an error,

338.8.2 Calcolare la serie Z K <2 [G.H.Hardy, On differentiation and Integration under

Quarterly Journal of Mathematicsvol.46 (1915), pp.261-262. Nella prima referenza la dimostrazione presenta un errore

notato da G.Fichenholzl in Belletin de la Société Physico-Mathématique de Kazan, 1915]

n(l +cosz) —In(1 + cosy)
COST — COSY

339.8.2 Calcolare/ da;/

RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI

+oo
1 1
1.8.2 razionalizzando la serie diventa Z ) =
\/_ vn+1
n

e 2) Basta osservare che ———

n2—|—n Z\/nQ—i—k Vn2+1

3) /” da nt /J“ da 1 _ /Hl de _ 1 i
[ ] a5 . o — - o5 - I —— € quindal
0o r2+n? — ). x?24n? n?+(G+1)2 " ), 224n? T n?4 2 q

J=0
n—1/3+1 d.’L‘ - n—1 n . n—1 /] d.’L‘ 1 . n—1/3+1 d.’L‘
n —+n =—4n
2 2 = 2 2 = ) 2 2 2 2
=i e +n =0 " +J n — Jj—1 T +n n =i T4 +n
" d
_ / o —|:—Bn2 Ne segue
n—1
1 n—1 1 n
dx n 1 dx dx T
< — < = — —n ————. Il risultato & quindi —
/()x2+1_;n2+j2_n+/() 2+ 1 /n_laJQ—l—nz K 4
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n n 2n

1 1 1 1 1
e 4) ( Z In (2n))—|—1n(2n)——( E—lnn)—ﬁlnn: g 5% 1 ossia(g E—ln(2n))—i—
1 <1 o1 1 1 1
In2 — - ——1 = - =1 indi 1 - =1 =In2+ =
n 2(;}{ nn) ;2k—1 5 nn e quindi n:}rfoo(; 551 3 nn) n +2’y

e 5) La serie converge (assolutamente) essendo il termine generale asintotico a 1/k? per In(1 +
x) = x + o(x) per x — 0. Per valutare la somma scriviamo (N pari)

N N/2

1
> (=) (1 - —) = (In(2k+1)+In(2k — 1) - 2Ink — 2In2)—
k=2 k=1
N/2-1
- Z (In2+In(k+1)+In2+Ink —2In(2k + 1))
k=1
N/2 N/2
(N +1)! (N —1)!
In(2k + 1) In(2k —1) =1n ,
R e TP L R S en]
N/2 N/2—-1 N/2—-1
N N N
Zlnk:ln(i)!, > In(k +1) =In(5)L, > Ink =In( —1)!
k=1 k=1 k=1
N/2—-1
N —-1)!
> I(2k+1)=1In ﬁ(_l N ) : (1)
k=1 2271 (3 - 1)!
NDAN(N +1
La somma degli ultimi sei termini, una volta semplificata, & In (V)TN ( 8) quindi
22N+1 (X))
2
N 1 (NDAN(N +1)
> (=) In(l-5) =1n 5 ~NIn2-Nln2+2n2
= 2NHH((5)Y
Ora usiamo la formula di Stirling N! ~ eV ¥ =N1/27x N (1 4 0(1)) ed otteniamo
(ANInN — 4N +2In(27) + 2In N +2In N) +
— (2N +1)In2+4NInN —4NIn2 — 4N +4In(27) —4In N +41n2)+
—2NIn2+2In2+0(1) =3In2 —-2In7+ o(1)
Il risultato segue eseguendo il limite N — +o0
e 6) Prima dimostrazione
P SO U U T (1+2+2+2+ +2)
23 4'5 6 7 2m '2'374"5 "6 2n 4 6 8 2n
dacui; ’ =1In(2n) +v+ o, — Zl{: n(2n) +~v +a, —Inn — vy — ), da cui il limite
eln2.

Seconda dimostrazione

N 1\k+1 1 1/ n\n 1/ n\n
27( VI [ +/ (=1) dt:ln2+/ (=1) dt£1n2+qn
0 0

e o 1+¢ 1+¢ 1+t
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e ¢, — 0 per cui il limite e In 2.
e 7) Si tratta di una serie di Leibnitz.

1 1 - . . .
8) Si fa vedere che pray? + TThrl 15 E12 > - definitivamente in k. Per la divergenza
ng
basta far vedere che 3¢ > 0: Vn dng >ny > n: Z ar > ¢ (ap € l'elemento generico della
k=n
' 3Nn+n+2
serie). Prendiamo ora ny = n, ny = 3Nn + n + 2 ottenendo Z x = Qp + Qpy1 + Ao +
k=n
3Nn+n+2 N O 3
Z ak > Z —2 — ~ >1sene N sono abbastanza grandi.
, k n
n+3 j=1
1 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n g do allo st
°* — — — — — — — .... Si procede allo stesso
v z+1 2+2 2+3 744 745 746 x+7 z+8 P
1 1 k% 4+ 2xk + 22 — 2 Cy

>

k k k> k:
®9) ln(l-i-ﬁ) +O( 1) per cui ;ln 1+ Z——i—kZO -y (laparte con

do di prima. Stavolt — - ko
modo di prima. Stavo a|:c—|—k; :z:—l—k:—i—l SR (:c—f—k)(a:—l—k—f—l)(:ll—i—k—i-?) L

O tende a zero Chlaramente).
n n—1
k r
e 10) Z(—)” = Z(l — —)™. Se potessimo passare al limite sotto il segno di serie otterremmo
n

n
k=1 r=0

et

della somma sia nel temine di essa. Abbiamo

r r
1__7’L< 1_—7’L—|—1
-y sa-t

Infatti dalla AGM abbiamo

(-5 = (0= 5) ¥ = 2 (rem0- D) 1=

n n n—+1 n+1

ed inoltre lim (1 — Z)” =e " per cui (1 — z)” <(1- o

)”+1 < e " e quindi
n—+oo n n n + 1

n—1

2:1—_- <§: <§:5*:———

r=0

m
. . . r . . N
Definiamo la successione @,y = g (1 — =)™ e osserviamo che, ad n fissato, la successione &
n
r=0
non decrescente (in quanto aggiungiamo termini positivi) e limitata e quindi passiamo al limite
+oo

) r . . . .

m — 400, ed otteniamo P, = lim @, = E (1 — —)™. Come funzione di n la successione &
m——+oo o n

r—

+oo +oo
.9 o qe . r . r
ancora non decrescente e quindi ammette il limite lim E (1—-)"= lim (1—--)" =

n—-+4oo n n—-+4oo n

r=0 r=0
+oo e
> =
e p—
r=0
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1 1
e 11) Prima dimostrazione Con ovvi calcoli si arriva a —((n + 1)(n + 2)---(2n))" =
n

1 k
exp{g Z In(1+ ﬁ>} L’esponente ¢ pari a

1< [ dz 1 v do n o dx ! dx
—Z =—(n +(n—1) +...F )z
n = Jo 1+2 n o l+=x 1 1+2 1_%1—1—33

3

k

1 < 1+ £ 1 < 1

== — k411 n_o_ - —k+Dn(l+ —— )=
S22 (k4 Dty = =) (n—k+ 1)+ )
k=1 n k=1

1 — 1 1 1 1

S k41 _ - R
nkzl(n * )(n—i—k—l 2(n—|—k—1)2+0((n+k—1)3))

2n—1
—9 Z - = 1=2In(2n) + agy —In(n—1) +an — 1

lgan—k+1 12”2‘12n—k;
n k

(qvan—1 € ap—1 sono quantita che tendono a zero) e quindi otteniamo

on —1 1— 5
B 1 9m242In—2" | —Ind—1+4e,, e, —0

21In

e 4
per n — +00 e quindi il risultato —
e

1~/ 1 (n—k+1 —k+1
Ora mostriamo che HETOO - Z_: (_5 ((7;14- - j1>)2 + O( ((7;14- z j—l))?’ )) = 0. Consideriamo solo
n n—1
—k+1 1
il primo limite e poniamo n — k = ¢ da cui ; H = mzzo @n T; BENe ed inoltre
B n—1 m -+ 1 n—1 1
2n—m—12>2n—-n+1—1 = n. Di conseguenza si hamzzo @n—m—1) mZ: n_ (m+1)
1 2 1 —k+1

—(n—1) n—2|— < ﬁnQ = 1. Per il contributo con O(H)) la stessa stima comporta
un fattore 1/n. E evidente che il limite fa zero.

: : o1 1 1< k
Seconda dimostrazione Una volta scritto — ((n +1)(n+2)--- (2n)) " = exp{— Z In(14+—)}

n n n
si poteva osservare che il limite era exp{ / In(1 + z)dz} (somme di Riemann)
0
Terza dimostrazione (Cesaro—Stolz) Scriviamo
1
lim ((n-i—l)---(n-l—l))
n——+o0o nm
e quindi passiamo a
I (n+2)---(2n)(2n+1)(2n + 2) n'" _ n \"2n+1)2n+2) 4
im = S
n—+00 (n+1)---(n+n) (n+1)"tl notoo \n+1 (n+1)?
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n n

2k+1

.12)Z[k1n(2k =) (kIn(2k + 1) — (k — 1) In(2k — 1)) Zln (2k—1) —n =
k=1 k=1
(2n — 1)
nln(2n+1)—n—ln(3-5-7---(2n—1)):nln(2n+1)—n—lnm:nln(2n+1)—

n+(n—1)In2—1In(2n — 1)! +In(n — 1)!. Usiamo ora la formula di Stirling e lo sviluppo in serie
del logaritmo naturale tralasciando, quando necessario, i temini che vanno a zero.
1 1

(nln2+nlnn + 5) —n+(nln2-m2)+ (-2 —1)(In2+Inn) — (2n — 1)(—2—) +2n—1-—
n

1

1 1 1
§ln2—§lnn)+((n—l)lnn—(n—l)g—n+1)+§lnn

si ottiene ) 5 ) ) )
2n1n2—|—nlnn—n—|—§ —1n2—(2n—1)(ln2+lnn)+(7127_)—i—2n—1— §ln2—§lnn+(n—
n

-1 1 1

1)Inn — LS §lnn: 5(1—1112)—}—0(71_1)
n

Un altro modo consiste nello scrivere il termine generico della somma tramite l’'integrale

Lop2de
o 4n? — 2

n

1 1 1 11 11 1 1 1
.14)Zi:1+—+—+...:1+—+—+...+(—+—...) (3+=- ..):Z4k_3+
1

4k — 3 5 9 9 37
k=1

n n

5
1 1 1 1 1
-y = (144 +.
Z41::—1 g1 Uty 4n—1 Z
k=1 k=1

1

) 1
percu1;4k_3+

n

! ! (1+1+1+1+ +
k-1 2k 35 7 77 4n-—1

) Z ok ed asintoticamente tale formula & pari

1 1 3
a §(ln(2n —1)+7v)+In2-— 3 Inn — % che tende al valore 3 In2
+o0 +o00 n

1 1 1 1 1 1 1 2
.15);k(4k2—1) :;(2k+1+2k—1_E)’ ;(2k+1+2k—1_é):;(2k—1_

=Inn+v+2In2+0(1)—1—

E) —-1- o+ 1 —Inn—~v+o0(1) ed il limite ¢ chiaramente
2In2 -1

n n

1

2n +1

3n—1
1 3 1 1 31 3 13 1 1
3k+1+§3k—1_E)_kzzlﬁE_§_§§kZ:1E_k:1E_

w??‘

CY S I GU

3
5(1113 +1Inn+ y3n41) — 3 (Inn + v,) —Inn — 7, che nel limite da il risultato.
n 6n—|—1 3n

n 1 1 11
'17>Zm=;6k +26k+1 Zk_BZ___ __3;§2k—1_

=1

3 1 1
3— Z 3In2+In3+Inn+ysp+1) — (ln3+1nn—|—73n—(§—|—§vn+ln2)—3—lnn—7n)

e nel limite si ottiene 2In2 + g In3 -3

n

12k —1 - 1 1 1 1 1
18) - —-). L ¢

2n—|—1 2n—1 n

1 1 1 1 1 1
riscrivibile come e + Z -3 Z + T3 ; .
1 11 S T -
_ @n 1 1) +In(2n+1) +v2p4+1 +In(2n — 1) + v2p—1 — 5 Inn — 37" 5 Inn — 3~ Inn — -,

e nel limite si ottiene 21n 2.
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= k 1 ¢ 1 1 1 . - :
e 19) Zm SZW g;m da cui il valore del limite usando il
fatto che € una serie telescoplca
2 - - - s
* 20) Zk4k2—1 Z ;2214—1 ;2(%4-1)2 Z%—l Z2k+1

2n—|—11 1 n 1 2n 1 1

1 nt = — —+1+= - — 1 nt=—In(2n+1 n
nn e+ + o k:1k+ +2;k k:1+k Zk wn g+ g = (204 1) =g +

1 1
+ i(lnn + vn) — In(2n) — vo, + 3 Inn + 37 che nel limite da il risultato.

1 1 1 1 |
e 21) Per <z < —sihan < - <n+1e quindi [—] = n. Dunque / {—}daz =
n+1 n T x 0o T
n 1 n
. ZE | . 1 1 .
nngw;/ﬁ(g — k)dx = ngxfw;<(ln(k+ 1) —Ink) — k;(% " 1)) = ngxfoo(ln(wr

1)—n+zki+l> :ngr}rloo(ln(n—i—l)—n—i—n—;%“) :nEI}}OO(ln(n—i—l)—l;%—f—l) =

In(n+1)+1— (In(n+1) +'yn+1)> =1-—7

e 22) Conviene osservare che, detta f(x) = { }{—} si ha f(= —a:) = f(% + z) e quindi
. 1_
/f _2/f x:2n£rfm2/ ——k ——1)x_2ngr+nm2/
k)dz =2 lim Z((l—k)(ln(l—L)—ln(l—i—l))—f—k(l—L)) A parte il limite, le
n—+o00 k+1 k E k+17) ’

somme sono date da

23 (1 k)(Ink —In(k + 1) — Ink + Ink) + L) _

k+1
" 1
:2;<kln(k+1)—(/€—1)1nk—lnk“‘l) 22(““’“ (k=) (k= 1) =k 2 ) =
" . "o
:2<nln(n—|—1)—ln2—k221n(k—|—1)—nlnn+nglfm21nk>—i—kz_zk—_f_l):

1
—2<nln(n—|—1)—nlnn—ln2 1n(n+1)+ln2+22——2 1+2)> =
k=2

1
=2nln(n+1)—2nlnn—2In(n+1)+2In(n+ 1)+ 29,41 —3 =2nln(1 + —) + 29,41 — 3 € nel
n

limite si ottiene 2y — 1

2p P p—1 D P p—1
Ink In(2k) In(2k + 1) In2 Ink In(2k + 1)
2 ST funehh - ik S P A —= 2 St
2D (= ) o T 2ok T ok +1
k=2 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
p— 1 2p—1 p—1 2p—1 p—1 p—1
n(2k +1) Ink In(2k) Ink In 2 Ink
Z 1 ——27—1— o = 7—1—22——1—2 o7 ; sommando i vari
=1 k=2 k=1 k=2 k=1 =1
p—1 2p—1 2p—1
In2 In2 1 Ink p=]
pezzi si ottiene Z ne,me, mp DE 2(n(p— 1) +~) — / o o(1) =
— 2p 2p P k » x

1 1
In2(lnp +~) — 3 In(2p? — p) In(2 — 2—9) + o(1) e nel limite si ottiene il risultato.
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n

e 24) Detto a,, = Z T Inn si ha ax N\ 0 come ¢ immediato verificare. Inoltre osserviamo che

k=1
2m n 2m
Z(—)"(Z ]16 Inn—7) Z —— Z ¥Ink. E facile vedere che Z(—)k Ink =2mln2+
n=1 k=1 27k k=2

2Inm! — In(2m)!. Utilizzando la formula d1 Stirling n! ~ (n/e)"v2nm(1+ 0(1)) si ha In(2m)! =

1 1 1
3 In 7+1In 2-}-5 Inm~+2mIn2+2mlnm—2m+o(1), Inm! = mlnm—m+§(ln 24+Inm+In7) si ha

1 1 I~ 1 1 1 1
§lnm+§ln7r. Sommando sihaquindigzz— (—)*Ink = = lnm+2’ym——lnm—§ln7r
. . k=1 k=2
che nel limite da 57 —3 Inm
e 25) Diamo la dimostrazione, non rigorosa per quei tempi, di Eulero. Se ne potra apprezzare
. . 2

comunque l'arguzia. NP G annulla per x = +km e quindi di scrive i =(1- x—)(l —
x? x? ! 3 xd W

——)(1———=)---. D’altra parte sinx = r—— + —+. .. e quindi, uguagliando il coefficiente

e\ ) b 5 gt o auindi ugnag

sinx
del secondo ordine di otteniamo quanto voluto.

e Sulla stessa falsariga si puo osservare che

+oo +oo —+o00 400 +o0
D) DL LS 3) g
i=1 5= 1—1—1 j—l Jj=11i=j
400 +o0 +oco +oo 1
Inoltre abbiamo Z Z 422 Z Z i 2 Z g Mettendo tutto assieme abbiamo
Jj=11i=j j=1i=j5+1 j=1
+oo 4o +oo 400 400 400 1
D DL L TP DT S
1=1 5= 1—1—1 ,J=1 j=11= ]—l—l =1
4;2:2 4;2:2 4.4 44
5= 17?2] le@ﬂwzg J_lﬂj 120 36 o
da cui il risultato.
e 26) Ci sono diversi modi.
primo oo, 3~ s = 3 (- “33 [ ()
rimo modo. = — T =
— (4k — 1)(4k + 1) 2 — 4k — 1 4k: + 1
1 /! x? - xt -
— / ( — )dx. L’ultimo passaggio necessita di giustificazione in quanto in [0, 1) la
2 Jo \1—2% 1—2*

serie geometrica > 2¥ non converge uniformemente. Il modo pitl rapido probabilmente consiste
n
1 — g4 1

<
14+22 = 1422

nell’usare il Teorema di Lebesgue. Definiamo f,(z) = Z(a;4k_2 — %) = 22
k=1

e quindi 'integrale della serie ¢ pari alla serie degli integrali.
1 [t 2 4 1 [t 2 1
Inoltre semplificando si ottiene 5/0 (1 f:z:‘l ~ 1 f x4>d;1; = 5/0 ﬁdm =5 g
too 1 +oo 1 1
Secondo modo. Si scrive Z @k = 1)@k £ 1) = Z/ a:4k_2da:/0 y**dy e si arriva a
+o0
/ dx/ dy . Si cambia variabile x = 1/r, y = r/s e si arriva a / ds/ 27741)
8 J—
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+o00o 1
ossia — /1 dsm che ¢ uguale all’integrale di prima cambiando z = 1/s. 1l
problema dello scambio fra serie ed integrale sussiste ed in questo 'argomento di prima

1—
non funziona. Infatti stavolta Z(azy) - (Wﬁél%
LY
k=1

siamo maggiorarla con una funzione di z,y, integrabile in [0,1]? ed indipendente da n.

+0o a1 1 n 1 1
Dobbiamo tornare a Z/ x4k_2d33/ y*dy e spezzare in Z/ l‘4k_2dl’/ y*Fdy +
0

0

f / k= 2d:z:/ y**dy. Ora Z/ k= de/ 4kdy—/ / dy a:y41_((yy)) e

-~ p4E—2 yik ( zy)*" +OO d:c
Z dx dy — dy zy)?* (:cy dy zcy

Dalla teorla degh mtegrah impropri mutldlmensmnah si ha

1 1
d
/ —f/ dy(zy)** = lim // e 2yt dr dy dove A, = {z € [0,1]>: 1 —¢ <
0 e—07F 0,12\ A,

r < 1, 7 < 9 < 37/2,¢ > 0}. Poi scriviamo Z lim // s 2y N dr dy =
0,1]2\A

5—>0+
o1 4(q—p)
lim Z// 2y dy dy = lim // —5 ( xy)tP (zy) — =
e—0t —p [0,1]2\ AL e—0Tt 0,1]2\ A, X 1-— (ny)

d q—p—1
= lim // 93 zcy )P Z zy)**. Usando Cauchy ci basta studiare
0,1]2\ A, 72

e tale quantita non pos-

quindi

e—0Tt

O

—p—1

d q

//Bx—f(a:y)4p g (zy)* dove B={z € [0,1]>: 1—¢' <r < 1l-e, 7 <V < 31/2,& >¢e > 0}.
dx N~ 4k

[ Sy @

k
— // d_x(ai )4p — )™ p) //da: d Pas-
. — ) Jp 2 T Ty 1— (zy)t ™

sando a coordinate polari centrate in (1,1) abbiamo che I'ultimo integrale ¢ magglorabile con

l—e 400 1
dx
C’/ dr = C(¢' — ¢). Cio dimostra che g / — / dy(xy)** & tanto pit piccolo quanto
1 = Jo

—e!

o

Chiaramente
1

o

piu n e grande.

I’ 1 1
Terzo modo. Si usa la funzione digamma (x) = F((x) = -7+ Z(k F x) Infatti

+o0 1 +o0

=1 1 1. 5 3
Z(4/<r—1)(41~c+1):kzzo(4k:+3)41<:+5 };§< g—k+%>=§(w(1)—¢(1))-&sa

k=1 4

—1

-
he () = —y — In(2m) — = t— 2
cew(m) ~v — In(2m) co + Z cos

. ™ . .
(2 sin —) , < m entrambe interi.
m

1

Abbiamo quindi w(z) = —y—In8+ 5, Per avere zp(i) usiamo ¥ (1 4+ z) = ¢(z) + — per cui
x
) 1 5) T 1 ) 3 1

w(z) = ¢(1)+4 e quindi WZ) =4—~v—In8— 5 Ne consegue che g(zp(z) _wi)) = g(4—7r).
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® 27)
“+o0 +o0

1 1] 4 1 1 T .
=) - -1 4t —th—/ thdt| =
;(4k—1)(k+1) ;5l4k—1 k+1} 5niTOOZ[/O ; }
n—1 1 4n 1 n
1 1—t 1—t
= 412 _
5§ UO Pt /Otl_tdt]
1 2 1
At t —2 1 —
_ _ S| dt=— +1+1In2
/0 {1—154 1—t} /0 (1+t2+ +(1+t)) g Titm

1 n+1 An+2 1 n+1
t At t 1 1 1
/ { _ 4}:/ < —4t4”+2< + + 2))dt
o Ll1—t 1—t o \1—t 41—-¢t)  4(1+1t)  2(1+1?)

1
1 1
li An+2 dt =
oo J, T 2(1 T 12)
tn+1 t4n+2

i ) Zf’“*”“

e quindi
gl gpin2 3n 1 1 1
— dt = = — = 1n(4n) -1 1 1) = 2In2
/0<1—t 4(1—t)) kzz()k+n+2 nra oty — ln)—inn+l)Fo(l) = 2l
—T 1 3In2
S do si ha — + =
ommando si ha 10+5+ 5
29) Basta scri o L ! ! he (n+1)2— (n+
° asta scrivere ——— = = — osservare che (n —(n
nt4+n2+1 2\n2—-n+1 n2+n+1)/’

1) +1=n?+n+1 e sommare una serie telescopica
k=1 k (k+1)2—(k+1)+1

ko k+1 k? —k+1
R 1 2 n?+n+1 2
dacui lim — ==
n—+oonn+ 1 3 3
Si puo anche scrivere

iln(ki” —1)—In(k*+1) =
k=2

e 30)

(prodotto telescopico)
k=2

= i(ln(k:— 1) —Ink)+ (Ink —In(k+ 1)) +In(k* + k+1) —In(k* =k + 1) =

=Inl—-Inn+m2—-In(n+1)+In(n®*+n+1)—In3 - In2—1In3

e 31) La serie & uguale a

/ o / dy / T / o / —arctan:z:y
1+ (xyz)?
/ Iny arct ‘ /1 zlny /d / dy—2Y
= —— | [Iny arctan — =
. y arctan zy| Ol-i—a:y x yl-l—:)sy

1 1
arctan zy |z=1 In
:/ dylnyiy / dy—yarctany—
0 0 Yy

Yy
1.5 1 1/ dyn®y 1/ —dtln*t —n3
=—1In yarctany‘ —— = =
2 0o 2)y 1442 \74 1+¢2 32
y_

=0

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 50



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

Si poteva pure scrivere

+oo (_1)kz —+o0

> g =S U [ oz = s [ i
£ (2k—1)3 ~ £ T(3) J T3) ),  eF+1
1 /+°°—ln2yd _1/°°—ln2yd
txl_/r(:s) L 1+ YT, 112
=lny

32) Scriviamo ay = 1/by ed otteniamo

1 1 1
= 7191 1 — bk—l—lzl—bk-i-b% — bk+1—1:bk(bk—1)
bk+1 bkb_i_ﬁ+1

ossia

LN SRR SRR SN SRR )
b1 —1  bp—1 by by br—1 by —1

Ora
bk_|_1 > bk e (bi — 1)2 >0

per cui b ¢ non decrescente e quindi converge a L > 1. Da (1) segue L = +o00. Inoltre

1 1 ai
Zbk Za’“ Zb,.€—1 T h-1 1—q

k=1 b1 —1
33)
L 1 Pl VR (VB i
Vi + _\/( — k1)2_ 2 2 2 2
EER A
quindi
1 O 1 o L fn+l 1 m)
—nkzzl k_|_ k2_1_nll>r—|r-loo\/ﬁ< 2 \/§+ 2>_\/§
34)
1 _ WEFT-VE)(VE+1-VEk) _
VE+VE+D(VEk+VE+T)  (VE+1+VE)(VEk+1-Vk
(\/k+1—\/E)(4k+1—<*/E)_W_\4/E
B k+1—Vk B
da cui

lim

nEToo,;L Vn (Vk+ \/k—+1)(f+ VE+1) :HM

_({faTn 1)~ ) =a—1

35)
XX mlin! == (n+1)! m!
n’Lz:OnZ;) m+n+2)! ;T;(m—l—n-i-l) _(m+n+2)!)m+1_
m! =1 2
:n;)(m+1>(m+1>!:;ﬁ:€
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36)
1 B 1 1 VE+T-VE 1 1
VErik+ (k+ DvVE VErLWEVELLI+vE  VErL/k  VEk VEL1

per cui il risultato & uno.
38)
“+oo

= N2 X T+ D(n+1)
D ARRUD M, o PUEY =Y 2Bt L+ 1) =
— 2n+1)!  —~ I'(2n + 2)! —

1 +oo 1 2dfl:
n+1 n n—l—l n n . o
_22 / "(1-x) da:—/z2 (1—2x) dx—/()—1+2x2_2x—7r

Lo scambio fra serie ed integrale ¢ lecito dalla uniforme convergenza della serie > (2z(1 — z))
per 0 < x <1 essendo z(1 —x) < 1/4.

k

1—2d
40) / 93 _x Inx =t produce
o I+zlnz’

0 +oo ,— - = oo
/ 1— etdt / 1 e tdt Z / d—x(e_(2+k)m o e—(k—i—l)m) —
1+ et Tt o et T

— k + n—-oo £ k+2
2n—1
k41
1 _1\k _
= Jm > (-1) "Er2
k=0
n—1
:nggr_loo—QZln (2k) —I—2kzoln 2%k+1)+In(2n+1) =

(2)

n—4+oo

= lim [ 2nln2—21nn'+21n +ln2+lnn}:

= lim [—2n1n2—2(nlnn—n+ln(2w)+h17n)

n—-+oo 2
+2(2n1n(2n) — 2n + ln(227r) + ln(22n)) —2nln2+
In(2 | 2
—2(nlnn—n—|— n(27r)+ 112”)—1—1112—1—11171} In —
T

Lo scambio fra integrale e serie ¢ dimostrato nel capitolo sugli integrali.

A1)

/+°° In(1+z)dr /1 In(1 + x)dz N /+°° In(1 +z)dr /1 In(1 +:z:)da:+
0 0 1 0

(1 + z2) x(1 4 22) z(1 4 z?) (1 + z2)
1 1 1 +oo k—1 +oo E—1
In(1+2) —1 In(1 1 -1 1E2 (1
+/ (In(1+ ) 2nx)a:dx:/ n( -I—x)dx_/ L e dmzzi—i—— (=~
0 l1+x 0 x o 1+ a2 k2 4 k2
_5x _ b
412 48
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ok kg2 =1 g o5 L ok
42) Definendo t = 1/x abbiamo T~ 1ae t% In(1 + ¢ ) per cui };:0 i =
“+oo
lnH +t —tal 1_t2—1_t—x_l.Abblamousatokl:[l(l—i—t )_1—:(:2

dlmostrato nell’esercizio 11.1.1%*

43) La serie\eaeriooiln(l-i—aszk)—a:ilnief(l-i-x2 xiln Ite @
dx - Tdx P B B

de 1 — 22 1—=z

k=0
1 . oo —t(m+n),2 .
44) m = . e t dt per cul
too too 400 +o0 2t
te“tdt In2 1
n(—1)" m(—1)" e~ tmEn)2 gy :/ = - —
;”;“/0 . @E -6 1

Si integra per parti

1 ARP -3kl 1 (k4 1)(2k—1)2
2 o 1 — _ - =
e (coth(h(4h™ = 3) " = o o g1~ 2 (= )2k + 1

rz+1

1
45) (cothx)™! = 3 In

che per k — 400 va come kO(1/k*) e la serie converge

—Z kIn(k+1) — kln(k — 1) 4+ 2k In(2k — 1) — 2k In(2k + 1)] =

:% lein(k + 1) — (k — 1) Ink + (k — 1) Ink — kIn(k — 1)] +
k=
[kIn(2k —1) — (k+ 1) In(2k 4+ 1) + In(2k + 1)] =

k=2

1 n2 1<

= gnln(n+1) = —=+5 > ((k+1)Ink—kln(k Zlnk-l—

k=2
+2In3—nln2n—1)+Inb-7---2n+1)) =

1 1 In2 1 1 1 2 1)!
:n;n+§_ r; +n;1n+ n2n—lnn!+21n3—nln2—nlnn—i—i—ln%—f—o(l):
In2 Inn (2n+ 1)!
- _ = - | _ _ N T —
=5 + 5 Inn!4+2In3 —nln2+ 1 3 o] o(1) =
In2 1 1 1
e S O Y PO R 111(27r)-|—ﬂ +2In3 —nln2+
2 2 2 2
1 In2 In(2 In(2 1 9
[2nlnn+2n(ln2—1)+§n+n7+¥] —In3—nln2+o0(1) =In3 — n(27r) :§ln§
46)
k+1 _ ok+1\(3k _ ok} k _ ok 3k+tl _ok+l 3 _o
P (3 2k+1)(3F — 2F) =38 —2 3 2 3—2
. a 1 1 2k71 . 92 2k . .
47) Usiamo la formula = — cona=ux per cui a® = x* e quindi
1—-a?> 1—-a 1-—a?
2k T _ 2k-1 .2k
k:ll x Pt 1—x 1—-x
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1
Se |z| < 1 si ha —1=-—""_Se invece |z| > 1 si ha
1-— l1—=x 1-—
1 2
48) Detto ap = 22" il termine del prodotto e % e tenedo conto che a? = api; si ha
Ay,
ap +1 .
1+ ap)———— e otteniamo
( k)ak+1+1
Se |z| <1
ﬁ(1+ @ +1 22" ﬁH " l-of 22" 41 1 241 z+1
x = x = =
0 2k+1—|—1 kOka“—i—l 1—2z 1 1—=x
Se |z| > 1
n ok n
) oky T +1 oy z+1 1 xz+1 x+41
L - (142 )a:2‘“+1+1 = = (142 >x2”+1+1 Cl-z 1 1-ux
+z ") & 1a somma di termini del tipo 22" con p=1,2,....Ne N = ok = 2(2" —1
1 2
k=1
quindi
. n n 1_ 2n+1 2
H 1—1—33 =142t raba . 2@ o 1+x25n—a:2(2 - — S, =
P 1— 22
da cui -
- oky T+1 11—z 2 z+1 r+1
[+ e =) e 7 oy

2 _ (a®+a+1)(a—1) _

49) Sia |z| < 1. Detto aj, = 3" il termine del prodotto ¢ 1+ a + a

a—1
3.1 -1
¢ e tenedo conto che a} = a1 si ha T+ 7 ¢ otteniamo (lx] < 1)
a— ap —
lim arp+1 — 1 _ limn_>+ooan+1 -1 _ -1 _ 1
n—+too Ld g —1 a; — 1 -1 1—a3
Se x = 1 largomento vale sempre 3 per cui il risultato ¢ +00. Se x = —1 "argomento vale
sempre 1 per cui il risultato ¢ 1. Se |z| > 1 il risultato ¢ +oo.
n—1
50) Definiamo b,, = a,/n. by = 1, b,41 = nb, + 1 e per induzione b1 = 1 + Z — da cul
k=0
n—1 n
an =) Al
k=0
et 1] LRI o B ISR B e LR U LD
H ] T 2l 2 3l 3 4 n2(n1)' n—1nl
= k=0 &I k=0 %! k=0 %l k=0 ~ I k=0 &I
1 21 2 3! 3 4! n— 2 (n 1)! n—1 p!
C1H11+3 o 1Y 0w 1+> ko m N 1+Z TR 1"‘21: 0 K
- -2 (n 1)! n—2 (n—1)!
1 n!
n' k" — €
k=0
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.1 3 . 1 .1 .
51) sin ont1 COS GniT = 5 S gy T 5 S oy da cui

io o1 3 1 *f 1 1 sinl 1.2 sinl
S11 COS = — S1n — S1n — = — — = 1m Sl —— =
A e T A g1 on 5 T o N eN T

52)
“3-5---(2n+1) 3 24[3:5---(2n—1) 3-5---(2n+1)
1 11 , 1 1
=—-+4+—-=-— lim = -
3 23 no403-5---(2n+1) 2
53)

1 1 X 1 1 1
;n(n+1)-~-(n+m) :E;n(n—|—1)~-(n+m—1) S (n+1)---(n+m) ~ mml

54)
+oo

om—1 m—1 X 1 1
_ = = — e 1
ngl 2:4---(2n) ngl nl2n ngl (n—1)I2n=1  pl2n

55) Gpi1 = afl +1-a, > 2a, —a, = a, e I'uguaglianza si ha solo per a,, = 1. E facile vedere
per induzione che se a; = 1 + z, allora a,, > 1 +z + (n — 1)3:2 da cui a,, — 400 e quindi

1
Y 1/a, < 4+o0. Poi scriviamo a,11 — 1 = an(a, — 1) se e solo se 1 e da
1
cui Z Z v e e
56) Definiamo dy, = 1/ay. La serie diventa
f CL1(1 + bdl)dn+1 . a1 + b +Z |i 1 _ 1 .
« (L40bdy) -+ (14 bdny1) b = [(1+bdy)---(1+bdy) (1+0bdz)--(1+bdny1)
_ar+b ar ar
b a;+b b
in quanto (1 + bda) - - (1 4+ bdp41) > bz di, — 400
k=2
57)
= 6l . z] 1 = ka1 T k. T r —sinx
23 sin® 3k+1 23 [BSlnng—smg—k]—ZZ[i’» Sln3k+1—3 81n3—k]—>T
k=0 k=0
= 3"3 1z) 1R 3sin(3F1z) —sin(3kz) 1 <X 3’“ 'z) sin(3*z) 3 =
Z =i 3 - A
= k=0 k=0
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59) Sappiamo che

Ty

x
arctan x + arctany = arctan + 71— se £xy > 1.

1Fay ||

Ty
arctan x + arctany = arctan se £xy < 1.

+xy
7r
arctanx  arctany = §ﬂ se taxy=1
x
2 T — 2 1
T 273" - —n+11 - +711+1 — arctan Y a— R arctan ﬁ—arctan
n* 4+ n* + 1—|—n2_n+1n2+n+1 n* 4+ n* 4 n® —n -+

ed essendo (n+1)2—(n+1)+1=n?+n+1,siha

Bl 2n
Z arctan ———— = arctan —— — lim arctan ——— =
— nt+n2 42 n2—n+1lp=0 n—otoo n24+n+1

1 1 1 1 B
nnt4+n+1) 2nn! [(n2—n+1 n24+n+1]

1

n2+n+1

111 1 1 1 1 1
_5[%712—71—1—1_(n—i—l)(n—i—l)!nQ—i—n—i—l}+n2—i—n—|—1{(n—l—l)(n—i—l)!_%
1)1 1 1 1 +1 1 —n?—-n—1
S 2 nnln2—n+1 (n+Dm+1D)In2+n+1 2n2+n+1nn+1)(n+1)!

1 S NS S B 1 1
nm+1n+1)! m+DI'n n+1" nan! (n+Dnm+1)!  (n+1)n!
Quindi

1
=1 =
z_;)n!(n4_|_n2 + 1) +nz_:1 n!(n4+n2 + 1)

RIS o N S .| U DRy I D
B <2 |nnln?—n+1 (n+1)n+1)In?+n+1 2 !

Sapendo che (n +1)2 — (n+ 1) +1 =n? +n + 1 abbiamo

+oo
1 1 1 1 e—2 e
1+ - -4+ =N -~ g4y 2_"
T3 2+2nz_:1(n+1)! T T
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2 2 =17 ~ GiP 8k
F—1 T+l .
61) arctan ——— — arctan ———— = arctan = arctan ——————— per cul
(k—1)2 (k+1)2 + o Gy k2 —2k+5
8k = 8k
arctan = arctan 2 arctan —4—— =
Z 2-2k+5 +kZ:2 k? —2k+5
= 2 2
+ arctan 2 + ; arctan m — arctan m =
“+o0
= arctan 2 + Z arctan L arctan — 2 + arctan 3 —arctan ————5 =
— (k—1)2 k2 k2 (k+1)2
= arctan 2 + arctan 2 4 arctan 1/2 = arctan 2 + /2
62) sin* 2 = sin? #(1 — cos® z) = sin® z — (sin?(22))/4, da cui
Z 22k gint ;—k = Z 22k gin? ;—k — 22k=2gjip? 2]:3—_1 = 22" gin? 2% —sinz — 22 —sin’z
k=1 k=1
1 2 1 — sin® 4 1
63)‘2:‘200856 :4'28111.’13:‘2 S
sin“z  sin“xcos?x sin“(2z)  sin“(2x) cos‘x
11 ~ 1 4 1 D[ 272k g2k 1 2~ 2n
; 22k ¢og? 2% B ; 22k | gin? 25,1 B sin? 2% B kz::l sin? 2;%1 - sin? 2%  sin?z - sin? o
e per n — +oo si ha 1/sin®z — 1 /2.
i cos?Z —sin?Z 1
64) ST _ COS'.’L‘SIH.’E = S — cot L~ Stany = tanx = cot z — 2 cot(2x)
sin sin” x 2sin 5 cos 5 2 2 2 2
n n n
1 T 1 1 T 1 T
ZQ—Rtan2—k—Z2k(00t2—k 2C0t2k 1) (2_kC0t2_k_WCOt2k——l):
k=0 k= k=0
Lot £ o t(2)—>1 2 cot(2z)
= — cot — — 2 cot(2x — — 2cot(2x
2n 2n T
= = b lak| — a
65) Siano ag, b, k = 1,...,nrealiep,(ag, by) = H (agp+ibg). Arg(p,) = Z [arctan SIS ] B
Pt — ak 2ay,
se ap # 0. Se ax = 0 e by > 0 abbiamo 7/2 e —7/2 se ar = 0 e b < 0. Utilizziamo la
g 22 Ny e y? — 2ixy
relazione sin(7z) = 7z H 1-— o3| per scrivere sin(mz) = w(z + iy) H 2
k=1 k=1 )
Q(;cr,y)
+o0
A = —2zy A A 1 dei tre valori 0,7, £ /2
e ArgQ(z,y) = Z (R + Ag(z,y) | e Ag(x,y) vale uno dei tre valori 0, 7,+7/2 a

k=1
seconda che k? — 22 + y? sia positivo, negativo, nullo.
SIH;ZZ) = w(z;f;?) [sin(mx) cosh(my) + i cos(mzx) sinh(my)] =

N [ sin(mz) cosh(my) + y cos(mx) sinh(7y) + ¢ (z cos(mx) sinh(7wy) — ysin(7wz) cosh(my))]
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il cui argomento a meno di multipli di 7 ¢

x cos(mz) sinh(my) — y sin(7x) cosh(my) £ — tan(mz) coth(my)

t = arct Y =
aretan 7 sin(mx) cosh(my) + y cos(mwx) sinh(my) aretan T 5 tan(mx) coth(my)
x an(mx)
= arctan — — arctan ———~
Yy tanh(my)
+o0 Too
—2zy x tan(mx) 2xy
kz:l arctan m = arctan ; — arctan m < ; arctan m =
tanh
= arctan L arctan L(Wy)
x tan(mx)
11 9
Il caso speciale © = y = 1 si puo risolvere osservando che 1%1711%:1 = — per cui
oo +o0
Z arctan 3 = arctan2 + Z arctan — arctan 1 =
k2 k—1 kE+1
k=1 k=2
tan2 + f t 1 t ! + t 1 t 1
— arctan arctan — arctan — arctan — — arctan =
= k—1 k k k+1
1 1 T T 3
= arctan 2 + arctan 1 + arctan 3 = arctan 2 + arctan 5 + arctanl = 5 + 1 = T
Il caso x =y = 1/\/§ diventa +§ arctan i _T_ arctan M
k=1 k24 tanh(r/v/2)

1
Il caso © = y = 1/2 e ponendo tan(m/2) = +oo si ha ; arctan — T %

66)

1 —a)a"x .
g arctan ——— ) g arctan a"z—arctan "tz = arctanz— lim arctana™ 'z = arctan z

1 +a2ntlg2 — n—-o0
67)
(a—1)a"z R 1 ) 1
Z arctan 5 = Z arctan a1z — arctanaz = lim arctana™lz — arctanz =
+a n—|—1x2 0 n—-+oo
= 7r/2 — arctanx
68) 4/5 Derivare rispetto ad a in 66) e poi calcolare per a = 1/2.
69)
arctan ————— arctan — — arctan = — — lim arctan = —
R2tk+1 k E+1 4 kot k+1 4

k:f
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70) cos® z = 1(cos(3z) + 3cosz) e quindi
_|_

pcos’ 3%z 1 (=D* k+1 (=D* k..
Z(—l) T_ZZ 3 cos3" x4+ T cos3"x =

(—1)* ok (1) okra ., (—1)*!
2k 1 cos3“"x + Ery cos 3 T+ 3T T

cos 3%k | =

13X Tcos3%x  cos32kt2y 3cosz
4 32k—1  32k+1 )

71) Bisogna verificare che

T e kD) +(k+D(k—1)2— (k—1)— (k- 1)(k+1)2

T+ b e (4 (b DA+ (k= 1)) + 42 =1 )
2+ (k2 —1)(-2) B —2k? +4 4 2k?
(2+Kk2+2K)(2+ K2 —2k)+ k2 —1 4d+kd+4k2 —4k2+k2 -1 kP +k2+3

per cui

n

Z arctan 4_72]{:2 = z”: arctan L — arctan & =
prt K+ k2 +3 0 1+ (k+1)2 1+ (k—1)2

= Zn: arctan L — arctan L + arctan L — arctan L =
_H 1+ (k+1)2 1+ k2 1+ k2 1+ (k—1)2

n+1 + n
n+1 1 n I+(ntD)2 " T+n2
= arctan Rt arctan — + arctan . arctan pow] e arctan — =

3n42n°+143n” 1
3n+2n® + 1+ 3n? 1 2n4 1
= arctan — arctan = = arctan —2X2nAnidnddnt 2

2 4 3 3n+2n34+143n2 1
24+ 2n°+n*+n+2n 2 1+ S A T T 3

—n* 4+ 2n3 +4n2 — 5n

arctan 2nt +6n3 4+ "2 +5n+5

—arctan —
2

72)
—1+q —3k2+1-—K* 4 — 2k?
= 2 T 7 U= a7
T+q. —kK+7+k K+ k2 +3

quindi

¢ —3k2+1— k4 ¢ -1+ qr
arctan = arctan ———
—k2 4+ 7+ k4 14 g

—7r+ ; k+1 ; kE—1
= — arctal ——————5 — arctan —————5 —
4 14+ (k+1)2 1+ (k—1)2

T k+1 LY . k-1
= — arctall —————— — arctan ———; arctanl ———- — arctanl ————5
4 1+ (k+1)2 14 k2 1+ k2 1+ (k—1)2

= arctan(—1) + arctan g, =

Z . —3k2 41— k4 —n7r+ ; n+1 ; 1+ ; n
arctan = arctanl ———— = — arctan — arctanl ———;5 =
—k24+ 74+ k4 4 1+ (n+1)2 2 1+n?

—NT et 3n + 2n3 + 1 + 3n? ; 1 —nr 4+ arct —n(—=5—2n? —4n + n?)
= —— + arctan — arctan — = —— + arctan
4 24 2n2 +n*4+n+2n3 2 4 5+ Tn? + 2n* + 5n + 6n3
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4n
—3k?+1— k4 —~1
e quindi lim tan (Z arctan + ) =

n—-+oo — _k2 + 7+ k4 9
400 5 o +oo
73) Sia f(x) = Z(e_zm —e TR = Z fx(x). Chiaramente la serie converge per ogni valore
k=1 k=1

di z e f(0) =
1) f(z) = O(x) per x — 0. Hardy usa

+§ —2kx __ 1 1 +Z "‘ZOO —rwk22? 1 1 Z —7rk2/m
© T3 2 1 k27r2’ ¢ “9z 2"
k=1 k=1 k=1
. = X 1 = —7rk:2/x2
f(x)_zxz_i_kzwz_gze €
k=1 k=1
+o00 +oo o0 +oo
1 1 1 1 k2 /a2 1 1 T
- < _ = - —mkT [z T - 0
l; 2+ k272 — pt k272 6’ 2 Z € ~em ; k2 6e

quindi f(x) = O(x) per z — 0. Essendo la serie uniformemente convergente per x > « > 0 per
ogni «, segue che f(x):[0,+00) ¢ continua.
+o0
Poi Hardy definisce F'(a) = / x® f(z) e 'integrale & uniformemente convergente per 0 < a <
0

ap grazie al fatto che f(x) = O(x) per z — 0 e f(z) = O(e™?*/(1 — e~ **)) = O(e™2*) per
x — +00. Ne segue che F(a) & continua per a = 0. Cambiando variabili nel secondo contributo
all’interno dell’integrale F'(a) possiamo scivere

+oo 0
/ x“Ze‘Qk‘rd:ﬂ =277 (1 + a)¢(1 +a)
0 k=1

+oo  £0
[ e = g e+
0 2
1 +2In2
'l+a)=1—vya+..., F(i—i—%):ﬁ(l—W—l—...), al(l+a)=1+~va+...
e quindi lim F(a) = (In7m—~)/4

a—0t

Chiaramente il risultato non puo essere ottenuto integrando termine a termine in quanto
+oo +oo
2.2
/ fr(z)dx = / (e72F% — ™Ry gy = 0.
0 0

+o0

Se avessimo stabilito dall’inizio che g fr(z) > 0 avremmo da subito evidenziato che
k=1

I'integrazione termine a termine non e consentita.

Infatti per ogni n > 1, e—2nT > e~k ge g > 2/m e quindi ci concentriamo su x < 2/7.

= 1 12 e 1 2.0
f(x)/x = Z 55 — 3 Ze‘“k /= La funzione —26_”k /=" cresce fino a ky/7 e poi
— x4+ k*m x? L=~ x 1
decresce e ky/m > 1 > 2/7. Ry ) decresce sempre. Quindi la funzione PR
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1 —ﬂ'kz/IZ

¢ decresce fino a 2/7 partendo dal valore 1/(k?mw?). Non pud diventare negativa per
ché altrimenti dovrebbe crescere in un sottointervallo di [0, 2/7] e questo ¢ impossibile.
—+o0o
E facile osservare che la serie Z(e_%m — e_“k%z) ¢ uniformemente convergente per x > o > 0
k=1
+oo o0
e che Z(e_zkx — e_”k2m2)da: converge. Sono verificate le condizioni dell’esercizio sugli
“ k=1
+oo +00 1t 4o
integrali e quindi si puo scrivere Z(e‘zkx - e_”k%z)daj = Z/ (e72ke
@ k=1 k=1
e—ﬂ'k2m2 )daz

Lo stesso fenomeno di convergenza non uniforme si riscontra nel calcolo

+oo T

+o0
/ z:(ae_k‘m — be M) dg = / [ @ 3 b } dr = 1n9
Nt 0 err —1 e -1 a

ma
+0 400 +o0
> / (ae™ " —be ¥ )dz = "0 =0
k=170 k=1
e la ragione e la mancata uniforme convergenza in x = 0; fenomeno riscontrabile nelle relazioni
oo rtoo 100 —kas —kad —aé
—kax —kbx _ € —€ _ l—e
2/5 (ae — be )dx——z k _lnl—e—b5
k=1 k=1
6 —ad
a b 1—e a
— dr=In ——~ —In -
/0 [e‘”—l ebx—l} TR e T MY
) £ Z ., =
74) Ripercorriamo quanto fatto in [B] partendo dalla formula f(z) = f(0)e 7© H(l ——)ezx.
2k
k=1
sin £
Prendiamo f(z) = —2 per z # 0 e f(0) = 7/2 e quindi
z
T o z Iy 22
=_ 1— 2 )esm = = 11— =
2#0 k=1
TZ p z = 22
= - = — 2k+1 — 1
Tz + +oo +o0 2 +oo 2
tan 5= z 2 z —z ™ z z
2:— R — 2k — -1 2k+1 — — 1__ _ -1
2 2,}_[00( o) 1__100( w1 ¢ 2kHl( w2 0= )
z#0 -
Lntan ™ o™ £ S In(l - S}~ S In(1 2 ™ SN 1) a2
ntan;— 1’17"‘2 n( — (2k>2)_z n( —m)— n7+2(_ ) Il( _ﬁ)
k=1 k=0 k=1
too 2 2 2 :
Tz i k* —x® +y° — 2izy
= Ln? + kl(—l) Ln( 12 )
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1
Sia ora z =x + 1y, p = /2?2 + y?, Lnz = iln(:z:2 + %) +jarctan 2 + i (z,y),
x

sin %7 sin(5x) cosh(Fy) + i cos(5z)sinh(5y) £ sin(mz) + i3 sinh(my)
cos ¥ cos(gx)cosh(Gy) —isin(Fx)sinh(Fy) (cos =2 cosh 2 ) + (sin ZZ sinh 22 )2

\/sinz(m;) + sinh?(7y)

(Cos 75- cosh 757 )2 + (smT sinh =% )2

i arctan Ssmhﬂ +iAo(z,y)

in(mx)

N —

Prendiamo x =y >0

sinh(7x) —22?
arctan W + Ag(x, ) —I— Z k arctan 12

Per avere Ay(x,z) = 0 dobbiamo avere sin(mz) > 0 e quindi prendiamo 0 < = < 1 e infatti
Maple dice che per x = 3/2 'uguaglianza si ha per Ay(z,2) = 7 mentre per z = 1/2
oppure x = 5/2 si ha Aq(x,z) =0.

Si puo anche ragionare cosi ma poi ci sono problemi nella definizione dei vari A;(x, y) e A(k, z,y).

z z
Lntan?—Ln——l—kZ Lnl——+—— ZLn 2k+1)_2k+1_
P -
+o0 Too
=L+ Y (4 o)+~ Y Ln(l4 o) b =
2 | L 2k’ " 2k 2%k — 1" 2k—1
Py h=mee
— Lo 4 f (—1)F (Ln(1+f)—f) (1)
2 | L Kk
k0

1
Sia ora z =z + 1y, p = /2?2 + y2, Ln(1 + %) =Ln(k+ 2z +iy) —Ink, Lnz = §ln(a:2 +9?) +

y +iA(z,y, k).
x

1
i arctan 2 + iAL(z,y), Ln(k + 2 +iy) = = In(k* + 2% 4+ y* 4 2kx) + i arctan :
x

. . . . 2
Separando parte reale e immaginaria si ha

y) £ sin(mz) + i3 sinh(my)

y) (cos

sin - sin(gx) cosh(Fy) + i cos(Fz) sinh(
5 5) sinh(

wl:} to|>!

cos 5 a cos(gaj) cosh(Zy) — i sin( L cosh T )2_|_ (sm = sinh T )2

sinh(7wy)
sin(mwx)

\/sinz(m;) + sinh?(7y)
(Cos 75- cosh %5F )2 + (sm 5 sinh 7F )2

i arctan

+2A2 (:E7y)

N |

Ai(z,y), A(k,z,y), i = 1,2 tengono conto del segno della parte reale. L’equazione (1) diventa
per la parte immaginaria

h <=
arctan sinh(my) + Ag(z,y) = arctan% + Aq(x,y) + Z (—1)k (arctan ’ L . + Ak, x,y) — g) =

sin(mz) o k
k0
y — y
_ y _1\k
= arctan - + Aq(x,y) + k_goo( 1) (arctan F 1 + Ak, z, y))

k#0
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Ora [B] scrive

sinh(7y) R y
arctan —————= = arctan = + —1)* arctan
sin(mz) x kzoo (=1) k+x
k0
e prende x =y
. 400 400 2
sinh(mz) « K x T K 2z
arctan ————= = — + —1)% arctan = — — —1)" arctan —
sin(rx) 4 kz (=1) k+x 4 Z( ) k2
Py =1
75) Se x # 0
cosh2" 1z cosh2™x
coth2” 'z — coth2"z = — =
sinh2”~1z  sinh 2"z
B eQn_1x+e—2n_1x eQ”x+e—2"x B
- 62"—196 _ 6—2”—11’ - 62"30 _ e—2”m -
B 63.2”—1x + 6—2"—1x _ 6—2"—1x _ 6—3-2"_1$ _ 63~2n_1x _ 6—2"—1x + 62”—1x + 6—3-2"_1$ B
- (62"_11’ _ 6—2"_130)(62”36 _ e—Q"x) -
B 1 B 1
Ce2'm — e=2"r  2ginh 271
quindi
f: 1 cosh x . cosh2™x  coshzx
= — lim = —
—~ sinh2”  sinhxz n—oc sinh2”z  sinhx
2.8.2

+oo +oo
F(z)+ G(z) =2 f(z,2k) =20 _ f(Mx),k) =20F(\x)) F(x)=2vF(\(xz)) - G(z)
k=1 k=1

2VF (A (z)) =2v - 2vF (Ao A(z)) — 2vG (A (x)) — G(x)

per cui

|
—

n

F(z) = (2v)?°F(AoA(z)) —2vG(\(z)) —G(z) = F(x) = (21/)”F()\["](aj)) — (21/)jG()\[j](aj))

Jj=0
3.8.2 Sappiamo che
+o0 too
1 7 1 us 1
D g ) = D G = g cothlna) — 57

Dalla soluzione di otteniamo

*f (-D* o« :ﬁfvw _ o7 1
Bt k2 + a2  asinh(ma) Pt a2+ k2 2asin(ma)  2a2
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1 . 1 1 1 1 .
Detta f(CL, k) = m si ha f(a/,2k) = m = Zm = Zf(a/2,k) per cul V = 1/4,
n—1
Aa) = a/2. La formula F(z) = (20)"F(A"(2)) = > " (2v)/G(AV!()) diventa
7=0

- ;-l-oo 1 B 0 1 _2_n+oo 1 n—1 _J ( 1)k
(a)_l;ag_i_kg_%co (ﬂ—a)_@_ 22 2na2+k2 ZO 22 2=76L2—|—]{72
quindi mandando n — 400

us 1 i us 1
%Coth<ﬂ'a)—ﬁ:—22]|: . N :|

24277 sinh(ma277)  2a?2-%

Poia=y/7

2 2 +oo 2 27 12 too y .
% cothy— o = — _ thy—1=-3 | —2 9
2y YT 9y Jz::o Lysinh(y?ﬂ) 2y2] vy 2 [Sinh(zﬂ‘ﬂ) }
4.8.2 Prendiamo v =1 e A(z) = x/2 e otteniamo

n—1 T n—1 T
F(z) = 2v)"FO\M(@) =Y () a\il(2) = 2" F(—) =) 2G(=
(z) = 2v)"F(A"(z)) ]Z:%( vy G(A () (50) > G(55)

da cui

n—1

F(2'z) =2"F(z) - Y 2G(2"7z) < F(2"z)=2"F(x) - ni 291G (2" 1)
7=0 j

e quindi
F(2"z) = 2"F(x 2”22 1G(Px) <= F(z)=2"T"F(@2") Zz 1G(2x

e se F(z) ¢ limitata mandando n — 400 si ha F'(z Z 2791G(2x

5.8.2 Applichiamo il corollario con n = 1 della relazione F(z) = 27" F(2"xz) + Z 277G (20 )

Jj=1
e otteniamo (0 < x < )
T ; anhr 1 ctan tanh(2x) n 1 ; sinh
— — arctan =~ |2 —arctan —= | 4 2| T arctan
4 tanz 2 |4 tan(2x) 2 4 sin x
ossia
tanh z tanh(2z) sinh x
2 arctan = arctan ———= + arctan
tanz tan(2x) sin x
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Per n generico si ha

i sinh(2¥x) tanhx 1 tanh(2"x)
arctan = arctan — — arctan
— 2k sin(2Fx) tan AL tan(2"x)
e mandando n — +o0 si ha
f 1 sinh(2%x) tanh
— arctan —————= = arctan ———
— gk MO sin(2kz) A
a+b b1l al a+2b a+b1l b1 2a+3b a+2b1
6. 8b21 SlOSSGI’VlChe 7’3 —r—z;—;bﬁ 20,1)7—272ﬁ—£ﬁ4: O,5b T56 _8bT4 -
ot — = 0. DettaalloraS:g—i———i—a-i_ +a—|— + ot + @t + @t +...si
3 r? L ; x a2 :L'3( 1)934b xd 20 x’
a —a a(r—1)+
ha S(1—-—-—=)=— d 1 §=—
a 5 r r2> r+ rz o r(r—1)—1
o oN 41 N 2"-1
1 dz 1 N N
782 Y -fm)z [ -3 Y Lrmeten-g o
n=1 n=1fk=2n—-1
8.8.2 et a
e Dalla definizione di limite superiore si ha che inf sup | k+1| =1 < 1. Sia A,= sup uan
" k>n Ak k>n Ok

e quindi Ve > 0 4 ns. | < A,. <l+e. Poiché | < 1, ¢ si puo prendere cosi piccolo che

. Come conseguenza si ha ‘ak—i—n‘ =

ak

Utn Thtn=1 ak“ | < (I+¢)" e quindi |ak4n| < (I4¢€)™|ak|. La serie converge per confronto

Ak+n—1 ak—i_—n—Q
COn una serie geometmca convergente.

e Con lo stesso ragionamento si ottiene |agin| > |ag| per ogni n > ng — k e quindi non &
soddisfatta la condizione necessaria per la convergenza.

ag . .
bl >1—¢e > 1 per ogni k > k. e di nuovo ne segue la
g

violazione della condizione necessaria per la convergenza.

Ap+1

a
e Sia ora lim | | =1 > 1. Rispetto a prima ora abbiamo che frequentemente si ha |ﬂ| >1
g

. : L N e 2|
ma da questo non segue che la serie non converge. Se infatti lim |-~ | = im \ + \ =[>1

allora la serie diverge. Si puo pero dare un esempio di serie convergente per cui hm \—\ no
Qg

[da W.Rudin Principles of Mathematical Analysis pag. 67

MacGrow Hill Book-Company 1964 |
1 1 1 1 1 1 1 1 . . Qg1 . 2 . — k41
§+3+2—2+§+2—3+3—3+2—4+§+ . e siha lim " :k:lgll—loo<§) =0, lim @ =

i S im q/* - - 1 . 1/k . _
kgrfoo(ﬁ) = +oo, lim ak/ — kgrfoo@ k)l/(2kz) _ 5 lim ak/ _ ngrfoo(g k>1/(2k) _ ﬁ
a

Ak+1 . " . Ak+1

s significa che definitivamente si ha +
ag a
Ak+n Qk4n-—1 Ak+1

e Se lim

| > 1" per k > ko e quindi si ha divergenza.

Al4+n—1 gk—l—n—Z ag a a
e Se lim ! < 1nonsi puo trarre conclusione. Infatti se si ha lim o allora lim LARAP
ag ag g
. . 1 . . Ak4+1 1
e convergenza. Viceversa la serie 1 + 2 + 1+ 2 + 1+ 5 + 1+ 3 diverge e lim =5
ay

Ap41
ag

Chiaramente la precedente serie ha lim

> 1 perché altrimenti convergerebbe.
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e Sia lim |ax|** =1 < 1 e quindi per ogni k grande abbastanza si ha |ay| < (I+¢€)* con l4+e < 1.
La serie converge per confronto con la serie geometrica.

e Sia lim |ax|'/* = 1 > 1 e quindi, frequentemente si ha |ax| > 1 da cui la violazione della
condizione necessaria di convergenza.

9.8.2 1) Prima dimostrazione Sia L = lim
k—4o0c0 ag

definizione sappiamo che k > k. = ap(L —¢) < apy1 < (L+¢€)ay da cui segue a,,_1(L —¢)? <
np1 < (L+¢€)?an_1 con n—1 > k. e quindi ay_ (L — 5)”"“8 <ap < (L -i—e)”_ksaka che ¢ come
ke ke
dire i lim a,lc/k = L in quanto possiamo scrivere ai/n(L —o)lm W <a/m < (L + 6)1_7a,1€/n.
— 400 € €

e supponiamo che L e finito. Per

Se L — e < 0 si scrive 0 < ap, < (L +¢)" *<ay,_ e il discorso continua a valere.
Se L = 400 allora k > k. = a1 > May e quindi a,, > M”_kfaks da cui klirf a,lc/k = 400.
—+00

Seconda dimostrazione Prendiamo il logaritmo ed otteniamo che se liril (apnt1 —an) = L,
n—-—+0oo
n

n . . 1 .
allora lim % = L. Sappiamo che se ¢, — L (anche infinito) allora — E cr — L. Sia ora
n—+oo 1 n 1

data la successione by = {axi+1 — ax} e supponiamo che by — L. Allora — Z(akH —ag) =
n

1 k=1
—(an41 — — L.
n(a 41— a1)

. . . . . a . .
Naturalmente se esiste lim a,lc/ " non & detto che esista lim —TL. Si prenda la successione
k—+oco k—=+oo ay

1 k # n?
ap =

/2 k=n?
e Sia L = Mallc/k e quindi L = inf sup ai/k. Sia L, = sup ai/k. Per definizione a,lc/k < L, per

" k>n k>n
a [Fe+1
ognik:>neinoltrev<€>0Elk:g:Ln—6<a,1€/kE < L,. Ne segue che ket < n — =
€ ag, (Ln — 6) e
L ke a L ke a
Ln(—— ) . Ne segue che V e > 0 3 k. : —etl < Ly (+— ) e quindi sup =L > L, e
Ln — & ag, Ln — & k>n Qk
a

quindi inf sup “hetl > L.

n g>n Ak,

/K / /

¥ Per definizione a,lg/ K > l,, per ogni
Ak, +1 Z ln( ln
g, I, +¢

a [ ke D .G - LG
che Ve>0dEk.: hetl > ln(7n> e quindi inf htl <l,, e quindi sup inf “hetl
ak, ln+¢ k>n  ag n k>n  Qj,

koo . 1
. Sia l,, = inf a,

) .1
e Sia [ = lima,
k>n

o . 1
e quindi [ = sup inf a,
n k>n

ke
k>mneinoltreVe>0dk.:(, < aiike <, + €. Ne segue che ) . Ne segue

<.

10.8.2 Detto ma,{/l”’“ = | < 1/e. Ne segue che definitivamente ap, < (I + ¢)"F =

el kinl+e) — pInl+e) o 1n(] 4+ ¢) < —1 da cui convergenza per € < 1/e — 1

ii) Sia, M(kak>l/(lnlnk) — ] < 1/6 da cui kay, < (l + 6>1n1nk _ e(1nl1qk)~1n(l—|—5) _ eln(lnk;)ln(l+5) _

In(l4-¢) . <
(Ink) da cui af < (I B0 el+e<1/e.
iii) Stessa procedura.
Notare come dire MQi/ ks /e non dia garanzia di divergenza cone Ma;/ Pl

—d d
11.8.2 Basta applicare le definizioni. Supponiamo lim— = L > 0. Vuol dire L < sup <
Ck k>ke Ck
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L+ ¢ e quindi di/cx, < L+ ¢ per ogni k > k. da cui d < (L + €)cy, il che vorrebbe dire de
convergente.

Ora supponiamo hmd— =L > 0. Vuol dire L — ¢ < kmf — < L (prendiamo ¢ < L) e quindi
k >ke Qg

ci/di > L — € per ogni k > k. da cui ¢ > (L — ¢)d}, il che vorrebbe dire Z ¢ divergente.

e Prendiamo ora le due successioni: ¢ = 1/k%, dp = 1/k se k # 27, dy; = 273, Chiaramente
limey, /dj, = +00.

12.8.2 Abbiamo li_m(ak)ﬁ — A > 1/e. Ne segue che definitivamente (aj)®% > A — ¢ ossia
ap, > (A—e)!"* = EIn(A=9) da cui la divergenza essendo In(A—¢) > —1 se € & piccolo abbastanza.

13.8.2 1) Usiamo Cauchy ‘Z bk‘

=p
grazie alla convergenza della serie > ag.

An,_,+1+an, +...+ay,| <€ sep e grande abbastanza

2) Usiamo Cauchy 0 < a; +...4+any <bj +...+ by < e data la convergenza della serie > by.

3) ’al-l—...-i-anp

:‘b1+...

4) }a1+...+anp+anp+1+anp+r :‘bl-l—...-l—bp-l—anﬁl-l—anﬁr <e+4+eN

400 “+o0
14.8.2 Z(—l)k_la% = Z(—l) % )+ Z ! e la prima ¢ una serie di Leibnitz
k=1 k=1

ma la seconda oscilla.
La serie

+oo +oco 2 ) “+o00 )

1 - 1

Z(_Dk—laz — ZZ(_DJGW = Z |:a3_kz — a3k-1 + aschz] ~ Z 1=+

k=1 k=1 j=0 k=1
e
+oo +oco 2 ) +oo ) )

1 . 1

Z(_]_)k—laz — a+z Z(_1)3_1a3k+17j — a+z |:_a3k+1 + a3k — a3k71} ~ Z —1=—00
k=1 k=1 j=0 k=1
La serie Z(—l) (1—a*)= Z(—l) (1-1- - + O(k:2>) evidentemente converge

k=1 k=1

n+ne
15.8.2 Siha Z ap < € per n > 0 e per un certo n. (proprieta di Cauchy). Ne segue che
k=n.+1
n+ne
0 < napyn. < Z ar < € da cui il risultato. Per applicare il risultato alla serie Z Ei-w
k=n.+1

bisogna dimostrare che ¢ monotona decrescente ossia kit < (l{:—l—l)lJr #+1. Elevando alla potenza

1
k+1 si ottiene kFt2H% < (k + 1)2 ossia Kt < (1+ E)’“H che e certamente vera in quanto
1
k* < 2 mentre (1+ E)k“ > e.

. . _ def .
e Sia k% < pn (k +1)% per nj, < n < ngyy e sia Py, Epnk Per nk < n < ng4q definiamo

def 1 1 1
ap = . Chiaramente ax \, 0, e > ap < 4o00. Infatti ap = — <
NE+1 pk > Z Z Z Nk+1 P

k=1nr<n<ngqi
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+oo

. Njt1 1 Ng41 1
E — < +00. Inoltre si ha nanpn‘n:n = + pn_’“+ — k1 Dyt > 1 per n = ngyq
1 Pk . Ng+1 Dk Ng+1 Pny

e Se p, non ¢ monotona, definiamo la successione g, = min{py, k > n} e rifacciamo il ragiona-
mento precedente con ¢, al posto di p,,.

+oo
16.8.2 Detta S = Z ay, la prima parte ¢ completamente ovvia
k=1
1 n 1 n 1 n+1 S ay n+1 ay
g2 (oo =l o) ot m o) av=gtg+ lm ) e g =
ai
B 2

La successione ay = (—1)* mostra che il contrario & falso.
a1+...+az, = 2021 +2boy_3+...+2by, a1 +...+agn+1 = 2boy +2boy_o+. .. +2bg, +ay

e dalla non negativita di aj segue la convergenza delle serie > box € > bog_1

17.8.2 Scriviamo

+oo

Z(al + .o ap)vpkyr — (a2 — ... — Qp)Vkpt1 + A2Vkpr2 + A3VEp13 + - - . + ApUkptp =

k=0
+00 Too

=Y (a1 + -+ ap)vphr + > (a2(Vkpra — Vkpi1) + a3(Vkprs — Vhpt1) + -+ Ap(Vkpyp — Vkpi1))
k=0 k=0

Sia az > 0. Abbiamo v(;_1)p12 > Vkpt1 in quanto (k—1)p+2 < kp+1seesolosep>1

+o0 Too
—agvy < Z az(Vgpy2 — V—1)pr2) < Z a2(Vkpt2 — Vkps1) <0
k=1 k=1

e quindi la serie converge essendo somma di elementi tutti negativi.

Sia as < 0.
—+o0o —+o0o
0< Zaz(vkp+2 — Ugpt1) < Za2<v(k+l)p+l — Uppt1) < —A2Vp41
k=1 k=1

e quindi la serie converge essendo somma di elementi tutti positivi.

Sia ag > 0. 0 > a3(Vgp4+3 — Vgp+1) > a3(Vkp+2 — Vgp+1) € quindi converge per le stesse ragioni di
prima.

Sia a3 < 0. La presenza di ag implica che p > 2 e quindi kp +3 < (k+ 1)p + 1 da cui
Vkp+3 > U(k+1)p+1- Otteniamo

+o0 +o0
0< ) as(Vipss — Vkpt1) < D a3Vt 1)p1 — Vkp1) < —asvy
Si puo fare lo stesso discorso con a4, as, ..., a,. La conclusione ¢ che la serie converge se e solo

se a; +...+ap,=0.
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18.8.2 Supponiamo che k(ari1 — ar) — l #0e suppomamo Il > 0. Ne segue che asin-

toticamente ax41 — ar > [/(2k) e quindi Z ar > C + Z — — 400. Se | < 0 allora
k= ko k= kO

- -
ZakgC—l— Z — — —00. Se | = +o0 & lo stesso.
n
k‘:k:o k:k'O

+oo
19.8.2 Siaay=0e Z(k —1)(ag_1 — ax) = . Scriviamo

k=1
21 ap = Z((k:+1) —k)ar =Y ((k+ Dag — kag_1)+ > _(k—=1)(ak—1—ar)+ > _(ar—1—ax)
k=1 k=1 k=1 k=1
“+o0
Zl~ak = lim na,+!{+ lim na, —a;
1 n—-+o0o n—-+o0o

20.8.2 Basta scrivere apn, +an+1+- - Fany—1 = (g1 —Nk) gy —1 = (M1 —Nk) gy >
(ng41 — ng)C/ngy1 da cui

q—1

q q—1
Nk+1 — Nk C n
> am s b ) 2 O S EN o (12 22)
k=p = k+1 - q
n n—1
21.8.2 Per dimostrare il criterio di Abel basta scrivere Zakbk = a, B, Z%Bk dove
k=1 k=1
Bkdifz b; e a;dgakﬂ — ag. La formula altri non e che “una integrazione per parti”. Infatti
=1
n n n n—1
Z arby = Z ap(Br — Bg—1)“=" Z ax(Bj},) e quindi scriviamo a, B, — a1 By — Z Br(ag+1—
=1 k=1 k=1
n—1 n—1 n—1
ay) che “é uguale a” Z Byi(a},). an B, —a1 B — Z Bi(agy1—ay) = ap By, —a1 B+ Z apby —
k=1 k=1 k=1
n
anBn_1 =a,B, —a,B,-1—a1B1 —a,b, + Z arby = —a1B1 + Z arbr da cui la formula che
k=1 k=1
cerchiamo.

n

n m—
Per dimostrare che Y axby converge scriviamo g apbr, = E arbr — E arb, = a, B, —

k=m
— n—1 n—1
Gpy—1B—1 + Z (ag — ak+1)By e chiaramente Z (ap —ak+1)Br < B Z (ap —ak4+1) =
k=m—1 k=m—1 k=m—1

B(am—1—ay) < € per ogni n, m sufficientemente grandi. Le quantita a,, B,,—a,—1 B, —1 tendono
chiaramente a zero per n, m che tendono a piu infinito. Come si vede sono essenziali le proprieta
per cui aj ¢ decrescente e By limitata per ogni k.

k

e Se aj, tende a zero ma per valori non definitivamente positivi un semplice esempio € ap = T
k=1 k pari

e b, = (—)k Se invece ar > 0 e az — 0 allora un sempio & by = (—)* e a3, = { ) )
0 k dispari
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e Si scriva g ay = E E(l{:ak) e si applichi il criterio di Abel
22.8.2 Sia A,( ’ E a(x ’ < K. Scriviamo

q

Zak(x Z — Ap—1(z))vp(r) =
k=p

k=p
= —Ap—1(2)(@)vp(z) + Ap () [vp(2) — vp11 ()] + Apt1[vp+1(x) — vpga(2)]+
o A (@)go () = ()] + Ag()vg(x) =

= Ay(x)vg(z) — Ay )+ § Ag(z)[vg—1(x) — vi ()]
o )Aq(:v)vq(x)‘ < Ke, )Ap_l(x)(x>vp(x>) <Ke Vawel
Inoltre - -
)ZAk (o1 (@) = ve(@)]] < Z|Ak k-1 () — vg ()] _= Z|Ak o1 (x) — ve ()] <
\?K ;:;[vk—l(w) — vg(2)] = e(vp-1(2) = vg-1()) \f/?&K
Sia ora data
D" ak(2)on(2)| = [Ag()vg(2) = Apa(@)uy(2) + Zz_lfm [oe-1(2) = ve(2)]| <

[Ag(2)vg(2)] <€V, [Apa(2)(2)vp(2)| <€V, sup [Ax(2 |Z [ok—1(2) — vk (2)] < eV

p<k<p—1
n n—1
23.8.2 Dal Teorema di Abel Z apbr, = apBy, — am—1Bm_1 — Z (ag+1 — ag)Bg. Con
k=m k=m-—1
ap =k e by, = a1 — ax abbiamo
n n—1
> k(aksr — ar) = n(angs —a1) = (m—1)(am —a1) — Y (agp1 —a1) =
k=m k=m—1

=napt1 — (Mm—1am +a1(m—1—n)—a, +a;(n—1—m+2) =na,+1 — (m—1)a, =0

in quanto {ax} € monotona. Quindi la serie > k(ag+1 — ax) converge.
n
Sia ora Aa, = a, — an+1 tale che Aa,1 < Aa,. Possiamo scrivere € > Z kEAar > (n—m+

k=m
1)Aa, = nAa, — (m — 1)Aa,. Prendiamo ora m — 1 = n/2 e otteniamo nAa, < 2¢ da cui la
tesl.
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My

24.8.2 Dal Teorema di Abel si ha — Zakmk =A, Z ka)Ak =A,—A+A—
k=1

1 n—1

3
I

n—1

Myl — M 1

MA,F_( Z(mk+1—mk)Ak+AZmk+1—mk>+m1A) tdn—A=
k=1

Z Moy M,
k=1 k=1
1 n—1
m—(— Z(mk+1 —myg)(Ar — A) + mlA) + A, — A. Sappiamo che k > k. = |Ay —A| <e¢
" k=1
n—1 ke n—1
per cui Y (mpp1 — mp)(Ap — A) =Y (g1 —mi) (A — A) + Y (megr — my) (A — A).
k=1 k=1 k=ko+1
n—1 n—1
| Z (mg1 —mg) (A — A)| < e Z (mpy1 —my) = e(my, — my_+1) < em,,. Tutti gli altri
k=k.+1 k=k.+1

contributi tendono a zero.

25.8.2 Usiamo Abel. A4, = Z ka, — A

k=1
- 1 A, A, —~ A
kz Umk)E = ! -I- Z Wk —1) bl < e con m grande abbastanza
+o0 400
26.8.2 Y W Tl SO
n n
n=1 n=1

27.8.2 > ay convergente implica che Ve >03j.: n,m > j. = Zai < e. Consideriamo
=n
la successione € = k3 e in corrispondenza ad essa i valori j;. Supponiamo che siano tutti
diversi per cui ji < jr41. Se non sono tutti diversi scartiamo quelli doppi, tripli,...n-pli. Dunque
Jk+1
abbiamo Z a; < eg. Per jp +1 < i < jryq definiamo b; = k. Per ogni coppia {m,n} si ha
i=jr+1
Jp <m <n < j,. E evidente che

n Ja+1 Jp+1 Jp+2 Ja+1
Z a;b; < Z a;b; = Z a;b; + Z aib; + ...+ Z a;b; <
i=m i=jp+1 i=jp+1 i=jpi1+1 i=jq+1
JIp+1 Ja+1 q D
< a; + ...+ ;< - < =Z=+...+ = <¢
! z—;—l Z ! z'_;—l Lk p’

e quindi si ha lo stesso convergenza

+o0
Un’altra soluzione ¢ quella di ossia by = ak/r1+o‘ a<0er,= g ay,

k=r+1
nk+1—1
e Poiché > ay, diverge, esiste una successione {n} tale che Z a; > k. Definiamo la succes-
ng
1 nk+1—1 1 nk+1—1
sione b; = z per niy < j < ngy1 — 1. Abbiamo Z ajb; = z Z a; > 1 e quindi non ¢
Nk Nk

soddisfatto il criterio di Cauchy.
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28.8.2 Ci=c = a1by, Coy =c1 +co = ar1by + (a1b2 + a2b1>,

r n k r o on n n n—j+1
SRTNRECEE 55 5 NI o o ST 5) S SR
n=1 k=1 j=1 n=1 j=1 k=j n=1j5=1 p=1
r r—j+1 r—p+1 T
DI I S S YD S SIS ST Wi
n=1 j5=1 j=1n=j3 n=1 p=1 p=1

T

L’esercizio 77.3 sulle successioni ci dice che hm Z B,A, -1 = AB da cui il risultato.
T‘—) o0

p=1
29.8.2 Usiamo [E2-58] Se ¢, converge a C' allora ET (Ci1+...+Cp)/n — C mail
limite e uguale ad AB.
30.8.2

Z Cp = CL()b() + (a1b0 —|— aobl) —+ (CLQbO —+ a1b1 —+ aobg) + ...+ (anbo —|— R aobn) =
n=0

n n—1 n—2
:aOZbk+a12bk+a22bk+...+anbo:
k=0 k=0 k=0
n n—1 n—2 n ;
O(Zbk—B)-i—al(Zbk—B)-i—ag(Zbk—B)—i—...-i—an(bo—B)-l—B(Zak— -i-ABd—e
k=0 k=0 k=0 k=0

dEfAB + B Zak — A) + Zak(Bn—k - B)
k=0 k=0

j
Poiché > ar e > by convergono, abbiamo che Z ay < € per ogni i,j > k. e |Br — B| < ¢ per
k=i

ogni k > k!. Sia K max{ks, k11, Quindi scriviamo

Zak(Bn_k—B) :ze:ak(Bn_k—B)—f— Z CLk(Bn_k—B)
k=0 k=0

k=K. +1

con n > 2K, dimodoché n — k > K. per ogni 0 < k < K..

K.
Y ak(Bok—B)< sup |B,_ k_B|Z|ak| <5Z|ak|
— 0<k<K.

n

Z ai(Bn—r—B) < Ce dove C & una costante che limita B,,_; — B. Mettendo tutto assieme
k=K.+1

+oo
otteniamo il risultato a patto che Z lay| converga.
k 0
Detto |C,| = =1 e quindi C 0 da cui il risultato.
Cn| = Z 7 r — Z_: *1 q n 7
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31.8.2
n=2p = (I)= Z ap = Z akmL
14+[n/2] k=1+p
2p+1
D ST pp—;
14 [n/2] k=1+p

La differenza ci da agp41 — 0 per cui definiamo la successione agpy1 =0 e agp, = (—1)P Inp. Sia
p pari. Notiamo che in (I) il numero di termini non nulli & (2p — p)/2 = p/2

32.8.2 Definiamo f(z) = > apx* che converge per x = 1 e quindi il raggio di conver-
genza deve essere non inferiore a 1. Lo stesso accade per g(z) = Y byz”. Consideriamo ora
|| < 1 e applichiamo [EEica5a] 1 ’assoluta convergenza delle serie, ne basta una, implica che

S apx® S byt = S epa®. Grazie a lim g arzt = g a, = A, lim E bpx =

r—1— r—1—

ZbkiB, lim chxk:chiCdacuiA-B:C.

r—1—

33.8.2 Sia d, = |an|, by = |bnl, ¢n = Zakbn+1_k Ch=ci+...+cn, 4, = de — a,
k=1

k=1
Zbk%B,ch<ZZa]bk+l = BpAripaosroaB
k=1j=1 p=1
34.8.2
n n k n k
C,=c1+...+¢, = ch = ZZajbk_jH = ZZCLJ(B’““—J'“ — Bk_j) =
k=1 k=1j=1 k=1 j=1
non n n—j+l n n—j+1 n n—j+l1
=> > ajBijr1—Biy) =Y > aj(By=By) =) Y aiB,=Y > 4By =
J=1k=j Jj=1 p=1 Jj=1 p=1 Jj=1 p=2
n—p+1 n—p+1

— ZB Z a; — ZBP ) Z a; = BpAn_pi1— Y Bp1An_pi1 =
p=1 p=2

n n—1 n—1 n
= Z BpAn_pi1 — Z BpA,_p = Z Bpan—py1 + a1 By = Z apBrt1-p
p=1 p=1 p=1 p=1
Inoltre
n N n
Zaan+1—p Z apBpi1-p + Z apBri1—p = Z(Ap — Ap-1)Bni1-p + Z apBri1—p =
p=1 p=N+1 p=1 p=N+1

(ApBrH-l—p - Ap—an—p+2) + Z Ap—l(Bn+2—p - Bn+1—p) + Z apBrH-l—p =
p=1 p=N+1

N n
= ANBn—I—l—N + Z Ap—lbn+2—p + Z aan—l—l—p
p=1 p=N+1

[
] =

3
I
_

quindi
Cpn —ANBpi1-n = A1by + Asby 1 + ...+ An_1bpyoN + Biay + Boap—1 + ...+ Byh_nan+1
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Per n - 400 en— N — 400 si ha AyB,+1-ny — AB. Inoltre |A,| < KA e |B,| < KB per
ogni n. Otteniamo

|A1by, + Asbp 1 + ...+ An_1bpyo_N + Biap + Baap—1 + ...+ By_nyan41| <

(N-1)KAe (n— N)KBe
<(N-1KA su bl + (n— N)KB su ar| < +
( ) n+2—Np§k§n‘ kl ) n_NSI;;Sn‘ g n—N+2 n—N

Se fosse vero che da kap = o(1) e che kb, = o(1) segue n(a1b, + ...+ apby) = nec, = o(1)
avremmo il seguente

Falso Teorema Ipotesi: kay, = o(1) e che kb = o(1). Inoltre 3" arpz* e Y byx* convergono per
|z| < 1. Tesi: la serie ) ¢, converge

Falsa dimostrazione

N Q N+Q k=min{N,r—P}
Z apx” Z ajxj = Z x" Z apb,_k
k=M j=P r=M+P  k=max{M,r—Q}
“+o0 +o0 400 r
Sia M = P =0, N =Q = 400 da cui Zakkabjxj = Z:L”"Zakbn_k e la serie di
k=0 j=0 r=0 k=0
'
destra converge per |z| < 1 grazie a [Zei:54] Se avessimo TZakbn_k = o(1), grazie al teo-
k=0
4o n
rema di Tauber ([zick-22]) ayremmo la convergenza di Z Zakbn_k = ch. La condizione
n=0 k=0

r Z akb,— = o(1) & falsa in generale.
k=0

Se prendiamo ay = by, = (—1)*/((k + 1)/In(k + 1)) abbiamo

Cp = apbpi1_p = (—1)"!
; tbni1-x = (=1) ;(k-i—l)\/ln(k-l—l)(n—k-l—Q) (n—k+2)
n=2s—1

2s5—1 25—1 1 1

Cos—1 = arbos_1 = =

= kz_l Krzeh kz_l(k-l—l) n(k+1) (25— k+1)y/In(2s — k + 1)

_i 1 1 _§ 1 1 .
= kInk (2s —k+2)y/In(2s —k+2) <= kInk (2s —k+2)\/In(25s — k4 2)
2s s+1

1 1 1 1

+ 2 = _
k:S+1klnk(Qs—k+2)\/ln(23—k+2) —~ kInk (25 — k +2)y/In(2s — k + 2)
s—1

s 1 1 N
o s—p+1)yIn(s—p+1)(s+p+1)y/In(s+p+1)

s—1 s—1
1 1 2 1

> 2 > =

- Z;)(s—p—i—l)ln(s—p—l—l)(s—f—p—i—l)_2sln(s+1)§)(s—p+1)

N 2 §1> 1 /S+2d_x_ln(s+2)—ln2

~ 2sln(s+1) o sln(s+1) J, r  sln(s+1)
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e quindi scas /4 0.

35.8.2 Sappiamo da che (C1+...+Cy)/n— ABcon Cp, =c1 + ...+ ¢cp e c, =
aib, + ...+ a,by. Inoltre

cl+202+...+ncn_n+10 _C’1+C’2+...+Cn

n n n

Perché C,, — AB & necessario e sufficiente che (c; + 2¢o + ... + ne,)/n — 0. Definiamo 4,, =

Z kay, B, = Z kb, C,, = Z ke, ed osserviamo che
k=1 k=1 k=1

n k n k n n n k
Z kzajbk-l-l—j + Z Zajbk+1_j = ZZkajbk_H_j + ZZajbk+1_j =

C,+C, =
k=1 j=1 k=1j=1 j=1k=j k=1j=1
n n+l—j n k n n+l—j n nt+l—j
SDID UGS 3) S SEES ) SRS DI ST
j=1 p=1 k=1 j=1 j=1 p=1 j=1 p=1
n nt+l—j n k n nt+l—j n nt+l—j
=2 D by D Y aibkn =) Y apbyt Y > jashy =
j=1 p=1 k=1 j=1 j=1 p=1 j=1 p=1
=Y apBpii-k + Z b Ant1—k

k=

[y

k=1

Ci+...+Cy/n=AB+, con vy, — 0 e quindi C,, = nAB+nvy, — (n—1)AB — (n — 1)v,—1
AB n—1

da cui —= = == 4, — Yn—1 — 0. Quindi per dimostrare che én/n — 0 ci basta
n

n

(Z axBni1—k + Z bkzzn—i—l—k)/n — 0.
k=1 k=1

n n

> arBnyik =Y (Ak— Ak-1)Bni1k = Y _(AxBny1-k — Ak—1Bn_ki2)+
k=1 k=1 k=1

+ Z Ap-1(Bn—k+2 — Bn—ry1) = AnB1 + Z Ap_1(n—k+2)by_p12 =
=1 P

= Anbl —+ Alnbn —+ AQ(TL — 1)bn_1 oot An_12b2 = ZAk(n —k + 1)bn—k+1 =
k=1

= Z(A +ep)n—k+1)by_gr1=A Z kbi + Z En+1-kkby, = AB,, + Z Ent+1—kkby
Ap=A+e, k=1 k=1 k=1 k=1

= B, — — 0
n n

@ n+1 Bi+...+ B,
n

J K & l &= —
e inoltre — | Z Ent1—kkby| < — Z e < € per n grande abbastanza. Quindi — Z apBnii_k —
o= = "=

l e — _
0 e anche — g brApt1—r — 0. Ne segue che C,,/n — 0.
n
k=1
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Se fosse vero che da a, = O(1/n) e b, = O(1/n) segue ¢, = O(1/n), applicando ne
seguirebbe la convergenza della serie ) ¢, ma cosi non é. Prendiamo la serie > ar = > by =

Y (=1)*/k.

| = laib, b1+ ...+anb| =|(—1 1)nti=k
lcn| = |aiby + asbp—1 + ...+ azbi| = |(—1)" (-1 E kn+1 E k -
C licazi di | e + 1 + 1 ++ 1 + h 3
ome a 1Caz1one prendlamo la Serie — e cne convergera per
PP P a a-+b a+2b a+nb & P

una opportuna scelta dei segni. Il prodotto per se stessa pure convergera . Una scelta dei segni e
quella per cui il primo termine si lascia cosi come ¢ , il secondo e il terzo cambiano segno, il quarto,

quinto e sesto rimangono come sono e via dicendo. La convergenza della serie ¢ stata stabilita

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
in ma Hardy opera diversamente. Allaseriel — = — -+ -+ -+ - — - — - — — — — ...
L1 01 1 1 1 1 12 3 4 5 6 7 8 9 10

1
1 fel— - — -+ -4+ -4 - _Z____. .. ien
sottrae la serie 5 2+4+4+4 A e ottiene

1 11++_
7 10 -

1 +oo n—1

+ +

1
4

ot =

1
9

3 _
SR

< 1 n 1_p
N

n(n—1
1+ ( ) n=2 p=0 2 )

In modulo possiamo stimare

nl L—p — Jroo4nn—1)
‘Z 1+ n(n—|—1))< . n(n2+1) ‘ Z A ZP nz2 A conv. assolut.
Inoltre
o0 nn—l 1 400 § n
2" e~ 2 e

e converge per Leibnitz.
36.8.2 Da

Cpn—ANBpy1-N = A1by + Asby1 + ...+ Anv_1bpso- N + Biran, + Baap—1+ ...+ Np_nan+1

e|C, —AnBpi1i-n| < K((n— N)a+ (N —1)5) dove a = Nﬁ?ﬁgn lag| e 6= n+2£nj\&[m§<k§n |bk |
5 ep(n+2—N)

Ora prendiamo N ~n/¥(n) e a < , B < ed otteniamo

(N + D)(N +1) n+2—N

N
|Cn — ANBpy1-n| < Kie (szer) + d:l(n>> < K¢ (1 + wqf%)> < K3e

: P(n = :
in quanto hm (n) = 1. Ne segue come in la convergenza della successione {C), }.

n——+o0o w(w(n))

37.8.2 1) La necessita ¢ evidente dal momento che se il prodotto di Cauchy converge allora
¢n = aib, +...+a,by — 0.
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A, = A+ (-1D)"r, e B, = B+ (-1)" s, con 0 < r,, < any1, 0 < 5, < bpy1. Cp =
CL1Bn—|— ...—|—anB1

|(_1)n_1(Cn - AnB>| S Zakbn—l—Z—k == Zakbn—l—Z—k + an—l—lbl _an—l—lbl
k=1 k=1

J/

-~

—0 per 1)

2) a1by + ...+ anby > ap(by+...+0b1) >0earb, + ...+ a,by > by(ay, + ...+ a1) > 0 per cui
2) & necessaria dalla convergenza del prodotto di Cauchy delle serie.

Per la sufficienza prendiamo n pari

0<aib,+...+a,by = aib,+.. —I—CL% b% —|—a%+1b%+1—|—. . Aanb < b% (a1+. . .—|—CL%)—|—6L1+% (b%+1—|—

Per n dispari € lo stesso da cui la sufficienza di 2).

3) La condizione di Cauchy di convergenza della serie ) axby, implica che a,b,, +...+apb, < ¢
per m > mg. € a maggior ragione (a,, + ... + an)b, < €. Se n & grande abbastanza si ha
(a1 +...am—1)b, < € per cui sommando ho (aj +...+ay)b, < 2¢. Lo stesso accade scambiando
ay con by e quindi scatta la sufficienza della condizione 2)

Per dimostrare la non necessita della convergenza della serie > apby prendiamo ap = by =
1/y/(k+ 1) In(k+1) ¢, = a1bp + ... + anby

Cp = a bn o =(=1 n+1
; Wi = (1) kz_:l(k‘i‘l)\/ln(k-i-l)(n—k—i-Q) In(n — k+2)
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s—1

1 1
<
pz_;)\/s—p-i- IvVIn(s—p+1)ys+p+1y/In(s+p+1)

s+1 1

Cos—1 = 2

1
— 22+ (1+n2)(p—-2)"" (Vs FIilnvsFI+(—1—In(s+1))(p—s—1))
1 1

= (2m2+ (1+m2)(p-2)"" (VsFIlnyvs+ 1+ (1 +In(s+1))(s+1—p))
_ 1 1 .\
_3ln2 Vs Tlnys+1+(1+In(s+1)(s+1-2)]""

'

A
1 1

+
22+ (1+n2)(s+1—2)]/* Vs +1nVs+1

-~

1/2

/2

-

_|_

A
1 1
+ <
Zg 2m2+ (1+2)(p—2)]"? [VsrTlnyvs 1+ (1+In(s + 1)(s+1—p)]"?
s+1

1 1
<A+ B+ —
Z 5 [(1+In2)(p— )}1/2 [Vs+1lnys+1 Jl/z
1 1 s 1
=A+B+ 1 1/2+Z

<

[(14+1n2)] /2 [Vs+1Iny/s+1] 1+ln2)( )}1/2 [Vs+1lnyvs+1 }1/2_
1 1 N Kvs—1 1 < K,

[(1+ln2)}1/2 [\/s-l—lln\/s-l—ljl/2 [(1+1n2)}1/2 [\/s-i-lln\/s-i-lJl/Q ~In(s+1)

Per n = 2s ¢ lo stesso. Quindi ¢,, — 0. Ora dovremmo far vedere che |c,| € monotona.

<A+B+

~ (k+1)y/In(k+1) (n—k+3)y/In(n —k+3)  2mn2(n+2)\/In(n+2) ~
— (k+1)y/In(k+1) (n—k+2)y/In(n -k +2)

IA

se e solo se

(n+2)In2In(n + 2) Sk:_L (k+1)In(k+1) [(n+2—k)ln(n+2—k) a (n+3—k)ln(n+3_k>:|
1 1 11 1
(nt2-Kn+2—k) (n+3-knn+s—Fk) :?[Eﬂrﬂg] 2k <g<nt3-k

per cui e sufficiente mostrare che

n

1 <Z 4 { 1 B 1 }
(n+2)In2In(n+2) = &= (k+1)In(k+1) [(n+3 —k)?’In(n+3 — k) (n+3—k)2In*(n+3—k)

che a sua volta € implicato da (usando Lagrange)

1 4 e 1
< Z + 2
(n+2)In2ln(n+2) =~ (n+1)In(n+1) — E2Ink = k21n*k
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12
4 4 1
kzzg {/@mk | s 0099

e quindi ¢,, € monotona.

4) Se Y agby, converge allora (ay + ...+ ay)b, > napb, — 0 quindi (na,b,)*** — 0 e quindi
S (arby)t ™ converge.

38.8.2
39.8.2

n

n n
Z(ak +agy1) = Z ay + Zak—l—l
k=1 k=1

k=1

da cui la convergenza se ) ay converge. Ora dobbiamo dimostrare che se ) ar non converge,
allora non converge neppure Y (ay + ax+1) ovvero se Y ,_, (ar + ag+1) converge, allora converge

pure > ay. Infatti
q

q
D (ak+ari) =2 D ar+ap+agn
k=p k=p+1

da cui
q

€+ |ap| + |ags1]| = 2 Z ak > € — |ap| — ag4]
k=p+1

da cui la convergenza

40.8.2

< a1 +az+as+ ...+ asp—1 < a1 +az+as+ ...+ Gt
a2+a4—|—a6—|—...—|—a2n CL3—|—CL5—|—CL7—|—...—|—CL2n+1

a1 +ax az3+ag as+ag a7+a8+ +a2n—1+a2n
2 2 2 2 2

e quindi a1 +az+as+a7+ ...+ asp_1 — +00

a1 +as+as+ar+...+ag,_1>

1<a1+a3+a5+.-.+a2n+1_ ai n a3+ as + ...+ aanpy1 1
agt+as+ar+...+apy1  aztast+ar+...+amp41 a3+ ast+ay+ ...+ a2pq1

41.8.2 La successione b, = (a1 — ay,) + (a2 — an) + ...+ (an_1 — a,) € crescente.

n—1 n—1
bpi1 > b, <— an-i-Zak — NGpt1 > Zak —(n—1a, <= an>aps1
k=1 k=1
n n
quindi esiste il limite L = lim b, = lim Z(ak —ay) = lim Z ar — na,. Ora mostriamo
n—4+oo n—4+oo n—-+4oo
k=1 k=1
che na,, — 0. Da Cauchy
2n n 2n
€ > by,—b, = Z(ak—agn)— (ag—an) = Z ar+na,—2nas, > 2nas,+na, —2nas, = na,
k=1 k=1 k=n+1

n

Ne segue che lim Z ar = L.

n—4+oo
k=1

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 79



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

42.8.2 Chiaramente a; > as. Detta a; + ...+ a, = A, abbiamo A, < n(Asz, — A,) da cui
Agn(1+1/n)A, da cui Agr < (14+27P Ay 1 < (14+27PTH (1 +27P72) A, 2 e via dicendo
fino a ottenere

P—1 5k

Agp < (14+ 27PN A4+ 27742) (14 1) Ay < e2anm1 ? 20y = 4277 20; < 2eq,

Sia ora 2P < N < 2Pt An < Agpr < 2ea; da cui il risultato.

43.8.2 Sappiamo che se n > m > m,, si ha ‘ Z ak‘ < e. Ora scriviamo

k=m

arp arp m—1 » n

kPk kPk k
}Z Z “kpk“*} Z akpk‘+ Shen p } ) ak}

m<k<n Dp

=1 k=1 k=1 k=
——

<K per un certo K
—0 <e

o ap =1/k, b, =1/Vk.

44.8.2 Dimostriamo dapprima che il limite di a,,(b; + ...+ b,,) esiste ossia esiste il limite di
n—1

arb
nb PP bn - nbn n
an(b1 + ...+ by) = anby, +a ; o

k . .
. Essendo a,b,, — 0, si considera solo la somma. Detta

“+o0
= E arbr, — 0 scriviamo
k=n

n—1

akbk Zﬁk—ﬁkﬂzang(i 5k+1)+ nZﬁkH( 1 _i>:

P P Ap41 Ap41
Bn B - 1 1
:an<__n+_m +anZBk+l -
(7% Am ke ak+1 ag
da cui

— akbk an|ﬁm| 1 1
“”Za—k‘§|ﬁn|+ +an max |ﬁk+1|z -— )=
m

k41 ag
an|ﬁm |
Am

a
= [Bn| + + max |Brki1] <1——n>
m a

<k<n m

ed e una quantita piccola a piacere a patto di prendere m grande abbastanza e tenendo conto
che a,,/a,, <1 data la monotonia. Dunque il limite a, (b; + ...+ b,,) esiste. Poi scriviamo

Cln(bl ++bn—1> = anz <§: ﬁk—i-l) +a an Z Bk_i_l ( 1 _ i)

a a
k=1 k+1 k=ng+1 kt+1

da cui

an|b1 +...+bn_1| <ag,

= (Br Bt
> (o a)|+

a
b1 k+1

e Z (ak+1 1k)

k=nog+1

ed € una quantita piccola a piacere se n € grande abbastanza.

La monotonia € necessaria. Si prenda by, = 1 ed abbiamo che na,, — 0 non implica > a,, < 400.
Si veda
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ear=1/k b =1/Ink,
45.8.2 Convergenza della serie > ayby. Usiamo

q q—1
D arbe = agbr+ ... +bg) —ap(br+ ... +bp_1) = Y (a1 — ax)(br + ...+ by)
k=p k=p

ed eseguiamo il limite ¢ — 4o00. Chiaramente hI_iI_l aq(bi1 +...+by) =0 in quanto a; — 0 e

q—
+oo
By=bi+...4b,— Y by = B. Poi abbiamo
k=1
+o0 “+o0
Z(ak—i—l —ap)(bi+ ...+ by) = Z(ak+1 —ap)(By — B) + Z ap+1 —ag)B
k=p k=p
—+oo
Ora Z(ak+1 —ap)B=—-a,B—0e
k=p

+oo
‘Z(akﬂ — ak)(Bk — B)‘ < sup ‘Bk — B| Z |CLk_|_1 — Qf

k=p

|Bk — B Zak — Qg1 = sup|Bk — Bla,
k=p

che chiaramente tende a zero. Quindi la convergenza ¢ assicurata. Purtroppo le formule sopra

+oo
non consentono di dimostrare che Z arbr = o(ay) e la ragione & che —a,B/a, # 0. Sia allora
k=n
—+o0o
= Z br — 0 per ipotesi ed abbiamo
k=n
1 X 1 X
— Zakbk =|— Zak(ﬁn — Bny1)| <
ap — ap —
1 = 1
<|— Z(akﬁk — ap+1Bk41)| + Zﬁkﬂ ak+1 — ak)| < |Bpl + — sup |Br|ap
R p = ap k>p

da cui il risultato
46.8.2 Applicare ’esercizio
47.8.2 Sia S, =a1+ax/2+...+ay/n.———=L

n—-+4oo

n

_:_Z Z(Sk—Sk Dk = iZ(kSk—(k—lskl Zskl (k—=1-Fk)=

k 1 k=1

3

=(S,—L)— (Sk_l—L)—>O

S|
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48.8.2 Si usi la monotonia in maniera essenziale

k™2 k#£2P
ear, =<1 p=1,2,3,...
g E k.:2p
k=12 k£ oP
®ayp = 1 o p=1,23,...
klnk

e La successione by, = min{ay, 1/k} ¢ monotona......

111111
49.8.2 Prendiamo la successione a, = (1,1, 333311 .) ossia
1/p, k=2p 2, k=2p
ap = 1 e quindi 2%aqr = 2p—1 e chiaramente
K — T k=2p—1 d 2¢ A k=2p—1
1+ [#5=] 1+ 2202’

non e monotona Piu in generale, data una successione monotona, se ne puo ricavare una
successione monotona by, tale che la successione ¢, = 2¥byr non & monotona. Basta “mantenere
costante” ay, sufficientemente a lungo. Data {ay} definiamo by, = a; per 28 < j < 281, Dopo
definiamo ¢; = b; se j # 2* mentre ¢; = jb; se j = 2F.

N . (—)* o
50.8.2 L’affermazione ¢ falsa. Basta prendere la serie Z W Un possibile errore potrebbe

essere quello di una erronea applicazione del teorema del confronto dimenticando che esso e
valido solo per serie il cui segno & definito (almeno da un certo punto in poi).

51.8.2 L’affermazione ¢ falsa. Ovviamente & vero che i lim a; = 0. Un controesempio &
— 400
1

— k#2¥ In2 :
ap, =< k Qp_gor = —— da cul limg_ 400 kag|p—g2r = 400 € quindi A lim kayg
2_p ]{j _ 2217 lnk k—+o00

ma limkay = +00.
52.8.2 DBasta scrivere

D are™™ =3 (B — Brra)e B’“<Z/

“+oo
e Tdx < / e Tdx =
Br+t1 0

. 1 v/ 1 vV
53.8.2 E conseguenza della relazione (\/aj, — E)Q —ap—2Y 4 = > 0dacui YE <
1 1
5 —(a + k:2) Le serie S_k7 % e 3 ay sono convergenti.

~—
-

La risposta alla seconda domanda ¢ no. Si prenda la serie Z (l_—k La serie Z Tk e
n n

divergente. La ragione sta nel fatto che se > ay converge non ¢ detto che converga > |ak|
54.8.2 La convergenza di Zw/akak-_i_l ¢ dovuta a (y/ar — /aps1)? > 0. Il controesempio
cercato € aj = k_Q_(_)k

55.8.2 La convergenza di Z(alzl + a,;il)_l segue da dal fatto che la media armonica e

. . . . o - —1 \— ak + ak+1 . .
minore o uguale alla media aritmetica e quindi (a Ty akil) < % e quindi la serie
. _o_(—)k . . . . QpQg+1
converge. Il controesempio ¢ a; = k~2~(7)". Una maggiorazione pure valida & el <
ap + Gr41
. Qg + Qg1
min{ay, ag+1} < —5
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56.8.2 a — 0 e la decrescenza di ay — agy1 implicano che ag > 0.

2 +oo
k41 ay 1
0< < = as _ a; — a; a; + a; <
ap — pi1 ak_ak+1 k:—CLk:+1 Z Al — Qi1 ;( J J+1)( J J+1>
+oo
< Z a;+aj1 <€
j=Fk
1 n
57.8.2 Dalla AGM, da L < 1 e dalla definizione di limite, definitivamente — {% +...+ a }
n | a Ap—1
n\/ n . T .—1 n
{L/ZT e quindi lim /a,, < hmﬁ [Z—j +...+ CEZ—J < 1.
58.8.2 Dimostrare che il limite faccia 1/2 equivale a dimostrare che
. dotdi+ ...+ doy —dy —d3z— ... —day—1
lim =0
n—-+o00 d1+d2—|—d3—|—...+d2n

Dalla monotonia segue
d2+d4+...+d2n—d1—d3—...—d2n_1 < d1 —|—d3—|—...—|—d2n_1—dl—dg—...—dgn_l —0

di+do+ds+...+day - di+do+ds+...+day
e
do+ds+...4+do,, —di —ds — ... —dap_1 > d3+d5+...+d2n+1 —di—dsg—...—dop_1

di +do+ds+...+da, - di +do+ds+...+da,

—dy + dant1

—0

T di+dy+dst ...+ doy

in virtu del fatto che il denominatore diverge.

59.8.2 a; = 1/(Vk + (—1)*Vk). La somma dei due termini (—1)*a;, + (=1)**1aj41 con k
pari tende a zero come 1/v/k da cui la divergenza.

60.8.2 Sia {a;} siffatta:

1 -2 1 1 -2 ) 1 1 -2
17 19 1 19 19 1 0ssla T1 19 1 k Z 1
26 35 25 35 4% ks’ (k+1)s’  (k+2)8

Fissato un certo k,

—tokT),  k=1,4,7,...

[

ap + k41 + Qg2 =

mentre

_6 _3
L0k k=1,4,7,...
5 TOET)

61.8.2 Dalla monotonia di {ax} segue che

3 3 3
ak+ak+1+ak+2~

art...tap  art...+apn a1+ ...+ ag — kag -0
k k+1 N k(k+1)

e quindi vale Leibnitz.
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(07}
62.8.2 1). a, ¢ monotona chiaramente. Poi sappiamo che definitivamente n ( - 1) > €
An+1

. a —ce _ce_ _ce_ . . .
ossia (¢ = 1/2) apy1 < 1-l-—n£ < ane™ , apya < ane( = —751) e via dicendo per cui a1y <
n
_ce . . . . . .
anpe n N1 — 0 da cui la convergenza della serie di Leibnitz.

N—+o0
2) Definitivamente a,, < a,,4+1 per cui a,, 4 0

q
agy1 — Ak 1 1
63.8.2 Diverge sempre in quanto > Ajt1—0aL) = Agi1—0p) =
Zak+1+ak 2aq_|_1 ;( + ) 2aq+1( q+ p)

ap

> — per ogni q grande abbastanza, p fissato.

NS

1
2 agn

2n 2n
64.8.2 Evidentemente ¢ > Z ap > A Z an, = A(n + 1)a, da cui la tesi
k=n k=n
65.8.2 4 _ Gn Qo1 ak“ﬁ ¢ Lo k+1:—equ1nd10<an<b -
ap  Ap—1 Gp—2 ay Ap—1 bp—2 by b ay
da cui la convergenza. Se ) ay diverge, diverge pure »_ by.

66.8.2 Supponiamo che > aj converga. Essendo 0 <

< ay si applica il teorema del
1+ ag

confronto da cui la convergenza della serie E +
ai

Sia viceversa divergente la serie > ax. Abbiamo Z + Z 27 ay + Z 271 Se la
ag

k:ap>1
seconda serie contiene un numero finito di termini allora la prlma contlene tutti i termini tranne

un numero finito e quindi diverge. Se la seconda serie contiene un numero infinito di termini
diverge.

67.8.2 Z Jﬁ converge sempre in quanto Hﬁ < k2

Secondo caso. Se > ay converge, converge pure Z ] -I- in quanto m < ag.
1
Se > ay, diverge, la serie Z p puo convergere oppure dlvergere Infatti per a, = z si ha
ay
e e . ) ag k2
Zl-i—a Zkl—l—erquml ivergenza. Per aj si azl-i-ai Zl+k4e
quindi convergenza. Per a; = = converge mentre per ay = k diverge. Per aj = 2(=)" diverge
in quanto [ o2 40
K a
Terzo caso. Supponiamo che Y aj converga. Essendo 0 < 1_}_7’;{: < ay si applica il teorema
ar

del confronto e quindi la serie Z converge.

1—|—]{76Lk

Sia viceversa dlvergente la serie Y a. La serie g puo convergere oppure divergere.

1+ kak
1
Ad esempio se ap = E allora Z Hil;{: = Z o e quindi diverge.
ag

Viceversa con aj, = 0 Vk # 2P e age = p si haZHT:Z P
ay

——— e quindi convergenza
T q vergenz

nonostante Zak = Zp sia divergente. Nell’esercizio si dice che a;p > 0. Basta modificare

k D
Qg k 1
= >
1+ kay, 1+k2 — 2k

ap = k=2 quando k # 2P. Per aj, = k la serie diverge in quanto
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. . . ag N
Supponiamo ora che ay sia monotona decrescente e »  ay divergente. Anche TT har € monotona
Qg

2ka2k
1+ 2ka2k
parte dell’esercizio I'ultima serie converge se e solo se converge la serie > 2Fayr la quale a sua
volta converge se e solo se converge > aj da cui il risultato.

decrescente e quindi (vedi [EL<h-3]) converge se e solo se converge E . In base alla prima

68.8.2 Si prenda la serie Y 1/(kIn” k) che sappiamo convergere solo se a > 1. D’altra parte

ar —Ink

~ —0Va>0.
1—2% —nk4aln®k

Se invece ar > 0 e akak — L > 0 allora la serie Zak diverge. Infatti definitivamente
1 L1 1 _’:1 .
- — — — — + ¢ da cui
L ag Ap—1 L

1 1 1 a

———<(@-p-D(z+e) = a2 .

Gq  Gp L ! L+aplg—p—1)(1 +¢)

da cui la divergenza per confronto con la serie armonica.

69.8.2 |ak| + |bk| — 0 per cui (ak — bk>2+p—2 = (ak — bk)2(|ak| + |bk|)p—2 < K(ak — bk>2 =
K(ai + b — 2ayb) e |axbi| < (a2 + b3)/2 da cui la convergenza.

70.8.2 Sia aj > 0 definitivamente. Da sinz > x — 23 /6 si ha Z 1—(sinag)/ar < Zai/G <

+00. Se a non ha segno definito la serie puod convergere oppure no. Se a = (—1)¥/Vk la serie
diverge e con aj, = (—1)*/k la serie converge.

71.8.2

<e

- 1 apr1 — g /O‘”+1 dx
0< <
- ,;n flow) o om  Tf(2)

72.8.2 Chiaramente a, b, —an11bny1 > cani1 da cui {agby} decrescente e quindi convergente

q q
1 1
essendo axb, > 0. Ora chiaramente Z ap < — Z(ak—lbk—l —apby) = —(ap_1bp—1 —agby) < ¢
k=p ¢ k=p ¢
se p, q sono grandi abbastanza.

Supponiamo ora che > ay converge. Prendiamo by = Qy/ar con Qi da definire. Otteniamo
@ - Qrt1 > cda cui, con ¢ = 1 si ha Qrpy1 = Qr — agy1 e prendiamo Q1 = a1, Q =

Ap41 Ap41

+o0 k
E ar + ap — E ag
k=1 i=1

1

. ak+1 b, brst . .
- bk—l—l S 0 diventa * Z = k1+1 € pol usare
Ak41 ag bk+1 a

ag

73.8.2 La relazione by,
(criterio del confronto).

. N . . Qg
Un’altra soluzione e la seguente. Supponiamo che g ar converga. Ne segue che lim— =

b
limagbr = 0. Dalla realzione fra {ax} e {br} segue arpby < ap+1br+1 e quindi & crescente.

Ammette limite che non puo essere zero.
.. . N . . ag
La proposizione inversa puo essere dimostrata prendendo by = S /ay. Infatti g b = E A =
k

Sk — Sk+1
gy = L
Af41 Af41

ag

+oo da [xich-8] ¢ p, <0
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74.8.2 Supponiamo che a; — L. Chiaramente i limiti i) e ii) valgono L. La condizione i) ¢

1 n
sufficiente. Sia T,, = — Z ar. Abbiamo
"=

nT, 1 ey
Thir = LENE Z ag na, < kag < (n+1)an4r

n-+r n-l—rk:nH
Ne segue
<n < <n—|—r <n—i—r
—a —a a a a
TL+’I°n_]€ n > U0 > n+r > n n4+r
nr nT, T
—a T, - < —a
(n4+r)2 "= " gy = M

Se Ty — L, supponiamo che n — 400 e 7 — 400 in modo tale che n/r — B. Otteniamo

B+1

—— L <liminfa, <limsupa, < L

B+1

da cui il risultato mandando B — +o0.

La ii) non ¢ sufficiente. Sia asx = 1 se k acce pari e agx = 1/2 se k acce dispari. 2Faqr @
monotona non decrescente. Dato m intero, sia j; l'intero tale che 27* & la potenza di due piit
vicina a m2F. Se jj, & pari definiamo a,,ox = 1 mentre a,,,» = 1/2 se j; & dispari. Se m & una
potenza di due, quindi m2F = 2%, la distanza di m2* dai primi vicini potenza di due & uguale
ma in tal caso il valore di ayr € fissato. Per gli altri valori di aj li definiamo in modo che kay
n
sia globalmente monotona. Quello che si ottiene € lim 1 Z Aok = 1/2.
n—+oo n 1

Un altro modo ¢ il seguente: sia kaj pari a quella potenza 2"+ tale che 2"* < k. Chiaramente
asr = 1 mentre (28 —1)age_; = 2Pk e 2Pk < 281 da cui pp = k—1. Ne sugue (28 —1)agn_, = 2F71
per cui ask_q — 1/2. Sia inoltre r intero tale che 2" < m < 271,

m2Fa,on =29 2% <m2F <TTITR — g —r Lk = a0 <27/m

m2¥a, o > 2 agrin = 27K 1 = 00 >27/m
~—

monotonia di kay,

Quindi a,,o+ non dipende da k e 1 Z Aot = 2" /m

gyt
75.8.2 Senza perdere di generalitd possiamo supporre [ = 0, K = 1 ed inoltre che sia vera
n(a, — an+1) < 1. Se infatti & vera la prima di ii), passando a ¢,, = (a,, — )/ K otteniamo [ = 0
e K =1emn(c, —cnr1) < 1. Se invece & vera la seconda di ii) passando a d,, = (I — a,)/K
abbiamo [ =0, K =1 e n(d, — d,+1) < 1 lo stesso.

apt1 = (n+ 1)bys1 — nb, cosicché b, 11 — by, = (apt1 — bpa1)/n da cui

Am+41 — bm+1 Am4-2 — bm+2 Am4p — bm+p
m m+1 o m-+p—1

brnp — b =

Chiaramente |b,| < € per ogni n > n..

Abbiamo bisogno del
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Lemma Se lima,, < limb,, < limb,, < lima,,
Dimostrazione del Lemma Sia L = limb,, > 0 e quindi b, < L + ¢ definitivamente e frequente-

mente b, > L — ¢ per cui esiste una successione ny tale che a3 + ...+ a,, > ni(L —¢).

Supponiamo L’ = lima,, < L quindi definitivamente a,, < L'+¢. Segue aj+. . .+an, < ny(L' +¢)
che & impossibile non appena L' + ¢ < ng(L — ¢) ossia L — L' > 2¢ sempre possibile. Analoga ¢
la dimostrazion dell’altra parte della disuguaglianza B

Siccome la nostra ipotesi e che b, — 0, dal Lemma segue che lima,, <0 < lima,,. L
(o) lima,, = 0 = lima,, = a, — 0 (f) lima,, <0, lima, >0 (v) lima, <0, lima,, >0

Se ¢ vera () la questione ¢ chiusa. Vogliamo mostrare che le altre due non possono capitare
procedendo per assurdo. Sia vera (3). lima,, > 0 implica che esiste una successione {n;} di
numeri interi tali che a,, > 2\ > 0 per un certo A. lima,, < 0 vuol dire che esiste una successione
{ri,} di interi tali che a,, < A. Detti lima,, = L e lima,, = | sappiamo che

deftel —e<a, <L+e¢e freqtea, >L—¢c a,<l+ec<c¢

Ora prendiamo A = L/3 ed otteniamo freq.te a,, > 2\ e a, < A

Sia m 4+ 1 € {n} un intero tale che m > n. e sia m + p € {r;} piu vicino a m. Chiaramente
41 > 2N € Amipt1 < A ed inoltre a1, Gmt2, Gms3, - - - Gmyp > A essendo m + p + 1 il pin
piccolo intero successivo a m + 1 tale che ay4p+1 < A

am+1—bm+12/\—€, am+2—bm+22A—5,...,am+p—bm+p2/\—e

se A e piccolo abbastanza e m + 1 > n.. Ne segue

1 1 1 p(A —¢)
b >N =) [ —— ..
bntp — bm > (A €)<m+m+1+ +m—|—p+1)> mTp

Inoltre
1 1 1 P

+ +.o..+—
m+1 m+4+2 m+p m

Am+1 — Gm4p+1 <

Ora otteniamo

p p A
20 — A\ mal — Qm, =
< Gmt1 a+p+1<m:>m+p>1+)\
da cui AN )
—¢
bsp — byy > ———>
+p > 1+>\

Siccome m > ng, si ha |b| < ¢, € [bm4p| < € dacui |byp—bm| < 26 € quindi 2e(14+X) > A(A—¢)
ossia £(2 + 3)\) > A% e questo ¢ impossibile se ¢ & piccolo abbastanza.

Sia ora vera (v), lima,, < 0, lima,, > 0.
Da lima,, < 0, possiamo ricavare una successione {ny} tale che a,, < —2X per un certo \ e per
ogni m € {ny}. Sia inoltre m + p il pil piccolo intero tale che a,,+, > —A. Chiaramente

Am4-1 < _)\7 Am4-2 < _)\7 cevs Omeyp < —A

am+1—bm+1 S —)\+€, am+2—bm+2 S _)\+5,---,am—|—p_bm—|—p Z —/\+€

se A e piccolo abbastanza e m + 1 > n.. Sempre partendo da

Am41 — bm—l—l Am4-2 — bm+2 Am4p — bm+p
b b
m+p — Ym — - 1

m m+1 m+p—1
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ne segue
1 1 1 p(—A+¢) p(A —¢)
brtp—bm < (M) | —+ —+ ... < by —b > —F
me+p~bm < ( +)<m+m+1+ +m+p+1) m+p mImER T 4 p
S P SR PP
Gy — Ay et — < =
TP+l mt2 m+p m
Da qui in poi € come nel caso precedente. fine della dimostrazione

e Supponiamo che si abbia n(a,+1 — a,) = o(1). La dimostrazione ¢ molto piu semplice.

n n

A 1
an——: ——Zak:an——z CL‘7 CL‘7 1—an—EZZaj—aj_1:
k=1j=1 j=1k=j
1 n . n 1 n
=an— D (aj—aj_)(n—j+1)=> (ar — ar1) - - D (aj—aj 1) (n—j+1)=
Jj=1 k=1 j=1

:—Z _ajl ]_1)

Ora applichiamo Cesaro—Stolz e studiamo il limite liril (an, — an—1)(n — 1) che chiaramente
n—-—+0oo

tende a zero e quindi 4,,/n — a,, — 0 dal momento che n(a, — a,—1) = o(1) implica — Z(aj —
n

j=1

a;j—1)(j —1) — 0 e quindi ngrfoo ay, = ngrfoo A, /n.

Se fosse n(an+1 — a,) — 1 # 0 avremmo a,, — A,,/n — [ e quindi a,, — A,,/n 4 0. Questo vuol
dire che se n(a,+1 —an) — 1 # 0, A, /n non potrebbe convergere ad un numero finito in quanto
n(an4+1 — a,) sarebbe limitata e varrebbe il risultato dimostrato. Infatti possiamo scrivere nel
caso n(an+1 — an) — [ # 0 (prendiamo [ > 0)

a >a +l—e Ony, +2>a —|—l_€+l_€ .a > a —|—nz:1 — 400
no+1 no no ) no no no n0+1 no+n no < 0n0+k

e Su [MGLP] la condizione n(a, — an+1) limitata superiormente 0 inferiormente e sostituita da
n

Zk(ak — ak+1) = o(n) che una volta inserita in a,, — — = — Z —aj_1)(j — 1) conduce

subito a alla convergenza di a,, sapendo che A,,/n converge.

76.8.2 Essendo la successione n(a, 1 — a,) monotona converge ad un numero finito oppure
diverge.

Se converge a zero ricadiamo nel caso precedente.

Se converge ad l > 0 abbiamo visto che A, /n — 4o00. Ora riprendiamo la formula precedente

An 1 &
n——:—§ . ~1)edaC Stolz — > (a; — a;1)(G — 1) = 1 i
a - a; —a;—1)(j —1) e da Cesaro-Stolz 2 1(a‘7 a;—1)(J ) per cui

an———>ldacuian—>+oo.
n

Se diverge ad esempio a +oo riotteniamo A,,/n — +o0o0 e a maggior ragione a,, — +00
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77.8.2 Sia per ipotesi Sy = a1 + ...+ ag,— S ap > a1 — 0. ¢ = Sp/ax — k, by = 1/ay.
Ck/bk = Sk — k:ak,

Sk _ L. _ h _
Cr — Ck—1 _ ag ap_1 + k 1 . S . S
be — bp_1 11 - okl
k k—1 an an_1

Ne segue ¢ /b, — S e quindi kay — 0.

a a a
78.8.2 Dalla stima — < - segue che se > ay, converge, converge pure Z °k. Supponiamo
Sk al Sk

. ag N . .
ora che Y ay diverge. Per far vedere che E g, hon converge e sufficiente (anche necessario
k

N < g . a .
per la verita ) far vedere che non & di Cauchy la successione S—k Dobbiamo dunque mostrare
k
N+k N+k N+k
a; a; 1 S -5 S
CheE|5>O:VkEIN>O:Z—32€. —JZ—Zajzwzl— k.
paret S; Pt S; — Sn+k et SNtk SNtk
Essendo la serie di partenza divergente e a termini positivi, si puo prendere N abbastanza grande
N+k
s
da avere < — e quindi —L > _ . Ne segue la tesi.
N+k j=k+1 S; 2

Dalla conclusione segue: data ay > 0 e ) ap = 400, esiste sempre una serie positiva divergente

> by tale che by > 0 e limZ—k
k

certo 'unica successione possibile. Guardando , se ne trova un’altra senza far ricorso al
presente risultato.

. ak . \
= +o0. La successione {by} sarebbe 1 chiaramente ma non e
k

e Se ajp converge allora S, — [ e quindi < () sar per una opportuna costante C s

ag
e
k
(facilmente identificabile) da cui la convergenza.
a a
52 g,
Sk

e Se ) ay diverge allora Sy — +00 e quindi —— da cui la divergenza grazie al punto
k
precedente

e La serie ) ay che segue converge ma Y ay /Sy diverge.

Sia z; = (—1)*"1/In(k + 1) = (—=1)*"lay la cui serie " 2, ovviamente converge

DL (—1)kt 1 1
Sp = ; l(n(k)-l— 0 > s I3 > 0 ed il limite s di s,, is positivo. Inoltre abbiamo ss, < s <

Son+1
o0 (_1>k—1ak

Dimostri h, di :
imostriamo che kz_:l - iverge
Lot 4L quina
Sk S Sk S
n (_1)k—1ak 1 " _ S — Sk " (—1)k_1ak;
‘Z Sk ‘ZjZ(_l)k 1ak( Sk )‘_‘Z s ‘
k=m k=m k=m
%‘ Z(—)k_lak‘ < € per ogni n,m grande abbastanza. (—1)k_1ak(8 ; Sk) < 0 per ogni k
k=m k
. 9. - _ S — Sk “ S — Sk “ S — S
quindi kzzm(_l)k lak( . )‘ = ;ﬂ ak( o )—i— ;Lak( o )
keven kodd

Dimostriamo che per ogni m esiste n grande abbastanza tale che
n

s—s - S — S 1
2w ) e ) 2 g

k=m k=m
keven kodd
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Facciamo uso di
1) sk < 2s per ogni k grande abbastanza
2) z — 22 < In(1 + ) per ogni x piccolo abbastanza e positivo

— — f: (=t _ 1 B 1 n 1 B 1 .
s _rzzpﬂ In(r+1) In(2p+2) In(2p+3) Wn(2p+4) W@2p+5)

Se p & grande abbastanza, da 1), 2) abbiamo

1 _ 1 B ln(l-l—ﬁ) >
In(2p+N) In(2p+N+1) In(2p+N)ln(2p+ N +1) —
1 1 1, Ly
= — In(2p +N))~2 >
(v~ ) e M) 2

(2p+N)~'(In(2p + N))~2;

. s >1/°° dx 1 1
=41/, @+2)(In@2p+2)2 4In(2p+2)

S — Sk 11 & 1 1
Z an )= 254 kz;n In(k+2) In(k +1)

keven keven

n

§—358 1
Ne segue che per ogni m, esiste n grande abbastanza tale che — E ak( k) > 2 e a sua
S — Sk
kke;en
—1)*1a 1
volta implica ’ ()7’6‘ > —¢
Sk 2
k=m

e La serie {ar} che segue diverge ma > ax/Si converge. La dimostrazione proviene dalla
soluzione inserita nella rivista di pubblicazione del problema. La soluzione del presente proble-
ma sembra essere pit complicata della precedente in quanto, dovendo convergere » | ax/Sk, una
buona parte degli S debbono, per cosi dire, “mettere le cose a posto” nella serie > ax/Sk. In
altre parole e facile inventare una serie )  aj divergente a segno non definito ma poi gli Sy deb-
bono essere tali che I’altra serie converga. Lo stratagemma consiste, per cosi dire, nell’invertire
le parti. Osserviamo che

by = a :Sk—Sk—1:1_Sk—1
Sk ar+ Sk-1 Sk Sk
. Sk—1 S1 L
e quindi Sy = = ... = . Si noti che essendo S 0
P I by (1 —bg)(1 = br_1)...(1— by) k7
per ipotesi, by # 1. Se S convergesse ad un valore, allora convergerebbe anche il prodotto
+o0
(1 —bg)(1 —bg—_1)...(1—b2) e quindi convergerebbe pure la serie Z In |1 — by |. Basta prendere
k=1

b, = (=) /Vk per vedere che cid non & vero.

79.8.2 La serie Y ax puo convergere ad un valore S oppure divergere a +0o. Supponiamo che
ag

. ag
converga a S. In tal caso abbiamo Z F < Z F < 400

Supponiamo che > aj, diverga.

Prima dimostrazione Da [HLP] pag.121,
ar Sk — Sk—1
Z §L+3 - Z 552
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Dalla convessita della funzione 1/z° si ha

1 1§ (Sk — Sk—1)

]_ 1

1
o\S_, S

IN

Quello che segue ¢ 'argomento in [HLP].

ai ai 6(Sk — Sp_1)S0" S9 -89, 1, 1 1
— < —_— = < LA AT e — =
Dam S lne T sss, S ess, S5, 5

che chiaramente tende a un limite essendo una somma telescopica in cui il termine generale tende
a zero per ipotesi. Supponendo che 0 < § < 1, si ¢ usata la disuguaglianza ra" ' (z —y) < 2" —y"
conx>y>0e0<r<1cheeéconseguenzadil -2 >p(l—z)con0<p<lel<z<l
ossia della concavita di z?

Se fosse § > 1 allora basta osservare che

ag

ar /
Sits < SE=y con 0 < ¢ < 1.

Seconda dimostrazione

i ax _ZSk—Sk ] Z/Sk _/Sn dx </+°O dx
— S}i—i—(s Sl+5 x1+6 S x1+5 — S x1+5

k=1 0

80.8.2 Sia dy = k*.
_ n—1 _ n—2 o n

"L dg S e n"
R CE VTRV

e quindi

81.8.2 Vediamo la divergenza. Certamente basta considerare oo = 0. Abbiamo

q
r 1 Tp_1—T T
—Z’“ e Jp L B

T Ty— Tg— Ty—
k—1 plk:p g—1 p—1

N —

se ¢ ¢ grande abbastanza.

Vediamo ora la convergenza. Sia o = —|a| Se || > 1 non c’¢ nulla da dimostrare in quanto
rr — 0. Supponiamo che 0 < |a| < 1.

GO B N rpy — T B 1 | Tk 1 la| 1 TLal B
Z 1—|a] Z Tl—\oz| - Zrk_l 1- r < Zrk—lm 1- T|o¢| -

k—1

k=p T k=p k—1 k=p k=p k—1
q
LT jal o L ol
k=p

essendo la serie Y ¢, convergente.

E interessante notare come il risultato , nel caso che §5,, — 400, segua da quello appena
1 1

scritto. Definiamo s,, = 1/r, e sappiamo che r,, — 0. Abbiamo ¢, =r,_1 — 1, = - — =

Sn—1 Sn
Sp — Sp—1 . dn Cn dn .
= . Ne segue che ——— = —— e a < 0 ed otteniamo esattamente la
Sn SnSn—1 Tn—1 SnSp_1

formula nella soluzione di [Fich-21]|
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82.8.2 Sia /+OO f(z)dzr < +o0. Zakf(Sk) = Z(Sk—Sk 1) f(Sk) < Z/ x)dxr < 0o

Sk—1
e quindi la convergenza di Z ar f(Sk).

+oo
Sia ora / f(x)dr = 400. Zakf(Sk_l) = Z(Sk — Sk—1)f(Sk-1) > Z/ = 00

Sk-1
e quindi la divergenza di Z apf(Sk—1)-

1 2
* fl@)= zlnz’ ¥ =28 S > 2k

1 2
 J) = = 2, Sy > 20

83.8.2 Supponiamo che f(z) = O( ) e quindi f(z) < Az. Supponiamo inoltre che " ax =
400, ar > 0. Si ha Z f(a

Viceversa supponiamo che Z fT = 400 per qualsiasi serie positiva divergente . aj € per
k

Z G e quest’ultima serie diverge per il criterio di Abel-Dini.
k

assurdo supponiamo che f(x) # O(z) e quindi esiste una successione x, — +oo tale che f(xy) >
a
2%z (la scelta di 2% ¢ arbitraria). Definiamo la successione {ak}d:efa:k —_1. S1 ha Z LA

f(zk)

T — Tk—1 k
< 277 il che e assurdo per ipotesi.
P D

84.8.2 Abbiamo la relazione Zf(Sk)ak < /f(a:)da: < Zf(Sk_l)ak per cui se dimostria-

mo che dalla convergenza di Z f(Sk)ay segue quella di Z f(Sk—1)ai segue il risultato.

1) Sia ay limitata ossia ax < A e supponiamo che Z ay f(Sk) converga.

+oo +oo +oo
> F(Sk—t)ar = Y (F(Sk—1) — F(Se)ar + > f(Sk)ax
k=ko k=ko k=ko

—+o0

Z (f(Sk—1) — f(Sk))ax < Z f(Sk—1) — f(Sk))A ed essendo telescopica tale somma & pari a
k=ko k=ko

Af(Sky—1)ak,—1 usando il fatto che la funzione f \ 0

2) Sia e < A.

ag
D axf(Si-1) = D0 f(Sk1) 5

per cui converge > axf(Sk_1)

ap—1 < AZf(Sk—l)ak—l < +o0

La successione a = k?* e la funzione f(z) = 1/(xIn®z) soddisfano 3 f(Sk)ar < +oo e
> f(Sk—1)ar = +oo.

n n kzk n—1 (n—k)Q(”_k) n—1 (n_k>2n n—1 k 2n
2k _2n . 2n 2n 2n
Sty e S TS SO S (128 <
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n—1
< n2n 2 :e—2k — Cn2n

n
n?" < S, = Z k?F < en?n

k=1
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]{32k ]{32k
Y e <Y < 00
Sk, In?(Sk) k2k(2K)21n” k
]{72k k2k

2 Sk—11n*(Sk—1) > e(k —1)?*2(2k — 2)*(In(k — 1 + ¢))?

:+QO

< A ma

3) Calcoli inconclusivi. Dubbi sulla correttezza dell’affermazione Sia ora
k—1

=% 400 perché per

a a
supponiamo ML illimitata perché altrimenti vale 2). Inoltre lim Pl
ar k—+4oc0 ag

Cesaro—Stolz Sk41/Sk — +00. Quindi ak11/ay illimitata senza che i limite esista ma Sk1/Sk
limitata.

D F(Se-0) (5 = Se-t) = 3 S(Sker)Sn TS 3 (S Sia(A— 1) =

k=m -1 k=m

= > f(Sk—1)(ar—1 + Sk—2) Z F(Sk-1)ar-1(A—=1)+ > F(Sk-2)Sk—2(A—1)
k=m —-m

n
ma non ¢ detto che Z f(Sk_2)Sk—_2 sia piccola.

k=m

Una possibile condizione ¢ Sy < Cay che darebbe Z f(Sk—2)Sk—2 < Z f(Sk—2)ak—_o < e.

k=m k=m
85.8.2 (arccosz) = —(1— 932)_1/2, (arccos :L') "= —x(1 —2?)73/2 da cui arccosz > 1 — x per
1
0 <z <1 e quindi arccos > 1-— > Apil — Ap) = 1 — >1/2
2 aecos 5 Z sy % e (o o) = 1= 2
se q ¢ grande abbastanza.
-2 2(—v1 — a2 F

86.8.2 (arccos’z) = TLaeeon T (arccosz)” = ( v+ warccosz) (z)

1= 12 (1 _ 332)3/2 (1 _ 332)3/2
F'(x) = arccosz < 0 ed essendo F(0) = —1, F(1) = 0 segue che F(z) < 0 e quindi (arccos z)?

-2

& concava. Inoltre lim — v _ o ¢ quindi (arccosz)? < 2(1 — z) da cui

z—=1— /1 — 2

Z Q41 — Ak CLq+1 -
Ak+1 ap+1

P <esea, - LER

A1

q
E arccos
k=p

Sia ora ay * +o00. D’altra parte (arccosz)? > 7(1 — x)/4 per le stesse ragioni di prima e quindi

q q
ar T ar 1—ak Ag+1 — @ 1
ZarccosQ > — 1-— > — Z + at P> 3 se ap — +00

ag+1 4 — ak+1 ak+1 Qg1

87.8.2 1) = 2).

<N 2R _ s frel Ao |
O_k:r PP (r—l)P+; b (k—1)p kp

Da [EEn35] A /P — 0 e Ap_1/(r — 1) = 0 con ay = 1/kP e by = ax

“Lap A, A, ° [ 1 1] )
1 ~

As Ar—l

sP o (r—1)p

Ay, A1 ¢ u 1 1 €
- = < A_ - @ —
<o T e <3 O—kZ_T ’”l(k—l)p kp]<2
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e 1 1 1 9pA
3 > Z Ay [ﬁ — m] > p 1 > 0 da cui il risultato
k=r—1 k=r—1
Sia g > 1.
0< S M N~ A = Agone g Ak Ao Z Ag—nr _ Ag-1ys _
- (kq)p - kpa kpa (k — 1)pq (k — 1)pq kpa
k=r k=r k=r k=r
Asa Ap—1ye ’ 1 1
Togqp (r—1)ar ZAkq_l {(l{; — 1)pa M} <€
k=r
Asq A r—1)4
Per le stesse ragioni di prima i + (r(— 11))qp < % ses—> st r—1— (r—1)7, da cui
E v 1 PqARa_1 PG AR pgas:
2 > kZAkq_l {(k — 1 Pq ]gpq} Z k1+pq Z k1+pq N kl+pa
ed essendo ~ Pdas E i ha ~ pa A < ¢ da cui la tesi
z k1+pq 2 . k1+pg '

Possibile sviluppo dell’esercizio

0< Z akq Z Aga — Akq 1 Z Apa . A(kz 1)9 _l_i (A(k:—l)q . Aga_q _

kpra — 1)pq k — 1)pq kpa
k=r k=r

Aga A(r 1y 1 1
T (r—1) +2Akq ' {fl)_ﬁ] +k¥m [A-1ys = Ao ] <e

Sapendo che

Asa  Ap—1ye ~ 1 1
— Arg 4 |————— —
s4p (7‘ — 1)qp + Z k=1 {(k; — 1)pq k;pq}

Asa A1y 1 e €
a1 | — [ <o
ZA’“ 1{ (k — 1)p kP‘I}_4+4

sqpr r—l ap

dal calcolo precedente e quindi
S 1 +o0

€ 1
kz_r 7(]{: =\ [Akq_l — A(k_l)q] < 3 - kz_z 7(]{ T [Akq_l — A(k_l)q] converge
fine del possibile sviluppo
2) = 3)

5 CLQk . 5 AQk—AQk_l 5 AQk—AQk—l .
OSZQRI}_;TS;T_

5 AQk AQkfl } 5 AQkfl AQkfl AQS AQT‘*l 5 AQkfl < ]_ )
=2 o - 2 - g " g (L gr ) <¢
k k—1 k—1 k s r—1 k—1
[Q P QUk=1)p e Qk—1)p Qkp Qs»  QUr—Lp — Qk—1)p
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Come all’inizio

AQs AQr 1 g 5 AQk—l <1 1 )

Qv T Qur S £ QU1 o Qr

=r

)

— da cul la tesi

N}

2) = 1). Sia g =11in 2). Da Abel

S

~ap  As A 1 1
Bov e X [

k=r k=r

S

- L L pAk—1
0% A [(k—w ‘ﬁ} < ooy <°

k=r

A
= > Z ka > %nggn@n—nﬁ-l)ﬁ
Sia k = kg il valore per il quale si ha il minimo.

>n+1Ak0_n—lAn-i-anJrl-i—...-l—akOnp >n+1npAn>11An

£= 2n kb - 2n np kb £z 2n k§ np T 22P pp

Sia ¢ > 1. Abbiamo sempre

CLk_A 1
R +ZA“{_*1> )

e sian? < s < (n+ 1)% L’ipotesi 2) ora implica

S

k=r

2n
Akq 1 . Akq
€> Z kl+pg = % nér}ilgn%@n —n+1) kra
e sia k = kg il valore del minimo per cui
n+ 1Ak 1 Apa +ane + 14 ... 4 ag@n)e nP? 14,41
€z v 2 5 g 7 £Z2 35 5
2n  k 2 npa kg 2 nPe 2
Poi ¢ rimasta da dimostrare
S s—1
1 pAk:—l pAk
O<ZA1<; 1{_71) E}Sk_rm<€ — kg_lkp+1<€

Siami<r<(m+1)%n?<r<(n+1)?dacu

AT -~ A(k—l—l)q - Akq_l A(k+1)q + Akzq 1
kp-i—l = Z Z rl+p < Z ka+rq - Z k1+prq S¢€
k=r k=m ke<r<(k+1)2—1 k=m

data la convergenza della serie Y Ayq /k1 TP

88.8.2 Da Abel

= ag An Am—l % 1 1
Eltr — plir (m — 1)1+ + Z A [(k — 1+ kl”}

k=m k=m

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

A,

T —0e

i 1 1 -|- A+ N (1+7)
Con a, = (—1)"y/n la convergenza non ¢ assoluta. Infatti usando Abel si dimostra che
N N

. 1 (= 1
Z(—l)\/ﬁwx/ﬁperculiz:( )\/_—>0maz nl‘” an—l—T Zm:
n=1 n=1

+oose 1/24r <1 ossiar <1.
Per quanto riguarda la convergenza di »  a,,/n basta prendere a, = 1/Inn

89.8.2 Disponiamo in ordine decrescente la successione ay e sia A, = {ap:1/(n +1) <
ar < 1/n}. Ora cominciamo a scegliere un elemento da ciascun gruppo A, purché non vuoto.
Se la serie cosl ottenuta e convergente, scartiamo la sottosuccessione a,, ottenuta. Siccome
Y a, = 400, almeno una sottosuccessione {a,,} deve esistere altrimenti ) ar < +oo. La
monotonia ¢ essenziale.

Mettere il controesempio del libro

90.8.2 Prima dimostrazione (Hardy)

_Z:[an+__an:| <2CL +2<——an> _4a +2 —4a
n n n n
Inoltre —2a,, S, = —(S2 —S2_,) — a2 < —(S% — S2_,) quindi
_2Zak5k Z Sk“‘Skl:_S%_S%_S?? _ Sn—1 _S_?lg_n _ Sk
£ k 1.2 2.3 34 n—-1)n n 2 k(k+ 1)
da cui
S N2 NS N S ~ oo~ Sk
£ <4 2 — —2 2
k2 = @+ 2 Zk(k-l-l) Dkt Zk?(kH)
k=1 k=1 k=1 = -
e quindi

da cui la convergenza.

Il contrario non e vero. Basta prendere ay = 1/(klnk) e osservare che Si ~ In(Ink) da cui
S 1/(kInk) = +o00 ma Si/k? ~ (In(Ink))?/k? quindi la serie converge.

L, k=2"p=1,2...

Hardy invece da come esempio ax = . .
0, altrimenti

Nella referenza 3) gli autori dicono testualmente: Hardy had plainly not realized that inequality

(8)

Z k—’; (1 — k—-i-l) < 42&%] can be used to derive the discrete Hardy inequality (1)
k=1 k=1

n S2 p D p n
Z <k_§) < (—_ 1) Za% for p =2 and do so with the sharp constant 4.
k=1

k=1 p
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L’argomento (I.Schiir) puo essere migliorato al fine di ottenere

<4Zak

Prendiamo mN, m = 2,3, ..., al posto di N e definiamo ¢, =1 —2/(n + 1). poi prendiamo

k= 1

a1 =2 =...= 0y =>b1, Qny1=...=agy, =bg,...... A (N=1)41 = -« = GNm = by
€ P
N N—-1 mk+m N—-1 mk+m mk c
D . -n _
ST DD S TR SED Sl D SINED Siv) I
n=1 k=0 n:mk—l—l k=0 n=mk+1 =1 j=mk+1
N—-1 mk+m n p c
= Z mby + ...+ mb + Z a; n—Z—
k=0 n=mk+1 j=mk+1
N—1 mk+m c
= > (mby+ ...+ mby + (n— mk)beir)” n—g
k=0 n=mk+1
Siccome procediamo a blocchi di IV, abbiamo
N—-1 mk+m c
Z Z (mb1+...—|—mbk—|—(n—mk)bk+1)pn—7; =
k=0 n=mk+1
N-1 mk+m 1
— Z (mby + ...+ mby +mbpi1)” Z —Cn >
k=0 n=mk+1
N—-1 mk+m c N—-1 Bp mk+m
k+1
SD TN SN o
= k+1 p = n
k=0 n=mk+1 (m(k + 1)) k=0 (k + 1) n=mk+1
1 mk—+m
e lim — Z ¢, = 1 quindi otteniamo
m——+oo m
n=mk-+1

N /B \P N
SORE
k=1 " k=1

Seconda dimostrazione (Gandjot) Si basa sulla identita (¢ la (3) di pag.116 ma sembra sia
sbagliata, manca (42 /n — A2_,/(n—1))

2 2 A2 2
2anA A ﬂ _ “n—1 + (’I’L o 1) (An An—l)

n  n? n n-—1 n n-—1
da cui
iA; 2an Z_A2 Any —(n—1) <—n—An 1>2__A?V N(n—l) <ﬂ—An_1
—n n—l n n-—1 N2 — n n-—1
da cui

Nl

NA% N2nAn N NA%
e Rty
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Terza dimostrazione (Hardy) Abbiamo bisogno del seguente risultato

Se >~ a? < 4o e ZakAk/k < +oo allora > A? /k* < 400

Dimostrazione Sia U,, = Z 1/k* ~ 1/n. Da Abel

k=n
A2 n n n
Z 12 ZAk (U = Ukt1) = Y (ARUx = Af 1 Unn) + ) Ukpa (A3 — A7) =
k=1 k=1 k=1
7.‘.2 2 5
=5 — A7 Upi1 + Z Uk+1(2a, Ay + a3)

k=1

n 2
AiUn:Un(ZLak) < Un(vn Z Zak<2ak<—|—oo
k=1 k=

- CLkAk CLkAk
Upi1(2a,Ax + a2) < U 3ar A ~ 3 <3
> Unni(Zandi + ) < 3 UiniBauds kzlk z .

“+o0
Sia b, un riarrangiamento decrescente della successione {a,}. Chiaramente E a; = g b2

Inoltre B, =b1+...+b, > a1+...4+a, = A, e quindi ci basta far vedere che Z Bk/k2 < —|—oo.
Assumiamo quindi che {ax} sia decrescente Dal risultato precedente ¢ sufficiente

CLkAk Z Z a;ag Z Z Cljl:k < Z Z aJ;Lk < 400 =

k=1 k=1j=1 k k,], n<k<n—|—1
n§7<n+1
+o0 +o0 +o0 “+o0 +o0 +o0 2 +o0 2
1 aj 1 aj . 1 2
:E —g — E ap < — —=Jajn < — E aj 5 Gjn <
n < j n<<j n \ 4 :
k=1 j=1 k:n§§<n+1 k=1 gj=1 k=1 J=1 j=1
1 1
—|—oo 2 “+o0 2 “+o0 “+o0
<> Za Pl BD oD DL
n n3/2 J
k=1 7j=1 = 7j=1

Dimostrazione del corollario Dalla convergenza di Y a3 e Y A2 /k? segue per Cauchy—Schwarz
la convergenza della serie > apAx/k. Ora

400 +oo ana +oco k ana “+o0 ax k +oo ax
D NN P e TRl DY PO P
91.8.2
2) implica 1).
=~ ay S "SR+ SE, 8:, & Si A - Si
—2 < < — _ Pk Pn oo _ _ Pk
Z k _Z ~— m zk(k-i-l) n~ m k:mk(k-i-l)
aksk . n Sg n Sg n k n
2 — -k > Tk
Z I;k(k+1)—k_mk(k+1) kz;n Zk2k+1
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Da Cesaro—Stolz
2 52 _ 52 2
lim 75 lim —& k=l — |im Qp T 20k 2k + 2055 < lim —aksk + 2a5,5)

k—+o00 k?(k + 1) k—+o0 k‘4 k—+o00 ]{,’4 T k—+oco k’4 =0

CLkSk; - 52
quindi finalmente 2 Z > Z k—’;
ki

L’equivalenza della convergenza di 1), 2) e 5) ¢ gia stata dimostrata.
1) implica 2).
n

" aySk "\ (Sp — Sk_1)Sk “\[S2 Sp_, Si 1 Sk—iSk]
2 {? k—1 2 -

k-1 k

s2 52 - Sk— S, sz 52 - Sk — S,
:J_Ll+25k_l{ k 1__"“}:_”_ m 1+Z(5k_ak){ k a’“__’“}:

n m—1 k—1 k

k=m k=m

m
52 S -1 - (Sk — CLk)2 1 Sk(Sk — ak)
n m—1 + _Zm k k—1 k
_S_?L_S,%,L_l . n a_i_aksk S§+ai—2ak5k<5_g_5%_l i5§+ai—2akSk
n m-—1 = k k k(k—1) —n m-1 k(k—1)
5721 ng—l - S,f—i—a% — 2a, Sk “ Sg +CL% — 2a, Sk
= Tt K2 2 Bh—1) =
k=m k=m
s2 82 52—1—52—1—252 S2 S2 - S2
< n__Tm K
< m_1+2k_zm s e +8]§nk2<6+8+85
2n
SZ2 _S2(n+1) _ S?
Pk n > Pn
£= RZ:;L k2 — 4n? ~ 4n
2) implica 3) e 3) implica 2)
“+o0 “+o0 +oo a +oco k OOCL S
Zaan:Zan Z k_zz kkk::%) = 2)
n=1 n=1 k=n+1 k=2n=1 k=2

1) implica 4).

2n - go
€>Z—k 2z:kzzm’::daculS = o(y/n).

“ay "~ S — Sk_1 < Skt Sk—1 - Sk
— — — = [ — [ — - <
Rl =| Y0 %] 3 B Ol D S e
k—m—l—l k=m+1 k=m+1 k=m+1
S, S Sk
< Zn o Im
_n+m+zk(k_1><€:>R—>R

k=m+1
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Inoltre

= XSk = S = 18
anz%zz%zz[; } Zk:—l

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

= O(Wk)
_Z+ rh—n ~ 0/vR)

+o0 +oo +oo
Zan n — Z Sn - Sn—l)Rn — Z(San - Sn—an—l) - Z Sn—l(Rn - Rn—l) —
n=1 n=1

n=1

an Sy,

n—+oo n n—-+oo

+oo +oo 400
= lim S.R,+ LT o(v/n)O(1/vn) +> “"i”‘l <>
n=1 n=1

che ¢ 2) il quale a sua volta converge se 1) converge.

1) implica 3).

+oo too oo
Z R2 = Z — (n—1)R2 = Z(nRi —(n-DR2_ )= (n-1)(R:-R: )=

—+ o0
TLAn
— lim no(1/n) +Z (n—1)( +2— n)gZ(“n +2a,Ry)

n—-+oo

e > (apAk)/k € 2) mentre > arRy ¢ 4). Quindi se 1) converge allora converge pure 3).
3) implica 1).

“+oo “+o0 “+o00 a +oco k a +OOCL S
Zaan:Zan Z f:ZZanf: kkk: 3) = 2) = 1)
n=1 n=1 k=n+1 k=2n=1 k=2
4) implica 2).
n a +oco a‘min{j—l,n} n+1 a +o0 "
ZakRk—ZZ =27 Y aw= ) JZ@HZ JZ%—
k=m j= k+1 j=m+1 J k=m j=m+1 j=n—4+2 k=m
n+1 s +o00 s
= > LA -An )+ D LA An) =
Jj=m+1 J j—n+2 J
n+1 n+1
-y ‘”AJ |+ Z ‘”A + Z ‘”Am1> 3 JA
j:m—l—l j= n+2 j=m+1 j=m+1

5) implica 2) e 2) implica 5)

—|—ooa k 400 400 a +oo k ana —l—ooa k —l—ooa

k ApQm kWm k k
TS D T2 D e, S22 e S A
k=1 m=1 k:lm:1 k=1m=1 k=1 m=1 k=1

La parte per cui se Y a2 < +oo allora sono vere 1)-5) la tralascio in quanto la dimostrazione
¢ la stessa del precedente esercizio ossia Hardy mostra che Y ai < +oo implica 1) e quindi
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tutte le altre. Alla fine pero da un’altra interessante dimostrazione che la mette in relazione
+oo

alle serie di Fourier. Hardy considera la funzione f(1 Zak cos(k?) con Y ai < +oc.

La funzione e definita q.o. ma a quanto ne so, serve il Teorema di Carleson che al tempo di
Hardy non era stato dimostrato (1966). Non mi & chiaro come Hardy sia in grado di

ammettere che tale funzione esista. Probabilmente Hardy intende dire che siccome esiste
™

lim | Z ay, cos(k9)|2d¥ pud scrivere testualmente f (o) Z ay cos(kd)

n—-+4oo
-7 k=0

Ad ogni modo

n—1

1 s
ap+aytas+. ..+, 1—|—? = —/ f(v d19—|— E D)ag cos(kz?)dz?+2— f(P)ay, cos(nd)dd
7T — T
n—1 s 2n—1
1 sin A |
—-I- Coskﬁ-l-—cosm?—7+—Cosm9:—sinm9(:ot—
kz:l 2 2 sing 2 2 2
da cui 9
ap+ai+as+...+a,_ 1+—: / f( —smm?cot d19

Si definisce poi g(9) = %V.P./ f(u) cot %du
9

1 [T 1 [ . - . )
;/_ﬂ g(¥) cosnidd = ;/_7r cosm9d19§V.P./l9 f(u) cot gdu: Py » duf(u) cot%/_7r cos nddd =
/ fu S.ln(nu)cos—du—ao"i_al‘f’a2-i-...-|—7
2n7r "

T
Ora usiamo l’esercizio 110.8 sugli integrali per dire che dalla convergenza di f2(9)d ot-
—T
T

x 2

teniamo la convergenza dell’integrale / dv ( / Mdu) e da questo segue la convergenza
—T Y u

dell’integrale

[:mw%m:i[;w(%wpxjfwnm%moz:/idﬁ@?ﬂ?éﬂﬂ%%umn;mOQ

Infatti per il teorema della media possiamo scrivere
2 - . - 2
/ dy VP/ f (ucot = )du :/ dy ucotu 1V.P./ Malu <
— - 2 2 9 u
<5 fao (v [H)

Ne segue che la funzione g(1) ¢ a quadrato sommabile e quindi converge > (ag + ...+ ap_1 +

an/2)?/n? e siccome chiaramente a,, — 0, converge pure > (A, /n)?

92.8.2 Prima dimostrazione (Landau) y? > 1+ p(y — 1) per la convessita di y?. Per

y = y1/y2 abbiamo y¥ — py1y5 " + (p — 1)yh > 0. Poniamo y; = by, y2 = (p — 1) B,/ (pn), con
B, =b; +...+b,. Otteniamo

—1B,\"! —1B,\?
bﬁ—pbn<p——) +<p—1>(p——) >0

p n
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da cui
N 1 N -1 N
» p— 1 p— p p— 1 p Bn p
- () X tp-n(2=2) S (22) o0
p — n
Per convessita

y? > BY +pB ' (y - B,) = BY_, > B +pBY ' (Bo_1 — By)

Da Abel
n P al Bn pt al Bg - BZ—I al Bg Bg
zpb( ) -3 (Z) -2ty e 2
n=1 n=1 n=1 n=1
—~ n+1p1
e quindi
N _\? N B 2 N »
Sz (1) So (i) = () o (G2
n=1 p n=1 (n+ ) n p n=1 n (n+ )
p
Cp = pn — p+ 1———1 in modo crescente. Poi sostituiamo Nm a N e definiamo
<n+ 1)p n—-+o00
b1:b2:...:bm:a1, bm+1:...:b2m:a2, ...... ,bm(N_1)+1:...:bNm:aN
N p N—1 mk+m p—l p N—1 mk+m mk n pC
D ) . L
DICEEC= D SIS M- R C= I DD SH D SURSD SR I
n=1 k=0 n= mk—|—1 k=0 n=mk+1 \ j=1 j=mk+1
p—l p N—1 mk+m n pC
= (T) Z may + ...+ mag + Z b; i
k=0 n=mk+1 j=mk+1
p— 1 p N—1 mk+m c
=|— Z (may + ... +may + (n —mk)ag1)’ —
p np
k=0 n=mk+1
Siccome procediamo a blocchi di NV, abbiamo
p N—1 mk+m c
( ) Z Z mal+...+mak+(n—mk)ak+1)p—z:
k=0 n=mk+1 n
p— 1 p N—1 mk+m 1
= <—) (may + ...+ may + mag1)” Z —Cn >
p k=0 n=mk-+1
N—-1 mk+m p N—1 D mk+m
p— 1)” Cn p—1 Ak
s ()Y A
p k=0 n=mk+1 (m(k + 1))p p k=0 (k + 1) n=mk+1
1 mk+m
e lim — Z ¢, = 1 quindi otteniamo
m——+oo m
n=mk-+1
N N
A p P p
> () = () 2
k=1 k=1
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Facciamo ora vedere che la costante (p/(p — 1))? non pud essere abbassata. Sia a, = n~1/P~¢
con0<e<1l—1/p.

oo 1
_ 1/p—e —1/p—c¢ _ 1-1/p—e _ 1 p 1-1/p—e _ 1
g k™ /1 x dz 71—1/})—5(” )>p—_1(n )

A, p p
e ey
n b
p
—1—pe o —1+1/pt+e) _ p —1l-pe —2+1/p+e—ep
(25) e (e = () (e = )

>
N N N
A\ » \? 1
an b - 1
ngl ( " ) 7 (p - 1) Lgl “n p; n2—1/p—€+ep]
se e solo se 1
N N - N -
A \P P
> <_) doan| > <L) 1—Cne |3 a?
n=1 " n=1 p—1 —~

N
Mandiamo prima N — 400 e poi ¢ — 07 da cui Z aP — 400 e quindi la costante (p/(p—1))?

n=1
non puo essere abbassata

Seconda dimostrazione (Hardy rimaneggiando una dimostrazione di M.Riesz)

“+oo
Sia ®, = » k~*. Da Abel (4o = 0)
k=n
N A NP N N N

) = AP (D, — D, = AP — AP D, — AR D < b, <
S5 () = A ) = DAL~ AL AR S DL A S

N
<py a,A'D,

n=1
+oo —p+1 —p+1
(pn <n7P +/ d_fl) =nP 4 n < n—p-‘rl + n < p n—p-i—l
n 2P p—1 p—1 " p-—1
Quindi
n p P n

> (2) < 2y () < 2 5] [ (2]

n=1 n=1 n=1 n=1
da cui N

P 2 \P
(%) <(5) X
n=1 n p_l n=1

2p pP
(=1~ (p—1)

E immediato vedere che

(IDn:{%-ﬁ-...-ﬁ-ﬁ]+[(2;)p+...+ﬁ}+...+{ = -I-...-I—% + ...

<n { ! + (2711) + (3711)17 } = npl_lg(p)
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p**
(p—1)P
Terza dimostrazione (Elliott) Si utilizza la disuguaglianza AGM-media pesata ax+ By > %y”

sea+f=1,z,y>0.Quindise 1/p+1/p’ =1si ha ab < ap//p'—i—bp/p con 1/p+1/p’ =1 per
cuip’ =p/(p—1), a,b>0. Sia a,, = A, /n

per cui la costante & sostituita da (p{(p))?

—1
a — Larta, = af - Lo, — (- Danay ! = ag(1- 4+ B=Parta,
p
-1 — (1)1 ap_
p—1 p—1 p p
np (n—1) 1
= af(1= )+ B [(p = ot + ofy] = ——((n~ )%, — na)
e quindi
N ) N p—1 -N p
S e Ly e < <
n=1 n p— n=1 n p—
Ora usiamo Holder
1 p—1
N N N » [ N 5 N
AP AP—1 p p p
Moty Mty al Y8 o Sl 2y
n=1 n p— n=1 n p— n=1 n=1 n n=1 n p— n=1
e inoltre
AL p A P\
S an < (—— ) > ab
np —1 = ! p—1
n=1 n=1

Per il passaggio dalla prima alla Seconda riga possiamo pure usare la convessita di P con p > 1
per cui

ap_y > ab +pabHan1 —an) < pahta, g <aob_ +ah(p-1)
93.8.2
AP P Apr—1 AP P Apr—1 P AP
n—n_ nln - == _—An_An— o == n — — 54iln —
A AP p—l)\a ApT = A\n Vi p—l( 1)A1;L_1 A p— A?L+
A1 A, _; Ap~1 P AP A, AP AP
. < n - —An — —1 —) =
+p—1<pAn—1Aﬁ_1)_<)\ p—1 A’fl—i_ (AZ 1+(p )Aﬁ)
AP p ) An 1 Ap An 1 An 1 AP An
=—(\n————A +A,_ = _ I
AZ( — ! —1/\21 p—1AP | Ahp—1
Assumendo Ay = 0 abbiamo
N
AP P Apr—1 A% AN
Ap ol — — Ay e = =0 < 1
2 RV )

Da Holder
n n Ap p—1
S (Sugh) -
k=1 k=1 k

AP AP AP AP
:(Alapﬁ-...-i-)\naZ) (/\1A—%+ AL Ap) ()\1Ap +/\nA—g) >

g

p—1
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Da (1) otteniamo

=

N AP N Ap—1 N N AP p—1
Z)\nA_;TDL Sp%lz)\nan[\;g—l Spﬁl Z)‘naﬁ <Z)\nA—Z>

n=1

quindi

A A A
M@+ .+ AnaR) (22— o+ Dy (e ) >
AZT AL AZT AL
p‘—rl
1 p—1 1 p—1\ P
1 b 1 AR nln
> [ [ 2] k) (S = (AA‘L Py
AZT AT n N
quindi
A A w )
AP ndn 4 2NN < (al L Aval) [ 4 2
™ A, An p—1 p—1
AZ AL
Poi

AP < (nalh+ A Avad) (p— P TIAL,

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione

105



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

Poiché Nlim Anal + ...+ Anal esiste per ipotesi, possiamo scrivere
— 400

AP = lim A} o < Z Meal(p—DP PN =Ry (p— 1D)PTIAY

n N——+oco

Inoltre

An G,
Ay

M AP — pApa, AP™Y = X AP — pA,, AP~L = N AP — pA,APTY(A, — Apgy) =
= (A = pAn)AD + pA AR A4
Essendo xP convessa per p > 1 si ha
AP > AP 4 pAPTH (A, — Ay) = pAPTA, L < AP 4+ pAD — AP
quindi
M AP — pApa, AP < (N, — pA,) AP + A AP 4+ AppAD — A AD = — A 1 AP+ ALAY

Assumendo Ay = 0 si ha

N
D AnAP —phuan AR <Z Ay 1 AP 4+ A AP = ANAR | < Ry(p—1)P!
n=1 n=1
ossia
ZA Ap<pZ)\anAp '+ Rn(p—1)P~ (1)

= n=1

Poi da Holder abbiamo

N P N P N z L ) pp—1)
[Z Apan A7H = Z A aphn, PAPTH < [Z AL aﬁ] [Z A, 7 Pl Aﬁlp_l)ﬁ _
n=1 n=1 n=1 n=1
N N p—1
=) Anah - [Z An AP
n=1 n=1
quindi
N N N PN 1-4
D AL <pY AnanAlTN+ Ry(p—1)"" <p <Z Anaﬁ> [Z MAZ| £ Ry(p—1)P!
n=l n=1 n=1 n=1

p

N N % R ( . 1);0—1 “+o0 “+o00
SonAn < | p (Z Anag) NPT | = YA <Y e
n=1 n=1 (Zg:1 )\nAfz> P n=1 n=1

da cui segue

1—1
P

» N
pZ)\ an APV Ry(p—1)P1 < p (Z)\ ap> pP=3) (Z )\naﬁ> + Ry(p—1)P71
n=1
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e quindi
N “+o0
PO Anan A <pP > Nah
n=1 n=1
Eseguendo il limite in (1) otteniamo

+oo +oo +oo
D MAL <Py Anan AR <pP Yy Aidh
n=1 n=1 n=1

Le costanti sono le minime possibili. Prendiamo X\, = 1, A,, = n, a,, = n =" 1/P

too 1 =1 too g 1
/ I+etl/p L e+1/ > Ap = Z I+etl/ = / Itetl/p L c+1/p’
ne1 T P 14pe(n—1)=tt/p =k p n T P 1+ pensti/p

se n # 1. Senzlabbiamol-l—LzAlz P
14 pe 14 pe

p p
p —pe—1 p 1
AP > n~? A AP > —
(1+ps) nzl - (1+p5) DE

p—1 p—1
1 1 1
Pl < P < P >
ap, A} < <1 +p€) netl/p (n — 1)pe—etl=1/p = (1 + pe (n —1)petl sen > 2.

p—1 +oo +o0
Se n = 1 abbiamo alA]-f_l < (1—|— 1fp€) . La relazione Z)\nAfL < pZ)\nanAfL_l

n=1 n=1
implica
p )’ ! P N e p T
A AP < Ana, AP <pf1 —
<1+p5) _nzl pnzl ¢ p( +1+p€) +p5 <1+p5)
—+o00
e se £ — 0 qualsiasi numero minore di p davanti a Z )\nanA{’L_l non va bene.
n=1
dq do dg .
95.8.2 S he — =
appiamo che D, + — Dy + ...+ D — +00
‘SiapSO,q<O.‘
Dy — Dy_1 /Dk dx
L — =1In(Dy /Dy — 1
D o n(Dy/Dy_1) (1)
da cui
di [ dy ds dr \? d ( dy Dy \?
— =+ =4+..+—= | >Y —|—=—+In— > C)Y di(InDp)? =
ZD;’ (DlJFDQJr D, —ZDI,; D, "D ) 2_ (i Di)? = +oo

Dk—>+00

Dunque da ora in poi supponiamo p > 0.

‘Sla p=0,g2 O“ Diverge a maggior ragione oppure si puo scrivere

dk dl dg dk dk 1
_r _< - > =
ZDZ<D1+D2+ +Dk) _ZDP< ) _qudk e
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q < 0 a maggior ragione)

‘Siaorap>1,q20‘. (

“d,  di =dp d ~~Dp—Di_1 _d; /Dk dr  dy Dy,
— =t ) =ty < — = — +In—
; Dk D1 kZ:2 Dk D1 kZ:2 Dk D1 D, x D1 D1
per cui
de (dy  ds dp \? dp (dy D\ ? dy
Sl = =4+ =) <) [ 4m=E < i
2oy <D1+D2+ +Dk) <27y (dﬁ“&) S OX gy <t
(p' >1).

- — — " d
‘Sla p=1¢q< 1‘ Definiamo Z D_k = b,,. La serie si scrive come
k

dy (dy d dy \ ! oo
Z_k<_1+_2++_k) :Z(bk_bk—1>bZ§/ 2ldr < 400

da cui la convergeza della serie.

‘Sla p=1-1<¢< O‘. La serie si scrive come

de (di | do dp \* g g
Z — |l =4+=+4+...+ =) = Z(bk — b—1)bj, > Z(bk —bg—1)bj_, >

da cui la convergeza della serie.

‘Sia p=14> O‘. Diverge a maggior ragione.

Sia 0 T o501 <« d "' D,-D 1 & 1
<p<l, q~> j ] —1
[Sia 0 < p q . § —‘73 = § . j I > B § (Dj — Dj_1) = By (D — Dg) per

Jj=1 Jj=1 J=1

cul

d d d dn \? 1 d _
Z—k<—1+—2+...+—) > 3" (D —Do)! > C1Y dpDiP=+o00
Dk—)-|—OO

non appena ¢ —p > —1 e quindi ¢ > 0.

Sia 0<p<1,4<0] py (1) abbiamo

k
d (di = do di \* di [ da Dy,
L e L Ly 1
2. oy (DlJ“DQJr +Dk) = Z.pp d1+§nDk_1

dy (dy Di\*? dy, ,
N % (o P > C _ 0 1
2.1y <d1+nD1) 2 2o sPs

da cui la divergenza.
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96.8.2 Sia
B, =

1_
Dp < P ~~p—1 =~
D, _1 p
k=n p>1 Dp —0(1)

Definendo Ay = 0 e prendendo ¢ > 1, abbiamo
Z AZ = Z(Bk — Bry1) A = ZBk(AZ — Al )+ Z(BkAZ—l — By A) =
k=1 k=1 k=1

Z Bp(Af — Af_)) + BiAg — Bpy1 A% = Bp(Al — A}_)) — Bp1 Al <
k=1 k=1

< ST BrAL - AL )= 0D} )AL - AL <
- k=1

Y S A ayd
SKY —Ap-aly) < KZ gy = kY A o
-1 Pk

x9 convessa

n _ qul 1
_x A4 1dk:1 ‘ [ d’;/qakll B
= /4 y— -
k=1 Dz a4 Dy "D,
qg—1

q - i

a—1 qg—1 a q 1
n Aq—lqu n dllg/qak a
=K Y= : { [T =
k=1 D, 1 LD D

da cui

Aqdk . dkaq
q k
IETRE
La convessita di 27 ¢ usata cosi 27 > y9 + qu_l(a: —y)dacui,sey >,y —29 < (y—x)qy? L.

1 n
Se ¢ = 1, una volta arrivati a KZ T (A — Al ) = KZ

k=1 "k

— ardy abbiamo concluso

Se p < 1 il risultato non ¢ necessariamente valido. Infatti ) dj/D% diverge e se ¢ > 0 A — 400
per cui la serie di sinistra nel testo diverge. D’altra parte con p = 1 e ar = 1/(Dy1n Dy), la
serie di destra converge.

97.8.2 Dy =0, Ay = 0.

k k Dy, 1-p 1-p
YT Sy ey =
:D j=1 D; D, 2P

<3

Poi usiamo Abel

d n
Z D’;Aq - Z(Bk — Bj_1)A? = ZBk AL — AL+ (BrAf,, — Bio1AY)
k=1

k=1 k=1
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che possiamo riscrivere come (By = 0)

ZBk(Ag—Ag+l)+B Al —B Aq+1+z BrAY,, — Br_1A}) = ZBk(AZ—AZH)JanA?L

k=1
+oo q +00 L aep a1 a—p q
B, AL <CD," ardy | =CDL™? apd! D, d,° D_ * <
<§ ZU )

+o0 1\ ¢ a—p\ 4 _ _u . %1(1
e (Sa(d) (o)) (St )
k=n

R > a=r a1
=CD; (Z agdkpg—p> (Z de;q_l>

k=n
= P _a=p T dx —1 »=t
> 00,7 =S o -pep <3 [ A [ i
k=n k=n Dy .’Eq 1 D,_1 a1 q—
p—1

—1Dj7) et -1 p=1
= T D = T oD

—1 5 -

per cui

Poi abbiamo

n—1 n—1
Z Bu(Al — AL,) <Y CD AL (A — Apa) = Y CDL P AL ady <
k=1 k=1

g—1

1
Aqdk e - dkaz e
<K .
{Z JEROET

Quindi abbiamo

g-1

1

- dk - Aqdk ! - dkaq ! = —
A <K — - k +C ald,D{~P

SR} (Eana) oo (Zae

98.8.2 1) F(x) ¢ monotona decrescente.

+oo
S o (Se) = Yo (S = Se-)f(81) <3Sk~ Si)FS) < [ Flads

e Viceversa supponiamo che Zakf(Sk) = Z(Sk — Sk—1)f(Sk) < +oo per qualsiasi serie
> ap = +oo positiva. Sia {t;} una successione crescente che tende a +oo. Possiamo sceglierla
in modo tale che t < S < tp+1 e f(Sk) > max{F(tx), F(tx+1)}/2

D (S = k1) f(S) = D _(Sk — t) F(Sk) + D (tk — Sk—1)f(Sk) =
> 37k — ) g F(0) + D00k — Spa) g Fltin) > 37 (S5 — 1) 5 Flt) + S (0 — Sy0) g Flt) >
> (Sk = Sk—1)F(ty) = /+°° F(z)dx
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il che e una contraddizione se I'integrale diverge.

2) F(x) & monotona crescente e Ry =, *. F(Ry) & monotona decrescente

Ri1 — Rk+1 T F(x)
ZakF(T’k Z RkRk+1 Rk < Z (Rk) < / 2 dzx

[

Cio richiama solo che al posto della serie convergente 1i si ha una serie divergente. Al
posto di 7, — 0 1i si ha S,, — +00 e al posto della funzione F'(z) crescente 1i si ha una funzione
decrescente.

Ry41 —
R2 Rk—i—l Z akF Tk—l—l
k+1

Non & possibile dare come condizione necessaria e sufficiente per la convergenza della serie
—+ o0
E apF( rk ) quella dell’integrale / f(z)dz. E possibile in ma a condizione ay limi-

tata o agy1/ax limitata. Scrivendo

S = gy - S e = ey S B T B p ) - P(RY)

Ri+1 RpRy41 Ri+1
.. 1 1 .. .
I’analoga condizione sarebbe R, 1 — R, = — =Foo < A che e implicata fa
Zk n+1 k k=n Tk
—+ o0
an/( ) ap)? <A
k=n-+1

99.8.2 Dal fatto che una serie > u, converge se e solo se la successione U, = Zuk e di

a
Cauchy, segue che per dimostrare la divergenza della serie Z —* basta far vedere che 3 ¢ >

k
Ne
& & & ag 4 S k41 Qi+ N,
Ot.C.VkHN>kt.C.SN€—Sk>€dOVGSN€: —~SNE_SI<:: +...+=—=
: ; Ry, Ryt Ri4n.

. S —(S—R Ry — R R
S Ghir . F ANk _ SNtk ( W) _ Be—Bneiw 0 BNtk - 4001 5

Ry 11 Ry, Ry, Ry,
qualsiasi numero pit piccolo di 1 ( 11141_1 R,, = 0 essendo la serie convergente).

n—-—+0oo
k2 = +oo 2
e Se prendiamo ap = e % allora converge. Infatti e~ / e v dr =
o S~

O(e_kz/k) per cui Z Wt _ o (Z ke_k> che chiaramente converge.

q q
ay Ry — Rk+1 5 Ry 41 5 Rk-i—l 1
'ZRH:Z R15 ZR(l_ ) Z5R<1_ ) ZS
k=p k k=p k=p
Rk 1) = S(Rg — Rg) < € se p,q sono abbastanza grandi. Per la maggiorazione si usa la

concavitd della funzione 2%, con 0 < § < 1.

e Diamo una serie convergente »  aj tale che Ry # 0, e Y ap/Rj pure converge. La di-
mostrazione proviene dalla soluzione inserita nella rivista di pubblicazione del problema. Detta

by, = ;— siha Ry = (1+bk_1)(1+bx_2)...(1+b1)Ry. Dalle ipotesi segue che Ry = Zak =5
k
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e quindi Ry — 0 per kK — +o00. Ne segue che i lirf (I14+bk—1)(1+bx—2)...(14+b1) =0 e quindi
—+00
(-)"

N

lim Zln 1+ b;) = —oo. Basta prendere di nuovo b, =

k—>+oo

k k
100.8.2 [I’affermazione ¢ falsa. Basta prendere a; = ) e by = In(1 + Q .Seai >0
p k \/E k ( \/E ) k

(anche solo definitivamente) allora sarebbe vera.

1 1 2 1 1 1
101.8.2 [p>1] iderino 1 ti <D o
Si considerino le seguenti maggiorazioni: o + T 2 , i + 5 + = 6 +
1 4 15 1 8 +o0 +oo
7—p < 1w ﬁ < 3 e via dicendo per cui ; z < ;2’“(1_”) e si ha convergenza per
p> 1.
P =1 osserviamo che ! + ! 2 ! = + ! + = + = > i1 e cosi via per cui (volendo
v —+->-== —+-t+=-—+=->=-== v
3717 A7 56 TT8TE 2 P
M 2 M
1 1 1 1 M+3
essere pignoli nei calcoli) si ha Z 5 + Z Z z > 1+ 3 + 3= + e quindi
k= N=12N41 N=1
divergenza.
1 1
p<l1 w > z e quindi si ha divergenza.
102.8.2 Bast he | | 1 LI S kT2
8. asta osservare che |a — a =-———<—=ce€ converge.
ke k k1= &2 &

103.8.2 Sia [ > 0. Dalla relazione | — e < b_ < I+ ¢ valida per k > k. segue by < (I — ¢)ay
k

e ar < (I + €)by da cui segue il risultato non appena ¢ < [. Se [ < 0 il risultato ¢ lo stesso
prendendo la successione —by.

104.8.2 Detto mk_>+002—k = [, che supponiamo essere positivo, dalla sua definizione segue
k
a
cheVe>03dk: k>k = [ < b—k < I+ ¢ e quindi se ) _ by converge allora converge pure
k

> ar mentre se Y ay, diverge, diverge pure > by.

Btk =2p E k=2p o
s b = y dalle quali si
k k=2p+1 k k=2p+1
. — ag . . ag
evince che llmk_>+oob— = 1, ma non esiste i hgl o
k —+o00 b
YR <j<(k+1)?

2.k (k+1)2<j< (k+2)?

e si prendano le successioni aj = {

e successioni monotone possono essere a; = b, = k?_4
J J

K< j< (k+1)2

b 1
105.8.2 Siaa > lesiab, =k P. =t = = 1—£E(k) dove E(k) — 1 per k — +oo.
by (1 + ) k
ap+1 « k41 bk+1 .. . L.
Se dunque =1- EE(k) allora < 3 con « > p > 1 e quindi, grazie al criterio
ag ag k
precedente, si ha convergenza.
Se viceversa a < 1 allora 2L — 1 — %E(k) >1-— Z—;E(k) con a < p < 1 e quindi divergenza.
ag
1 . apn k E+1—1 1 1k 1
P = —sih = = =1-——=1--——=1—--FE(k
S e T Tkl k+1 F+1 Ek+1 pk) e

quindi in questo caso, con a = 1, si ha divergenza.
In(1— 4) N In?(1 — )
Ink In® k

1 1
e Se invece ay41 = ——— allora Wbl _ (I1——)(1+2 )= I_EE(k)

k1n® k a k

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 112



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

e quindi stavolta, con o = 1, si ha convergenza.
n

Z H'I:::l(]‘ +Z(l/) An+41 _ O!(n+ 1) +1
=TI (L+iB)" an Bn+1)+1

si ha convergenza mentre se 0 < 8 < « si ha divergenza.
+oo k

e quindi, per il criterio del rapporto), se 8 > a > 0

o ZH(Q —e%). Se @ = In2 si ha a; = 0. e quindi la serie converge. Dbl _ 9 _ef =
ar
k= 12 1
1- k + O( k2) e quindi se a > 1 la serie converge mentre se o < 1 la serie diverge.
Iy k) an —b o
o1+ Z h=0 Z:i-’—k e+ Z + a (n™?) e quindi se b > a + 1 converge.
n
Iy _ k
Sia Upy1 = %, ug = 1. Per definizione uy,(a +n) = up41(b+n) e quindi (b —a —
h—o(b+ k)

Dtpt1 = up(a+n) —upti(a+1+n). Sommandodan =0an=msiha (b—a—1)(S,—uy) =

aug — (a + 1+ m)uy,41. Poiché u,+1 < u, e la serie converge segue che 11141_1 nu, = 0 (vedi
n—-—+00

. b—1
[rich-5l) ¢ quindi si ha (b—a—1)S = aug+ (b—a—1)ug e quindi la somma della serie & 5 N
—_— a —_—
+oo
Hn k e . . . . n ]'
° ;(n + 1)%(]22@”. Detto a,, il termine della serie si ha aaj = n:; Ziz =

1 1
1+ ﬁ(_b +a+1)+ O(ﬁ) e se b > a + 2 la serie converge; altrimenti diverge. Per trovare la
szo(a +k) _ IG_g(at+k) I _o(a+ k) 0=
_ob+k)  IIP_, (b+k) (b + k)

somma della serie scriviamo (n + 1) (a+n+1)—

Mt a+k) T (a+k) + X H” olat k) a? , .
= — Ch= k=00 T — = in base al risultato d .
szo(b T k‘) HZ:O(b-l- k‘) a < O (b-l— k‘) b —a—1 111 base al risultato dl prima
1745 (a + k) Cni1 _a+n—|—2

Sia ¢, = e quindi ¢,41(b—a—2) = (n+2+a)e, —ap1(n+

ne_ (b+k)’ e b+n+1
1424a). (b—a—2) Z cn = co(24a) —cmy1(m+3+a). Tenendo conto del fatto che > ¢,

n=0
= ala+1) R
converge e ¢, \, 0, segue (b—a—Q)ch:c()@—i-a) dove ¢g = ———=. Dunque ch:
n=0 ) b n=0
co(24+a) ala+1) ) . ala+1) a ab—a
= 1 Itato & dato d — = )
b—a—2 b_a_2 e T a1 (b—a—1)(b—a—2)

106.8.2 Prima dimostrazione. Dimostro che a,, ¢ limitata dall’alto e quindi la serie > 1/ay
diverge essendo monotona. asz = 7/4. Dimostro per induzione che asi, < 17/2—(17/2)/(2+n).
Scriviamo la relazione come a,, < M — P/n con n > 3 ed abbiamo

P 1 P P P P
Gn <M——-|——(M— )< M — “— <P
n? n—1 n+1 n—1 n+1

ap41 = Ap +

9 17 17 17
i < . = _ - _
da cui M < P per forza. Inoltre as 1 < 5 6 3

Seconda dimostrazione Usiamo il criterio di Raabe.

ak k-1
=1

= >1-— YE(k) = la serie diverge
Q41 ak+1k2 k ( )

107.8.2 Si ha aj = k—o0+%

) da cui il risultato
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108.8.2 Siha 5l —1 %1 -01))=1- 2E®K)
ag k k

109.8.2 Utilizziamo il teorema di Cesaro—Stolz.

pt1 — @
Teorema di Cesaro—Stolz Sia b, ,~ +oo. Allora se lim Al Tk

= r, si ha pure
k—+o00 bk:—H — bk ’

lim ak/bk =T.
k—+o00

In(1/ak4+1) — In(1/ag)

li =— 1l 1
koo In(k+ 1) — In(k) Gk n(ag/ar)
Se khrf [k(1 — agt1/ax)] = a € R allora ag4+1/ar — 1. Inoltre
—+00
a a a 1 /a 2 a 2
()] (52) -3 (5 (52
Q. QA QA 2 Q. QA
ossia
a a a k (a 2 a 2
JoIn =2t :kan bt —1)+1} = ( bt —1) ——( bt —1) —i—ko(( bt —1) )
ag ag ag 2 ag ag
e quindi

a
lim kln =L — lim & (a’““ - 1) = —a

k——+oo ag k——+4o0
da cui il risultato. Supponiamo ora a = +o00. Dividiamo i naturali in due gruppi. Nel gruppo A;
mettiamo quegli interi per cui axy1/ax < 1/e e nel secondo A, quegli interi per cui akxi1/ar >
1/e. Siccome a = +oo definitivamente deve essere agyi/ar < 1. Se 0 < x < 1/e abbiamo

In(1
1—z< n(l/z) da cui
e
—k
(1 —apsr/an)] € —In 25 ped, kP >k ke A
e ag ag
La successione 1/2,1/3,1/2,1/3,... ¢ tale per cui n(l — axi1/ar) non converge ma
In(1/ax)/Ink — 0.
. . 1 Ak4+1 1 1
110.8.2 S <1 d = . =1-=—4+-—)
la @ < 1 e s1 prenda ag, Kink  ap ( k+k(k+1))
In(1+ 1) In*(1+ 1) 1 1 1
(1— =1——(14+—)+0(-=). Cio vuol dire che per qualsiasi
Y lnzk—l-lnkln(l-i-%)) P PO perd
b k
successione positiva by > 0 per cui I;)H =1~ % + flE:S)’ s>1,cona<le|f(k) < Asiha
k
b
Tt < L quindi ) by, diverge.
ar bk
Se « > 1 si ricade nell’esercizio relativo a
111.8.2
ntDaney g (0F D@ —ane) @0y o0 g 1 ol 1y 1 1
na,, na,, n n n n
¢ N N
+ Da, N+1
n=1 Ny a1 n=1
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1 N

N N 1 1 N
I JJ(1+a)= E:— +0(5)~ >~ ~N = [[(+g.)~N
n=1 n=1

n
n=1 n=1

e quindi a,, ~ 1 da cui la divergenza della serie Y a,, e s, ~ na,. ‘Hardy invece dice na, ~ Inn
ma in tal caso si avrebbe s,, ~ (Inn)?/2 e non sarebbe vero che s,, ~ na,

an, 1 .. an,
1 — 1+0(=) allora definitivamente —** >
an, n an,

e per (Criterio di Raabe) la serie ) a,, diverge

Una seconda dimostrazione della divergenza. Se

L,/

1-—+
n

112.8.2 Z(l M n)" bisogna effettuare lo sviluppo asintotico di Ay
n ag

(—omk -1+ ) - ©
ag+1 =exp{—zInk —zln —)—
S F 2kt 1)

ar = exp{—xInk — —kln k—f—O(ﬁln k)}; e quindi

1ﬁw+)+0%ﬂn@}

Ak+1 1 x?
— —rIn(l + =) —
i e G T
1 1 1 1 1 1 1 1

k+1 k1

:132

o In?k—
2k 2k + 2

In? (1+k)+ﬁln k-l—O(ﬁln k)};

+O(k3).

- (1= = — ) = =
+1 AR e A A =
T

[\

a? a? In” k
In*(1+ k) = %(IHQk —In*(k+1)) + @ln (1+ k) + 220( 3 )=

2 ] 2
= (lnk ln(1+k))(lnk+ln(1+k)) - %m (1+ k) + 220( I;gk) _

l\.')
P?‘

1 2

In® k In® k
)——w%9(k2)

In® k&

Gk+1 4 2 3
ak = exp{ +l’0(k2> (z° 4+ x )O(

In3 k In® k&

e quindi si ottiene )} = exp{—— + (x + 2° +

3)O( ) =1~ E + O(—— 12 ). 1l risultato & che se x > 1 la serie converge e diverge se
0<z< 1
Gk41 a o 1
113.8.2 =2—¢F =1-— T + O(kQ) e quindi diverge anche per a = 1
ag

] -a i ] 1 . a | :a
114.8.2 z; (2) e”7 converge sempre. Infatti a:;l = j-—li—— ke_(”l) T =

kL oyt a-a+h) FLol 2: 4+ Dayyr o 1
=1+-=-+0(= ))J =(1+-= +O—2 1+ + =)")". La serie in
J J? J J
1
r converge e prendiamo: 1) N intero tale che < N < 1o’ 2) p > 1. Riscriviamo
N a/ JR—

k 2 k 2

o1 G541 n o _
quindi o, (1+ ; +0( 2 +Zr|j(1 o) <1+ +0( 2 +Zr|j(1 ar T

k X ¢
—(N+1)(1—a) > "
O(j )) I+~ j + O + Z ’I“'](l a)r + Z f,alj(l a)r—l—l O( ] )Z T!j(l—a)r +
. 1 1 1 1
O(j 1__a(1+o(j1_,a))JFO(EE) 1—5(k+Q7+0 ) + ]B>N
1 1
segue che, per qualsiasi o > 1, esiste jg tale che 7 > jo tale che 1 — 3 + O(_B >1 —( k +
J J J
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aj® + o(j )) +O0(— ) e quindi la serie converge per qualsiasi valore di k.
3P

e Se N < 0 la serie ovviamente non converge in quanto il termine generale non tende a zero.
‘N

+oo . .
J\.-N Qk+1 J+1 j 1 Ly '
' - =1--(N-k)+0 N
;(k)j ar  jH1—k(j+1)N+ 7 ) +O(j %) per j — +o0. Ne segue

che la serie converge per £k < N — 1 e diverge se k > N.

sin x

115.8.2 Usiamo 1 —z/2 <

e vera sempre. Quindi otteniamo

< 1. Per 0 < z < 2 la parte sinistra ¢ vera. La parte destra

n—1 . (2k—1)7 n—1 (2k+1)7r

Z S(k 1)73n k Z 2 k (k—|—1)7r -
k=1 COS? g cos? of n\k/p k=1 Sin” o7 n
1 . - 2 ((k+)m
_nz:lsm% (5x) ( n ) (2k+1)7r< 2n )2<2n>2
B P 7(2’“;;11)” sin? k”  sin? (k;)” 2n (k+ )7 km

2
. - o\ 2 (k+1)7w
sin ZaDr (42)? (L5707 1 _
(2k+1)7r SiIl2 k S 2 (k—l—l)Tr - -

1
(-4 el
2 2 2
k’ +1 km (k4+1)7
= )™ ) =1+ ) |1+—Gm ] <
in T dn 1—- 4n
o 2 (k+1)m (k+1)7 4
<1 14 —4n < |14 —4n
—<*ﬂ——> (*1—%)“(*1—%)

. . 1 kP . o . .
Ora osserviamo che lim — g — = 0 per ogni p > 0 e quindi alla fine rimaniamo solo con
n—+oo 1N 1 np

2k+1 on \?/2n\? X 2k+1 8 8 X1 1 8
li - = e - - -
n oo 1B Z <(k - 1)7r) (k’ﬂ') kz_:l (k+1)2k2 w3 x3 ; k2 (k+1)2 x3
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n 400
1
. 2 2
116.8.2 Sia A, = Zl/k — 72/6, H, ~ Inn, 2ﬁ = O(1/k)
N o N N N4
1+ Z k_Zk =1+ Z(Ak:Hk — Ap_1Hp—1) + ZAk:—1<Hk—1 — Hy) = AnHy — I;{:—l =
k=2 k=2 k=2 k=2
N “+oo N N “+o0
1 (w2 1 172 1 1
k=2 =k k=2 k=2 j=k
72 2 e 1X1 2 X1 X1Ix
G R e D = et D DD =T DD =
v6 . 6ok =k’ - 6 =k =k ok =k’
—0
+o0 ; +0 4o 400 +oo —tk +oo t
1 ) / 1 / tin(l —e™?)
-y - tdt = tdty " — - dt =
Sy [ et [y pt = [
k=1"" j=k k=1
:_/ lnxln(l—x)dx:_/l lnxln(l—x)dx+/l lnxln(l—x)dx:2/1 lnxln(l—az)dx:
0 (1-x) 0 1—x x 0 x
—+o0o
" Inx
:—22 / k= 1lna:da:——22 [ ] Z/ k:2/ Fldr = 2¢(3)
XM (a+k) an 1 1
117.8.2 La serie 1 + Z Ty ’“()(?H_ T8 diverge in quanto P 1-— - —i—O(ﬁ) e quindi

diverge

7_ (a+ klnk)

Ty b+ kInk) diverge per ogni valore di a,b > 0. Se a > b allora

118.8.2 La serie Z

b—
—1-

Ap—1 nlnn

L o(= )Zl—i—l—O(%)e

an > 1 e quindi diverge. Per b > a abbiamo 5
n

quindi diverge

119.8.2 1l criterio di D’Alembert per la convergenza ¢ lim @k+1 _ | < 1. Dobbiamo mostrare
Qg

: : . ap by _ c

che a patto di prendere una opportuna successione {bx } si ha 3 > o per un opportuno
Qk+1 k k

" . . Q41 by, . ) o
positivo ¢. E come dire < . Ora prendiam b = 1, ¢ > 1 ed abbiamo il risultato
ag ¢+ br41

(almeno asintoticamente). Non & difficile ora trovare altre due successioni valide per i criteri di
Raabe e Gauss.

120.8.2 ¢ ‘ ¢
A > pg1(14+ =) > apnpa(l ——11 -1

an —_c___¢c ___ —c _

ap > Tkl o > Qppkt1€ ™ AL T A > An+k+1€ = > apqk+1e ¢ 0<k<n
(T+5)-( )

2n—+1 2n+1
equindie>Zak>e Zan—e (n + 2)a,, da cui na,, — 0.

k=n

121.8.2 Dal fatto che > aj converge e dal fatto che {ax} ¢ monotona, segue che
Z2ka2kd:ef2bk converge. Dal fatto che {bx} & monotona segue che hm kbr = 0 e quindi

OO

khrf k2Fag. = hril In(2%)2%aqx = 0. Supponiamo che hI_{l kln(k )ak 7é 0 oppure che il limite
— 100 oo
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non esista. Vuol dire che esiste ¢ ed esiste una sottosuccessione k,, tale che k, In(k,)ax, > eo.
. . . € .
Sia j, tale che 2/» < k,, < 277" ¢ inoltre 2nq; (Ind) < ?0. Abbiamo

co < kpIn(kn)ay, < apin2’ THIn(205 1) = ay;, 2752(In(2%) + In 2)

) . . € . . .
e quindi €9 — @95, 2’* In4 < 2a4;, 2’ In(2’*) da cui ZO < @g5;, 27% In(27%). Chiaramente vi ¢ una
contraddizione.

e Si applica il secondo risultato di alla successione pyr. Dunque abbiamo la successione
bi, monotona decrescente con serie Y by, convergente, tale che ponnb, # 0 e costruita in base

. . def . . .
al risultato precedente. Definiamo b, =2"qgn per cui pan2™agn In2™ 4 0. Fino ad ora abbiamo
definito ayx. Definiamo ay = agn per 2” Lo k<om, ak e sempre decrescente cosi come 2ka2k.

Inoltre Zak = ZCLQk (28 — 2k—1 ZQkCLQk = Zbk < 400

122.8.2 Facciamo vedere Che Yap < 400 = > k(ap — ak+1) < +o00. Dlmostrlamo che

Ve>0dN.:p,q>N. = k(ar — agy1) < €. Basta scrivere k(ar — agy1) Apr1 —
+ + +

k=p k=p
qg—1

(g+1)ags1 +pa, = Z ar — (¢ +1)ag+1 + pa, < € grazie al risultato per cui se una serie non
k=p—1
negativa monotona Y aj converge, allora kay tende a zero (vedi ) e al fatto che la serie
converge.
e Facciamo vedere che > ap = +00 e na,, — 0 implicano > k(ar —agy1) = +00. Mostriamo che
q

Y k(ag —ak41) < +00 = > ap < +oo. Usiamo sempre Z k(ar —agy1) + (@+1)ag41 —pa, =
k=p

D akir (g4 1Dagrn = (g4 1)(agr1 — agi2) + -+ (@ + D(agen—1— agen) + (g + Dagpn <

qg+N-—1

Z jla;—aj41)+(g+1)agsn. Analogamente abbiamo pa, = p(ap —apt1)+. .. +p(aprn_1—
J=q+1

p+N—-1 q q qg+N-—1
Ap+N)+Papin < Z jlaj—ajt1)+payyn. Dunque Zak—l—l < Z k(ax—ags1)+ Z Jjlaj—
Jj=p k=p k=p Jj=q+1
p+N—-1

aj+1)+(g+1agen + Z jla; —ajt11) +papsn e se p,q, N sono grandi abbastanza la somma
Jj=p
dei cinque termini ¢ minore di €.
e Diamo ora una serie Y  aj convergente con ai > 0 ma tale che Y k(ar — ax11) non converge
1/k, k=p?

e chiaramente a; non ¢ monotona. Prendiamo aj = )
0 altrim.

e Diamo ora una serie divergente »  ax = 400 ma tale che Y k(ar — ax41) converge con ay > 0
1+1/K k=2p

ma aj, non monotona. Prendiamo aj = 3
1—-1/k®, k=2p—1
123.8.2 A partire dalle successioni {k_l} e {k_z} , costruiamo le due nuove successioni

111111 111111
=1,1, 5139’1’ 167 .eby=1,1, 1’579’ 3 1_6 ik .... Entrambe contengono la stessa

sottosuccessione divergente ma c; = min{ay, by} = k2.
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c ki <i3<k c;, ki<j<k
ock:k_Q,]ﬂ>1,kl+1:2kl.aj:{kl : j._l_H b':{] : j_.H_l

ci ki1 <J < ko ek, ki1 <J <k

kiy1

1

Chiaramente »_ ¢, converge, Z ai > Z Z kjc; > Z klk— = 400 e Y by la stessa cosa.

, 1

1 j=k l

e Se vogliamo ay, by strettamente decrescenti, basta modificare le precedenti nell’intervallo di
(0

indici in cui sono costanti. Ad esempio nellintervallo k; < j < kj41 prendiamo a; = cx, — £;

o _J

cone;’ = k_g(Ckl_'_l —cp)el<e<l.
!

124.8.2 Consideriamo ora una successione ¢ \, 0, tale che Y ¢x < +oo. Induttivamente
definiamo una successione crescente di interi {qi} tale che ¢4, qr+1 > € € gr+1 > 2qi per ogni

intero k e ¢ > 0 fissato. Ad esempio sia ¢ = 1, g2 = max {qu, L} , 3 = max {2q2, [L} .

[cq; ] Cqs]
i i ; s Cj <7 <qk
Definiamo poi le seguenti successioni: a; = / b =J=9 .+1
Cap i1 Qe+1 < J < Q42
¢j Ae+1 < J < Qg2
Si verifichi che S ay = 3" by = 400 e che min{a, by} = ¢i. Infatti

b _{ch W < J < Grt1
;=

qry2—1 qr+2—1 1
E : a; = E : Car1 = Caiia (Qrt2 = Gry1) 2 §ch+1q’f+2 > ¢/2
J=qr+1 J=AqK+1

definitivamente. In {by} succede la stessa cosa.

e Il problema risolto nella referenza 1) € un po diverso. Li si chiede di trovare due successioni

monotone positive {dx} e {d.} tali che > dy = > d;, = +oo ma > min{dg,d;} < +oo. Il

risolutore immagina di avere due successioni positive D,, > C), tali che C,, \, 0, D, \, 0 e
R(q)

> D, =+4occe ) C, < +oo. Quindi per ogni intero ¢ esiste un intero R(q) tale che Z D, >e.
n=gq
Definiamo allora la successione {n;} per induzione: n; = 1, ny ¢ tale che D,, < Cp() e via
dicendo Dy, , < CRg(n,)- Siccome
Onk“ < an“ < CR(nk)
segue che ni < R(ny) < ng41. Ora definiamo
{an} = Cn170n1+17 SRR CR(n1)7 Dn27Dn2+17 SRR DR(n2)7 Cnsa SRR CR(n3)7 Dn4: cee

{bn} = Dnlanl-i-lv .. '7DR(n1)7Cn27Cn2+17 .. -7CR(n2):Dn3: .. '7DR(n3)7Cn47 ce

R(q)
Chiaramente Zak = Zbk = 400 in quanto contengono i pezzi Z Dy > ¢ e d’altra parte
k=q

Zmin{ak,bk} < ch < +o00.

In relazione agli esercizi di questo guppo, ¢ interessante notare che se invece di ¢, = min{ay, by }
si prendesse dj, = max{ay, b} allora > dj divergerebbe (una volta date aj e by con le prece-
denti caratteristiche). Se invece sapessimo che ) aj converge e ) by converge allora > ci e
> dy convergerebbero entrambe. La ragione risiede nel seguente fatto: se > ap e > by con-
verge/diverge allora > (ay + by) converge/diverge e inoltre ay + by = ¢x + dj. Supponiamo che
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> ar e > b convergano; converge pure »  ci e quindi > dr = > (ax + br) — > ¢k converge
essendo la differenza di serie convergenti. Se viceversa divergono Y aj e > by allora diverge
pure »  dj. Nulla pero si puo dire della serie > ¢ = > (ax + bi) — >_ di, in quanto la differenza
di due serie divergenti puo divergere essa stessa oppure puo convergere.

125.8.2 Prendiamo N = 3 e le tre successioni a,(j), i = 1,2,3 le richiamiamo {a}, {b}, {d}.
Consideriamo ora una successione ¢ N\, 0, tale che > ¢ < +o00. Induttivamente definiamo una
successione crescente di interi {qx} tale che ¢y, qr41 > € € 2qx41 > g per ogni intero k e e > 0

fissato. Ad esempio sia ¢; = 1, go = max {2q1, ﬁ} , 3 = max {2q2, [f—]} .
q1 q2
Cqe e < J < Qry1 Cqe Gk < J < Qrt1 ¢ Qe < J < qk+1
aj =9 Copr k1 < J < Qr2 bj =96 G+1 <J <tz dj =19 Coy Q1 S J < Qg2
cj Qe+2 < J < Q43 Caure  Qht+2 < J < Qk+3 Canie  Qht2 < J < Qk+3
dk+1

Z min{aja bj} > Z Cqr = Cqu, (Qk—i-l —qr Tt 1) > Cqu’H-l/Q
dk

dk4-2

Zmin{aj7 dj} > Z Cqryr = Cqrpia (Qk+2 — Qk+1 + 1) > CQk+1Qk+2/2

dk+1

dk+3

Z min{ij dj} > Z Carra = Capqz (qk+3 — qrr2 +1) > CQk+2qk5+3/2

qr+2
Zmin{aj,bj,dj} = ch < 400

126.8.2 Se {dj} e {d],} sono monotone, anche ¢, = min{dy, d}.} lo ¢ ed essendo la serie > ¢

convergente, lim kcx = 0 da cui lim ngd,, = 0e lim mgd,, = 0 per due opportune
k—+o00 k—+o0o k——+o0 k

sottosuccessioni {ny} e {ms}. Quindi limkd;, = limkd, = 0 ossia lim(kdy)™' = lim(kd},)™! =
400

La monotonia di ¢g. ¢x+1 = min{dy41, d§€+1} e supponiamo che c41 = diy1. Se dj, < d). allora
dry1 < dp = cg. Se dj, < dy, allora dpy 1 < dj, < dj = c.

e Siccome d — 0 possiamo trovare una sottosuccessione {py} tale che d,, < 1/k*. Costruiamo
allora la successione {d} }

dll:dp17d/2:dp27"'7d;1—1_d dp, =1, ;1+1:d d

! _
T Pp1-177p1 Ppi+17 2 Ypa—1

d, =1,

Ppo—1

Chiaramente dpj < d; grazie alla decrescenza.

BIED BIAD SEERR
j j=1 n=1

Ne segue che per n =1,2,..., si ha

!/

d‘, ]?épn d j%pn
ORI EE MRS DARAGAED SEEE STIEE) SRS
dp, J=Dn dp, J = Pn

{d}} non & monotona. Se la vogliamo monotona possiamo operare nel seguente modo

A partire da {di} e {d}.} costruiamo due nuove successioni {a;} e {by} induttivamente nel
seguente modo. a; = dy, by = d}.
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1) Se dy < dj e d, < d) allora ay = ds e by = dj.

2) Se d2 > dy e d), < d) allora sia my il piu piccolo intero tale che da2/mo < dy. In tal modo
definiamo as = do/ma, ag = da/ma, e cosi via fino al termine a1 4,, = d2/ms. Inoltre definiamo
by = dy/ma, by = diy/ms, e cosi via fino al termine aqy,,, = d5/mo.

3) Se dy > dy e dy > d} allora sia ms il piu piccolo intero tale che dy/msy < di e sia m), il piu
piccolo intero tale che db/mf < df.

In tal caso definiamo prendiamo il pin grande fra mg e m)} che chiamiamo 7o e definiamo
ag = da/r2, az = da/ra, e cosi via fino al termine aj,, = do/r2. Inoltre definiamo by = d} /72,
bs = db/ra, e cosl via fino al termine a4, = dj/7o.

4) Se dy < dy e dy > d} allora sia m/), il piu piccolo intero tale che d/m/ < dj. In tal modo
definiamo by = d5/m5, az = dy/mj, e cosi via fino al termine b 4,y = dy/m5. Inoltre definiamo
az = dz/my, ag = dz/my, e cosi via fino al termine a; ,; = da/ms.

Chiaramente Y ax = > d = +oo e Y d}, = Y by = +o0.

Una volta formate le successioni monotone {a;} e {bx} formiamo ¢, = min{ay,bx} e per
costruzione ¢; < min{dy, d}.} per cui ) _ ¢} < +o0.
127.8.2

128.8.2 Se la serie convergesse allora sarebbe di Cauchy e quindi

q
Ve>0dk.: nm >k, = Zw<5.Dimostreremoche5|5>0:VpEIq>

m
k=p k
q q q
mEe — M1 mpe — Mk—1 mEe — Me—1 mp—1 . . N
ngize.gizgizl— e per ogni p sl puo
mg mg my my
k=p k=p k=p
mp—1

1
prendere g abbastanza grande in modo tale che < 5 da cui il risultato. Nel passaggio >
Mg
si ¢ usata la monotonia di my.

Una seconda dimostrazione. Bisogna osservare che si puo scrivere my = myg_1 + ap con ay

k
intero. Al passo successivo si ha mp = mg_o + ar_1 + ar e quindi my = E ar. La re-
i=1

400 400
. mg —Mg—1 . ag . . .. - .
lazione E — — - diventa E - Tramite il risultato dell’esercizio la serie

m
k=1 k k=1 22j=1 %k
+oo +oo
ag . . <. . .
E ———— converge se e solo se converge la serie E ag, il che € impossibile essendo gli ag
k=1 Zj:l Ok k=1

interi.
e Se gli my non sono tutti interi ancorché strettamente crescenti, bisogna distinguere i due casi:

1) lim mg =+oo, 2) lim my=10#0.
k—+o00 k—+o00

1) e lo stesso caso degli interi e quindi la serie diverge.
2) In tal caso la serie converge. Infatti la proprieta di Cauchy diventa

q q
mp — Mg—1 . mp — Mg—1 Mg — Mp_1
‘v’5>05|k5:p,q>k5:>27<51nquantoz < A P
mg mg mp
k=p k=p
se p e q sono sufficientemente grandi.
mg — Mg—1

Se supponiamo che Z converge, allora lim my = [ per un qualche [ perché se

mig k—+oco
fosse i lixf my = +oo allora la serie divergerebbe.
— 100
L 1 1 1 o
e Se p = 2 allora la serie diventa g (— — ) = — e quindi converge. Se p > 2, per
mE  Mei1 my
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confronto, la serie converge.
Sia 1 < p < 2. Essendo 0 < p — 1 < 1, usiamo la disuguaglianza 1 — 2?7~! > (p — 1)(1 — ),

1 my 1 my~ ! o L .
x > 0, per ottenere —(1 — ) < (1-— ) e quindi la serie si maggiora con
p—1 -1 p—1
my ME+1 p My,
1 1 1 .
— T — ) da cui la convergenza.
p—1 my~ mby
k k+1

e Sia my > 0 e limg_, oo mi = 0. Consideriamo la sottosuccessione {ny} tale che {m,, } sia
% Nk

. ) m
monotona decrescente. Facciamo vedere che la serie E non converge. Essendo

Mp,

N . .. . . Mp, My, —1 T
myg > 0 non puo convergere la serie originaria. Facciamo vedere che E —F+ "k - non e di
Mo,
I m m 1 o m My, —1
ne — Ming—1 ng — Mn,— . N
Cauchy. E b > E (mp, —my,—1) = ———=—. Prendiamo ora ¢ cosi
My, M, =, My

k=p q

grande che 2m,,, 1 < my, e quindi la proprieta di Cauchy non e verificata.
e Non esiste lim my. In tal caso la serie puo convergere oppure divergere. Si prenda infatti

k—+o00
: -1 k=2p : :
la successione my = e la serie non converge. Viceversa prendendo la seguente
1 k=2p+1
successione ]
2+sink+-—5 k=2p .
my = k la serie converge.

2+sink k=2p+1

129.8.2 Le serie divergono entrambe. Nel primo caso abbiamo

n n
a; — Giaq a; — Qi ap — a ar A1 1 ag 1 R
ZJZZJ I = - o= - > 2 > — se n e grande
o G Aji1 41 41 Qg1 2 ak41 2
abbastanza per cui diverge
n
a; —a; a a —a ar — a a a 1
oPerzjijﬂsihazj ]+1>Z ‘7+1: b nz—k—n—HZ§
a; a a a
s j = k k k
— Qg1
130.8.2 Se p < 0 allora Z — < Z ap — agy1) e converge essendo una serie tele-
a?
k+1

scopica e a — 0

Sep>1 abblamozw >ZM = 400 da
Tty k41

0 < p < 1 puo convergere o divergere a seconda della successione {ay}. Se ad esempio ar = 1/k
A — Qk+1

P ~ 7T
k+1 k

si ha la cui serie evidentemente converge ma se si prende la successione

—a
ap =27 a" , q > 1, la serie converge o diverge a seconda del valore di ¢. Infatti Z ML
ak+1

k k+1
Z <2q (pa=1) _ 9=a"" (1_p)> . La seconda serie converge mentre la prima converge o diverge a

seconda che sia pg < 1 oppure pqg > 1.

—a
° Z RUBLEE PN p < 1 la serie converge. Infatti dalla concavita della funzione 1/xP~1,

oP
abbiamo
1 1 1—0p ax — Qg1 1 1
TS 1t P (ak41 —ar) <= (1—p) oP S 501 T ped
A1 G k k aj, (g1 q

: . ar —a ar — a
da cui al convergenza. Se p > 1 si ha Z b k+1 > Z Gk — k41
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131.8.2 Usare la monotonia della funzione.

N

+oo
3 (an — anii)f Z e < [ fada

n=1 An 41
e quindi possiamo passare al limite N — +o0. Ugualmente scriviamo

N

+oo
S~ i) (1) Z Cfwn> [ fa

n=1 n+1

132.8.2 Cominciamo con 2). Sappiamo che

S — o) fan) < [ fa)de < (o= o) flansn) (0)

per cui se I'integrale diverge, diverge la serie di destra. Vogliamo far vedere che se l'integrale
converge, converge pure la serie di destra. E la stessa cosa dimostrare che se la serie di destra
diverge, allora diverge pure l'integrale. Facciamo vedere che sotto la condizione 2), se la serie di
destra diverge, diverge pure la serie di sinistra. Infatti

+o0 “+o0
too =Y (ar —app)f(arsr) = D (ap—1 —ap)f < Z Clar — aps1)f(ar) (1)
k=ko k=ko+1 da 2) k ko+1

con C costante positiva. Ne segue la divergenza delle serie di destra in (1) e quindi, da (0),
dell’integrale.

Le condizioni 1) e 3) sembrano essere sbagliate. Sia a = 1/Ink. a;' —a;', = Ink — In(k —

1) ~ 1/k da cui lim(a; ' — a;',) < +oo. Sia f(z) = 1/y/z, e quindi /f(a;)dx < 400 ma
0

Z(ak —ag+1)f(a Z { = 4o00. Quindi se l'integrale diverge, diverge pure la serie ma
viceversa ¢ falso. Inoltre limay Jai—1 > 0.

133.8.2 i) Si usa [£ich:-20] La condizione ¢ ar < dipAP* e come funzione f(z) prendiamo
f(x) = A" che ¢ integrabile a +oo.

. i Lo k+1/ k41
ii) La condizione si scrive come ﬁ <1-
ak/dk

ap /dp — _ — .. ai — . . -

n/ < e PPntl — gmpDnatpdn o o=PDutl o quindi a, < —d,e "P"HL e si applica
al/dl dl
con f(x) =e P~

134.8.2 i) aj, > ¢ AT che riscriviamo come ay, > E AV Br od applichiamo [rich.26] g, — ]?k,
arp—1—0ak = Rk—l_Rk = Ek, f(:l)) = )\1/36 Ne segue de > Z 6k)\1/Rk = Z(Rk_l—ﬁ{k))\l/Rk’

e siccome /f(x)dx = +o00, anche la serie diverge.

pdj, < e P4 essendo 0 < pdj, < 1. Ne segue

.. a _ — — —“1_p-! .
ii) La disuguaglianza diventa Ch Gkt < 1-pR' - R < e PR —Ro1) da cui
Ak Gk—1

c c 1 a 1 1 .
s < A e—p(Ry =Ry R e quindi ap > —lckeP(Rk —R7) | Essendo ¢, = Rrp_1 — Ri si ha
ag ai C1

a —1 - . : . : .
ar > —e PR (R — Rk)eka da cui la divergenza di Y_ ay grazie a (f(x) = eP/®)

C1
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1 1 d —d
135.8.2 Siac, = — — . La serie chiaramente converge. D’altra parte cpdi = Tkl 7Tk
dk dk+1 dk—|—1

d —d d
e diverge essendo Z Zhtl T Pk > P
k=p

1
a dor =2 (usando la monotonia di dg).

1 Apy1 — A
136.8.2 Sia A, = — per cui A, * +oo. Sia dj, = Tkl 7 Tk
e A A 1 1 A
tonia) ma dra i L — - converge. Non ¢ detto che {dy} sia
) ma » dpay =y ——— ArAr Z(Ak Ak:-|—1) g {dk}
monotona. Come si vede la monotonia di {ay} ¢ essenziale.

> dy diverge (per la mono-

Un’altra soluzione dove {dy} & monotona. Sia vy = min{j: a; < 27*}. Definiamo d; =

Vi1
per vy < j < Vg41. Dalla monotonia di a; segue che d; > djq e

q Vi1 ko y V
SUED SIS > 2
14 14
Jj=p k=kq j=vi+1 k"'l k=k1 k+1
PV Svgp11549 PSvEpSvgp11549
1 k2 Vi, 41 Vi
1+1 7 Vko
> > (Vkp1 — ) = ——
Vi +1 —ry Vi +1

P<vEp<vEpi1=4q

dove ki e ko sono rispettivamente il pit grande ed il piu piccolo fra i k che soddisfano p < v <
Vi+1 < q. La successione a;d; ¢ monotona decrescente e

q V41 ko V41
E ajdj = E E ajd < E E 2- k
; Vk—|—1
J=p k=k1 Jj=vi+1 k=ky Jj=vi+1
P<vE<Svp41=4g PSvE<Svp41=49
ko y y ko
g VE+1 — Vg _
< > gk IRl TR < > 27k < ¢
k=kq Vi+1 k=kq
P<vEp<vp41=49 P<vEp<vp41=49
Anche qui la monotonia di {ax} ¢ essenziale.
. ) . .. 1 1
137.8.2 Per a < 1 la serie converge. Infatti da un certo n in poi si ha <

pitmmr — n(lnn)?
. l—a
ossia eZln(lnn) < e(lnn) )

. (& . . . .
Per a =1 si ha a,, = — da cui la divergenza. Per a >1si ha lim na, = 1.
n n—-+4oo

138 8.2 Applichiamo il criterio di Abel. Con un minimo di trigonometria si ottiene

Z (k9) Z (2 ik 11—et)d 11— emint)d eis(n=1) sin ”—219
sin( —e _ = ‘ L ‘ _ B
im0 2 20 1-e? 2 1-e 2 sinY
—iZ2(n+1) sin ny sin nd Y 9
- 22' : 129 = 129 sin (n—; ) e quindi |Zsin(k19)| < |(sin 5)_1| e quindi la conver-
7 sin 5 s 5 —

1
genza. Peraltro si ha lo stesso risultato se al posto di 7 Sl avesse una successione che tende a

zero piu lentamente.

“+o0 . +oo . 9 “+o0
1- 2
139.8.2 Basta osservare che Z \M > Z sin”(k0) _ Z 1= cos2(kd) e la seconda

k=1 k k=1 k k=1

serie converge grazie al precedente esercizio (vedi )
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140.8.2 Come prima cosa dimostriamo che a(z) N\, 0 per ogni 0 < z < 7. Basta osservare che

0 < sinz < z non appena 0 < z < m. Dunque ay(z) & una successione strettamente decrescente

limitata inferiormente da zero e quindi convergente ad un numero £. Bisogna mostrare che £ = 0.

Per questo osserviamo che £ = lim ag(z) = lim sinag_q(x) =sin( lim ax_1(z)) =siné e
k—+oo k——+o0 k——+oo

questo ¢ possibile solo se & = 0.

Sa(x) converge essendo una serie di Leibnitz.

-
Si(z). Dimostriamo per induzione che per n > 1 si ha a,(z) > —, 0 < r < 1 e r dipendente

1
da x. Sia infatti sin(z) = r. Al secondo passo si ha sin(sin(z)) = sinr > r — 67*3 > g per ogni

. . . ro 173 r
0 < r < 1. Al passo n + l-esimo abbiamo a,+1(x) = sina,(x) > smg > e > -l

anche qui per ogni 0 < r < 1.

3 C 3
Per ogni C' > 31 (dipendente da z) si ha \/j — — <ay(zx) < \/7 per ogni n > 1. Dal criterio

del confronto segue che Si(x) dlverge La dlmostrazmne procede per induzione. Supponiamo

3
che per 1 < k <n si ha \/; — — < ag(x \/7 \/i — — < 0 per qualche k si sostituisce

0.)

an+1(x) = sina,(x) > sin( \/j - — \/j - — — = \/j —)e vogliamo che tale quantita
sia maggiore o uguale a 4/ ossm\/j—————l( §—9)3> ¢
88 & n—i—l n—|—1 n n-+1 n 6 n n “n+1

3 3 _ V3 . V3 1 133

n onii > 5,3/2 Per cul la disuguaglianza da dimostrare segue da S 2 G +
9C  C*  3V3C? c C C,1 C* 3V3C
6n2 6%3 n5/2 —ﬁzz_n 1GQUIndlﬁ(i‘l‘%—W)>O.Pern:180231

la disuguaglianza ¢ vera.

ap+1(z) = sina,(z) < sin \/7 \/7

vk (-)!
—— k # 0. La serie Z

_\k
o . !
—————— non ¢ una serie di Leibnitz. La somma
VE = (-)F ax — 1
71 ¢ pari a (_)k + (_)kH = (—)k Frl-vh+ (_)k i (_)k+2 =
arer— 1 VE—(D)F  VEFT ()M (VE+ (O VEFT+ ()

Ve(y/ —
2+ ()" (VE+ \/E) > 2 per una opportuna costante c se k e sufficientemente

(Vk + (=)D (VE+ 1+ (=)k) ~ c(k+1)

grande. Da tale relazione segue la non convergenza (basta scrivere
i=k

¢ una serie di Leibnitz e

141.8.2 Si puo prendere aj =

quindi converge. La serie Z +

1
aj—l

).

Puo essere utile capire come nasce I'idea di prendere la successione ap = . Se una delle due

(—)F
serie deve convergere, diciamo E ,allora lim — =0ossia lim |ag| = +00. Supponiamo
k—4o00 ap k—+o0o
. : 1 L ag -
che lim ap = +o00. Ne Segulrebbe = — e quindi 0 < < — da un certo
k—4o0 ap — 1 ap ap — ap — 1 ag
k in poi e quindi la convergenza grazie al criterio del confronto. Se viceversa ai non ha segno

definito, la precedente maggiorazione non vale. Come serie non avente segno definito si sarebbe
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1 1
ma rifacendo i precedenti calcoli si otterrebbe | + | =
ap — 1 Al+1 — 1

potuta prendere ap =

kW—%ﬂ
k(k+1)  — 2k3/2

142.8.2 Supponiamo aj > 0. Poiché ap — 0 segue che Ve > 0 3 ko, ne:V g > k. =
q+ne
Z aj < €. Supponiamo per ora che sono finiti sia [ che L. Supponiamo ora che {5, } # [I, L].
k=q
Cio implica che esiste un intervallo aperto (a,b) C [l, L] tale che (a, b) ﬂ{S } = 0. Sia ny tale che
ni+Nn. N—-1ni1+(j+1)n.
ny > ke e Sy, € (—o0,l). La successione TN—Zak—i— Z ak—Zak—i—Z Z a,
k=n1 j=0 k= nl‘i’]”s
N € N, procede a "salti” di lunghezza al massimo € e quindi se € < b — a la successione entra

prima o poi nell'intervallo (a,b). Se | = —o0 oppure L = +c¢ il discorso ¢ lo stesso.

K
(—)F
(=)

e quindi convergenza.

Se ap non ha segno definito, certamente esiste ap, = mkin ar e definiamo la successione b, =
ay — ay, > 0 e ripetiamo il discorso di prima.

11 testo dell’esercizio del libro [MGLP] prevede che a, 1 —a, — 0. In tal caso definiamo b; = aq,
by = az —ay, b3 = az — az, byy10n41 — ap. S1 = a1, So = by + by = az, S3 = by + bz + b3 = as,
e via dicendo 5,, = b,, e riapplichiamo il risultato di prima.

143.8.2 Se la successione S,, diverge non ha punti limite. Se converge ne ha uno solo e quindi
I’'unico caso da studiare e quello in cui la successione e indeterminata. In tal caso, se £ € un
punto limite della successione si ha [ < ¢ < L dove [ e L sono stati definiti in [Fich.18] Sia
quindi &, una successione di punti limite che converge a £. Poiche a,, — 0, segue che anche ¢ &
un punto limite.

Ne

144.8.2 Dimostriamo che 3¢ >0: VEk I n. > k: Z 9 > ¢, Dalla non decrescenza di By,

a 1 Zaj _ Angj\}Ak—l _ Af‘}ng fj\;—l'

segue che M} € non decrescente e quindi g —
i=k i=k
Se esiste una sottosuccessione j; tale che M;, = A;, il risultato ¢ dimostrato in quanto come n.

CApr 1_Ak—1 < I_Ak—l 1
M,. M, M,  — An. — 2

Se non esiste nessuna sottosuccessione j; tale che M;, = Aj, allora vuol dire che definitivamente

kZ]C\} ZBkn—>+oo+OO

145.8.2 Chiaramente a;, < Ay per cui ar/(Akgr) — 0 e quindi esiste una sottosuccessione

{A} C N tale che Z
keA kGk

costante. Se non volessimo f,, necessariamente monotona, potremmo prendere la successione

ar keA,
fr =

AZgy,  altrimenti

g T %y 4

keAr<n F kgAk<n AR

prendiamo gli elementi della sottosuccessione e quindi

< 400. Supponiamo g > 1, altrimenti dovremmo introdurre una

ag
ZRST
D’altra parte

Z maX{Ak9k7 fr} Z Akgk Z A2 192;4

kgA

+ZA2

Argr T
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146.8.2 Scrivendo lo sviluppo decimale di ogni intero, fra (10)* e (10)**!, la serie in questione
si maggiora con

8 8 8 8 8 8

1 1 1 1 1 1 9-8 9.9.8

- - N — .. <8
Dt Rl A R T e G B G h S8 T T T e
ko=1 ko=0 "~ ki=1 ko=0 =~ ki=0 ko=1

“+o0

9.9.9.8 B 9,

0 8Z(E) :

147.8.2 Sia N, = {k: 275! < d;, < 2%} e sia g, il piu grande intero che sta in Nj. Sia
27" j=q keN

k
D, = Zdi’ 0 > 0, e si definisca cjdéf d; .
D1_|_5 J % qk
J

E chiaro che 3" ¢ < +00 e inoltre Cqn > dg,- Se si prendesse ¢, = k™2 si avrebbe lim ¢y /d), =
+00

e Una seconda dimostrazione ¢ presa da [K] pag.300. Sia ¢}, una successione positiva convergente
data. Essendo dj — 0, definiamo ricorsivamente una successione di indici {nx} nel seguente
modo: sia {my} una successione di interi strettamente crescente. Sia n; tale che d,,, < qi¢},
dny < G2y, dny < q3Cy,, € cosi via. Ora definiamo una nuova successione {cy} ottenuta
da {c,} scambiando di posto ¢}, con ¢, e per tutti gli altri indici si ha ¢; = ¢}. Essendo

Cn,

1
> — e se qp — 0 otteniamo

le serie assolutamente convergenti, > ¢, = Y ¢ e inoltre
ng gk

lime,, /d,, = +o00
e E possibile trovare ¢; monotona con di monotona?
e E possibile trovare ¢; monotona con di non monotona ? Chiaramente si se si riesce a risolvere

il precedente.

Se dj, € monotona in generale non & possibile. Infatti se ¢ (0 e > ¢ < 400 allora ne, — 0 e
quindi, dovendo essere ¢ > dj per infiniti &, si avrebbe k, di, — 0 e cio non e in generale vero.
A questo punto ci si pone la domanda:

Se & data nd, — 0 e > dr = 400, & possibile trovare una successione monotona convergente
ck \(0 e > ¢ < +oo, tale che ¢, > d,, per infiniti n?

e Un esempio con ¢ chiaramente monotona e

1 1
dp= —— Yk —
"7 klog, k vE, ok (n + 1)22(n+1)2”

o < k<2’ e N

al variare di n. Come ¢ evidente dynt1)? = Comin2 € Cp < dy altrimenti. D’altro canto

5(n+1)2
1
ch - Z Z 22(n+1)2 Z (n+1)2 <+
n k= 2n _|_1 n

In questo caso limey /dj, = 1.

In generale sia gn,d,, — 0 e sia g,d,, < 1/n? per cui d,, < 1/(n’gq,). Sia ¢, = dg, ., per
Gn +1 < k < @py1. Chiaramente ¢ < dj ed inoltre

dn+1 dn+1 qn+1
g d < < —1
et n+1q+1 n?
n k=q,+1 n k=q,+1 n k=q,+1 n

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 127



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

—c
e Nel prossimo esempio abbiamo lim—~ = +o00. Come prima d, = . Sia ¢, = 2”2,

k nlogsn
gni1 = 20+’ ( + V7)), Gng = 20007 g5 = 20097 (1 4 [/n + 2)), e via dicendo. Inoltre

sia ¢, =

T 1)22(n+1)2 per ¢, < k < gn41. Come prima abbiamo

dn+1
dn+1 —
ch _Zkz n+ 22(n+1)2 KZ (n+1)22(”+1)2 <KZ n+1 < 400.
n dn
1
S —
Inoltre per k = ¢u11(1 + [v/n]) si ha ccl_k — (n+1)212( +b _
F RO g, log, (207 1,)
20D (1 4 [/]) log, (2017 (1 + [V/))
N 27 (1 + 1)2 ST + 0

I I
148.8.2 Dimostriamo che f limitata implica Y d;, = 4o00. Dire f limitata vuol dire k <

Iy < Ak e quindi k < I < [A]k da cui dx > dg,, > djaj. Dimostriamo ora che ) dpaj;, diverge.
Costruiamo la somma

k/
> diag; = diag + diagern) + diayese) + -+ dpag >
j=k
- diak + diape+1 + diages2 + - -+ diayrr)—1
> +
[A]

d +d +d +...+d _

L+ 4w+ + e+ A o A1
[A]

d +d +d F...+d ] R

L G4+ da (A F dap—appa + o Hdaw 1 S 4>
[A] [A] ST

prendendo £’ sufficientemente grande, essendo ) dj, divergente.
e Viceversa supponiamo [ /k illimitata. Vuol dire che esiste una sottosuccessione {ny} tale che

lim £ = +00 e scegliamo gli ny in modo che i) ng > k2, ii) I, ,, > I, + N1 — 1.
k—4o00 T

La successione e certamente non crescente

: : 1 ,
Definiamo la successione d; = 72 per I, <j<lIn,,-

e inoltre

I S M D N N B P

ngp <J<Inj 4 k' np<j<ng4:

in quanto

q
— 1
ZM > = (ng41 — np) > 1/2
_ ng Ng
k=p

1
D’altro canto denk = Z 2 < 400
k k

149.8.2 Si prenda a, = lc—kk dove ¢, = 1 se k = 3p, oppure k = 3p + 1, mentre ¢, = —2
n

se k = 3p + 2. Facciamo vedere che la serie Y aj converge. L’osservazione da fare & che
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1 1 2 3

— + R — (k2 = ReT + O(kQ) Per dimostrare che la serie converge usiamo
k/
la proprieta di Cauchy ossia Ve > 0 3 n.: k&' >n. = |Zak\ < &. Supponiamo che k
j=k
k/
e della forma k£ = 3p dimodoché Zak puo essere una delle tre possibilitd a seconda che k'
j=k
ul o 1 2
i ia3p —1,3p 3 +1; 1 = 2
X p/—l k' p/—l
1 1 2 1 1 1
= — 3 =
j;a’“ ;(ln&y W@ G2 G );a’“ ;(mgjﬂ (Bj+1)
% p/—l
2 1 1 1 1
. Nel pri bbi = _
(3 © 2))—|— (3 + 3y 1 1) el primo caso abbiamo \j;kak\ ;<ln3j + ETESY
2 )<p§( 5 +0(1)> liamo che tale quantita sia minore di i
— —)) e vogliamo che tale quantita sia minore di € per ogni
In(3j +2)" = & jn?; 2 & d per ogni p
1
grande abbastanza. Innanzitutto prendiamo p > p; in modo tale che O(j72) < e Poi
Jin-g
Pl 3 3 3 4 :
stimiamo dx = — < < € e quindi p > e< da cui
Z ]ln j /p rzln®z Inp In(p’—1) " Inp d b

p > max{pl,es } :p6 e quindi n. = 3p.. Il secondo e terzo caso si trattano allo stesso modo
tenendo conto delle piccole ovvie modifiche dovute alla presenza rispettivamente di uno e due
addendi.

e Dimostriamo ora che Z sgn(ay)|ar|® diverge per ogni a # 1 positivo. L’osservazione chiave
1 1 2 o 1 ay, 1 @ 1+a —3/2 .

* o T (ln(k+2)> = g (2 20 o (2 1) O() dacuila
divergenza non appena a # 1.

Nell f itata si de il t i 1 L L + L L
° referenza ci i prende i n mpi — — — —
ella referenza citata si prende il seguente esempio 5 9m2 o2 T @3 3me3
1 n 1 1 1 n n 1 1 1 n Anch . .
— — — — .... Anche qui raggruppiamo
2In“3 In“4 2In“4 2In%4 In“n 2In“n 2In%*n 4 EETUPP

1—2l-e
(Inn)e
150.8.2 Qualunque sia x > 0 esiste un valore intero k(z) tale che Ing(z) > 1 per k < k(x)

1
e Ing(x) < 1 per k > k(z). Ad esempio per 1 < z < e si ha k(x) = 1 e quindi P(z) = - Se
1
zIn(z) In(In(x))’

+o00 d
xr
una successione monotona €S8sa converge o dlverge con llntegrale /

’ )

in gruppi di tre e ciascun gruppo € pari a per cui si ha divergenza ogni volta che a # 1.

e<zx<e = Px)= et <z <e’ = Px)=

1
ZIn(@) Essendo {P(n)}

Che l'integrale

e d ed e

diverge lo si vede osservando che: / T / @ 1, / =1,
1 P(fL’) 1 T .’L'h’l

/ o e / ) du 1. La divergenza della serie ¢ chiara

_— = = 1. Vv Z 1 .
« P /). zh@) (nl)) 8
1)2
151.8.2 Z () g, L _ a il cui limite ¢ zero per ogni x e quindi la serie

)l Tan T 22k + 1)
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converge.
1)... -1 —1
.Zm(m—i— )...(m+n )‘akH:m—i—n:l_i_m
~ n! ak n+1 n+1
se e solo se m < 0. Notare che il criterio della radice non consente di decidere la convergenza o

divergenza.

1
+O(—;) e quindi la serie converge
n

b
° Z n=e . Se a > 1 la serie converge perché definitivamente si ha a4+ — >a’ >1.Sea < 1 la
n

b
serie diverge perché definitivamente si avrebbe a + — <a’ < 1. Se a = 1 e b < 0 la serie diverge
n

A1 1 1
- _1__+O( 3/2>

e quindi diverge grazie al criterio di Gauss. Un altra procedura consiste nell’usare il criterio

. . . 1 .\
di condensazione dopo avere verificato che n'T# decresce a zero per n — +oo. Cid segue da

1 (141 (141 1 1 Inz . o
(1) = (emUta)ney — (o=(4g)nay = — + —5) < 0 definitivamente. Quindi il
x x

criterio di condensazione ci dice che la serie in quesstione converge se e solo se converge la serie

22’“ . <k1+ ‘k 2k> = 22_2L’c che chiaramente diverge.

perché n~lw <n ' Sea=1eb >0 bisogna studiare il rapporto

nf 1 1 C 2 ¢<0
= < q d C — ' . dl . )
° Z (n+1)p+q (n+1>p (1+%)q > (n-i—l)p ove Cg {1 qu Qum 1 la serie con
-1 nd 1(1 p+q+0(1)) 1+O( 1 ) > definiti .
Verse ¢ “n+1)pte - —)) == ———) > —— definitivamente
g p (’)’L + ]_)p—l—q np n 7’L2 np np+1 Inp

e quindi la serie diverge se p < 1.
o Z(ln n) "< Z 27" definitivamente e quindi converge.

. Z(lnn)_lnn = Ze_lnn'ln(m”)) = Zn_ln(ln”)) < Zn‘Q definitivamente e quindi con-
verge.

. Z(ln(lnn Z p~ In(n(inn)) < Z n- deﬁnitivamente e quindi converge.
" n 1 1 1 o L e
3 Z eZn!' aazl = g(l + n> =1- o + O( 5) e quindi la serie diverge per il criterio di
Raabe. . . . . 5
n" ap+1 " ( )

. Loy Ly Lo 1— =1->+40
.Ze”(n—l—l)! an e( +n> ( n+2> 2n+ (n2) ( n+2> 2n+ ( 7)
e quindi converge per il criterio di Raabe.

"l a1 1.1 1 1 1 1 3
VAl 2y 2yn :(1—— 0—)1—— O(—)=1--2+10
.Ze”n! an, e(< +n) 1—1—% 2n+ (n2) ( n+ (n2)) 2n+ ( )
e quindi converge per il criterio di Raabe.
n In(1 1 1 In(1
° Z(lnn)_ln(lnn). Detto a,, = (lnn)—ln(lnn) si ha aa_:l =1 2%% O(ﬁ nl(nnnTL)) e
3 In(1 1
qu1nd1 L>1- @ + M per, ad esempio, « =1, s = —, f(n) = n(inn) —. Per il criterio
an n ns 2 Inn n3

di Gauss la serie diverge.
1
Un metodo piu rapido consiste nell’osservare Inn)~mnn) — e~(nlnn)* — in
pit Sy = 3t 2 5
quanto In(Inn)? < Inn per n sufficientemente grande.

e Non ¢ detto che la serie Z n1=f (”), diverga. Se f(n) tende a zero non troppo velocemente

allora la serie puo convergere. Se prendiamo f(n) = n~! allora la serie diverge come mostrato

prima. Scriviamo ora n~(=f(") 7 ¢ prendiamo f(n) = 1—n(Inn)" . Ne segue che n =t =f (") =
1

n(lnn)"

152.8.2 Y 1/Inn!. Essendo n! < n™ abbiamo > 1/Ilnn! > > 1/(nlnn) che diverge e quindi
diverge anche la serie del problema.

. Se 0 < r <1 la serie diverge e converge se r > 1.
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TTMS

L 1 1 1 Zk 1
H 3 EIE Prima dimostrazione. Abbiamo 3-32 - 33 ...3% = 344i=17 =

mp-
wh—-
IS
==

40 n
ginktrte) da cui Z H3_lnk+7+o(1). Sia ko cosi grande che 7 + o(l) > ~/2 per cui

n=1k=1
+oo ko ko+1
Z(H 3—1nk—|—7—|—o(1)) . ( H 3—1nk—|—'y/2> _ (H 3—1nk—|—'y—|—o(1)> Z( H 3—1nk—|—'y/2>
n=1 k=1 =ko+1 n=1 k=ko+1
per la convergenza possiamo tralasciare il primo prodotto. Sia poi ko grande abbastanza per
+o0 n
cui —Ilnk +7/2 < ¢lnk con ¢ > 1/In3 con k > ky. Spezziamo Z( H 3_1nk+“¥/2> =
n=1 k:k0+1

no n —+o0o n —+o00 n
Z( H 3_1“k+7/2) + Z ( H 3_1“k+7/2) ed abbiamo Z ( H 3_1nk+7/2> <
n=1 k=ko+1 n=no+1 k=ko+1 n=ng+1 k=ko+1

+o0 “+o0 1

—clnn __

Z 3 o Z kcln?) < oo

n=ng+1 n=ng+1
n
- 1
Seconda dimostrazione. Utilizziamo scrivendo a,, = H —— — e quindi
3-32-33-32---3%
In3 In3 -

n — n Ca .
Intl _g-1/n 1 22 +0(1/ H=1- —E( ) dove E(n) =1—0(1/n) da cui il risultato.
Gnp
Terza dimostrazione Usando Stirling n! ~ e™™?~" gi ha il risultato.
153.8.2 Z(l — —) . La serie diverge in quanto, asintoticamente ¢ pari a e" In(1-52) —

n
_lnn 2 n 1 n2n 1 . .
e"( K +O(1n2 )) = — 0T > 5, pern grande abbastanza da cui la divergenza.
n n
(_)nn3/4
. Z(_)n<1 — %%) . La serie diverge lo stesso a causa del contributo del
. . o . . 1 Inn )"
secondo ordine nello sviluppo asintotico della serie. Infatti (1 — —7) =
8 (=) n3/4
( )n"3/4 ) 5
n(1-d ) _ 3/41n(1—g( o) |t (—d s b s oy )
1 <—<38h§2+00§£ ) (=) In’n In®n L . .
= i/5€ 2 3 n1/8 ~ 1238 /e +O(n13/8). Moltiplicando per (—)™ otteni-
—)" 1 In“n In"n

amo (=) +0O( ). La serie > (—)"n'/® converge per Leibnitz, la seconda diverge

nl/8 128 n7/8 nl3/8
e la terza converge assolutamente da cui il risultato.

154.8.2 Bisogna usare la formula di Stirling della funzione I': T'(x + 1) = 2”e™"V2mx(1 +
O(z™1)) per z — 4o00. Sappiamo che T'(n 4+ 1) = n! e quindi la convergenza.

155.8.2

X sink X etk i i , sin 1
o k: =Im Z? = —Im (Ln(1 — ¢')) = —Im ( In[1 — ¢'|) — i arctan ————

1—cosl

ossia
sin 1 sin 1 cos(1/2) sin(1/2)
arctan —— = arctan ——~—— = arctan —————~ = arctan ———~ =

1—cosl 2sin?(1/2) sin(1/2) 2 cos(1/2) 2

f cos k
k=1

N —

sin 1

=-R In|l —€°|) —iarct
m((n| e'l) jarctan -— ——

. 1
) =—In|l—¢€'| :—ln2—lnsin§
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too 72 +00 92k +00 924k
smk cos( e e
Yy ey (Y ) (2 k)
+oo Q2ik / dt/ du i"em o)t / dt/ 2’tu / dy/ _
ul— 622 1 — erl
d eldx Ln(1 — ye?! " In(1 — . :
/ y/ 1 21 — / dy ( y ) — _/ ( y) — L12( 21,)
—xe Y
g2k Yt 1 du X bt —2%
u Z —2ik (1, )k v
/ dy/ Qde / dy /y e 21d33 / Ln(l—ye 24y
_ dy —
1—ze 2 1—xe™ 0 y

Y i T B
a /0 y Lia(e™)

Quindi abbiamo ottenuto

2 1
o - L L —21
L (Lin(e?) + Lin(e))
2 Ln(— 2
Sappiamo che Liy(z7 1) 4 Liy(2) = _% ! n(2 z)) e quindi
I ; 2 72 1 m—1
n n “(Ln(— 2i\\2 o (s —9 2 _
12 Tag TR = g g Rl 2=
= cosk 72 (IR ek RetR\ g2 Lin(e21) +-Lin(e~20)) — 72— 37 +3
Tl 24—1@ + ZW _§+Z( ig(e™)+Liz(e ))—?
k=1 k=1 =
+oo . :
k : — 2
Z sin(kz) = —Im (Ln(1 — ¢'*)) = —arctan TOF_ aretan M
—~ k — COS T sin(z/2)
Se 0 < z < 7 abbiamo
arctan 7%8(%/2) =T arctan sin(z/2) -7
in(z/2) 2 cos(z/2) 2
Se m < x < 2w abbiamo
os(5) —m sin(y) —mw x -7 x T—x
arctan ——=- = — — arctan =L = — —arctantan - = — — arctantan(; — ) =
sin(%) 2 cos(5) 2 2 2 2 2

X cos(kz) ‘ 1
Z P —Rm (Ln(1 — €**)) = —In \/(1—603x)2+sin2x: —iln(Q—QCosa:)
k=1

Se z = 0 chiaramente la serie diverge.

T 2 2 2 2 2 2
(sin kx) ™ w1 gipg T owme 1 y TX—X
s  — T L - v = — —_— — —2 e

.kzl s 5 57 T gn(=e™)* = 5 + o5 + g (i(r — 22)) 5
+oo 2 2
Coskaz T T = —3mr + 3w
_ — (il —2x))% =
* ; 12 21 glm—22) 6
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oo . +00  ikx .
sin kx e . : sin x

=1 = —Im (Ln(1 —¢e**)) = -1 In|l —e**|) — arctan ——

m(§ > m (Ln(1 — €')) m<n| e'*|) —iarc anl—cosx)

* 2 2
k=1 k=1
ossla
sin sin cos(xz/2) sin(z/2) w =
arctcan —— = arctan ———— = arctan———~ = — —arctan ——— = — — —
1 —cosz 2sin?(z/2) sin(z/2) 2 cos(xz/2) 2 2

Chiaramente se z = 0 il risultato ¢ zero.
+O<> 2 +too 92k +00 92k
(sin kp X cos 2kp s e“p e~ P

—I—oo e2ikp / dt/ du'if 2ka / dt/ 22ptu2 / dy/ de—5 " =
ul—tue’p 1—3:6”’
k:l
/dy/ i :_/dyM:_/e B 0) g )
Y

1— ze2ip
¢ 2ikp dt [Ydu <X ., dt et
—2ikp _
S B e e
k 1
/ dy /y e 2Pdy / dy/ e~ 2 dg —/1d Ln(l — ye=?)
1— ze2p 1—ze2ip 0 y Yy N
< (1
_ _/ n( — y) — Li2(€—2ip>
0 Y
Quindi abbiamo ottenuto
w2 1 9
o - ip 2ip
"~ (L) 4 Lig(e>7)
2 Ln(— 2
Sappiamo che Liy(271) + Lig(2) = % — % e quindi
72 72 2 g2 T—p
o o L 21p 2 o o - ) 2 —
T (=) = T T (i —2p)) =T
I coskz = —Rm | (In|1 —€™|) — jarctan — 2t ) = ~In|l -] =—In2— Insin =
— ko 1—cosz) N ' 2
too 2 2 oo 2ika too  _2ikx 2 2 2
(cos kx) 7r e e ™ 1, o Y ¢ —3xm + 32
A - 4 ( 1T L 1T\) —
> 2 )" 152 g g (M2(€)FLia(e™™) 6
k=1 k=1 =
156.8.2
+oo too g2+ 2k+1 1+ k too
ICID S Y
2k +1
n=0 k=0 =0 n=0
too k.2k4+1 £° too k.2k4+1
-1 -1 1
_ (—1)%x Z(_l)n(x2k+1)2n :Z( )"
2k +1 — Pt 2k +1 1+ x2(k+1)

k=0 n=
133
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Per ogni z la serie & di Leibnitz ed inoltre; detta S(x) la somma della serie e Sy la ridotta

N-—esima
|IIJ‘2N+1 1 1

<
2N +1 1+ 22@N+1) = 2N +1

|S(z) = Sn ()] <

ossia e uniformemente convergente e quindi

Too +oo k,.2k+1 oo k
. . —1)*z 1 1 (—1) T
1 1" t 2n+1 _ 1 ( _ - _ T
- nz_%( )" arctanz aci kz_o 2k+1 1+ 226D ~ 3 kz_o 2k+1 8
157.8.2 1) Il criterio di Hadamard ci da lim [|z|"/c}] M — tim ck/|z] = 400 da cui la
k—4o0 k—4o00

convergenza per ogni x.

2)Per k > k, possiamo supporre definitivamente 1) | — cx| > 1, 2) |z —cx| > 7, 7 > 0, per

+oo 1 |l‘|k_1
k=1,....ks 3) ¢ > 2z da cui Z | e k — < Z 27%*1 ¢ s ha convergenza
hekgq1 10 CF k=ky+1

ovunque tranne chiaramente nei punti {c}.
158.8.2 Sia ng tale che |z| < |¢p,|/2. Abbiamo

= 1 1 =
Z +—+—2+...
r—c¢, C, C

+o0 —+oo

=X X -

OO

<3y e
|Cn‘k o

n

n=ng n=ng k=n+1 n k=ng+1n=ng
+o00 k—1
<> Y s < oo
k= no—l—ln no k= n0+1

159.8.2 Sia ng tale che se n > ng si ha ne > |z

1 1 = x” ) 1 ||
S (et )2 a ey ()
n=ng (.’E—Cn n C% Cn n= nona k= na n=ng na
S~ el
<Y I e bz
’I’L:’I’Lona

160.8.2 Facciamo vedere che cos k? /4 0.

Ci serve sin(k + %) + 0. Supponiamo il contrario e quindi sin(k + %) —0esin(k+1+ - ) 40
da cui sin(k + %) cos 1 + cos(k + %) sinl — 0 il che ¢ impossibile posto che cos(k + %) — 1 se
sin(k + %) — 0. Analogamente cos(k + 1) # 0esin(2k+1) 4 0.

Assumiamo ora che cos k? — 0

1 2 1 1 1 1
cos k*—cos(k+1)? =2 sin(k2+k+§) sin Rrl_ (sin k? cos(k + 5) + cos k? sin(k + 5)) sin(k+—=

2 2)

1 1
da cui sin k% cos(k + 5) sin(k + 5) = sin k*2sin(2k + 1) — 0. Ma cosk? — 0 implica sin k2 — 1

quindi deve essere sin(2k + 1) — 0 ma cio ¢ falso.
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161.8.2 La serie converge se e solo se converge la serie Y | cos(2"~1)|/n. Infatti

|cos2™| |cos2™| n | cos 2| | cos 2"
Z n+1 _Z n n-l—l_z n Zn(n-ﬁ-l)

| cos 2™ | | cos 21| | cos2™| + | cos 2" 1|
o]y o2

n n n
Dimostriamo che esiste ¢ > 0 tale che asintoticamente | cos2"| + |cos2" 71| > ¢. Se non & vero

allora lim | cos2™| + |cos2" | = 0. Cid vuol dire che lim |cos2"| =0elim |cos2" '|=0e
n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo

Quindi la serie converge se e solo se converge E

quindi 2"~ = p,7/2 + €, e p, dispari e quindi 2" = p, 7 + 2¢,,. La contraddizione & evidente.
T 5

162.8.2 Z | sin k| diverge per ogni valore di a. Infatti la lunghezza dell’intervallo [E’ 6%]

7
e superiore a 2 e quindi ogni sette interi ve ne e almeno uno che cade dentro l'intervallo [E +

5 1
2nm, 67r—|—2n7r] n =0,1,.... Per quel valore intero si ha sin k > 5" Poiché tali interi sono infiniti,

la serie diverge per qualsiasi valore di a.

163.8.2 La serie Z(Sin k)¥ diverge e lo dimostriamo facendo vedere che “frequentemente”

(sink)” & vicino a 1 oppure —1. In linguaggio matematico facciamo vedere che lim| sin k|k =1.
1

2 ¢ quindi ’ﬂ'g - - <
2 g

p<—+ ’ﬂ'% e possiamo prendere solo quelle per cui ¢ ¢ dispari. Ma allora segue che |sinp| >

™ . . . . . .. . T P _
Essendo 5 irrazionale, esistono infinite frazioni per cui |§ - =l <q
q

T4 Y =cos=>1——. P> (1———)P>(1-==)%>1—=>1--. Poich
|sm<7r2 p | cosq 5 |sinp|? > ( % 5)7 > ( 2q2) . p oiché cio

avviene per infiniti p/q la serie diverge. L’ultima e terzultima minorazione sono dovute al fatto
che p/q < 2 dovendo essere la differenza fra p/q e /2 minore di ¢~2. La penultima minorazione
invece ¢ la disuguaglianza di Bernoulli.

1 1
164.8.2 Si procede come sopra arrivando a 2mq — — < p < 2mq + — e quindi |cosk| =
q q
1 1
| cos(2mq + —)| = | cos —| da cui il risultato.
q q

165.8.2 La convergenza puntuale per x € R & ovvia. La convergenza assoluta si ha per
xr € R. Per la Convergenza uniforme si puo fare ricorso al criterio di Abel e scrivere la serie

n 6 (k—i—l)x e—kxz
> uk(w) =
k=1

L1k ) By, dove B Z?Zl(—)i e ovviamente |Bg| < 1.

n m —nm2 e—mx2 m e—(k+1)m2 e—kmz
Si ha U U B, — B,,— - Bj.. Maggiorando
Z k( Z k( o m k;l( k+ 1 2 )Bi gg
u u 2 e (2 gmma® 9 3
si ha U U | < — — < —+ < — da cui la uniforme
|;k Zlk n I n—+2 m >|_n n+2 " n
: (_)k —ka? 1
convergenza per x € R. La convergenza totale manca in quanto sup |Te | = z
R
La dimostrazione della uniforme convergenza puo realizzarsi anche facendo uso delle proprieta

—kz?

delle serie di Leibnitz. Detta ax = e detta S(z) la somma della serie si ha |S(z)—Sa, ()] <
e—(2n—|—1)1‘2 e—2n1’2
< — < =
o S g © S-S ()] S ez ()
che la convergenza ¢ uniforme.

Aop4+1 = < o da cui se ne conclude

2n T 2n
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e Suddividiamo lintervallo [—1,0] in infiniti sottointervalli [ag,bs] di lunghezza 277, k > 1.

1 1 1
1= —1,bp=-14—=, a0 = —=, by = 1 e via dicendo. Sia 0 < a < 1 e definiamo una

2
successione di funzioni
k’_a, T = (ak-l—bk)/Q

20x —ar) k2%, ap <z < (ar +bi)/2,

fi(@) =
—2(.’13—bk)/ka2k, (ak+bk)/2§x§bk
0 xe€ [—1, 1]\[ak,bk]
+o0 oo 1
Dato N, se © < apn allora Z fe(x) = 0. Se x > an allora Z fe(x) < ~No ©
k=N k=N
1
quindi sup Z fe(x) < —= ca cui la convergenza uniformemente della serie. D’altra parte
mEI N
+o0 +o0
Z sup fr(x Z e quindi la serie diverge.
=N xzel :N
e b).

1
Prendiamo la serie Z — e I?I=F Data la parita della funzione basta far vedere che converge
k=1
uniformemente in [0, +00).

Svolgimento Dato un qualsiasi valore di x, per il criterio del rapporto studiamo

b VE etk -k
k—+o0o /k+ 1

NG
NCEST

e~ ! da cui la convergenza. Ora usiamo Teorema di Abel

Per k grande abbastanza si ha

ed abbiamo

q q
| T
> ——e F = Biag — B,_yag-1+ > Br-1(ak-1 — ax)
k=p k k=p
dove
q
:Z —|z— kl_ze(r] k)—f—Ze(k (=) akzl/\/E
=1 [z]+1
[«] —(g—
1 — el®] 1 — e (a=[z])
—([z]=k) _ o—[=] —(k=[z]) _ glelg=la]-12 =
k=1 [z]+1
e quindi
1 — el el %¢ 1 — e (a=[z]) 1
—[=] < [z] ,—[z]—1 <
C e T TeC1 Te—v cc l—e1 ~“e—-1
Inoltre
2e+1 o _ 2+l
ZBk 1(ar-1 —ap) < — Z —1 — ak) — (@p-1 —ag)
k=p k=p
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Dunque alla fine abbiamo

q
1 2e+1 2e+1 2e+1 1
Z I R e+ (g + ap_1 + ap_1 — ag) = igap_l — e+ 9

Vk ~e—1 e—1 e—1 p—1

k=p
e prendendo p grande abbastanza, tale quantita e minore di .
Notare che se avessimo operato

q
1
= == k|< —|lz|—k| — =
su e sup ——e
P Z Z P \/E kz:;\/E

z€[0,+00) . — p p €[0,+00)

e non € una quantita piccola non appena q ¢ grande abbastanza dopo avere fissato p.

k
e ¢). Essendo E < E z¥, possiamo dire che la serie converge uniformemente in

T+ o <

ogni insieme del tipo [0, 8] con § < 1. Inoltre essendo 1+ z* > 22%/2 abbiamo Z

ok
(14 zF)k —
ok ok
Z STy e se x > 1, abbiamo Z W < 22_’“ da cui la convergenza uniforme in
x x
[1, +00). Rimane 'intervallo [4,1) con § € (0,1) (ad esmpio § = 1/2).
Siar=1—-c c< 1/2 La serie diventa Z ek[ln(l_c)_ln(1+ekln(l_C))] e si dimostra facilmente che
In(l1—¢)—1In (1 + " 1“(1_C)> < —In2 da cui

k

Z (1 fﬂ«)k < Ze_k1n2

da cui la convergenza uniforme.

166.8.2 La convergenza semplice su R si ha per ogni x dal momento che max{p,q} > 1. Il
+o0

1

massimo di z/(n? + n%z?) si ha per z = n"7" e si maggiora E L < = E n~(pta)/2

« P+ ndxg? — 2
n=1

da cui la convergenza uniforme su R per p + g > 2.

. . . 1
i i > =
Si pud anche ragionare cosi : n? + nfx? > 2(nPT92%)2 = 2n

N M q..2 Np,,Mq,.2M \ M+N
P a2 n? nfe” Ny (e
n? +n kZlNJrlz;M_( +N) ( —g7m
da cui
400 +o0

=0 (M 4 N) (7”%%?@“” ) e

e vogliamo che 2M > M + N, Np+ Mq > M + N da cui N(p—1) > M(1 — q).

1— _
Se p > 1 deve essere M > N > M qequindi Ci’<1,p—i—q>2.
p— —

Se p = 1 deve essere ¢ > 1 e quindi di nuovo p + ¢ > 2.
1—

Sep<1deveessereq>1eN<M—(i
p—

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 137



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

P=24=0gla N<a<N+1.

2N 2N

Z TS Z N > N —  no convergenza uniforme su R
n? 4?2 — n?+4+ (N+1)2 = AN2 4+ (N +1)? 7

—_

Prendiamo N tale che 1/N <x <2/Nenxr<ldacuin<N/2e

N/2 N/2
Z _ T S 11 = L no convergenza uniforme su R
1+ n222 — N2 8
n=N/4 n=N/4
1T<p<2,qg=2-7p| x x

> er x < nP e quindi la serie non converge uni-
nP+n2pz? = n2 42 " - E &
formemente su R
nP + n2-Px2 T n2 4 22

per x > nP~? e quindi la serie non converge

uniformemente su R

. 1 1
167.8.2 La convergenza uniforme su R segue da —— 15 < —- Inoltre
n° 4+ n*x n
R 2x°n 2x°nt L . .
E T3 490 S T 5 — derivazione termine a termine
(n3 4+ na?) In"x
n=1 n=1
) 1 1
La convergenza uniforme su R segue da ————— < —.
n< 4+ n*x n

lim

f(h) = f(O) 11 . 11
=t =] - > 1 —_— =
h—0+ h S0+ nz_:l hn? 4 ndh? = oo 712_:1 h(1+ h2)n4 oo

e —oo per disparita se h — 0.
A conferma sia 1/N <h<2/Nen<1/h <N da cui

N N 1 1
E > > —(—+1)— > -
T2 1 dp2 Z o2 4 02 2
SN2 hn -l-nh nN/th +n 22 2N 8
e quindi il limite finito non esiste.
=3 —2xnf
168.8.2 La serie converge uniformemente (p > 1) nEZI (7 + nia?)?
n?  nP  nP 2 (n3Ptag?)i 16
o q > (g2~ _ = —(3p+q)/2
[3—1—3-1-3—1—71 } _( 3374 3\/§|x\n
3p+q . . .
Se —q>1(3p > 2+ q) la serie converge uniformemente. Se ¢ > 3p — 2 facciamo vedere
che f’(0) non esiste (finito)
+o00 Too
1 1 —nih
/ _ - =
f10) = llli% h [np + nah? np} llli% — nP(nP + nh?)
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Sia 1/n < h < 2/N e nih? < nP dacuinghq%zp gNﬁ.Siah%OJr.

2 2
Na—»p Na—»p
nih 1 nt 1 2 1 2(g¢—2p) q 2(q—2p)
> — > _Nao»p»—max{iN a»r ,2a-2p q—p >
Z , nP(nP 4 nih?) — , N2n? — 2 N { !

—3p+2
>CN %% >C

per cui non pud esistere finito il limite A — 0.

+o0
169.8.2 Chiaramente Z lim z"(1 —2") = 0. Prendiamo z;, =1 —1/k
o Ox—)l—
| 1 n—2 1)> 1 (1- M _
xf?_Zl‘ He IE?_Z% 2
k k-1
lim Zx (1— )z > (-2 Loy >(1-1/2)%=1/8
z—1- k) k k -
e quindi il limite non puo essere zero.
+o00 n(l . ZL’) 400 1 2n—1
. _ . 2 _ k
170.8.2 mll}l’{l72n:1m = nz_:lﬁ Usiamo 1 — x "= (1 — CE) kz_o x 2 (]_ —
)2na:2n71+2"72222n73+“'+1 = (1 - 2)2nz- 7 > (1 — z)2nz” da cui la convergeza totale

“+o0

+o0
"1 - 2z (1 — 1
2 g (= x;; < 5_1 % = nE_l 2 e quindi il risultato e evidente passando al

hmlte sotto il segno di serie.

171.8.2 Usiamo il Teorema di Abel

2 ar A 1
ZE = A e
n—znl ne k:zn o ( - 1)‘1 ]{;04) a
< Al [Anl \

1 1
s +— tswp A | ———5 —
ng ng k>1 (n1—1) n2

da cui la convergenza uniforme per a > ag > 0.

172.8.2
Z/+O® dx—/+OOan =
—Z/ fnla d:c—l—Z/ d:c—/ > ful) da;—/+OOan

X X
Z / fn(x)dx = / Z fn(x)dz per convergenza uniforme.
0 0

00 o) +oo )
Z/+ dl’—Z/+ da:-i—n:;Jrl/XJr fn(z)dz
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N +oo +oo —|—oo +oo —|—oo
Chiaramente Z/ fo(z)dr—=720 e Z / x)dr < Z / x)dx — 0

n=17%X n=N+1 n=N+1
essendo il resto di una serie convergente (si sna la nonnegativita delle funzioni. Inoltre 0 <

+o00 +o00o
/ Z fn(x)dr < e se X & grande abbastanza in quanto / Z fn(z)dx esiste per ipotesi
X 0

173.8.2 Suddividiamo lintervallo (a,b) in N sottointervalli tutti uguali di lunghezza (b —
a)/N e siano a = To,XT1,...,Tp_1,Tn, = b 1 punti estremi degli intervalli. Chiaramente

sup ‘ Z fr(x < e per ogni k1 > ky. Sia ora x € (x;,2;41) €

i=1,..., 'N k= k1

k2 k2 k2 k2 (b—a)M
>0 @) |30 Ul = f@a)| + | 0 ) Slo— il + | Y fula)| < T e
k=k1 k=k1 k=k1 k=k1

per N > (b—a)M/e. Dalla dimostrazione si capisce pure che (a, b) deve essere limitato

174.8.2 Scriviamo B, (z) = (B (z) — An(z)) + A, (z) e osserviamo che 0 < B,,(z) — A, (z) <
Cn(z) — An(z). Ne segue che Bp(z)5750B(x) per ogni z € (a,b) e inoltre ¢ chiaro che
A(z) < B(z) < C(x). Poi scriviamo

b b b
/ (An(z) — C(a))de < / (Bu(z) — B(x))dz < / (Cule) — Aa))dz

a
da cui la tesi. In particolare se |Bi(z)| < K con K indipendente da k e da z, vale il teorema.

175.8.2 Dimostriamo per assurdo. Dire che f,, — f non uniformemente significa che 3 &€ >
0: Vn Idne >naxn : flen) — fn.(zn.) > . Consideriamo una successione illimitata di
interi. A ciascun intero corrisponde una coppia {n.} e {x,_}. Essendo K compatto, da tali
insiemi estraiamo una successione {n} e {z,} tale che z,, — T € K. Dunque abbiamo che
f(xn) — fu(zn) > eV n. Poiché f(x,) — f(T) (data la continuita della funzione f(x)) si ottiene
f(@) = fn(xn) 2 €V n ossia f(T) > fu(en) +€ V n. Scriviamo fr(2n) = fu(@n) — fn(T) + fo(T)
e dimostriamo che f,(x,) = fu(z,) — fn(T) — 0. Da tale fatto e dal fatto che f,(Z) — f(T)
(per la continuita della f) segue che f(Z) > ¢ + f(T) il che ¢ impossibile. Che f,(x,) —
fn(Z) — 0 deriva dalla uniforme continuita delle funzioni {f,} e dalla uniforme continuita
della f. La sola uniforme continuita di ciascuna f,, non basta in quanto “il ¢” dipende da
n e potrebbe andare a zero con esso. Cio ¢ impedito dal fatto che pure f ¢ uniformemente
continua. In dettaglio si scrive: Ve > 03 et |2 —y| < e = [ful®) — fuly)l < c e
Ve>030: |[x—y| < = |f(x)— f(y)] <e. Sesi avesse inf d. , = 0 allora anche J. = 0 in
Quanto f(@) =) = ful@)=fulp)+ (@)= Fu0) +( ()~ fa(3) per n sufficientemente grande
siha (f(2) = fa(2)) + (f(y) = fa(y)) < 5 Quindi per [z —y| <0 siavrebbe |fu(x) — fu(y)| <€
per ogni n sufficientemente grande e questo ¢ in contrasto con inf d. ,, = 0

e 1) K=[0,1], fo(z) =2" se x € [0,1) e f,(0) =0 (f, non continua)

e2) K =[0,1], fn(z) = 2™ (f non continua)

2

©3) K = [~1,1], fu(x) = nwe™™ =2 (£ K fo fo /' f)

e4) K=1[0,1) fp(x) =2z, (K non compatto)
Una dimostrazione leggermente diversa e la seguente. Partiamo sempre dalla definizione di non
uniforme continuitd ossia3e > 0: Vn3Ine >n,x,, : f(zn.)—fn.(Tn.) > €. Ne segue che esiste
una successione di interi {k} tale che f(zx) — fx(xx) > €. Sia Akdg{x e K: f(z)— fr(z) > e}

+oo
Ay # () & chiuso e limitato ed inoltre Ay D Agy1. Ne segue che B m Ay # 0. Dunque esiste
k=1
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£ € BC K equindi £ € Ay per ogni k. Ma allora f(£) — fx(§) > € per ogni k e questo vorrebbe
dire che fi(£) # f(€)

176.8.2 Dobbiamo far vedere che Sup | fr(x) — f(x)| < € per ogni n > N, sapendo che | f,,(x) —
flx)| <e per ognin > N_ ,. Essendo E compatto abbiamo che V r 3 Ey, ..., E,, :(diamFE;) <

r N E= UE Sia a; % mfas,, b —Supxl,. Ora |f.(z) — f(x)| < e vuol dire f,(z) — ¢ <

k=1
f(z) < fu(x) + € e quindi, se x € Ei, fn(ai) —e < f(z) < fn( i) + &. La funzione f, &
uniformemente continua ossia Ve 30, : [z —y| < 6, = |fu(x) — fu(y)| < e e se r&r, < 6,

allora f,,(b;) — fn(a;) < €. Inoltre segue che, per ogni n’ > n si ha f,/(b;) — fu(a;) < e dalla
convergenza della successione f,, — f. Ne segue che sup |f,(z) — f(z)| < €. Essendo gli insiemi
F; in numero finito, si ottiene il risultato. 1

177.8.2 Dobbiamo far vedere che Ve > I N.:n,m > N. = |f.(z) — fm(z)] < € sapendo
che |fn(z) — fm(x)| < € per ogni x € D n,m > N, e che {f,} ¢ equicontinua. Sia z € F\D,
fo(@) = fm(z) = (fu(2) = fn(§)) + (fa(§) = fm(&)) + (fm(§) = fm(x)) dove £ € D & scelto in

modo che: |f(z) — fn(§)] < 3 per ogni n data la equicontinuita della famiglia di funzioni. Per

ogni n, m sufficientemente grandi si ha |f,(§) — fm(§)] < % e quindi per n, m sufficientemente
grandi si ha | f,(z) — fi(2)] < €.

def _
e si enumerino i razionali {ry} e si prenda la successione di funzioni fj(z)= Ra—re)? La
successione non converge per ogni x razionale e converge al valore 0 per ogni 1rra21onale Dio—

fantino. Infatti i lirf fx(x) = 0 se esistono ¢, C costanti tali che |z—ry| > per ogni k # 0.
— T o0

|k|1—|—a
1 def 1
72 © T toa m fu(Pr) =0,

klim fr(ry) = 1,. Ne segue che la successione { fx(z)} non pud essere equlcontmua. Si pren-
— 400

. . . . A def
D’altra parte, dato r, consideriamo due successioni 7, =g+

1 _
dano i punti zp = rg € yp = rp + z da cui fr(xg) — f(yg) = 1 — ek’ Wﬂ anziché zero

come dovrebbe se la successione di funzioni fosse equicontinua.

e Dimostriamo ora che se {f,} equicontinua, E compatto e f, convergente per ogni = € E,
allora la convergenza ¢ uniforme. Dobbiamo mostrare che sup|f,(z) — f(x)| < e per ogni
E

n > N, sapendo che |f,(x) — f(x)| < e per ogni n > N.,. Essendo E compatto abbiamo

che V.r 3 Eq,...,E,, :(diamE;)) <r N E = UE Sia aZ 1nfa;z, b; —Supxz,. Abbiamo

k=1
fo(z) — e < fi(x) < fau(x) + e. Dalla equicontinuita e dalla compattezza d1 E, si ha che

n > N.; = sup fn(x)— mffn( ) < e. Ne segue che n > N.; = sup|fn(x) — fi(x)| < e
E; E;

Dalla finitezza della famlgha F); segue il risultato.

e R: E = [0,1] fo(z) = 2™ Che la famiglia non & equicontinua lo si vede prendendo le
1 1= 1 .
d .. :1, =1 =2 4" — n: _ znzlz_ 1__n—1—1:
ue successioni ¥y e Ty —yt - x) g x ZE 0( n)

1 1 1 1 1
—(1==)""'Y (1-=)""> —(1-=)"""n(1—=)"" — 1 e quindi la famigli ¢ equicontinua.
n( n) Z( n> > n( n) n( n> e quindi la famiglia non & equicontinua

178.8.2 Per dimostrare la uniforme convergenza in un intervallo 0 < ¢t < t3 < t; basta

. . . N T _ def
osservare che il raggio di convergenza della serie e lim|a| VS > 4. Duqueper 0 <t <ty <ty
si maggiora la serie con una serie di potenze uniformemente convergente. Se pero abbiamo r = t;
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il ragionamento precedente non vale pitt . Scriviamo (usare la trasformazione di Abel )

q + + q " p g—1 + k+1 " k k .
Z aktlf(t—>k = (t—)anktlf - (t—)pZaktlf - Z ((t_) - <t_> ) Zajtj =
k=p+1 1 b=t bok=1 k=p 1 1 j=1
" q " p—1 + p—1 g—1 " k+1 " k k
— (g k g kE_(Z\p k _ e _ [ = 4
= (t1) Z apty + (751) arty (tl) Zakt1 Z (<t1> (tl) ) : a;jty+
k=p+1 k=1 k=1 k=p j=p

k=p+1 k=p J=p
N e’ N e’
in modulo <e in modulo <e
per p grande per p grande
Vo -
<e

e quindi

) (2
=e:g;[—<g>'““+<é>’1:4@%@3«

Importante ¢ notare che se si trattasse di serie di potenze complesse il teorema ci darebbe la

convergenza uniforme su ogni raggio all’estremo del quale la serie converge. Non e detto che la
k

convergenza sia uniforme sull’insieme dei raggi. Ad esempio la serie di potenze g = converge

uniformemente su ogni raggio e uniformemente su tutti i raggi ossia uniformemente su tutto
k

z
il cerchio di raggio 1 in virtli del fatto che la serie di n=2 converge. Viceversa la serie Z —
converge per ogni |z| < 1 z # 1 (¢ maggiorata da una serie di potenze per |z| < 1 e si usa il
criterio di Abel per |z| = 1) ma non converge uniformemente su D = {|z| < 1,z # 1}. Basta far

.V 9 . k: .

Prendiamo ¢ = 1 — ¢, tale che ¢d,——=—0.

4 g—+oo
q k q —p+1
t 1 g1 1 —t17P
— > =y = 1-6,+
Z k — q Z 5q 1—t¢ N~~~
k=p k=p g—+o0
e quindi la convergenza non uniforme
Peraltro dal risultato segue il corollario
+oo
Sia f(x) continua per 0 < z < zg e per 0 < x < x¢ si ha f(x Zakx Allora se la serie
k=0
400
h = li
numerica I;)akxo converge, si ha f(xg) Jim Zakx
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+o0 oo
Infatti dalla convergenza di Z arrh segue la uniforme convergenza in [0, zo] della serie Z apx”.
k=0 k=0
Allora
+o0 —+o0o
. . k k
x = lim f(x) = lim aRx = aRx
k=0 unif. conv. k=0

f continua

+oo
Zakx Zakx + Z apz® =1, + I,
k=1

k=n-+1

n

m—1 k n—1 k
I = x”Zak + Z(mk - :ck“)Zaj + Z(mk — Mt Za]
k=1 k=1 j=1 k=m j=1

n +o0 k
_ n+1 k k—l—l n—l—l
I, = —x g a; + E E a;(x” —2"7) > — E a;
i=1

k=n+1 j=1

Mettendo assieme si ha

n m—1 k n—1 k
Il+122(l'n—l'n+1>zaj+Z(l'k_l'k+l>zaj+ Z(xk_xk—l—l)z:aj
j=1 k=1 j=1 k=m ‘

J=1

n n
Dal momento che Zak — 400, si ha Z ar > M per ogni n > m e quindi

k=1 k=1
n—1 k
S S 2 e a7 M
k=m j=1

n

per n grande abbastanza. La quantita (z" x”“) Z a; ¢ positive e inoltre

i=1

m—1 k k
T E a;| < sup E a;| (1 —2a™)

k=1 j=1 Isksm |-

e possiamo maggiorarla con < Mx™ /4. Ne segue

Il+122MZL’m/4VZL’€[ZL’0,1) — lim [} = 400

r—1—

3) Sappiamo che da hm Z ar = L segue che definitivamente Z ar < L+ ¢. Ripartiamo da

’I’l—) oo
k=1 k=1
n m—1 k n—1 k
Li=2") ap+ > (@ =2 a;+ > (@ =" gy <L+et+ (1-a")(L+e)
k=1 k=1 j=1 k=m j=1
~— SN——
<L+e¢

n “+o0 k
12 — —l’n+1 Zaj + Z Z aj(xk — l‘k+1)
Jj=1

k=n+1j=1
143
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Li sommiamo e otteniamo

m—1 k
kT Za]—i—z kT Zang(l—xm)—i—(L—f—s)zcm
k=1 j=1
W—/ S~——
<C <L+e

Poiprendiamonl—% dacuil—am=(1-2z)(1+z+22+...+2™ 1) <e e quindi

m
I<e+Lte=L+2 — lim ZaktkgL
t—>1_k:1

n

Sappiamo che da  lim Z ar = | segue che definitivamente Z ap > 1 —e.

n—)—l—ook:1

k=1
m—1 k 31
kTt Zaj—i—z k) ajZ—C(l—xm)—l—(l—s)xm2[—25—55
k=1 j=1
W—/ ——
>-C >l—e

da cui il risultato.

179.8.2 Sia Y ax convergente per cui definitivamente A — ¢ < Zak = A, < A+cee

sup |vn(x) — 1| < e. Inoltre |4, — Ap—1] <€
0<a<1

An(vn - 1) - Am—l(vm—l - 1) + An - Am—l + Z Ak—l(”k—l - 'Uk)] ‘ <

k=m

< sup (2(\A| teet+et Z |Ap—1](vp-1 — Uk:)) <

k=m

< sup [2(|A] +e)e +e+ (|4l +&)((vm-1—1) = (vn = 1))] < Be

0<z<1

da cui la convergenza.

Sia Y ar = +oo.

> apvp(z) = Apvn — Aoy + Y Ap_1 (1 — vk) = Apvn(2) — Ay (2) 5o +00
k=2

n—-+4oo
k=2

1) 1— 1—zkF 1 gt
180.8.2 f(l Zka R 2" e kx > k—ia—:l in quanto 1 + 2 + 22 + ... +
- — )
+oo
x#~1 > kxk. Applichiamo il corollario del Teorema di Abel e quindi Z kay, = f'(1).
k=0
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/(1 + z") > 2" /(1 + 2"*!) e quindi possiamo applicare il risultato alla serie

= B IR (=1)k1 2
lim (=1)* z ::§£:< ) _
z—1 k 1+ xk 2k 2
k=1 k=1
Inoltre 2™/(1 — 2?") > 2"t /(1 + 22" *21) e quindi possiamo applicare il risultato alla serie
= k(1 — X (1)1 2
lim (_1)16—1M — Z< )" _In
r—1 1 — 22k 2k 2
k=1 k=1
181.8.2
q qg—1 k
DRTEERTD ST SIE N 9
k=p+1 k=p+1 k=p j=
—— S~——
in modulo <e in modulo <e
per p grande per p grande
e quindi
g—1 k
1 — |zla—p
> (=) S < e 5 o =t -G <o
z
k=p j=p

da cui la uniforme convergenza che a sua volta consente di passare al limite sotto il segno di

serie ottenendo
40 +o0 400
lim E apz” = E lim agz® = E ar
z—1 z—1
k=0 k=0 k=0

Sia 1 — 2z = pe*?. |22 = (1 — pcosp)? + p?sin® p = 1 + p> — 2pcos ¢ per cui |1 — z| < K(1 - |2|)
diventa K|z| < K — |1 — z| ossia

K?(1 —pcosp)® + K?p?sin o < K? —2Kp+p*> <= (K?*—1)p<2K(Kcosp—1)

da cui cos ¢ > 1/K e questo implica che la curva |1 —z| < K(1—|z|), quando z — 1 chiaramente
dall’interno del cerchio di raggio 1, rimane confinata nello spazio idividuato dalle due rette
y=+(z —1)vK? — 1. I cammini di questo tipo sono detti cammini di Stolz e la definizione &
presa dall’articolo di Hardy—Littlewood “Abel’s Theorema and its converse”, Proceedings of the
London Mathematical Society, vol.s—2, num.18, Issue 1, p.206.

182.8.2 La dimostrazione consta di trepassi. Primo passo. Sia ay /by — 0 e quindi |ay| < bre

m—1

per k > k.. Sia f,(z Z apz® e quindi
k=1

+o0 +o00 +oo
—eg(x) < E Z bpa® < f(z) = fn(z) = Z aprt < e Z bra® = eg(x)

x vicina a 1 k=m k=m k=m T vicina a 1
e quindi
@], @)
|9()] |9(2)]

Da |zich-37] 56 x — 1~ allora g(x) — +o00 in quanto Y by = +oo e quindi |f(z)|/|g(x)] < 2e.
per 0 < 1—x < .. Nesegue lim f(x)/g(x)=
r—1—

Secondo passo Sia ay, /by — 1. Segue (ap—1by) /by, — 0 ossia —eby, < ap—Iby < eby, definitivamente
in k£ e quindi

k.— + +
> axat hon, 082® f(z) Zk 1 gt hon, Ok2"

+o0 +o0 400
k1 bk k1 bk 9(37) bkl‘ k1 bk
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Ora
f(z)

Zklakx S0zr—>1" = —2e< 2 <2
2 bk — oo g9(z)

in quanto il denominatore tende a +oc.

Terzo caso: ax /by — +oo. In tal caso ap > Mby, definitivamente.

+ ks too k k€
flz) _ E: =) axz® — Doy Gk D pg g OkT > e ar” e k 11 Mbga®
g9(z) k:l ° bk +O° =) b 1201 biz* ;r:i bk k:l % brak
ke k k +1
* ., agx Mb z" x
:Z’fgxl)’“ - i Mo— 1@
k=1 bkxk k:l bkl‘k g(l’)

Supponiamo ora che ay /by non tenda a nessun limite ma A, /B,, — [. Siccome

f(as)(1+x+332+...): o0 Ayt
gle)A+z+a+...) Y% Bak

possiamo dedurre le stesse conclusioni di prima.

183.8.2
Si+...4+4S, 1< n—1
- ngak(n k+1) - n—lgakn kE+1)+
n—1 n—1
n—1 1 an,  n—=181+...+8,1 Sy
- n—lzakn_ e T S

Se quindi esiste il limite (S1 + ...+ S,)/n — | € R, allora S,,/n — 0. Inoltre

S

Sh Sp—1n—1 a,
n n—1 n n
e quindi a,/n — 0.

184.8.2 1) Usiamo [EEch20] A, =a; +...+a,
A+ A+ ...+ A, o Az Asx® 4+ Asad + ..

li =l = 1
n oo B, (=n) 1 I+az+a2+234..)

=1 (1)

(i +age? +aga® + .. )1 +a+a?+a2°+...)  Ajx+ Aa® + Aga® + ...
A+x+a2+a3+..) T (I+z+a24a3+..)

e quindi lim a1z 4 asz® + asx® + ... = . Lo stesso vale per gli altri casi relativi al limite di
z—1—
Ay /By.

A
2) Ripartiamo da (1) al punto precedente. Per Cesaro-Stolz, se esiste lim ————— =

n—+oo B, — B,
A+ ... +A) — (A1 +.. Az e .
lim (Art...+4n) = (Ai + y = [ allora il limite in (1) vale [ e quindi
n—+00 n—(n—1)

“+o0
lim E apzh =
1

r—1—
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3) Si usa I'argomento in 1) con le serie Ayx + (24 + As)x? + (3A; + 245 + Az)x® + ... e
1+ 3z + 622 + 102 + 1525 + ...n(n — 1)z"/2 + . ..
+oo
4) Sia data f(x) = e/(1+2) = Z apx”. Il raggio di convergenza ¢ uno e chiaramente lim f(z) =
0 T—1-
ve. Se la successione converge C1 allora a,, = o(n) e quindi a,, = O(n). Per z < 0 scriviamo
r=—ycony— 1~ da cui

+o00 Too
0y ) 20% Dy = 3 Oawy’ (zam 0(1/(1=v))
k=0 k=0
ma f(z) = O(e'/(*=%)) e quindi la successione {a;} non ¢ sommabile C1.
+o0
Se la successione {ay } fosse sommabile Ck allora ay = O(n*) e verrebbe fuori che O(Z apx) =
k=0
O(1/(1 —y)**1) per z — —1, y = —x. La contraddizione con f(z) = O(e'/(1=%)) & identica.
+oo
185.8.2 1) Eseguiamo il limite lungo la semiretta [0, +00). In tal caso Z apx® & crescente e
k=0

limitata dunque converge. Per il corollario di [EZea3] , lim Z apzh = Z ar = A
r—1—

2) Sappiamo che se n > ny allora n|a,| < ¢

n—1
) <11 =2 ) klax] < K(1—|2]) (kau Z k:\ak|>

k=0 k= n1+1

1—2

“+oo +oo
1 2"
k k

apz”| < klag|)— - |2°| < Hp————— H, = sup kl|ay

; > (a1 < Hug T (o = s k)
Sia |z] =1—1/n da cui |1 — 2| < K/n. Ora
n—1 +oo n1 n—1 “+0c0
Zak—Zakzk = Zak(l—zk)—f— Z ak(l—zk)— Zakzk <
< K(1—|z|) Zk|ak|+K 1—|z)) Z k|ak|+Z|ak||z|k
k=0 k=n1+1
K Kn—n;—1

< 2 ax lag| + (n=m = 1)e + H, < 3¢

n 0<k<n; n

non appena n e grande abbastanza e per ogni |z| abbastanza vicino a 1 e tale che z appartenga
al limagon. Ne segue
n—1 “+oo
li = i k—
i, 2 ax = lim ), aiat = 4
E facile dare un controesempio: ay = (—1).

3) se na, non ammette limite ma (a; + 2as + 3az + ... + na,)/n — 0. Per la dimostrazione
scriviamo

g & g ko d P g PR o i L
DT DECHEEED DT DITID Dl L=l D Or )
k=p+1 k=p+1 k=1 k=1 k=p+1 j=1
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Z;Zk’ak

— 0, p— 400

k=1
g k k+17 F q k

z z . 1 . k k k+1
2 {?_kﬂ 2 das| < D gl das| (12l 4 gl <
k=p+1 - g=1 k=p+1  |j=1

1— |gla—p
< ¢ Z |21* 1—|zl+ﬂ}§e{1—lzl+—|z| }|z|p+1¢§

k+1 k+1 1-—
p gmmde k=p+1 ) * i |Z|
< <€|Z|ZDJrl = |Z|q+2
- p+21—|z7

e si procede come prima prendendo |z| =1 —1/p.

Da notare che le due condizioni (a; + 2as + 3as + ... + nay)/n — 0 e lesistenza del limite
+o0 too
lim E arz" sono necessarie alla convergenza della serie g ay e prese assieme sono sufficienti.

z—1—
k=0 k=0

=X @k -1 R n
186.8.2 1). (1 — x)_1/2 = wak = Zbkxk e ne consegue B, = Zbk =

k=0 k=0
2n + 1)!! =
%' Inoltre Z 2* e quindi A4, = Z 1 ~ y/n. Ora dobbiamo calcolare
" k=1 k:k2<n
n |2n | 222n
lim =2 = lim _Vnnl2® lim vn)?2™ T
n—+oo B, n—otoo 2n+ 1! notoo (2n+1)! 2

Usando la formula di Wallis (oppure di Stirling)

, “ (2k)? , 247 (pl)4 . 2r(h*2n+1) 7
lim = lim = lim i
n—-+oo Pt (Qk — 1)(2]€ + 1) n——+o0o (2%) (QTL + 1) " notoo ((2n + 1)!) 2
187.8.2 Prima dimostrazione
Si+...4+S nar+n—1l)az+...+a, n—f—lS a1 t2a+...+nay
n n n " n
a1+2a2+...+nan

— 0 usando kaj — 0.
n

Seconda dimostrazione Da [xich-41] prima domanda, se la serie converge C1 allora ¢ vera la

+oo
conclusione di [EZE-39]] Ma Desistenza del limite lim Z apz® unitamente a kay — 0, implica
r—1—
k=0
la conclusione di [ZZek-22],
188.8.2 Prima dimostrazione Abbiamo
Si+...4+S nar+n—1)az+...+a, n—f—lS a1 t2a+...+nay
n n n " n
2 ..
Dire quindi che la serie Y aj converge equivale a dire che lizx_l GatlGet.. 4N =0 in
n—+oo n

quanto S,, deve convergere allo stesso limite. Detta ay + 2as + ... + na,, = t, (notazione di
Hardy), se t,/n # 0, vuol dire che la serie > ax non converge.

k? 1 n k
Z“ Z ak)@n;kak+zkk+1 > (a

k=1 rich.11 Jj=1
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quindi

n k (1)
n—tn n+1 Si+...+S, Si+...+8._1 . 5,
E kk+1 § ]a] 72571_ n Sn+ = =
J=1

(¢ sempre notazione di Hardy) che poi & uguale a 1 Cio vuol dire che la quantita
n— n

t
Z Wk +1) i_ 1 deve convergere allo stesso limite cui converge la quantita S5 /n che ¢ la definizione
k=1

t
di convergenza C'1. Facciamo vedere che se t,,/n + 0, allora Z ]{:(kik non converge e questo

+1)
contraddice le ipotesi.

Sia ty > K1 N (K71 > 0 e possiamo supporre K; < K) oppure t, < —K;N.
Possiamo supporre aj reale. Sia aj complesso. Se ty > KN allora Re(ty) oppure Im(ty)
soddisfa una relazione analoga e quindi possiamo procedere. Sia N, il piu piccolo intero tale che

Ky
Ny > (1 oY N = K5N. Inoltre Ny < K3N e K3 ¢ una costante minore di 1 e vicina a Ko

tanto quanto vogliamo. Se N; < n < N abbiamo

K KN
|tN —tn| = |(n+1)an+1 +(n+2)an_|_2++NaN| < (N N1>K < iNK— ;
da cui
KiN KyN
tn > tn — |tn —tn| > KiN — —2— = =2
2 2
Quindi
KN N 1 KN [ 1 1 K, (1
> > o) e (1) = s
k_lkk+ 2 k_le(k+) 2 Ny N+1 2 \ K3

da cui la non convergenza
Seconda dimostrazione dovuta a J.E.Littlewood

Sia s, = Zak. Sappiamo per ipotesi che Zsk = ns + no(1). Definiamo ¢, = s — s e
k=1 k=1

n

Ztk = o, ossia 0, = Zsk — ns. Cio che dobbiamo dimostrare & che se |ag| < A/k con A
k=1 k=1
fissato e se 0,, = no(1), allora t,, — 0.

Supponiamo quindi che ¢, # 0. Cio vuol dire che frequentemente |t,| > h con h fissato.
Supponiamo che frequentemente ¢, > h. Sia ny un valore per cui ¢,, > h. Per r = 0,1,2,...
consideriamo i punti P, = (r,t,,4,) ed osserviamo che |an,+r| < K/(ng + 1) < K/ng. Nella
figura sottostante i punti Py, P, ..., hanno coordinate (7, t,4+r+1)
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Ay

1Po

Sk
!

e
—

la pendenza del segmento che congiunge i punti P,.41 e P, ¢ minore di ¥ = arctan n% in quanto

tno+r+1 — tngtr = Ano+r+1 € quindi i punti Py, P, ..., giacciono sopra la retta y = h — x tan .

Sia P, I'ultimo dei punti la cui ascissa ¢ minore di x = hcotd e quindi k < hcotd. L’area dei

rettangoli fino al k—esimo ¢ maggiore dell’area del triangolo individuato della altezza h e base
k

1 1
hcotd. Quindi 0y 1k —0n,—1 = jzotmﬂ_j > §h2 cot v} = ihz%

|Ono+k| + |Tng—1] = (no + k)o(1) + (no — 1)o(1) = no(1) in quanto K < hng/A. Quindi, tenendo

. D’altra parte |0y 4k —0Ong—1| <

1 om
conto che l'insieme contenente ng ¢ illimitato, si avrebbe QhZZO < ngo(1) il che ¢ assurdo.
Il caso in cui frequentemente ¢, < —h si dimostra allo stesso modo.

189.8.2 Hardy dimostra che se la serie ¢ Cr sommabile, ¢ C(r — 1) sommabile.
SW =8 +...+8,=na,+(n—1az+ (n—2ag+ ...+ an,

ST(LQ):Sg)—f—...—I—ST(Ll):nS1+(n—1)SQ+(n_2)SB+~~+Sn

r+n-—1 r+n—2 r - r+n—k
r r r — r

£ =D gD =

—1 -2 " —k
:(r—i—n )a1+<r+n )2a2+...+<r)nan:Zakk<r+n )
r r r — r

da queste segue

1) 18O +t0 = (m+n)SEY, 2) 18O +t7) = (n+1)8HY

r+n-—=k r+n—%kFk—1 r+n—%k—1
r +k =(n+r)
r r—1 r—1

(r+n—k—1)
(r—1)!(n—k)!

Infatti per 1)

che equivale a
. (r+mn—k)!
rl(n —k)!

T(r+z—k)+k(rtizk):(n+D<rtiIk)
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e si risolve analogamente. La (1) si riscrive

S(T) (n—i—r) S(T—l) (r—1)
r n n n

n" n nr—1 n’

Quindi se sappiamo che la serie ¢ C'r sommabile, condizione necessaria e sufficiente affinché sia
. N r—1
C(r — 1) sommabile ¢ che ¢ )/nr — 0.

Sn Zkak -i-ZZ]CLJ k—l—l Zg-i-Ztkq

k=1j=1

:—-l-t(l) -l—Zt()qoq

n—3
+t“> gn—1)+tPy(qoq)n—2)+ S 17 (gogoq)(k)... =
k‘:l %/_/

4 (k)
k=0
t, SV t 25%)
Sappiamo che S, — — = =L e g, -2 —tgll_)lq(n— 1) = —"=2_ ¢ si dimostra (per induzione)
n n n n(n—1)
S0 ) ri(n —r)! ()
Su =D tald®(n—k) = ———=5", (3)
t, SV s 2ay + ...+ nay,  Si+...+Sn_
Sn——: n—1 PN Zak:a1+ az + + na + 1+ + 1:
n n — n n
ai + 2as + ...+ nay, N (n—1a1+ (n—2)ag+(n—3)ag+ ...+ an_1
B n n
che e evidente.
(2) (1) (2)
tn (1) 2Sn—2 Sn—l (1) 2371—2
S, — 2 — 4L )= e —t 1) = on=2
n gl =1) = n(n —1) “2a(n—1) n(n—1)
ossia 1) 2) 1) @)
g _ Int1 _ 25,9 e g (n+1)S,2, 287, 25,7,
n—1 — n—1 -
n—1 n—1 \\,(—; n—1 n—1
da (1

che ¢ evidentemente vera. Per la formula generale usiamo come detto ’induzione e dobbiamo
far vedere che

rli(n —r)! S(r) n t(r) (T)(n _p) = (r+ D (n—r—1)! g(r+1)

n! n! n—r—1

rl(n—r—1)!/n!

S((T_"l)) — t?"

. che & la (2). Alla fine abbiamo ottenuto la

per cui si ha (n — )5, — (r+1)
(3) la quale implica

rl(n—1r)! ~— ,
e D Ll

n!
k=1
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e questo implica che la serie ¢ C'r sommabile se e solo se converge in senso ordinario la serie

Z t(r b (T) . Come nell’esercizio precedente facciamo devere che la convergenza della serie

Z tg_l)q(’")( k) equivale a tn D /n" — 0 e questo sappiamo essere equivalente alla convergenza

C(r—1). Come prima facciamo vedere che ¢lr=b /n” 4 0 implica la non convergenza della serie.

Sia t%_l) > K1 N" (oppure t%_l) < K1N") con K1 < K e scegliamo N; come nel precedente
esercizio. Sia N1y < n < N. Abbiamo

N N
— T_ r—1+N—k r—14n—=%k
tg\i 1)—t£L 1 — E ( .1 )kak— E ( .1 )kak:

k=1 k=1
n N
r—1+N—k r—14+n—%k r—1+N—k
1 (GRS e (R LR O (e L
k=1 k=n-+1
da cui
n N
(r=1) _ ,(r—1) r=1+N—-Fk\ (r—14+n—k r—1+N-Fk\ _
<y (7701 A VRS Sl G
k=1 k=n+1
N—n
r—1+N—-k r+N—2
=K _ — —
Z( r—1 )<N(N n)( .1 )<K(N MN(N +1)- (N +r—-2) <
k=n+1
— 1. __NT 1—
— r—1 - —— r
<K1<N Nl)N < 2K1KK 2K1N

K > K, e K; > K; ma vicine tanto quanto vogliamo. Scrivendo ¢lr=b t,(f_l)—l—(t%_l) —t%r_l))

si ottiene ti V) > K{N7"/2 con K| < K; tanto poco quanto vogliamo. Ora abbiamo

Z t(r 1) (r) > 1K 'NT Z q(r)

k= N1 k= Nl
1 1 1
= _K/N"(r —1)! —
21 (r=1) (Nl(Nl—l-l)---(Nl-i—r—l) (N+1)(N+2)---(N—|—r))
1 Ks Ks 1 1

> — > , <
Ny(Ny+1)---«(Ny+r—1) " N*~ K;N"" (N+1)(N+2)---(N+r) Nr

e K5 ¢ una costante piu piccola di 1 tanto quanto voglio. Finalmente otteniamo

— K
Zt( Ve (k) > Kl(r—l) < ‘;’—1)>K6
KS

k=N,

da cui la non convergenza della serie e la contraddizione con le ipotesi.

La serie > k=1~ sappiamo essere divergente e chiaramente kk~1~%¢ & limitato per cui se
fosse sommabile Cr sarebbe convergente. La divergenza della serie ¢ standard. Sia m, =

[eﬁ(%ﬁﬂp)] +1,n, = [eé(%””p)]. Abbiamo

Zsm(alnk)zﬂzl \/innp \/§n7r
k 2 2

mp mp
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da cui la non convergenza. Cid basta per la non convergenza della serie Y k=17

1 — r+n—k
190.8.2 ¢ bile C iste li — by, ¢ bile C
> ay & sommabile rsee&sen_lffoomgak( . )ez r € sommabile C's

J/

=A

. . 1 — s+n—=k
Seesmtengrfooﬁgak< s—1 )

J/

AL

N+Q min{N,j—1}

Z A ZA<S> =Y Y ApaAP =

n=1 Jj=2 n=max{1,;—Q}
N+Q min{N,j—1} n

-y X zak(””‘)zb(”f‘” New=g=s+o) @

J=2 n=max{1,j—Q} k=1

+oo

=2

=2 1

+oo j—1 1j—m .
tn—k\[(s—1+j—n—

=2222m07 )T

Jj—

(S

n=1k= q=1
J

J k=1n=k q=1
4+ooj—1j—k .
r+n— st+y)—n—gq
S 55 (T (7T -
=2k=1gq 5
oo j—1j—k .
+00 j 1JZab<r+s+1+j—k—q>
j=2 k=1q=1 r+s+1

Sia ora data la successione {c,11} con ¢p41 = a1b, + ...+ apby. La serie Y ¢y € C(r+s+1)
sommabile se esiste il limite

C(T—|—5+1)
nr—l—s—i—l =
n n k—1
b rstlan - r4s+l+n—k
= b =
”T+S+11§:Ck< rts+l ) ””Sﬂkzz;aMJ( rs 41 )
n—1n— .
— r+s+1l+n—q—7j\
—WHZZ ( rt+s+1 )—
j=1g=1
B n—1n—q T+l—j n—j 8—|—n—l—q -
_nT+s+1 ZZ Z s a;j0q =
7j=1 1= =J q=1
1 n—1 1 T—i-l-j n—I s—l—n—l-g
T oprtstl Z Z ( r ) ( s )ajbq (come la (x)) =
l:lj:l q=1
n— n—1 ,(r) (s)
_ 1 Mps _ 15 A B
_nr+5+1 A B,” 1—527? AB

e Siap=r—20,0=s—0 con J positivo e piccolo. a,, = (=1)"(m + 1)? b, = (=1)"(n+ 1)°
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191.8.2 La dimostrazione ¢ presa da [T] pag.233 e si riferisce al caso di una serie reale con
0 < z < 1. Si utilizza il Lemma per cui se per # — 1~ si ha f(z) = o(1) e f"(z) = O(1/(1—1x)?),
allora f/'(z) = o(1/(1 — x)) (vedi esercizio 83.8 sugli integrali).

Dimostrazione del teorema di Littlewood Possiamo suppore hm f(z) = lim Z apx™ =0

+o0 too
f@)=> n(n—1)2""? = O (Z(n - 1)93"_2> =0 (1/(1-=)%)

n=2 an=0(1/n) n=2
“+o0
e quindi f'(z) = Z na,z" ' = o(1/(1 — z)). Ora supponiamo che |a,n| < ¢ Ne segue
n=1
3 (1- o) LSO
c S l-x T 1—2z
n=1
na i na i
I coefficienti 1 — —= sono positivi e quindi Z (1 — —n> ~ k e quindi wy = Z na, ~ o(k).
¢ n=1 ¢ n=1

Poniamo ora wg = 0 e scriviamo

f( ) "‘ZOO Wy — Wy—1 o Z " n—l—l "‘ZOO " — xn—l—l N "
x) —ag = —a" = wy (| — — wp, =
0 n n n+1 n+1 n(n+1)

n=1 n=1 n=1
X w X w,at X w2
—(1— n_n _Wnt W
D D LA D aery Z n(n+ 1) =1
n= 1\\,_/ n=1 n=
o(1)
+oo w
e siccome wy, /(n(n+ 1)) = o(1/n), Z —— " = —ag (dal teorema di Tauber dimostrato da
— n(n+1)
Tauber).
N w N w w N w w wN
li n — i Yn n T n — Wn—-1 _
i S () i S S,
400 +o0
e quindi nz: i + 0 Z a, = —ap da cui nz_:oan = 0 e cio conclude la dimostrazione.

192.8.2 o |[zich-44] ¢ dice che se by > 0 e ¢p > 0, Y. bp = > cx = —+oo, allora

boso + ... + bpsy o coso+ .-+ Cpsn C Cn _ Cn+l
lim = s implica lim = s se ¢ verificata — >
n—too by + ...+ b, n—+oco cop+...+cy, bn bn+1

Nel nostro caso {ck} {my} e {br} e {ur}. Ad esemplo se {my} = {1/k} e {uxr} & {1} allora se
¢ C'1 sommabile, ¢ R(1,1/n) sommabile.

e ¢ ¢ Facciamo vedere che (1,—1,0,1,,0...,0,1,...) & R(1,1/n) sommabile. Prendiamo p; = 0,
o =1, u3 =1/2, uy = 1/3, etc. Abbiamo

Sl:175220733:0754:---:S7:1758:---:Sl5:07516:---2517:17532:---:SG?):O---
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oN+1 N412p+! —1 N+1
e ML e MDY Soma~
)\2N+1_|_1 =1 )\2N+1+1 —0 h—op ]{7 )\2N+1_|_1 p= N+1

e quindi il limite esiste.

Applicazione Sia f(n) monotona crescente, f(n) \y 0 (Hardy le chiama a croissance reguliére)

o el
e > (f")%(n) convergente Allora Z f(k)e S B = > ——— + K+ 0(1) (ad esempio G.H.Hardy,

“Theorems connected with MacLaumn s test for the convergence of series ”, Proceeding of Lon-
don Math.Soc. vol.s2-9, Issue 1, 1911, pp.126-144) La condizione che sia R(l,un) sommabile

¢ che esista il limite liril < E Mk+1eiaf(k)) /An+1. Come caso particolare possiamo prendere
n—-—+0o0o
k=1

pr = f'(k) ed in tal caso il limite vale zero.

193.8.2 e La condizione S,e *** — 0 per n — 400 non c’¢ nel teorema di Frobenius in
quanto ¢ gratis. Infatti se ) aj converge C1 allora S,,/n — 0. Se invece converge R(1, py,)
allora S, = (€n41Ant1—EnAn)/ g1 CON €y, Enr1 — 0. La condizione S,,e™*»% — 0 & certamente
soddisfatta se \,/p, cresce piil lentamente di ogni potenza di e**. Se u, = 1, e A\, = n, &

certamente vera ma non € vera se i, = 1/n, A\, = Inn. La relazione S, = (en11An+1 —
S So+ ... nt1Sn )
An)/tn+1 segue da PaoL ¥ fi3oa o T o da cui
>\n—|—1
A S So+ ... S S A S
s+ op(1) = 2n 251 + p3S2 + .o+ Upt15n0—1 n nbntl _ An (54 on_1(1)) + nin+1
)\n—l—l /\n /\n+1 /\n+1 )\n—l—l

da culi la tesi.

Torniamo ora all’inizio. Da abbiamo

n n—1
E ape T = E Sp (e MT — eTMH1T) 4 G T A
k=1 k=1

dove
— AT -~ — Ak _ —>\k+1.’E — )\ _ )\ —£ < —ArT
Qe ") =e € = (M1 = A)ze™ < pgyaze
>\k<£<>\kz+1
Ora g s \
Ho 1++,un n—1 n _i_Sn/J/n—l—l s
)\n >\n—|—1 >\n—|—1
A ~~ o \ /
—S —1
per cui Sy pint1/Ant1 — 0.
Sne—)\nx < Snlun-l-l s —)\ T < lun-l—l < ,lL_n
)\n-l-l )\n—l—l ~ An

un>0 e {un} decrescente

Il massimo di te™'* capita per t = 1/x e vale 1/(we). D’altra parte t = )\, — +oo per cui

A\, appartiene alla regione dove te~** decresce e quindi A\,e % < ppe #n® < .. Ne segue
S,e % — 0. Ne consegue

+oo +oo Akm>
Z R Z SpQ e ") = Z ,uk—i-lSk: =
k=1 k=1 Fh+1
+o0o k Q( )\"m)
= lim S -l- S
i Zukw ZZ# o)
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_>\nm Q e_>\nm Ty, e nT
Z#k—l—lsk ) ~ )\n+13¥ < /\n—l—lSL = x()\n + Mn+1) mo
Mn+1 Hn+1
cosicché
+o00 T o0 —AnT
_ Qe "
S ape e Zmlzuﬁlsq (c” >) =3 M5 +20)Q (g
1 Hn+1 1 Hn+1
Q e—>\n.’E e—)\nm _ e—)\n+1m e—)\n.’b _ e—)\n+1m e—)\n+1m _ e—)\n+2m
MUn+1 Hn41 Hn+1 Hn+2
“Hn41T — p Hn+42T at — Bt
:e_mlxle 1 1-e }ZO:{@ZBZOﬁe 1 l-e }(!)
Mn+1 Hn+2 t B

che ¢ vera essendo il lato sinistro maggiore o uguale a 1 e il lato destro minore o uguale a 1.

Prendiamo ora a1 =1, a3 =az3 =a4=0...=0, S, = 1. Abbiamo

—AnT
Z Akt1@Q ( . )) — e Bl

Hn+1 12%)
cosicché
—+o0o
A A S; Q)
D D) SUNEE: -
1 Hn41
= A A M1 A Qe ")
Zake_ RE—gemMT — — Qe Mz Z)\k—i—lng -
1 K2 Mn+1
da cui

“+o0 ILLl N Q(e_knx)
> awe ™ o] < [sl(1 - e M)+ LalQle ) + 3 M (—) i
k=1 k=1

Hn+1
+oo .
e n
+ 0N Z Aer1Q <M) (O = sup &)
k=N 41 Hn+1 E>N+1

L’ultima serie converge essendo essenzialmente (vedi (1)) >, Ape™*:*. Basta usare il criterio
del rapporto per x # 0 e per x = 0 il termine generale della serie & zero. Gli altri termini vanno
a zero se * — 0 da cui il risultato.

Dimostrazione di eee. Sappiamo

f251 + p3S2 + - A png1Sn g Aray + Aoag + ...+ Apan
/\n+1 " )\n—l—l
A A A
per cui dobbiamo mostrare che 10 261)\2 T T Antn — 0. ("
n+1

Sia tp = A\a1 + ...+ A\par da cui

Sn—tn/An
n—l n—l 7 - N
)\k:ak: tn 1 1 /,LQSl + e + /J/n—l—lsn Mn+1tn
=1 1T ) Q) = tQ(~—) = _
Z A, kZ_l kQ(Ak> ; kQ()\k> . e
—s
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n—1

t 1
Per ipotesi |kar| < Kvy da cui |t,| < K\, da cui Fnelln g e quindi Zth(—) converge.
/\n n+1 1 /\k

Dobbiamo far vedere che questo implica (!!). Se e falsa, possiamo trovare N grande quanto
vogliamo tale che ty > KAni1 (0 tny < —KAn41) e possiamo supporre K7 < K. Sia Nj il piu
piccolo intero N; atle che

K
AN +1 > (1 - ﬁ) AN+1 = KoAnp1

Inoltre abbiamo Ay, +1 < K3zAn+1 con K3 una costante vicina a K> tanto quanto vogliamo. Se
N1 <n < N si ha

ltn —tn] = |(n+ Dapy1 + (n+2)apy2+ ...+ Nan| < K(ping1 + ...+ pun) S KAy — Any) <
< F()\N—i—l — >\N1—|—1) < FlAN_H/Q

K e K vicine quanto vogliamo a K e K;. Quindi t,, > Ty — [ty — tn| > K{An+1/2 (anche K}
vicina quanto voglio a K7). Dunque

N
1. 1 1 1 1 1
8hQ(—) > =K Ay [ — — > K (——-1) 2K
k; Qe NH(AM AN+1) 2 1<K3 ) !

un risultato incompatibile con la convergenza.

Caso particolare. uy =0, p, = 1/(n—1), n > 1. Allora se |A\gax/pr| < K ossia [kagInn| < K e
se (S1/1+52/2+...4S5,/n)/Inn — s, (R(1,1/(n—1)) sommabile) la serie Y a ¢ sommabile
in senso classico.

Il Teorema di Frobenius in tal caso assume la forma

Se la serie Y ay, converge al valore s e Spk™" — 0 per tutti valori positivi di x, allora ) apk™"
e convergente e tende a s per x — 0.

400 +o0
194.8.2 Usiamo un risultato di Hardy: Se ¢(t) = Zake_kt e Rex > 0 allora Zakn_m =
k=1 k=1
1 [
m/ @(t)t*"1dt a patto che la serie a sinistra sia convergente. Poiché: 1) zI'(z) — 1 per
) Jo

x — 0, 2) per ipotesi (t) tende ad un limite (che chiamiamo — ¢(0)) per ¢ — 0,

+oo +o0 +oo
—x z z—1 : z—1
pu— 1
(3) g ain @) /0 ()t dt — [im, i xp(t)t* ™ dt

basta far vedere che

+o0 Too
lim rp(t)t* " dt — lim Z apx® = p(0)

z—0t Jo T—1—

La funzione ¢(t) & continua a t = 0 ed inoltre p(t) = O(e™?) per t grande. Sia 1 (t) = ¢(t) —(0)
per cui ¢ (t) — 0. Abbiamo

+o0 ! e
/ xtx—lgp(t)dtzw(owr/ xtx‘lw(t)dH/ 2t p(t)dt
0 0 !
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+o0 Foo
/ xtm_lgp(t)dt' < Ka:/ e tdt < Ke——=0
1 1

z—0

Ora scegliamo 9 cosi piccolo che [(t)] < e per 0 <t < 4. Abbiamo

1 5 1 1
z—1 z—1 z—1 ST z—1
/0 xt @b(t)dt) < 5/0 xt dt-l—as/(S U (t)|dt = xd -|—9:/ T p(t)|dt

0

ed il secondo integrale ¢ minore di € se x ¢ abbastanza piccolo.
195.8.2

196.8.2 Ci servono alcuni risultati preliminari. Sia Ab,, = b, — by11

(1)

bp+1 1 +O(1) _ O0/n), bnt2  bny2 bt — 0(1/n) ,0(1/(n+1))
n

bn bn bn—l—l bn
b7;)+N _ eO(l/n)—l—O(l/(n—l—l))—l—...—I—O(l/(n—l—N—l)) — br;;rl _ 60(1/1)+O(1/2)+...—l—O(l/n)
n 1

e quindi br;)_Jrl < 60(1/1)+O(1/2)+...—l—O(l/n) < eC(1+1/2+...+1/n) < Clnc da cui b, = O(nK)
1

(2) Per numeri h, k tali che 0 < h < 1 < k < 2 si ha |b, — by,| < K|n — m||by,|/m per
hm <n < km.

Sia m +1 <n < km| Se m = n ¢ certamente vera.

Pn,m
e R
bn_bm:b_n_1: bn .bn—l bn—2 ”bm—i—l 1 e -1 n—2 T
bm bm bn—l bn—2 bn—3 bm
too +oo k—1
(Pa,m) (Pr,m)
_Z k! Frm 1+Z k!
k=1 k=2
=1 n—1
1P| < kz S~ 0, (1) + 0 (1)

n—1 n—m n—m n—m m n—m n—1 n—m
<1 =1In(1 < = <2 1 =
O_nm—l n( +m—1)_m—1 m m-—1" m - nm—l o m )

n—m n—1 km —1 n—m
—0(1 < <9 > 3. Inoltre o, (1) = Com(1) =
e O( - ) O(>dam—1_ 7 = k se m > 3. Inoltre 0,(1) = O( ), 0m(1)
n—m n—m X (Pt
O .N Oo(——)=0(1 indi | 1 ) =0(1 indi P, ., =
( - ). Ne segue O( - ) (1) e quindi -l—kZ_Z I (1) e quindi P,,
O(n m). Finalmente segue che :O(n m) da cui il risultato.

bm

‘Sia hm <n < m‘ Si ha lo stesso risultato.

(3) Esiste una costante c tale che b1y = b (1 4+ 1), 9| < 1/2, |r| < em

K brtm K . . .
Da 2) abbiamo 1 — =27 < b+ <1+ =27 con hm < m + r < km ossia e imponiamo
m m m

h<14r/m <keimponiamoh <1—cm/m <1+cm/m<kossiah<l—-c<l+c<k.

bT‘ m . .
Otteniamo 1 — Ke < b+ <14 Kcequindi Kc<1/2.

m
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(4)  |bn/bm| < K(n/m)X, n > m, b /by < K (m/n)X, m > n. E ormai facile ottenerla.
+oo
(5) Set < 1siha Z \l<:|e_“’“2 < K/t
k=—oc0

Il massimo di ze~**" si trova a z = 1/v/2t e vale 1/v/€2t € [N, N + 1]. Scriviamo quindi

= th? N tx? N+ tx? oo —t oo —tz?
E kle™ §/ :L'e_xdx—i-/ :L'e_xdx—i-/ Te xdx_ / Tdr < K/t
il \/? /

Ora utiliziamo i 5 risultati preliminari per procedere alla dimostrazione che na,, — 0.

Sia 1 una quantita minore di 1/2 non sempre la stessa. Da 3) abbiamo a4+, = a,(1+n), r < cn.
Quindi

Sntr — Sn = Gnt1 + Gpia + oot ppr = an(L+n0)+ ...+ an(14+1n) =ra,(1+n)

1
Op =81+ 82 +. Z Spp = pzl Sn+ran(l14+n)=rs, + 57’(7‘ + Dan(1+n)

Prendendo r = an con ¢/8 < a < ¢ otteniamo

Ontr — On

1
— as, + = 1an(1
- as —|—2a(om—|— Yan (14 n)

La C'1 sommabilita di » ax implica
Ontr =(n+7)(s+0(1)) =1+ a)n(l+o(1)), Optr — Op = nas + no(1)
da cui
1 1 1
as+o(1) = as, + ioz(om +1Day(l4+n) <= s—s,=una,+o(l), u= i(a +—=)(1+mn)
n

11+[en]1

Sia ora «aj tale che ayn = [en] e quindi wy = |uy| > 5 3 > c/4.
n
11 4| —13 3
Sia poi ay tale che 1+aon = [en/4]. Abbiamo we = |ug| < 3 + len/4] 5 < 1—; Ora s—s, =
n
i d (s — uz) = o1) € Juy — us] > Se k¢
UINA, € 8 — S, = UsNay i danno na,(u; — u2) = o(1) e |u; — us| > wy — w - = .
1 2 1 2 1 2 1 2> 7 6 16

Ma allora na,, — 0. La C'1 sommabilita e na,, — 0 implicano che »_ aj converge grazie al noto
teorema.

197.8.2

198.8.2 Nel seguito le costanti K sono indipendenti da 7 e m. O e o si riferiscono a m — +oo
ma non sono necesariamente indipendenti da r. La K coinvolta in O +puo dipendere da 7.
gr — 0 per r — 400 ed ¢ indipendente da m. Sia z = (r —9)/m con 0 < ¥ < 1. Le prime
formule stabilite sono

(1) man=0@"f"(), (2) O(may)=a"f"(x)

per ogni r grande e uniformemente in 1J. Scriviamo

(=) [ (x) =2 Zn@n T =51+ 5+ 855+ 5=

hm

=z Z n"tma,, e + 2" Z n" "t (nay — may,)e " + " Z Yna, — mapy,)e "+
n=1 n=hm

+ " Z Yna, —map)e™™ 0<h<1<k<2, h,k irrational

n=km
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S1 = mapyr!(l + o(1)) e dimostriamo che [S2 4| < e,7!|may,| Se definiamo b, = na, abbi-

amo Ab,, = O(b,/n) e sono soddisfatti i Lemmi 1)-4) precedenti e quindi se @ ¢ un numero
indipendente da m e r, basta far vedere che (usiamo il Lemma 2)

hm
Sy =a” Z n"~tm/n)¥e " <erl, S =2a" Z “Ln/m)¥e " < g1
n=1 n=km

dimodoché |S2 4.| < g,7!|may,|

—1l—«

Il massimo di n" e " capitaan=(r—1—a)/n=m(r—a—1)/(r—9)=m(l+e¢,) con

la scelta fatta prima di x. Tale valore, per r grande abbastanza ¢ maggiore di hm e quindi la
somma in S} consta di un termine crescente. Ne segue

SL < 2" hm(hm)" " (m/hm) e~ = (r—0)"hr e Mr=?)

_r—
T="0

Poi scriviamo (1 — )" = (r — 9)" 7 (r — 9)?,

(r — 19)7"_19 <" < Kie"rlr Y2 < KyeVplp1/2

e quindi
S < 2" Vplr 2K e Y < Kyplen I hAr-h) g Inh4+1-h<0
+oo — 9\7 +oo T_
Sh <xrm_°‘/ et < wm—a/ £l e dt <
0 m 0
“+oo r
< rT/ pra-temi—bgy - Lt e) Trte) T
0 (r—1)rte ro r
km
E rimansto da stimare z” Z nan — may,)e” . Usiamo il Lemma 2 di nuovo |na, —
n=hm
map,| < K|n —ml|a;,| e quindi
km (E—1)m
Kalan] 3 0 n = mle™ < Kalap Y. (v m) e (e =
n=hm v=(h—1)m
(k—1)m r—1
_ T r—1_—r+9 (V+m> —(r-1) %—ln(l—l—%)—%
= Kz"|a,|m™ e VZ:O |y|?e ( ) <
(k—1)m ) (19w
SKa:T|am|mr_le_r Z |I/‘ —(r— 1)(——1n(1+ )— —) <
v=0
(k—=1)m (- 19)
< Kz"|ap|m e " Z | Ke " D (% -In(+)- ) <
v=0
(k—=1)m
< er|am|mr—1e—r Z K|V|€ (r— 1)(——1n(1-|— v ))
v=0
(k—1)m L, +o0 2, s
< er|am|mr—1e—r Z |V|K6—K(r—1)u /m < er|am|mr—le—r Z |V|K6—K(r—1)u /m <
v=0 V=—00
— 9 2
< Kum“1|am|Km—1 = m|am|e,r!
m” r—
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Il risultato e che
|(—z)" fT)(x) — r!(1 4 o(1))mam| < e,r!|ma,,| per ogni r grande abbastanza

Sia g(y) = max Ina,|. g(ay) = O(g(y)) per ogni a dal risultato (4) precedente. Infatti se @ > 1,
n<y

| 0Gng | _ Mg | oo |
detto noan, = g(y) € nia,, = g(ay), n1 > ng, si ha < K < K e lo stesso se
nlanl nnl nnl
a < 1. Mot
g(m) =moap, = O(ma,,), <— —— <K
mam,
Ne segue

2" f7) () = O(mam) = O(g(m)) = O(g((r—19)/z)) = O(g(1/x)) = piccola a piacere per m grande
Supponiamo g(y) — +oo per y — +oo. Dal Teorema............. abbiamo

2" fO) (@) = O((9(1/2))°) = olg(1/x)

da cui

2" [0 (@) = [man| = o(g(1/2)) = o(g(m/(r —))) = o(g(m)) < eg(m), m > mq

Quindi
g(m) = max Ina,| < max{ max Ina,|,eg(m)} = max{O(1),eg(m)}
nim nxmo

da cui
g(m) = o(g(m)) + O(1) impossibile se g(y) — +o00 = g(y) = O(1) = =" f(z) = O(1)

e questo per x — 0 e per ogni r grande abbastanza. Dal teorema....... si ha 2" f(")(z) = o(1)
per r > 1 e quindi finalmente ma,, = O(z" f")(z)) = o(1). La convergenza della serie segue dal
Teorema di Tauber.

199.8.2 e 1) Usiamo il criterio di Raabe per cui, se scriviamo la serie come Y an,

n b - . . .
I+l _ Z::__n =1- —aE(n) dove E(n) — 1 per n — 400. Quindi la serie converge
an n n

seb>a-+1edivergese b < a+1.

abbiamo

2) e Dal risultato precedente, se b > a + 1 la serie converge assolutamente. Facciamo vedere

. . a 1 b—a
ora che la serie converge ma non assolutamente per b > a. Abbiamo In /% = — E'(n) e
an, n

a3 EW
k=1

= —o0 e quindi a,, — 0. Quanto trovato ci consente di applicare il criterio

n
o .. a a
E’'(n) — 1 per n — 400 e quindi a,41 < a,. Poi In ntl E In —~+1
al QA
k=1

. . An+41
dacui lim In—F
n—-+4oo a

di Leibnitz e dire che per b > a la serie converge.

200.8.2 1) e Per il criterio di Hadamard dovremmo calcolare li{ll_l \an\_l/ "
n—-—+0o0

. . - . . CLn—|—1
raggio di convergenza. In base a possiamo calcolare lim ed osservare che esso

n—4+oo Qp,
fa 1 per cui il raggio di convergenza ¢ 1. In base al risultato precedente possiamo dire che se

b > a + 1 allora la serie converge pure per z = 1 e che se b > a converge per z = —1.
201.8.2 Usare il Teorema di Abel pitu formule trigonometriche

per avere il
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202.8.2 La funzione f(t) ¢ crescente limitata e quindi ammette come limite I'estremo supe-
riore nell’insieme 0 < ¢ < 1. Poiché a; > 0 tale estremo superiore & Y a.
e Se manca l'ipotesi > axty < C per ogni 0 <t < 1 ma a, > 0 un controesempio ¢ ar = 1. In

tal caso I’estremo superiore di Z apt® = +00 che coincide con il limite per ¢t — 1.

e Se manca l'ipotesi a; > 0 per ogni k ma | Zaktk| < C per ogni 0 <t < 1 un controesempio

n 1—(—t n+1
¢ ap = (—1)k. Si ha Z(—t)k = 1(—_1_35 e chiaramente in modulo ¢ maggiorata da 2 per
k=0
ogni 0 <t < 1 ma il limite ¢ — 1~ non esiste
“+oo
203.8.2 Sviluppiamo la funzione in serie con centro in un punto zy = 1/2 ossia Z cr(z —
k=0
+oo
zo)k. Per D'unicita delle serie di potenze si ha Zakzk = ch(z — zo)k e quindi ¢, =
k=0 =

+o0
J+k : : .
Z I a]+kzo Supponiamo che la serie sia regolare in z = 1 ossia che esista la serie
=0
+o0
Zbk(z — 1)k e che il suo raggio di convergenza sia maggiore di zero. Ne segue che la serie

k=0
400 “+o0

Z cr(z — 20)F converge per z = 225 + d con § > 0 e quindi Z ¢ (20 + 6)* converge. Abbiamo
k -0 k=0

+oo +o00o 400 m

ZC}: 20 + 6)F Z Z (j + k) aj+kzo 20 + 6)F Z Z ( )amz()”_k(zo + 6)* e quindi si

k=0 5=0 m=0 k=0
+o0

ottiene Z am (220 + )™ ma questo e impossibile in quanto vorrebbe dire che la serie Z apz®

m=0 k=0
converge per x = 1+ 4. Il fatto che tutti gli a; siano positivi si usa nel fatto che le serie sono

a termini positivi e quindi assolutamente convergenti consentendo di riarrangiare i termini a
piacimento.

1
204.8.2 Se b = 0 converge per ogni a positivo. Se b # 0 converge per a > 3 € diverge

ink
altrimenti. Se b = 0 e a > 0 si usa il teorema di Abel. Se b # 0 si scrive % —
sink —sin® k smk —sin? k
1 ka(k“ T hsink) Ora E converge per il Teorema di Abel. E Fa (ke + bsin k)

1
converge assolutamente se a > 5 mentre per a < 3 diverge e questo lo si vede scrivendo

1
sin? z = 5(1 — cos(2z)) e usando ancora una volta Abel.

205.8.2 Prendiamo l'insieme dei numeri irrazionali in [0, 1] tali che esiste C' > 0 tale che
19 —p/q| > C/q* per ogni q e p < ¢. Si dimostra che il complementare ha misura nulla.

| sin(knd)| = | sin(knmd —mm+mmr)| = |sin (k¥ —m)| e scegliamo m in modo che —7 /2 < 7(kd—
2 2
m) < 7/2. Otteniamo | sin (kv —m)| > kwlf; = ?C Ne segue In(2C) —Ink < In|sin(kmd)| <

0 da cui la convergenza della serie S ¥ In|sin(k7)|. Si & usato che se a, < b, < c, e > a, e
> ¢, convergono allora converge pure Y b,,.

206.8.2 abbiamo k¢S k > =sink 4, g ¢ quindi la serie non pud convergere.
Suddividiamo gli interi in gruppi di 4 ({1,2,3,4,}, {5,6,7,8,}, etc.), in ogni gruppo
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1—sink;

vi ¢ un intero, diciamo k; per cui sin k; < 0 e quindi k- I > k; 1 da cui la divergenza in

quanto Zk—l—smk > Z(kj)—l—sinkj > Z(4j)_1. Se
J j=1

1 <a<?2| Facciamo ricorso a una parte dell’esercizio 1.5%** ¢ in particolare al fatto che la
successione {kw} € densa sul cerchio se — ¢ irrazionale (nel nostro caso w = 1). In tal caso,

0

dato € > 0, esistono due interi ky e ko tale che ||kiw — kaw|| < e (]| - || € la distanza sul cerchio

ossia [|a— B[] = inlél oo — B — k| ). Consideriamo allora la successione {j(k; — k’g) °7. Ad ogni
€

passo essa si sposta di una quantita minore di € sulla circonferenza e quindi, dopo un numero

. . . de 2T . N

di passi pari a Ng= [W] + 1, essa ha percorso una lunghezza pari almeno a 27. Cio
1 2

vuol dire che se suddividiamo gli interi in gruppi di Ny elementi, avremo infiniti interi j per cui

|sinj(k1 —k2)+1| < € ossia —1 —¢e < sin j(k; —k2) < —1+e. Sia A l'insieme degli interi j per cui

e vera la precedente disuguaglianza. Otteniamo Z k-asink > Z(j(kl — ky))Tomsing(ki—ke) >
jEA

Z(j(kl — ko)) "*T17¢ = 400 in quanto ogni Ny elementi almeno uno appartiene ad A.

JjEA

La serie converge in quanto k™2 5% < k=91 ¢ 1 — ¢ < —1 da cui la convergenza.

Per quanto riguarda la seconda parte riporto la soluzione pubblicata dalla rivista ad opera del
Microsoft Research Problem Group (V). Sia

A, =10,2")N{k € N:|sink| < %}, B, =[2""'2"n A,

Chiaramente se k € A,\B,, allora k € A, ;. Infatti se k € A,\B, allora k € [0,2""1)
1 1
ed inoltre da - <

ne segue che quel valore di k appartiene ad A, _i. Ne segue che

|B,| > |Ay| — |An_1]. Inoltre se k € B, allora k~17Ismkl ~ (9n)=1=1/n — 9=n=1 (Qry stimiamo
il numero di termini presenti in A,. Dividiamo la circonferenza di raggio 1 in 7n archi di
lunghezza uguale a 27 /(7n). Dei 2" numeri e, 0 < k < 2", almeno 2" /(7n) stanno nello stesso
arco. Prendiamo due interi k; e ks nello stesso arco. Abbiamo
o ‘ 2 1
sin(ly — ka)| < Jefr ke — 1] <[t — et < 2T < 2
™m
e quindi k1 — ko € A,,. Siccome k = 0 € A,,, ne segue che tutti gli elementi k& che stanno nell’arco

prescelto, stanno pure in A,, e quindi |A,| > o Sia ora N un intero. Abbiamo
n

2N _1 2n—1 N B
—1—|sink| _ 1—|sink| 1—|sink| n
>k ZZ’f >ZZ’€ >> ot 2
k=2 n=2 k=2n—1 n=2keB, n=2
N
Z |A ‘_ |An 1‘ Z ‘An| B ‘An—1| + ‘An| o
2n—|—1 — 2n+2 2n—|—1 2n+2 -
N
_ AN \A1 1An| o \Aﬂ 2"
T 9N+2 Z 2n+2 = + Z Tn2n+2 — Fo0

207.8.2 Riporto la soluzione pubblicata dalla rivista nel numero 115-4 pagina 468 ad opera
di Richard Stong.

1) Ma perché non si legge mai Fiat Research Problem Group o Pirelli Research Problem Group?
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Se o > [ allora

oo

a+klnk o
> =
nZlkHlﬁJr (k+1)In(k + 1) Z_:loz-l—klnk
che chiaramente diverge. Sia allora § > o > 0. Abbiamo
iﬁ a+kink Z Ha—l—klnk ”li[a+k1nk
=i B+ (k+1)In(k+1) B —a B+kink B+kink
e quindi (somme telescopiche)
Nzlﬁ a+klnk o I5; ﬁa+k1nk
n:lk:1ﬁ+ k—l—lln(k—i—l) p—a 5—Oék:15+klnk

Ora
a—+klnk . - b — «
1 1 l—— ) =
nLr%oH B+ kink ninéoH( B+k:lnk:)
1

n Quanto Z m = 4-00. Ne segue
k=1

i ﬁ a+klnk o«
B+ (k+1)Ink+1) p—«
208.8.2 Riporto la soluzione pubblicata dalla rivista nel numero 117-9 pagina 834 ad opera

di Hongwei Chen. Si veda anche http://www.cip.ifi.lmu.de/ grinberg/11409.pdf.

Sia wy, = kInk. La serie & Z(—l)”an dove
n=2

o+ wy w (a4 w2)
n by = ——
- Hﬁ+wk+1 H( ﬁ-l-wk) T BT wie

Si dimostra che la serie ¢ Leibnitz. Primo passo a,+1 < a, almeno asintoticamente.

e Wnt1(a + wpy1)
(79 wn(ﬁ + wn+2)

<1l <= wpria+ (wiﬂ — wnwn+2) < Bwy,

Risulta che w,%ﬂ — WpWnto = In?n+Inn+ 1+ o(1) ed essendo w, ~ wp+1 = nlnn oltre a
B> a, siha apyq < ag.

Il secondo passo ¢ lim a, = 0 e bisogna far vedere che
n—-+4oo

lim b, PNy = hm b I] | Poa
n——4o0o Pt ﬁ —+ wg n——4o0o - ﬁ + Wi

Poiché b,, — 1, basta dimostrare

. - B—a
”Erfooln [H (1_ ﬁ-l-wk)

k=3
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Chiaramente ¢ vero.

209.8.2 Riporto la soluzione pubblicata e dovuta a O. P. Lossers, Eindhoven University of
Technology, Eindhoven, The Netherlands.

a) I termini

a+ (=) -k-Ink
Hﬁ-i- )kl 4 (=1)k+1 . (k+1) - In(k + 1)

N a+ (=% - k-Ink
Qn=(Mm+1)In(n+1) ]};[2 B+ (=) 4 (=11 (k+1)-In(k + 1)

sono asintoticamente alternanti per cui basta far vedere che tendono a zero in modo monotono
(almeno asintoticamente). Detta x,, = nlnn, si ha

_QQRII -1 (_13;:<a+ﬁ) + { - L] (—=1)™(a+B) +O(z,?)

xn—i—l T

Qn—l—l

asintoticamente possiamo scrivere — =1—¢, conc, > (1—|a+pB|)/(2x,) e chiaramente

n
¢, # 0 in quanto |a + 3| < 1. Il risultato & che |Qn11] < |@Qn|- Inoltre poiché Yzt = +oo,
n

segue che H(l —¢,) — 0 ossia @, — 0. Ne segue che la serie U, converge. La stessa cosa
k=1

accade per la serie T.

b). Detto pr. = (—1)*a+ a2y, g = (=1)* 1B+ 1+ 2341, se a+ =0, le somme T + 2U sono

scrivibili come

N n N

Z(_1>”+1(qn+qn+1) H Pk _ Z(_1>n+1 [T 2pk Hk ka

n=2 P L —" sz 5 Gk Hk 24k

che e una somma telescopica che diventa
—p2+ (=) oy H NoTs ~P2=—a—2n2

210.8.2 Sia a,, il termine generale della serie e

o 1 e _, L 1 2 Lol
" nlnn(lnlnn)? Cno1 n  nlnon  nlnn(lnlnn)? n?
1 d, 1 1 1 1
dy, = =1-=— — O(—=
nlnn(lnlnn) dp—1 n  nlnn  nlnn(lnlnn) * (n2)

Per il criterio di condensazione di Cauchy, grazie alla monotonia la serie Y ¢,, converge o diverge
con la serie

2k 1
2o = <
D e Z2k(k:ln2)(ln2—i—1nk)2 <. (kIn2)(In2 + In k)2

Applichiamo ancora lo stesso criterio all’'ultima serie il cui termine generale &€ ancora monotono
e otteniamo

2k 2k
2 2FIn2(In2% +1n2)2 2 2k In2(k + 21n 2)2 <2 s k21n2
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La stessa procedura applicata due volte a »_ d,, determina la divergenza poiché

2k
k _
D Py =) 2% (kIn2)(In2 + In k)

e la serie diverge con Z 2" Z 1
ie div —
& (2¥In2)(k + 21n2) m2(k +2In2)

an (Inm)” a+nlnn 1 a-f0+v-1 1
an—1 (Inn—=1)78+ (n+1)In(n+1) n * nlnn * (n2)
an, Cn

<
Ap—1 Cn—1

Sea—pf+v—1< —1 ossia f > a + 7, asintoticamente abbiamo e quindi la serie

> ay, converge per confronto

> G
an—1 n—1

Sea—f+~v—12>—1ossia f < a+ 7, asintoticamente abbiamo e dal teorema
del confronto la serie ) a; diverge

" sinlnlnk

211.8.2 Se non converge allora la successione delle somme parziali AT e di
n
k=3
/. sinlnlnk
Cauchy e quindi de >0 : VN >04d M > N,J > N : 27 > e. Prendiamo
= klnk
(pomr) ()
Tg=¢€ ey, =e

%1:] sinlnlnk>l[§q:] 1 Nllnln[yq]wliﬁ_lizlz
Elnk 2k—[ ]klnk 2 Infz,] 26 26 23

k=[zq]+1

definitivamente in g e quest’ultima non e una quantita piccola. Un indizio della non convergenza

A .
Inl
lo si ha osservando che / Smlﬂ = —coslnln A + cosInn 3, non converge per A — +oc.
3 xlnx

o0
Si dimostri viceversa che E

sinln k

converge
In

212.8.2

213.8.2 Sia Ny = {k: 27% < d,,, < 27"} e sia My il pitt grande dei k € Ny. Dal fatto che

1 1
. Si definisce ¢; = _—

My, \/du,

per ogni k € Ni. La successione {c;} & monotona decrescente in quanto M1 > My, e inoltre
1
dn, < dpg,, - La serie > ¢ converge in quanto ch = Z Z cj < Z — < 22_’“/2.
k jEN PRERVALLYA k
Inoltre Mycpr, dar, = \/du,, che tende all’infinito per k — +o0
1
(n + 1)22(n+1)* In 2
1 1 2

— - — 9(n+1) :

zk:ck Z Z T 1)22(n+1)2 o < Kzn: T 1) < +o0. Per k,, = 2 si

g o2n? cp<o(nt1)?
ha kpag, Ink, =1

d, — +o00 segue che se j & Ny allora d; < 27* oppure d; > 27+ 1

214.8.2 ¢, = per o"° < | < 200+1)? 4] variare di n.
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215.8.2 n —m > 1 implica che a, < k=2 e quindi la serie converge. Per la somma si scriva

|
aliad e si utilizzino le serie telescopiche. Il risultato e m
ag (n —m)n!
. . ag 1+ ag 1 .
216.8.2 Si scriva = — er cui
Qta)...(Itay) (Q+ta)...(A+a) (Q+a)..-A+ap)
N N
1
ap = (bg—1 —by) dove by, = e bp = 1. Ne segue che ar=1—by =
z = Y cs b dove = e e Y 0s =1y
1 N +oo “+o0
——x——— = l—exp(— Zln(l—i—ak)) e quindi se Z In(1+ax) = S allora Z ap =1—e™%
[T= (1 + ax) k=1 k=1 k=1
(si intende 1 se S = +00)
217.8.2 Sia A =p/q. Ogni volta che n = Ng¢ il denominatore vale a e quindi
too a—1
Z n > — Z Nq)“ 1 = 400. Sia ora \ algebrico di ordine m > 1 ossia

a + nP sin® (nmwA)

1
esiste un numero intero positivo M tale che |\ — 1—9| > ——— per ogni coppia p, ¢ > 0 di
q

M m
numeri interi. Abbiamo [sinnmA| = |sin(n7r()\ - B) + np7r)| = |sinnmw(\ — £)| Possiamo
n n
s s 1 1
prendere p in modo tale che —5 < nmw(\ — B) < 5 ossia An — 5 <p< A+ 3 ed usare
n
1 2
|sinz| > — |:z:\ per 0 < |z| < 7/2 per avere |sinnw\| > mr;TM — = 27;\4711 . Ne segue che
+oo a—1 +oo
n a— 14M n—B+2m=2
< n che converge per 8 > o+ 2m — 2
; a + nfsin?(nm\) Z K ge per 7

E noto che esistono numeri irrazionali per i quali, per ogni n > O esiste un numero razionale

Pn/qn tale che (X —p, /g, < ¢, da cui |sing,m(\ — pp/qn)| < . Possiamo allora scrivere

7’L

+o00 no—1 +0oo qg 1 a 1
nza-l-nﬂsm (nw) = Zla-l-qﬁsm (qgnm) nzla-i-q sin (qn (A—122) Zq a
+00
. e 1 1 T T —y Mg |
k=1 k=1

e la serie diverge a meno che x = y. Per calcolare il valore di = che da convergenza e poi la
n

1
somma della serie osserviamo che Z e Inn +~,, dove v, ——= e v € la costante di Eulero.

n—-+o0o
k=1
- 1 1 1 x 1
S, (x) = S — - =
(z) ;(k—l)m—i—l-i_ +km—1+km km  km
"1 1 1 "z "1
=25 Z _1m+1+~+k S R B el D et
k=1 k=2 k=1 k=1
1 x 1
=25 Z{Z" Z 3} - i D
k=1 k= = k= =1
1
=Inm+ v, + Z((ln(km) —In((k = 1)m) + Yem — Vh=1)m) — (Inn +y)

+1
:lnm—l—vm—k((ln(nm)—lnm—i—%m—vm)—x (Inn+v,) =
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1 1
T vn—l—(l—;)lnn
m

e nel limite n — 400, prendendo = m — 1, si ha il risultato Inm

=Inm + vy, +1Inm —Inm + Ym — Ym —

sin(k%x) sin kx "\ cosk(k — 1)z —cosk(k + 1)z

21 2 2 = =
9.8. Z k — k
B zr: oS k(k — Dz cosk(k+ 1)z N ZT: cosk(k+1)z  cosk(k+1)z - cosr(r+1)x N
= k+1 —  k+1 k B r+1
" cosk(k+1)x cosk(k+1)x cosr(r+1)x Cosk k-i—l Lo ,
Z E 11 — k =1- BT Z e quindi la serie con-

k=1 k=1
verge uniformemente.

. +§ cos(k%x) sin kx

si risolve come prima.

k
k
< cos kx . . - .
° Z converge per alcuni punti e diverge per altri. Sia x = 7r§ con p e ¢ primi fra
k
X p p
di loro. Riscriviamo la serie nel seguente modo Z Z p sm((qk —7)?m=) cos(gk —r)mE =
=1 =1 1% q q
- p p
Z Z sm r2rs ) cos(mr= — mkp). Se p & dispari, quindi ¢ pari, ciascuna delle ¢ — 1 serie
q q
k 1r= 1
€ una serie d1 Leibnitz. Se p e pari la questione & piu complicata Ad esempio prendiamo p = 2 e
400 g—1
1 2 2 Jﬁ 1
= 3. Abbiamo sinr?m= cosmr= = —— e quindi diverge.
“= 1 ;;316—7“ T3y 3k;—1+3k; p)ed vers

. Z cos(k?z). Sia x = 72 con P, q interi qualsiasi (tali punti sono densi sulla retta). Se k = 2qN
q

con N intero allora cos(k?x) = cos(4qN?prm) = 1 e quindi il termine generico della serie non
tende a zero.

+oo
1
220.8.2 Studiamo il caso di p = 2. La serie converge. La possiamo scrivere come Z ( Y- +
k=1
! ! Z +O —3) da cui 1 Va detto che I
— —— a cui la convergenza. Va detto che 'avere
k-2 dk—1 8

raggruppato i vari termini della serie ed avere ottenuto una serie convergente non sempre ¢ lecito.

In altre parole la convergenza della serie raggruppata non sempre da luogo alla convergenza della

serie originaria. Si consideri infatti la serie Y (—)* che chiaramente diverge. Viceversa la serie

in cui raggruppo due termini vicini e la serie nulla e converge. La procedura giusta per sapere

se un raggruppamento ¢ efficace o no passa attraverso la proprieta di Cauchy Ve 3 k.: p,q >
q

k. = \Zak\ < ¢ ed il punto essenziale & notare che ora si tratta di una somma finita in
k=p
cui si possono effettuare tutti i raggruppamenti che si vogliono. E superfluo sottolineare che
q

| Z(—)k| =1 e quindi la serie diverge.
q

221.8.2 La serie converge. Usiamo il criterio di Cauchy. Nella somma Z ap scegliamo p e
k=p

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 168



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

, I " 1 L Wl n(n—+1) n(n—1)
q in modo tale che Zak = Z (—) Z i Z (—) [th — ln(T —
k=p n=mno k=in(n—1)+1 n=mno
1) + fy%n(n—i—l) - 7%n(n—1)—|—1i| :
1 -1 2
m% _ m% ~1) = 24072, g = 7+ 1/(2K) + O(k™) da cui si ha

ni 9
| Z ((—)"= +O0(n™?))| < € per qualsiasi ng sufficientemente grande.
n

n=ng

q mny1 %n(n_'_l) 1
L’estensione al caso in cui p e ¢ non consentono di scrivere g ar = E (=)" g — sl
k=p n=no k=in(n—1)+1

1 1 1
ottiene facilmente. Ad esempio supponiamo che §(n0 —np<p< Eno(no +1)e 5”1(”1 +1) <

1
q < 5(1%1 + 1)(111 +2)

LT e R by
—_— J— n J—
Z ay = Z 7 + Z 7 + Z (—) Z k dove ¢,, vale
k=p k=p k=4ini(ni+1)+1 n=ng k=in(n—1)+1
1 se ng e dispari e —1 se pari (per ¢,, € 'opposto). E semplice verificare che ciascun termine
tende a zero

“+o0 Ak41
1
222.8.2 Chiaramente la serie ¢ data g (—1)F E — ed inoltre
‘ J
k=0 Jj=ar+1

1 art1+l g il ak+1 ]
1HM:/ “< Z —.S/ Oy i1

ar +1 . a1 . x ak

Il risultato segue facilmente.
q ni 2n+1 1 ni
223.8.2 Scegliamo p e ¢ in modo che Zak = Z (=)™ = (=)™ (In(2"*t") —
k=p n=no k=2"+41 n=no
1
In(2" 4+ 1) + Yan+1 — Yang1) ~ Z (=)"In2 che chiaramente non puod essere reso piccolo a
n=ngo
piacere.
, . ~=Ink In®n ) . ,

224.8.2 Sia b, = —— — ——. Usando In(1 4+ z) = z — 2%/2 4+ O(z*) dimostriamo che

k 2
k=2
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asintoticamente b, 11 < b,,.

In(n+1) 1 1. 5
bpi1 —b,=———=——1In 1)+ =1 =
! pea it LU A L
_mr b a4 1) nn 4 4 1)) =
T n+1l n+1 n 2 N
Inn 1 1 1 n
In(1+—)+ =1 1 1 1)) =
n—|—1+n—|—1 n +n)+2nn+1(nn+ n(n+1))
Inn 1 1 1 1
= Inl1+—-)+ =In(1 — ——)(1 1 1)) =
o1 tar et o)+ g In(l - o) (Inn+In(n + 1))
Inn 1 1 1 1 1 1
= O(-5) + 5~ - O(=7)) (n +Inn +In(1 _):
n—|—1+ (n2)+2 o 2(n—i—1)2+ (n3) nn+Inn+In(l+ —)
Inn 1 1 1 1 1 1 1
= O(= —(— - 0 )(21 S 40 ):
n—|—1+ (n2>+2 n+1 2(n+1)2+ (n) nn-l—n 2n2+ ( 5)
Inn 1
=—————+0(—=)<0
(n+1)2+ (n2><
Poi facciamo vedere che che b,, € limitata inferiormente Sappiamo che
In® 2 “Ink 1, In® 2 "ng n*2 1., 1.5
— — — =1 > —— —d ——l = —— 1 1) — =1 -
2+k:3k I > —l—/3 —dz n’n 2—|—2n(n—i—) 2113

1
2 In? n > B per una opportuna costante B. Quest’ultimo passo & evidenziato dal far vedere che

lim In*(n+1) —In*n =0.
n—-+oo
225.8.2 Cambiamo variabile v = zy, v = x e il dominio di integrazione diventa il triangolo
di vertici (0,0), (0,1), (1,1). Bisogna inoltre notare che sul segmento di estremi (0,0) e (0, 1)

il cambio di variabili perde significato ma tale insieme ha misura nulla. Dunque l'integrale
n

1 1 1
1(1 1 1
diventa / du/ dv— {—} = —/ dulnu {—} Ci servono i seguenti fatti E — —Inn =
0 w U lu 0 U k

k=1

" Ink 1 .
Yoo lm =1, — _Cn=B,, lim B, =B (vedi EZH)
n—>+00 1 k 2 n—-+oo

Per definizione di parte frazionaria si ha

/()E{%}lnxdx-i—/;{%}lnxdx:RETMZ/_ ——k lnxdx-l—/;(%—l)lnl‘dl";

=

1 1 l l 1 1
/ (= — k)lnzds = “n?z|” —k(xlnx — x) fo= —(In*k — In*(k + 1)) — (In— — 1) +
1 2 = = 2 k
EF1
ki 1 1, ) In(k+1) 1

1 —1)=-(In*k—In"(k+1 Ink)+1—In(k+1)—1 ;
e A L A O
1

1 1 1 1
/(——1)lnxda::——ln22—i————ln2;
1T 2 2 2
Qulndl

In(k +1) 1

Z/ ——klnxdx— (1n2 In* n)+ln2—lnn+z E 1 k+1>

ln(k:—i—l) I Ink 1y Ink 1 3 2 1 ,
;( T D) §<7+z)—§(7+g>—5—7—5m<"“>+Bn+1+

3 In2

1 1 n - - —
n(n+1) + Y1 — 57
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Abbiamo che l'integrale & uguale al limite

1 1 3 In2 In’2 1 In2
§(ln22—ln2n)—|—ln2—lnn—i—2ln (n—i—l)—f—BnH—i—ln(n—l—l)—i—vnH—5—HT—HT—%Q—HT

1

e il risultato segue facilmente dopo avere osservato che In(n + 1) = Inn+In(1+ —) = Inn +
n

1 1

0™

n  2n?
226.8.2 Cambiando variabile t = 2/(a + z) ed integrando per parti si ha che 'integrale ¢ Ia

dove
A Ulnt
—2/ B
1> Ol_t

e—0A—1 J, e=>0A—1\1 —1¢

1 2 A 2 2
1 1 1
1 :/ nitdt = lim lim nitdt = lim lim (n_t — In? t)
o (1—1)? (1—1¢)?

it (7 )= i i 7 A e =
~ 1w (A— 1)2;10%4— 1)?) _1n2A+g% —m%—in:eﬂn% 0
! lnt
/0 — / lntZtkdt Z/ t* Intdt = lnt‘ —Z k+1
7r2
o
da cui il risultato.
e Si trovi un passaggio non giustificato (baco) nella precedente dimostrazione.
Il baco € nel passaggio /Ollntitkdt = Z/ t* Intdt dal momento che la serie Ji:wx

= k=0
non e uniformemente convergente per 0 < x < 1 e quindi non si e autorizzati a scambiare

serie con integrale grazie al teorema generale sulla uniforme convergenza delle serie di fun-

zioni. Possiamo viceversa scrivere hm lntZtkdt = hm Z / thIntdt ( qui lo scambio

é k+1 0 k
t t
¢ lecito in quanto l'integrale arriva fino a §.) Poi / t*Intdt = lnt’ — / dt =
0 k+1 o Jo k+1

5k—|—1 5k:—|—1 5k—|—1 +oo 1

. . 1
lnék_l_1 — CESER Poi osserviamo che CESE < CESIE e che ;m < 400 e

400 5k—|—1

2
— (k+1)

quindi la funzione di ¢ e una funzione continua per ogni valore di 9. Si puo quindi

—+o00o
1
assare al limite sotto il segno di serie ed avere —_—
P s kz_o (k+1)?
oo gh+1 I Sk+1

e gl_rg 2 lné<k+ 1 e facciamo vedere che tende a zero. Abbiamo 0 < Zlné(k+ 0 =

. Il secondo pezzo da trattare

k+1
(k+1)

+oo 5z

+oo
5%1néd + 61n52 Iné < 6%Iné + 5ln5/ dx. Intergrando per parti otteniamo
k=1

0 $+1
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+oo 5z em1n5 +00 1 +oo exln5 1 1 +o0 emlné
e = | C dr = —— 4 — ©_da. Sti-
/0 z+1 Inéd(x+1)lo +ln5/0 (x+1)2 v Ino * ln5/0 (x+1)2 oou

+oo zlnd +oo 1 +oo
miamo / — dr < / — dr = 1 per cui §21né + (51115/ dz tende a
0 (r+1) 0 (z+1) 0 r+1
zero quando d — 17.

2
> 11
o/ (ln S P )dx:€7r2—|—2(ln2)2. L’integrale e
0

o0 2
/ <ln :z: +In :z: )dx:
0 z+1 x4+ 2
:/ In? a: da:-i—/ In? a: da:+2/ In T In a: dx =
0 .’L"i‘]. 0 .’L'+2 0 l‘-l-l fL'+2

:/ In? 93 da:—f—/ lnzida:—f—
0 .’L"i‘]. 0 .’L'+2

+ 2/ (lnzx —In(z+1)Inz —In(x 4+ 2)Inz + In(z + 1) In(z + 2))daj =1+ I+ 23
0

2

00 2
Mostriamo che I; = / (ln * ) dr = % Sostituendo ¢t = z/(1+x) ed integrando per parti
0

otteniamo

1 2 A 2 2 A 1
I = / lnitdt = lim lim lnitdt = lim lim (hl t_ In? t) —2/ Int dt
0 (1 — t)2 e—0A—1 J, (1 — t)2 e=0A—=1\1 —1¢ € o 1—1t

2

In%t A In?A4  In?
lim lim( o —ln2t) = lim lim i _ e —In?A+1In%e =
e=0A—>1\1 — ¢ e e=0A511—A 1-—¢
—1)2 _1)2 C1n2 . 2 2
— lim (A—=1)*+o((A 1))—1n2A+lim Ine —eln“e +In € .
A—1 1— A e—0 1—¢

/1lnt ! ik ilk itkH 15‘311&’“
dt:/ nt S thdt = /tlntdt: lnt‘ _ / dt =

0 1—t 0 =0 0 0 k:0k+1 0 =0 0 kf‘i‘l

B i 1 w2

-y — -
= (k+1) 6

da cui I;.

Con la sostituzione t = z/(x + 2) abbiamo
12=/ (n—) da::2/ B gr=2T
0 .’L'+2 0 (1 —t>2 3
A

Is = lim lim (ln2 r—In(x+1)Inz —In(z+2)Inz +In(z + 1) In(z + 2)) = lim lim J3

e—>0A—oc0 e—~>0 A—o

g
e spezziamo J3 come J3 = J3 1 + J32 + J3 3 + J3 4. Integrando due volte per parti si ha

A Aclne —
J31=(rlnx —z)lnx —/ wdx:(:clnx—x)(lnx—l)
€ c X

=(AlnA—-A)(InA—-1)— (elne —¢g)(lne —1)+ A—=¢

A
+A—¢e=
g
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Il limite € — 0 si puo eseguire immediatamente avendone

Js1=AIn* A —2AIn A +2A.

A /Axlnx—x
— —  dz =
€ e xr+1

A A
—|—/ nxdm
5 c $+1

A
(—1)-J39 = / In(z + 1) In(z)de = (rlnzx — z)In(x + 1)

= ((xlnx —z)ln(z+1)+z—In(x 4+ 1) — (mlnx—x))

Come prima il limite € — 0 si puo eseguire ed ottenere (il seguente integrale converge per x = 0)

A
1
nr ..

(=1) - Jss = (Aln A — A)In(A+1) + 24 — In(A+1) —AlnA+/ =
o &

Con la sostituzione x = 1/t otteniamo

A 1 1 1
1 1 1 1 1
/ ne d:v:/ nt dt—/ itdt:/ Bt tm2a
1 ZL’+]. 1/At+1 l/A t 1/At+]- 2

quindi (usare In(1 + z) = z + O(z?))

1 1
Inz Int 1

-1)- —Aln?A—-24AInA+24 -1 1 d dt + =1n* A

(=1)-J32 n nA-+ +o()+/0 x+1x+/1/At+1 +5n

Sempre integrando per parti due volte arriviamo a

A 49
+/ nxdx
1>

(—1)-Js3 3= /Aln(sc+2) In xdx = ((a:ln:c—x)(ln(a:—l—Q)—1)+x—2ln(:c—|—2)> ) P

Il limite € — 0 e la sostituzione x = 2¢ nell’integrale da

(—1)-Js33 = /A In(z+2)Inzdr = (AlnA — A)(In(A+2)—-1)+ A—-2In(A+2)+

AJ2 n?2 1 1 A/2 1
+21n2+2/ - dg;+2/ ne dx+2/ i
0 l‘-i-l 0 l‘-i-l 1 .’L'+]_

4/2 1 1
/ ne da::/ 2+ Ln2ca2).
1 IL'+]. Q/At+1 2

Ne segue che, a meno di termini che vanno a zero quando A — +o0,

Ung

dx

(—1)-J3,3:(A+1)1n2A—2A1nA+2A+21n2—2—(1n2)2+4/ pra
0

L’ultimo termine da calcolare &

A_/A<xln(x+2) +xln(az+1))dx

A
Jos :/E In(z + 1) In(z + 2)dz = zIn(z + 1) In(z + 2) 1 v +2

e
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ed e uguale a

J3 4 =xIn(z+1)In(x + 2)

A A A
- / In(z + 2)dz — / In(z + 1)dz+
€ € €

A A
In(z+2) In(z+1) / In(z + 1)
d ——dx =
+/E ( z+1 * T+ 2 >x—i— . T+ 2 v

A
+

g

= (z+ 1) In(z + 1) In(z + 2)[‘—((1; +2)In(z +2) — (z+2))

A N
—|—/ dx
IS5 14e 1+ZC

—((z+1)In(z+1)— (z+1))

ed eseguendo il limite ¢ — 0, prendendo i termini dominanti per A — 400, otteniamo

Jsa=(A+1)In(A+1)In(A+2)— (A+2)In(A+2) — (A+1)In(A+ 1)+ 24+

1 1
| |
+21n2+/ ne das—/ ﬂala::
1 1+=x 1 X

T+A T+A

1 T
—(A+1)InA—24AInA+24—3+2In2+ 51n?A+/ Ifxdx+o(1)
0
Ung w2
Sommiamo ora i contributi Iy +I2+2(J3,14+J3 2+J3 3+ J3 4) assumendo () = / T dr = D)
0 xr

(verra provato alla fine).
2 L. o 2 L. o
Il+I2:7T, J3’1+J3,2:1—§1n A—2Q, J3’3+J3’4:(11’l2) —3@—1+§IHA
quindi
2 o 2 2 11 2 2
Il + IQ + 2(1]3’1 + J372 + J3’3 + J374) =T + 671’ -l- 2(ln2) = Fﬂ‘ + 2(1n2)

L’ultimo passo e valutare

1 1 1 1 0o a1 2
| | | |
/ nx dx:/ nx d:c—i—/ nx da:—/ nx da::22/ a:zkln:cdaj—i—ﬁ—:
o 1+=x o 1+z 0o 1—=x 0o 1—=x —Jo 6

> 1 2 =1 lex1 72 2 1 2
= _2 M 2 = (2414 2)= ——
;(2k+1)2+6 ;k2+ D e A U T

k 1
227.8.2 Scriviamo Zal’g = Zakak "1 Per i valori di k (chiamiamo tale insieme A)

1

1 ke
per cui a, "' < M e M > 1 allora possiamo maggiorare Za,ﬁf“ < Z&kM- Se invece

kecA ke A
_1 o e L R
a, *T" > M allora a, < M~'7F e quindi E a;tt < g M™" e quindi si ha convergenza.
kA kg A
Notare che e essenziale assumere a;, > 0.
In k 1
e La convergenza di g a,* " & analoga. Scriviamo ) aga, """ e dividiamo i k in due gruppi.

1
Nel primo gruppo, detto A, ci sono quelli per cui 0 < a, ™* < M ed in questo caso abbiamo
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1

In k 1
at < E arM < +o00. Nel secondo gruppo ci sono quelli per cui a, ™" > M ossia
keA keA
In k

ar < M~171"% ed in questo caso otteniamo Z alnk+1 < Zak < Z M1k« 4o, Per
kgZA kgA kgA

“+o0
la convergenza di g M=% seriviamo g M~k < g M~k ¢ tale serie, avendo il

kg A kg A k=1
o0 . o0 ok
termine generale monotono, converge se e solo se converge la serie E ok p—1-In2" — E —.
Mk In 2

Ora se M > e allora M2 > 2 e la serie converge. Quindi il valore di M, che nel caso precedente
bastava fosse maggiore di 1, in questo caso deve essere maggiore di e.

e Se vogliamo un controesempio ossia by ' 1 ma Zai’“ divergente allora basta prendere

B 1 o B Inlnk
W= e T 1+1nlnk:

In(21n k) In(21n k) . . . .
ossia E QTIRGTR |2 TG ) (In2) ?TmeEnm ed ¢ facile vedere che il termine generale della

. Di nuovo la serie converge se e solo se converge E 2k(a2k)b2’“

serie non tende a zero. Per applicare il criterio di Cauchy m bisogna dimostrare che

e = TGy k10 b e decrescente ossia e_13511?12’?:?1)))(k+1)1“2(k+1) <e 1l+nl(nl?15xk(3c)>>k1“ ¥ Per questo
1

sviluppiamo asintoticamente Inln(k + 1) = Inln(k) + O(m), In((k + 1)In?(k + 1)) =
n

1 1 In(In(k + 1)) In(In k) 1
n(kn®k) + - + O , - ( ——————)). Mettend
(Rt h) + 2+ OG ) Tt r 1)~ T\ T O G mgmmy)) - Mettendo
— nQnk41) g4 1) 152 (-1 n(in n(ln
tutto assieme si ha € 1+1"(1n(1i(+1i)()k§) ) 1( ) _ 6_ k(11+§;(§§2;)€)))+0 (1—‘,—1111(1(111(]5’;))))16 1nk> <1
(i) F 107 K
e

228.8.2 Basta ripetere il ragionamento del secondo punto dell’esercizio precedente.

+o0
229.8.2 Essendo Z aj, < Z ay)? = A% il range non puo superare A2. Se si prende ag = A

k=0
. . 2 c 1 R . . . A a — 1
e ap = 0 per k > 1 si ottiene A“ per cui ’estremo e raggiunto. Se poi prendiamo aj = —
a a
—+o0 +o0
. 2 2 a— 1 . . N .
otteniamo Z ar = A e Z aj, = A°—— per cui la somma della serie puo essere resa piccola
a+1
. kZO kzo- . . . . . .
a piacere prendendo a prossimo a 1 ma ovviamente piu grande di 1. Dunque il range dei valori
“+o0

di » aj & (0,47,

k=0

. " A,
230.8.2 Applichiamo il Teorema di Abel e scriviamo g apbr = bn\/ﬁT —
n
n—1

UL Z A (b, —bgy1) dove A, Zak Per ipotesi | \ < A ed inoltre Vkb, — 0 per
Jm 2 k

k=m

’I'TL\/_

n—1

cui i primi due contributi tendono a zero. Maggioriamo il terzo come ‘ Z —k\/E(bk —bpr1)| <

k=m \/E

A n—1 too
Sup ’\/_%‘ : ’Z V(b — bk+1)‘ < Ae in quanto la serie Z VE(b, — byy1) converge. 11
k:_

m<k<n—1 —m k=1
risultato ¢ la convergenza della serie Y abg
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. ca S EDYE SR ] ! .
231.8.2 Sia z = 1 e quindi ;T = ;(—1) (7“_2 + o m) Infatti se

r? < k < (r+1)? allora [V/k] & costante. Per la convergenza ¢ necessario e sufficiente far vedere
che

Ve>0dr.igq>p>r. = < €. Allora maggioria-

i(—1)r(%+...+m)

T=p

1 1
mo e minoriamo a, < 2 + ...+ m < b, dove Z(—l)rar e Z(—l)rbT conver-
gono per cui si ha il risultato. Le due successioni a, e b, possono essere trovate tramite il
(r+1)* daj 1 1 (r+1)*=1 gy
confronto con gli integrali. / — < S+t < / — e quindi
2 x r (r+1)2 -1 .21 x
1 C’
esistono due costanti positive C' e C’ per cui — < — + ...+ ————— < —. Dalla conver-
r = or? (r+1)2-1 r
genza della serie Y (—1)"/r, segue la convergenza di ) (—1 )[\/E]/k:. Sia ora z = e, \ # 2k.
00 VE
—1 VK :
Dobbiamo mostrare la convergenza della serie Z %e”‘k. Applichiamo ponendo

k=1

+oo
ap = (—1)[\/E] e e by, = 1/k. Ovviamente kb, = 1/vk tende a zero. Inoltre Z VE|bg — by 1]

k=1
& una serie il cui termine generale va a zero come k~3/2 e quindi converge assolutamente.
1
L’ultima condizione da verificare e T Z ay, limitata. Supponiamo che n = p(p +1) . Abbiamo
n
k=1
n p (j+1)*~1 (G+1)*-1 NG irg?

_1\[VE] Jixk _ 1\ ik ixe| _ |€ —€ 2
SOV =3y 3 o | 3 M = | <
k=1 j=1 k=342 k=32

P (J+1)2—1
2C
per cui Z kzz “‘k‘ Z |el>‘ —q] S \ei/\{ﬁl\ dove C' e una costante positiva
j=1 =j
: . p(p+1) . :
e calcolabile. Supponiamo ora che n # — Ne segue che esiste un intero p, tale che
n (G+1)2-1
1 1 2 - . d , .
pn(ngr )Jrl <n< (pn + )2(pn +2) Scriviamol;<_1)[memk _ Zl<_1)g kzz Gk
= j= =j

Z (—1)[\@]6“‘]“. Il primo pezzo lo maggioriamo esattamente nello stesso modo di prima. La
k=pn+1

stima del temine della seconda somma e esttamente come la prima ossia ———— ed il numero

1
(Po+V)Pn+2) | palpn+1)
2 2
g : 2C’
stimare la seconda somma come ‘ Z (—1)[\/E]el>‘k < T\/z
e —
k=pn+1

di termine presenti € n — p,, < —1 = p, — 1 per cui possiamo

. In ogni caso abbiamo ot-

n

tenuto il risultato. B opportuno notare che la possibilita di avere T Z ai limitata e preclusa
k=1

se z = 1.

232.8.2 Se z = 1 & lesercizio [Eeb-38] Sia » = ¢ ¢ quindi scriviamo la somma parziale della
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n Dk

serie Zakz Z " Z

n1
n=1 k=in(n—1)+1

segni pitl e meno sono disposti nella modallta 1ndlcata nell’esercizio. Applichiamo il contenuto
dell’esercizio come nell’esercizio quindi ap = (—1)*e?* e bk = 1/k. Le due

Z ai € limitata.

Ak

condizioni su by sono ovvie. L’unica veramente da verificare ¢ il fatto che —— \/_

ny g

%n(n—i—l)
. . p<p n ik . .
Supponiamo n, = per cui ak = — e, Come prima abbiamo
n= 1 k:%n(n—l)—i—l

%n(n—l—l)

‘ Z emk‘ <

k=%n(n—1)+1

e%n(n—l—l)—l—l _ e%n(n—l)—l—l
‘ e quindi

< —F-
= et =1

“+o0
possiamo applicare e dire che E ar2" converge sul cerchio di raggio 1.
k=1

233.8.2 ¢ l'esempio di Pringsheim. Sia data {ax} = {1/(kInk)} a1 =1, e {bx} ¢ definita da

(ah —a2, —a3, a4, 05, A6, A7, —A8, . . ., —A15, @16, -+, A31 -+ -, )
La convergenza assoluta ¢ chiaramente esclusa.

2" 1 1 dr @2 -1)  (n—1)In2+mn2+In(1—2"") 1 1

! / n n = +0(—)
 klnk gn1 xlnz (n—1)In2 (n—1)In2 T n-—1 n?

da cui la convergenza della serie

2" -1

+o00 +o0 -1
nz_:lbnzl-i‘nz_;(— klnk Z +ZO

k=9n—1

Cid vuol dire che la serie Y bpz"* converge per z = 1. Sia ora z = €!*, a # 0. Se o = 0 abbiamo
il caso precedente. Usiamo da cui

+o0 2" -1 eiak
n—1 _
12, (D) 2 klnk ~~
n=2 k=2n—1 Abel
+o0 2m_1 1 on—1_1
e 1 —1 n—1 ok
" nz_:z< ) { (2 — Z ¢ (2n=1 —1)In(27—1 —1) — € T
on_9 k 2n—1_9 1 1 k
[Xe% _ 7,0(]{5 —
+Z klnk (k+1) lnk-i—l ;e ; <klnk (k-l—l)ln(k-l—l));e }
too - 1 2n—1_1
=1 1)1 iok
F20 { (2n — Z ¢ (2n=1 —1)In(2n—1 — 1) T
n=2 k=1 k=1
= 1 1 k
_ ap 1
+k_2;1_1 {klnk (k+1)ln(k+1)];e } (1)
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per cui ciascuno dei tre precedenti con-

| sin(ka/2)|
sina/2] = Tsimn(a/2)

Sappiamo che ‘Z ek <
j=1
tributi costituisce una serie assolutamente convergente. I primi due sono evidenti. Per il terzo
> :
klnk

k 2" —2 1
(k+1) ln kE+1 } Z [
k:2n71_1 —

klnk
e Convergenza uniforme della serie di Pringsheim. Dovremmo far vedere che

C(k+1)In(k+1)

-

abbiamo
2m 9 { 1

0(2-m)

q
ape' " < e

p+1

sup
0<a<2m ne
|sin(ka/2)|

Ve>0dn.:q>p>n. =
| sin av/2|

< k e non c’e¢ modo di fare di meglio in quanto hrr%)
a—r

| sin(ka/2)|

solo che stavolta ,
| sin ar/2|

k. Per quanto riguarda il terzo contributo della (1) ci ritroveremmo con qualcosa del tipo
2" —2 1 1 o

(k+1)In(k+1)]

i { 1 1 } k
iak

2. - DICENDY
k=2n—1_1 kInk  (k+1)In(k + 1) = o klnk
B 2"2—2 1 1 . 1 B 1 B 1 ) 2”2—1 1
4 ko In(k+1) C (k+DIn(k+1)]  W@rt-1) In@2r-2) 4= klnk
q ! - ! = ! — L —0sep— 400

(2" —2)  In(2—1 1) In(27—2) b

nZ:p (21— 1)

2" —1

25

=2

q
1
§5+Zﬁwlnq—lnp

n=p

k
E :ezozk

per cui (maggioriamo (—1)"~! con 1)
(k+1) ln kE+1 ]3:1

2" -2 [ 1

DI 2 il

k=2n—1_1
che non e definitivamente piccola e di meglio non si puo fare. Naturalmente ¢ uniformemente
1
<<z
)

| sin(er/2)] —

convergente in [—m, 7|\ (—d, ) per ogni § > 0 in quanto

Proviamo a dimostrare che non & uniformemente convergente in [—m, ] ossia
q
an etan > e

n=p+1

sup

Je>0VNdqg>p> N:
0<a<2m

. . 1 81n(2k+1)0‘ _sm%o‘smw
Z(cosaj-l—zsmozj):——-i- —— +1 —
2 2sin § sin 5

Jj=1 Jj=1
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_l_l_sin@'k%)a :cos(ko‘;“)sin%‘ B, = zk:emj _ \sm%o‘|
7j=1
Stimiamo
2P—1 eiozk B
klnk
k=2p—1
1 2P _q 2P _2 1 k
zk:oz ik
- > ¥ (e )3t
(27 —1)In(2P — 1) et el Elnk (k+1) ln k+1 =
T T
|Ty| < C/p. Prendiamo a = 27P7 /2.
2P 2 1 1 k
x| S (i Jre [Soee || -
T klnk (k4 1)In(k+1) st
2P -2 kot o ka
:) Z (1 B 1 )COS(;181HTZ
k=2r—1_1 khfl]{? (k + 1) 111(]{3 + 1) Sin b)
— 1 1 2 ka2 1
> 2 \wk  GrUmGED) a 2% 2. T
ety AR (RIS o 2T 2
sin & Sln—o‘ cos( ko‘;o‘)
m A= Uk W(k+1)] 7w L= (k+1)In(k+1)
0(17172)
Dobbiamo stimare
p1 p+1 2" —1 ’I,Oék
- 1.1
2.2 (=1 ok (1.1)
p=po n=p
Sia n = p pari
p+1 21 ia 2P —1 ok 2P -1 ok
—e e
> (-1 Kk mE Tt X mEC
n=p =2n—1 k=2r—1 k=2P
2P-1 ika 2P 427711 ika 2Pt ika
| X Tmr T X wmEl|t X R
k=2pr—1 k=2p k=2pr42p—1
<2p21 k42PN >+ 2"%—1 eiha
—1 ) =
k:lnk (k+2°=1) In(k 42771 k:2p+2p71k1nka:\wg¢p
2P -1 op+1_1 )
; —1 1 ezkoz
ko
fd e —|— +
k:_zzp:—l (klnk (k+2p—1)ln(k+2p—1)> k_%:zp_l klnk

L’ultima riga e la formula che verra stimata. In particolare la prima parte verra maggiorata da
con C'/p e la seconda parte verra minorata con C’/p con C' > C.
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Applichiamo Abel ed otteniamo

1 2P —1 2P 2 1 1 k
. ika ( . ) ko +
E e E e
(27 —1)In(2P — 1) = el klnk (k+1)In(k+1) =
T T
2P —1

1 ika
- (20 +2r71 —1)In(2P + 2071 — 1) k;—l—l o

S

-~

Ts

2P 2 k
1 1 ika
D {(k+2p—1)ln(k+2p—1) a (k+2p—1+1)ln(k+2p—1+1)} ]Z_:le *

k=2r—1_1
Ty
2Pt -1 eika
+ D> o ™
k=27 42p—1
T
2P —1 2P —1 2P—1_2
Z etka — Z etka _ Z elka
k=2r—1-1 k=1 k=1
Usiamo (2).
2P —1+1 1 1
sin %a = sin(2P 14727P) = 0, sin(2P —1+ §)a = sin ((2? — 5)47r2—19) = —sin(m2'7P)
Cio vuol dire che
2P _q .
11 ~1 ol-p)  _
Zemo‘:—— . sin(’/r21_p):——S_m(ﬁi):—3
2  sin§ 2 sin(2727P) 2
=1
2p=1 2 2r—1 2 4 4
sin 5@ = [sin <T4W2_p)‘ = |sin(m — 2—7;) = sin 2—7;
| ( 27r) . 2T
in——a| = [sin(r — —)| =sin —
S 5« sin(m — o sin o
sin(2P7! — 2 4 1)oz = sin(2m — 6m27P) = —sin bm
2 2p
da cui »
i " —1  sin(6727?)  sin 3= sin 27 5
dooethr = — 4 2 +is— S
pt 2 sin(2727P)  2sin(27x27P) PTC 2

Cio vuol dire che T1,T3 ~ 2P /p e quindi, quando poi sommo in p ottengo una quantita piccola
a piacere.

2%:2 ! - 1 zk:é’ika—i-
o Nk Dk +20) - (k22 T+ Dk +201 1)) &
22 1 1 k pr )
— — ika - p—1y
k_Z (klnk: Gt DGk + 1>) Z k_;l_l(ﬂk +2771) — f(k)) By
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che riscrivo come

op_2 2P—1_7

>, Z (f(k+207" =) = f(k+2P71 —j = 1))By| <

k=2r—-1-1 j=
2P71-1  2P—2
< Z Z flE+207 =)+ f(k—14+2P"1 —35))  |Bx] < (somma telescopica in k)
—

=0 p—1
J=0 k=2r=i-1 <sin~1(ar/2)

2P—1_1
< sin~! % (4207 —j—2) = f2P+ 207" —j—2))
§=0
o or—1_q
= sin™' 5 (f(2P—j—2)—f(3-2"1 —j—2)) =
§=0
p—1_
sin™! EQ 1 1 — ! +
- 2 pard (2P —j—2)In(2? —5—2) (2P —j—1)In(2P —j — 1)
p—1_
—sin™* g2 1 ! +
2 2 (B - mE- 2T -9

1
(3.-20-1—j —1)In(3-2v—1 — j — 1)]
1« 1 1

2 l(2p—1 —1)In(2>-1—1) (2» —1)In(2r — 1)} +

=sin~

o 1 1 —
— sin 3 {(219 — 1) n(2r — 1) N (3.2 —1)In(3-2r~1 — 1)} =

1 1 1 1 1 1
-1 1— -2
— & o9l-p _ - O(2-2p O(—
g ((p—l)an pln2+3pln2+ln(3/2)+ (2 /p)) p27rln2+ <p2)

Poi ¢’¢ I'ultimo pezzo di (*) ossia

p+1_ .

2 Z 1 ezka _

klnk
k=2r42pr—1
1 | 1 2P 2Pt
iak iak
@ D@+ -1) & ° @+ - )h@E+ 21 - 1) ; et
0(2-20/p) 027/p)
op+1l_q 1 k
Y (e )2

i, Ik T T 111 F+1)) &

Infatti
7 r —1  sin(2727P) sin(r27P71) sin(3727P71) O(9—>
iak _ _ © . _ 9-
kz_:l c > T osim(emar) T sin(2727) 27)

71_
2p+§: ! ok —1  sin(2727P)  sin(4727P) sin(37)
e _ -

T2 " 2sin(2r2-p) | sin(2n2-7)

k=1
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e quindi
ortl_q ( 1 ) k
> - > e
b i1 s Elnk (k+1 ln k+1 =
2r -1 1 1 sin £2 sin (k+1)a
NP3 (klk_k 1) In(k 1) 2 ) (+4)
k=2v+42p—1-2 i (k+1)In(k +1) sin 3
Ora se 2P + 2P~ — 2 < | < 2PF! _ 1 allora
g dm ka2 g 2 (k4 De
2p 2 2p 2p 2
Per questo spezziamo linsieme {2P 4+ 2P~ — 2 ... 2P*!1 — 1} come unione dell’insieme {27 +

2p=1 . 2PTL 11 e dei due punti 2P + 2P~1 — 2, 2P 4 2P=1 _ 1. Poi spezziamo il primo insieme

in tre ulteriori sottoinsiemi

3 7 7
(2P 2r=t 2Pt 1) = (521” i 2) u{ T _ 1} U ( 2P 2Pt 1)
Iq: (k+1)a<77r Is: k\c;Z77r
kOt (k—|—1)a kf 4
e — BN 5 s ke g T
sin 5 2 m
e k 4
hel, — W2 mT et
sin 5 2 T o
Finalmente (**) si pud minorare come
QPi_l ( 1 1 ) sin £ sin LJF;)O‘ -
b i1 s Elnk (k4 1)In(k+1) sin § -
TP 1 k 4
o 7r
> ~ i R
- Z <klnk (k+1)ln(k+1))(2 ) 7r20z+
k=2r42pr—1
To
oPptl_g
1 1 ka 4w
— 2 Ar)r
* <klnk (k+1)ln(k+1))(2 ) 7r20z+
k=427
T,
1 1 sin 22 sin (kgl)o‘
+
klnk (k+1)In(k+1) sin § k=2r42p—1_2
0(2"7/p)
1 sin % sin (kgl)o‘
+
k ln ko (k+1)In(k+1) sin § k=2p42p—1_1
0(2-7/p)
1 1 sin 22 sin (kgl)“ ‘
+ —
klnk (k+1)In(k+1) sin § k=Tor—1
0(27/p)
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Ora
L 1 1 k k+1 2 1
k — = — + — (s * %)
klnk (kE+1)In(k+1) Ink In(k+1) In(k+1) (k+1)In(k+1)
k2a? 1
Cominciamo da Tg. Da @2 viene
T
a | k k+1 2 1
— _ + —
7 [Ink In(k+1) In(k+1) (k+1)In(k+1)
Tar_2
La primitiva di 1/(zInz) ¢ In(lnz) per cui Z a L e poi sommato su
P perent 2 et Dm(k+1) " p P
p da un contributo trascurabile.
Tor_2 1 7
LS (k k1 ):2_p< o porl Iop 941 ):
Am hon T Ink In(k+1) In(2r 4 27=1)  In(f2r —241)
3 1 T—27p In(6/7
_ = ST 47 — ( / )—1—0(1/}?2)
2In(52P71)  In(z27 - 1) pln2
Top_
o 4222 2 g< §2r—-2 4! )
dr = In(k+1) 27 \In(1+ 220 —2) In(142r 420 71)
In(7/6) NP . . X
che sommata alla precedente da o +O(1/p?). Quindi il contributo di (***) & quello appena
n
scritto.
1 1 4
— —3rak + 9n?)— =
(klnk (k—l—l)ln(k-i—l))( mak +9m7) 23
_ 19 1 B 1 n 1 367 1 B 1
B Ink In(k+1) (k+1)In(k+1) a |klnk (k+1)In(k+1)
1 1 1 D 1
_ — In = il
WA+ B2 Wmcr Do) pme tE o)
Tar_2
36w Z 1 1 —9.9P [ 1 _ 1 } _
o = klnk o (k+1)In(k+1) (327 —1)In(320 —1)  (I20 —2)In(I2r —2)
9 9 1 63 1
— — O(—) = O~
Spn2 %pln2+ (p2) 4p1n2+ (p2)
Poi abbiamo
i 1 1
12 ) ( - ) =0(277)
b Tor Elnk (k4 1)In(k+1)
e poi
iy 1 7 3 12 7 1
~12 ~—12In(In 2" —In-27) ) ~ ——In - =
k_zpzml (k+1)In(k+1) “<n4 2 )) pinz "5 T O0R)
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e finalmente notiamo che % > 121n(7/6).

La conclusione ¢ che

64 7 1 1
— T T, Te| > |T5| =Ty —To| ~ (— —121n =
| =Ty + Ty +Ts| > |T5| — |Ty — Tt (4 n6)p1n2 »

e quindi

64 7 1 1 1
T, — T T T, Te| > |15 — [Ty — To| — |T: T > (— —12In—- — — O
Th —To+ T3+ T+ T5| > |Ts| — [Ty — To| — |Th + 2|_(4 ne 27r>p1112+

Riprendiamo (**) e lo riscriviamo come

(k+3-22"D)In(k+3-2-1)  (k+3-20-1+1)In(k+3-2°-1 4+ 1) sin &

zpi_l [ 1 1 } sin %‘" sin 7(1!@4—21)@
2

k=—2
! — 1 sin o +
(=2+3-2r~1)In(—2+ 3 .21 (=1+3-2r~1)In(—-1+3-2r71)

- -

0(2-7/p)
=X 5in

1 1 2

2P—11
_|_

2

sin
— l(k+3-2p‘1)1n(k+3-2p‘1> C(k+3-207 14 1)In(k +3- 201 +1)} sin &

~~

=S

> z:_ 1 1 }k_oz(k-i—l)oz

2
(k+3-22-DIn(k+3-20-1) (k+3-20-1+D)In(k+3-2>-1+1)] 2 7 «

k=1

Sia A =3-2P~1 Ricordo che o = 4727P.

2P—11

D

k=1

k(k+1) (k+1)(k+2)

(k+A)n(k+A) (k+A+L)n(k+A+1)

2 2A
Tkt A+D Rt Ar Dk AT D)

2 B 2p—1<2p—1 + 1) N /2P1
(1+4A)In(1+A4) 2,14+ A)In2r-14+4) J/;

4.27P >

_dv
In(l1+x+ A)

dx2A
_/1 (x4 A)In(z + A)
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Guardando la (1.1) bisogna poi sommare in p e quindi scriviamo
Zp71 2" -1 ok Pl 2"—1 p+3 "1 ia
S S e S S :
klnk k In k1n
n=p f=2n—1 n=p f=2n-1 n=p+2 fe=2n—1
Qp Qp+2
2p—1 2”2—1 pick
klnk’

p>

n=2p—2

k=2n-1

come in (*) solo che i termini li chiamiamo 7',

~
Q2p72

Genericamente abbiamo @124, 0 < ¢ < p/2—1 (¢ = 0 ¢ il caso appena studiato) e la riscriviamo
T Ts.

21)*1+QQ_2

TlvT?)
op+2a_q op+2a_q
Z eikoz _ Z eikoz N Z eika
k—=9p—142q_1 k=1 k=1
Usiamo (2).
or+20 _ 1 41
sn 1T sin(2P~1+294727P) = 0,
2
1 1
= sin(2PT2 — 1 + ~)a = sin ((2p+2q - 5)47?2 ) = —sin(72'7P)
Cio vuol dire che
op+2q_q
, —1 1. _ 1 sin(72'7P) -3
ika 1
- 21-P) = —— _ =
>, e > ez ) = - o) T 9
k=1 2
2r—1+24 _ 9 2p—1+2¢ _ 9 4 4
: — 2 )| = |sin(—22)| = sip ——
sin 5 a| = [sin ( 5 42 ) sin( 2p) sin o
. 2pTit2a ( 27r) .27
sin a) = [sin(——)| = sin —
2 2p 2p
sin(2” 1—-24 5)04 =sin(2mr — 6727P) = —sin 5
da cui
p—1+2q _
2 ? —1  sin(6727P) +i _sin 4% sin 27 5
P) 28111(271’2 p) P02

ik:oz:_
> c 2 T Sin(2m2-

k=1
Cio vuol dire che T'1, T3 ~ 27P /p e quindi, quando poi sommo in p ottengo una quantita piccola

a piacere.
La situazione ¢ la stessa rispetto a Ts, Ty per cui la stima ¢ quella di prima ma con p + 2¢ al

T2, T4
185

posto di p.
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T’s
p+2g+1__ .
2 Z 1 ezkoz _
h—opian o klnk
gpt2a+1_q
1 eiak+
(2rt2q+1 — 1) In(2r+2¢+1 — 1)
0(2-2+20 /(p420))
1 oP+24 4 op—1+29_ 1
iak
_ (2p+2q + op—1+2q _ 1) ln(2p+2q + ap—1+2q _ 1) ; € +
0(2-r+20) [ (p+29))
op+1+29_q 1 k
* 2 <k:lnk_(k+1lnk+ )Ze
k=2p+2q¢492p—1+29_9 j=1
Infatti
2 1 sin(2727P) sin(72 P~ 1) sin(3727P~1)
iak — . —
S =0(27"
2 € > T 2sim@r2r) T’ sin(272-7) 277)
p+2q 4 op+2q—1_
R Yoo =1 sin(2727P)  sin(4727P) sin(3m)
> el z
pt 2 2sin(2727P) sin(2727P)
e quindi
gpt1+24_

1 L
2 (klnk:_(k:+ lnk—i—l)ze

k=2r+2q 4 2p+29—1_9 j=1

2P+1+QQ_1

ka (k—i—l)oz
S Z 1 _ 1 sin =% 5 sin 5 (**)
- klnk (E+1)In(k+1) sin &

k=2p+2q 4 2p+2q—1_2 2

Ora definiamo k — 2P12¢ — 2PT24—1 — |/ (ne caso precedente NON ho seguito tale strada) ma, k'
. 3
lo richiamiamo k per brevita . E come dire k — 3 224 — I/ oppure k — 3 - 2P129-1 =}/ per

culi si ottiene

opt+2g—1_1
> 1 .
=, (k4 3-2r+2a=1)In(k + 3 - 2r+2a-1)
1 ) sin kz sin (k+21)a
(k+3-20t2071 + 1) In(k + 3 - 2vH20-1 + 1) sin §
Infatti B s
kf opT=q QPTaq— k k
sin a+ O;-i- @ _ sin <_a + 67T22q) — sin 7Oé

k 9p+2¢ op+2¢—1 k k41
Siﬂ( at O;+ a+%):sin<_a+67r22q+%):sinw
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Se k = —2 il contributo ¢

1
’ ((—2 +3-2p+2¢=1)In(—2 4 3 - 2pF2¢—1) +
1 ) sin asin § B 0(2_2p_q>
(=243-2v+t20-1 4 1)In(-2+3-20+2-1 + 1)) sing |
Se k = —1,0 il contributo e nullo e quindi riscriviamo
p+2q—1__
o : :
Pt (k+ 3-2pt2a—1)In(k + 3 - 2p*24—1)
1 ) sin % sin (kgl)o‘
(k4 3-2rt2a=1 4 1)In(k 4+ 3 - 2pPt2a—1 4 1) sin 5
2P ¢ il periodo della funzione sin k;‘ e quindi scriviamo {1,...,2PT2971 } { 2P U
{2 4+1,...,2-2P} U{2- 2p+1,...,3-2P}U...U{(22q_1—1) 2P 4+ 1,...,2%-1. 1}
22q 1 -1 (5"’_1)21)1 1
1 ) sin £ sin (kgl)o‘ B
k+43-2vt2a=1 4 1)In(k + 3 - 2r+20-1 41 sin & B
2
2g—1_ P
Y 1 :
| = S\ (k + 520 + 32072071 In(k + 527 + 3 - 2012071
1 ) sin % sin (kgl)o‘
(k+ s2P +3-2pt2a—1 4 1) In(k + s2P + 3 - 2PF24—1 4 1) sin §
I Per s = 229 — 1 il valore massimo di k ¢ 2P+24—1 — 1.
Ora se —2 < k < 2PT2¢71 _ 1 allora
_8_7r§k_oz< 22¢J_2_7T _6_7T§(k+1)04§7r22q
2p 2 2r’ 2p
Per questo spezziamo l'insieme {27 + 2P~ — 2 ... 2Pl — 1} come unione dell’insieme {2P +
2p=1 . 2PTL 11 e dei due punti 2P + 2P~1 — 2, 2P 4 2P=1 — 1. Poi spezziamo il primo insieme
in due ulteriori sottoinsiemi
3 7 7 7
(2P 42771 2Pl ) = (227 ... =27 —2)u{-2P — 1} U (2P, 2T — 1)
2 4 L4 4 |
Iqi: (k—;;)oz<77r Is: k‘&277r
ka (k+1)a
sin =+ sin k 4
kel, = 2 2 2(_0‘_37T)2_Qf
sin 5 2 T
sin <5 sin k 4
kel = —2% 2 > (= )T
sin 5 2 ™
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Finalmente (**) si puod minorare come

2P 1

1 1 sin kQO‘ sin (k+21)o‘
Z - >
klnk (kE+1)In(k+1) sin § -

k=2p42p—1_2 2
TP 1 k 4
e 7r
> - 2 3r)E
- Z (klnk (k+1)ln(k+1))(2 ) 7r20z+
k=27 42p—1
T
optl_g
1 ka 4
b P E
" kZQ (k:lnk: k+1)ln(k:+1))( y At
T,
1 1 sin 2 sin (k+21)°‘ ‘
kElnk (k4 1)In(k+1) sin § k=20 420712
(27 /p)
1 1 sin 22 sin (kgl)o‘
+ —
A Elnk (k+1)In(k+1) sin § k=420 11
0(2"7/p)
1 1 sin % sin (kzl)o‘ ‘
+ —
A\ klnk (k+1)ln(k+1) sin § k=120-1
027 /p)
Ora
Y SL L & S S an
klnk (k+1)In(k+1) Ink In(k+1) In(k+1) (k+1)In(k+1)
k2o’ 1
Cominciamo da Tg. Da a2 viene
e’
al k E+1 n 2 B 1
7 |lnk In(k+1)  In(k+1) (k+1)n(k+1)
Tar_2
La primitiva di 1/(zInz) & In(lnz) per cui Z a L e poi sommato su
P o R (k1) 2
p da un contributo trascurabile.
%2:0—2 -1 Top
o Z (k _ E+1 >:2_p( 2P 4 2P B 2P —=2+1 ):
Am hon T Ink In(k+1) In(2P 4-27=1)  In(f2r —241)
31 T—2p In(6/7) 5
== - = o1
2In(220-1) In(f2r —1)  pln2 +00/p)
Top_
a 4222 2 o Iw-o2 gy
dr = In(k+1) 27 \In(1+4 220 —2) In(1+27 +2r71)
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1
che sommata alla precedente da % +0(1/p%). Quindi il contributo di (***) & quello appena

scritto.

1 1 4
_ _ k 2y —
(klnk (k—l—l)ln(k-i—l))( smak +977)

_ ]t 1 1 36m [ 1 1
T {lnk:_ln(k:qtl)+(k:+1)1n(k:+1)}+ a {klnk_(kJrl)ln(kJrl)]

LN - e
In(A+ B2r) In(C+D2°) p2ln2 B p3
Tor_2
36_7T Z 1 _ 1 —9Q.9P { 1 _ 1 } _
a =, klnk (k4 1)In(k+1) (327 —1)In(327 —1) (227 —2)In(22r —2)
9 9 1 63 1
— _ O(—=) = O(—
Spn2 £p1n2+ (p2) 4pln2+ (p2)
Poi abbiamo
TR 1
—12 Y ( - ) =0(27P)
horTore Elnk (k4 1)In(k+1)
e poi
i 1 7 3 12 7 1
—12 ~—12In (In=2" —In=27) | ~ ——In— —
Z (k+1)In(k+1) n<n4 "9 )> ]Dln2n6+0(p2>
k=2p42r—1
. 63
e finalmente notiamo che ike 121In(7/6).
La conclusione é che
64 7. 1 1
—To+Ty+Ts| > |T5| — [Ty — T ~ (— — 121n = —
| = To + Ty + Ts| > |T5| — [Ty — T (4 n6>pln2+0(p2)
Guardando la (1.1) bisogna poi sommare in p e quindi scriviamo
2p—1 2" —1 piok p+1 2" —1 piok p+3 2" -1 piok
—1)nt = —1)n! —1)nt
Z( ) Z klnk Z( ) Z klnk+ Z( ) k:lnk:+ +
n=p k=2n—1 f:p k=2n—1 | zl:p_|_2 k=9on—1 |
@ Qpia
2p—1 2" -1 eiak
—1)"t <p-—2
n=2p—2 k=92n—1
Qa2

e quindi la serie non e uniformemente convergente.

+o0 n
234.8.2 E 1 —.  La serie ¢ definita in tutto il piano complesso tranne i punti che ri-
—z
n=1

solvono le infinite equazioni zP = 1, p intero maggiore o uguale a 1 ossia i p numeri complessi
2k

e, 0 <m < p-—1. Fissiamo quindi p > 1 intero e dimostriamo come la serie sia illimitata

. . . . . . . . ori
in un intorno di uno dei punti che risolvono la equazione 2 = 1. Siap <lez =z, =€ "'»
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. Se n = pN con N intero da cui 27 = 2™V = 1, Se n non

n=1
¢ un multiplo di p allora deve essere 1 < n < p— 1, oppure p+ 1 < n < 2p — 1, oppure
2p+1<n<3p—1,oppure 3p+1 <n < 4p—1, eccetera ossia Mp+ 1 < n<(M+1)p—1. Ora

osserviamo che ezm_(MpH) 27”_((M+1)p+1) e anche 2™ (Mp+2) — 2mif(MH+1)p+2) o (g
via fino a 2 = ™% p (MA1)p— 1) ™15 ((M+2)p=1) 'Ng segue che la quantity 1 — (pzm)"™, una

volta ﬁssato p, puo assumere solo p — 1 valori diversi fra di loro e chiaramente diversi da zero.

Quindi ¢ limitata dal basso da una costante C' ossia |1 — (pz,)"| > <mln |1 — (pzm)"| =C

A questo punto possiamo scrivere

—+ o0 —+ o0 —+ o0
3 (pzm)" 3 (pzm)" | 3 (pzm)"
n=1 1 - (pzm)n n=1 1 - (Iozm)n n=1 1 - (pzm)n
n=pN, N=1,2,... n#pN, N=1,2,...
400 o0 +0oo +oo
Sy Y e e Y
_ n —_ N 71 _ N—-1 = 7_ -
r— L= (pzm)" = 1—pP L=p i Y02 0~ L=p g PN
n=pN, N=1,2,...
_ —In(1—pP)
p(l—p)
D’altra parte
o (pzm)" 1 o 1 ~
| <C™ pt < CT pr = :
N 2 2" =G
n#ZpN, N=1,2,... n#pN, N=1,2,...
N~ ()"
La somma delle due quantita implica che lim Z _PEm) ~+00 per ogni soluzione della
p=1- = 1 — (pzm)"

equazione zP = 1 e per ogni valore di p. Poiché tali numeri, al variare di p nei naturali, sono
densi sulla circonferenza di raggio 1, ne consegue che la circonferenza costituisce una frontiera

+o0 n
lo di liticita della funzi _
naturale di analiticita della funzione f(z) ; T
+o00 k
235.8.2 Siano 21, ..., 2, gli n punti in questione. La serie ¢ data da Z k 4.+ z;k).
k=1
La divergenza per z = z1,...,2, € immediata. Si dimostri la convergenza in qualsiasi altro
punto della circonferenza di raggio 1.
236.8.2
237.8.2 Soluzione di H.Lam. Scriviamo
1 2 1
InzIn“(1 —
/ ne x>dx :/ InzIn(l —z)f'(z)dz =
0 z 0
Lot In(1 — 1 ! In(1 — 1
= f(x)lnxln(l—x)‘o—/o f(a:')[ al . z) _ ln_xx}dx: —/0 f(as)[ al . z) _ ln_xx]da::
1 1 1 +oo
Inz 1 Inz x
/ 2
= — —_ —_- ]_ — — —
/0 F@)r <x>dw+/0 f(:v)l_xd:v P / s
k=1
+o0 400 +o0 +o0
— = 1
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+oo  +oo 4 +oo  +oo 4 4 4

1 ™ T

OSSla“(Zﬁ) D k2n2: 3 D k2n2: 2+m:_1—80 (usando
k=1 k=1 n=k+ k=1 n=k+1

)‘

Soluzione di Rutledge e Douglas.

EARP Y PO DN

iy PR SV 1+1+1+ S+ iozl
36 922 T 32 42 22 ' 32 Lo 1k;2 r—k
4oor—1 +oo r—1
1 1
—zzrg[ IR DI T_k>}:
r=2 k=1 r=2 k=1
+oor—1 400 r—1 11113: +oor—1
S D) BT B B Y A (EEOTIRS 9 Ppe—s
r=2 k=1 r=2 k=1 0 r=2 k=1
D’altra parte
toor—1 4 4 4 4
2 1 1 -
2 /ﬂln 1_x>dx:_<7f__7f_):_ﬁ
T L2 5l 2 \36 120 180

238.8.2 Un numero quadratico algebrico a &€ un numero irrazionale che soddisfa una equazione
polinomiale di secondo grado a coefficienti interi. Si dimostra che esiste una costante positiva

C
C che soddisfa la relazione ’oz — B‘ > — per ogni coppia di interi p,q. Se chiamiamo ||z|| la

distanza di z dall’intero piu vicino, abbiamo |kz| > C/k. Abbiamo |sin kra| = |sin7(ak — k')
per ogni k' e lo scegliamo in modo tale che ak — k' = ||ak — K'||. Per cui |sinkra| < 7||ak]|.
1

Inoltre se ——= 4+ ka < k' < = + ka allora —g < 7m(ka — k') < T e quindi, usando la concavita
della funzione |sin7z| fra —1/2 < x < 0e 0 <z < 1/2 ossia |sin7x| > 2|z| per —1 <z < 1

+oo

1

si ha |sinkral = |sinw(ka — K')| > 2|ka — k'| > 2||kal|. Ne segue che Z

s =
— n?[sin(nma)]
—+ o0

> s

5 :
= 2n?|na

o : c _C :
Consideriamo ||al], ||2«|], |3, . . ., ||nc||. Sappiamo che ||ka| > - > —. Inoltre sappiamo che
n

| lzll=[lyll | = min{[lz+yl], ||$—Cy!|}e%lindi\ |kl —[K || | & uno dei valori [|a], [[2e]], ..., || (2n—
1)al|. Inoltre ||(k + p)a|| > —— > — e quindi ciascuno dei valori |||, ||2¢]|, ..., [|(2n — 1)«

kE+p ~ k
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¢ maggiore o uguale a . Ne segue che se ordiniamo in modo crescente i numeri

>
(2n—1) = (2n)
|, [[2a], - . ., [[ne]| allora possiamo dire che il k—esimo & maggiore o uguale a k volte il primo

kC —~ 1 M1 _ 2 .
ossia @n) e quindi ; Teall < Un 2 Z < En In(n 4+ 1). Ora usiamo il risultato di

n n—1 k 1
. def def
ossia E apby, = anB, — g a;, By, dove By = E bi € ap=axs1 — ag, b = m e a =
o)
k=1 k=1 i=1

2n
1/k*. Osserviamo che a, B, tende a zero in quanto B,, < Yol In(n 4+ 1) mentre a,, tende a zero
—+o0o
quadraticamente. Inoltre osserviamo che axy1 — aj tende a zero come 1/ k3, da cui Za;Bk

k=1
converge assolutamente.

Si puo notare come il ragionamento fatto sulle quantita ||«||, ||2«|], |3, ..., ||na|| sia essen-
+oo +oo
. . . C . 1 _
ziale. Se avessimo stimato ||na|| > —, nella serie Z ——— avremmo avuto Z — da cui la
n 2n?||na|| n
divergenza.

n n—1
239.8.2 Usando il Teorema di Abel otteniamo Z kap = nA, — Z Ay e sappiamo

k=1 k=1
n—1

1 — 1
he [A,, — A in>n.. N = kap=A, —— A, —A)+ A
ce| \<6perogn1n Ne eseguenz ag nZ( k )—|—

k=1 k=1

n n—1 n ne1
Ly 1 n—1 1 1 A
=0 B A AT A A Y () Y ()

n n
k=n.+1 k=1 k=n.+1

-1
n A

Ne

1 Ng ) .
= - < — - < — = .
Ora - ;(Ak A)| < - 1;111%)25 |Ap—A| < e perognin > (n. 1;1}1%);5 |Ax—A|)/e = M.. Inoltre

A , . .
— <esen > A/e = r.. Ne segue che se n > max{n., me,r.} allora E kap| < 4e da cui il
n

k=1
risultato.

n

240.8.2 Detta S, = Z(l -
k=1
¢ convergente ossia a, ' A e questo implica 0 < S,, < (A — ay)/as. Del resto i termini
Gn
1—

an Ant1 — @

L. Se {an} ¢ limitata
a2

) abbiamo 0 < S,, <
An+1

sono positivi e quindi la successione S, & crescente e quindi, essendo limitata, converge.
an—|—1

Supponiamo ora che S,, — S. Dalla proprieta di Cauchy abbiamo 0 < (Ant1 — am) <

An+1

Qm,

n
a a . .
Z (1 S ) < ¢ for any n,m > n.. Ne segue 1 — —— < ¢ ossia a,41 < ] che fornisce

a a —¢€
P— k+1 n+1
un limite superiore alla successione.

e Come successione limitata convergente per cui S,, non converge si pud prendere aj = 1/k2.
Naturalmente non e crescente.

. . ag
241.8.2 Se la serie converge allora a, — . Supponiamo che Z)l — == converga. Ne segue
’ln Qht1
a . .. .
che =L 5 1 allora ¢ — 1 per cui, data una opportuna costante positiva c, is ha
Q. ‘1 _ QK41
ar

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 192



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

D [ ttze 3 etz 3 m | = el | oo per s o
[t ar ke 1 am—i—l
m 1 n m
242.8.2 Osserviamo che Z:lm;kak = alnz:lm QZ n+1
m . LN 1 11
—— . Essendo — =
agz -I- cot 1nz + mg;nn(wrl) Ssenon(n+1) e |
1 1 1 1 1 1 1
h 1——)+2a2(z — ——) +3az(z ——— -1
si aal( +1)+ ag(2 +1)-|— a2(3 +1)+ -I-( )CEZ( m— 1 m-i-l)
1 m
m Z ap — —— Z kay. La conclusione e raggiunta usando il risultato di [zich.19] per
m+1 k=1 m k 1
—+ o0
cui si ottiene Z ay.
k=1

11 —1 = —1
243.8.2 Riscriviamo la somma come ag (=4~ —|— +..)+ar Z o ( ) az Z ok ( )

2 4 8
as Z 2—k( 5 ) + .... Essendo la serie a termini positivi e lecito. Il termine generico e
+oo +oo +o0 +o0
1 (k-1 1 (k+p-—-1 1 (k+p—1 1 k+p
o Y 5 () e () e () e (L),
k=p+1 k=1 k=1 k=0
Derivi lte (1—xz)~! ed otteni ! —1+Ookk1k2 k
eriviamo ora m volte (1 —xz) ™" ed otteniamo A= il Z (k—1)(k—2)---(k—m+
k—m o n = <n+m)' n R n+m n
1)x :Z(n+m)(n+m+1)(n+m+2)---(n-l—l)a: :Zim!n! x :Z I L
n=0 n=0 n=0
+oo
1 k+p 1 1
Ne segue finalmente che Z W( i ) = o5t A= 2yt g 1.

k=0

244.8.2 Supponiamo che a > 0. Siccome x,, — a allora lizx_l n(a;n — Zp—1) = L/a ossia
n—-—+0o0o

definitivamente z, — z,_1 > L/(2an). Ma allora z,, > C + — con C e C’ costanti

opportune e quindi z,, — 400 dato che la serie armonica diverge Ma cio e in contraddizione

20" L
con il fatto che x,, — a. Se a < 0 allora definitivamente xz,, < C + Z z — —00

a
k=1
. n, ap 1 . an, 1
245.8.2 Scriviamo = — —. Se ay/b, > 0 abbiamo 1 — — < = 1
an + by, bp 1+ 3= bn 1+ 3=
mentre se a,, /b, < 0 allora 1 < <1- 2" Ne segue che -2 min{1, 1+ an} < I o
Ap [/ On -3 T il ) 7
+ % bn & bn bn Qn + bn
q q
b_ " max{1,1— —} Ora scriviamo Z m + b = nz_p anci:bn + nz_p anci:bn dove a, /b, > 0 se
neA neB
L a La a < a
A tre a, /by, B. Quindi abbi = L1+ 2) < T <
n € A mentre a, /b, < 0sen € Quindi a 1amon:p n+;bn(+bn)_;an+bn_
neA neB -
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Z —|—Zan —) ossia ib—n Sianﬁ%bngia—n—i%ed%sendo
n=p n=p

M@
3N|3w

n=p n=p b n=p ¥ n=p
neA nEB neB P neB
2
o o
=1 convergente, il risultato segue.
n

P q p—1 q
- 1 1 1
246.8.2 Utilizziamo per scrivere g g - = — E (——
- kf q+1k_1f pi f(R) =Nk
=p = k=p
n

k
1
—— e la convergenza segue osservando che — §
1) 2 0 2 f( ]

dalla iniettivita e poi

P?‘||—*

J=1

— 1
chiaramente abbiamo Z z < In(n+1). Ne segue che A
k=1 =1 q = f )

np <=/l 1\ 1 (O T ln(k-i— 1) ,
Bt N i - — < ———=. Se p e q sono grandi
p ;(k k+1>; 1) kzzpk(k-i—l) ; f(j> = k(k+1) &

abbastanza, le tre precedenti quantita sono piccole e quindi si ha convergenza.

MQ
=
_|_
=
Elr—\
Mws
‘H

247.8.2 Supponiamo che l'integrale converga e scriviamo

/ f(x x-l-l Z/Hl $+1)d932
:i ( / e [ s 1>da:) 5 s ([ s [ )
f—

/m ﬁ /nn-H f(x)dx

1 n—l—l
Ora prendiamo n cosi grande da rendere ‘T f(z)dz| < € per cui abbiamo
m
/ flz) = Jlz >dx > —/ f(x)dr — €. Possono accadere due cose. La prima &
w I ) Jy
1 m
che frequentemente Fm) / f(x)dx > ¢ > 0 con c fissato da cui si ha la divergenza grazie
a Cauchy. La seconda ¢ che V¢ > 03 m.: m > m,. — m/ f(x)dx < ¢ os-
sia lim —/ f(z)dz = 0. Considerimao allora / <1 - M) dr = Z(l -
7dx./ dr < / z + 1)dx 7/ z)dzx il
LS ) S e ), e gy L, 1@

cui limite € zero per cui la serie non puo convergere.

e Riportiamo anche la terza soluzione esposta nel link allegato. Se l'integrale converge, f(x
1)/ f(z) # 0. D’altra parte

fatn 1 e ) S
"< <f(a)/a f(x)dx_f(a)/a (f(@)=flz+1))d S/a @

e 'ultimo integrale tende a zero se a — 400 da cui la contraddizione.
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11 11
248.8.2 Se a; < 1 definitivamente per k > kg, abbiamo Z Ew > Z 11 a1 >

Q. k Q.
IETENED PELEEEY
k - k

k>ko
k> ko k>ko

Supponiamo ora che frequentemente aj > 1 ossia esiste una sottosuccessione di temini Gy,

11 1
per i quali a,, > 1. Siano p e ¢ tali che ay,,a, > 1. Dunque Z 2 Gkt Z 1

k—p k ag
1 qg—1 QTIP 1 1 1 1+1
a a J— q—p J— q—p
—Z et s L) T 2 _4-p (@) L a-ptl (_) Ora pren
ag q kep ag q ap q ap

g—p(1\o7 1 .. .

— > 3 Siccome le coppie (p, q) tale che a,, aq > 1
q ap

sono illimitate, ne segue che ¢ violata la condizione di Cauchy e quindi la serie diverge.

diamo q cosi grande da far si che

249.8.2 La dimostrazione di prima ha usato solo il fatto che ; & monotona e che Y 1/k

diverge.

e Sia by = 1/k se k & pari e by = 0 altrimenti. Inoltre ay = k se k & pari e ax = 1 altrimenti.
X 1+4a X102

Abbiamo by, — AL —— < +o00.
; M ; 2i2i =

Se invece b = 1/k se k ¢ pari e by, = 1 altrimenti e {ay} come prima, la serie diverge.

250.8.2 Prima dimostrazione La serie non esiste. Se esistesse allora (N — 1)ay +

1
- >
kN (apg)N-1T = &
Seconda dmostrazione Prendiamo per iniziare N = 2. Sia ) aj convergente e quindi (a,, +
..+ a,) < e per ogni m grande abbastanza

e quindi dovrebbe convergere pure ) 1/k il che ¢ impossibile.

= k2ar — m2am,m + (m+1)2ame1 + ... +n%a, —
. 2
> (n—m+1) > 1 Zi
n%(am + ame1 + .-+ an) — 2(am + ame1 + ...+ ay) 2
Sia ora 1/(k? convergente quindi <e
> 1/(k*ax) convergente qui e P e
n
n—m+1)>? n—m+1)>2 n—m+1)>? 1
Sz pomrl _fromr ), (omtlP
k=m Am o an m2a.m, +..ot n2an, n2 <m2am + ...+ W)

In generale supponendo > aj convergente

n

Z 1 - (n—m+1)>2 -
kNa]kV_l ~ mkal Tt + (m+ l)kaﬁj& 4. kT
(n—m+1)>2 - 1 >i

T n2(am M tani et al ) T 2(am tamgr + .t an) T 26

k=m

Ora supponiamo Y 1/(k?ay) convergente

Z Uk = 7 I~ N1 N2 1 1 = 2
a_m+"'+a_n mN—lam+"'+nN—1an n2 (mN—lam+"'+nN_1an> <
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251.8.2 Si applichi

—1
252.8.2 Siccome ai_l/nl/p & decrescente, si ha che k7 a?~" tende a zero ossia apk'/? — 0.
1 p—l
. .. P ak l/p
Poi scriviamo Z a;, = Z 1 /p e <C Z 1/ e chiaramente converge.
253.8.2 Osserviamo che e = qape®+ +1 = 1 + ap(api1e®™+2 + 1) = 1 + a, +
4+ n n
an+3 3 3 ar : Ani1 .
Ay y1(Qno€ + 1) e quindi e 1+ Z:lkl:[lak + nll}:r}rlooe kl:Ilak. Dalla relazione

e’ (1 —a,) < 1 segue che a,41 < a, e siccome a = 0 ¢ 'unico punto fisso dell’applicazione

T n

r=In , segue che a,, — 0 e quindi lim e%"*! H ar = 0. Il risultato ¢ evidentemente
n—-+4oo
k=1
1 —1.
T _
Per dimostrare che a,, — 0 si pud pure osservare che In =32 +0@%) < (1/24¢e)x e
x
iterando tende a zero.
N
254.8.2 —e%+1 4 e = q,, da cui Zan = Z ein — eintl — 01 _ gON+1,
n=1

an > 0 per induzione.

an+1 < a, se e solo se e’ —a,, < e che e vera. Ne segue che ligl_l an = 0. Infatti se a,, = L
n—-—+0oo

deve aversi e’ — el = L ossia L =0 e quindi e?* — e+ —we® —1=e—1+1=¢

255.8.2 ZAk > Z % ~ ajlnn — 4oo.

k=1 k=1

+o0 +o0 “+o0
Per quanto riguarda E Jay - ag - - - ap possiamo maggiorare E Yai-as--ar < E Ap ma

“+oo +o0
tale serie abbiamo visto diverge. La disuguaglianza di Carleman & Z Yay-as---ap <e Z a.
k=1 k=1

“+o0 +o0 +o0 —+oo
1 [ay - 2as - nan ar + 2as + ...+ nay, ay +2az + ... +na,
Z(al"' "= Z (nh)l/n Z n(n!) l/n SGZ n(n+1) o

n=1 n=1 = n=1

+00 +o00 1 +oo
:enz_:lnankz_%i]{;(kj—i-l) :enz_:l&n

256.8.2 Converge se e solo se a > 0. Se a < 0 il termine generale non tende a zero e quindi
la serie non puo convergere. Se a > 1 converge assolutamente. Se 0 < a < 1 si tenga presente

1 .
che |cos(Inn + 1) — cos(Inn)| < = e si applichi [Eich11]|
n

257.8.2 Osserviamo

ak 111 Ak — ln Ak:—l
— = < 1
Z Ak<lnAk)1—|—T‘ — Z ln1+T Ak; ( )
Infatti 4 4 4 4
ak E— Ak—1 k— Ag—1
SR et et A Y § W M B '
Ay, Ay, ( Ap_1 )

Ciosegueda (1—z) < —lnzper0 <z <1lex=Air_1/Ax. Grazie a [xich.21) 14 serie destra in
(1) converge. Il termine generale della serie € In Ay — In Aj_1.
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258.8.2 La parte della convergenza ¢ come prima per cui ora ci interessiamo solo della diver-
genza per r < 0. Supponiamo che A4,,_1/A, > ¢ > 0. Ne segue che ap/Ar > ¢(In A —In A1),
da cui la divergenza in quanto

- InAr —InAp_4 1 - 1
> A, 2 A ]Z;LlnAk I Ag s = (I Ay — Ay ) 2 1/2

k=m

Semplici calcoli mostrano che se 0 < ¢ < x < 1, allora 1 — z > —clnz. Sia infatti g(x) =

Alnz+1—x con 0 < ¢ <z <1 e vogliamo trovare il valore piu piccolo di A perché g(z) > 0
A

g(1)=0,eg(c)=Alnc+1—-c>0dacui A< (c—1)/Inc. ¢'(x) = = —1<seesolosex > A
x

-1
}=ccon0<c<1.
c

per cui vogliamo A < ¢ e quindi A < min{c,

La condizione A,,_1/A, > ¢ > 0 non pub essere abbandonata. Si prenda A, = k* e si osservi

EF — (k — 1)kt 1 -
Ap_ 1/Ak—>0perk—>oomaz —Z diverge se r <

Ay ln1+T Ay, k* kA In' T g
k¥ (o qy(k=1)F 1 —(1+T)
1 1
0. Se invece si prende A4, = n™ allora Z m ln1+r = Z k (k kkk) nkk(lJrr)k

converge per r > —1.

259.8.2 Vediamo la convergenza. Usando la stima precedente

ar A — Ap_1 Ay — A1
Tk _ 2k kL Ok k1
Ay, Ay < 1+ Ap_1 )

si ha

Z Z lnSk—lnSk 1
Sk( lnlnSk lto In S (Inln Sy )1+

Detta g =InSp, —InSx_1 e Q,, = qu, si ha

Z lnSk—lnSk 1 Z
lnSk lnlnSk lt+o Qk ank 1+O‘

ed utilizziamo il risutato gia dimostrato per dire che se a > 0 la serie converge. Per quanto
riguarda la divergenza, se S,,_1/S5, > ¢ > 0, allora possiamo scrivere

Z CZ lnSk—lnSk 1
Sk( lnlnSk lto — In S (Inln Sy )+

che diverge se a < 0.

260.8.2 Definiamo Dy, = di se d, < 1, D, = 1sed, > 1. S, = ZDk — +00, e sia
D
Si(In Sy )18
> ¢ = +oo. Inoltre

Cckp = B > 0. Chiaramente ¢, < dj e grazie ad uno dei risultati dimostrati sopra,

D Dy, B
ZCk N Z SO‘ lnSk)(l—I—B)oz = Z S?(lnsk)(l"‘ﬂ)a = to0, a<l1

261.8.2 The series converges for any 8 > a + 1. If 8 = a + 2 the second formula holds.
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Convergence.
an, _ n+lIn(n+1) a+n+lInn

any n—1+Inn B+n+1+1In(n+1)

whose asymptotic expansion gives

an a—f In k&
—1+— " 1o ==
Ap—1 + k + ( k2 )

Doing the same expansion with the sequences

1 B 1
"Talnt T ala
we get
by, 1 1 Ink Cn, 1 2 Ink
=1l-—-——40|— =1-———40|—
bos F T kink (/@) — E o okink (k?)
If 8 > a+ 1 we have asymptotically
0 < Gn < Cn

An—1 Cn—1

The theory of the series with definite sign implies the convergence of the series > a,, provided
that > ¢, converges. Since the convergence of > ¢, is well known (integral test of Cauchy—
condensation test), if follows the convergence of > a,, for any 8 > a + 1

If 8 <a+ 1 we have

n bn
“ >0

Ap—1 bn—l

yielding the divergence of ) a,, provided that > b, diverges but this is a well known fact as
well.

Summarizing the series converges if and only if 5 > o + 1.

To prove

fa” <1_ln<1+ni2)) =(a+1)(a+2+1n2)_w

n=1

we write (the series converges absolutely so we can break into two parts)

a+k+Ink _(a+1)ﬁ a+k+Ink
(k+1)+In(k+1) i B+ (k+1)+In(k+1)

anp = (a+n+1+In(n+1))
kl:[lﬁ+

which we write as a, = p, — (@ + 1)gn.

Gnyr  a+n+1+In(n+1)
n B+n+2+In(n+2)

thus

Blant1 = qn) + (B = @)gn + gni1(n+2) = gn(n + 1) = go In(n + 1) = g1 In(n +2)

Since ¢n+1 < gn (the sequence {g,} is monotonic) we employ the following well known Lemma
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Lemma A convergent series Y q, of positive monotonic terms satisfies lim ng, =0

n—oo
By summing for 1 <n < N and telescoping we have
N
Blan+1 — q1) Z Gn +an+1(N +2) =21 = 1 In2 — g1 In(N + 2)
Doing N — oo and employing the Lemma we get (Z gn =U )
n=1
1
—a U+ (B—a)U—-a1(24+1n2)=0 = U:g+
-«

o0
As for Z pn, We write
n=1

Pny1  a+n+2+In(n+2)
Pn B+n+2+In(n+2)

from which

ﬁ(pn—l-l _pn) + (B - a)pn + (pn—i-l(n + 2) _pn(n + 2)) —Pn =
= (PnIn(n + 1) = pny1In(n + 2)) + (pp In(n + 2) — p, In(n + 1))

Since p,, is obviously also monotonic, by summing as above and telescoping we get

oo o0 oo
1
—pBay +(5—Q)an—2p1 —an :p11n2+2pn+11n <1+ n-l—l)
n=1 n=1 n=1

thus
= p1(B+2+1n2) 1 = 1
n — nl 1 —_—
;p B_a—_1) +B—a—1;p )
(a+1)(a+2+1n2) 1 > 1
pln (14 ——
B—a-1 +B—a—1nz_:1p " +n-|—1
Finally
Zanzzpn_(a+1)Qn:
n=1
(a+1)(a+2+1n2) 1 > 1 (a+1)2
nIn (1 —
B—a—-1 +B—oz—1nz_:1p " +n+1 B -«

and for 8 = a + 2 we get the result.

262.8.2

263.8.2

264.8.2 Prima dimostrazione ([RRA]) Da Cauchy-Schwarz

& |b.

1 k k
(1+2+...+k)2=(\/_\/_ N — ) Zakz

=1 j=1"7
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k E .
4 52
d k2 < 8, =
7j=1 =1
+o0 2 +o0 k k ) “+oo k ) “+oo k .9
ark a 4 J ak 4 J 4 J
—5 < =T a — = - — < — — =
2 G Ry A G e S I &g
+o0o .9 +o0 +oo .9 “+o0
4 1 1
=> FED)e s k) Oy
j=1 szg( +1) =1 %7 =1 %
Seconda dimostrazione (da [KN])
k%a " k2(S, — Sy 1 k2(S, — S 1 L >
Z k: = (ks2k1)§_ (Sks kl):_+zs R
k=2 k @i = ke ok—1 i 5Pkl 5
1 (k-i—l) k5 (k1) & k2_5 "2k 41

" k/a D k2ap o 1 2%k 1
SV IS RS Z <
k—2 VarSk k—2 Si; p—o Tk

. +1/a,

— S
ag 1 Sz 2
e la serie converge.
265.8.2 Come prima
k2(k + 1) { 1 2 k ]2 72
= |Vo1— +tVar—+ ... tVapr——| < a —
P v ] S
n k’2 n 4 k k ]2 n j2 n 4
o s YIS DEER) ppe -
= 2 . 2
kS T RSk 1) o T e g k(4
R Dl R D L S M
P ko k+1 (k+1) =ai|J n+1 P (k+1)
n .9 n n .9 n 2 n
Je |1 dx je 1 1 J 4
S e T B WL B D D
= a LI i (w+1) i j+1 A

266.8.2 Sia {N,} C NN una successione crescente di interi da scegliere e sia I
{1,2,..., N}

DL SIS R B o WY ARV
ko n = £ N : o
keA k=1 ne(ANI,)\(ANTx_1) k=1
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ANI
Sia |ANIy| > Ng(r —e/2) dove r = lim M Abbiamo

k——+oo k

+oo
1

Ora prendiamo ¢ = r/2 e dato Ni_1, prendiamo Ny > (4Nj_1)/r. In tal modo

=1 +°° 1 rN
k
ZNR(NR(T_S/Q — Ni-1) FT:—Zl—-l-OO
k=1 =1 k=1
+oo
267.8.2 Se convergesse, detta S = Z ay, dovrebbe aversi S < § — a; e questo e impossibile.
k=1

268.8.2 Supponiamo aj [ con [ finito. Si ha Si > a1k per cui

+o0 ai +oo p
Z? Sz—apkp < +o0
k=1"k =11

e quindi converge.
Sia ora ap — +oo. Dividiamo gli interi in due sottoinsiemi, N7 e No. In N7 ci sono gli interi n

p
. . a 2P
per cui S, > a,n/2. In tal modo abbiamo E < < E w < +00.
kEN, Tk ken

Sia ora k € Ny ossia Sy < apk/2. Usiamo il seguente risultato, vedi

Ipotesi. Sia dy > 0,dy =0,e D, = de — 4o00. Sia f(x) una funzione definita per = > 0,
k=1

+oo
decrescente e tale che / f(z)dzr < +o0.

400 +o0 +o0
Tesi. Allora def(Dk) converge.  Infatti def(Dk) = Z(Dk — Dip_1)f(Dy) <
k=1 k=1 k=1

A

x)dx = /+OO f(x)dzx.
d

0

+o0
Sia data ora f(x) tale che xf(x) & decrescente e / f(x)dr < +o0. Definiamo d; = a; mentre

Sn Sn— n Sn . - Sn
per n > 2 definiamo d,, = — — L_na > 0.Siha D, = g dr = — — 400. Basta
n n—1 nn-1) P n

CLn/2+1+...+CLn 1

n

scrivere 7 > - > 0n/2+1 — +o00. La serie k%; di f(Dy) converge ed inoltre
2
_ _ 1
Z dpf(Dy) = Z (% - ]fk_ ll)f(%) Possiamo minorare % - ]flill > Sk <S_k — E)
ke N2 ke N2
Sk_ S, Sk Sk_ Sk S,
Infatti si traduce in % + kk 11 < ?k + 72 che e equivalente a kk—ll < k]c ! + —g che a sua

volta equivale a Sy < kaj. Quindi arriviamo a oo > Z dif(Dy) = Z (& Sk )f(%) >

ko k-1
kEN: kEN>
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(02 1 Sk Sk Q. Sk Sk Sk
S (-7 (Do - L -gieh= 3 oG
ora si prende f(z) =az"P, p > 1, si ha il risultato.

269.8.2 Si procede come sopra. Supponiamo a; 'l con [ finito. Si ha S; > aik.
Usiamo il seguente risultato, vedi

Ipotesi. Siadi > 0,dy=0,e D, = de — +o00. Sia f(x) una funzione definita per x > 0,
k=1

+oo
decrescente e tale che / f(x)dx < +o0.

“+o0 +o0 “+o0
Tesi. Allora def(Dk) converge.  Infatti def(Dk) = Z(Dk — Dip_1)f(Dy) <
k=1 k=1 k=1
Z/ f(x)dx = / f(x)dzx. fine della dimostrazione del risultato
k=1 Dr-1 do
SLTL > ar1kry > ark e quindi Ska:f SEr < alkf a1k
ag l l Qap ag l [

40 “+o0 +o0
Skrk Q. Skrk Ska ) alk alk alk
< = -
D < ) Zsk a (ak)_kzzlalklf<l) kzzlf<z)<+°°

k=1

Sia ora ap — 400. Dividiamo gli interi in due sottoinsiemi, N7 e Ns. In Ny ci sono gli interi n

per cui S,, > a,n/2. Quindi SkTk > nri > n o Sk?“kf STk < Ef E
ag 2 2 ag ag 2 2

+o0 +oo o0 +oo
S () =g S () =215 (5) = s (5) <+
k=1

Sia ora k € Ny ossia Sy < agk/2. Definiamo dy = a; mentre per n > 2 definiamo

S’I’l S’I’L— n_Sn . n
dnzﬁ_n—;ll :T;a(ni—l) > 0. Si ha D, de:7—>+oo Basta scrivere

S a +...+a, 1 . .
On o /241 > ian/zJrl — 4o0o. La serie Z di f(Dy) converge ed inoltre
n

k€N
Sk Sk—1 Sk Sk Sk—1 _ Skrar 1 .
= _ Rk > | —=——.
Z di. f (D) Z ( P 1>f( - ). Possiamo minorare T TE 12 % <Sk k:) Infatti
kEN> kEN>
arp  Sk—1 Sk Sk Sk—1 < Sk-1

si traduce in ?—l— PR ?—l_ﬁ che e equivalente a 1S

Sk Sk—l Sk ag

ale a S < kay. Quindi arriviamo a co > dif(Dy) = —— f(==)>
) g ) g ) %V RIAER k%;(k kS—1> k ;S: (Sk
N\ Sk ., Sk ag  IN\7rgSk . TESE, TSk KTk
E>?f<?)2k§2<s_k‘é) oI Ca) = 2 (1= 25 )res () > 3 2 p(2EE) aa

ENs kEN>

S
+ k_g che a sua volta equiv-

cui la convergenza.

Sk .
Se {rr} e limitata avremmo la convergenza di g f( ) come nel precedente esercizio.
ag
ke N,
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Skk

Se {ry} ¢ illimitata, allora possiamo dare una successione aj, tale che Z Ly ( ) converge
kENo
ma Z f ) diverge.
ar
kENg

Sia r1 = 1, rp, > nyrg, e definiamo ap = kyrg, per ky, < k < kpy1, p = 1,2,.... Si ha
0<a;<as <---<ap<krpeperm=23,...

— a

Z 41— kp)kprr, < Eprk,, = ax,, = —~ <2perk=ky, m>2

22

Sk
da cu . )
a cui la divergenza di E f (—ak)
keNs

270.8.2 Evidentemente a;, — 0 e quindi A, < Mk e poi usare Holder.

271.8.2 Supponiamo che Z 1/f(k), converga. Chiaramente f(k) e crescente e quindi per

ogni ¢ positivo, da definitivamente f(k) > ck. Detta A,, = Z FEVk) e by, = 1/k2 ed

fEOE) A, A, 1 1 1
usando , scriviamo kzp 7z q_2 — m —;Ak—l(ﬁ - m) Da f(k) =
ck segue k > f(=V(ck) e quindi definitivemante k/c > f(~1)(k) dove abbiamo usato il fatto che
fCV (k) & crescente. Da cio segue che per ogni ¢ > 0 definitivamente abbiamo A,/q?> < ¢!

4 q 1 1 Ay
he equivale a dire lim 2 = 0. P fo riguarda > Ar—1 | 75— ) S 2
che equivale a dire q—%IJ,I-loo q2 €r quanto riguarda l;p k—1 (kQ (1 - k)Q) — et k2

q

Ak 1 o o
g e ripetiamo il ragionamento.
k:p

1
Supponiamo ora che Z 1/f(k) diverga. Allora frequentemente Z —— > ¢ per un certo € > 0.

f(k)

1 1 1
Dalla monotonia di f(k) si ha ——(¢—p+1) > e. Cio implica —(Np p+1l) > ——(¢—p+1) >
f(p) L e f(p) f(p)
¢ per un NN grande abbastanza e quindi 0 > ?5 e quindi k > Cef (k). Ne segue f(-V(k) >
., k . fEO(k) _ Cek  Ce
_ 1 — —
FEV(Cef(k)) ossia f( )(a) > k ossia f(-V (k) > Cek. Ma allora 12 > e
FODR) _ - Ce
e quindi frequentemente Z > Z —. Dalla positivita di f(k) segue che prendendo
k=p k k—p k
T (_1) k T
r grande abbastanza Z f—) > Z —— > ¢ e quindi Z fTQ() > Z % e non € una
k=p k=p

quantita piccola per r suﬂimentemente grande.
272.8.2 Sia > ax < +o0. Da si ha kar, — 0 e quindi ax, = o(1/k). Poi usiamo
e scriviamo Z (ap — agy1)k = Z ak + aym — apy1(n + 1) da cui si vede che tale quantita &

k=m k=m
positiva e minore di € da cui la convergenza.
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Siano ora come ipotesi ar = o(1/k) e > (ar — ax4+1)k < +00. Da Z (ax — ak+1)k — amm +

k=m
n
apt1(n+1)= Z ay segue la tesi.
k=m
273.8.2 Come ipotesi assumiamo Zak /k < 4o00. La successione ay/k € monotona per cui
A9k
> ay/k converge se e solo se converge Z 2’“ 2 Z Aok [EZch3]. Essendo by, = aox monotona,

sempre da S5 abbiamo kayr — 0 ossia lnk ar — 0. Scriviamo ora

n

0< Z — apy1)logn = Z (log(k + 1) —logk)aks+1 + am logm — apy1In(n + 1)

k=m
Siccome In(k + 1) — Ink ~ 1/k abbiamo che la parte destra ¢ piccola tanto quanto vogliamo.

Viceversa supponiamo che > 7' (ay — ap41)logk < +00 e che a;, = o(1/Ink). La formula

n

0< Z — apt1)logn = Z (log(k + 1) —logk)agt1 + am logm — apiq1In(n + 1)

k=m
eln(k+1) —Ink ~ 1/k dimostra il risultato.
274.8.2 Sappiamo che Ve > 0, esiste n. tale che n > n, implica ll(l—e) <qgn < ll(l—l—e).
nn nn

Sia ora {ny} una successione strettamente crescente di numeri positivi tali che ny — +o00. Sia Ay
I'insieme dei numeri primi minori o uguali a ng, e maggiori di ny_;. Certamente la cardinalita

n n
di Ay e maggiore o uguale a (1 — 5)1 ML (1 —i—e)l " Inoltre se prendiamo nj, = 2¥, possimo
NE41 g
n n n
dire che (1 —¢)—— iam —(1+¢) B> L
Nk+1 1 Nk ln”k+1

Inoltre all’interno di Ay abbiamo 1/px > 1/nj41. Ne segue che

+o00 1 +o0 1

> — Z > _> Z T =3% X ktDm2 ' °

n ln
ken.t+1 P kenotlpyedy P9 ktnogr ETL k41 k=n.+1

Un altro modo di procedere ¢ il seguente. Dal fatto che la media aritmetica e maggiore 0 uguale

+o0
Ag)
alla media armonica e detta # Ay la cardinalita di Ay, si ha Z — > Z (#4x) >
k=met1 PR pZn 1 ZpgeAk Pj
+00 +o0o
Ap)? 1
3 @A) 3 o
o (AR bt DT
+o0 1
Vediamo ora Z che riscriviamo come
2 g, = (0= Dpus
n=1 k=9n— 1kpk— _1)pk 1 N n=1 inylb 1kpk—(k—1)pk_1
2n—1 -1 2
-3 >
Dpgn—1— (2" = 1)pan—1_4
= Toogn g

2"—1
Z Por—1 :nz_:l Pan—1 -
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per il criterio di condensazione di Cauchy essendo {1/p,} monotona e > 1/p,, divergente.

a b ag
275.8.2 La disuguaglianza di Young ci dice che / f+ / h > ab e quindi Z/ f+
0 0 0

by a
Z/ h > Z agby. Siccome / f(x)dx < af(a) la seconda parte & ovvia.
0 0

—1/Inx e tale

276.8.2 Usiamo la seconda parte dell’esercizio precedente. La funzione f(z) =
= 1/(zln*z) > 0.

che lim+ f(z) = 0 ed inoltre I'inversa & h(z) = e/, La derivata & f’(x)
z—0
_L _1
Dalla convergenza della serie Z e Pk segue la convergenza della serie Z bre Pk semplicemente

. . . . ag _ 1
usando il fatto che by, — 0. Quindi dalla convergenza di Z L -1—2 e ®r segue la convergenza

n -
di Z akbk

ag
277.8.2 Sappiamo che se Y ¢, ¢ una serie convergente a termini positivi e > d,, & una serie
divergente a termini sempre positivi, deve aversi limd,,/c, = +oo. Sia ora § = a (8 > a &

/] a +o0 1
chiaramente compreso). Abbiamo lim il = +00. Supponiamo che Z ——— — diverge.
Ink = ap(In k)«

Sia ora p > 1e {k} la piil ampia sottosuccessione tale che Inag,/Ink; > p. Quindi segue

o0 to0
1

Z ln ) Z (i k e quindi converge. Ne segue che Z W diverge mentre

i=1 k#k;

RS 1 — (lna;\"“

Z ———— converge e quindi Jim = +00. Ma allora la successione {k;} non era

kK ak(lnak)a bk, Ink

la piu ampia possibile. La contraddizione si risolve dicendo che la serie Z(ak In® k)~! converge.

1
Sia 8 < « e sia a; = k(lnk)'~#. Abbiamo Z 1 Bk Zm = +o0. D’altra Ina, =
QA 11

Ink+ (1 —p)Inlnk > Ink/2 definitivamente. Quindi per una opportuna costante positiva C' si
1
ha che E o ar >C g W converge per cui il risultato vale solo se § > «.

1
ak(ln k‘)
diverge. Basta prendere una sottouccessione di interi {k;} tali che Z(ln k;)~< converge e

1 1
ap(In k)« ap(Inag)®

1 1
d' 1 t _ = _ = .
iverge in quanto k_gk‘ ar(ln ar)® kgk a(lna)e +00

1

converge ma E _—
ar(Inag)®

Inoltre si pud dare una successione {ay} tale che Z

definire ax, = a, e aj, = k? altrimenti. La serie E converge ma la serie E

Saa=0=1.ar=2se k= f(j)con f(j ) grande abbastanza e per ogni intero j. Per gli altri

1
+ Z Pk Se prendiamo

k#f(3)

+oo +oo
o ' s . Ok _
valori di k prendiamo aj, = 1/k*. Abbiamo 1;2 Ink ; In f(j)

“+o0
: 2
f() = 27" abbiamo convergenza. D’altro canto E lr?fbk > E i 400

278.8.2 Applichiamo Desercizio precedente con o = 1. Sia ap = 1/Ink. h(x) = —1/Inx per
x < 1/e e per z > 1/e la prolunghiamo in modo strettamente crescente. Il risultato precedente

1 1
ci dice che se Z bih(bx) = Z ] converge, allora converge pure Z brar = Z o e
Ck 1IN Cy Cl 1N

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 205



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria
1
cid acce vero. Inoltre si ha chiaramente f(z) = e~ Y* per cui bif(br) = — =+
f(z) p Zk:f(k) Zklnk
279.8.2 Come funzione H(z) prendiamo /h(az)daj e F(z) = /f(az)daj delle precedenti.

F(JU):/ 6_%dy:a:e_%—/ e‘%@.[{(l«):__x_/ d2y
0 0 Y Inz o In"y

. 1
280.8.2 1) Vedere l[zich-22]  2) Supponiamo che Zml — diverga. Ne segue
n(

— 1 1 1 1
kli—>n}rooa_kh1(1a7]—€|—k;) lna = 400 ossia h_)mooml — = +4o00. Sia {k;} la pit ampia suc-
ione tale ch ! 1 ! > top>1. N h < ! indi
cessione tale che ———1In — er un certo . Ne segue che ay, < —— e quindi
m(l+k) ap TP b & S e 04
1 1
Z In( 1 + ) 11 — converge Ma allora Z In( 1 + B dlverge mentre certamente Z ag
k#£k; k#£k;
— 1 1
converge. Ne seguirebbe che ,%}1; wm lna— = +oo ma allora la successione {k;} non

sarebbe la piu ampia possibile.

281.8.2 Usiamo Cesaro—Stolz ed eseguiamo

n—l—l —1
. li Gn+1 Gn+1 o
nll)gl_loo(ln Sp+1 —1In Sy) ( g g ) n_>+oo 5 {ln <1 + 5 )} =

n+1 n
__Sn gil
~ lim ([m <1+ a”“)] ”“)
n—4+oo Sn
Essendo
sy m sy B
1 < [ln <1+a”+1)} " < [m(ua”“)] " <
~— Sn Sn
Y m
— Sn
<fw(1+%)] 7T
Sn
si ha il risultato in quanto S,,4.,, — +00.
. In” ay In” k " .
282.8.2 Sappiamo che k/ary — 0. Ne segue > definitivamente e quindi se
ag ag
1 In® k In?
Z T converge, converge pure Z 1 . Supponiamo che Z T diverga. Dobbiamo
ak Ph ag ag

mostrare che diverge pure Z . Supponiamo che quest’utima converga. Ne segue che

—1Infa; a o . : N : 3
lim b i pk p = +00 e quindi sia I I'insieme di naturali pitt grande tali che ag, > k" con
ag n

1

o o ) oF In? ay, In? k>
a > 0. Nell'insieme ¢ is ha chiaramente a;, < k;*" . Ne segue Z < Z =

=

a a
kere P kere Ok

aln? k In? ay, . In? ak

E < +00 e quindi per forza deve essere E = 400. Scriviamo E — =
a

kele k kel Ok kel akak

In® ay, p —(1-v)p p,—(1—v)p va®
E . Banalmente (In” z)/xz? < pPe~P? da cui g p e < pPe 5 k™ e

a

kel Ok kel k kel

1
scegliamo v tale che va? > 1 da cui convergenza ma questo contraddice I’ipotesi.
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283.8.2 Sia > f'(k) convergente. Dalla monotonia di f’ segue la convergenza dell’integrale
/ f(x)dr = f(+00) — f(1) da cui f — f(+00) = L. Ne segue immediatamente al conver-
1

(k)

genza pure di Z ];(—k) Supponiamo ora Z f' (k) divergente. Cio vuol dire che f(+o0) = +o0.

/
Inoltre f(z) & crescente e quindi f’(x)/f(x) & decrescente e quindi la serie Z J}((]]:))

+o0o g/
diverge con /1 J;L,((;C))

284.8.2 3) = 1). Infatti

> enF(re) = Z(Tk—TkJrl)F(Tk) < (Tk_m“ () <Z/
k=1

k=1 Th+1

converge o

dr =In f(+o00) —In f(1) =

0 0
= / h(z)dx < / h(z)dz < +0o0
T 0

n

da cui 1)
1) = 2). Dimostriamo prima il Lemma
Lemma Esiste 0 > 0 tale che Y ¢, < d e > cpF(ry) < 1.

Dimostrazione Se e falso e vera l'affermazione complementare e quindi V 6 > 0 esiste una
successione {ci} tale che Y ¢, < § implica Y e F(ry) > 1.

. . . 1 . N :
Sia quindi {c,(€ )} una successione tale che se n; ¢ grande abbastanza, si ha

Zcm o ZCS)F My 5 g

Allo stesso modo esiste una successione {Cf)} tale che se no € abbastanza grande, si ha

+oo ni
_ (2) (1 (1) @) (2
_ch <m1n<1,51—20k ), ch F(r > 1
k=1 k=1
Continuiamo allo stesso modo ed otteniamo la successione

VD, 6y — by — ZCEJ),C?),.. ), 52_53_26(2)

..Cgk),.. 1(1]2), 5k:_5k—|—1 ZC(R),

7j=1

Indichiamo con ¢y, ¢o,c3, ..., la successione ottenuta. Chiaramente 0y — dpy1 — E cg ) >0e
Jj=1

+oo
quindi 01 = ch < +o00. Sia r,, = Z Ck

+o00 oo
F(r1)=F(01)=F (Z c?) , F(ry) = F(01 — c1 =F (Z c,&”)
k=1 k=2
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per cui
n1
Z cg)F(m) >1
k=1

e parimenti
np “+o0

cép)F( Z cj) > 1

k=1 j=ni+..4np_1+p—1+k

Ne segue che Y ¢, F'(rg) non pud convergere dovendo sommare infinite volte 1. B

Per ogni x € (0, 61] definiamo f(x) = sup Z ci F(ry) dove il sup e preso su tutte le successioni
{ck} tali che > ¢ = x. Sia ora {¢} una successione tale che ) ¢, = y < z. Chiaramente

D @ F () + (@ —y)F(z) < f(x)

in quanto Y ¢ F(7) + (z —y) f(y) € il valore che la funzione f assume sulla serie generata dalla
successione {(z —vy), 1, ¢2,...} e f(x) & il sup su tutte le serie tali che ) ¢, = x. Ne segue che

fy) + (@ —y)F(x) < f()

ossia la tesi.

Ora 2) = 3).
Sia
0<y<z T —Y
h(z) = sup g(t) = sup inf ) = fy) > sup inf F(t)= sup F(t) > F(x) W
e<t<1 e<t<10<y<t  t—y T oe<t<1 0<y<t e<t<1 -
Ora osserviamo che h(z) = hmy_er% > F(xz) > 0 e dall’esercizio 65.5** sappiamo

che h ¢ non decrescente. Se ¢ limitata allora e pure integrabile. Supponiamo quindi che non sia
limitata in [0,1] e quindi lim f(z) = +o00. e quindi ora basta far vedere che fol h(x)dx < 4o0.
r—1—

/0 h<2k,u{x -1)< <k}_z,u{mh ) >k}

e quindi p{x:h(z) > k} definisce una successione, detta {t;}, tale che tx \, 0, g(tx) > k,
1 +oo
tr) — f(¢
/ f< Ztk. Certamente ftr) = fts1) > k da (1) per cui
0 P

tk — Tkt
fte)  f(tesr) fter)  f(trs2)
tr —t < — t —t < — ..
Bl S R b1~y S S PR

da cui

po< L) fen) o f(tero)

=k k(k+1) (k+1)(k+2)

Ora sommiamo tutti codesti termini

—iftk < ft) + l_f(tz) f(tQ)} + [_f(ti%) f(ts) | f(ts)
k=1

Ty e T |t =)
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da cui la convergenza della serie e quindi 'integrabilita di h(x). Cio conclude la dimostrazione.

285.8.2 Sia a, — a # 0,1. Sviluppando al primo ordine z'/™, per una opportuna costante
positiva C' si ha

i17‘lg;1_ <ci7am_a” < ¢ i - ( ) <e
—_ Ap—1 — Ay, = Ap—1 — Q
nl—(a,)/™|~ an ~~ a—9 nl " a— P! e
n=p n=p def.te n=p

se p, q sono grandi abbastanza.

Sia a = 1. Chiaramente a,, > 1 e lo stesso identico sviluppo di prima da

7.1 &=t -1 a4, 1—a Gp_1 — @ ap_1—a
Z A " | >(© Z b Sl gy b b S} > ol=p=t e | _
—nl— (ap)t/™ — anlna, aplna, ~— ap—1lna, 4
n= n= monotonia di an
N PR S P U IR SR . Cr o 1 a1
Ina,_; ap—1 | Ina,—1 ap—1 ~— ap—1 Inay,—1 ap—1
lnx/(m—l)m}l
1 a,—1
>Cy—C 2
ll’lCLp_l ap—1
1 a,—1 1 101 =21
Poi prendiamo ¢ cosi grande che C 4 < =C5y e quindi | > (/2
da cui divergenza.
Sia a, \, 0. Abbiamo quattro sottocasi.
An—1
N _
1) ant1/an — 1 #0,1. In tal caso a;; — [ e quindi —1‘1’27)1/ ~ —1/(nl) da cui la divergenza.
nl—(a,) /™
2) apt1/a, — 1. Chiaramente a,,—1/a,, — 1. In tal caso scriviamo
Lo | mya 11-%2 Mool mao1 (g
- n — - T n Z (1 _ 5.) n T — na — —
nl— (a,)/n (ap)l/m —1n ~lna, |~~~ In = In == Ina, ;
def.te " " 1- In Zn—1
> (1- )2lnan_1 —Ina,
—Ina,
Sia ora by =Inap_1 —Inag, ap =1. B =b1 + ...+ by = —Inap — +oo per cui
q q
Ina,—1 —Ina, Z by,
> I
oy —Ina, = B,
da
1 d dn-1 _q
) s . n B ) . . - An >
3) ant1/an — 0. Cio vuol dire che a;; — 0 e ap—1/a, — +oo. Quindi nz_p 1 (e (@i =

q q
1 n 1 .
E - (a ! _ 1) > C E — > (C se pe ¢ sono grandi abbastanza
—n\ an —n

4) an41/a, non converge. Stessi calcoli di 3).
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In realta tutti e quattro i sottocasi possono essere trattati come 3).

e Sia a,, = e" + 00, a parte costanti, il temine generale della serie ¢ asintotico a 1/n. Se invece
2 \ . . J— . .
a, = €" & asintotico a e~ /n e quindi converge.

286.8.2 Nel lavoro citato si dimostrano due risultati. Il primo &

Se per un dato e < 1, A(n) > € per uno o piti valori in ciascuno degli intervalli K™ < n < K™ e
K™+3s <np < K™ dove K > 4/€?, allora per almeno un intero n,, tale che K™ < n,,, < K™t}
si ha A(ny,) > € ecp,, > dn,,

Dimostrazione Bisogna tenere presente che se per un dato intero p si ha A(p) < ee A(p+1) > ¢,
allora c,41 > dpy1. Infatti

s Nw)  Np) N+l

= pr1 D1 € Cp+1 = Ap+1

Cio implica che se A(p) < e per almeno un intero nel primo intervallo, dovendo aversi A(q) > ¢
per almeno un intero nel secondo intervallo, si avra ¢, > d,. Lo stesso accade se A(§) < € dove ¢
¢ il primo intero del secondo intervallo. Ci riduciamo quindi al caso in cui A(p) > e e A(q) > ¢
dove p e ¢ sono rispettivamente il primo intero del primo e secondo intervallo. Se la tesi non e
vera, allora per ogni intero ¢ nel secondo intervallo si ha A(q) > ¢ e ¢4 < d,;. Di conseguenza
A(q) < AK m+%) (supponendo che K m+3 gia un intero) per ogni ¢ appartenente al secondo
intervallo. Di conseguenza

N(K™1)  K™ts 1

m+1\ __ _

<

O ™

e cio ¢ falso.
Il secondo risultato che fa uso del primo e :

Per ogni positivo € < 1, esistono infiniti intervalli della forma K™ < n < K™% ¢ Km+3 <n<
K™t dove K > 4/¢?, per i quali A(n) < e.

Dimostrazione Assumiamo il contrario per cui in ogni intervallo A(n) > ¢ per almeno un intero
n. Dal risultato precedente segue che nell’intervallo K™ <n < K m+1 " deve esserci almeno un
intero tale che A(n) > ¢ e ¢, > d,,. Selezioniamo tutti tali interi al variare di m ed indichiamo
con {n,,} tale insieme. Abbiamo

Z Cn 2 Z anm(N(TLZm) - N(2m—1)> > Z dny,, (N(n2m) - N(n2m—1)>

N(TLQm) — N(TLQm_Q)
N(n2m+2) — N(nam)

enam < N(nam) < noypy, da cui 6, >

Sia 6,, =

. Siccome A(n) < 1 per definizione, da A(ng,,) > € si ottiene

EN2m — Nam—1 .
uu 2 Ora essendo K2™ < no,, < K?m*1 gi ha

Nom—+2

eK?™m — K2l eK—1 _4/e—1 _ 3
O > K 2m+2 = KA = KA Zﬁ>0

per cui

“+oo
ch 2 Zdnzmdm(N(n2m+2> - N(N2m)> Z % Z dn

n=nsq

che ¢ assurdo.
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La diretta conseguenza di tale secondo risultato ¢ che per ogni € > 0, esistono infiniti interi n
per i quali A(n) < e. Se dunque esiste lizx_l A(n) esso vale zero.
n—-—+0oo

Il prossimo esempio non solo verifica limey, /dy, = 400, ma verifica pure limA(n) = 1. Prendiamo
2m
d, =1/(nlnn) e ¢, =

22" In22™
2m — 400. La serie ) ¢, chiaramente converge in quanto

2= 2 =2 N S 2.7 g S 2y <

1 om m
Inoltre se —22" < n < 22" si ha

se 22(m=1) < < 22" Se n = 22" il rapporto ¢n/d, diventa

m
Cn 2m 22™  92m Inm
dy, = 22722 m - m ( 2mln2) ’ e
Inoltre -
m 1-1 2 1
A22") > % 1=
22 m
K/,L_l K/’L_l
287.8.2 Sia C,, = Z cr, D, = Z di, K > 2. Se per ogni n, ¢, > dj per qualche
k=Kn—1 k=Kn—1

k che soddisfa K"~! < k < K", per la monotonia, C,,_1 > D, 1. Ma >~ C,, converge mentre
> D,, diverge per cui devono esistere infiniti n per cui C;,_1 < D,,41 e quindi per infiniti n si
ha ¢, < dj, per ogni k che soddisfa K"~! < k < K™. Definendo R; = K*~! si ha il risultato.

288.8.2 Vogliamo dimostrare che il risultato

Per ogni positivo ¢ < 1, esistono infiniti intervalli della forma K™ < n < K™2 ¢ K™tz < n <
K™t dove K > 4/¢?, per i quali A(n) < e.

segue da

per ogni K > 1, esistono infiniti R; — 400 tali che se R; <n < KR;, si ha ¢, < d,.

Infatti Sia r; = R;VK <n < KR; = kr;. Sappiamo che ¢, < d,, per ogni n tale che R; < n <

N A(R;
KR; e quindi A(n) = (n) < (i) =1/VK sen € [R;vK,KR;]. Cid dimostra la tesi
RVK
289.8.2 Supponiamo vera. Supponiamo poi che imP(n)/n = L < +o0o e quindi

P(n)/n < L' per ogni n grande abbastanza. Se n corrisponde ad uno degli R; abbiamo n = R;
mentre P(n) = KR; — R; = R;(K — 1).

P o
() _ K@®-1) _

e cio ¢ falso se K ¢ grande. Supponiamo ora sia vera limP(n)/n = +o0o0. Cio vuol dire che
esiste esiste una successione {n;} tale che P(ny) > Cny e cid implica [E2e8-33], Basta prendere
Ry = ng, KR, = Cny e siamo a posto.

e La dimostrazione con Q(n;e) & come la precedente.

290.8.2 1l primo passo ¢ costruire una successione {t,} tale che t,, / +oo tale che t,, /t,r1 \
0. Grazie a [Ee:32] sappiamo che esistono {¢,} e {d,} monotone non crescenti, 3" ¢, < +o0,
e Y d, = +oo tali che d, /ta, = ¢, per cui Y d, = > cpto, = +00. Inoltre dalla monotonia di
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ton—1

= ¢/, per due opportune successioni monotone non crescenti

2n
{d},} e{c,} e > ¢, < +oo. Poi scriviamo

ton_1/tan sappiamo che d.,

ton—
dn/th =cp < dn% — Cnth—l

2n

ton—

ed essendo d], > d,, si ha Zdn 2; L « 10 ossia > cptan—1 < +00. La condizione d,, < d,
2n

deriva dalla sua definizione e dal fatto che tz_nl < tzn_ltz_nl. Inoltre la condizione t, /t,+1 \, 0

non ¢ presente nel lavoro di Dvoretsky.
Richiamiamo ¢, = a,. Ora definiamo Ty =Ty =0.T,, =t1 +t2 + ...+ t, e poi definiamo due
nuove successioni
Cy =Gy se Ty, 3 <v<To, du =ay se Tap_2 <v <Thy
{c,} e {d,} sono monotone ed inoltre
Topn—1 —Ton—3 =ton—2 +ton—1 < 2t2, 1, Top —Ton—2 =ton +ton_1 > toy

da cui Y ¢, < 400, Y.d, = 40 e ¢, =d, se Toy_o < v < Thy,_1 ossia to,_1. Per gli altri
valori di v si ha ¢, < d,. In tal modo A(m) ed N(m) aumentano quando T, o2 < m < Ty, 1 €
decrescono se Ty, —1 < v < Th,. Quindi (per Cesaro—Stolz, da t,,/t,+1 — 0 segue t,,/T,, — 1).

A(Top-1) = (t1 +ta+ ... +ton—1)/Ton-1 > ton—1/Ton-1~1, n— 400

A(Ton) = (t1 +ta+ ... +tan—1)/Ton > ton—1/Ton ~0, n — 400

P(m) <Tsy —Top_1 = top se Top—1 <m < Topq
Notare che se Ty, +1 < m < Ty, 41, allora P(m) = 0. Se invece m = T5,,_1 + 1 possiamo arrivare
al massimo a Ty, da cui la stima P(m) < Ty, — T, _1.

Da A(Ts,—1) > tapn—1/Ton—1 ~ 1 segue che se si inizia con m = Ty, _o, i valori in Q(m, 1 —¢) si
fermano a m = T5,_1 se € non e abbastanza vicino a zero. Per tale ragione si ha

Ve>0, Qm,1—¢) <Th,_1/c, Top—2 <m < Tp,

In realta sarebbe Q(m,1 —¢) < (Top—1 — Ton—2)/e ~ Ton_1/c

Ora dimostriamo 1)-3). Cominciamo da 1). Scegliamo la successione {t,,} nel seguente modo
t1 =1, th41 = tn\/gn con g, intero positivo. Abbiamo T, 1 < m < T, 41

ton—1 ton—1
9m Z gmA(m) Z gmA(TQn) Z 9m T Z £g = £gm/\/ gon—1 Z f\/ 92n—1

2n " t2n B
per cui g,A(n) — +oo.
Ora vediamo 2). Sempre per 15,1 < m < Th,11

0 < P(m) ton < toan—1+/92n—1 < 1
mgm T2n—lgm t2n—lgm \/9271—1

da cui P(m)/(mgm) — 0.
Ora vediamo 3). Sia Ty,_o2 < m < Ty,

Qim,1—¢) _ Ton < e R

mgm o 6ng‘2n—2 o 5gmt2n—2 € 9gm
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per cui Q(m,1—¢€)/(mgm) — 0.

291.8.2 Costruiamo una successione {T,,} nel seguente modo: Ty = 1, T,, > nT,_1,
nT,_1Gr, < T,. La successione t; = T3, t, = T,, — T,,—1 soddisfa limt, /t,+1 = 0 e proce-
diamo col definire le successioni {c,} e {d,} come in [Eich-34], Se m = Ty,,_; Abbiamo

ton—1 Ton—o 1
Gn(l—A < Gp(l-— =G
( (m>) — ( T2n_1 ) T2n71 TQn—l 2n _ 1
tn—l—l Tn—|—1 - Tn Tn—l—l - Tn
= > < 1)G -1 —
tn Tn - Tn—l B Tn o (n * ) Trt1 oo
Gr, _ 1
Tn - nTn_l

292.8.2 Prima di tutto osserviamo che se a; = 2, allora a;, = 2 e quindi

+oo 1 +o00
DD DERE
n=1 aiaz:---n n=1

Inoltre a,, > 2 se a; > 2 per cui la serie converge essendo aqas - - -a, > 2™.

oo n
Prima dimostrazione Definiamo U(a;) = g H a,;l ed osserviamo che soddisfa la relazione

n=1 k=1
funzionale

Ula) = ~ (14 Ufa) =~ (14U@@—-2),  lim Ulay) =0

al a1 a1 —+oo

A parte la condizione asintotica, essa ¢ soddisfatta da

24
U(al):ﬂﬂ: %1 =rtvar2-1

2 4

e solo quella col segno meno va bene.

Seconda dimostrazione La relazione ricorrente a, 1 = a,% — 2 & risolta tramite induzione da
k J— k . . — .

a, = 2> + 272 per ogni z. Per k = 1 abbiamo a, =22 4+22=92%rdacuiz2=x+Va2 -1

(solo il segno piu va bene). Per induzione arriviamo a

2n71_1 2n71_1 22 22
—2__ n—+1 __on+1
amag-an = Y P4 Mgk o 1-22"")+ (1-2"2"") =
k=0 k=0

22 2n+1 22 _2n+1

= z — z
z4—1 z4—1

da cui

=

)
n=1

a = = " =
k 22 2yt 22 2sinh(27+11n 2)
1 n=1 n=1

>
Il

o0 o0

I

Iz 2sinh(27+11lnz) 222 tanh(27Inz) tanh(2"tllnz)|

n=1 n=1
2t -1 1 ] 1[, 1][z2+272 1 1
e — = — |z¢ — — - g
222 |tanh(21nz) 2 22| |22 — 272 2?2
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Se & — +00, la serie deve tendere a zero e quindi bisogna prendere 22 = 2 + V22 — 1 da cui il

risultato z — vz2 — 1

Terza dimostrazione (quella di [K]) Osserviamo che

+ +o00
X 1 Ap 41 aj as . An+4+1
E =— E - ==+ ——- lim ———
—1 CL16L2 (07 2 — aias - n—1 a1ag - - - Ay 2 2@1 n—+o00 41049 * * * Ay,
Ora
2 2 27 2 2 2 2
n—|—1 —4= ( - 2) —4= an<an - 4) - CLnan—1<an—1 - 4)
da cui
. An+1
azi, —4=aZal_,---aj(a} —4) = lim —rtl —fa? -4

n—+00 4149 * - - Oy,

ed il risultato &

ay /7 Va2 —4
2(11 N

Quarta dimostrazione [quella del G.R.A.20 (“Problem solving group”) capitanato da

R.Tauraso|. Si parte da a, = 2 (ap = 2+ 1/2, 0 < z < 1) e si arriva alla
formula
f’: d-1 1 (] i’" 20
— 22 20—yt z) = 1— 22m T
1-22 (3% 2" -~ T e (2k:—|—1)2” !
I ) e W IC
n=1 k=0 n=1 k=0

L’osservazione chiave e che ogni intero m si puo scrivere in modo unico come il prodotto di un
numero dispari 2k + 1 e di una potenza 2"~ !. Di conseguenza,

92 +o00 +oo 2 +oo 2 2

11— n— 1- 11—
S S S IR S - I e e

n=1k=0 m=1

Quinta dimostrazione E quella pubblicata sulla rivista Mahematics Magazine. E simile alla
seconda ma un po piu semplice.

ap = 2cosh(2¥Inz) = ajas---a, = 2cosh(2Inz)---2cosh(2" In z)

da cui
_ 2sinh(4Inz) 2sinh(8Inz)  2sinh(2"t'Inz)  sinh(2"t'Inz)
d1fzrrn = 2sinh(21n z) 2sinh(41n 2) 2sinh(27Inz)  sinh(2Inz)
e quindi
f B Z sinh(21n z)
“— araz- sinh(27+1! In 2)

ed abbiamo la stessa espressione della seconda dimostrazione.

1
293.8.2 Se la serie Y ay converge, Ty, > S; > a; per cui Z% < —Zak < +o00. Sia
k ay

> ar = 400 e sia {n,,} una successione strettamente crescente di interi per cui S, 1 < m <
Sh,,- La prima osservazione e

nm =51 +5+...+95, >Sn1—|-Sn2+...+Snm>

m  — —_—

m(m+1)/2
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Poi abbiamo

400 a 400 Mm41—1 ar 400 S L — ) 400 + 1 +oo 9o
o < Ton1=1 ~ S = - =
To =2 2. 7 < 7o <Y e S X i
n=ns m=2 k=n,, m=2 m m=2 m m=
e se o > 1/2 converge. D’altra parte se a« = 1/2 e ay = 1 la serie diverge.
294.8.2 cosx =t implica che l'integrale diventa
1 42 1 52 a 2 1 2
t“1n“t t a—1 —1 d a+1 1
/0 V1 — 2 /0 da? /1 —¢2 la=2 ~da? v ) ya:Z da? ( 2 ’2)

ot y—1 5, D@I(y) a+1 1, T(&)r(3)
B(a:,y)—/ot (1—1) dt—m B(Ta?—m
per cui
d a+1 1 1) DEHTGE) ME+)IT(E)0()
w23 2T(¢) T(g+1) T(E+1)2 I(g+1)
ST Lt g ] < 0w )
@ e+l 1. 1TEDE) 7 a1 a 2
R el LS B CED
1 atl a a
SRR e v o)

Con a = 2 abbiamo

(3 2 T(3
L0 o]+ 475

Sappiamo che I'(x + 1) = 2I'(x),

oy N~ ]
a) @;:‘WZ( ) V@ =2 Grroe

1 1
U(z+1)—VY(z)=—— hrf n

8|

)=l =F

2
3 1 1
U(5)=¥(;)+2=2- 7+2Z<% %_1)_2—7—%2

U (2) = s = — 1
kl(k+) 6
3 = 4 2
,_— —_— _—
\Il(2> kzl(%—i—l) 4 4
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3
Mettendo tutto assieme si ha il risultato % +7ln’2 —7ln?2 — g

295.8.2
296.8.2
bl bl x bl z
/ xIn(1 — cosz)dr = / x1n <2sin2 —) dx = / <x1n2 + 2xlnsin—) dx =
0 0 2 0 2
72 1n 2

= —1—/4 8z In sin xdx
8 0

/4 8z Insinxdr = /4 8z [Ln(e") 4+ Ln(1 — e ***) — Ln(21)] da

0 0

P T p2ika
————(ln2+z—)—8/ T =

27T3 7T2 >0 1 — 7T —ikw 1 —ikm
SN P YL W — 1

or ~ g 2 +ig) kz_lk:<8zk el >)

—imk —imk

Essendo e™2 = (—1)"sek=2r,ee 2 = (—1)"i se k =2r — 1 abbiamo

=1 —m(=1)"  (-D)i—1\  mie= (1" 1 = (- -1
* (8(2r—1)+4(2r—1)2)__z et

T (=1)" I =i(—1)"—1
8= (2r—1)? +Z; (2r —1)3
i —m? 1 3 T 1 [ —ir® 7
1 3 (3 -®) - 50+ (G5 - 5®)
Sommando si ha
71_2
§1n2+

3 2 2

L T (n2+is) —S[W—ii b (—Zé(iﬁ) —C(3)> - %(—G) +i <—m3 - ZC(?’)

24 4 2 32 12 32

721n 2
—1—6C(3)— g — G

% 2 €T % €T
/ xIn(l + cosz)dr = / xIn <20082 5) dr = / <x1n2+2xlncos 5) dr =
0 0

0
21n2 I
_rn +/4 8z In cos xdx
8 0

T
/ 8xlncosxdaz-/ 8z [Ln(e ) 4 Lin(1 4 e~ 27) — In2] da
0

7:71'3 7.‘.2 y oo k: —22kx
24 4 " / xz
k=1
7:71-3 7'(2 71k7r 1 —ikm
=— ——In2-8 —((=Dke= — (=1)*
21 4 ¢ <8zk (e = )))
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—imk —imk

Essendo e 2 = (—1)"sek=2r,ee 2 = (—1)"i se k =2r —1 abbiamo

=1 R —ikn 1 (a1 (-1 —1

;E(&—k +@((_1>ke i _(_1)k>):ZZ< 1(6m') +( 1ér2 )+
—1)" (D)= 1\  mie= (-1 1 = (1) -1

_Z2r—1< r—1)+4(2r—1)2)__22 r2 +3_22 T

r=1

oo T‘ .

T 1 — i(=1)"
+§; r—l _Z; r—l
w8 —m? 1 3 T 1 [/—ir® 7
—3—2?%—2(‘1@“(3)‘“3))7@‘1( 3 ‘§<<3>)
Sommando si ha
72 i3 w2 i —72 1 3 T 1 [/ —in® 7
o Gy a8 [Ge g (e@—@) -fo -5 (- 5] -

—21 721n2
= ) -

+ G

La relazione

si giustifica con ed il corollario scritto nello svolgimento.

+o0 +oo y" n!
297.8.2 1) Usiamo /0 e "a"dr = /0 e’ g+l dy = prES)

+o00 +o00 +o00 .
kx kx —t(ht),2 / o 4 e
— _ X t dt“ b3 t x dt
2 G 27, 0 Cany
e —t\2 t ot
el <(ef —1)7? = t*<e -2+ —= t2§(e§—eT> > sinh > o

Ne segue

La maggiorazione
tht < et, 0 S t S 1
(et _ 1)2 - ce—3t/4, t Z 1

per una opportuna costante ¢, rende possibile I'uguaglianza racchiusa dagli apici in quanto
spezziamo

“+oo
>k
k=1 70

+o0 “+o0

+oo 1 +o0
e tkto)y 2y — Zk/ e_t(k+m)t2dt+2k/ etk )42 gy
k=1 “0

k=1 Y1

(r > 0). La maggiorazione ci rende una maggiorante integrabile in ¢ che a sua volta rende
possibile il passaggio di serie sotto il segno di integrale.
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2) Sia 0 < z < 1. Ripetendo i medesimi calcoli si ha

+oo +oo 2t +o0 2
]{7 + 1—2z 1 —t(1+x) te 1 / ¢ t
— = z 7dt (+z) 7 gt(1 — ) <
;<k+1+w>3 2/0 ‘ CESIEREY S e
1 [t 1 [t 1 11—z 1
< - —te) gy —/ D1 — 2) = - =
—2/0 € Ty ), € (1-2) it T2(ta?  (+ap

Se x > 1, evidenze numeriche la indicano falsa.

3) Sia 0 < z < 1. Usiamo e® — 1 < ze® Abbiamo

L[t~ t2et 1 [tee t2
- —t+n) € g —/ —t+n) U g1 — ) >
2/0 ° @—12%ta ) LS

/-I-oo —t(ra gy 1 /+oo SERgr(1 ) 1 N 11—z 3
0 2 /o 224x)  224x)? 22+ x)?

3 _ T _1.’13—1—5624—563—1—3
22+ 2)2  (1+z)3 2(x+2)2(1+ )3

>0

e cio conclude la dimostrazione di 3).

. c
298.8.2 E sufficiente la divergenza di Y ¢x. Supponiamo infatti che sia vera 1) ossia b_k >
k

c b
ka. Facilmente si ottiene b, > ck—o da cui la divergenza pure di _ bg. Supponiamo che sia
k+1 Co

Ck Ck+1
vera 2) ossia — < —41
b1

. La terza condizione ci sa

Z co + . sk Z bo + .
e quindi la serie a destra diverge e questo comporta la divergenza della serie ) by grazie a
[rich.8]|
Per dimostrare il risultato definiamo 3;, = (boso + ...+ bgsk)/ Bk, vk = (coso + - .. + cksk) /Ch,
da cui bgsy = Bifr — Br_10k_1 € Yn = C’in kz Z_Z(Bkﬁk — Bg—1Pk—1). Inoltre By, = s + & con

chiaramente gy, k—>0
— 400

1
Y = — (Bk(ek +5) = Br_1(ek—1 +38)) =
C, bk
= nC’“(B B )+1Zn:c’“(35 By 165-1)
= — _— —_— _ S —-_— - - —_ — -
- by, Dk k—1 o by, (DRER k—1€k—1
k=0 k=0
1 - Cl
=S+ C_n Z —k(ka‘fk - Bk—lf‘:k—l) =
k=0
;N1 1 O e
k k
N — (Brer — Br_16k-1) + — — (Brer — Br—1€x—1)
Cn =0 k Cn =N bk

8/luglio/2023; KEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 218



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

. . c c .
Supponiamo dapprima che s L da cu

br  brta1

1 ¢
— > E(Brer — Brorep-1) =

k=N K
1 « c c 1 ¢ 1 ¢
=& (b—k — bk+1) Brer — = b—Bk—li‘fk—l + ol Z bk+1 Byey =
n N k k+1 n LN k n LN k+1
1 c c 1 c c
= (b—k - ka) Brer + bkﬂ Byey — b—kBk—1€k—1) =
n LN k k+1 n LN k+1 k
1 — c c 1 /¢, c
- Z (_k - k_H) Brep + = ( +an n _NBN—15N—1) =
no_N k bk—l—l On bn—|—1 b
1 /e c 1 [c c
= — &) Brep + = 2 Buen — —~By_16n_1 (1)
Cn k bk+1 Cn bn bN
k=N
Ora )
N Byien_i| <& (Cn = o0), N fixed
C, by
1 /e c e /e c e ¢
k k+1 n k k+1 n
OS_ 7 k€L T Bneng_ <__ ) + = Bn
Cn =N (bk bk—l—l) Cn bn Cn k;\/' bk bk_|_1 Cn bn
n—1 n n n
€ Ck Ck E Cp € Ck Ck
== — By, — Z _Bk—1> + 4 Bn=—+ (Z — By, — Z —Bk—1> =
Cn \ i b hon g O Cn bn Cn \i=% w hon i Ok
3 - Ck g CN n —CN g CN
=— > Z(Br—Bp1)+——;Bn=c¢ — DBy
Cn Mt bx Cp by Cn Cp by
Inoltre se n e abbastanza grande,
1 e
k
O_n Z E(Bkgk — Bk—lgk—l) <e€
k=0
e quindi |y, — s| < Kie per n grande abbastanza ossia v,, — s.
B, Cn
Siano ora verificate le condizioni 2) ossia Gk o Ol o Pn o pTn
bk bk—l—l bn Cn,
Ripartiamo dalla (1). Come prima
1 CN
——Bpn_1en_1| < g, (On — OO), N fixed
C, by
Poi . .
c c
__an n<__an = n = Key
Cuby "7 Cuby e "m0
1 /e c 1 /e c
S (_k_ k+1)B5 <= k41 —k>Bk5:
Cn = \br bt Cn = \brey1 b
n—1
€ c € c € c € ¢
=G 2 g B 2 Bem g 2 g Ben B — g Bt =
" k=N41 " " k=N F " k=N41 F n N
n n - B n
g o n=COnv € onBN € g
On bn Cn Cn bN Cn bn
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e ciascuna di esse ¢ piccola con n. Nell’ultima si usa la seconda delle due ipotesi della 2) del
testo.

Una interessante applicazione si ha quando by = 1. In tal caso il risultato diventa: se

. So+81+ ...+ 8n . CoSo + ...+ CnSn .
lim = s allora lim = s se ¢ vera una delle due con-
n——+oo n n—-+oo Co 4+ ...+ Cn

co+...+c
U ) > Kn e inoltre Y ¢, = +o0.
Cn

dizioni 1) ¢, > ¢,41 oppure 2) ¢, < Cpq1 €

Sia ¢ = 2k+1. Allora se {si} ¢ Cesaro—sommabile ossia 1113 Sotsid...Hn _ s possiamo
n—+oo n

dire che

. So+3s1+5s3+ ...+ (2n+ 1)s, So+3s1+5s3+...+(2n+1)s,
lim lim =s

notoo 143454 ...+(@2n+1)  noteo (n+1)2

. . . . . co+...+c
Sia ¢, = 2%. 1l risultato non si applica in quanto Cni1 > €, Ma non & vero che ——————" >
Cn

Kn. Prendiamo ora s; = (—1)*. Chiaramente

So+S1+S2+ ...+ Sak
2k

coSo + €181 + 289 + ... + CnSy, 1 Zn: 1= (=2t
co+co+co+...4+cy 2”_1—1k 3(2n+1_1>

ed il limite non esiste.

299.8.2 L’integrale ¢

/ / lnl—f—xx_;n(l‘i‘y) = 2/01du/0 dvv(ln(l-i-u) In(l+u—v))=

U=z, v=r—yY

/ /duln1+u In(1+u —v)) =
[
/

1@(
v

=2 | (1+u)(1+u) — 1n(1+u—v)(1+u—v)—v} -
-2 2In2— (2—v)In(2 —v) — (1 +v) In(1 +v)) =

:/01 {_741 (1—§>+21n(2—v)—2W—21n(1+v)}dv
_ _4/0% Mdt _ 2/0_1 Mdt — 4Li2(%) 4 2Liy(—1) =

2 129 2 2
:4(1—n—)+2i:1—21n22

12 2 12 6
Si ¢ usato
—1 +o0 -1 k-1 +o0 k —+o0
) In(1 — ) x (-1) o1 1
is(—1) /0 . x ;/0 e ;; 2 12(2) ;2%2
“+o0
c’¢ il problema della non uniforme convergenza in [0, 1) della serie 2* e per questo si pud
( p g , per q p
k=0

guardare [ZZcn-25]),
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In(1 —t¢
Lis(z) ¢ il dilogaritmo definito come — / %dt con z < 1. Si puo estendere a tutto il piano
0

Ln(1 — w)

complesso definendo Lig(z) = — / dw dove v € una curva nel piano complesso
Y(0,z)

che inizia in w = O e finisce in w = z. Il piano complesso ¢ tagliato lungo l'insieme [1, +00).

Lis(1 Z 2= G . Per trovare Lis(—1) utilizziamo la formula
2
1
Lip(=) = —Lis(2) — — — ~Ln%(—z)
6 2
per cui
7T2 1 71'2
Lip(—1) = —— — —Ln?*(1 Lig(—1) = ——
(1) = =T~ 1Ln’(1) = Lis(~1) =~
La formula
. T 1,
Lig(=) = —Lig(2) — — — =Ln"(—2)
6 2
si dimostra cosi:
o1 , ' 1 1., Ln(1-2) Ln(—z2) Ln?(—2)
{le(;) + L12(Z)} (z) = ;ZLn(l — ;) — . = . - _
Ln®(—z) 2 2
Liz(=) + Lia(2)| = — +¢, 2z2=1 —= —=—+c¢
2 32
c=—m2/6

Lo stesso risultato si puo molto pitt semplicemente ottenere nel seguente modo

— (-D)F &
o ; 4k2 Z % +1) Z 4k2 Z 4k2
per cui
400 k +oo “+oo 2 9
<_1) 1 1 w1 —TT
=9 - — — = (==1)= —
k=1 k=1 k=1
Per calcolare Liz(1/2) usiamo
i 1 72 In%2
Lis(1 — z) = —Lis(2) + 5 Ln(z)Ln(l — 2) = L12(§) — TR

Ln(z) Ln(l-2)

[Lig(1 — 2) + Lia(2)]" = T .

= (—Ln(z)Ln(1 — z))/

per cui

2
Liog(1 — 2) + Lig(2) + Ln(z)Iln(l —2) =c2=0 = c= %
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Un altro modo di calcolare Liy(1/2).

+oo “+o00 +00 +00 1 1
Z Z/ po—k(t4n2) gy / tdt lnl dy _/1 1 dy
ka 2et —1\/-/ y2—y o l—yl+y
y=e—
too +oo k+1 1 1 1 k+1
S m_,_/ oy
—y — E+1 1—ylo J, (E+1)(1—y)
—+ o0
(—1)*

1 k +o0
. 1 1 1
li —1 d Tdy +1 1 —
k+1a_1>r{17 na—i—/o y;y y+lna Z < + 3 —|—3+ +k—|—1)

o) o) o) k—1
(_1)k—1 1 1 1 _ + (_1)k—1 + (_1)k—1
—— (1+5 g+t _ZTJF;TZ

k=1

]
o

>
I
—_
=
R

Ora sappiamo che

+o00 _1 4oo _ +o00 q—1 +o0 q—1
_ (—1)k—1 (—1pt . 1 _ (—1)4 1 1 _
=2 i VW e S M () B

k=1 p=1 q=2 k=1 = 1 =
I3t
k=1 k
e quindi
+§ 1 i‘) (-t m*2 a2 In*2
2kk2 k2 2 12 2
k=1 k=1
400
300.8.2 Supponiamo che > ay converge. Sappiamo che 0 < In(1+ag) < ay per cui In H (1+
k=1
+oo +oo
ag) = Zln(l + ag) converge e quindi converge pure H(l + ay). Viceversa supponiamo che
k=1 k=1
—+o0o
H(l + ag) converge. Da Cauchy sappiamo che per n grande
k=1
n+1 n n
0< [ +ar) - [0 +ar) =[]0 +ar)ani1 <e
k=1 k=1 k=1

ed essendo H (14+ay) > 1 si ha che a,, — 0. Ne segue che definitivamente In(1+ay,) > a,/2 > 0
k=1
quindi se converge > In(1 + ay) allora converge pure »  ak.

“+o0 +o0 +o0
Prendiamo ora ap = (—1)¥/vk. 3 aj converge. In H(l +ag) = Zln(l +ax) = Z(ak —
k=2 k=2 k=2
1 =
iai + 0(a3})) e siccome > a? diverge, la serie Z In(1 4+ ax) non puod convergere.
k=2
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+oo +oo k
—1
Ora prendiamo a; = D VE E In(l + ax) = E (\/g converge. D’altra parte
k=2

3 (—1)"/VE _ (—1)k 1 1 : :
(e —-1)= Z — Z — + Z O(W) e chiaramente diverge.

301.8.2 Esaminiamo prima il caso reale. Possiamo supporre che |gi(z)| < 1.

[T +ge@) =TT+ gx(@) = [T + gx(2)) ( IT +a@) - 1)

k=0 k=0 k=0 k=M+1

M M M
I J](+ge(@) =) In(1+ gr(z Z z)| <K

k=0 k=0 —0

N N N

H (14 gr(z) — 1= ezk:M+1 In(l+gr(2) _ 1 _ ¢ Z In(1 4+ g (2))

k=M+1 Lagrange k=M+1
N
dove 0 < & < Z In(1 + gr(z))] e
k=M+1
N

sup Z In(1+ gi(z ‘<sup Z lgr(z)] < e
€D Mt 2E€D Y1

per ipotesi quindi I'uniforme convergenza.

Stando a Hardy le ipotesi date nel testo fanno parte di un teorema attribuito ad Arzela . Un
altro teorema che condurebbe alle stesse conclusioni e attribuito da Bromwich a Tannery e
prevede come ipotesi |gi(z)] < My e > M < 400 (la convergenza totale o di Weierstrass).
Naturalmente una successione puo soddisfare le condizioni di Arzela ma non quelle di Tannery.

2—k—1

Prendiamo funzioni in R e sia g (z) = —— per 1 —27F <z <1 - e gr(x) = 0 fuori.

E+1
sup gx(x) =1/(k+1) e > 1/(k+1) = +oo per cui le condizioni di Tannery non sono verificate.
zeR

Invece Z lgk(z)| = ng(x) <le> gi(r)<+oo
k=0 k=0

Come applicazione Hardy considera i prodotti P (z) = [[(1 + arz*) e Pa(z) = [[(1 + arx) con
x che si muove lungo un cammino tendente al punto (1,0) all’interno del cerchio di raggio 1.
Il cammino deve avere tangente in ogni punto ma non deve avere tangente verticale in (1,0).
I prodotti P;(x), e Py(x) sono assolutamente convergenti sotto le condizioni del Teorema di
Arzela .

302.8.2 Chiaramente |g,(x)] < 0 < 1 definitivamente. Senza perdere di generalitd possiamo
supporre che ¢ vera per ogni n. Quindi

N
_ Lo L3 D"
lnH 14, (x Zln I+gn(x —nz_% [gn(a;)— ign(x)—l—ggn(a:)—i—...—i—ﬁgn () + Ry,
N l95()]
con R,(z) = ]z_:k ; g2 (x) e quindi |R,(z)| < Z|gn Wg? ()] < 1”_5 . Ne segue che
N
lim In || (14 gn(x)) esiste uniformemente in D.
N—+4o00 ne0
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Come conseguenza, se esistono > a,, Y. a2, ... Y ak=1 Y |a¥| allora per il Teorema di Abel
sul “cammino di Stolz” convergono uniformemente sul cammino pure Y a,x™, > a2z*",
ST ak=l 2R ST 6k (2)2™F| e come conseguenza, possiamo scrivere

“+o0 400
: ny
lim [T +an™) =] +an)
n=0 n=0
Allo stesso modo se convergono Y. a,, >.a2, ... > a*=1 " |a¥| allora convergono uniforme-

mente in un qualsiasi insieme D, non necessariamente all’interno del cerchio di raggio 1 le
quantita > anz, Y- a22?, ... Y aF 12k S ek (2)||2%] e quindi

—+o00 —+o00
lim ff(1+an2) = [T +an)
n=0 n=0
303.8.2
e Primo esempio Sia dato il prodotto ﬁo (1 + L ) (1 L ) 1
_— - | .a =
b b Pl Vk—1/2 VE+1/2) T Ve—1/2
-1
a = —
2k+1 Vit1/2
(14 as) (1 + agpers) = 1+ —— ! L
a a = — _ —
2k 2k+1 Vi—12 YVi+la k-1/4
1
per cui la produttoria converge. D’altra parte Z(a% + asgpt1) = Z Py = 400.

1o enl%
e Secondo esempio. }:[1 <1 + \/ﬁ)

Sia [0/m irrazionale | p; ¢ Stemi ) m, S e n, ST 1/n3/? convergono, converge pure

too enl%
H 1+ che ¢ quindi “regularly convergent”
n=1 \/ﬁ
ndi 9 +oo 1 9
e _ H 1+_+2008(n)
n=1 \/ﬁ n=1 \/ﬁ \/ﬁ
e chiaramente converge essendo il quadrato del precedente prodotto ma non converge
f 1 n 2cos(m9)

vn Vn

n=1

+oo
1
Se il prodotto diverge a +o00 otteniamo H (1 + 7) = 400.
n

—+o0o
Sempre con /m irrazionale ora prendiamo H‘l +

n=1

Se ‘19 =(2p+ 1)7T‘ si ha

n=1 n=1

e facendo il logaritmo vediano che tende a —oo per cui il prodotto diverge a zero.
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(-0)*/VE

e Terzo esempio. ar = e — 1 studiato qualche esercizio sopra

Gli esempi precedenti sono casi che Hardy chiama “irregularly convergent”. In tutti e tre i casi
non converge »_ ay se scriviamo la produttoria come [[(1 + ag).

11 secondo caso di prodotti “irregularly convergent” ossia quello in cui > |ag|P non converge per

too nvi

nessun valore intero p ¢ H <1 + ] ) con /7 irrazionale. Chiaramente ) a} converge per

n
n=1 n

ogni p intero ma mai assolutamente. A parte i casi in cui ¥/m € un intero, Hardy lascia tale

questione irrisolta.

nvi nvi
Torniamo al prodotto H (1 + \/ﬁ) e generalizziamo a H (1 + = ) . Sia p un intero tale
che pa > 1. In tal caso le serie > ay, ... Y. al™1 e > |a,|P convergono e quindi il prodotto e
“regularly convergent” a meno che fra ¢,29, ..., (p — 1)¥ non vi sia un multiplo intero di 2.
g 1 1
304.8.2 L’esempio ¢ <1 + 7) <1 — 7) . Infatti
b kl;[o vk —1/2 Vk+1/2
ﬁ<1+ - )(1 : ) ﬁ(ux(l_‘”)) lament 0,1
—_ -] = ———— | e converge solamente se x = 0,
o Vk—1/2 VE+1/2) k—1/4 ©
come e¢ facile verificare.
1’L7.9’i 2 1o ) 9 1
305.8.2 Abbiamo visto che H‘l + 7l = klill (1 + % + ﬁ) converge se J/m &

irrazionale ed indichiamo con L tale valore. Vogliamo far vedere che che

+oo
2 n n
lim (1 4 2eosnja” x—) — 9L

e v "
Sappiamo che (1 + £ \/_ ) ¢ “regularly convergent” e quindi
too eni too eni
i 1222 i 0+
da cui (il limite del modulo ¢ il modulo del limite)
endi oo e i oo en¥i |2 T e i |2
21 1] 1—1—33"\/% :nl:[ll—i—\/ﬁ 11—1—:(:”\/5 :nl:[l 1—1—\/%
ossia
i;ml +00 (1 . 2x”i(/)%(m9 x? ) H ( 20(3(;19) N %) _z
n=1 n=1
E sufficiente dimostrare che
oo | 4 2eos(Wm)a” | gn too (] g +oo
i1—>ml il B % + m;; - ilini 711:[1 n+ Qx”\/(ﬁcos(mz}) + z2n = i1—>ml n_1<1 +Bn) =

Poiché > 32 converge uniformemente, converge uniformemente anche la serie > In(1+3,) — 83,
per cui lim Zln(l + 8,) — B = 0. Basta quindi far vedere che lim Zﬁn = In2. Sia ~,, =
z—1 z—1
2" (1—x)"/ne
2™ /n cos(In) + x2"
n + 2z"/n cos(n) + z2n

z"(1—a") < On~3/2

[Yn = Bl = | |
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da cui

limZBn—hmZ —Yn + Bn) -i—'yn—hmZ'yn:—ln 1—2)+In(1-2*) =In(1+2) =1n2

r—1

e cio conclude la dimostrazione.

306.8.2 Littlewood comincia dicendo che se |u,| — 0 allora converge

400 u2 w3 u” too (i)
nl:[l{(1+un)exp<—un—|—7—?—i—...—i—:l:?)} an:ll(l—i—un)e =1

Passando al logaritmo (supponiamo senza perdita di generalita che |u,| < 1)

400 n ( +oo  +oo k
PR ESY ] > Z
n=1 k=1 n=1k=n-+1

Usiamo Cauchy e in modulo possiamo maggiorare con (|u,| < § per n grande abbastanza)

Z Z |un|k < Z Z oF = Z ot ; < € e quindi converge uniformemente.

n=p k=n-+1 n=p k=n-+1 n=p

Poi considera

+o0 to00 " iy
1= H(l + ane’™) exp [—In(1 + anewn)} = H(l + ane™) lim exp <Z (=1 a;neiﬁmn)

n—-+oo
n=1 n=1

N n (_1)m T
- T [ i s (32 Eapeon
n=1 m=1 |
N n (_1)m T
=it TT [0y (32 C v
n=1 m=1 |
da cui
I T | 5™ CU" " o
wny __ . . m _i9mn
1_[1(1 +ape’") = Nngrrloo ngrfoo 1_[1 exp 231 S ——aye

Passando al logaritmo

lim lim E E me“%””: lim E E mewm”
N—+o00 n—400 N—+o00

n=1m=1 m=1n=m

my
Poi si definisce ¢, = 27 {—J con 0 < |¥,| < 7 e si ottiene

2w
N ( 1)m—1
: § E m _i9mn - . § \—) - .
N1—1>I—Ii—100 oYyl T € _Ngri_loom:1 m Am(N) Ngr—ll—loof(N)

Per l'esistenza del limite usiamo Cauchy ossia Ve > 03 N.: N, N’ > N. = [f(N')—f(N)| < e.
Sia N’ > N quindi

/ al (—1)m_1 , N’ (_1)m—1
FINY) = f(N) = 3 e (An(N) = An(N)) + D

A (N)
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Ora applichiamo la “somma per parti” e otteniamo

N’ N’ N’ N
Ap<N/) - AP(N) — § azezﬂpn — 2 agem?pn — § azezﬂpn . E ageu?pn —
n=N+1 n=N+1 n=1 n=1
N’ —1 n N N n
_ Wpn p 10,7 p i¥,n D p W0p]
—aN,E e + E —an+1)g e’y —aNE e’y —E (ab —an ) ) e =
j=1 n=1 n=1 7=1
n N
_ pn D 9,7 D i9,n
—aN,g e 4 E _an+1)§ e'’r —aNE e'’r
n= N—l—l Jj=1 n=1

27T 1 1 : . .
< EN e usando la monotonia della successione {a,} possiamo maggiorare in
p

N/
Ora } E etrm
n=1

modulo

dmal; 2w 8Ta
_(ap _ ap /) N
[0, O NN

Se ¥/ ¢ un numero algebrico allora si dimostra che |¢,,| > K~ quindi

N— 1 1)m m N-1 1
- m /
‘ —— >4, Ap(N))‘ <sm Y —(Kaw)" < K'ay
m=1 p=1 m=1
o~V
se Kany < 1. La stessa cosa accade per Z A (N') e questo conclude la di-
m=N-+1

mostrazione.

307.8.2 Se utilizziamo il Teorema descritto nell’esercizio 86.8 del capitolo sugli integrali,

—+o0o —+oo
la serie converge o diverge con / ——dz a patto che / |f'(z)|dz < 4o0. f'(x)
1 € 1

a i.’Ea b

a . \ . . .
a1 ~ i1 ** . 1l secondo termine ¢ assolutamente convergente mentre il primo termine
xb= x

bdt

—+oo
converge assolutamente per come si evince cambiando variabili z% = t, / ettt
1 a’

+o0
. . . y a . ; a .
Quindi l'integrale e /2bdx e la serie g e /k® convergono o non convergono assieme

per (1> )

+oo +oo et
D’altra parte facendo lo stesso cambio nell’integrale / —bda: = / I si ottiene
1 i 1 ta " a a

. Usiamo allora il contenuto dell’esercizio sugli integrali 87.8. Essendo f(*)(z) ~
(ia)*z*(@=D=bei*" che converge assolutamente per s(a — 1) —b < —1 ossia s > (1 — b)/(1 — a)
e questo e chiaramente possibile. Ne segue che integrale e serie convergono o non convergono

assieme per .

308.8.2 A parte un’analisi diretta della serie, si pud utilizzare il Teorema generale descritto
nell’esercizio 86.8 del capitolo sgli integrali per dire che converge o diverge con 'integrale della
cos(z? cos(In(x))

funzione
xa

309.8.2*%* (i serve il
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Lemma Sia O C R aperto. Possiamo definire una successione {f,(x)} su R tale che: 1)
0< folx) <1, 2) fu(x) =0peraz & O 3) per ogni x € O, esiste almeno un valore di n tale
fn(x) =1. 4) Per ogni x € O esistone un numero finito di valori di n per cui f,(z) # 0

Dimostrazione del Lemma Definiamo le seguenti funzioni su R

0 z>1/2Vvz<1/16

0 z<1/4
(£)={ 4r—1 1/4<zx<1/2 () = 16z —1 1/16 <z <1/8
g1(r) = 193 s ST < g2(x) = | 18<z<i/d
- —4dr+2 1/4<z<1/2
0 z>2"tlyvgeg<o™m?
x2n+2 -1 2—n—2 <z< 2—n—1
gn(z) =

1 27 vl<yp<o™m
—22"+2 27h < gp< ol

Poi definiamo f,(x) = g,(dist(x,O¢)). Chiaramente: 1) g,(z) >0, 2)se z ¢ O allora x € O°
e quindi f,,(z) = g,(0) =0, 3)se z € O allora dist(z,0°) > 0 e quindi dist(x, 0¢) > 2~ per
qualche N. Ne segue f,,(x) # 0 non appena 2772 <2-N < 2-n~1

Poi necessitiamo del secondo

Lemma Sia {Uy} una successione di aperti. Possiamo trovare una successione di funzioni reali
{fr(x)} tale che: 1) fr(x) >0 per ogni x, 2) per ogni x € ﬂ?zl Uy, esistono infiniti valori di
n tale che f,(x) =1 e f,(xr) =0 3) per ognix € ﬂ?zl Uy, esistono solo un numero finito di
valori n tali che fi(z) # 0.

Dimostrazione del Lemma Possiamo supporre U; D Uy D Uz O .... Altrimenti prendiamo
Vi = Uy, Vo = Uy NUs,, e via dicendo. Dal Lemma precedente, per ogni m possiamo trovare
una successione di funzioni {g,, »} n =1,2,... tale che: 1) 0 < gy, n(z) <1 per ogni z € R

2) sex ¢ Uy, allora g, ,(x) =0 3) per ogni x € U, esiste almeno un valore n tale che
gmn(x) #0 4) perogniz € U, esiste solo una quantita finita di valori n tale che g, »(z) # 0

+o0
Sia ora x ¢ m U; e quindi esiste mo tale che ¢ U,, per m > myg. Segue da 3) e 4) che
j=1
gm,n(aj) = 0 per m > mg e per ogni n e che se 1 < m < mg ci sono solo un numero finito di
“+oo

valori di n tali che gy, () # 0. Quindi se = ¢ ﬂ U, c’e solo un numero finito di indici (m,n)
j=1
tali che g, n(z) # 0.
“+oo
Se z € ﬂ U; allora x € U,, per ogni m ed esiste n(m) tale che g, »(m)(x) = 1. Inoltre tranne
j=1
400
una quantita finita di indici n, g n(z) = 0. Ne concludamo che se = € m U; allora esistono
j=1
infiniti indici per cui gm n(2) = 1 e infiniti indici per cui g, n(z) = 0.
—+o0
Ora dimostriamo il risultato dell’esercizio. Sia F = G, e quindi £ = U V; con V; € G5 ossia
j=1
V; ¢ intersezione di aperti. Dal Lemma precedente possiamo dire che esistono funzioni continue
On1,9n,2,In,3,---, 0 =1,2, .. taliche: 1) 0 < g, n(x) <1, x € R, 2) per ogni V,, esistono
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infiniti valori n tali che g, »(z) = 1 e infiniti valori per cui g, »n(z) =0, 3) per ogni m esistono
solo finiti valori per cui gy, n(x) # 0,

Ora poniamo Ay, », = 27" g, n ed automaticamente abbiamo 1') 0 < hy, »(x) < 27™ per ogni
z € R, 2’) per ogni x € V,, esisono infiniti valori di n tali che A, () = 2™ ed infiniti
valori tali che fp,n(x) =0, 3’) per ogni z ¢ V,, esiste solo una quantita finita di valori di n
per cui Ay, ,(x) # 0.

+oo
Ora se x € U V; vuol dire che x € V}, per qualche k e quindi esistono infiniti valori n per cui

j=1
A () = 27" e infiniti valori per cui hy, ,(z) = 0.

+oo

Cio vuol dire che se = € U Vj, allora esiste n(x) > 0 tale che per infinite coppie (m,n)
j=1
hm.n(z) > n(x) e per infinite coppie Ay, () =0
—+o0o
Sia ora x ¢ U Vi, e € > 0. Scegliamo mg > 1, tale che 27 < ¢. Ne segue che se m > my
j=1

allora 0 < hmm(x) < e. Se invece 1 < m < myg c’e solo una quantita finita di valori di n tale

che hy, n(x) # 0 e a priori solo una quantita finita di valori di n per i quali Ay, ,(x) > €. Ne
“+oo

concludiamo che se x ¢ U Vj,ee >0, allora 0 < hp, ,(x) < € per tutte le coppie (m,n) tranne
j=1

una quantita finita.

Ora definiamo una successione fi(x) stabilendo una numerazione delle infinite coppie (m,n).

+o0 Foo

Ne segue che se x € U Vj, allora f(x) non converge mentre se = ¢ U Vj, allora converge a
J=1 j=1

Zero.

310.8.2

311.8.2 Basta applicare il teorema in 87.8 del file sugli integrali e osservare che f (S)(x) ~
(ia)®z* @V ¢ g6 s > (1 —b)/(1 — a) il teorema si applica.

312.8.2 k > k. implica |ay — Cby| < by.

|f(x) — Cg(x |—‘Z (ar, — Cby)x ’< |ak_0bk| -+ Z la, — Cby|z* <

k=0 0<m<1 k=nc+1

< g(x) <g‘1(w> Z |ax — Cbklw’“) + Zebkx’“ = g() <g‘1(w> Z |ak — Cbklw’“> +eg(a) =
k=0 k=0 k=0
2eg(w)

Si puo generalizzare. Siano A, = Zak e B, = Zbk divergenti e A,, ~ CB,. f(z) =
k=0
“+oo
Zakx (1—x ZAkx g(z Z b =(1-2x) Z Biz®. Applicando il Teorema segue
k=0
che f(x) ~g(x). In partlcolare se A ~ Cn, allora f(z) ~ C/(1 —x).

313.8.2 Prima di dimostrare il risultato, vediamo che ¢ possibile la stima Cin < A,, < Can.
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Infatti definitivamente per x — 1

+o0 +oo
(I4+¢)> f(z)(1—2)=(1—2x) Zakxk = ZAkxk > Apz™.
k=0 k=0

Ora prendiamo = = 1 —1/n e otteniamo e se n ¢ abbastanza grande n(1+¢) > A, (1/e —¢) per
cui Cp = (1+¢)/(1/e — €). Inoltre abbiamo

“+oo n—1 “+o00
fla)y=(1-2)> AP =(1-2)) A+ (1-2) ) Apa® <
k=0 k=0 k=n

n—1 +oo
1—2" nax™ "t
1—2)A, Fia-— k= (1-x)A4, 1-—

<(1-2x) kz_ox + ( :L')Z%Clka: (1—2x) 1_x-l-( x)01<1—93+(1—x)2)
per cui definitivamente

1—c¢ 1—a™ nx" b Craz" !

1—12)A, 1-— Ap "

1_33<f(3:)<( x) T2 + ( x>01<1—a:+(1—93)2)< +nCrz"™ + -

Ora prendiamo x =1 — a/n e otteniamo (1 —a/n)™ ~ e~ e possiamo maggiorare

n(l—e) Cine™*

<A, +Cine *+

— A, > Con
se a ¢ grande abbastanza.

f(x) & monotona per cui al massimo ha una quantitd numerabile di discontinuita di salto.

1
Possiamo tovare due polinomi p(z) e P(x) tali che p(z) < f(z) < P(x) e / (9(z) —p(x))dx < €
0

1
e / (P(z) — g(x))dx < e. Sia P(x) = 2*. Poi osserviamo che
0

+o0 “+o0 1
. n n . -2 k+1 n(k+1 1 k
lim (1 — ) n§:0anw P(z") = im -—— <(1 - )HEZOanw ' = Pl A

1 I 1
:/O P(t)dt —> ;E(l—x)zanw”g(w”)Z/() g(t)dt

n=0
Prendiamo ora g(t) =0 per 0 <t < 1/ee g(t) =1/t per 1/e <t <1 per cui

—+o0

1
lim (1~ 2) ;x g(a") = / g(t)dt = 1

o0 N
Zamxng(x”) = Z Qp = Z = Ay
n=0 n<1/In(1/x) n=0

e quindi Ay ~1/(1 —x) ~ N e questo conclude la dimostrazione.

Se cade la condizione a,, > 0 non e piu vero.

1 400 +o0

(14 22)(1 — x) =(1-uz) Z(k + 1)3:% = Z(k + 1)(3:% _ x2k+1>

k=0 k=0

flz) =
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da cui Ag1 =0e Agyy = m+ 1 per cui A, oscilla ma f(z) ~1/((1 —x)4)
314.8.2

S=e ™ Z(sk — sm)ﬁ =5 — 8, +o(1)

Introduciamo le quantita H < 1, a dimodoché Hm, «+/m non sono mai interi.

m—Hm m—ay/m  m+taym m+Hm

S ORI MR M S ) s s sS4 5

Sono necessarie alcune proprieta di {ag}.
(a). an = e°WV) 5, = e°(VP) ¢ quindi definitivamente e V" < a,, < e*V7

Dimostrazione di (a)

Per ogni ¢ esiste p tale che se n > p & vero a, 1 = an, + o(a,/v/n) = (1 — n\/—n,) s | < €
n
definitivamente.
a —a 1<1_ Tp+r—1 ):a 2(1_ Tlp+r—1 )(1_ Tlp+r—2 )
p+r p+r— \/m p+r— \/m \/m

e quindi

x(p,r)

la ~N

r—1 np Mptr—1

Ip oy 4 dptrot

an:%?—H:aPl_‘[(l_\/nLk]g)SCLPQJ5 Vet < ape E/\/_<aeK‘€‘€‘/_
k=0 p+

esee <1

r—1

Np+k T _ke/VE

Ap = ap—l—r = CLp H (1 — 7) Z ape k=1
=0 vVp+Ek

E quindi |a,| = V™ e quindi s,, = e°V?). Ne segue pure che |s, — s,,| < Kemaxtmn
(D). |50 — Sm| < K\/m|am|eX/V™, r=|n—m| < Hm

Dimostrazione di (b)

Ay = Gmir = X(M, 7)ay,, dove

m+r—1 m—4r—1
K dx K m+r—1-m+1
,T) = ” 1+— )< K — =
x(m, ) <+\/E)_6Xp{ /m_1 \/5} eXp{2\/m+r—1+\/m—1}

k=m

3\5

<exp{f2<2ﬁ}

K () /v _
oK /v/m—1

—m
Kr
(50 = Sm| < lamia] + -+ lan] < lam| Y eVm = |an| < Jam | K /meST/Vm

k=1

Si ¢ usato che se z ¢ abbastanza piccolo e*/(e* — 1) < 2/z. Se n < m la dimostrazione ¢ la
stessa. Non si capisce dove venga usata |m — n| < Hm.

(©). $n—sm = (n—=m)am(l +&n) er=|n—m| <aym.
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Dimostrazione di (c)

Sia 0 < r < a/\/m. an = X(7,M)am e quindi |a,/a,| < eX/V7™ < K e quindi a, = O(am).
Ne consegue a,+1 = a,, + o(an/\/n) = an + o(an,/+/n) ed anche

m—+r—1 1
Umtr = G (1 +0 ( k;n ﬁ)) = am (14 o(r/v/m) = am(1 + o(1))

e quindi S, — Sy = Qg1 + -« - F Qmgr = Tam (1 4+ 0(1)).

Ora riprendiamo la dimostrazione del risultato. Usiamo (a) in S e Ss.

m—Hm k
—m m
|Sl| Se Z |Sk_8m|ﬁ
k=0 :
—kpk k k k
mke—am S € k — eaan e—am S eame—k k < < Ceom —k kle
a* k! klak k!ak\/27rk
m(=H) o om(~1+a)
0<a<l, [Si]<KefVm N 2o <Opefvmentitaglimom -
P ak\/ 2k
= Oy efVmem(—lta—inatHlna) o o o=Com m grande abbastanza

1—
abbiamo usato H non troppo piccolo ossia —1+a—Ina+ H Ina < 0 ossia H > 1+ ¢ €(0,1)

Ina
per a € (0,1).
= mP R mP
|S5| < e™™ Z |sk — sm|F <e ™ Z KeK\/EF
k=m+Hm ) k=m(1+H) '
Sia A=1+H
mmAeK\/mA N mmA—l—leK\/mA—l—l N mmA+2eK\/mA+2 N -
(mA)! (mA+1)! (mA+2)! T
mmAeKVmA mek m2eEV2
= |1 S
(mA)] AT i T mAr Dmat2) T S
mmA I mkeKVE mmA(mA + 2) X kK VE
<
_(mA)!kzo(mA—l—l)---(mA-i-k) (mA+1)! 2) mA + 2)k
(mA)™ A (mA + 2) X ke VE emAA—mA

= <C
(mA)A™A(mA + 1) — (mA+2)k = 7 2armA

7

'
converge

e quindi
< —m4+m(1+H)—mAIn(1+H m(H—(1+H) In(1+H
‘S5| Cle ( ) In( ) = 016 ( ( ) In )

H—-(1+H)In(l1+H) <0seesolose QH) =In(l1+ H) + >1.Q0) =1, Q(H) =
1 1

1+H (1+H)?

1+H
>0 e quindi Q(H) > 1 e quindi |S5| < Cfe%2m.
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Consideriamo
m+Hm mn m+Hm In m] M
Sl e 3L samsalipse™ 3 Kmlanle T =
n=m+a\/m n=m+a\/m
+m Hm T K r2
e 3 Kl I o 3 K gl e <
(r-l-m) vm
r=oy/m r=a\/m
Hm “+o00 2
<K2\am\/ v e~ dr < Kg\am\f/ T dr < Kslam|vm e Fdr <
a>4K ¢
< Kslay|yme™ /8
Per S5 si ha la stessa stima.
Usando (c) si ha
a/m mmT ay/m mm+r
Sz =e "a,, "M AmEm =5+ S
3 e a Z <m+r)'+6 Am€ Z T<m+ ) 3+
r=—ay/m n=—aym
—1 m—4r m—l—r avm m—4r m—r
m m m
S/ — M m m —m m o
= 3 ri e Pl e
ay/m -
m' 1 1 r—1
-y S 2= -
| 1y, .. T
— ml [(1+5) - (1+5) m m
ayvm ayvm r—1)2
(1= (1 - i T (1= (14 ) oo (1 - S22
T e oml 1+ 1+ %) T e oml I+ 1+5)
Ora )
(s r(r »,«2
(1+_)...(1+L)261+2';n;+ = e (47—:1) >em
m m

1 r? 1 r? r3
U)oU) s T e e

Che segue da f(z1,...,2p) =21+ ...+, +(1—21)--- (1 —2x,) > 1 con 0 <z > 1. Basta
supporre senza restrizioni che 1 > x1 > x5 > ... > x, eosservare f, =1—(1—z3) - (1—x,) >
0 e quindi f(z1,...,2,) > f(z2, 22, .. ., 1) =220 +.. .+ 2y + (1 —22)2(1—23) - - (1 —1,,) > 1.
Facendo gli stessi calcoli per le latre variabili si arriva a nx,, + (1 — z,)™ > 1 che & vera dalla
disuguaglianza di Bernoulli nz, +1 —nx, =1 > 1.

Maggioriamo come

ay/m
mm T3 2

5 /2 ay/m .2 +o0 .2
e "am r——5¢€ T <m- / am, e dx < apy, z e dm dx = Ciam,
1 m. m 1 0
r—

e quindi

|55 < Csam, = o(amvm) = |Ss3] = o(amv/m)
a2 —a? /
|1 |4 S2|+[S5|+]S4|+]S5| < Cre™ 2™+ Ks|am,|v/me s +o(amv/m)+Ks|am|v/me s +Cle 2™
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Sappiamo che e=*V™ < a,, < V™ per cui < £ — 0 dunque e=“™ = o(|a,,|v/m)

e quindi

S| = O(lam|v/me™/%) + o|am|\/m) = s — s + 0(1)

Le costanti in O e o sono indipendenti da a e O, o sono relativi a m — +o00.

N . . 2
Se a & grande abbastanza possiamo scrivere s — s, +0(1) = 8|am|/m per m > mge d ~ e~ /5,

Poi sia n I'intero piu vicino a m + y/m e scriviamo

|an| \/_

Ora ¢ importante notare che v/n/y/m < 2 e soprattutto |a,/am,| < e*® per cui 6la,/am| <
Cge_O‘Z/g. Ne segue

Sn — Sm +0(1) = —s+ 8, + 5 — 8y, = Oan|v/n + 8lam|vVm =

Sn — Sm + 0o(1) = Cyb|am|vm
Ma sappiamo che s, — S, = am(n —m)(1 4 o(1)) = vm(1 + o(1))a,, e quindi

IVm(L + 0(1))am + 0(1)] < Cadlam|vm

che & compatibile solo con a,,/m = o(1). Supponiamo infatti che non sia vero e quindi esista
una costante ¢ ed una successione m, —-—> T T 0 tale che a,,, /m, > c. Ne segue

Cadlam, |vmy > |Vmr (1 + o(1))am, +o(1)| = v/merl|am, | = vmerlam,o(1)] = lo(1)] =
> Olam, [vmr(1 = o(1)) — o(1)

il che & impossibile essendo § piccolo a piacere. Quindi si & dimostrato che a,,/m = o(1) e
insieme con la Borel-sommabilita , implica la convergenza della serie.

315.8.2 La funzione e*4* ¢ sviluppabile in serie di Fourier i cui coefficienti sono

i/ﬂ- 1At —zktd Sll’lﬂ'(A k)
27 N A—k

Parseval ci da

I X /sin (A —k)\> = (sinz)?
1= 1At |2 — —
i [ e ra= S () s X e
316.8.2 T'(2)[(1 —2) = —2(2)(—2). L zel? ﬁ (1 + E) e
['(z) P k
v =511 (+) " T (-5) e 1+oo< Zz)_l
—2I'(2)I'(—2) = = 1+ — ek 1—— er = — 1—-—
2 & k=1 k * k=1 K

: +oo o0 00
Sappiamo che sm:Zrz) = H (1 — %) ek H (1 + %) e — <1 _ Z_z)

e quindi —2I'(z)I'(—2) =T'(2)['(1 — 2) = 7/ sin(72)

>
Il
MR
Il
MR
e
Il
MR
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317.8.2 Se A\, = 0 la successione ¢ non decrescente e quindi la serie diverge. Sia Ay_1 > 0 e
quindi f(N) > N. Infatti

FQ)=fM+M+1 fB)=2f2)+2x+12f(1)+20+2>f(1)+223

Se f(N)> f(N—1)+ (N —1Ay_1 +1>(N-1)+1=N
Sia ora f(n) <m < f(n+1).

Am 2 Q-1 — Am—laf(m—l) > Am—2 — >\m—2af(m—2) - )‘m—laf(m—l) > .2
m—1 f(n+1)—1
= D Mg =am— Y Aeas)
k=f(n) k=f(n)
f(n+1)—1
e quindi a,, > max{a,, — Z Ak (k), 0} = by
k=f(n)
f(n+1)—1 n
k=f(n) k=N
Sommiamo su n
+o0 400 —+o0o n +o0o +oo
D= Y agmt Y > Anbn= Z%wﬁZZM (1)
n=f(N) n=N n=N k=N k=N n=k
400 +00 400 f(n+1)—1 f(k)—1
Do Mabn =Y Anagy =Y Y Avagy 2 Z Antis(n) — Z Aras(r) = Z Aras(r)
n=k n=k n=k r=f(n) r=f(k)
f(k)—1
e inoltre dalle ipotesi Z AnGf(n) > ap — ag(k). Ora riprendiamo (1) e scriviamo
n=~k

+oo
Z an 2 Zaf<n>+Z —apm)=Y_ an  (f(N)>N)
n=f(N) n=N n=N

ma questo ¢ impossibile se ) ap < 400 quindi deve essere ) ap = +00.

Dimostriamo il secondo risultato. Le ipotesisono: 1) f(n+1)—f(n) > nAy11+1, 2)ans1 < ay
e 0 <an <apg1+ Anagpm-

Assumiamo Ay_1 > 0 cosicché f(N) > N e inoltre f(n) > n. Da N <n < M abbiamo

f(M)

gy < an S agon T Y Mg
k=F(n)
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da cui
M f(M)
> (f(n) = f(n—1)asm < Z Fn—=1D)agans+ (f(n) = fFn=1) Y Meag
n=N k=7 (n)
(M)
< f(M)agan4+1 + Z Ak f (k) Z (f(n) = f(n—-1)) <
k= (N) n=N,f(n)<k
f(M) (M)
< f(M)agansa+ Y, Magw(k—F(N=1) < f(M)agan+ Y apmiek—1) <
k=f(N) k=f(N)
(M)
< f(M)agon+1 + Z afmw)(f(k) — f(k—1)) <
k=f(N)

Supponiamo »_ aj < +00 convergente.

+oo +oo  f(n)—1 +oo  f(n)—1
S (f(n) = f(n—1) af<n><z fo=Dagm <Y > apm< Y, Y, a
n=N n=N r=f(n—1) n=N r=f(n—1)
+oo
Szak<+oo
k=1

Sappiamo che na,, — 0 e otteniamo

+00 oo
Y (fn) = fin=D)agmy < Y (f(F) = f(k=1)asw
n=N h=f(N)

e questo e impossibile a meno che ) ap = +00.

La condizione f(n + 1) — f(n) > A, f(n) + 1 non puo essere sostituita a f(n + 1) — f(n) >
Ant1f(n) 4+ 1. Sia infatti {a,} una qualsiasi successione. f(1) =1 f(2) > 1+ X -1 > 2e¢
prendiamo Ay tale che a1 < as + AMay) = a2 + Ajag. Poi si procede per induzione: fissati
ALy Anot e f(2),..., f(m) siricava prima A, in modo che a,, < g1+ Amagm) € poi f(m)
in modo che f(m+1) — f(m) > A\ f(m) + 1

Le condizioni del primo risultato f(n + 1) — f(n) > Anf(n) +1 e an < ang1 + Anas(,) non
bastano alla divergenza della serie Y a,.

q b b q b
318.8.2 };/a gfkdx} = ‘/a gkz_pfkdx} < sup ‘prk‘/a lgldz < eJ per cui converge.

a<x<b e
Inoltre

b
gfkda:‘ <ed

+oo  .p L q
> [ onas] <Jim,
k=p k=

E

too b b b N
;/ﬂ gfkda:—/a gfd:c‘z g(l;fk— k%:1/a gfkdx’<
bg(ifk—f>)+n@oo zn:

k=1

k=N+1

b
/ gfkdaz’ <eJ+eJ
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Applicazione

1 1 Ix
B ( 1>k 1 k B
T L

k=1
1 1 2 2
= - — — =—-In2-(In2-1)—(—=-1)=2-2In2 - —
Z { ket 1 (k:+1)2] n2= (2= =(5 -1 T
+OO( 1)kahk
dopo avere osservato che / |Inz|dz < 400 e la serie Z ————— converge unirormemente in

k=1
(a,1] con —1 < a < 1.

319.8.2 La necessita ¢ evidente. Se accade che / gz fndx = Z / g fndx vuol dire

che le due serie esistono e quindi sono convergenti. Vediamo ora la sufficienza. Supponiamo

+oo b
Z/ gfndr < 0.
=1 a

oo b—s b—5 +oo
S [ atde= [ gY hudo
n=1v4a a

per il teorema di prima e quindi

+oo  .b—§ b—§ +oo b +oo
L= g ende=Jim [ gX pues [ g fuda

funzioni non negative

+oo  Lb—§ N b— +o00 b—6
)L—Z/ gfnda:):‘L—Z/ g fnda — Z / gfnd:v <e 6<0.
n=1va n=1v%

=N+1

b—5
Se N ¢ grande abbastanza e d piccolo abbastanza, ricaviamo ‘L — Z / g fnda:‘ < 2¢ e
n=1va

N b—6 N b
siccome ‘Z / gfndr — Z / g fnda:‘ < ¢ otteniamo finalmente che
n=1v9% n=1"v4a

b—é6

+oo
L= |

+oo b
gfndr =" / gfndx
a n—1va

Applicazioni.

YIn(1 — z)
—Fax
0 \/1—{13

D’altra parte possiamo scrivere

T an(l— @)2_2/01 A S -

In(1 - z) 1R =
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La serie ¢ costituita da termini non negativi e converge uniformemente in [—1, a] per ogni a < 1.

1
d
1/vV1—z>0e / < converge e quindi si applicano le condizioni del Teorema. Inoltre
0 \/1—33
/1xk(1 _x)%ld_x _ Bk+1,1/2) T(k+D1r(1/2)  T(k+DT(1/2) 202k
0 E o k O kD(k+3/2) k(k+1/2)T(k+1/2)  k(2k+ 1!
e quindi
+oo 1
. d
Z/ xk(l—x)Tl—x =
0 k
k=1
_ 4,42 424 4246 4 1S 2+2k: *i:’oa
“3T35 357 35707 n

+o00 +oo 0
Viene fuori (5 + 2n)a, = (24 2n)a,—1 €5 Z Ay =2 Z ap—1+ 2 Z(an_l —ap)n

+o0 too
5(8 —ag) =25 + 2;(@ —1Dap—1 — axn) + Q;an_l =45 — QREIJPOO nan,
YIn(1 —z)

dr =

La serie Y  a,, converge € a, > a,+1 da cui na, — 0 e quindi S = 2 e quindi ; ﬁ
—4

p I 1 . = 1
Inzdx = / 2" TP nxdr = — —_— .
=2, 2 oy

a
Il punto = = 0 e di divergenza per Inx ma / In zdx converge e vale il Teorema precedente. Il

1
Un’altra applicazione ¢ (p > —1) /
0

0
punto x = 1 & di non convergenza per la serie e vale il Teorema di codesto esercizio.

1.2
In”(1
Un altro esempio & / n(1+z)de = C(f). Scriviamo l’'integrale come
0 X
/21n2xdx:/2 In® z dz :+§/ In* :L'd:L': 132+Z/ In® z dz
1 ox—1 1 oe(l=1/z) =)y @k gkl

L’uniforme convergenza si ha solo in [, 2] con § > 1. Integrando due volte per parti si arriva a

EFL T Rok K22k RS9k 8

/anzxda: —1n’2 2In2 2 2
1

—+o0o 2 2 3
1 T 7¢(3) 7m*In2 In”2
= :___ I‘lCh 47 _L 1 _
; Lok Z k22kz Z ks ig(1) = 3 12 + 6

In? z dx
ln 2+Z/ R =

In® 2 2 In®2 7¢(3) 7w?In2 In®2 ¢(3)
_T_ln2_2ln2(12 T)_2( 3 12 6 )+2<(3)_T
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320.8.2 Siagt = (g+19])/2,e 9~ = (lg| — g9)/2 e ugualmente per f,. gfn = (g7 — g7 )(f,F —
fo)=9g fF—gtf - —g fF +g f. esiapplica il Teorema precedente a ciascuno dei termini.

Le condizioni sono sufficienti ma non necessarie. Prendiamo le funzioni f,(z) = (—1)"2™ e

g(z) =1, (a,b) = (0,1).

1 +OO 1 dfl: +oo (_1)k_1 +oo . 1 L
/ da::/o 1+w:ln2:ZT:Z(—1)/0xda:

k=1 k=1

+o0 1+0<> 1
Z/| kk|da:—/ kk\daj—/ dx =400

1 +OO
lnxdaz = / k ¥ PInzdz, p > —1. In questo
0

Come applicazione prendiamo /

0
1 +oo “+o0 _1
caso fr(z) = (=1)*2% e g(x) = 2P Inx e osserviamo che / Zxk+p Inzdx = Z CEDE per
0 — —0 p

cui il teorema puo applicarsi.

1 Pl
Applicazione. Consideriamo/ ﬁdw Se definissimo g(z) = 2P Inz, e f,(x) = (—=1)"(n+1)
avremmo 0
" 2P| Ina|
2P| Inz
|2P In x| (—D)*(k+1) |a:kda:—/ ——dxr =+
/ Z o (1—-2)
Ugualmente
oo .1 . . oo .1 . +oo k+1
2P| lnz|[(=1)"(k 4+ 1)|z"dx = /a:px Inz|dxr = ——— =+
S [ amal0 o tar =3 [t nslir = 3
xPlnz

fel@) = (D"

e il Teorema non si applica. Allora prendiamo g(x) = T
x

|1n:z:\ /1 2P| In z|
<+
/0 1+ Z' o A+a)i—a) =7

e il Teorema vale. Possiamo quindi dire che

U 2P Ing = ! =X (DR +1)
7d:§ —1)k(k 1/ k+Pd:§:—:_12
/0 T+ ™ k_o( k1) o = (kP +1)2 1
- - o

b
Solo la condizione / lg(x) an|dx < 400 non basta. Sia g =1 e f = 0. Scriviamo f(x) =

400 1
an = Z2k2xe_k2x2 —2(k+ 1)23:6_(’““)2”52, a = 0, b = 1. Chiaramente / ngnda: =0
k=0 0

+oo .1 oo .1 +oo
Z/ 9fr(x)dx = Z/ 22" — 2k + 1)2we” D) dy = Z(l —e ) =40
k=00 k=0"0 k=0
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e quello che manca ¢ la convergenza della serie

+o0
Z/ g|fk |d$—Z/ |2k2$€ 522 _2(k+1>2xe—(k+1)2m2|dx

1
2
2k2we K w" _ 2(k + 1)23:'6_(’“'1)2””2 >0 <= z>x, = (M)

k+1/2
exp <1/k.
I 1 k2 2 k 2, 2 N 1 k2 2 k 2 2
Z/ 12k22e %% — 2(k + 1)%ze” D2 gy > Z/ (2k2ze " — 2(k + 1)2we” FHD = gy =
k=00 k=0" %

2 —(k+1)?

=Y et et T ) > ol

con C indipendente da N.

+o0

—+o0o
321.8.2 ‘/ lg|dx < eJ per cui con-

gfkdw‘ =

+oo q
/ ngk:diC‘ <
a k=p r>a

verge.

‘§/+wgfkdx—/bgfdw) =
—Ja a

/+oog(§:fk— Z/ gfkdx‘éeJJreJ
a — a

k=N+1

322.8.2 Definiamo Sia gt = (g + |9])/2, e g~ = (lg| — 9)/2 e ugualmente per f,. gfn =
(gt —g ) fF—f)=9g"fF—g"f7 —g fF + g f, e possiamo prendere nonnegative sia g
che f,.

400
Primo caso. Esiste Z / gfndx. Ne segue che per nonnegativita esiste hm Z / gfndx

e inoltre
A A +o0
Agl}_loo Z/a gfnde' = Agr—llf—loo/(; gz fnde' = /{; QZ fnd.fl'f

+oo
Secondo caso. Esiste / gz fndz.

+o0 A A
RO ST T D SYTEN O T

+o0
L’ultima espressione e crescente per A — +00 e quindi essendo limitata da / gz frndx

a

ammette limite che ¢ Z / gfndx e la dimostrazione e conclusa.
a

Applicazione (sta anche nel file sui numeri compplessi)

% sin(bx) dx _ T sin(br)  x g — Foo sinxe_am —ifxe—akm
0 e’ — 1 0 r e -1 0 T P
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“+o0 _
ke Te aNzx

Osserviamo che sup g xre~ = sup ————— non ¢ piccolo e quindi non converge uni-
@20, TN x>0 1 —¢€

xe—aNx

400
formemente in (0,+00) ma sup E re” % = sup ——— ¢ tanto piu piccolo quanto piu
r>a E—=N—1 r>a 1-e
N ¢ grande e quindi la serie converge uniformemente in [a,+o00) con a > 0 e lo stesso ar-
gomento del Teorema ci permetterebbe di formularne un altro con la serie > fi convergente

—+ o0
uniformemente in [a,+00), per ogni a > 0. Inoltre la condizione / lgl - | Z frldr < 400 di-
0

Feo = oo ema gin x|
venta / | sin x| E e+l gy = / ﬁdaj che chiaramente converge. Possiamo
0 0 —€
k=0

applicare questa seconda versione del Teorema e scrivere

/-I-OO Sln(bl’) dr — fsin(bx)e_am(kﬂ)dﬂ? — +§ L
0 et — 1 (k&)2 + b2
k=0 k=0
+oo =
, b o 1 -1 1 2z
Con a = 27 abbiamo ; O e ricordiamo che w1 3 + - + £ 22 + (27k)? per

cul

PN N U N
k:O(27rk)2+b2_kzl(ka)2+b2_2 eb—1 2 b

323.8.2 Se x = kom per qualche k, non c¢’¢ nulla da dimostrare e quindi sia x # 0 (mod.r)
con la condizione Y |ag|| cos kx| < +o0. Sia ry = |ag|. rg+1 < Cry e supponiamo C' > 1.

| cos(k — 1)z|
C

ri| cos(k — 1)xz|?
C

rp—1|cos(k — 1)x| + ri| cos kx| >

_ Tk [ cos 2(k— 1)z cos2kx
C 2 2
Tk [1 . cos(2k — 1)z cosx + sin(2k — 1)z sinx 4 cos(2k — 1)z cosz — sin(2k — 1)z sinz

Tk Tk 2
— | coskx| > — | coskzl|* =
+ Hleosha| > + | coshal

=

C 2
= %k(l —cosxcos(2k — 1)x) > %k(l —|cosz|) = i < W(W—l‘ cos(k — 1)z[ + rg| cos kz|)

e quindi la serie Y 7 converge per il teorema del confronto. Per la serie col seno ’argomento &
lo stesso usando sin®(k — 1)z + sin® kx = 1 — cosz cos(2k — 1)z > 1 — | cos x|

324.8.2 Assumiamo come la solito C' > 1.

1
Tp—1|cosl,_1z| + r,|cosl,x| > 5Tn(| cosly_1x| + | coslyz|) > rC 1 (cos? l_12 + cos® I,x) =

_ oy, {1 N cos(2l,—17) + cos(2l,x) _

2
_ o1, [1 n cos((ly +ln—1)x 4+ (In — lp—1)z) + cos((ln + ln—1)x — (In — ln—1)x) |
n 2 -

= C 7 (14 cos(ly + L)z cos(ly, — lp_1)x) > C 1ry (1 — | cos(ly — ln—1)x|)

da cui

C

| cos(ly, — ln—1)xo]

T < - (rn—1|cosl,—1x| + 7y| coslpz|)
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e la condizione imposta 0 < o < (I, — lp—1)xg < B < 7 implica che 1 — | cos(l,, — l,—1)zo| >
Cy > 0. La convergenza della serie ) ry € evidente.

Una condizione piu generale di 0 < a < (I, — lp—1)x0 < f < m e lim Z coslpzg > 0

n—>+oop:n_k

per un certo k. Ad esempio prendiamo k£ = 0 da cui lim cosl,zo da cui cosl,zg > a > 0
n—-+4oo

definitivamente. Quindi definitivamente r,| cosl,xg)| > r,a da cui la convergenza della serie

> ri assumendo che converge la serie > rg| cos x|

Prendiamo la serie Y 7, cos(2n — 1)z con Y rp = +o0o. La serie converge per x = m/2 ed infatti
fallisce la condizione 0 < o < (I, — ly—1)xo < 8 < m essendo (I, — l,,—1)xo = ™ quando d’altra

|G

parte si ha lim |cos(2n + 1)£| =

n—-+oo

Per k generico abbiamo

+oo +oo  notqk +oo  notgk -
— no+kq
E rp| coslyzo| = E E rp|coslyzo| > E E W| cos lpzo| >
p=no q=1 p=ng+k(qg—1) q=1 p=no+k(q—1)

400 k 1 400
> o Zrno—l—kq Z cr = KZ Tno+kg — convergenza di Z Tk
qg=1 p=0 qg=1

Chiaramente se Iy, —l_1 — 1 # 0 e 0 < lw < 7 il teorema vale.

325.8.2
+oo 1 n 1
nz_:l 1+ k, p_;k Up = Tkl(ul—kl tugp, +.ooFun) + 1+ &y (ug—py +U3—ky + ...+ u2)+
+oo
1
+1+k3<u3—k3+U4—k3+...+U3)+1+k4(U4—k4+U5_k4—|—...—|—u4)—|—,,,:;bqup
b S k, < g (si¢usataa)). Dab)p<q+k, < q+C
= con p— S1 € usata a)). a
T 1+ kg 1+ken 1+ &, P = p<qtky <q+Cip

ossia p < ¢/(1 — Cy). Prendiamo ora C7 =1/2 e m = min{k;} con ¢ < j < p e otteniamo

1 n 1 1 <p—q+1<1+kp

by =
14k, 1—|—kq+1+ +1+kp— I+m ~— 1+m

Ora a me serve k; monotona per dire k, < koy < Cok, € m = k, altrimenti mi sembra difficile.

1+ Cok R
Quindi b, < % < (5 e quindi si ha la convergenza di Z byup
q q=1

326.8.2 Assumiamo C > 1. Dalla V) abbiamo

—1

Z rp|coslyz| > 6” Z |coslyz| <= r, < . Z rp|coslyz| | Ky Z rp| cos x|
p=n—kn p=n—kn " p=n—kn p=n—kn

/ n
. Z rp| cosl,z|. Applicando il risultato precedente si ha la convergenza di

n
p=n—Fky,

e per VI) r, <
Zrk.
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327.8.2 Cominciamo da r; monotona descrescente. Sia 1 — x9 = 0.

|sinl, 0| = |sin((lpz1 — an) — (lnxa — a))| < |cos(lpxy — ap)| + | cos(lnza — ay)|

m
per cui > 7y |sinl,d| < +oo e quindi 37, sin®1,,§ < +o0 e quindi Z rnsin? 1,8 < A. Suppo-
n=1
niamo che »_ r,, = +00. Ne segue

L2
lim D mei ;Ln sin” 10 0 —  Iim S r:rlbcos(%né) 9
m——+oo Zn:l Tn m——+oo Zn:l Tn

— . V|
%1Ln+oom Zcos (2k,0) < 1 implica che per m > mg si ha — Zcos (21,6)| = g < « con

0<a<1.DaAbel

n=1

m mo m
Z Ty c08(21,0) Zrn cos(2l,9) + Z T cos(20,0)| = Z Ty cos(20,0) + Z Tn(Up, — Vp—1)
n=1 n=mo n=1 n=myo

mo m m
S Z Tn + Z (rnvn — 74n—1fUn—1) + Z (rn—l — 74n)vn—1 S
n=1 n=mo n=mqo
mo m
S Z Tn + (vam — 747710—11]7710—1) + Z ‘Un—1| (Tn—l — Tn) S
n=1 n=myo —
>0
mo m
<D PmUm = Pmg—1Vme—1| @ > (= 1)(rn_y — 1) =
n=1 n=myo
= Z Tn 4+ (FmVm + Tme—1Ume—1) + @(mo — 1)7rme—1 — amry, + « Z ry, <
n=mo

< Z Tn + (@M + T —1Ume—1) + a(mo — D)7y —1 — amr,, =

m
T 4 Tmg—1Umo—1 + &(mo — D)rmg—1 <C1 Y _ 1y

n=1

I
M 1

3
Il
—

>0 7 cos(20,0)] )
A =0 il
m——+oo Zn:l Tn

tenendo conto del fatto che lim Zrn = +00. Ma allora lim

n—+oo

che ¢ falso.

Ora analizziamo la seconda condizione ossia 1,4, < Cr, per ogni n,p > 0. Definiamo

R, = [max(r,,"n+1,"nt2,...)]/C e chiaramente R, > R,41. Inoltre R, < Cr,. R, <

T r r _

6” max(1, =L P Y e da rpyp/r < C abbiamo r, < CR,. Dunque 3. r, converge se e
T'n Tn

solo se converge Y R,. Essendo R,, monotona, possiamo applicare il ragionamento precedente
e dire che ) | Ry converge. g

Dai risultati precedenti segue: supponiamo

I) kpyr —kn <1, II)hm kn/n <1, III)koy/k,=0Q1), V)r,<Cr,_p,p=12,..k,

n—-+o0o
n

VI) lim k! Z |sinl,é6| >0, § #7 Zrk = +o00,
n—-+4oo
p:n_kn
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Allora la serie Y r, cos(l,z — «;,) non pud convergere per due punti xg, z1 tali che x1 — xg # ¢
mod.27

Per dimostrarlo prendiamo partiamo da cot seni al posto dei coseni e vediamo che sono
verificate le ipotesi I), II), III), V), VI)e > ry = 4oc. Vuol dire che IV) con ¢ al posto di xg
e falsa ma allora, dalla prima parte della presente dimostrazione, segue che > ri| cos(l,z — ay,)|
non puo convergere per due punti x; e x tali che 1 — o = § mod.7

328.8.2 cos2"ly = 2(cos2"x)? — 1, |cos2"x| + | cos 2" x| > (cos2™x)? + (cos 2" Tix)? >
7/16 e vale

329.8.2

—ck

rn>rn_1(1+c/n) > rp_1e " = > me —elmE et atE F) > p enk

e (k= [n/2])

n n
—ckn
S onlf) > > [ flpz)|errn
p=n—kn, p=n—ky
+oo 1 n ek r ek
T NI S W
n=1 p=n—ky " p=n—k,

Sappiamo che pzr — |pz| & uniformemente distribuita in [0,1] e quindi se z & irrazionale,
n 1

%;V(l{:xﬂtendea ; | f(z)dz|
1 n —cknp
R DT — / £(@)lda

" p:n_kn

“+oo n
1 —ckn - .
mentre g . E rplf(px)|en=F» converge per e segue dalla convergenza di
n=1 np:n—k;n

> rnlf(na)l.
330.8.2 Vedi del capitolo sui numeri complessi

331.8.2 L’autore utilizza il Teorema 4 per dimostrare che la serie non converge assolutamente
in due punti xg, x; tali che x1 — x¢ # k7 ma a me sembra piu semplice.

| cos(kx + alnk)| | cos(kx + alnk)|? 1 cos(2kz + 2aIn k)
> =
Z klnk _Z klnk Z2klnk+z 2kInk

cos(2kx + 2 ln k g2ik® 2o . i cos
ma Z ( ) e ————— sappiamo essere convergente per cui Z |

B (kx + alnk)|
2k In k - 2kInk N

klnk

332.8.2
333.8.2

334.8.2 a,_1>(1+a/(n—-1)"ta

1 1 1 k
n-1> T 7w On > 2an:>§anl,_$k,k<n
nmrn oot (1 + m) (1 + ﬁ)
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E k k
(07 ko
k:an < |i1 + m] Ap—py < €n—k Zan_y (1)
v=1 v=1
Poi osserviamo
> (prr1—pr) =D OM)(pr—pr-1) = Pup1—p1 = O(1)(pu—po) = p“ == p( Jpo = O(1)
k=1 k=1 n n

Dalla (1) abbiamo

Pn—Pn_1 Pn—Prn-1 pn—Pp_1 Pn 1 prn—1
(pn _pn—l)apn S € >Pn Z apn—l/ <e “Pn—i Z ag = O<1) Z a
v=1 k=pn_1 k=pn_1
—+o00 —+o0o
e quindi Z (Pn — Pn—1)ap, < Z A,
n=no n=no
k
Ora vediamo l’altro verso del Teorema. a,+, < (1+a/n)"a, per cui Z Unty < kay,(1+a/n)k <
v=1
ka,e"/™ da cui
—a(Ppy1—Dpn) Pn+1—Pn Pn+1 —+o0 —+oo
(Pn+1—pn)ap, > e pm Z ap,+v = O(1) Z ap = Z (Pn+1—pn)ap, > Z ak
v=1 k=pn+1 n=ng n=ng

Dimostrazione del corollario. Se ) a,, converge, converge pure y (p, — Pn—1)ap, converge e
quindi converge pure > (pn, — pn—1)bp, per confronto. Dal risultato precedente converge pure

> by
335.8.2
k+1 1
/ o) dz = / alk + )t < ap(1+ a/k) < (1 + a)ag
ap+1 = a(k+1) = (a(k+t+(1-1)) < a(k+t)(14+a/(k+t)) < a(k+t)(1+a) = apq1 < (14a) /1 a(k+t)dt

1
1+«

n+1 n n
/ a(z)dr < Zak <a;+ (14 a)/ a(x)dz
1 —1 1

Ne segue che la serie converge se e solo se 'integrale converge. Inoltre possiamo dire che za(z) —
0 per £ — +oo. Infatti se a(x) & quasi monotona e f+oo a(x)dr < +oo allora ) ap < 400 e
inoltre kajy — 0 per quanto visto in [E<i:81 Ora ka(k +t) < ka(k)(1 + a/k) = (k + &)ay, per
cui ka(k+t) - 0. Se x = k+t, za(x) = (k+t)a(k+1t) < 2ka(k+1t) < 2(k+ a)ar, — 0 e quindi
za(x) — 0.

336.8.2 Sia0< h<1.

(k+1)h h h
/ a(r)dr = / a(kh +y)dy < / a(kh)(1+ a/(kh))dy = a(kh)(h + a/k)
kh 0 0

(n+1)h n n
/ a(z)dz <h > a(kh)+a Y a(kh)/k (1)
k=m k=m

mh
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Inoltre se 0 <y < h < 1,

a(kh + h) = a(kh+y + (h - y)) < a(kh +y)(1+ 7 y) <a(kh+y)(1+ )

kh + kh

ha(kh + h) = /Oh ha(kh + h)dz < /Oh [a(k:h +y)(1+ ﬁ)} dy = /k:H-l)h [a<y)(1 N %)] N
da cui
as n (k+1)h o
k;ﬂ ha(kh) < k;ﬂ /k ) [a<y)(1 + E)] dy
per cui da (1)

(i - " a ntl o e(k+1)h L
[ e <n Y e a Y < S [T [+ ] drray W -

mh k=m k=m k=m++1 h k=m
n+1 (k+1)h n+1 (k+1)h a n a(kh)

- d @y
> [ e X[ awfarra Y

SiaA>1,my, =1+ |_h_1J, ny = L)\/hJ

+1 (k+1)h
35 e m/ [ it [

k=my k=m+1

(n+1)h
/mh 7T /

337.8.2 Definiamo una successione {p,} tale che 1) p,, * +00, 2) pp < qn, 3) DPni1 — Dn
decresce. Per questo definiamo r,, = m;n Gn — 1/n che & strettamente crescente e illimitata ossia
m>n

Ty +00. I punti (n,r,) sono indicati con P,.

Ly, & la retta passante per (1,71) e (2,r3) e sia ngy il pit piccolo valore di n tale che P,, sta non
sopra la retta L1; P,, = (na,r,)

L, ¢ la retta passante per P, e P,, e sia ng il piu piccolo valore di n tale che P,, sta non sopra
a Lo. Il poligono P, P,,, P,, € concavo. Se il valore nj non dovesse esistere, da P, in poi si
prende la retta Lj_.

k—1

Il poligono e costituito da segmenti ma “arrotondando i vertici” possiamo definire una funzione
derivabile s(x) crescente tale che s(x) < r(x), s'(z) & continua e decrescente. Sia p(x) = s(Inz)
e pp, = p(n). Per costruzione p,, < r, e xp'(x) decresce. Sia

1
mEal = Y <o a R =i B Y6 = e
_ \/pnpn—l(\/ﬁ"f— \/pn—l) (

Pn — Pn—1

n

c
crescente) d_n = \/PnPn-1 < pn <71,
n

n

1
Per dimostrare che d,,/n decresce facciamo vedere che nd,, cresce e 6, = / -
n-12/p(x) ¥

" d
/ f (aj);x Essendo f decrescente
—1

(n+ Do _ (0D [ f) % (04 1) Inmit

— <1
né,, - nfn Lfn d nln - -
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+o0 Foo
338.8.2 Consideriamo l’integrale/ sin(px)®(x; a)dx = / sin(pz/a)®(x/a; a)dx/a
0 0

f(z; )
1+ 22

dove ®(x; ) = e f(z;a), fissato n, x & tale che —7w < f(z;0) =ax — (2n+ 1)w < .

+o0 d +00 +00  (2n+2)T —(2n+1 in PT
[ e <o [Candh L, oy [T B e,
0 « « o 0 a’ o+ = Jonx o +x

+o0  A(2n+2)7 T sin PZ (2n+2)m sin %
=« 5 2.’13—052271—1— 5 de:
9 o +x I a“ +x

n=0" <77

(2n+2)w E

sin
a? + :z:2

o0 g sin 22
:a/o a2+x2d£€—az (2n+ 1)m / dr = wsinhpln(l —e %) =

n=0 2nm
—+ o0
= / sin(pz)®(x; a)dx
0

(esercizio v12) di quelli sul valor principale ed inoltre si ha —1 < p/a < 1). Ora usiamo ’esercizio
112.8 sugli integrali. La funzione x = X (y) nell’esercizio & x = (2nm)/a e deriviamo rispetto ad
a. Inoltre lim f(z;a)=me lim f(z;a) = —m. Quindi (f(X(y0) —0,y0) — f(X(y0) +

z—(2nm)~ z—(2nm)t

0,90)) X' () diventa

sin Qna”p sin 2”” —2nm
T 2nm\2 ) 2 a2
L+ (%57) L+ (%57)

e quindi

d [T - O s dr <X sin 2P fy?

— sin(px)®(z; a)dr = wsinhp ¢ = / sin(pr)dz _ Z . nmw

da J, 1—e @ 0 1+ 22 n:11_|_(_) a?
da cui

2nm — —« .
2 Z n sin 22 _me’? ~ rsinbip e _ smh(l'— K)p
2 1—e« ~~ 27 sinh g
n=l 4 B=%,p=Pr, n<2

—2 < kK =2p/a < 2 ma Hardy dice solo k < 2 in quanto prende p, « > 0.

339.8.2 1 =2arctant, y = 2arctans, ci da

1 1 2
/dt/dsln(l—i—s —In(1 + £2) / / In(1+s)—In(1+¢)
52 —12) (s —t)V/st

+0<> k:—|—1 sk _ ¢k +00 k:+1k 1 1
dt/ds /dt/ds sPik—P—l_—_ —
/ (s— /st Z Vst
12 1’€+1’“1 9 1k+1’“1 1 1
:EZ( 13; 2.3 +12k—2 -1 -G k:)2 Z<2 1 22 —1):
k=1 p=0 D D k=1 p=0 p p
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340.8.2 Dalla decrescenza Z ap > CZ Pet1 — Mk
N+1

Vv
§|Q

q—
an—i—l_nk cl-—)=>
k:

k=n,

C/2
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