Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata”, facolta di Ingegneria

Appello analisi 11, Ingegneria informatica (frontale e online), compito (A)

21-09-2017, A.A.2016-2017

// ’yz - Iw\‘dw dy
r24y2<2

1) (9.5-punti) Calcolare

L’integrale € somma di diversi contributi che vanno scritti con chiarezza.

IS

2) (6.5-punti) Calcolare % e

|z|=1

(1 — 4z + 62%)dz (percorso antiorario)

3) (7.5—punti) Si calcoli

+oo
S
oo (22 +1)

evidenziando il cammino nel piano complesso su cui si intende integrare

4) (6.5-punti) Si risolva l’equazione differenziale z'(t) = H(t — 2), z(0)

Si calcoli 2/ (27).

=a, '(0) = b.
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Appello analisi 11, Ingegneria informatica (frontale e online), compito (B)

21-09-2017, A.A.2016-2017

// ‘2y2 - \x|’dwdy
x2+y2<1/2

L’integrale € somma di diversi contributi che vanno scritti con chiarezza

1) (9.5-punti) Calcolare

2) (6.5-punti) Calcolare % e (14 4z + 62%)dz (percorso antiorario)

|z|=1

3) (7.5—punti) Si calcoli

00 :
V.P./ ey
oo (22 +1)

evidenziando il cammino nel piano complesso su cui si intende integrare

4) (6.5—punti) Si risolva 1’equazione differenziale =’ (t) = —H (¢t — 3), =(0)

Si calcoli 2/ (37).

=a, '(0) = b.
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Soluzioni compito A

1) Innanzitutto osserviamo che sia I'integrando che il dominio sono simmetrici rispetto a ciascu-
no dei cambiamenti x — —x, y — —y e quindi ci basta calcolare I'integrale nel primo quadrante

e moltiplicare per 4.

y? > |z| se e solo se y < —+/|z|, oppure y > \/|z|. Solo la seconda ci interessa per cui y > /z.

Inoltre
P+ (Vr)r=2 <<= r=-2 vz=1

Prima soluzione Ne segue che l'integrale diventa

V2—z2 2— x2
/ d:z:/ (y* — 2 dy+4/ da:/ —y? dy+4/ da;/ —y? + x)dy =
1 oy 1 3 3 -
=4 daj —(2—2%)2 — -2 —z\/2—22 422 | +4 d:z: —
R 3 : 3"

V2 1 5
+4/ daz[g(Q—x)ﬁ-l—x\/Q—ﬁ]
1

1 1 1 in2(2t
/ (2—332)%dx = 4/ Cos4tdt:4/ cos?t — 21 (2t) dt =
0 ~~ 0 0 4

l\)lw

+x%}+

x=+/2sint
T (1+4cos(2t) 1 — cos(4t) 1 3
= — dt =4 ———=-7m+1
/0 ( 2 8 8+4 32) 8" T
1
2
/x%dx:—
0 5)
L 1 s V2 1
xV2 — x?dr = 5(2§ -1) / xV2 — x?dx = 3
0 1

V2 fus i .92
2t
/ (2—x2)%da: = 4/2 Cos4tdt:4/2 (COS2t—7SHl ( ))dt:
1 ~~ us % 4

x=+/2sint 4

2 (14cos(2t) 1 — cos(4t) ™ 1 7 3
=4 - dt=4(2 > ) =251
/% ( 2 8 s 4 32) 8"

Alla fine otteniamo

Si poteva pure scrivere

/lﬁdy/om(yz_g;>+/Oldy/0y2(y2_x)dx+/01dy/yjm(_yz+x>dx

Seconda soluzione (da completare) Usiamo coordinate polari. z = rcost, y = rsint. (cost =
C,sint = S.
=2 = r’S?’=rC — r=0C/5?

L’integrale diventa

z V2 3 S 3 V2

/ 4dt/ (r?S? —rC)rdr +/ 4dt/ (—r2S% +rC)rdr +/ 4dt/ (—12S% +rC)rdr
g < = 0 0 0
4 S2 4
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g V2 g s2 §2¢ct
2qQ2 — Iy e - ¥
/% 4dt/s_c2 (r282 — rC)r dr /_ 4dtl4 4- Tt o5 32@

L’unico integrale non evidente e

Cc* cot?t -1
—dt = dt = — cot® t
S6 /sith 5 0

2)

Basta scrivere ex = 1 + % + % + 6% + ... ed applicare il teorema dei residui per z = 0. 1l
risultato e zero.

3)

+oo COS T +oo eim +oo eim
V.P./ ————dz = V.P.Re/ ————dz =Re V.P./ ————dzx
oo (X2 +1) oo (X2 x4+ 1) oo Z(X2F+ x4+ 1)

Si utilizzi il cammino a pag.13 del “Giornale delle lezioni” e si ottiene

o iR eiz _Z',n.eiz +VP /+0<> eix J
miRes | ———— = P. —————dx
2(22 4+ 24+ 1) le=(—14iv3)/2 22+ 2+ 1l2=0 oo (2242 +1)

e quindi
+oo i i(F+i%2) 1+iv3 -1,
V.P-/ ¢ dr=imtomi— = im 4 2mi LB )
da cui
+o0 iz
e us 1 1] =»8 2r -3 1
Re ( V.P. —_———dz | = — | V3 Z _sin—|le2 ="_ez2 4=
e< /_OO P PR :L') \/§|:\/_COS2 Sln2}6 2 7 > cos(z + =)
2T S (7T 1>
oppure —— cos(= — =
ppure 375
4)
b e t—2)?
L) =242+ — o) = a+vt+ =D g9
p p p
"(27) = lim 2”(t) = lim H(t—2) =
w27) = lip @70) = lip HE=2)
oppure osservare che
1
x’(t):b+(t—2)H(t—2)+5(75—2)25(75—2):b+(t—2)H(t—2)

') =H({t—2)+ (t—2)6(t—2)=H(t—2)
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Soluzioni compito B

1) Innanzitutto osserviamo che sia I'integrando che il dominio sono simmetrici rispetto a ciascu-
no dei cambiamenti x — —x, y — —y e quindi ci basta calcolare I'integrale nel primo quadrante
e moltiplicare per 4.

2y% > || se e solo se y < —+/|z|/2, oppure y > +/|z|/2. Solo la seconda ci interessa per cui

y > +/x/2. Inoltre
2 1 1
932-1—@25 = r=-1, V=g

Ne segue che l'integrale diventa

1 ™ ™
21 1 1 1 g in2(2t
/ (——xz)%dx = —/ cos4tdt:—/ Coszt—sm( ) dt =

_1/% 1+ cos(2t) 1 — cos(4t) dt—l 7r+1 T\ 1
4, 2 8 4\8 4 32) 4
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2 x:sint/\/ﬁ 4
_1/% Lfcos(2t) 1—cos(4t)  _1(m 1 -« _
4 z 2 8 4\8 4 32/

Alla fine otteniamo

3 1
327 1

|

Si poteva pure scrivere

e Vi vt : g : Vv 2
/ dy/ (2y —:c)da:+/ dy/ (2y —:c)da:—l—/ dy/ (—2y* + 2)dx
1 0 0 0 0 2y?

Nl
S

2)

: -1 . . D
Basta scrivere e= =1 — % + ﬁ — 6% + ... ed applicare il teorema dei residui per z = 0. Il
risultato ¢ zero.
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3)

oo sin oo el +00 ol
V.P./ ————dx = V.P.Im/ —————dx=1Im V.P./ —————dx
oo (X2 x4+ 1) oo (X2 + x4+ 1) oo (X2 + x4+ 1)

Si utilizzi il cammino a pag.13 del “Giornale delle lezioni” e si ottiene

oriR eiz _iﬂ.eiz +VP /+OO eim p
miRes | ————— - - P. I
2(22+ 24+ 1) le=(—14iv3)/2 22+ 2+ 1l:2=0 oo (2242 +1)
e quindi
+o0 iw i(5H+i%) 14+iv3 =1y,
V.P./ Qe—da::m—i—Qm' €’ i :i7r—|—27m'+71\/_el(71+1§)
oo (2242 4+1) (5 +z§)2\/§ 2V/3
da cui
+oo T
e T -3 1 1 2r —v3 T 1
Im(VP/_OO mdﬂf) :7T+%6 2 (COS§+\/§SIH§):’TF+%€ 2 COS(§—§)
oppure
n 2T —Tﬁ . <7r+ 1)
T+ —e sin(—= + =
/3 6 2
4)
a b e (t —3)2
Lx)=—+— — — x(t)=a+bt— —H(t—3
(z) P (t) (t—3)
"(3%) = lim 2”(t) = lim H(t—3) =1
= (87) = Jlip o) = lup, H(E-3)

oppure osservare che
2(t)=b— (t—3)H(t—3) — %(t—3)25(t—3) =b—(t—3)H(t—3)

2'(t)=-H({t—-3)—(t—3)6(t—3)=—H(t—3)
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