Complementi di Matematica I — Soluzioni del compito di recupero del 9/12/04 (Perfetti)

Primo esercizio

oo rsinx Foe et d ze¥”
do——— e =T do—2" ) = mm(2mi lim L2 ) =
* /_oo “@?+ a2y m(/_oo "”<:c2+a2>2> m( T <z+m>2>

1z 92 1z 2ia — 2 — 92 —a
= 27 Re [ ( - + . + Z? )] == e ° ta — a(2ia) o 7r6 . Il residuo va calcolato in
(z+1ia)?  (241ia)?  (z+ia)?

(2ia)3 2a
z = 4ia in quanto il cammino di integrazione tende all’infinto nel semipiano superiore facendo si che 1’esponenziale
dia un contributo convergente.

vz ize

+oo ret® +oo e~
Si poteva anche scrivere / dt——F—>= — / dr————- e calcolare i due integrali stando attenti al
oo 2i(z2+a?) oo 2i(z2+a?)
teo xsinz
cammino. Nel secondo integrale si “deve chiudere” nel semipiano inferiore. Calcolare 'integrale / dwm
o 2 +a

chiudendo sopra o sotto € un errore.

Secondo esercizio

+oo
° / dw%. Utilizzando il cammino disegnato in figura si ha 2I = 2mi( lim — 4+ lim \/E ) =
0 x4 +a z—ia 2 + 10 z——ia 2 — 14
27ri(ﬁei% + ﬁei%”) — T Poiché nel disegno gli angoli sono compresi fra 0 e 27, ne segue che —i = €37 e
2ia —2ia V2a
non —i = e~'3
A 1(t)=t+ie, 0<t<R
Y2(t) = Re™, ¢, <t <21 — ¢,
v3(t) = -t —ie, —R<t<0
3 m
=ee ™ —r<t<——
Ya(t) = ee™™, 57 5
/- b
1 /\
R
Terzo esercizio
o f(z) = 22eTT 4 ; Il denominatore della seconda frazione ha radici z = 1, z = 4. Scrivendo
—z(1419)+1
, . . . .
22 = (z —i+1i)? la frazione ¢ ( Zk'z—z Zk'z—z Zk'z—z
i 1 X z—i\" 1, .1 i i i1
P kz_o(—)k (:) . Il residuo & dato da Resf (i) = (6i3+2§z - )+i — = _E_l_H_i — = 5—52'
o (2224 1)e + ! 2zfl(i)k++w1(i)k+1§( )E(Z)%. Resf(0) ol i1 =142
z E =2z — (= —(- - —)*(=)". Res =2-i"+1i = —q
z(z+1) k2 k' z z i 6 3
k=0 k=0 k=0
e’ i 11 = i 1 1 11
2,08 _ N3 L2 ko by2k+1 N 2 3L
o;—i—z Sm;_;ZH(M) +z Z(—) (;) mequmleesf(O) gl 6__§+6

400 —+oo
1 - 1 1 1 =z 1 1 o 11 11 11
* ¢ —i—z?’cos_—:—3 —'(;)k—i—zg E (—)F - e quindi Resf(0) = == + (=) =— = ——
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R y —2ay +a?y = 5(t—b)
y(0)=1, ¥'(0)=0

Tenendo conto che L(y') = pL(y) — y(0) si ottiene y(t) = — dpePt ———— = =

1 /‘“’HOO e P 4 p—2a
C2M o —ise p? — 2ap + a?

d d
= lim —ePU Y H(t — b) + lim — (peP* — 2aeP)H(t) = (t — b)e® O H(t — b) + e™(1 — at)H(t), a0 > a.
p—a dp p—a dp
Y —2ay +a®y = o(t—b)
[ ]
y(0) =0, ¥ (0)=1
1ot et . d ) codoy a(t—b) at
y(t) dpe?' ————— = lim —¢€” H(t—b)+ lim d—ep H(t) = (t—b)e H(t—b)+te* H(t),

~ o oo p? —2ap+a? p—adp p—a dp
a, > a.

R y' +2ay +ay = 5(t—b)
y(0)=1, ¥'(0)=0

1 /aoJrioo ept efpb +p+ 2.
a

1) = — AL i
y(t) e e S a2

~ omi

d d
lim —ePYH(t —b) + lim d—ept(p +20)H(t) = (t — b)e O H({t —b) + (1 +ta)e " H(t), a, > a.
p——a dp

p——a dp

Ly ey v aty =6 -b)
y(0) =0, ¢'(1)=0

oo /ao+i<>°d o el i & op(t-b) H(t—b) + 1i d PLH(t) = (t — b)e “CVH(t - b) +
= — e ————— = lIm —e - m o€ AT he -
Y 270 S, —ico P Y 2ap+a® ~ poradp p==a dp

te ™ H(t), a, > a.

Quarto esercizio

A parte il dominio della variabile ¢, la curva ¢ la stessa per tutti i compiti ossia r(t) = t costi + tsintj + tk.
e 1) Regolarita : Chiaramente 7’(t) esiste per ogni valore di t e ||r/(¢)|| = V2 + ¢? # 0 per ogni ¢

e 2) Semplicita : La terza componente & certamente iniettiva per cui & semplice.

®3) / w = 0. La forma differenziale di ciascun compito & esatta (¢ chiusa e definita ovunque in R? quindi ¢ esatta)
©

per cui il calcolo di / w puo essere effettuato in diversi modi.
]

Prima maniera compito A 0 <t < 4x. 1l punto iniziale ¢ P, = (0,0,0), il punto finale & Py = (4,0, 47).

t 0<t<Ar
Come curva congiungente i due punti si puo prendere v (¢) U 7y,(t) con v (¢) = ¢ 0 , ,t) =
4m
4m
0 e quindi / w = 0 (basta farsi i calcoli).
t—d4m 4m <t <8r i
Seconda maniera compito A Si pud trovare una funzione potenziale F'(z,y, z) e calcolare F(Py) — F(Py).

Il quarto esercizio degli altri compiti si risolve in modo analogo.

1
e 4) Calcolo terza componente baricentro (b3). bs = — / S|l () ||rs(t)dt e m = / ' ()]|6dt =
m.Je ©

= / dt\/2 + 125; cambiando variabile t = v/2 sinh z si ottiene m = §(cosh z sinh z+x)(sinh ™~ (%
0

a a? a a? O 01
— 5= - Z il . 2 - 2 2)3/2 _ i
x)(0) 5(\/5\/1+ 5t + 1+ 5). bs m/O dity2+ 1 = —2((2+a?) 2v/2). 1l valore di a

cambia da compito a compito.

))—d(cosh z sinh a:—l—l
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. Con la sostituzione z = €% ed applicando

4m 27
V2 + t2dt dt
e (compito A) / f(z,y,z)ds = 2+ = 2/ —
® 0 V241t2(24 cost) o 2+cost

an

V3

all’intervallo di integrazione.....

la teoria dei residui si ottiene . Si poteva pure effettuare la sostituzione ¢ = 2 arctan x ma bisognava stare attenti

3
e (compito B x,y,z)ds =
(eomp ) ~/gaf( 7) 0 V24132 +sint

t
Iy = / ———— si calcola facilmente con la sostituzione ¢ = 2 arctanx come prima.
o 2-+sint

V2 + £2dt dt At ge
+ = / — +/ — = 7 4 I,. Con la stessa

) o 2+sint or 2+sint
27
\ V3
E pero istruttivo calcolarlo con il metodo della variabile complessa.
dz

sostituzione si ha I; =

I, = / 227,. Le radici del denominatore sono z1,2, = i(—2 £ \/§) per cui, chi-
{z€C:|z|=1, arg(z)€[0,x]} < +4iz -1
.. . . . dz ! dx
udendo nel semipiano superiore, si ottiene I = 25— +2 - =
{(2€C:[2|=1, arg(z)elo,n]} 2° t4iz—1 2?4 diz—1
1
dx 1 1 1 1 1
0. Di conseguenza si ha I, = —2/ - . - = — ;
& 2 a2t dic—1 22 4diz—1  2iBa+2i—iv3 2ivV3a+2i+iV3

/1 dx B
a2 tdiz—1

- Ti/ﬁ ((1n(:v+2i—i\/§) —In(z +2i+iV3))(x = 1) — (In(z + 2i — iv3) — In(z + 2i + iV3))(z = —1)) -
1 1+42i—4V/3 1 —1+2i—iV3 1 142 —iv3 —1+42i+iV3

= n — n = n

20v3  1+2i+iV3  20V3  —1+2i4+iv3  2ivV3 —1+42i—iV3 1+2i+iV3
Se indichiamo con z, = 1+i(2—V3) = |z,]€™?, si ha 2/ = —14i(2—/3) = |2,|e!("=%<). Allo stesso modo abbiamo
21 =14i(2+V3) = |z1]e", si ha 2/ = =1 + (24 V3) = |2} [TV,

1+2i—iv3 —1+2i+iV3 ; :
In = In(e'("7mH200) (1T =201)) — 9i  — 2w, = 2iarctan(2 — V/3) — 2i arctan(2 +

1 )
V3) = 2 arctan(m) — 2iarctan(2 + V3) = 22(% — 2arctan(2 + V3)) = 22(% - 2E7T)' Alla fine si ottiene
T, 1 2T

T ARG

8
equindi I1 + I, = ——7

2i( e

e (compito C) / f(z,y,2)ds 2 +sint - 3v3

T V2 dt /2” dt 4dr
o “Jo V2F222+sint)  Jo

5m 2m ™
V2 + t2dt dt dt 26

e (compito D) / f(z,y,2)ds = + ) = 2/ /

%) 0 0

> = =T
0 V2+t3(2+sint 2 +sint 2+4sint 343
Quinto esercizio

Si applica il teorema di Gauss. La quantita cercata e ///2 . (divE (z))dxdydz. In tutti i problemi la
G+

divergenza & costante (diciamo d) per cui I'integrale & ¢ volte il volume dell’ellissoide e quindi %wabcd. Per il calcolo

del volume in oggetto si puo passare alle coordinate polari adattate ossia ¢ = apsindcosp, y = bpsindsin p,

z=cpcos?, 0 < p<1,0<Y¥ <7, 0< e <27 Lo iacobiano della trasformazione & p? sin Yabc....
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