Massimi e minimi assoluti
vincolati: esercizi svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd mag-

giore.

Esercizio 1. Determinare i punti di massimo e minimo assoluti delle seguenti funzioni

di due variabili sugli insiemi specificati:

a) flz,y) =x+vy, M:{(:c,y)ERQ: x2—|—y2:1}

(@, 72) punto di massimo assoluto,

V2

(—7, —@) punto di minimo assoluto

b) fa,y) =22+ +y2 =1, M={(z,y) eR*: 2®+y* =9}

(0, £3) punti di massimo assoluto, ]

(£3,0) punti di minimo assoluto

o) flay) =2+, M={(z,y) eR®: (z-1)*+(y—2)?*-20=0}

[ (3,6) punto di massimo assoluto, ]

(—1,—2) punto di minimo assoluto

d) f(z,y) = xy, M:{(x,y)ERQ: x2+y2+xy—120}

[ ( i) (—— ——) punti di massimo assoluto, }
(-1

3
(1,-1), ,1) punti di minimo assoluto
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e) f(x,y) :x4+y4—8(x2+y2) M = {(:U,y) eR?: 22 +4°< 9}

(0,£3), (£3,0) punti di massimo assoluto, ]

(£2,4+2) punti di minimo assoluto

f) floy) =220 +y° —x M:{(m,y)eRQ: x2+y2§1}

[ (—1,0) punto di massimo assoluto, ]

(%, 0) punto di minimo assoluto

g) f(z,y) =322 + 49? — 62 — 12 M = {(x,y) eR?: 22442 —4< 0}
(—2,0) punto di massimo assoluto,
(1,0) punto di minimo assoluto

h) f(x,y) =" M:{(x,y)ERQ: x2—1§y§3}

[ (2,3) punto di massimo assoluto, ]

(—2,3) punto di minimo assoluto

Svolgimento

a) La funzione f(z,y) = = +y & di classe C® su R?. L’insieme
M= {(:L',y) eR?: 22+ = 1}
& compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in RQ, allora i punti di
estremo su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(x,y) = x® + y? — 1, consideriamo

la funzione

L(x,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) ::c+y—)\(a:2+y2—1).
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159

Fig. 1: L’insieme M.

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y, A) tali che VL(z,y,A) = 0.

Si ha che or
oy By A) =1-2x
oL
- A)=1-2\
ay (%% ) Y
oL _ ) )
a(x,y,k) =— (x + 9% — 1).
Quindi
VL(z,y,A) =0 <= <(2\y=1 — Jy=%
224y =1 5= ﬂ:%
Si ottengono quindi i punti stazionari ( 5 22, ?) e ( @7 _@) di £
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono <§, 22> e ( g’ _g) Es

sendo

V2 V2 V2 V2
f <272> == ﬁ, f <_2 _2> —\@7

si ha che (*2[, \{) ¢ il punto di massimo assoluto di f su M e <—§, —@) e il

punto di minimo assoluto di f su M.

b) La funzione f(z,y) = /22 + 42 + 9% — 1 & di classe C™ su R?. L’insieme M =
{(m,y) eR?: 22442 = 9} ¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f
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ammette massimo e minimo su M.

Fig. 2: L’insieme M.

Per ogni (z,y) € M si ha 22 = 9 — y2. Posto ¢ = fiar, siha che 1 [-3,3] — R
¢ definita da ¢(y) = f(z(y),y) = y*> + 2. Quindi per ogni -3 < y < 3 si ha
2 < ¢(y) < 11, piu precisamente

min ¢ p(0),  maxy p(£3),

ossia

mjvi[nf:2:f(:|:3,0), mﬁxlelzf((),:l:?)).

Ne segue che (£3,0) sono punti di minimo assoluto per f su M e (0,+£3) sono

punti di massimo assoluto per f su M.

La funzione f(z,y) = 22 + 32 ¢ di classe C* su R?. L’insieme
M={(zy) eR*: (-1 +(y—2)2-20=0}
e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

. . N . . . . 2 . . .
Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in R”, allora i punti di
estremo su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il

metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y) = (z — 1)? + (y — 2)? — 20,
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Fig. 3: L’insieme M.

consideriamo la funzione
»C(Sﬂ,y,)\) = f(xay) - )\g(fC,y) :ZE2 +y2 - A |:(:C7 1)2+ (yi 2)2 720} .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y,A) tali che VL(z,y,A) = 0.
Si ha che

oL

%(a:,y, A) =2z —2\(z—1)

oL

— =2y —2 -2

oy DY N =2 =2y -2)

oL _ 2 2

oy @y ) = =@ = 1)’ + (y —2)* - 20].

Quindi
p(1—)) = -\ T =32
VL(z,y,\) =0 <= y(1—A) = —2)\ = y =2

(& —1)2+ (y —2)2 = 20 A=13

Si ottengono quindi i punti stazionari (—1, -2, %) e (3, 6, %) di £. Quindi i punti

stazionari vincolati di f su M sono (—1,—2) e (3,6). Essendo
f(=1,-2) =5, f(3,6) =45,

si ha che (3,6) ¢ il punto di massimo assoluto di f su M e (—1,—2) & il punto di

minimo assoluto di f su M.
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d) La funzione f(z,y) = xy & di classe C™ su R2. L’insieme
M = {(m,y) eR*: 224+ +ay—1 :O}
¢ compatto. Infatti, ¢ chiuso in quanto complementare di
{(m,y) eR?: 22+ +ay—1 >0}U{(ﬂ:,y) eR?: 22+ +ay—1 <0}

che ¢ aperto in quanto unione di due aperti. Inoltre ¢ anche limitato. Infatti, se
non lo fosse, allora esisterebbero in M punti (x,y) con |z| o |y| arbitrariamente

grande. Ma se (z,y) € M, allora 22 + y? = 1 — xy. Quindi

lz]o |y = +o0 = 2*+y® - +oo = Yy — —00 con zy ~ —(x? +y?).

2

Ne segue che deve essere y ~ —x, cioe —x2 ~ xy ~ —222 per |z| — +o0: assurdo.

In modo del tutto equivalente, si osserva che la curva 22 + 32> + a2y — 1 = 0 &

I’equazione di un’ellisse reale. Infatti, la matrice associata al polinomio g(x,y) =

2 4+ y? + 2y — 1 e la matrice dei termini di secondo grado del polinomio g sono
rispettivamente
0

1 11
0 -1 2

Si ha che det A = 2, tr(A) =2 e det B = —3 # 0. Essendo det A > 0 e tr(A) -

S ol

det B < 0, si ha che la conica g(z,y) = 0 & un’ellisse reale.

Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo su M. Essendo
. . N . . . . 2 . . .

f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in R*, allora i punti di estremo

su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il metodo dei

moltiplicatori di Lagrange. Consideriamo la funzione

L(z,y,\) = f(z,y) — Ag(x,y) :a:y—)\(x2+y2+xy— 1).

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y, A) tali che VL(z,y, ) = 0.

Si ha che
oL

oL
oL
3 (@A) =~ (fﬂQ +y? +ay— 1)-
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Quindi
y(1—=X) =2z (y—z)1+X) =0

VL(z,y,N) =0 <= <{zl-N)=2y <+ z(1-\)=2y
22+ +ay=1 T
I punti stazionari di £ sono (1,~1,-1), (~1,1,-1), (%, %3

3 s
di £. Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (1, —1),

(—@, —Q) . Essendo

N ) R O

si ha che (@, ?) e (—?, —?) sono punti di massimo assoluto di f su M e

(1,—1) e (—1,1) sono punti di minimo assoluto di f su M.
e) La funzione f(z,y) = 2* +y* — 8 (22 + y?) ¢ di classe C™ su R2. L’insieme M =
{(az, y) € R?: 22442 < 9} e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f

ammette massimo e minimo su M.

-4

Fig. 4: L’insieme M. In azzurro int(M) e in blu OM.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(m,y) eR*: 22 +4% < 9}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y) € int(M) tali che V f(z,y) = 0. Si ha che

of

of
D (z,y) = 4x° — 16z, 3y (z,y) = 4y” — 16y.
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Quindi i punti stazionari di f in int(M) sono: (0,0), (0, £2), (£2,0), (£2,+2). Per
stabilire se sono di massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana

di f in questi punti. Si ha che

02 02
87{(9;,?;) = 1222 — 16, ay";(aj,y) = 12¢% — 16,

0% f
0xdy

(z,y) = 0.

Quindi la matrice Hessiana di f in (x,y) ¢

1) 1222 — 16 0
He(z,y) = .
d 0 12y% — 16

Ne segue che

H(0,0) = (56 —26) = (0,0) & un punto di massimo locale per f su M;

H(0,£2) = <_016 302> = (0,42) sono punti di sella per f su M;

Hp(£2,0) = (302 —26) = (£2,0) sono punti di sella per f su M;

32 0
0 32

Il massimo locale ¢ f(0,0) = 0 e il minimo locale ¢ f(£2,+2) = —32.

Hy(£2,£2) = ( ) = (£2,+2) sono punti di minimo locale per f su M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(:L“,y) eR?: 22442 :9}.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in R?, allora i punti di
estremo su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y) = 22 + y? — 9, consideriamo

la funzione
L(x,y,)) = fla,y) = Agla,y) = o' + 3" =8 (2 +97) = A (a2 +47 - 9).

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y, A) tali che VL(z,y, ) = 0.
Si ha che

gi (z,y,\) = 42> — 162 — 2\z
gj (z,9, ) = 4y° — 16y — 2)y

oL

oA

(x,y,\) = — (a:2+y2—9).
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Quindi
27 (222 —8—2) =0
VL(z,y,\) =0 <= 2y (24> —8—X) =0
22 +y?=09.
I punti stazionari di £ sono (0, £3,10), (£3,0,10), (ig\/é,ig\@, 1). Quindi i
punti stazionari vincolati di f su M sono (0,+£3), (£3,0), (j:%\/i,:t%ﬁ) Es-

sendo

f(0,43) = f(£3,0) =9 > 0= f(0,0),

3 3 63
f (izﬂ,i2\f2> = -5 > —32=f(£2,£2),

si ha che (0,43) e (£3,0) sono punti di massimo assoluto per f su M, mentre

(£2, £2) sono punti di minimo assoluto per f su M.

f) La funzione f(z,y) = 222 + 32 — z & di classe C® su R® L’insieme M =
{(x,y) eR?: 22442 < 1} ¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass

f ammette massimo e minimo su M.

1.5+

Fig. 5: L’insieme M. In azzurro int(M) e in blu OM.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in

int(M) = {(x,y) eR*: 22+ < 1}.
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Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y) € int(M) tali che V f(z,y) = 0. Si ha che

Of () — 4w — O ) =

Quindi l'unico punto stazionario di f in int(M) & (%,O). Per stabilire se ¢ di
massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di f in questo punto.
Si ha che

>’f >’f *f

. g . . . . 1 N
Quindi la matrice Hessiana di f in (Z’ O) e

1 4 0
(39 = (0 »)
Ne segue che (i, 0) e un punto di minimo locale per f su M e il minimo locale &

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
OM = {(z,y) €R*: 22 +42 =1},

Per ogni (,y) € OM si ha che y* = 1—2*. Posto ¢ = fian, siha che ¢ : [-1,1] —
R & definta da
o(x) = f(z,y(x)) = 22— x4+ 1.

I punti di estremo di f su OM sono i punti (x,y(x)) con z di estremo per .
Essendo ¢ di classe C*° sull’intervallo chiuso e limitato [—1,1], i suoi punti di
estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi dell’intervallo [—1,1]. Si
ha che ¢/(z) = 2z — 1. Quindi ¢'(z) = 0 se e solo se z = 5 e ¢/(z) > 0 se e solo se
% <z < 1. Ne segue che x = % € un punto di minimo per . Inoltre x = £1 sono
punti di massimo locale per ¢. Piu precisamente, essendo ¢(—1) =3 e p(1) =1,
si ha che z = —1 & un punto di massimo assoluto per ¢, mentre x = 1 € un punto
di massimo locale per ¢. Quindi (%, j:@) sono punti di minimo assoluto per f
su OM, (—1,0) & un punto di massimo assoluto per f su OM e (1,0) & un punto

di massimo locale per f su OM. Essendo
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si ha che (i,O) ¢ il punto di minimo assoluto per f su M, mentre (—1,0) ¢ un

punto di massimo assoluto per f su M.

¢) La funzione f(x,y) = 322 + 4y% — 62 — 12 & di classe C*° su R%. L’insieme M =
{(m, y) eR?: 22442 —4< 0} & compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass

f ammette massimo e minimo su M.

Fig. 6: L’insieme M. In azzurro int(M) e in blu OM.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(x,y) eR*: 224+4% < 4}.

Essendo f di classe C*°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y) € int(M) tali che Vf(x,y) = 0. Si ha che

gi(:ﬁ,y) = 6z — 6, gj;(x,y) = 8y.

Quindi 'unico punto stazionario di f in nt(M) € (1,0). Per stabilire se & di
massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di f in questo punto.
Si ha che

% f

32
o) !

ay?

2
@y =8 2@y =0

=6 0xdy

Quindi la matrice Hessiana di f in (1,0) ¢

Hp(1,0) = (g g)
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Ne segue che (1,0) ¢ un punto di minimo locale per f su M e il minimo locale &

£(1,0) = —15.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(a:,y) eR?: 22442 :4}.

Per ogni (x,y) € OM si ha che 3? = 4—22. Posto ¢ = flonr, si ha che ¢ : [-2,2] —
R & definta da
o(x) = flz,y(z)) = -2 — 62 + 4.

I punti di estremo di f su OM sono i punti (x,y(x)) con z di estremo per .
Essendo ¢ di classe C*° sull’intervallo chiuso e limitato [—2,2], i suoi punti di
estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi dell’intervallo [-2,2]. Si
ha che ¢'(z) = —22 — 6. Quindi ¢ non ha punti stazionari in [—2,2] e ¢/(z) < 0
per ogni x € [—2,2]. Ne segue che z = —2 ¢ un punto di massimo assoluto per ¢ e
x = 2 & un punto di minimo assoluto per ¢. Quindi (—2,0) & un punto di massimo

assoluto per f su dM, (2,0) & un punto di minimo assoluto per f su dM. Essendo
£(2,0) = —12 > —15 = £(1,0),

si ha che (1,0) ¢ il punto di minimo assoluto per f su M, mentre (—2,0) ¢ il punto

di massimo assoluto per f su M.

La funzione f(z,y) = e*¥ & di classe C* su R?. L’insieme
M:{(x,y)€R2: m2—1§y§3§0}

e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(a:,y) eR*: 22-1<y< 3}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y) € int(M) tali che V f(x,y) = 0. Si ha che

O o= yerv L) = e
6$<x,y>_ye ’ ay(x7y)_xe .
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3.57)

3.0

2.5+

2.0

159

1.0+

0.5

Fig. 7: L’insieme M & la parte di piano limitata dalla linea blu (9M).

Quindi I'unico punto stazionario di f in int(M) & (0,0). Per stabilire se ¢ di

massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di f in questo punto.

Si ha che
82f 2 zy an 2, xy an ry
W(xay)_y €, aiyz(xay)_x €, 8$8y(x’y)_e (1+{Ey)

Quindi la matrice Hessiana di f in (0,0) &

0 1
H(0,0) = (1 0) .
Ne segue che gli autovalori di questa matrice sono A\; 2 = 1. Quindi (0,0) non &
né un punto di massimo né un punto di minimo locale per f su M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M. Osserviamo che M non & una
varietd di dimensione 1 in R?, infatti in un intorno dei punti (£2,3) l'insieme OM
non ¢ il grafico di una funzione di classe C' di una delle due variabili rispetto

all’altra. Si osservi inoltre che M =T'; UT'y dove
N ={(@y) eR*: y=3 -2<z <2},
Ly ={(z,y) eR*: y=2®-1,-2<z <2}

Cerchiamo separatamente i punti di estremo di f su I'y e I's. Consideriamo ini-

zialmente I';. Per ogni (z,y) € I'1 si ha che y = 3. Posto 1 = fip, si ha che
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Fig. 8: Gli insiemi I'; (in rosso) e I'y (in blu).

¢1:[—2,2] — R ¢ definta da

p1(x) = f(x,3) = ¥,

I punti di estremo di f suI'; sono i punti (z,3) con z di estremo per ¢;. Essendo ¢
strettamente crescente in [—2,2], si ha che x = —2 & un punto di minimo assoluto
per ¢1 e z = 2 & un punto di massimo assoluto per ¢1. Quindi (—2,3) & un punto

di minimo assoluto per f suI'1, (2,3) & un punto di massimo assoluto per f su I'y.

Consideriamo ora I'y. Per ogni (x,%) € I'y si ha che y = 22 — 1. Posto (g = firs>

si ha che @9 : [-2,2] — R ¢ definta da

3

p2(x) = fla,y(x)) =" 7"
I punti di estremo di f su I'y sono i punti (z,y(z)) con z di estremo per @s.
Essendo @9 di classe C*° sull’intervallo chiuso e limitato [—2,2], i suoi punti di
estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi dell’intervallo [-2,2]. Si
ha che h(z) = (322 —1)e*"~*. Quindi ph(z) = 0 se e solo se z = i? e ph(xz) >0
per x € [—2,—@) ezx € (?,2}. Ne segue che z = —@ e r = 2 sono punti di
massimo locale per w3, t = -2 ez = @ sono punti di minimo locale per 2. Ne

V3 2

segue che i punti (—— —g) e (2,3) sono di massimo locale per f su 'y, (—2,3) e

(%, —%) sono di minimo locale per f su I's. Quindi il punto (2,3) ¢ di massimo

locale per f ristretta a OM =T';y U9 e il punto (—2,3) ¢ di minimo locale per f
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ristretta a OM =T'y UT'3. Essendo

2 2

fe23)—e b faay = (Y3 2 s (V3 2)_ s
3 3 3 3

si ha che (2,3) ¢ il punto di massimo assoluto per f su M e (—2,3) ¢ il punto di

minimo assoluto per f su M.
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Esercizio 2. Determinare i punti di massimo e minimo assoluti delle seguenti funzioni

di tre variabili sugli insiemi specificati:
a) f(z,y,2) =2%e™ M:{(x,y,z)€R3: :c2+y2+z2§1}

[ (0,0,£1) punti di massimo assoluto, ]

(x,7,0) tali che 22 + y? < 1 sono punti di minimo assoluto

b) fla,y.2) =yV1+22  M={(z,y,2) eR®: (2-1)?+y*+:2 <4}
(1, \/g , i\/g) punti di massimo assoluto,
(1, —\/g ) :l:\/§> punti di minimo assoluto

¢) f(z,y,2) =2 +cosy M:{(m,y,z)€R3: $2+y2+€zz:10}

(£3,0,0) punti di massimo assoluto, ]

(0,+£3,0) punti di minimo assoluto

*d) f(z,y,2) =g(x) 4+ g(y) + g(z), dove g : [0,+00) — R & la funzione

tlogt set>0 3
g(t) = 0 f—0 M:{(x,y,z)ER xty+z=1, :c,y,zZO}
se t =0,
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) punti di massimo assoluto,
(%, %, %) punto di minimo assoluto
y? — 22
¢) fla,y.2) =5 M ={(z,y,z) eR®: &®+y*+2* <4}

[ (0,£2,0) punti di massimo assoluto, 1

(0,0,42) punti di minimo assoluto

f) f(x,y,z) = (1+Z2> 6_y2 M = {(:c,y,z) c RB: 562—}-4 < 86_y2_zz}

(0,0, £y/log 2) punti di massimo assoluto,
(0, £y/1og 2,0) punti di minimo assoluto
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g) f(xayvz): (1+x2)6_Z2 M:{(m,y,z) ERgi x2+y4—2y2+22§0}

(+1,41,0) punti di massimo assoluto, ]

(0,£1,+£1) punti di minimo assoluto

Svolgimento
I grafici dei domini di questi esercizi si trovano sulla pagina web

http://calvino.polito.it/~lancelot /didattica/analisi2/esercizi/grafici_maxmin_assoluti_esercizio_2.html

a) La funzione f(z,y,z) = 22 e & di classe C* su R®. L’insieme

M:{(x,y,z)€R3: x2+y2+22§1}

e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(x,y,z) eR®: 2+ +22< 1}.

Essendo f di classe C*°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,2) = 0. Si ha che

af 2 _xy 8f 2 _xy 8f

“J — T e — T — 95 %Y.

83;(95,,%»2) Yyz- e, ay(x7yaz) Tzm e, 9z (m,y,z) ze
Quindi

Vf(,y,z)=0 <= J{az=00z=
z=0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (z,y,0) con 2?2 + 9% < 1. Os-
serviamo che anche (z,y,0) con 2 + y? = 1 sono stazionari per f su M ma non
sono interni a M. Essendo f > 0 e f(z,y,0) = 0, si ha che i punti (z,y,0) con

z? + 3% < 1 sono di minimo assoluto per f su M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in

8M:{($,y,z)€R3: x2+y2+22:1}.
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Essendo f di classe C® e OM una varieta di dimensione 2 in R?, allora i punti di
estremo su OM vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su OM. Procedia-
mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 22 +y?+22 -1,

consideriamo la funzione
L(x,y,2,\) = f(x,y,2) = Ag(z,y,2) = 2* €™ — A (x2 +y? 22— 1) .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, ) tali che VL(z,y, z, \) = 0.
Si ha che

oL

%(:U, Y, 2, \) = y22 e — 2z

ZL (z,y,2,A) = zz” ™ — 2\y

Y

oL

P (x,y,2,\) =2z€e"™ —2\z

gﬁ(x,y,z,)\) = — (a:2 +y? 4 22— 1).

Quindi

yz? e = 2\x
2% e = 2)\y

VL(x,y,z,\) =0 <—
2z (e —=X) =0

P4y 422 =1
I punti stazionari di £ sono (£1,0,0,1), (0,4+1,0,1), (0,0,+1,1), (z,y,0,0) con

22 +y? = 1. Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (x,y,0) con
22 +y?> = 1 e (0,0,£1). Per quanto detto in precedenza, i punti (x,%,0) con
22 +y? = 1 sono di minimo assoluto per f su M. Inoltre i punti (0,0, 1) sono di

massimo assoluto per f su M.
La funzione f(z,y,z) = yv1 + 22 & di classe C* su R®. L’insieme
M = {(az,y,z) eR?: (z—12+92+2%< 4}

& compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.
Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(z,5,2) €R*: (2 -1)*+ 92+ 22 < 4}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che Vf(z,y,2z) = 0. Si ha che

of of of Yz
= _— = 1 2 _ = —
6-:U (x7y’ Z) 07 ay (x7y’ Z) + z ) 82 (;U?y?z) /1 + 22



Massimi e minimi assoluti vincolati: esercizi svolti 19

Quindi f non ammette punti stazionari in int(M) e di conseguenza neppure punti

di estremo.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
M= {0 R P e

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di es-
tremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su M. Procediamo
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = (r—1)2+y?+22—4,

consideriamo la funzione
L(2,y,20) = f(2,9,2) = Aglw,9,2) =yV1+27 = A((@ = 1)? + 37 + 22— 4).

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, A) tali che VL(z,y, z, \) = 0.

Si ha che or
e —(x,y,2,A) = =2\(x — 1)
oL 5
oy —(z,y,2,A) = V1422 —2)\y
8£ Yz
S A — — 2
oL 2.2, .2
8)\(3334,2 A) = ((a:—l) +y +z —4).
Quindi
AMz—1)=0
V1422 = 2y
VL(z,y,2,\) =0 <=
2 (yim —24) =0

(x—1)2+y>+22=4.
I punti stazionari di £ sono

1 1 \/B f 1 \/E \/§ 1
1,2,0, 1,-2,0, - 1,4/2,+4/2, 2 1,—/2,+/2, -2 ).
( ) ’0’ 4>’ ( ) 70’ 4)7 ( ) 27 2’2)7 ( ) 27 2’ 2
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (1,42,0) <1, + %, :t\/§> Si

ha che
f(1,2,0) f(1,-2,0)

(ff) (ff)

Quindi i punti (1, \/g,:t\/g) sono di massimo assoluto per f su M, i punti
(1, —\/g, :l:\/g) sono di minimo assoluto per f su M.
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¢) La funzione f(z,y,z) = 2% + cosy ¢ di classe C* su R3. L’insieme
M = {(x,y,z) eR: 22424 = 10}

& chiuso e limitato. Infatti, si ha che se (z,y,2) € M, allora 2 + 3% = 10 — e ed
essendo €*” > 1 si ha che 0 <22+ 3% <9 e 0 < 22 < log10. Quindi ||(z,y,2)|? =
22 +1y?+ 22 < 9+1log 10. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo

e minimo su M.

Essendo f di classe C*° e OM una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di es-
tremo su dM vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su 0M. Procediamo
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 2% +y? + e — 10,

consideriamo la funzione
Lley, ) = f(2,y,2) = Mgla,y,2) = 2® + cosy = A (2? + 4 + ¢~ 10).

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, ) tali che VL(z,y, z, \) = 0.
Si ha che

oL

5.\ Y, %, = 2T — €z

8x( A) =2z — 2\

gj(a:,y,z,)\) = —siny — 2\y

oL

E(w,y,z,)\) = —2)\ze”

gf(m,y,z,)\) = — (x2 + 92 te — 10).

Quindi
2¢(1-X) =0
2 \y +siny =0
VL(z,y,2,\) =0 <=

Az=0

2+ 2+ e = 10.
I punti stazionari di £ sono (0,0,++/log10,0), (O,iB,O,—%sinS), (£3,0,0,1).
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (0,0, ++/log10), (0,+3,0,),
(£3,0,0). Si ha che

f(0,0,4110g10) =1, f(0,43,0) =cos3,  f(+3,0,0) = 10.

Quindi (£3,0,0) sono punti di massimo assoluto per f su M e (0, £3,0) sono punti

di minimo assoluto per f su M.
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*d) La funzione f(z,y,z) = g(z) + g(y) + g(z), dove g : [0,4+00) — R ¢ la funzione
{tlogt set >0

g(t) =
(¥ 0 set=0,

¢ continua. L’insieme M = {(x,y, z) € R¥: z4y4+z=1, z,y,2> 0} ¢ com-
patto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo su

M.

Per ogni (z,y,z) € M si hache 2z = 1—2z —y, con z,y > 0ex+y < 1.
Posto ¢ = fu, si ha che ¢ : M, — R ¢ definita da p(z,y) = f(z,y,2(z,y)) =
9(2) + 9(y) + 9(1 —x — ), dove M, = {(w,y) e R*: w+y <1, 2,y >0},

Fig. 9: L’insieme M.

I punti di estremo di f su M sono i punti (z,y, z(x,y)) con (x,y) di estremo per ¢.
Essendo M., chiuso e limitato, i punti di estremo di ¢ vanno cercati sia in int (M.,)
che su OM,. Consideriamo inizialmente i punti di estremo di ¢ in int (M,) =

{(m,y) eR?: z+y<1, 2,y> 0}. Si ha che per ogni (z,y) € int (M,)

p(z,y) = g(x) +9(y) +9(1 —z—y) =zlogzr +ylogy + (1 —x —y)log (1 —z — y).

Essendo ¢ di classe C™ in int (M), i punti di estremo vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y) € int (M,) tali che Vo(z,y) = 0. Si ha che

dp
z,y) =logz —log(1—2z—y),  ——(z,y)=logy —log(l —z—y).

Oy
( ay

oz
Quindi

T

Vo(z,y) =0 < {

Wl ol

)
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Quindi 'unico punto stazionario di ¢ interno a M, ¢ (%, %) Per stabilire se e
di massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di ¢ in questo

punto. Si ha che

=V Doy L Ty
a2 DY x(l—x—y) Oy? Y y(1—z—y)" 0xdy Y l—z—vy

3) @
11 6 3
Hw<3’3>—<3 6>

e gli autovalori sono 3,9. Quindi (%, %) & un punto di minimo locale per ¢. Si ha

ol

Quindi la matrice Hessiana di ¢ in (

che ¢ (%, %) = —log 3. Ne segue che (%, %, %) ¢ un punto di minimo locale per f
su M.

Consideriamo ora i punti di estremo di ¢ su dM,. Osserviamo che M, ¢ il trian-
golo equilatero di vertici (0,0), (1,0) e (0,1). Quindi M, non & una varieta di

dimensione 1 in R?. Denotiamo con I'y, 9,13 i lati del triangolo. Si ha che
Ny ={(,y) eR*: y=0,0<a <1},
Py={(@y) eR*: y=1-2, 0<z <1},

FgZ{(J},y)ER22 x =0, Ogygl}

easzl“lUFgufg.

Fig. 10: I lati I'; (in rosso), I'y (in blu) e I's (in fucsia).
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Osserviamo che

zlogx + (1 —xz)log (1l —x) se

o(z,y) =
ylogy + (1 —y)log (1 —y) se

(
zlogz + (1 —x)log (1l —x) se (x,
(

0 se (

B quindi sufficiente cercare punti di estremo su uno qualunque dei tre lati I';, per
i =1,2,3. Consideriamo I'] = {(x,y) eR*: y=0,0<z< 1}. Posto ¥ = ¢|p,,
allora ¢ : [0,1] — R & definita da
0 se x =0,
Y(x) =< zlogz + (1 —x)log(l —x) sel <z <1,
0 se x = 1.

I punti di estremo di ¢ su I'y sono i punti (z,y(x)) con x di estremo per 1. Si
ha che 9 & continua su [0, 1] e derivabile su (0,1) con ¢'(x) = logx — log (1 — x).

Quindi ¢/'(z) = 0 se e solo se z = % e ¢/(z) > 0 se e solo se z > 1. Quindi il

punto x = % ¢ di minimo assoluto per v e i punti x = 0,1 sono di massimo locale

per ?. Essendo 1(0) = (1) = 0 questi punti sono di massimo assoluto per ). Ne

1

segue che il punto (5, 0) ¢ di minimo assoluto per ¢ su I'; e i punti (0,0) e (1,0)

sono di massimo assoluto per ¢ su I'y. Analogamente si ha che il punto (%, %) edi
minimo assoluto per ¢ su I's e i punti (1,0) e (0, 1) sono di massimo assoluto per

¢ su I'y, il punto (O, %) ¢ di minimo assoluto per ¢ su I's e i punti (0,0) e (0,1)

sono di massimo assoluto per ¢ su I's. Essendo

(1) -5 3) o (o3) e
©(0,0) = ¢(1,0) = ¢(0,1) = 0,

11
Z 2l =21
¢<3’3) og 3,

si ha che i punti (0,0), (1,0) e (0,1) sono di massimo assoluto per ¢ su M,
11
373
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) sono di massimo assoluto per f su M e il punto (%, %, %)

e il punto ( ) ¢ di minimo assoluto per ¢ su M,. In conclusione i punti

e di minimo assoluto per f su M.

e) La funzione f(z,y,z) = yf;;i

< . 3 . .
& di classe C*° su R°. L’insieme

M:{(m,y,z)ERS: x2+y2+z2§4}
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¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(w,y,z) eR®: 2+ +22< 4}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,z) = 0. Si ha che

g(x z)——M g(x ) = 2y g(x z)——i
0r VA T T AT 0 ey WY T 5 YA T T
Quindi

y=0
Vi(r,y,2) =0 <=

z=0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (z,0,0) con |z| < 2. Osserviamo
che anche (£2,0,0) sono stazionari per f su M ma non sono interni a M. Si ha che
f(2,0,0) = 0 per ogni |z| < 2. Inoltre, fissato un punto (xg,0,0) con |zg| < 2 si
ha che per ogni intorno I di questo punto esistono punti del tipo (z,y,0) e (,0, z)

appartenenti a I N M tali che

f(z,0,2) <0< f(z,y,0).

Quindi i punti (z,0,0) per ogni |z| < 2 non sono né di massimo né di minimo per

fsu M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(:L‘,y,z) eR3: 224+ %+ 22 :4}.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di
estremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su 9M. Procedia-
mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 22 +y? + 22 —4,

consideriamo la funzione

2

2
Yy
E($7y72:7)‘):f(x7yvz)_>‘g(x7yaz): 1_’_$2 —A(I‘2+y2+2’2—4>.

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, ) tali che VL(z,y, z, \) = 0.
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Si ha che

%(iﬁ P ) _2$(y2—22) o T

or 'Yy 2, (1 + 1’2)2

oL 2y

— = -2

ay (z,y,2,\) T2 2V

oL 2z

%(ajaywza)‘) _1_|_$2 — 2z

oL _ 2 2 2

a($7yaza)‘) _<$ +y + 2 _4)
Quindi

—2 | =5+ A} —0

1Ty
VL(z,y,2,\) =0 < 2y(1+x2 >\>_O

—22(@4—)\):0

2+ y? 422 =4

Si ottengono quindi i punti stazionari (0,0, +2, —1), (0,£2,0,1), (£2,0,0,0) di L.
Quindi i punti stazionari vincolati di f su 9M sono (0,0, +2), (0,£2,0), (£2,0,0).
Per quanto detto in precedenza, i punti (£2,0,0) non sono né di massimo né di
minimo per f su M. Inoltre si ha che

£(0,0,42) = —4,  f(0,£2,0) = 4.

Quindi i punti (0,+2,0) sono di massimo assoluto per f su M, i punti (0,0, £2)
sono di minimo assoluto per f su M.
f) La funzione f(z,y,z) = (14 22)e ¥ & di classe C* su R®. L'insieme
M = {(x,y,z) eR¥: z2244< 8673/27'22}
¢ chiuso e limitato. Infatti, si ha che
lz| < V8ev?—2* —4 <2
(x,y,2) e M =
y? + 22 < —log [%(wQ + 4)} < log 2.
Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(m,y,z) eR: 224+4< Se*yzf‘zz} .

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,z) = 0. Si ha che

of — of - _ 2\ o—v* of — 9,V
a$($7y’z)_07 ay(q“?y’z)_ 2y<1+2)6 ) az(xayaz)_zze :
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Quindi
y=20
z=0.

Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (2,0,0) con —2 < z < 2.

Vi(z,y,2) =0 <= {

Osserviamo che anche (£2,0,0) sono stazionari per f su M ma non sono interni
a M. Per stabilire se questi punti sono di massimo, di minimo oppure né 'uno né
I’altro, determiniamo gli autovalori della matrice Hessiana di f in questi punti. Si

ha che

0? 0? e 07 2
G @n) =0 Ghyn) = (1+2) (12— 2) e Tl =26,

o2 f 82 f o2 f L,
axay(l'ayaz) - 813625(337:%2) - 0’ @('Iay? Z) - —4y26 .

Quindi per ogni —2 < x < 2 si ha che

0 0 0
Hp(z,0,00= {0 —2 0
0 0 2

e gli autovalori sono 0, —2, 2. Ne segue che i punti (z,0,0) non sono né di massimo

né di minimo per f.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(JUay, 2)eR¥: 22 +4= 8671’2722} .

Essendo f di classe C*° e 0M una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di es-
tremo su OM vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su OM. Procediamo
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y,2) = 22 +4 — ge V%",

consideriamo la funzione
E(xaya 2, )‘) = f(x,y, Z) - )\g(ZL’,y, Z) = (1 + 22) ein —A <5172 +4 — 8€7y27Z2> .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, ) tali che VL(z,y, z, \) = 0.
Si ha che
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Quindi

Ax =0

—2y [(1 +22)e v + 8)\] =0
VL(z,y,z,A) =0 <= )
2z (e_y — 8)\> =0

2 4+4= 8e—v—%°,

I punti stazionari di £ sono (+2,0,0,0), (0,0,:l:\/log 2, %), (O,:l:\/log 2,0, —%).
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (+2,0,0), (0,0,=+/Tog2),

(0, £v/10g 2,0). Si ha che
F(£2,0,0)=1, f (0,0,i\/log 2) =1+log2, f (0, +/log 2,0) = %

Quindi (0, 0, £v/log 2) sono punti di massimo assoluto per f su M e (0, £+/log2,0)

sono punti di minimo assoluto per f su M.
La funzione f(z,y,2) = (1+22) e~ & di classe C* su R®. L’insieme
M = {(az,y,z) eR%: 2?2+t —22+22< 0}

& chiuso e limitato. Infatti, si ha che 22 +y* —2y? + 22 =22 + (y? — 1)2 + 22 - 1.
Quindi

2
(x,y,2) e M = x2+(y2—1) +22<1 = 2| <1, [yl <V2, |7 < 1.

Ne segue che ||(z,y,2)|| < 2. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette

massimo e minimo su M.

159
1.0

0.5

Fig. 11: Sezione dell’insieme M con il piano yzx.
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Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(m,y,z) eR?: 22+t — 2P +22 < O} :

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,z) = 0. Si ha che

of — —2 Of — of — 2\ ,—2*
&U(x,y,z)—er ) 8y(x,y,z)—0, aZ(:E,y,z)— 22(1—|—IE>6 .
Quindi

z=0
Viz,y,z)=0 <—

z=0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (0,y,0) con —v/2 < y < V2,
y # 0. Osserviamo che anche (O, +v/2, 0) e (0,0,0) sono stazionari per f su M ma
non sono interni a M. Per stabilire se questi punti sono di massimo, di minimo

oppure né 'uno né laltro, determiniamo gli autovalori della matrice Hessiana di f

in questi punti. Si ha che

2 2
(r,y,2) = 26722, gy{(az, y,2z) =0, gz“;c(a:, y,z) = (1 + a:2> (422 — 2) efzz,

' (r,y,2) = °f (x,y,2) =0 O'f
Oxdy Y%= OyOz 2 =5 0x0z
Quindi per ogni —v/2 <y < v/2, y # 0, si ha che

2 0 0
0 0 -2

0% f

ox?

22

(r,y,2) = —dxze”

e gli autovalori sono 2, 0, —2. Ne segue che i punti (0,7,0) con —v/2 < y < /2,

y # 0, non sono né di massimo né di minimo per f.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
OM = {(,y,2) €R?: 2%+ y' — 2 4+ 22 =0}

Osserviamo che &M non & una varietd di dimensione 2 in R®. Infatti, in ogni
intorno di (0,0,0) € OM si ha che M non ¢ il grafico di una funzione di classe
C' di una delle tre variabili rispetto alle altre due. Pii1 precisamente ¢ 'unione dei

grafici delle due funzioni

(10172('%73/) = :t\/l — 2 (y2 _ 1)2
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che sono continue in (0,0) ma non differenziabili. Quindi il punto (0,0,0) va
trattato a parte facendo uno studio locale di f in un intorno di questo punto. Pero
OM \ {(0,0,0)} & una varietd di dimensione 2 in R®. Quindi essendo f di classe
C°, allora i punti di estremo su M \ {(0,0,0)} vanno cercati fra i punti stazionari
vincolati di f su 9M \ {(0,0,0)}. Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di

Lagrange. Posto g(z,y,z) = 22 + y* — 2% + 22, consideriamo la funzione
5(337%27)\) = f(xaya Z) - )‘g(xvy7 Z) = (1 + 22) eiyz —A (xz + y4 - 2y2 + Z2> .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (x, y, z, A) tali che VL(z,y, 2z, \) = 0.
Si ha che

gi(x, Y, 2, \) = 2z e — 2z

gg(x, y,2,A) = —4dy(y* — 1)

gf(x, Y, 2, \) = —2z (1 + $2) e —2)z
Quindi

2x (6_22 — /\) =0
Ay(y> —1) =0

VL(x,y,z,\) =0 <—
—2z {(1 + $2) e + /\} =0

2?4yt — 22+ 22 =0.

I punti stazionari di £ sono (o,i\/i,o,o), (O,ﬂ,ﬂ,—g), (£1,+1,0,1). Quindi
i punti stazionari vincolati di f su M sono (O,iﬂ, 0), (0, £1, £1), (&1, +1,0).
Si ha che

F(0,£v2,0) =1, f(0,41,41) = L 141,00 =2.

e

Quindi (1, +£1,0) sono punti di massimo assoluto per f su M e (0,£1,+1) sono

punti di minimo assoluto per f su M.



