Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

Analisi IT per Ingegneria Elettronica e Telecomunicazioni
09-02-2012 A.A. 2011/2012, Primo scritto, compito A

3 ore, 5 punti per ogni domanda tranne la numero due che vale 7

Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola
— Z
1) Sia data la funzione f(z) = { 22+y* =7 © Si trovino i punti in cui & : i) continua,
0 z=0

ii) derivabile e si calcolino le derivare parziali, iii) Si trovino i punti in cui la funzione &
differenziabile, iv) la derivata direzionale calcolata in (0,0) e nella direzione (1,1). Si svolgano
tutti i calcoli necessari che vanno allegati al compito. Sbagliare una delle derivate richieste
al punto ii), comporta I’annullamento del compito

2) Sia data la seguente funzione f(z,y) = —2% + y? + 2y — y. Si trovino i punti critici e se ne
stabilisca la natura
e Si trovino massimo e minimo assoluti della precedente funzione ristretta al triangolo di vertici
(—2,-2), (—2,2), (2,2) (bordo compreso)

2 2

3) Si calcoli I’area della superficie definita dalle condizioni: z? + yz =1lez?<42®+ yz

2
4) Sia dato il campo vettoriale in R?, F(z) = (42® +y* —4)i+ \/4x? + yzl—i— e"Yk. Se ne calcoli
il flusso attraverso la superficie definita nel precedente esercizio.

p— 2 —_ 2 . .
5) Siano date le seguenti successioni di funzioni: f,(r) = ze ™, gu(z) = xe " . i) Si
dimostri che convergono puntualmente in R, 1ii) Si dica se la convergenza ¢ uniforme in [N, N]|
con N intero positivo arbitrario. iii) si dica se la convergenza ¢ uniforme su R

€z

6) Si calcoli I'integrale ]{1}3_ =

dz esteso al segmento di estremi —2 — 27 e 2 4 2¢ ed alla

semicirconferenza di raggio 21/2 e centrata nell’origine che collega i precedenti punti. Il cammino
€ percorso in senso antiorario.
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

Analisi IT per Ingegneria Elettronica e Telecomunicazioni
09-02-2012 A.A. 2011/2012, Primo scritto, compito B

3 ore, 5 punti per ogni domanda tranne la numero 2 che vale 7

Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola
— Z
1) Sia data la funzione f(z) = { 22+y* =7 © Si trovino i punti in cui & : i) continua,
0 z=0

ii) derivabile e si calcolino le derivare parziali, iii) Si trovino i punti in cui la funzione &
differenziabile, iv) la derivata direzionale calcolata in (0,0) e nella nella direzione (1,1). Si
svolgano tutti i calcoli necessari che vanno allegati al compito. Sbagliare una delle derivate
richieste al punto ii), comporta ’annullamento del compito

2) Sia data la seguente funzione f(x,y) = —2z3 + %yz + xy — y. Si trovino i punti critici e se
ne stabilisca la natura

e Si trovino massimo e minimo assoluti della precedente funzione ristretta al triangolo di vertici
(—2,-2), (—2,2), (2,2) (bordo compreso)

2 2

3) Si calcoli Parea della superficie definita dalle condizioni: z2 + % =1ley? <92+ %

2
4) Sia dato il campo vettoriale in R?, F(z) = (92% + 2% — 9)i + /922 + %l + k. Se ne

calcoli il flusso attraverso la superficie definita nel precedente esercizio.

TV/n R

= ——— on(®) = 4/¥—F.

1+ na? (z) n3 + |x|?
dimostri che convergono puntualmente in R, 1ii) Si dica se la convergenza ¢ uniforme in [N, N]|
con N intero positivo arbitrario. iii) si dica se la convergenza ¢ uniforme su R

5) Siano date le seguenti successioni di funzioni: f,, ()

mz

I
6) Si calcoli I'integrale j{ T3 22

dz esteso al segmento di estremi —2 — 27 e 2 4 2¢ ed alla

semicirconferenza di raggio 21/2 e centrata nell’origine che collega i precedenti punti. Il cammino
€ percorso in senso antiorario.
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Soluzioni

Problema 1
Compito A. Continuita .

(xo,y0) # (0,0). Si tratta del rapporto di due polinomi in cui il denominatore non si annulla.
Da cio segue la differenziabilita e quindi la cointinuita insieme con la derivabilita .

3

x e . .. N

——— ed il limite sulla restrizione f(x,z) ¢ zero.
. . . . . . . . x2 ~+ x4 . . K .

Quindi, se si immagina che il limite della funzione di due variabili debba esistere, esso ¢ zero.

Se perd ci si mette sulla restrizione y = /z si ottiene

(x0,y0) = (0,0). Se si pone y = x si ottiene

3 + x3/2 1 1

flavm) =S = St )

x? + 2 2
il cui limite per z — 0™ & 400

Errori pitt o meno significativi.

Primo errore. Si passa a coordinate polari in

3 3 3 3
clm 2yl el 4yl

0
$2+y4 — $2+y4

e sl ottiene
p%(cos® 9 +sin® 9)| 5 |p(cos® ¥ + sin® 0)|

p2(cos2 9 + p2 sin* ) cos2 1 + p? sin ¥

e si conclude che, essendo a numeratore presente p, il limite ¢ zero. Cio ¢ inesatto in quanto
bisogna liberarsi della presenza di ¢ sia a numeratore che a denominatore.

E un errore anche se si scrive

|p(cos® ¥ + sin® 9)| < 2p
cos2 ¥ +sin*9  ~ cos2d + p2sint ¥

e si conclude che il limite & zero. Alcuni hanno “osservato” che per p che tende a zero, a
denominatore rimane cos? ¥ e a numeratore p da cui il limite zero. Riflettendo sulla definizione
di limite si capisce dove sta ’errore.

Ve>030.>0: [z <. = [f(z) - f(O)|<e
Ora ||z|| < 0. ¢ la sfera di centro l'origine e raggio d.. Nella espressione

2p
cos2 ) + p2sin* ¥

si prenda p piccolo quanto si vuole, ma poi si prenda una successione ¥y che tende a /2
abbastanza velocemente. E evidente che il precedente rapporto non sara mai piccolo quanto
una quantita fissata piccola a piacere. Se si vuole un esempio concreto si prenda p piccolo e poi

2
si osservi che cos? = sin(§ — ) da cui cos? ¥ < <g - 19) e prendiamo ¥ = ¥y = g — p. Inoltre

si ha sindy < 1. In questo modo minoriamo

2p 2p
1,2 5 2
cos? ¥ + p?sin“ ¥ — p*+p
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che non e piccolo se p e piccolo.
e Secondo errore. Alcuni hanno scritto y = ma e poi hanno verificato che lin%) flz,mz)=0
T—r

per ogni valore di m concludendo che siccome il valore der limite, zero, non dipende da m, la
funzione di due variabili ammette limite e vale zero pure per essa. Lo/a studente/ssa cerchi
di spiegare a se stesso/a perché il limite nell’origine della funzione che segue smentisce tale
asserzione
1 se |yl >a?
f) =41 sey=0

0 altrimenti

Ad ogni modo chi si fosse degnato/a di leggere il file denominato “Materiale non presente”,
avrebbe trovato tutti gli elementi per non sbagliare in particolare in relazione a quest’ultimo
possibile errore.

Continuita - Compito B

Essendo
lirr(l) flx,z) =0, lim f(z, V)= =
T—

anche in questo caso il limite non esiste.

U%o stuqlente ha4 scrittf
x° + 2 * + 2 .
‘—y < ‘—y che presuppone y* > »? ma cio & vero se |y| > 1 mentre nel nostro caso

$2 + y4 1.2 + y2
y — 0.
Derivabilita - Compito A. Per quanto detto prima ci preoccupiamo solo dell’origine.

f(ha O) — f(Q) h3

12(0) = Jim 3 = lim o =1
. fOR)—fO) . 23
Fo0) = fim TET = i T = oo

Al di fuori dell’origine

z(z3 + 3zy® — 4y?)
(22 + y3)2

fa::

fy:

Domanda a bruciapelo: sono continue le derivate nell’origine? Evidentemente no ma si dimostri
che non esiste neppure il limite lin% fy(x). Fuori dall’origine sono continue
T—r

Derivabilita - Compito B. Per quanto detto prima ci preoccupiamo solo dell’origine.

F(h,0)~ FO©) _ . H

foQ) = i, = = =1
i TOR - fO) 20t ]
MO=I T T T

ed il limite non esiste.

Al di fuori dell’origine

z(x3 + 3zyt — 4y?)
(22 1 y4)2

Ayt (-2 + x)

fx: fy— (.%’2+y4)2
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Domanda a bruciapelo: sono continue le derivate nell’origine? Evidentemente no ma si dimostri
che non esiste neppure il limite lir% fy(x). Fuori dall’origine sono continue
rT—

Derivata direzionale. Compito A.

Bisogna calcolare

i FEVEVE) - £(©)
t

t—0

Derivata direzionale. Compito B.

Bisogna calcolare

m-=¥=  — =
t—0 ¢ %_}_% \/§

hmf(t/\/zt/\/i)_f(g) i 1W§+%_ 1
t

t—0

11
V2 V2
del gradiente nell’origine vale 400 oppure non esiste.

e in nessuno dei due casi vale la formula 9f(0) - ( ) dal momento che la seconda componente

Differenziabilita . Compito A Fuori dall’origine sono differenziabili in quanto ivi le deri-
vate parziali sono continue. Nell’origine non e differenziabile in quanto non esiste (nel senso che
non ¢ finita) f,(0) e quindi non si puo impostare il limite

iy T = F(©) = 9(0) -

(= A

Differenziabilitd . Compito B. Non esistendo f,(0) certamente non e differenziabile.

Problema 2. Compito A

N 11 1 3
E un esercizio standard. I punti critici sono (5, 3) e (—5, Z) e sono rispettivamente una sella
1 3 7
d inimo. f(—=,-) = ——
ed un minimo. f( 5 4) 16

e Seconda domanda. Bisogna studiare i tre casi: 1) f(—2,y), 2 <y <2, f(z,2),-2<z<2
3) fz,x), —2<x <2

3 23
1) f(—2,y) = g(y) = 8+ y? — 3y che ha un minimo locale in y = 3/2 e 9(5) =7 Inoltre si ha
9(2) =6, g(=2) = 18.

2
2) f(x,2) = g(x) = —2® + 2z + 2 che ha un minimo locale in x = —\/; ed un massimo locale

2 2 2
inx = \/;eg(— =) :2—\/—6, g/ =) :2+\/—6,. Inoltre si ha ¢(2) = -2, g(—2) = 6.

3 4 3 4

3) f(z,z) = g(z) = —23 + 222 — z che ha un minimo locale in x = 1/3, ed un massimo locale
4

inz=1. g(g) =g g(1) = 0. Inoltre si ha g(—2) = 18, ¢g(2) = —2

Se ne conclude che il minimo ¢ —2 ed il massimo ¢ 18. Inoltre si puo notare che nessuno dei
due estremi corrisponde a punti in cui la funzione di due variabili assume un estremo. Per
evidenziare cio scriviamo f(—2+§&, —2+n) = 18 — 14€ + 6£2 — €3 — T +n? + &n. Poi prendiamo
n = 0 e facciamo variare £ per valori sia positivi che negativi ma piccoli abbastanza da far si
che il segno di —14¢ + 662 — €3 sia lo stesso di —14¢. Le ordinate passano da valori pitl grandi
di 18 a valori piu piccoli.
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Per quanto riguarda il massimo assoluto abbiamo f(2+¢&,2+4n) = —2—106—6£2—£34+-5n+n?+£n
e valgono considerazioni analoghe.

Problema 2. Compito B

. 1 2 1 3
E un esercizio standard. I punti critici sono (5’ §) e (—5, 5) e sono rispettivamente una sella
1 2 8 1 3 7
d 1ni . —_ -] = —— —_—— =) = — =
ed un minimo. f(3,5)=—5-, f(=5,5) = —3

e Seconda domanda. Bisogna studiare i tre casi: 1) f(—2,y), 2 <y <2, f(z,2),-2<z <2
3) flz,z), —2 < x < 2.

23
1) f(=2,y) = g(y) = 16 + 3y* — 3y che ha un minimo locale in y = 3 e g(3) = o Inoltre si ha
9(2) =8, 9(=2) = 24.

1
2) f(z,2) = g(x) = —223 + 22 che ha un minimo locale in z = 5 ed un massimo locale in
1 1 4 1 4
r=—,eg(——=)=—-3, g(—=) = —V/3. Inoltre si ha ¢(2) = 0, g(—2) = 16.
NIV U A v 9(2) =0, g(=2)
3) f(z,z) = g(x) = =2y + 3y*> — y che & sempre decrescente. Inoltre si ha g(—2) = 24,
9(2) = ~12

Ne concludiamo che —12 ¢ il minimo assoluto e 24 ¢ il massimo assoluto.

f(=2+& -2+n) =24 — 26§ 4+ 126% — 2% — By + 1n? + &n e si pud notare come (—2, —2) non
sia un massimo assoluto.

f2+&24n) =-12-22¢ —126% — 263 4+ 3n+ 4n? + £ e si pud notare come (2, 2) non sia un
minimo assoluto.

Problema 3 - Compito A
La superficie e cilindrica parallela all’asse z con ma con base ellittica . La parametrizzazione e

2
r=-cost,y=2sin, z=wucon 0 < <27, —uyg = — 4x2+yzz—\/4005219+sin219§u§

2
422 + yz — V4cos2 9 +sin? 9 = ug. La normale esterna alla superficie ¢ n, = 2 cos ¥i+sinJj

e quindi 'area della superficie e

27 ug 27
/ \/4 cos2 ¥ + sin? ddudd = / 2\/4 cos2 ¥ + sin? 19\/4 cos2 9 + sin? 9dY = 107
0

—UuoQ 0

Problema 3 - Compito B

La superficie e cilindrica paralella all’asse y con ma con base ellittica. La parametrizzazione &
2

x=-cost, z=3sint, y=ucon 0 <YV < 2w, —ug = — 9x2+%:—\/9008219+sin219§u§
2
922 + G- \/ 9 cos? ¥ + sin® ¥ = ug. La normale esterna alla superficie ¢ n, = 3cosvi+sindj

e quindi 'area della superficie e

27 ug 27
/ / \/9 cos2 ¥ + sin? ddudd) = / 2\/9 cos2 ¥ + sin? 19\/9 cos2 ¥ + sin? 9dv = 207
0 —Uuo 0
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Uno degli errori pitt comuni e stato quello di sbagliare parametrizzazione del cilindro. Ad esempio

chi ha scritto nel compito a = pcos?d, y = 2psin® ha parametrizzato I'insieme z? + yz <1.

Indipendentemente da cosa si scrive per z, ¢ sbagliato

Problema 4 - Compito A Detta S la superficie precedente, I'integrale che cerchiamo e

||n fb‘)H
dove ne(x) = 2cos¥i + sindj e do = ||n,(z)||dIdu. Il prodotto scalare nell’integrale ¢ pari a

(2 cosIF(z) + sin W F5(x))

= sin 9 F5(x)

xz€S

per cui l'integrale da calcolare e

27 ug 27
/ di?/ dusin9v/4 cos? 9 + sin® ¥ = 2/ sin (4 cos® ¥ + sin® 9¥)dv) = 0
0 —ug 0

Problema 4 - Compito B Detta S la superficie precedente, 'integrale che cerchiamo e

[ [ pegpee

dove n.(z) = 2cos¥i + sinvk e do = ||n (z)||dddu. 11 prodotto scalare nell’integrale & pari a

(2 cosIF(x) + sin 9 F5(x))

= sin 9 F3(x)

xz€S

e 'integrale da calcolare diventa

2 uo
/ d’l9/ du sin 7963 cos ¥ sin Yu —
0 —ug

2 in 9
9 do — <€3 cos ¥ sin ¥4/9 cos? 9+sin? ¥ e—3cos¥sindy/9 cos? Y+sin? 19)
0 3 cos ¥sin

ma l'integrale ¢ impossibile. Terro conto di tale fatto in sede di correzione.

. . nz? .
Problema 5 - Compito A La successione f,(z) = xe™"® converge a zero per ogni valore
di z. La convergenza & uniforme su [—N, N]| se

’FLQJZ

Vedne,: n>n. =  sup xe <e
xz€[—N,N]|

—’I’LZI?2

Usando le derivate si vede che il massimo di ze
1
\V2n

D’altra parte  sup  f,(z) = sup fn(x) da cui la convergenza uniforme in R.
xE€[—N,N] zeR

e raggiunto per x, =

e~ ! da cui la convergenza uniforme in [~N, N].
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— 2 . . . .
fn(x) = 267" converge puntualmente a zero per ogni . Come prima dobbiamo analizzare

2
Vedn.g,:n>n. = sup ze "7 <¢
z€[—N,N]

. 2 2
ntet — Nele

e siccome sup ze ", tale quantita puo essere resa piccola a piacere essendo

z€[—N,N]
N finito. Dunque la risposta e che la successione converge uniformemente in ogni insieme
[—N, N] ma non converge uniformemente in R in quanto I’estremo superiore ¢ infinito.

Problema 5 - Compito B La successione f,(x) = 13{; converge a zero per ogni r € R

ma la convergenza non ¢ uniforme in nessun [—N, N|. Basta osservare che fn(T) =5e quindi
n

non puo accadere

T/
sup —\/_2<€
xz€[—N,N] 1+ nx

La successione f,(z) = ngﬂ—\/'gp converge a zero per ogni x € R ma in questo caso la convergenza

& uniforme in R. Basta osservare che n® + |z|? > 2n%/?|z| e quindi

1
supf—\/ﬁzg—<€
mGRn+|x| n

e quindi la convergenza ¢ uniforme anche in ogni sottoinsieme [—N, NJ.

1
Problema 6 - Compito B ]{%(zgdz Il segmento & parametrizzato da z(t) = 2(1 + i)t e
z

I'integrale diventa

1 1 . .
2t , A(1+ i)t 1+ o]t . :
/1 WQ(I +4)dt = /1 1+Wdt = In(1 + 8it )‘_1: 0 in quanto 'argomento

del logaritmo assume lo stesso valore agli estremi. La parte di semicerchio & data da z(t) =

5
. 1T 9\/2sint
t 9. . .
21/2¢™ e l'integrale dlventa/% mQ\/ﬁ@@

' 37 opit _ p—it
dt = / wéle”dt. Cambiamo varia-
™ e“’

, S L | i |37 [ET e 1
blle 2t = U per cul 2/% dum = Eh’l(l —+ 86 ) % —2/% dUm - Eln(l +
3T 9 . 3T 2mi m
Relt 2 | —iu 8 2" _ ==
e z +z’ n(e™ +8) z 43 2
) oF : 1 LU %ﬂ—
Osservazione E importante notare come sarebbe un errore scrivere — In(1+8e")|~ = o In(1+
1 z 7

Sel%”) ~n In(1 4+ 8¢'2) = 0 in quanto non si tiene conto del fatto che la curva 1 + 8¢'3™ gira
i

intorno all’origine al contario della curva e ™ + 8

ol

U eiu -1 )
Un altro modo di risolvere 'integrale 2 / dum consiste nel porre z = e ed arrivare
jus €
2

2}{ z—1 dz
|z|:1 1—’-82@2

all’integrale

ed applicare il teorema dei residui.

12/ febbraio/2012; Esclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 8



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

Uno degli errori pitt comuni e stato quello di scrivere

Rez z
j{ Ty 207 = Re }{ T2

oppure con Im(z), ma non siamo nella situazione in cui saremmo se avessimo
b

/ab cosz f(x)dx = /ab Re(e™®) f(z)dx /b Re(e™ f(x))dx = Re/ e f(x)dx

a a

5 . .
R 2T it —it )
Problema 6 - Compito A Con j{%@dz si ha /£ i%%”dt = Zg +0.

I precedenti integrali sono stati risolti a lezione
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