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Nome(stampatello) Cognome(stampatello) matricola

1) (6-punti) Si valuti 'integrale doppio della funzione f(z,y) = z|y?> — 23| esteso all’insieme
z? +y? <2.
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y?> > 23 : se < 0 allora ¢ certamente vera. Se invece x > 0 allora deve essere |y| > x3/2. Quindi

dobbiamo integrare
I= // z(y? — 2%)dx dy,
D

D = [Dli{x2+y2§2, xSO}]U {x2+y2§2, y2x3/2, y§—x3/2x20}iD2 ed

inoltre
J = // 2@ —yP)dedy, E={2"+y* <2, 2 <y<a®?)
E

Per calcolare gli integrali introduciamo coordinate polari (z,y) = 7v/2(cost,sint), 0 < r < 1.
37 /2 1

/ / z(y? — 2%)dx dy = / dt/ (rvV2) - V2 cos t(2r? sin® t — 2v/2r3 cos® t)dr =
D1 7T 0

37w/2 4 NG N 5
:/ dtcost(—81112t—icos?’t):___£7T
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Per calcolare gli altri integrali dobbiamo risolvere il sistema
{x >0, 22 + 9% =2, y:x3/2} — ’+2°=2 <= 2=1][(2"+2%) cresce]

Quindi abbiamo (gli studenti si convincano del 2 di fronte all’integrale)

V2—z2
/ fa:yda:dy—Q/ da:/ dyx(y? — z°) =
D> z3/2

1 1
—2/ [—x(2—x)3/2 gl'? — 4\/2—x2—x7]dx
0

3

' g 421
/ dasas(Q—xz)% :4\/5/ (:osélts.irltalt:T\/_—g
0 0

us

s
4

4 8
dt sin* t cos® t = s / (sin® t)’ cos tdt =
0

1
/ dr z*\/2 — 22 =8
0

I
/0
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55/,

= 8 sin® t cost
5



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata”, facolta di Ingegneria

da cui
8. [7% 1 8 [ 1 8 [ 8 [%
(8-1—3)/0 dtsin4t(:082t:g+g/0 dtsin4t:g+g/0 dtsinzt—g/o dtsin®tcos®t =
1+7T 2 7 1+ 3
= — - — - = — m—
5 5 5 20 5} 20
e quindi
! 4 s 1
/dxx V2—12=—-——.
. 8 6
Finalmente /3
8V2 41
dedy= —— — — — — 2
[ seminay =2 -5 - @)
1 V2=
J://f(a:,y)da:dy:2 dy z(x® —y?)de =
5 o (3)
"1 1 17 3
— _2_2%__%_2(2_ 2 _ 3)d _ 42
/0{2( Y=gyt vy v oyt )| dy =55+ 55

La somma dei contributi (1)—(3) da il risultato.

2) (6-punti) Detto |V] il volume dell’insieme definito da V = {z €¢ R3:0<2 < 1,0 <y <
xt/t 0< 2 < Le§}. Si calcoli |V

B

R. +00

1 1 1 1 sl 1 )
V| :/ dy/ dr—e'v :/ dy2ye v | = 2/ dyy(ev —e¥) = 40
0 v VT 0 y! 0

I 2
3) (6-punti) Si calcoli I'integrale f m(z) dz (la circonferenza percorsa in senso antio-

|z|:2 Re(zz) + 5
rario).
R. 0

2z = 2e" da cui

27 .

tcost ;

/ 8sint cos 9ieit gt
o D+ 4cos(2t)

w = e da cui

16z’/ w%(w—%ﬂw-i-%)%d_w:_hf wo1
wi=1 52w+ L) dw jwj=1 2wt + 5w? + 2

41 i1 i1
:_Qi/ 2 w i)dw iy = 22w vt | =0
wj=1 (w? +2)(w — J5)(w+ Z5) 2-3)% @C-3)7H

4) (8—punti) Sirisolva ’equazione differenziale ' (t)—7z'(t)+6x(t) = F(t), z(0) = 0, 2’(0) = 0,
t
z"(0) =0, F(t) ¢ il prodotto di convoluzione / flx—t)g(z)dz e f(t) =1, g(t) = H(t — 3).
0

16/ febbraio/2021; Esclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 2



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata”, facolta di Ingegneria

Si calcoli: z(3%),2/(3%),2”(3%), 2(37),2'(37),2”(37). Si tenga presente che‘f(x) 'z —a) = —f’(a)‘
R.

L’equazione per la trasformata di Laplace e

_3p

—3p
3 e e
p°—=Tp+6)X(p) = — X(p) =
| X0 =" R VT [}
e(t_?’)p
z(t) =
=2 e —20+9
t—3 7 et—3 62(t_3) e—3(t—3)
H=|"24 L H(t—3
(1) {6 "% T 1 T 0 T 1m0 } (t=3)
t—3 7 et—3 e2(75—3) e—3(t—3)
')=6(t—3) |— + —
(1) = o >[6 T3 T r T 0 T TR0 }Jr
1 et=3  o2(t=3)  ,—3(t-3)
H(t-3)|> - -
+H( >[6+—4+ 10 60 ]
1 et=3  2(t=3)  o—3(t-3)
—H(t-3) |~ - -
=35 =T "o 60 }
1 et=3  Q2(t-3)  —3(t-3) ot=3  Q2(t=3)  —3(t-3)
() =6t —3) | - - H(t—3 -
w(t) = ol )[6+—4+ 10 60 }+ ( )[—4+ 5 T a0 }
el=3  p2(t=3)  o—3(t-3)
— H(t -
(t=3) [ Py T ]

t—3 2(t—3) —3(t—3) t=3  92(t—3)  3,—3(t—3)
2" () = 6(t — 3) [e y + £ - + £ % ]+H(t—3) [e e }

—4 ) 20
=3 9p2(t-3)  3,-3(t—3)
_H(t-3) [e L 2% e }

—4 5) 20

Ne segue

r(3T) =0, 2/(37) =0, 2”737 =0 2(37)=2/37)=2"(37)=0

Vefifichiamo ora che (A(x))(t) =2’ — 72’ + 6z = (t — 3)H(t — 3)
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2y+1—|—y2d$_ r+1

5) (4-punti) Sia data la forma differenziale w = 5dy. Si calcoli / w

y+2 (y+2) 5
dove y = (t,e' —1),0<t < 1
2¢2 —3e—1
T 2e+2
1 z+1 z+1
w=——dr — ———dy+yde =d| —— | + ydz quindi
y + 2 y+22 Y (y+2) yerd

(176_1) 1 2
1 2 1 2e* —3e—1
[o=(250) " [ oma= 2y a2 00
~ y+2 (0,0) 0 e+1 2 2e + 2

1 1

—dx — dey + ydx va individuata ma c’¢ un altro modo di
y+2 (y +2)

procedere meno improvvisato e meno soggetto alla dimestichezza con 'algebra.

La scomposizione w =

Sebbene la forma non sia chiusa, eseguiamo lo stesso le derivate incrociate e osserviamo che

(), Covme) o = (55 ), (),

y+1)7? ) r+1

ossia la forma differenziale (( ) 5dy e chiusa e esatta nell'insieme in cui
z+1 z+1

C(y+2)
+ c(x)

iace la curva e possiamo procedere al calcolo del potenziale. —————dy=—— +c¢
g P P p b 2E T

1 +1)? 1
y+ 2 Y+ 2 Y+ 2

(e a5 - (653). (53), ) -0

Si sarebbe pure potuto eseguire I'integrale curvilineo della forma differenziale.

d(z)=0 =
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