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CONSEGNARE SEMPRE il presente foglio

Le risposte vanno motivate. Se immotivate, ancorché esatte, non verranno prese in
considerazione. I calcoli vanno scritti in maniera esaustiva. Ad esempio il calcolo di
un integrale o la risoluzione di una equazione differenziale vanno esplicitate passo
per passo e non basta scrivere la soluzione

I presenti in aula che intendono ritirarsi scrivano ritirata/o sotto il proprio cognome

1) (10 punti) Sia A la porzione di piano (r,y) definita da 2% + y?> < /22 +y2 — = e sia
P=(1,1,a), a > 0. Se V ¢ il volume generato dai segmenti PQ al variare di @) in A, si valcoli
|V| . [(Suggerimento: V & un volume conico o meglio, un volume racchiuso da una superficie conica. Scrivere ’equazione

parametrica del segmento che congiunge PQ]

2) (10 punti) Risolvere la equazione differenziale
Uy — @ Upy = A2 f(t) w,A,BER, z,t>0
{ u(z,0) =0, wu(z,0)=0, wuy(0,t) = Bcos(wt),
dove f(t) =tper 0 <t <1, f(t)=1perl <t <2 f(t)=3—tper2<t<3, f(t) =0 per
t>3

[Conviene scrivere f(t)=aotH (t—to)+a1(t—t1)H (t—t1)+az(t—ta)H(t—t2)+as(t—t3)H(t—t3) per opportune funzioni

ak e valori t, k=1,2,3,4. Inoltre cercare la soluzione della equazione per v(z,p) nella forma a+61:+’y:r2]

224+ y? —3x+2 Y

x + dy.
2+ y? —4x+4 22 +y? —4dx+4
Sia inoltre 1) ~(¢) una curva regolare semplice percorsa in senso antiorario il cui sostegno ha

3) (10 punti) Sia data la forma differenziale w =

equazione z2 + y? = 3\/a2 +y2 — 2) o(t) una curva regolare semplice percorsa in senso
orario il cui sostegno ha equazione z2 4+ y? = /22 + 92 — x 3) I = yUg. Calcolare j{ w
L
Soluzioni

1) Parametrizziamo il volume Il punto @ ha coordinate (7 cosp,rsing) con 0 < ¢ < 27
e 0 <r <1-—cose. Il segmento PQ ha equazione \(rcosp,rsing,0) + (1 — A)(1,1,a) =
(Arcosp + (1 — A),Arsinp + (1 — A),a(l — A)) = (z,9,2) 0 < XA < 1. Lo iacobiano della

trasformazione & a\?r.
2m 1 l1—cos ¢
\V\:/ dgp/ d)\/ axr =2
0 0 0 2

(@ varia nel cardioide. Il pallino varia con A sul segmento PQ
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;

V\y

2) f(t)=tH({t)—(t—1)H({t—1)—(t—2)H(t—2)+ (t —3)H(t — 3). Della v(z,p) = Lu(x,t)
si ha

1 e®? 2P 73]
pQU—GQUxm:A$2 ﬁ_ p2 B p2 + p2 :szQ(p)v U$(07p):

Bp
p2 + w2

La soluzione della equazione omogenea con A = 0 al solito ¢ v(z,p) = ce~P*/®_ La soluzione
della non omogenea la cerchiamo nella forma o + Sz + 22 per cui dobbiamo risolvere

A 2a? 2A
p*(a+ fa +v2?) = 2a°y = Ar*Qp) = v = szp), a= p; = a%(f), B=0,

242 AQ(p) N 22 AQ(p)
pt '

A parte la costante ¢ da trovare abbiamo v(z,p) = ce P/ 4
—pc Bp —aB

== 5, ¢ = - Quindi la soluzione ¢
a p°+w p°tw

(2.p) —qBe~Pr/a n 2a2A [ 1 e P e n e3P n Ax? [ 1 eP e N e3P
v(z,p) = — — — — — — =

P P2+ w? o |2 P2 D2 2 2 |p2 PP P2 2

—qBe~Pz/a 2402  Az? _[24a% Ax? B 2402  Az? _ 2402  Az?
= —e? b e e O ) e R
P2+ w2 b P b P b P b P
Antitrasformando la soluzione &
aB . x x 2Aa%t®  Ax?t3 24a%(t — 1)  Az?(t —1)3
u(z,t) = - sinw(t — E)H(t_ E>+( i + 5 VH(t) — ( (5' ) + (6 ) VH(t— 1)+

2Aa?(t — 2)° N Ax?(t — 2)3

2Aa%(t — 3)° N Ax?(t — 3)3
5! 6

. JH (t—3)

— JH(t —2) = (
3)
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Xy

(2,0)

Js

Ho erroneamente posizionato il punto (2, 0) sul cammino di integrazione. La domanda dell’esercizio
era mal posta e ne ho tenuto conto in sede di correzione “indennizzando” gli studenti anche se
nessuno ha sollevato obiezioni. Ad ogni modo la forma era chiusa ed esatta dal momento che

1
ammetteva il potenziale U(x,y) = = + 5 In(((z —2)* +y?)

2/ febbraio/2022; Esclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 3



