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Le risposte vanno motivate. Se immotivate, ancorché esatte, non verranno prese in
considerazione. I calcoli vanno scritti in maniera esaustiva. Ad esempio il calcolo di
un integrale o la risoluzione di una equazione differenziale vanno esplicitate passo
per passo e non basta scrivere la soluzione

1) (7.5 punti) Si calcoli il volume |V| dell'insieme V = {22 +y? +2% < 1, y > |z|/V3, y < 1/2}

1.1) (3 punti) Sia S la superficie laterale esterna dell’insieme {z% + y? + 22 < 1,y > 1/2} U
{22+ % + 22 < 1,y < |z|/V/3}. Si calcoli |9

2) (7.5 punti) Si risolva la seguente equazione differenziale

2
Upy — A gy :H(t——x)H(g—t) x,t>0
a a

u(z,0) =0, wu(z,0)=0, wu(0,t)=sin(wt), weR

+o0 2

.2
: x® sin®(mx)
3) (7.5 punti) Calcolare /
) (75 punt]) e @Dzt
evidenziando il cammino di integrazione e parametrizzando ogni singolo tratto. L’integrale ¢
reale e voglio un risultato reale.

dx

4) (7.5 punti) Sia data la forma differenziale

—2(yx? + 4y3 + 422 + 2y?) J 2(23 + day? — 16yx? — 4y3)
x
(422 +y?)(2? + 4y?) (422 +y?)(2? + 4y?)

dy
1) Si calcoli [ wdove y = (¢,1—1%), —1/2<t<1

2) Si calcoli [ w dove v = (cost,sint), 0 <t <27

|~2\ |q\

regole per la consegna

1) UN SOLO file (pdf o jpeg o jpg) 2) Controllare che le pagine non siano sfocate 3) Con-
trollare che le pagine non siano ruotate le une rispetto alle altre 4) Scrivere in modo leggibile

2) Per unire piu file esistono dei programmi online

3) 11 file va postato sul team dal codice fgocnu3 nella sezione “File” tra le 15:30 e
le 16:00, né prima né dopo

4) Mi riservo la facolta di convocare per la prova orale quegli studenti i cui compiti dovessero
risultare troppo simili fra loro

5) 11 vostro file deve essere cosi nominato: cognome-nome-18-01-2021-Elettronica(o In-
ternet o Informatica)
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Soluzioni

1) Prima soluzione Usiamo coordinate polari sferiche = rsindcosp, x = rsindsinyp, z =
rcost e calcoliamo il volume per sottrazione dal volume della sfera del volume dell’insieme

complementare che & {z® +¢> + 2% <1,y > 1/2} U{z® +y* + 2> < Ly < |2|/V3} =V, UV}
Vi={zeR*%0<r<1,0<9<m—7r1/6<¢p<p/6}dacu

|V1|—/ dT/ dgo/ r? 81n19d19—14—7TQ_8—7T

1 1 1

s
={zeR*> ———— <r <1, arcsin < ¢ <7 — arcsin = <p< —}
2sin ¥ sin sin ¢ sinp’ 6 6
5m s 1
6 2 2 . .
|Va| = 2/ d(p/ dﬁ/ drr©sinid  (poco rassicurante)
% arcsin 2 ZSil’l’L%Sil’l %)

ma trattandosi di una calotta sferica (artica) ¢ uguale al volume dell’insieme {z? + y* + 2% <

1,z > 1/2} ossia
27‘(‘ 57T
|Va| = dgo/ dl?/ r 81n19dr— —
T 177

2COb’L9
4
Il risultato & |[V| = g — %T — 52)_4 — —

In ogni caso
5w

& z 1 X3 1
/ d(p/ d19/ drr? sind = / dcp/ dv sin ¥ [1 - ﬁ] =
arcsin 3 Siln > —1 s arcsin m 8 sin” Y sin ()

2 sin 9 sin ¢ 6
i [\/4sin2gp—1 V/4sin? ¢ ]

1 cos?| |z 1 /
8 SiIl3 ©® sin ’19 arcsin m - 3 % sin @ 4 SlIl3 ©

VB

[N )

51
6

:5/3
6

57

1 6
—3/1
6

/7r sin? x J 2/7r sin? x J T w 57w
———5—dr — rT=—-—==_—
o 1+3sin’x o (14 3sin®z)2 3 8 24

1
————— < r < 1 viene da y > 1/2 ma non basta in quanto bisogna assicurarsi che
2sin v sin ¢

1

<1

dgpl— cos ¥ +

_ 2 _ 2
\/3 4 cos Y \/3 4 cos @] do

sin 4sin® @ N

[\

2sin ¥ sin ¢

Si puo anche scrivere

/1— 22 —y2 1
Vol = // dmdy/ dz = // V1—122 —y?2dedy—— // dxdy
x2+y2<3/4 1/2 x2+y2<3/4 2 x2+4y2<3/4

27 1
3 3 s m 1 3 5w
VI—a2 —2dedy= [ dt | r24/1-2r26="C — |Vh|=-—2—a2=2"
/[Cz+y2§3/4 ey /0 /0T4 40T 12 Vel =5 -3 %
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Seconda soluzione Parametrizziamo direttamente il volume da calcolare in coordinate cartesiane

V={zeR%y>|z|/V3, y<1/2, /1 —22 —y2 < 2 <+/1—22—y?} e quindi

\V\—4//$>Oy>z/f\/1—x2—yda;dy— / dy/ V1—22—y2dx =
S \/ﬁsint
yV3

arcsin arcsin 1 2t
y/ v (1 —y*) cos tdt—4/ dy/ Vi-vt —yQ)%S()dt
0

&.

3 1-— 3
) arcsin yv3 + v sin(2 arcsmL)> =

( 1 —y? 2 /1 — g2
3 3
2/ dy< ) arcsin yv'3 +y\2/7\/1_4y2> =1 -1+ I3 (I3 =
0
P yV3
I = arcsin 7dy = yarcsin ———
0

V-2
\/7
Vi-y? \/7 / \/1y (\/11— 1—yy)%>

_[_/1 yV3 dy T \/7/% sin tdt B
4 Jo 12 142 ~~ 4 0 A—sin’t ~~

y=_int t=2arctanu
2

1
T udu
= — — 3 _— —
4 fA ur +u+1 ~—~

fratti semplici

I, = /% y? arcsin uv3 dy = v’ arcsin uv3
5 = IV qy =L _IVo
0 1—y? 3 V12

>

N

N
>
—_
[\

N|=

3 1 y3dy

0 V3Jo (1—1y2)/1—4y2

y=2 2

sin® tdt T 1 1 uddu

4_8_4\/3/0 4_sin2t ~~ 18 3Jo A+u2)?(ut +u?+1)

t=2arctanu
s \/§

"B T2
T T V3 T V3 177w
Mettendo tutt i ho2 | —-—————+ —4+ — | = —
ettendo tutto assieme ho <12 B 12 + 5 + 12) =
: sin® tdt : 2 2 o
Oppure scrivere ——— = —sint — — + — ed effettuare la stessa sostituzione
4 —sin“t 2+sint 2 —sint

Qualcuno ha scritto |V| = 4// /1 — 22 — y2dx dy per poi scrivere

z>0y>x/\V3
y<1/2

s 1 ™ ™ 3 s
2 sin t 1 2 1 2 1 2 1 bl _4 2t3/2
/vﬁ i mﬂ—ﬂm:§/uﬁ—§/zb— ,} ﬁ:g—§/2® ?ﬁ> dt =
s Jo : :

x 8sin” t
6

1 +oo (333'2 . 1)3/2 o 3 /+oo (U2 . 1)3/2
1

6

T
~— 9 24). B(1+a2) P T 98
V3

t=arctan x

T 3 [ (1—y?)3? T 3 cos*t T T
\7 9 8J, 1+3y? ~9 8Jy 1+3sin“t 9 6 96 288
y=1/x y=sint
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che moltiplicata per quattro da il risultato.

1.1) Dobbiamo calcolare

2 11
/ dgp/ smﬁdﬁ-l—/ dgp/ 81n19d19——+7r—77r

Il primo integrale ¢ il calcolo della superficie {22 + y? 4+ 22 < 1,y < |z|/v/3}. Il secondo ¢ della
superficie {x? +y? + 22 < 1,y > 1/2}. che pero da lo stesso risultato del calcolo della superficie
{22+ 92 +22<1,2>1/2}.

Il calcolo del secondo integrale si puo eseguire anche senza scambiare y con z e viceversa seguendo
il calcolo del volume

&
JATN
5 arcsin

57r
=/ _ 2
49 sin g — / 4sm / \/3 —4cos (’Odgo

sin ¢ sin ¢ —
251n %) o \/g
cos p=-%2 cos T
0 i 2
:2/ sm'aj2 do — =
o 14 3sin“x
2) In trasformata di Laplace diventa U (x,p) = L(u(z,t))
2 2 w
U —a“Ugyz(z,p) =0 UQO,p) = ——
p°U(z,p) = a"Usa(x, p) 0.p) = 52
U(z,p)=aes + e (a=0) Ulz,0)=p= ]ﬁ
da cui U(x,p) = Z% e quindi U(x,t) = sin(w(t — g))H(t — g)
2
Errore piu frequente Non riconoscere che H(t — —x)H (= —t) & nullo. Dal prossimo appello
a

un errore del genere comportera I’annullamento dell’esercizio.

3) L’integrale converge in quanto liml(a: +1)f(z) =0e lirin |x|%f(33) = 0. Per calcolarlo
T—F T—r 00

scriviamo
too 122(1 — cos(2mx) teo x?
I = 2 der =V.P. d
e e LG I e e T
oo 22 cos(27x) too x?
~V.P. de = V.P, d
/_Oo 2 — D@’ -+ /_Oo 2 - -+ DT
+o00 x26i27r1’
_V.PR de =1, — I
[ i T hoh
52

I. Passiamo alla funzione complessa f(z) = 2P D2 -2+ 1)

oo (z —1)22 (24 1)22
.P. =qr li li
V. /_oo f(z)dz im lim et z—D(Z —2+1) +mz—l>m1 2(z+1)(z—1)(z2—z+1)+
2(z—e7) im o am e’ it im, 1 i3
+ 2w lim = — — — 4+ 92m — — = (-4 XE
i 27 -1 —241) 4 12 2’ —1)(2e% —1) 6 33t
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e...magia delle magie! La parte in ¢ si cancella (qui non ¢’ nessuna parte reale da prendere per

i
cui le parti immaginarie devono andarsene) regalandoci il valore dell’integrale ——

23

I5. T calcoli sono sostanzialmente gli stessi.

+oo (z — 1)22ei272 (2 + 1)22et2m=
V.P. dz = i | li
(KMQ“@Z O e+ =D =241 T -2+ )
226127rz(z —6%)

ori 1 _
+ leiiﬂ%r 2(22 — 1) 22—Z+1)

imoAT L Bt em(3+ig) T ¢ Y AV
= — — — +2m n :—+—(—+i)6_’r‘/g

4 12 2" —1)(2e5 —1) 6 3°2 2

- s
Va presa la parte reale ossia ——=e V3 g quindi il risultato & ——=(1 + e_”‘/g)

2v/3 2v/3

Errore pitl frequente scrivere sin®(mz) = Im(e*2™*). Dal prossimo appello un errore del genere
comportera ’annullamento dell’esercizio

4) La forma ¢ chiusa.

Prima soluzione La prima curva giace nel primo e secondo quadrante che ¢ un sottoinsieme
semplicemente connesso del piano. Cerchiamo il potenziale. Conviene scrivere

arctan ; —In(z® +49y%) >0
x

—2ydxr + 2xdy 2zdr + 8ydy
422 + 42 22 + 4y? = Ulx,y) =4 n+ arctan% —In(z® +4y%) <0

7/2 —In(z? +4y?), z=0,y>0

W = Wi+wyg =

-1
e quindi U(1,0) — U(T’ %) = -7+ arctan% + ln(g)

Scrivere che il potenziale nel primo e secondo quadrante sarebbe arctan ; —In(z? +
x

43/%) & un grave errore. Basta vedere che la funzione non & definita per z =0

Per il secondo integrale abbiamo

x—0" x—0" z—0+ z—0t
L y=—1 y=1 y=1 y=—1

%w:(lim U(x,y)— lim U(zx,y))+ (hm U(z,y) — lim U(x,y)) =

:w+g—m®—w—g—m@+5—m@ pg—mgz%

2
e Alcuni sono arrivati alla formula U(x,y) = — arctan = —In(2?+4%7) e per calcolare I'integrale
Y

sulla prima curva va bene purché si scriva

1 — —4 — 4
/ w= hH(l)U(l’,y)—U(— §) = —7T-l—aur(:tabn——i-lné = —W—arctan—-l—lng =
y—
g

274 2 3 2 2 3 2
Jq x>0
—_—W—E—i—arctan%—l—ln?
2 2 4 2
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Per calcolare il secondo integrale abbiamo pero gli stessi problemi di prima. Dobbiamo definire
qualcosa del tipo

2
— arctan —~ — In(z? 4+ 4y*) y >0
Y

_ 2
U(x,y) = 7 — arctan =% _ In(z® +4y*) y <0
y
7/2—In(z* +4y%), y=0,2<0

e l'integrale & IILI} U(z,y) — IILI} U(z,y) = 3% — (—g) = o

y—0— y~>0+
Seconda soluzione Vogliamo evitare il potenziale.

Usando I'esattezza nel primo e secondo quadrante, l’integrale sulla prima curva puo calcolarsi
usando le due curve v () = (£,3/4) —1/2<t<1leq,(t)=(1,—t) =3/4<t<0e

3 M dt b tdt 8 4
L WZ—2Z/Tlm—2/_1 t2—i—% :—arctang—arctan§+ln2+ln5—ln(13)

2

3 4412 14 4¢2

4

0 J—
/ w= / ( 2di __8tdt ) =— arctang +1n(13) —In4
72

Sommando abbiamo

4
— arctang — arctan 3 In(13) + In2 4+ Inb5 — arctang +1In(13) —2In2 =

= —arctang — arctang — g +arctan% +In5—-In2 = —7r+arctanz +In5—-1In2

va ¢ i i i igine. i — w1 wa. 2
La seconda curva ¢ chiusa e gira intorno all’origine. Usiamo Gauss—Green per e Per w

. sint . .
scegliamo la curva x = cost y = — ¢ puwr= 0. Per calcolare ¢ w; integriamo lungo la curva
X X

cost ) .. ) . .. . .
T = 5 ey =sint 0 <t < 27 e vale 27. Gli integrali sono immediati e non li scrivo.

e Si potevano pure calcolare direttamente gli integrali curvilinei senza altra considerazione

/ 2/1 dt /1 163 — 14t G T et 1 1 5
w = — — _—— = — — arctan — n —
(t,1-2) 1142 4t T2 1 4 2 2 2

—1/2<t<1 2 2
e
_W2t1+t3<:>t42t1<:>t4t1t1
——2arctan — = —w+arctan — arctan — = 2 arctan — arctan — —arctan — = arctan —
2 2 4 3 2 3 2 2
ma
4 _ 1
arctan — — arctan — = arctan —> 421 = arctan —
2 1—1—55 2

Il calcolo 7{ w e piu delicato. Lascio agli studenti I'onere relativo ma sottolineo il prossimo
(cos t,sin t)

o<t<2m
paragrafo
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Alcuni hanno commesso il seguente errore per il quale sono stato indulgente, non cosi la prossima

volta.
7{ —2ydr + xdy /27r 2sin?t + cos?t
(cos t,sin t) o 0

dt
472 + 42 4cos?t + sin’ ¢t

o<t<2m

Poi hanno scritto

/23in2t+0082tdt / 14 1 1 p 7 e 1 .
= —_— — u = — arctan — — — arctanu
4cos2t +sin®t ~~ 32u?+8 3(1+u?) 6 2 3

t=arctanu

e quindi la primitiva e

— arctanE — E
6 2 3 6 2 3

ma l'integrale ¢ positivo. Dove sta I’errore?
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