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Analisi IT per Ingegneria Elettronica&dnternet, Informatica (frontale e online)
15-06-2020 A.A. 2019/2020, Sessione estiva, primo appello

Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola

Gli studenti di Elettronica&dnternet risolvano gli esercizi 1,2,3,4. Gli studenti di Informa-
tica, A.A.2019/2020 risolvano gli esercizi 1,3,5,6.

Le risposte vanno motivate. Se immotivate, ancorché esatte, non verranno prese in
considerazione. I calcoli vanno scritti in maniera esaustiva. Ad esempio il calcolo di
un integrale o la risoluzione di una equazione differenziale vanno esplicitate e non
basta scrivere la soluzione

‘Chi intende ritirarsi scriva ritirata/o sotto il proprio cognome ‘

1) (7.5 punti) Si calcoli I'integrale doppio / / (2 4-y?)dxdy dove D C R? ¢ la porzione del piano
D

(z,y), proiezione dell’insieme F C R? dato da E = {(x,y,2) € R* 2z =1+ 2x/3+V2y/3,2 >
V722 /3 + 4y2/3}

3
2) (7.5 punti) Si consideri la funzione f(z,y) = 2® + > + Z(a:2 — %) soggetta al vincolo

2?2 +y? = 1. Se ne trovino massimo e minimo assoluti

3) (7.5 punti) Si risolva la seguente equazione differenziale
Ugy — @ Uy = (t — E)e_(t_%)H(t — E) x,t>0
a a
u(z,0) =0, wu(z,0)=0, wu,(0,t)=t

3.1) Si dica quanto vale (u; — au,)(z,t) quando x = at. Esporre i calcoli e non solo il risultato
finale

4) (7.5 punti) Sia data la serie di funzioni {S1, Sa, S3, ...}, Sp(z) = Z l€|:l:'|e_k””2
k=0

4.1) si trovi l'insieme di convergenza puntuale

4.2) argomentando si dica se nellintervallo (a, 1], @ > 0 ¢ uniformemente convergente
4.3) argomentando si dica se nell’intervallo [0, 1], ¢ uniformemente convergente
4.4)

argomentando si dica se nell’intervallo [1/2, 3], ¢ uniformemente convergente

1

4.5) argomentando si dica quanto vale lirf Sp(x)dx
n—-—+0oo 0

n—-+4oo

2
4.6) Detta S(z) = lim S,(x), argomentando si dica quanto vale / S(x)dz
1

+

* sin(zm) — sin(27x)
9) (7.5 punti) Calcolare V.P. /
) (75 punt]) o PR )
evidenziando il cammino di integrazione e parametrizzando ogni singolo tratto. L’integrale ¢
reale e voglio un risultato reale.
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3
6) (7.5 punti) Sia data la forma differenziale w = (f(y) + 2%y + zy*)dz + (% + 2%y + zy® +
1
Jlj)dy' Trovare f(y) tale che w sia esatta e calcolare /w dove ~y(t) = (arcsint, arctant),
+ gl

Y2
<t<l1.

[an}
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soluzioni
1) OF ¢ 'insieme dato dal sistema
dr 20/2y 42 2% 4/ 2xy B 722 n 49)?

z:1+2x/3—|—\/§y/3, 1+§+?+7+7+ 9 3 3

mentre 0D & 'insieme dato da

4 242 42 2% 442 T2 4y?
LA 2V2y et 2y 4By Tt 4y
3 3 9 9 9 3 3

che & una ellisse in forma non canonica e traslata rispetto al centro. D & invece 'insieme (z,y)

tale che

dr  2v/2 472 2% 42z Tx?  4y?
LA 2V2y a2y A2y 4y*

3 3 9 9 9 — 3 3
1722 10y? 4v2
Prendiamo in considerazione solo la parte quadratica 91' + 9y — \/E;a:y e mettiamola in
forma canonica. Y
17— =22
det(_2\/§ 10_)\)—0 < )\1’2’—9,18

Autovettori di \;.

(_28\/§ —21\/5) (Z):O — u=(1,2v2)/3

Autovettori di As.

-1 =2v2\ (a
(_Qﬁ s )(b)_o = u=(-2v2,1)/3
La matrice del cambiamento di base &

(e )

e quella del cambio di coordinate e la trasposta

_ -2V

@) - <+21§%/3 _21\;3/3) (g) — z 2\/§§+n (iacobiano = 1)
3

da cui

1722 N 10y°  4v2xy

2r 2y 26 V2n
9 9 9 3

Nelle coordinate (£, 7n) 'insieme 0D diventa

2 2
§2+2n2:1+% = (5—%) +2(n+?> _u
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L’integrale che dobbiamo calcolare e

2, 2 B 2 oy, 287V2m
//D(w +y )dwdy—//(5_%)2“(%%)%%(5 7 )dédn = —7—

2) Passiamo a coordinate circolari = cost, y = sint. La funzione diventa f(C,S) = C® +

3
S% + 1
3C05(S —C) —3CS =3CS(V2sin(t —7/4) —1) > 0seesolose —m/2<t<0,7/2<t<me
decresce in —m <t < —7/2, 0 <t <7/2,

(C? = §%), —m <t < 7. ed & una funzione 27periodica della sola variabile t. f'(t) =

F =1 FO=1 f

In questo modo salta subito fuori chi sono i punti di massimo e di minimo in quanto lo studio si &
ridotto ad una funzione periodica di una variabile e quindi non & necessario andare ad osservare
il comportamento della funzione agli estremi.

Passando attraverso il gradiente di 23+ y3 + 3(22 —y?) /4 — M(22 + y? — 1) si hanno i punti critici
(x,y,A) (0,1,3/4), (0,—1,-9/4), (1,0,9/4), (—1,0,—-3/4).

3) In trasformata di Laplace diventa

e—px/a

2 2
v(x,p) — A Vpy = ————

Cerchiamo la soluzione della non omogenera come f(z,p) = a + Bxe ¥/,

—_ 2
fo= 56_pm/a _ p_ﬁxe_pm/a, Fow = 2pB e—Pr/a | p—fl‘e_pm/a
a a

a
Otteniamo
2 2 px/ 2 px/ 2 pz/ e e/ 0 1
o+ xe PP 4 ae Pr/9 — e PP = — — — =0, - -
p p°B pB p°B 1) B Sap(p £ 172
La sol Aerefa T ond le ci d
a soluzione e v(z,p) = Ae P*/* + ———— La condizione iniziale ci da
(. p) 2ap(p + 1)?
—pA 1 1 —a 1
T O, frd = — > A = — _—
va(0p) ==+ 2ap(p+1)*  p? P 1)
_ae—px/a e—px/a xe—px/a
v(x,p) = +
(=) p? 2p%(p+1)*  2ap(p+1)2
T [—a x 1 T 1 x a; ac
HD=Ht—")—t -+t —=—2)+ —(t— Z)e ta) 40
ul ) = H(t = D[ SH = 2P + 50— = 2) + 5(6 = )07 ety
T T T o T o
A e P —<t—;>]
+ 2a 2a( a)e 2ae

Molti studenti hanno trovato difficolta nel ricavare la soluzione particolare della equazione non
omogenea e che ho sottolineato. Forse cido € dovuto al fatto che a parte una costante inessenziale, il
“termine forzante” & esattamente una delle funzioni che compongono la soluzione della omogenea

e quando cid accade, in genere, si prende quella funzione e la si moltiplica per . E la tipica
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risonanaza che si sviluppa nelle equazioni di ordine 2. Chi ha letto attentamente le soluzioni
del 29/2/2020, forse, & riuscito a risolvere 1’equazione per ’U(:C, p) senza dover operare una seconda
trasformata di Laplace esattamente come ho fatto io. Ad ogni modo, espongo anche la seconda

modalita per ricavare v(w,p)
Dunque abbiamo 1’equazione

-

W, vx(O,p):l/pz,

_pQU(x7p) + a2vx1‘ —

e v(0, p) lalasciamo indicata e le daremo un valore opportuno. L(v(z,p)) = h(s,p). L(v.(x,p)) =
1
sv(s,p) — v(0,p), L(Vze(x,p)) = s%h(s,p) — sv(0,p) — o e quindi abbiamo

1 —a

_p2h’(87p> + &2(82h(8,p) - SU(07P> - ) =

2’ (p+1)2(p+ as)
1 —a a*
h(s,p) = 0257 p2 ((p n 1)2<p n as) + CLQSU(O7p) + p_z)
h(s,p) = i s * ;
(p+1)2(as —p)(p+as)? * a’s2—p?  p*(a2s® —p?)

-1 < —a ) _ —epr/a __a 1d e*
(p+1)%2(as — p)(p + as)? p2(p+1)2 (p+1)2adsas—p
_ebz/a a 1 [ge—Pzr/a  ge—PT/a

T App 1?2 (pr1)2a? [ —2p  A4p? }

2
—1({a SU(07p> _ U(O7p) pr/a U(O,p) —pz/a
£ <a2s2 — p? ) -T2 € T

E—l CL2 B aepac/a ae—px/a
p*(a?s —p?) ) 2p? 2p3

I contributi proporzionali a e?*/¢ devono andar via per cui

—_Pp
=

-1 v(0,p) a —a 1
4p2(p +1)2 Tyt 2p? v(0.p) p? " 2p%(p +1)2
ed otteniamo
P B a 1 xe~Pr/a a 1 ae~Pe/@

+ le—pm/a —_CL + 1 _ ae—pm/a —
2 p* - 2p*(p+ 1) 28

—age—pr/a re—Pr/a e—pz/a

+ +
p3 2ap(p+1)2  2p%(p+1)?

3.1) w(at,t) = uy(at,t) =0
4)
4.1) Per z = 0 evidentemente S,,(0) = 0 e quindi converge. Per x # 0 basta osservare che

klim ke 5" = 0 e quindi definitivamente 0 < k:\x|e_’”2 < ¢/k?® e scatta il teorema del
—+00

confronto. Il fatto che il limite sia zero non e importante ma conta solo che non sia +o0.

11/ febbraio/2025; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 5



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata”, facolta di Ingegneria

2 2 . . . . . .
4.2) e k" < ek ¢ quindi la serie converge totalmente e quindi uniformemente dal momento
—+o0o

che la serie Z ke ka® converge. Si capisce pure che tale ragionamento non funziona per a = 0.
k=0

4.3) Ci orientiamo verso la convergenza uniforme o la convergenza non uniforme? Rispondere

alla domanda e importante al fine di stabilire quale strategia impostare. Osserviamo che il

massimo di %" & assunto per z;, = 1/v2ek e il massimo di kz=**" vale \/k/(2¢) che tende a

+00. Siamo quindi indotti a propendere verso la convergenza non uniforme.

Prima dimostrazione

Ricordo che dobbiamo mostrare

—+o0o
3e>0:¥YN3In>N:sup Y klafe ™™ >¢
z€][0,1] hen,

+o0
—ka? —nz? —nz?
sup E k|x|e > sup nlzle = nx,e "n
z€[0,1] . — z€[0,1]

=+/n/(2e) = 400

e quindi non converge uniformemente.

Seconda dimostrazione

C’¢ un secondo modo evidenziato a pagina 54 del Giornale delle lezioni.

+oo
. . N . . . . . p— 2
Dalla continuita delle successioni uniformemente convergenti, g hr% k|z|e ®®" = 0 deve essere
—
k=0 "
+oo
. — 2 .
uguale a lim E klz|e ", Sia 2 # 0.
z—0
k=0
+o0 +oo +oo +oo +oo
2 2 2 2 2 2
E ke—kzx +§ e—km :§ (k+1)e—kx :§ :ke—(k—l)x — % § :ke—kx
k=0 k=0 k=0 k=1 k=1
e quindi
= 2 2 = 2 —]_ = 2 €I2
g ke F(1—e%) = — g ek — . — g ke ™k = 5
l—e® (e*” — 1)
k=0 k=0 k=0

400
. . — 2 . . .
Evidentemente hr% E klzle " = 400 e si ha conferma della non uniforme convergenza in
T—r
k=

0,1].

—kx? k/4

k
4.4) Essendo xj — 0, il massimo in [1/2, 3] della funzione kxe ¢ pari a 56_ e quindi per

n grande abbastanza (ossia ne™"/4/2 < 1/2)

+o0
—ka? ﬁ —k/4
sup E kxe SE %€ <e
= k=n

e quindi per ogni € > 0 troviamo n. per cui se n > n., la precedente espressione ¢ minore da €.

4.5)

1 n n —k
: —kz? _ . i o € _
nll}I—I{loo ; ,}O kxe dxr = nll)lgr_loo ,;0 k <2k o5 ) =400
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4.6) Grazie all’uniforme convergenza

1 2 2
/ S(:L')dxdg/ lim S,(z)dr= lim Sp(x)dx
0 1

n—+oo n—-+4oo 1

2 n n —k —2k 2
1 e 1 e 1 e
li k —kxzd — L 6_ _ e _ 1 1 _1
n—voo J) kz_o e nilfoo;) <2k: 2% ) 2e—1 2e2-1 2621
5) Scrivo direttamente il risultato

—im -2 e —e 2 oim (i) _ p2im(L+iE)
Im (— +imr— 4+ 27m'7) + 27 ‘ _

2 6-2 —2i(1 — 1) e'5 3¢5 (1 4 €'F)

_ _%T B g(e—n — ™) £ Im (?e—gi (em(%ﬂ'@) B ezm(%ﬂ@)))
= —2% - g(e_7T e ") 4+ Im <?eﬂ2ﬁeéﬂ - ?e_” 362?) =
2T 7r( —m_e2my 3r —nvs e V3
=———— e
3 2 3 3

6) La condizione di chiusura & f’ + x? + 22y = x? + 22y + y? ossia f(y) = y3/3 (pitt una
costante ma nell'integrale non conta) e la forma diventa (y3/3 + 2%y + xy?/3)dz + (z%y +

3 3 2,2
xy? + 23/3 4+ 1//1 + y?)dy. LaprimitivaéU(a:,y):xg +y;c +x2y +In(y+V1+y?) e
4 T w2
T mE 1+
[yw 48+ n(4+ +16)

L’integrale = In(z 4+ /1 + 22) andava ricavato con tutti i passaggi per arrivare alla

/ dx
Vita?

primitiva
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