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CONSEGNARE SEMPRE il presente foglio

Chi intende ritirarsi scriva ritirata/o sotto il proprio cognome ‘

compito (A)
Le risposte vanno motivate. Se immotivate, ancorché esatte, non verranno prese in

considerazione.

E vietato ’uso della calcolatrice, del telefonino o di qualsiasi supporto non cartaceo

1)* (10 punti per elettronica&Internet e 12 per informatica) 1) Calcolare il volume in R?

definito da 22 + 2 + 12 < z < 8/a2 + 42 2) Si calcoli la superficie totate che racchiude il
volume.

Soluzione Sia /22 + y2 = r. 22 + 9> +12 = 8/22 + y? equivale a 87 = 12+ r? dacuir = 2,6
e quindi I'insieme in questione & descritto da V = {z € R3:2 < /a2 + y? < 6, x2 4 y2 +12 <
z < 8y/x? + y?}.

Volume Integrazione per fili.

/// da:dydz:// dxdy/ dz =
Vv 2</22+y2<6 22 4+y24+12<2<8/x24-y?
(8v/z2 +y2 — 2% —y* — 12)dx dy

//2§\/m2+y2§6

B 2567
3

Integrazione per strati. Descriviamo il volume come segue V; = {z € R3:16 < z < 48, 22/64 <
2% +y? < z — 12} quindi il volume &

48 48 2
2
/ dz// da:dy:/ d,:/:7r<z—12—z—):ﬂ
16 22 /64<z2+y2<z—12 16 64 3

Volume di rotazione. Non e necessario ma per dare una spiegazione conforme a quanto descritto a
lezione scriviamo le equazioni come 12+y2+22 < 2 < 84/y? + 22. Le figure (cono e paraboloide)
sono di rotazione (dipendono da y?+22) e quindi possiamo descrivere il volume come un volume
di rotazione intorno all’asse z. Se scriviamo S = {(y,2) € R*:16 < 2 < 48,2/8 <y < Vz — 12},
il volume che cerchiamo &

48 Vz—12 48 2 956
//QWydydz:/ dz/ 27rydy:/ dz <Z_12_z_):_7r
s 16 z/8 16 64 3

Parametrizzazione con coordinate sferiche x = rsint cos ¢, y = rsintsinp, z = rcost. 22 +y? =

r2sin® 9 per cui il volume ¢ descritto da

6 27
Passiamo a coordinate polari nel piano / rdr / dt(8r —r? — 12)
2 0

0<ep<2m, 0<t<m/2 12+r*sin®t<rcost < 8r|sint|
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Superficie conica Parametrizziamo come una superficie cartesiana. La parte del cono con

r>0,y>0(5)e
S={zcR*2< /22 +y2<6, z=822+y?}
Si={zeR Va2 +y? <2, 2=8Va2+y?}, SH={zcR* Va2 +y2<6, »=8Va?+y%}

// do = // da—// do = // V65dx dy—/ V65dz dy = 7v/65(36—4) = 132v/65
S Sa S1 r2+y2<36 r2+y2<4

Superficie conica; Parametrizziamo come una figura di rotazione. In z = 8,/x2 + y? poniamo
x = 0 e otteniamo z = 8y che & I'equazione della proiezione sul piano (y, z) dell’equazione del
cono. Sia (y(t),z(t)) = y(t) = (£,8t), 2 < t < 6. La superficie che cerchiamo & I'unione delle

6
2rtds = / dt27t\V/65 = 132v65
2

circonferenze di centro sull’asse z e raggio y e il suo valore e /
2l

Superficie parabolica Parametrizziamo come una superficie cartesiana. Procedendo come
per il cono

S={zeR*2< a2+ y2<6, z=2a"+y*>—12}
51:{§€R3:\/x2+y2§2, z:x2+y2—12}, ng{QERS:\/xQ-l-yQS(S, z:x2+y2—12}

//gda:/[gzda—//glda:

:// \/1+4(x2+y2)da:dy—// V1+4(z2 + y?)de dy =
z2+y2<36 r2+y2<4
2m 6 2m 2 T
= / dt/ drry/ 1+ 4r? — / dt/ drry/144r? = 8((145)3/2 — (17)%/%)
0 0 0 0

Come paraboloide di rotazione. Poniamo z = 0 in z = 12+ 22 + 2 da cui z = 12 + y? e quindi
(y(t), 2(t)) = 7(t) = (¢,12 + t*) e la superficie ¢

/27rtds :/ dt2mt\/1 + 42 = —((145)3/2 — (17)%/2)
y

2) (12 punti) Si risolva la seguente equazione differenziale
utt—a2um:x—i—x2—i—t, z,t>0 a>0
u(x,0) =0, wu(x,0)=0, u(0,t)=-sint

In trasformata di Laplace la soluzione & v(z,p) = e P*/@ ( ! ! 2a2) +— + 207 +
i 7i ,p) = —_— = - — — 4+ —
P i 1+p* p* p° ) pt P
T z? da cui
— + — da cui
p* P
1 T a? T 3 a?tt  xt? 2P
) =H(t—=)(sin(t—=)— —(t— =) = (¢t — = A
e, = H(e - 2 (sinte - D)= 6= D2 = Te- D)+ S T+ G+
2
3) 9 punti) Solo per Informatica Sia data la forma differenziale w = de —
T4y

222y + xy?

dy. Si calcoh/w con v = (cost,sint), 0 <t < 27/3
EEE 1=t ) /

2l
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ﬁ@i&L_) 2ty + oy

(z+y)? GRS )
connesso y > —x e la curva su cui integrare si trova in tale insieme.

/wlz/w—/ydx:>/w:/w1+/ydaj
X X x X X X

Per calcolare [ wp usiamo il cammino vy, (¢) = (=t,0), =1 <t < e, e < 0, 7,(t) = (0,¢),

da cui la forma w; = < dy ¢ esatta nell’insieme semplicemente

e <t<3/2 _1 (t) = (—t,V/3/2), 0 <t < 1/2.

lim w1 = lim 0-dt=0, lim w1 = lim 0-dt=0

e—0— 7, e—0— e—0— v, e—0—

fo= [ [ (B o) -

B 3 (t+\f) YEA 2 V3 38 V3 3(V3+1)
_/O ( (_H%) 2>(dt)— /O (2 78@_73)2)(#-1— _ 33+

27 /3
/yda: —/ sint(—sint)dt = ?ﬁ + V3

3V3+1) 7 V3 -1 V3 3

iil risultato ¢ ——= — — 4+ —— = — + —— 4 —
per cui il risultato e 3 3+8 3+2+8

Alternativamente si sarebbe potuto scegliere il cammino 7, (¢) = (1,7), 0 <t < V3/2, e poi

1(t) = (—t,V3/2), -1 <t < 1/2.
Seconda soluzione Calcoliamo il potenziale di @.

vyl +2y) gy y®

Gro? VTV Gagr o VYT Gy

0 3 222y + zy? 222y + xy?
_( y +waw@0:__£_gi+yz__ﬁ_JL

+y* + h(y)

Ay \ (z+y) (z+y)? (z+y)?
3
da cui h = hgy. Quindi il potenziale di @ & U(z,y) = (xi_ i y? e U(-1/2,V/3/2) —U(1,0) =
3(V3+1)
8

4) (11 punti) Solo per Elettronica&Internet La superficie laterale, detta S, che contorna
il volume descritto nel primo esercizio € composta da due elementi, uno appartenente al cono

2z = 8+y/x2 4 y? e uno appartenente al paraboloide z = 12+ x2 + 2. Si calcoli // (V(z),n')do
S

dove V(z) = ri—yj +2x2k e la normale esterna ¢ tale che sul cono deve avere la terza componente
positiva e sul paraboloide negativa
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Teorema di Gauss. La divergenza ¢ 22 da cui

/// xzdasdydz:// xQdasdy/ dz =
v 2</22+y2<6 22 4y2+12<2<84/22 +y2

22(8y/x2 + 2 — 2% — y? — 12)dx dy

//2§\/m2+y2§6

117767

6 27
Passiamo a coordinate polari nel piano / rdr/ dtr? cos® t(8r — r? — 12) 5
2 0
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