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Ing. Elettronica& Internet, Informatica (frontale e online), A.A.2022-2023

Giornale delle lezioni e materiale svolto a lezione ma non presente sulle dispense

Gli esercizi per casa e non svolti a lezione iniziano con # e finiscono con ®é

L’inizio di esercizi e/o argomenti svolti a lezione ma non presenti sulle dispense & contrad-
distinto con e e la fine con ee

Le dispense del Prof.Tauraso sono divise in 4 capitoli. Le pagine da studiare dopo
ogni lezione si riferiscono al capitolo relativo

Le prime 6 ore circa di lezione non sono coperte dalle dispense di Tauraso. Il
materiale verra qui esposto

Lezione del 26/09/2022 Annullata per elezioni

Lezione 1 105 min. 1 del 27/09/2022 Non presente sulle dispense di Tauraso.

Nozioni di topologia in R". Distanza, sfera aperta, sfera chiusa, frontiera della sfera. Nozione
di punti interni di un insieme e di punto isolato

Distanza euclidea in R™ (o norma di z — ')

" 1/2
(Zm —x2>2> Lz — 2|, dist(z,2), pla, ')} (1.1)

=1

Se n =1 si ottiene
1/2

> (i — )’ = |z1 — 7]

Se n = 2 si ottiene 1/2
((z1 — 21)? + (22 — 25)?)

che e I'usuale teorema di Pitagora imparato alle scuole medie.

La distanza fra due punti soddisfa

1) |lz —2'|| >0, 2) |z—2'[|=0 <= z=2a
3) lz —2'|| =z’ —zll  4) lz—2'|| <z -yl +lly — 2/

La 4) e la disuguaglianza triangolare disegnata: in un triangolo un lato & minore della somma
degli altri due. L’uguaglianza si ha solo quando il triangolo degenera e i lati si allineano lungo
un segmento.

A

[~
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Definizione Dato z; € R", e dato un numero reale positivo r, I'insieme

def n
Br(zg)={z € R": ||z — z¢| <7}

si dice sfera aperta di centro x, e raggio r. A volte la parola “aperta” viene omessa.

L’insieme o ot
B (zo)={z € R": ||z — zof <7}

si dice sfera chiusa di centro x, e raggio .

L’insieme et
OB (zg)={z € R": |z — zo[| = 1}

si dice frontiera di B, (x,)

Sia £ C R™. Un punto z € E & detto punto interno ad E se
3r>0: B.(x) CE

#® Esercizio La sfera aperta B,.(£) € un insieme aperto ossia tutti i suoi punti sono interni.

Infatti se x € B,(§) allora
B n 1/2
(Z(éz‘ - l'z')2> =d<r
i=1

Consideriamo ora la sfera aperta B,._4(z) e quindi

n 1/2
<Z(ml —yi)Q) <r-—d

=1

Sia y € B,_q4(x). Abbiamo

n 1/2 n 1/2
(Z(yi - §i)2> = (Z(yz — @+ T — §i)2>

i=1
Eleviamo al quadrato

n n n n n

DW= =) Wi—mi+z -8 =) (Wi—x)+> (@ —&)>+2) (4 —zi)(w: — &)

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
La disuguaglianza di Cauchy—Schwarz ci da

n

. 12 ;. 1/2
D (i —wi)(wi — &) < (Z(yz - 331‘)2) (Z(% - §i)2>

per cui otteniamo

> wi—&)* < (Z(yz - 932)2>

=1

n 1/2 /0 1/2
+2 (Z(yz - 5132')2) <Z($z - fi)2> =

=1 =1

ol
_|_
R
[]=
E)
o
e
N———
|
+

- (Dyi—xi)z) +(Z<xz~—a>2> — (= d)+ ) =1
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LT

Definizione y € E ¢ punto isolato se
3r>0: B.(y) NE\{y} =0
Definizione y ¢ punto di accumulazione per E (in simboliy € E') se

¥r >0 By(y) N E\{y} # 0

In altre parole parole, ogni sfera aperta contenente y deve contenere almeno un punto di F. In
termini di successioni si traduce in

d{z,} 2, € 2,52y AN VmIn>m:z, #y

=N n—-4o00

Definizione Se F C R", E¢ = R"\E é detto insieme complementare

Definizione La frontiera di E, OF, é definita come [’insieme dei punti (non necessariamente
appartenenti a F) tali che qualunque sia la sfera aperta contenente il punto, tale sfera contiene
sta punti di E che puntit del complementare E°.

In formule
y€OEseVr>0B.(y)NE#D N B.(y) NE“#0

Definizione di limite per funzioni di piu variabili

Definizione Sia z, € £’ el € R. Diremo che

lim f(z)=1  (f(2)g=z2l) se Ve>030:-:z€ Bs (zy) N E\{zo} = [f(z) 1) <e

=T,

Per | = 400 si ha lim f(z)=4oc0seVMecRI.:z € Bs_(zy) N E\{zy} = flx) >M
Per | = —cosiha lim f(z)=—coseVM eR 3 o.:x € Bs_(zy) N E\{zy} = flz) <M

T,
Sia B C E. f|p(z) ¢ la funzione f ristretta all’insieme B e supponiamo che z, € B’. Vale il
Teorema
lim f(z) =1 <= lim flc(z) =1
T—

T—Tg Zo
per ogni restrizione f|c tale che x, € C. Il valore | puo essere finito oppure infinito
Dimostrazione = L’ipotesi ¢ lim f(z) =1 e sia z; € C’' con C C A. Dobbiamo far vedere
Tz,

che
Ve>030d:z € Bs_(xg) NC\{zy} = |f(z)—I|<e

ma z € Bs_(2o)NC\{zo} C z € Bs, (29)NA\{Zo} quindi |f(z) —!] < € e quindi li)m fle(z) =1.

Zy
<= L’ipotesi (che chiamiamo Proposizione P) & hm fle(z) = | per ogni restrizione f|c.
Dobbiamo far vedere che lim f(z) =1 (che chlamlamo Proposmmne Q). Quindi dobbiamo far

=z,
vedere che P = Q e invece noi dimostriamo che @ = 7. Poiché P non puo essere negata
essendo l'ipotesi, segue che l'ipotesi @ ¢ falsa.

@ vuol dire una delle due possibilita
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1) lim f(x) non esiste
=z,

2) lim f(z) =1 #1

T,
Cominciamo con 1).
Vuol dire che
VRIe>0:V0 3z € Bs(zy) N A\{zp}: |f(z) —R| > ¢

Prendiamo R = [ e una successione d,, = 1/n la quale genera una successione di punti {z1 }3°
tale che z, € Bi(z,) NA\{z,}. Sia C = {z1};2,. Chiaramente z, € C’ ed ¢ evidente che

lim f|c(z) non puo essere uguale [ il che & impossibile
oz,

Se ne conclude che era falsa quella parte dell’ipotesi @ per cui lim f(z) =1 non esiste.
T,

2) Supponiamo che esista lim f(z) =’ # [. Ma allora per la prima parte del teorema (=)
z—z,

per ogni restrizione il limite deve essere I’ e questo ¢ impossibile.

Quindi abbiamo mostrato che tanto 1) che 2) sono impossibili ossia lim f(z) = [ esiste ed &

Tz,

uguale a [.

Lezione 2 105 min. del 29/09/2022 Non presente sulle dispense di Tauraso.

Definizione di insieme aperto, chiuso. Nozione di continuita di una funzione

Un esempio in R2. Il cerchio in figura & B,.(C), r = 0.7, C = (1,1). I punti A e B sono sia di

accumulazione che di frontiera ma non interni. Il punto C' e di accumulazione e interno ma non
di frontiera

La frontiera dell’insieme B, (C) U D contiene D che non ¢ di accumulazione.
) B

D - -C A

Ve

Esercizio

Dimostrare oppure fornire un controesempio a:

1) un punto interno ¢ di accumulazione

2) un punto di accumulazione ¢ interno

3) un punto di frontiera ¢ interno

4) un punto di frontiera & di accumulazione

5) un punto di accumulazione o ¢ interno o di frontiera

6) un punto di frontiera o ¢ di accumulazione o & isolato

Esercizio Sia dato l'insieme A = {z € R:x = 1/n, n = 1,2,...}. Trovare i seguenti insiemi
A, A, A, A, A

Esercizio Sia dato l'insieme I = (0,1) C R. Trovare I', I, 0I, I, I\I', (che insieme &
quest’ultimo?)
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Esercizio Sia dato l'insieme A = {z € R%:0 <z < 1,y = 0}. Trovare A’ 13, 0A, A\A', A
Esercizio Sia dato l'insieme A={zr € R:xz=1/n+1/m, n=1,2,...,m=1,2,...}. Trovare
i seguenti insiemi A’, ;)1, 0A, A\A', A

Esercizio Sia dato l'insieme A = {z € R%: 2 = 2 + y, 2% + y? < 1...}. Trovare i seguenti
insiemi A, A, 9A, A\A', A

Definizione di derivata parziale rispetto a x e y.

Definizione (derivata parziale) Il limite
}E;% ;(f(xlv L2y ., Tj—1,Lj + t7xj+17 <o 7:1:71) - f(&))

¢ la derivata parziale rispetto a x; 1 < j < n della funzione calcolata nel punto x. Una funzione
e deriwabile in x se ammette tutte le derivate parziali in x

of

La derivata parziale j-esima puo essere scritta anche come 0;f(x), 0., f(z), fz,;(z), (9—@)’

D f (z). Il vettore applicato in z dato da tutte le n derivate parziali verra scritto come 9f(z) ed
e detto gradiente (in z) . Le derivate parziali sono un caso particolare delle derivate direzionali

Lezione 3 105 min. del 03/10/2022 Non presente sulle dispense di Tauraso fino agli
integrali esclusi

Derivate direzionali, differenziabilita .

Definizione (derivata direzionale) Dato il vettore v = (vy,vs,...,v,) tale che v + v3 +
...v2 = 1. II limite

1
lim Z(f(ff}l + Ulty To + vat,. .. y Tn + Unt> - f(£>)

t—0

dicesi derivata direzionale della funzione nel punto x

1
Osservazioni i) Abbreviando si scrive }in(l) E( f(z + tv) — f(x)). La derivata direzionale in =
—

(che si badi bene ¢ un numero reale e non un vettore) si indica talvolta con D, f(z). Con
v=(0,...,0,1,0...,0) (1 al j-esimo posto) si ottiene f,.

L’espressione x + tv rappresenta 1’equazione parametrica della retta passante per x ed avente
direzione data da v. Quindi, al variare di ¢,

flz1 +vit,x0 +vot, ...,z + vnt)déff(g + tv)

¢ 'insieme dei valori delle ordinate della funzione quando ci si muove sulla retta in questione.

Definizione (differenziabilita ) Una funzione e differenziabile in z se ¢ ivi derivabile e

lim L (f(z+h) — f(z) — Of(x) - b)) =0

h—0 ||A||
Se una funzione é differenziabile in ogni punto del suo dominio si dice che é differenziabile

Esercizio Una funzione puo essere derivabile ma non differenziabile in un punto. Sia data la

zy
2.2 0
funzione <{ 2+ y? z#0
£2(0,0) = i L0 O =JO.0 _ (. 0-0
=0 t t—0 ¢
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e lo stesso per f, quindi f(x) ¢ derivabile nell’origine. Per essere differenziabile deve accadere
che

i L (704 B) — (O — (@) 1)) = i TOED) iy L ik

N =0
0 [ bo0 Bl b0 \JRZ + hE B+

ma e impossibile; basta prendere la restrizione hy = hg, ho — 0.

Teorema (continuita delle funzioni differenziabili) Se una funzione é differenziabile allora
¢ continua

Dimostrazione

flzo +h) = f(zo) = 8f(20) - b+ o(||2])

La parte destra tende a zero quando h — 0 e quindi anche la parte sinistra che e la continuita

Teorema (del differenziale) Se una funzione ha derivate parziali continue in un punto allora
e differenziabile in quel punto

222
——x#0
Applicazione alla funzione f(z) = 2 +y? " 70
0 z=0

Risposta ad una domanda posta da alcuni studenti

Alcuni studenti hanno chiesto se esiste una strategia per capire se una data funzione ammette
limite e/o & continua in un determinato punto. Si possono dare delle linee guida.

1) Supponiamo ci si convinca che il limite esiste e valga [. In tal caso non resta che dimostrarlo
usando i vari teoremi sulla somma, prodotto, quoziente di funzioni. A volte bisogna maggiorare
o minorare a seconda dei casi. E il caso della funzione (x%y)/(x? + y?)

2) Supponiamo ci si convinca che il limite esiste ma non si sa quanto valga. In tal caso si puo
prendere una particolare restrizione e calcolare il limite su tale restrizione, diciamo che valga .
A questo punto non resta che dimostrare che il limite e effettivamente [.

3) Ci si convince che il limite non esiste. In tal caso: o si si dimostra che il limite non esiste
lungo una particolare restrizione della funzione o si trovano due restrizioni lungo le quali i limiti
esistono ma sono diversi

Nel secondo caso rientra la funzione (zy)/(z? + y?)

22 4 32 20
—_—
e Verificare se esiste o meno lir% f(z) dove f(z) = y—x
T—
- 0 z=0

Il limite non esiste. Prendiamo la restrizione y = x 4+ \/z ed otteniamo

>+ 22+ 20T+

fla,z+V/E) = o

—0

Inoltre

A

2 4 42 944 1 43
limf(a:,a:-i—x?’):limJU kil —1—3:(: rr
z—0 z—0 xT

e quindi il limite non esiste

Esercizio Sia data la funzione di una variabile: f(z) =0 se z # 0, f(0) = 1. e si consideri la
funzione di due variabili g(z,y) = f(z). Dire in quali punti ammette limite.
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Significato geometrico della nozione di gradiente
Sia fata f: A C R? — R differenziabile e z° € 21
lim —(f(z® +h) — f(2°) = af(2®)-h) =0
B i & 8 = T = 0re) 4
quindi f(z° + h) = f(z") + 8f(z°) - b+ o(||h]]) Sia [jv] = 1 da cui

Af, .1

f@®+tv)— f(2°) =taf (@) -v+o(|tu]) <= == ;(f(&o-%ty)—f(zo)=Qf(£°)-y+0(1)

Ora prendiamo w = 9f(z°)/||0f(z°)|| nell'ipotesi che 9 f(z°) # 0.

Slo 2 L 4 tw) — £a) = 05(") - + o) = 25 (2] +o(1)

e da Cauchy—Schwarz sappiamo che |9f(2°)-v| < [|9f(2°)|||v]| = |2f(z")|. L'uguaglianza si ha
solo nel caso v = w.

% N Atfg = [10f (@)l = 2f («°) - v+ o(1) > 0

per ogni t > 0 e sufficientemente piccolo. Se ne conclude che la direzione data dal gradiente e
quella di massima crescita o decrescita se t < 0 della funzione.

Tranne alcuni esercizi d’ora in poi il materiale sara preso dalle dispense di Tauraso
Integrali multipli
Pag. 1,2,3,4,5,6.

Di pag.5 solo il teorema 1 con le parole “normale rispetto ad almeno uno degli assi” al posto di
“misurabile”

Lezione 4 105 min. del 04/10/2022

Esercizi sugli integrali multipli. Teorema 5 pag.13 (sostituire "normale rispetto ad almeno uno
degli assi” a "misurabile”)

e “Spiegazione” della comparsa del determinante della matrice iacobiana nel cambio di variabili.
Supponiamo di voler eseguire il cambio di coordinate (ricordo che z = (z,y), u = (u,v),) z =
o(u) = (a(u), 5(u)). Prendiamo nel piano (u,v) il rettangolo di vertici a = (ug, vg), b = (u1,vo),
¢ = (u1,v1), d = (ug,v1). La trasformazione manda i quattro punti in

a' = p(ug,v), b =p(ur,v), ¢ =¢lu,v), d=p(u,vr)

ed i vettori b — a, d — a diventano per il teorema di Lagrange

b —d' = p(ur,v) — p(ug,vg) = (fu(favo)> - (u1 — up), up <& < uy
d' —a' = p(uo,v1) — pluo,v0) = (2, (wo,m)) - (1 =v0), W <7<y
Ny
C/
d/
f /
7|/ e
—~
O=d T
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f —a’ & ortogonale a d' — a e quindi, se quest’ultimo ha coordinate

((p1)w (w0, m)(v1 = v0), (P2)o (10, ) (V1 = v0))

f — a’ ha coordinate (oppure I'opposto ma a noi serve il modulo)

(=(2)v (w0, ) (v1 = v0), (¢1) (10, ) (01 = v0))

L’area ¢ data da

b | le—d| =l —a|-|d ~ | - |sinb] = V' ~ /|- &'~ a'| -] cos(8 + 3)| =
= (V' ', ] ~ )|
prodott:scalare

= | = (p1)ul§; v0)(u1 — uo)(p2)u(uo, n)(v1 — vo) + (p2)u(§; vo) (U1 — uo)(p1)v(uo, n)(v1 — vo)| =
= |Det(M))|

dove

(¢2)v(uo,n)(v1 —v0)  (p2)u(§;vo)(ur — uo)

(

(

— ( (UW) ( )u(S,’U) —u o — v
((@2) (Ug,ﬂ) (o ;)u(ﬁ,vg)) (u1 —ug)(v1 — vo)

Nell’integrale uy — wug, v1 — vg € uy — ug diventa dx, v; — vy diventa dv. Per il teorema del
confronto (Carabinieri) & — ug, 7 — vo € quindi

(01)v(ug,m)(v1 —vo)  (p1)u(&v0)(ur —uo) \ _
M= ( 2)v ) B
1)o

(p1)v(uo,m)  (1)ul§;v0) — ) (or — v (#1)0(u0,v0)  (P1)uluo, vo) \ 4 o
(wmmw>wm@mQW1 0)(v1 @*<wmwwm<mmeQdd

ed ecco spiegato il ruolo della matrice Jacobiana.

Esercizi

Calcolare / / |y — 2%|dx dy dove D ¢ nell’ordine: e i) il quadrato di centro l'origine e lato pari

D
a 2, [R.12/5] ee & ii) triangolo di vertici (—1,-1), (1,—1), (1,1), [R.41/30] iii) L’insieme
defnito da 22 < |y| < 1. [R.8/5] &é

Calcolare / | 2|y| — 2%|dx dy dove D & il quadrato di centro I’origine e lato lungo 2. [R.3/2]
D

Svolgimento La funzione integranda e il dominio di integrazione sono simmetrici rispetto allo
scambio (x,y) — (x, —y) quindi integriamo per y > 0 e poi moltiplichiamo per 2. Il calcolo &

/Oldx/omdyx(—y-i-x)-l-/oldx/xldyas(y—x)—i—/_oldx/oldy(—l’)(y—x):Z

& Calcolare / / ly — x3|dx dy dove D ¢ nell’ordine: i) il quadrato di centro l'origine e lato pari

D
2, [R.16/7] ii) triangolo di vertici (—1,—-1), (1,—1), (1,1), [R.8/7] iii) L’insieme defnito
da 2?2 < |y| < 1. [R.8/5]
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Calcolare il volume del seguente insieme {x € R3: 0 < z < r — /22 + y2} (cono) R.7r3/3 &é

Degli esercizi di Tauraso sugli integrali multipli, fare tutti quelli dal num.1 al num.9

Lezione 5 105 min. del 06/10/2022

e Calcolare I'area del quadrato usando coordinate polari.

Ay P (m/4,7/2)

A=(p,t)=(1/ costo,to)

(1,0) (7r/4’0)

L’area ¢ due volte ’area della meta inferiore.

// dxdy:// p dpdt=
{zeR2:2€[0,1], 0<y<z} {(t.p)eR2:t€[0,7/4], 0<p<1/cost} N~

iacobiano
T 1/cost T ,02
[ e [T
0 JO 0 2

cost 1 % 1 tan t % 1
dt = = dt = ==
0 } 2 /0 cos? t 2 lo 2

e quindi ’area e due volte la quantita trovata. ee

Esempio 6 pag.15, esemppio 7 pag.16
e Calcolare il volume dell’insieme in R3 definito da 22 + 3?2 < 2 <1+ 2 +y. R.97/4

Svolgimento Integriamo per fili. Avendo in mente la figura di pag.20 delle dispense di Tauraso,
dobbiamo trovare l'insieme D’ e per farlo intersechiamo il paraboloide e il piano ottenendo

1 1 3 1 1 3
(x — =)+ (y — =) = =. L’insieme D’ ¢ quindi {(w,y) c R% (z — 5)2 + (y — 5)2 < 5}
o1(z,y) =22+ y? e a(z,y) = 1 + 2 + y. Integrando “per fili” I'integrale & pertanto

2 2 2
// (14+z+y—2? —y*)de
(2= 302+ (y—})7<3

—2

Passiamo a coordinate polari nel piano centrate in (1/2,1/2), x = 1/2 + /3/2rcost, y =
1/2+4 4/3/2rsint, e l'integrale diventa

27 2
/dr’r/ (1+ = —i——):%r

& Calcolare il volume che soddisfa le relazioni /22 +y2 <2< 14z +y ®®

Lezione 6 105 min. del 10/10/2022
Coordinate polari sferiche

e Sia dato il volume V = {z € R*: 2? + y? + 2% < r?} avente densitd di massa costante .
Si vuole calcolare il potenziale gravitazionale in un qualsiasi punto dello spazio sia interno che
esterno al volume.
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Sia y, = (&,71,¢) un punto dello spazio. Orientiamo gli assi in modo che il punto y, stia
sull’asse z ossia abbia coordinate (0,0, (). Il potenziale generato da V' in Yy © ¢ (G ¢ la costante

—0Gdxdyd
gravitazionale) I = / / / —OTArAYeE integrale diventa
dzst (z yo

27 2 . r
p~ sind —27T5G/
—5G/ d/dﬁ d = d +<¢| = |p—¢D.
v p\/p o1 O - pp(lp+ ¢l —1lp—<¢l)

Si ¢ usato il fatto che

0 1 sin ¥
—2p cos + 2) =
619( C\/p P ¢ Vp% —2pC cos V) + (2

Ora dobbiamo dividere i due casi ( >r e ¢ <.

Primo caso. Sia ¢ > r. L’integrale ¢

—216G —2m0G [ —4 r3 MG

: ¢ / dp2p? = —"3G— = ——

¢ ¢ Jo ¢ ¢
Il risultato e quello classico: il potenziale & come se fosse generato da una massa tutta concentrata
nell’origine.

/Ordpp(p+c—(c—p))=

Secondo caso. Se r > ¢ > 0 otteniamo invece

MG
=

¢ 3
=37

_or < "
265G </0 dpp(p+g_(g—p))+/c p(p+C—(p—C))dp) =27T5G(%C2—7‘2)

e si puo notare che per ¢ = r le due formule coincidono. Si puo notare anche che nel secondo caso
il potenziale & armonico quindi generante oscillazioni. Se ipoteticamente praticassimo un tunnel
che corre dal polo nord al polo sud e facessimo cadere un punto materiale, questi oscillerebbe
continuamente fra i due poli ee

coordinate cilindriche

e Calcolare il volume della regione definita da {z? + 3% + 22 < 22,2 < 2(2® + y?)} usando
coordinate cilindriche

Calcolo del volume definito da {z,y > 0,22 + y?> < R%0 <

< z < zy} usando coordinate
cilindriche ee
volumi dei solidi di rotazione

e Volumi di rotazione. Nel piano (z,y) si abbia un insieme chiuso e limitato (ad esempio un
poligono) che non intersechi né I’asse z né 'asse y (oppure intersechi almeno uno degli assi in
un insiene avente area nulla) e lo si ruoti intorno all’asse z di a radianti. Il volume della regione

ottenuta ¢
« / / ydydz
D

Se invece ruotiamo intorno all’asse y abbiamo

a// zdydz
D

Ragionamento intuitivo Sia C,, . la circonferenza ottenuta a partire da (y, z) e ruotando di 360

gradi intorno a z. Possiamo pensare che il volume di rotazione sia U Cy.~. Un facile disegno
y,2€D
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mostra che se (v, 2’) # (y, z) allora Cy/ . NCy, . = 0. Per il calcolo del volume dovrei “sommare”
la lunghezza di tutte le circonferenze C,, , al variare di (y, z) in D. Ciascuna circonferenza e lunga

27y e la “somma” e // 21y dy dz appunto.
D

Se la rotazione avviene intorno all’asse y, allora il volume ¢

27r// zdydz
D

Dimostrazione rigorosa nel caso della rotazione intorno all’asse z. Siano (u,v) le coordinate
dell’insieme D. Le coordinate (z,y, z) sono z = ucost, y = usint, z = v e I'insieme &

V ={z € R> (u,v) € D,z =ucost,y = usint,z =v,0 <t < a}

e 'integrale e

\V\:/// da:dydz:/ dt// u dudv:a// w du dv
1% 0 D D

iacobiano

Calcolo del volume {x?+y?+22 < 2z, 2z < 2(22+y?)} usando la formula dei solidi di rotazionecee

Lezione 7 105 min. del 11/10/2022

Teorema 3 pag.5. Integrazione per sezioni pag.21 e applicazione al calcolo del volume della sfera.

e Superfici Sia ¢: R? — R3 (ci limitiamo a superfici che dipendono da due parametri ed il cui
grafico & contenuto in R3.)

o o
Definizione Sia D = D = DUJD un insieme in R? e sia  una applicazione da D a valori in

R3. ¢ = Oléf(Oz(u,v),B(u,v),’y(u,v)) con le seguenti condizioni: i) «,f,v,€ CY(D;R) i)

Qy Oy
il rango della matrice J = | B, B, | & due iii) (u,v)# (u',v") implica p(u,v) # p(u',v")
Yu Yo

per ogni (u,v), (u',v") € D;

La i1) e equivalente a dire che la somma dei quadrati dei determinanti dei minori di ordine due

e non nulla ossia
G sl 1 w1 %)
Bu B Yu Yo Yu Vo
La superficie descritta e detta regolare.
sen=|(550) m=( )] | )]

Osservazionl La matrice J definisce un operatore lineare che manda vettori a due componenti in
vettori a tre componenti. Il rango pari a due garantisce che due vettori linearmente indipendenti
vengono mandati in due vettori linearmente indipendenti.

2

£0

7I3:
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La matrice J applicata al vettore (1,0) produce il vettore P, = (ay, Bu, Yu) mentre applicata al
vettore (0, 1) produce o, = (), By Yo)

t o J k
Eu A Ev = Qy, ﬁu Yu = Z(ﬁu’)/v - ﬁv'Yu) - i(au’)/v - 'Yuav) + E(auﬁv - ﬁuav)
Oy Bv Yo

per cui il modulo delle componenti del prodotto vettoriale corrispondono a (I, I, I3). 1l ret-
tangolo definito dai vettori ¥, € ¢, glace sul piano tangente alla superficie e la sua area e

pari a [lo A || = /I + I3 + I3. L'equazione del piano tangente a (xo,%o,20) & data da
(x — ) - ®, /\gv)(uo, vp) = 0 dove x5 = p(ug, o).

I vettori tangenti in un qualsiasi punto ¢(ug,vp) sono combinazione lineare dei due vettori
¢ (ug,v0) € ¢ (uo,vo). Infatti prendiamo una curva giacente su (D) ossia

(@(r1(8),72(1)), B(m(t),72(8)), ¥(71(t),72(t))) = @(1(t)) dove y(t) = (71(t),72(t)) & una curva
tale che y(to) = (uo,vo).

d
20(1(t)) = (@t + 0w Btk + Burhy Tt + 907 ) =

= i (ud + Buf + Yuk) + va(ewi + Buj + k)

Definizione Si definisce area della superficie I'integrale doppio / / dudv\/I? + I3 + I3 ed
D S S/

~—
le Ao ll

a volte lo si indica con / / do dove S e il grafico della superficie in questione.
S

Se abbiamo una funzione f(z,y, z) possiamo definire
Uintegrale di superficie // fla(u,v), B(u,v),y(u,v))do
S

Si possono risolvere gli esercizi di Tauraso fino a pag.12.

y) (z,y) € D C R%. In
7U —’U,ZZ")/(’U,,’U):

z,
(u
) RB+I3+15 =

e Nozione di superficie cartesiana ossia il grafico della superﬁ(:le z=f(
tal caso la parametrizzazione € del tutto ovvia, z = a(u,v) =u, y =
0
1

1
f(u,v). In forma vettoriale si ha wui + vj + f(u,v)k; J = | 0
fu
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V1+ f24 f2. Se f(x,y) € CH(D) allora la superficie cartesiana soddisfa tutte le tre condizioni
i),ii) e ti1). Infatti la ¢) & chiaramente verificata. Per la i) basta verificare ad esempio che

la matri Xu Xo) o (L0
a matrice YuY1,801

prima che la seconda componente della superficie ¢ data da funzioni iniettive.
Calcolo dell’area della superficie definita da 2 = R — /22 + y2, z > 0.
Calcolo dell’area della superficie definita da z = 22 + 32, z < 2.

) . Inoltre la iii) & verificata sempre grazie al fatto che sia la

Calcolo dell’area della sfera di raggio R. ee

e Vediamo cosa ci da 'equazione del piano tangente (z — z) - (¢, A ¢_)(uog,vo) = 0 nel caso
del cilindro 22 + 2 = 1 la cui parametrizzazione & = cost, y = sint, z = u, 0 < t < 2«
p, Ny, = cost C i+sintj e zy = (costo,sinto, u). (z — z¢) - (¢, A ¢, )(to,uwo) = (z —
costg) costy + (y —sintg) sinty = 0 quindi x costy + ysinty = 1 da cui xxg + yyo = 1 e per ogni
(20, y0) € un piano tangente parallelo all’asse z.

Stessa cosa con la sfera. x = sintcost, y = sintsint, 2z = cost. o, Np = sin’ t cos Ti +
sin? t sin 75 4 cos t sin tk.

(z —z0) - (@, N )to,T0) =

= sin® tq cos 7o (x — sintg cos 7o) + sin? ¢ sin 7o (y — sintg sin 7o) + sin 7y cos 7 (x — cos Tg) =

2

= x sin? tocosTo +y sin? tosinTy — sin® tocos” 9 — sin® to sin? To — cos? tosinty =

= sinto(zxo + yyo + 220) = sinty = (xxo + yyo + 220) =1, to #0,7

Da ultimo una superficie cartesiana. z = u, y = v, z = f(u,v) e, Ne, = —ful — foj t ke
quindi

(=) - (o, N, )(uo,v0) = —(z — o) fulo,Y0) — (¥ — Yo) fo(uo, v0) + (2 — 20) =0
formula ben nota. ')

Lezione 8 105 min. del 13/10/2022

Generalita sulle curve. Integrali curvilinei di prima specie.

Lezione 9 105 min. del 17/10/2022

Integrali curvilinei di seconda specie. Forme differenziali.

Lezione 10 105 min. del 18/10/2022
Forme chiuse; forme chiuse su semplicemente connessi; Esercizi su;

Lemma di Gauss-Green (solo enunciato senza esercizi)

Lezione 11 105 min. del 20/10/2022

Esercizi sulle forme differenziali e sul Lemma di Gauss-Green. Area dell cardioide z? + y? <
x4+ /22 + 32 e della Lemniscata di Bernoulli (22 + y?)? < 2% — y2. Prime nozioni sulle serie.

16:00-17:15 Ricevimento

Lezione 12 105 min. del 24/10/2022

4/ottobre/2023; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 13



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata”, facolta di Ingegneria

Serie a termini di segno costante (definitivamente). Criterio del confronto. Serie a termini di
segno alterno e con termine generale monotono; serie assolutamente convergenti. Serie geomet-
rica.

Da qui fino al 28/11 il programma riguarda solo gli studenti di Informatica

Serie di potenze nel campo complesso. Nozione di funzione complessa e primi esempi

Lezione 13 105 min. del 25/10/2022

Funzioni complesse. continuita e derivazione di funzioni complesse; Significato di integrale nei
complessi e qualche esempio

Lezione 14 105 min. del 27/10/2022

Formula di Cauchy, serie di Taylor, serie di potenze, esempi
Lezione del 31/10/2022 (annullata)

Lezione 15 105 min. del 03/11/2022
Serie di Laurent, Teorema dei residui

16:00-16:50 Ricevimento

Lezione 16 105 min. del 04/11/2022 registrata a casa in sostituzione di quella del
31/10/2022

Integrali reali risolti coi numeri complessi

Esercizi

T dr oo 22dx T dg oo xdx oo xdx
/_oo 1+t /_oo (14 22)> /_oo (14 22)> /_oo (14 2? —z)* /_oo (1422 +2)*

too r?dx oo r?dx
/_Oo (1422 +x)2’ /_Oo (1+a22—2)?

0 cos(ax)dr [T x? cos(ax)dx rsin(az)dr [T cos?(ax)dr [T cos(ax)dx
/ ﬁ/ e /OO el B )
sin(ax)dz
oo T2 bT 4 b2

—0

+o0

— 00 — 0 — 00

/27r Pl <1elpl > 1 /27T cos ¥di
con e ,
14 p? 2p00819 P P o 14+p?>—2pcost

/7r sin 9dv pl<1elp > 1 /27r cos(29)dv bl <1elp >1
con e con e
o 1+4+p%—2pcos? p p " Jo 1+4+p%—2pcos? p p ’

o ‘ ) 9 27
/ sin(29)d? con |p| < 1lelp| >1, / v cona >b>0, / 40
0 0 ’

con |p| < 1elp > 1,

1+ p% —2pcos?d a+ bcos a+ bsin ¥
cona >b >0 /2ﬂd—ﬁcona>b>0 /%d—ﬁcona>b>0
" Jo (a+bcost)? " Jo  (a+bsin®)? ’
27 27 27
/ _cosvdi_ cona>b>0, / __cosvdy cona>b>0, / e cos(n — sin ) do,
o a-+bcosv o (a+bcosi)? 0

27
/ e sin(nY — sin9)do,
0

Lezione 17 105 min. del 07/11/2022
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Esercizi calcolo integrali complessi; prime nozioni sulla Trasformata di Laplace.

+o0

i d
Ripercorrendo il calcolo dell’integrale I = / zsin(az)de eseguito alla fine della lezione del

oo L2401
4/11/2022 si arriva a

iaz

Im (27r7j1:{es’;67_i_b2

ibe—a?
= Im ( 2mi = me
z:ib) m( 90 ) e

Te @

. All fine della lezione

del 4/11/2022 ho calcolato I ma poi ho preso erroneamente b = 1 ottenendo we~* (il risultato

+oo :
i . . . x sin(ax
corretto nel caso b = 1 e in ogni caso, sostituendo y = xb, b > 0, I'integrale / #daj

oo X242

o0 : b

diventa / wdy =me %)
o Y1

mentre ad inizio della lezione di oggi ho detto che il risultato era

Te @

Poi ho fatto notare come lim
b—+o0 b

Il limite sulla formula corretta e zero lo stesso lim we™
b—+oo

sorprende in quanto la funzione integranda tende a zero per b — +o00. Quello che potrebbe
rsin(ax
sorprendere & il fatto che se b # 0 lim we ®® = 0 dal momento che lim y

a—+00 a—too 2 -+ b2
non esiste a patto che z # 0 ma z assume infiniti valori. Allora ho introdotto l'integrale

+o00 : 2 d
J(a,b) = / % (come integrale di Cauchy o del valor principale) pensando che

lirf J(a,b) # 0. In altre parole volevo far vedere che quando a — 400, sin(az) “media a zero”
a—r+00

ma sin?(ax) no. Purtroppo

= 0 anche se il limite ¢ eseguito sulla formula sbagliata.

@ — 0 purché a # 0 e questo non

R 2
lim x sin” (ax)dz

=0
R—>+OO —R 332 + b2

R . . 2
d
dal momento che / w = 0 (funzione integranda dispari) e quindi lim J(a,b) =
R T4 + b a—~+o00
0.

Modifichiamo allora il tutto prendendo

J /+°° zsin(ax)dx I /+°° rel T dy
= —_— = 11N _—
! oo T2+ br+D? oo T2+ br+ b2

iaz

Come al solito passiamo alla funzione complessa f(z) = m. 22 + bz +b%> = 0 per
z = 5(—1 4 i1/3). Detta z; la soluzione nel semipiano superiore (a > 0) otteniamo
’ Zeiaz 2 eiazl ’ 1 . eia(% (—1+i\/§))
I =1 2miRes———F—— =1 2 =1 2mi—(—1 3 =
1 m(m PO Z_Zl> m<7m221+b) m(m2( +iV/3) i3

™ —abV3

. ab ab 27 —avv3 . ab T
= e 2 (sm?—f—\/gCOS?):—e 2 Sln(?‘f‘g)b;ﬂ),a—_H-oJO

B
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Facciamo vedere ora che

lim Iy(a,b) = lim

a—+0o0 a—+0oo

e gsin®(az)dr 1/+°O x — x cos(2ax)

= Xz
oo T2+ br 402 amte2 [ 2?2+ br+ b2 ~~
integrale di Cauchy

im I 1 /R x — a:cos(2aa;)d I 1 /R xdx dot
= lim lim = r= lim = ——————dx
a—0 R—+00 2 | _p a2 +bx + b2 R—+o0 2 J_p 2?2 4 bz + b2

+oo 2
tim L / x cos(2ax) _weosaz) g

a—0 2 x2 + bz + b?
R R
/ rdx d — 1/ (22 + b)dx dx—Q/ dz e —
_p x?+bx + b? 2 J_p x4 bx+ b2 2 J_px?+bx+ b2
_llnw_ 1 arctan(—+ 1 )’R _>0_L(E_(__7T>)_—_7T
T2 RZ_Rb+02 /3 V3b /3 I-Rr Bt V32 2" /3

Ora calcoliamo

400
/ x cos(2ax) d —
2 + bx + b2

— 00

sei2az 2 ei2az1 1 elal 2 (—144Vv3))
= Re | 2mniRes——— = Re [ 277 =Re | 2mi=(—1+4+ V3
e<7rz eSZZ-i-bZ-i-bZ z:z) e<m221+b) e 7r7,2( +iv/3) 73
T —abV3 2m —abv3 . ab 0w
= %e > (— cos —l— \/_sm ) \/ge 2 Sm(? — g)—>b#0’a_>+oo 0

—T
Ho quindi dimostrato che lim I(a,b — #£0
q Jm I(a,b) = 7 7

+o0 “+o0

N rsin(azx z sin(azx
E da notare inoltre che lim ﬁda: = lim me™ % = we quindi lim (az)
a—0 | _ 2 +1 a—0 a—0 | _ 2 +1

(e e) o0
[t e gy
a—0 x4 +1

———dx #

— 0

Lezione 18 105 min. del 08/11/2022

Trasformata di Laplace. Proprieta ed esempi

Lezione 19 105 min. del 10/11/2022

Trasformata di Laplace, esempi. Prodotto di convoluzione e relativa trasformata di Laplace.
Antitrasformata di Laplace

Lezione 20 105 min. del 14/11/2022

Trasformata di Laplace, esercizi. Delta di Dirac. Equazioni e sistemi di equazioni differenziali
ordinarie e premesse della equazione di D’Alembert

Lezione 21 105 min. del 15/11/2022

Trasformata di Laplace, esercizi su Equazione di D’Alembert

Esercizi

o Upt — AUy = 0
) w(z.0) = 0. wy(z,0) = 0, u(0,t) = B(t —T)
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v(x, p)dZEfE(u(x, t)). La variabile = fa da “spettatore” e non viene coinvolta nella trasformata di
Laplace.

L(ug(w,t)) = pL(u(z,t)) — u(x,0) = pv(x, p) — u(z,0) = pv(z,p),
L(ug(z,t)) = p*v(z, p) — pug(x,0) = p°v(z,p)

E(u(O,t))d:efv(O,p) = Be P per cui rispetto a v(z,p) 'equazione differenziale alle derivate
parziali diventa ’equazione differenziale ordinaria

CLQ'U// o pQ'U =0
v(0,p) = Be P"
e la soluzione & v(z,p) = ae's + Be” ‘= . Poiché vogliamo |u(z,t)| < Ae?’t per due costanti A

e A’, deve essere n lim |v(z,p)| = 0 e quindi o = 0. La condizione iniziale ci dice che [ =
ep——+o00

Be PT ¢ quindi la soluzione & v(z,p) = Be PT =% Quindi otteniamo u(z,t) = £~ (v(z,p)) =
x

B§(t—T — —) che rappresenta un impulso (¢ chiaramente una approssimazione) viaggiante verso

destra con velocita a. Dopo il passaggio dell’impulso il punto torna nello stato di quiete.

2,1 2,
a“v" —pv=20
v(0,p) = Be P"
mata di Laplace. Va osservato pero che I'equazione ¢ del secondo ordine ma disponiamo solo
della condizione iniziale su v(0, p). La condizione su v, (0, p) la lasciamo indicata e ce la “gio-

La soluzione del sistema { puo ricercarsi anche attraverso 1'uso della trasfor-

chiamo” al momento giusto. Definiamo quindi £(v(z, p)d:efh(s, p) (la variabile p “fa sempre da
spettatore”). L(v'(x,p)) = sh(s,p) —v(0,p), L (x,p)) = s2h(s,p) — sBe PT —v,(0,p) per
cui ’equazione ordinaria diventa

sa’Be T + a?v, (0, p)

2 2 2p —pT _ 2 2 _ _
a“s°h(s,p) — sa”Be " —a*v,(0,p) — p°h(s,p) =0 = h(s,p) = a2s? — p2

Facendo I’antitrasformata di Laplace si ottiene

ao-l—iOO B D P UI O, a » »
v(z,p) =vp5 e*h(s, p)ds = e T (%" +e77) + vz (0, pla (cfr — e b

ag—100

~—~

Poiché vogliamo che la soluzione soddisfi la condizione |u(z

B
costanti M ed M’ positive si deve avere 5e_pTe%m +

—Ze Pl ¢ quindi v(z,p) = Be PT—%x

utt—azum:0 z>0,t>0,a>0
u(z,0) =0, u(x,0) = Aw, u(0,t) = Asin(wt)

v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi  L(ug(z,t)) = pv(x,p) — u(z,0) = pv(z,p), L(uwp(x,t)) =
def Aw

p*v(z,p) — us(2,0) = p*v(z,p) — Aw. L(u(0,))=v(0,p) = L(Asin(wt)) = -k Il sis-
p?+w
tema per la funzione v(z,p) €
p?u(z, p) — Aw = a®v” CAw
Aw La soluzione della equazione & v(z,p) = ae'a +Be e + — - Poiché
U(07p> = 5 2 p
pe+w
vogliamo |u(z,t)] < Ae?' per due costanti A e A’, deve essere  lim |v(x,p)| = 0 e quindi

Rep——+o0
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A A A A pe A
« = 0. La condizione iniziale impone [ = piz _:sz — —p;}. v(z,p) = (p72 +ww2 — —p;})e_T + —p;u.
u(w, t) = L7 (v(z,p)) = AH(t — =) [sinw(t — =) — w(t — )] + Awt

a a a

Controlliamo chexle condiziogi iniziali ;ono verificate dalla soluxzione.
u(z,0) = AH(—=)[sinw(—=) —w(—=)] = 0 in quanto H(—=) =0 essendo z > 0 e a > 0.
a a a a

up(x,0) = Ad(t — g)[sinw(t — g) —w(t — g)} + AH(—%)[wcosw(t - g) —w] 4+ Aw = Aw in
quanto il primo pezzo si annulla per ogni valore di ¢ il secondo pezzo e nullo per le stesse ragioni
di prima.

u(0,t) = AH(t) [sinwt — wt] + Awt = AH (t) sinwt = Asin(wt)

utt—azum =0 x2>0,t>0,a>0

) {u(aj,O) =0, u(z,0) = Aw, u,(0,t) = Bsin(wt)

v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi L(ug(z,t)) = pv(x,p) — u(z,0) = pv(z,p), Llugx(x,t)) =
p*v(z, p) —ue(z,0) = p*v(z, p) — Aw. E(um(O,t))d:efvm(O,p) = L(Bsin(wt)) = % 11 sistema
per la funzione v(z,p) & !

p?u(z, p) — Aw = a®v”
. . R px _ px Aw . ,
Bw La soluzione della equazione & v(z,p) = ae« +fe '« +—5. Poiché
Um(07p>: b 2 P
pTtw /
vogliamo |u(z,t)] < Ae?'t per due costanti A e A’, deve essere o linir lv(z,p)| = 0 e quindi
ep——+o00
Aw Bwa »
a = 0. Di conseguenza si ha v(z,p) = — — —————¢ %=« da cul u(x,t) = L (v(z, =
gB (z,p) P Sy (z,t) (v(z,p))
x . Ba x
Awt — H(t — )2%(1 - p— L
wt = H(t = )220~ cosw(t — ©)
Verifichiamo le condizioni iniziali:
x . Ba x
0)=H-221 ~5y=o0
e = BT o) )
x . Ba x x . Ba x
0) = Aw — §(t — 2)24(1 - t— ) - H-DH 2 sinw(-Z) =0
un(,0) = Aw = (t — 5201 coseo(t = 2)) — H- D) P sin (-5
1 x . Ba T
20,8) = =6(t — Z)==(1 — t — )+ H(t)Bsinwt = Bsin(wt
u, (0, 1) - ( a) - (1 — cosw( a)—f— (t)Bsinw sin(wt)
Q) Uy — Uy = sin(wt) x> 0,t>0,a >0
u(z,0) =0, u(z,0) =0, uy(0,t) =0
w
| PPl p) — e = 5 5 . ) .
v(z,p) = L(u(x,t)) e quindi pTtw La soluzione della equazione &
vz(0,p) =0
pT pT w /
v(z,p) = aea + fe” @ + ——————. Poiché vogliamo |u(x,t)| < Ae?’t per due costanti A e
(@) B eyt Poiché vogliamo [u(a, )] < AV p
A’ deve essere  lim |v(z,p)| = 0 e quindi @ = 0. v,(0,p) = 0 impone E(a —p)=0ce
Rep——+4o00 a
1
quindi # =0 da cui v(z,p) = m da cui u(x,t) = L™ (v(x,p)) = ﬁ(tw — sinwt)

Ugy — @ Ugpg = 0
u(x,0) =sinz, u(z,0) =0, u,(0,t) = Bé(t —T)

(@, p)E L u(x, 1), Llu(w,t) = pLlu(z,t)) — u(z,0) = po(z,p) —sinz, Lluy(z,1t) =
pL(ue(, b)) ~ue(x,0) = p(pv(z, p)—sinz) = p*v(w, p)—psinw, L(uz(w,t)) = (L(w(z, 1))z =
Voo (2,0)  Lug(x,t)) = (L(u(z,t)))s = va(x,p) = O+OO dte P! Bi(t — T) = e PT per cui nella
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p2v — psinz = vy,

funzione v(x, p) 'equazione diventa la equazione differenziale ordinaria T
v,(0,p) = Be™P

che possiamo scrivere anche come

{pzv — psinz = a®v”

v'(0,p) = Be PT
dizione iniziale ¢ solo per v,(0,p). Se ne deduce che manca una condizione per poter trovare
I’'unica soluzione che cerchiamo. La seconda condizione apparentemente mancante deriva dal
fatto che vogliamo |u(z,t)| < AeA’t per due costanti A e A’. Cid vuol dire che deve essere

lim |v(z,p)| = 0. Per risolvere la equazione ordinaria utilizziamo di nuovo la trasformata
Rep——+o0

L’equazione per v(x,p) & del secondo ordine (come per u(x,t)) e la con-

di Laplace. Definiamo quindi E(v(w,p)dZth(s,p) (la variabile p “fa sempre da spettatore.”

L' (z,p)) = sh(s,p) —v(0,p), L@ (z,p)) = s2h(s,p) — sv(0,p) — Be PT per cui I'equazione
ordinaria diventa p2h(s,p) — pL(sinz) = a®s*h(s,p) — a®sv(0,p) — a®?Be PT ossia h(s,p) =

P —a?sv(0,p) — a?Be PT

. Antitrasformando si ha v(s,p) =
(32+1)(p2—a232)+ p? — 0252 ! ! (s, p)

zp pz 0 pz rr B pe L
s (e e WO () D (BT BT Nhmite i o(e )] =
D a

2 Rep——+o0
0 impone —

p .
sin x +
P2 + a2

a

—_ — Be T Dunque si ot-
pz +a? q

0, Be T =0 indi v(0,p) = 5——
+v(0,p) + Be e qu1il i v(0,p) T
p? +a? S 2p? i 2a2 eh 51#6_%% — Be~ «*PT_ Antitrasformando

si ha la soluzione wu(x,t) =sinxcosat + H(t — E) sin(at — x) — aBH (t — T T'). Verifichiamo
a a

tiene v(x,p) =

x
le condizioni iniziali. wu(x,0) = sinx chiaramente. wu:(x,t) = —asinzsinat + 6(t — —) sin(at —
a

x)+aH(t — E) cos(at — z) — aBJ(t — T T) = —asinzsinat + (sin(at — x)) +aH(t —
a a a

t=x/

g)cos(at —x)—aBi(t — g —T) = —asinxsinat + aH (t — g)cos(at —x)—aBi(t — g —T)e

1
per t = 0 otteniamo zero. Ora analizziamo wu,(z,t) = cosx cos(at) — —d(t — f) sin(at — x) —
a a

H(t— E) cos(at — x) + Bo(t — T T) = coszcos(at) — H(t — E)cos(at —z)+ B(t — E —T)e
a a a a

per x = 0 abbiamo wu,(0,t) = cos(at) — cos(at) + Bé(t —T)
utt—aZUM:O, x>0,t>0,a >0
u(x,0) = H(x — xzq), o >0, u(z,0) =0, u(0,t) =0
v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi L(ug(z,t)) = pv(z,p) — H(x — xo), L(uw(x,t)) = p%(m,p) —
2y — H - —a? T — 0
pH(x — xy) e quindi otteniamo pv=pHl =) —atv
v(0,p) =0
Definiamo L(v(z,p)) = h(s,p),
L(vz(z,p)) = sh(s,p) —v(0,p),  L(vgx(z,p)) = s(sh(s,p) —v(0,p)) — v:(0,p)

e ’equazione diventa

—sxg
p2h<8,p) - peT - azszh(‘S?p) + CL281)<O,p) + azvﬂﬁ(07p) =0
. 2 pe_sxo 2.2 2 _
ossia p~h(s,p) — —a“s*h(s,p) + a“v,(0,p) = 0,
s
pe5%o a’v,(0,p) e~5% e S%0g v,(0, p)

h = - -
(3,p> 8(]?2 _ CL282) p2 — a2s2 Ps p(sQ _ p2/a2) 52 —p2/a2
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H(x—xz9) 1 p

da cui segue v(z,p) = - ECOSh(a(x —x0))H(z — x0) + %vm(O,p) sinh(gx). Ora

dobbiamo annullare i termini che non tendono a zero per Rep — +4o0.
-1

e (F=20) 4 gvx(O,p)eEI per cui
p

Se x > xg gli unici termini che non tendono a zero sono

1 —ps
v.(0,p) = e " ¢ la soluzione diventa

_ H(z—m) 1 D 1., . p | zpzo
v(z,p) = 5 5 cosh(a(a: x0))H(x — 20) + 5 Smh(ax)e

e lim wv(x,p) =0 tanto per x > xg che per x < xq. Infatti
Rep——+o0

e—PlE—w0)/a  o—p(atao)/a

2 T z 2 o
_ p P
UBP) =9 pesorja  popletan)/a
2 — 2 T < X
Antitrasformando abbiamo Az = x — xg.
B H(Ax) Az, H(Ax) Az, 1 Az, 1 x + xo
u(z,t) = H(Az)H(t) H(t+ - ) 5 H(t - )+2H(t+ - ) 2H(t - )
H(Az) Az, H(Az)  —Az, 1 Az 1 x + xo
— H(Az) — H(ZY) - H SHEY) - (-
u(z,0) = H(Aa) () AR 280 B -
H(A A 1. A
Se = < x( ogni termine € nullo. Se x > x( sopravvive H(Ax)— (2 x>H(%)+§H(Tx) =1
B H(Ax) Az, H(Ax) Azr, 1 Az, 1 x + x
ui(x,t) = H(Ax)d(t) 5 S(t+ - ) 5 o(t - )—1—25(75—1— - ) 25(75 - )
Sia x > xg.
H(Az) Az, H(Ax) Arx, 1 _ Ax  1_, z+x 1 1 11
H(Az)— — ) ——(——)+=0(—)—=d(— =H(Ax)—~—=+=-—= =
(Aa) =0 e 0 ) ) = HlAe) —g m5 g =5 =0

Abbiamo usato la formula f(z)d(x — z¢) = f(z¢) e se f(x) = a & una costante ad(x — xg) = a.

Sia x < 9. H(x — xg) = 0.

Ax 1 T+ xo

uile, 1) = 56(50) — 2a(- 20 = ¢
uw(0,4) = %H(t -2 Lhre - ) =0

u(x,0) =0, ui(x,0) = H(x — z¢), u(0,t) =0
v(x,p) = L(u(z,t)) e quindi  L(ug(z,t)) = pv(x,p), Llug(z,t)) = p*v(z,p) — H(x — z0) e

{utt—a2um20 x>0,t>0,a >0
e2)

p2v — H(x — xp) — a*vp, =0
v(0,p) =0
Definiamo L(v(z,p)) = h(s,p),

quindi otteniamo {

L(ve(z,p)) = sh(s,p) =v(0,p),  L(vza(,p)) = s(sh(s,p) = v(0,p)) = v2(0,p)
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e ’equazione diventa

e—S.’EO
P*his,p) — — 2s*h(s,p) + a’sv(0,p) + a’v,(0,p) = 0
2 e 99 2
ossia p~h(s,p) — — s"h(s,p) + a”vz(0,p) =0,
h(s, p) e~ %o a’v,(0,p) e 5% e 5Tg v,(0, p)
S g f— —_ R
P s(p? — a2s2)  p? — a2s? p2s  p2(s2 —p2/a?) | s2—p?/aZ
H(x— 1
da cui segue v(zx,p) = M - = cosh(}—?(a; —x0))H(z — z0) + gvx(O,p) sinh(ga:). Ora
D a p a
dobbiamo annullare i termini che non tendono a zero per Rep — +o0.
1
Se > x( gli unici termini che non tendono a zero sono 5 2e§(x_96°) + ;vm (O,p)egx per cui
p
1 —pago . .
v:(0,p) = —e~« e la soluzione diventa
pa
H(zx—1z9) 1 P 1 .. p . =—px
v(z,p) = ———= — — cosh(=(z — x¢))H(x — z¢) + — sinh(=x)e =
p? p? a p? a

e lim w(x,p) =0 tanto per x > x che per z < x(. Antitrasformando abbiamo Ax = = —xy.
Rep——+o0

u(z,t) = tH(Az)H(t) — (t + %)H%@H(t + %) —(t— %)H(QA@H@ - %H

+ %(t-l— %)H(t-l— %) - %(t - LT - 210
u(e,0) = (SN T2 g By (B0 D) B0y 1A BT
—%(—ﬁ“)ﬂ(—xff%=—<%>H(§$>H<%>—<—%> f”ﬂ(—%wg%m%

Se x < x( tutti i termini sono nulli. Se x = xog Az = 0. Se x > z¢ il secondo termine e nullo e
la somma del primo e terzo & zero.

() = HA)H(E) + (A0 - TV pe 4 B0 - B0 TR 5 4 By
- H(QAx)H(t - %) (- %)H(ﬁwé(t - §> + ;H(t-l— Az,
byl S0+ 20y - CHG - “5"0)—%@— TET0y5 - 2220y
— Hanun - L8 g B0 T 20 1y BTy,
%H(t— xJ;xO)

Per ¢t = 0 diventa
H(Az) Az H(Az) Arx, 1 __Ax 1 x + x

Ut<x70):H<Ax)_ 2 H(T) 5 H(_T)—i_iH(T)_QH(_ . ):
= H(Az) — w}ﬂ—%) = H(Az) per ogni = # xg
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¢ Ugy — a%Ugy = sin(wt) x> 0,t>0,a >0
u(x,0) =0, u(x,0) =0, u(0,t) = Asin(At)

w
pv(mp) 2//_p2+w2
v(z,p) = L(u(x,t)) e quindi AN La soluzione della equazione &
v(0,p) = 53
A2+ p?
px w . A/t .

v(z,p) = ae's + Be s ZW Poiché vogliamo |u(z,t)| < Ae”* per due costanti A

e A’, deve essere Re;i_%_oo lv(z,p)| = 0 e quindi a = 0. v(0,p) = POV impone v(z,p) =
AN w _Pg w . -1

<p2 I CAT w2)>e a +m dacui u(z,t) =L " (v(z,p)) = H(t——)(Asm)\(
x 1 . x t I . t
E) + 3 sinw(t — 5) — ;) ] sin(wt) + "

) Uy — 0P Ugy = = +sin(wt) x>0,t>0,a>0
u(z,0) =0, ui(z,0) =0, u,(0,t) =0

2 2. _ T W
pv(z,p) —av" = -+ 5——
v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi p  P°+wW’ e la soluzione ¢ v(x,p) =
v2(0,p) =0
a _», X w ) _a T\ 3 T 1, 1 . t
) Upy — a*Upy = 2 sin(wt)
u(z,0) =0, u(z,0) =0, uy(0,t) =0
pzv(%@ —a®" = Qwixg
v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi (P +w?) ¢ la soluzione & v(z,p) =
vz(0,p) =0
awePr/@ n wx d )
a cui
P2+ w?) | p2(p? + w?)
ap+1ioo 1 ao+i00 awe‘px/a wx
) =V.P.— dpePto(z, p) = — d Pf( )
i) 20 Jagoioe ver) =5 /ao_ioo PP T P T )
1 t
(?Cuindi il risultato & u(z,t) = 3 (g(t— g) —25>H(t— 5) +H(t— g)% cosw(t — g) + g -
" sin(wt)

Uy — 0P gy = wsin(wt) x> 0,t>0,a >0
u(z,0) =0, u(z,0) =0, u,(0,t) = Ad(t —1T)

wx
p’u(z,p) —a*v" =

v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi (P* +@?) ¢ la soluzione & v(x,p)
v2(0,p) = Ae™PT
awe~Pr/a weT aA P
+ — e PT=5% da cui
PP +a?) PP +e?)  p
1 @0 +i00 1 @0 +i00 awe~Pr/a wx aA
) = V.P— dpe?! - d Pt( —pT——w).
U(x ) 2my ag—100 pe fU(CE,p) 2mi /ao—ioo pe p?’(p2 + w2> +p2 (p2 + w2> p e
1 t
%uindi il risultato & u(z, t)x: 3 (g(t — 2)2 — 2%>H(t — g) + H(t— g)% cosw(t — g) + Zx _
3 sin(wt) —aAH(t —T — a)
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) Upy — 0%y = wsin(wt) x> 0,t>0,a >0
u(z,0) =0, u(xz,0) =0, u(0,£) =0

2 2,11 __ wr
. pvlEp) —atvt = ey o
v(xz,p) = L(u(z,t)) e quindi (P> +w?) e la soluzione & v(z,p) =
v(0,p) =0
YT dacui
P+ o)
1 ap-+i00 1 ag+ioco W
t)=V.P.— dpeP* = dpett ——————.
t
Quindi il risultato & w(z,t) = W % sin(wt)
woow
) Upp — AUy = xsin(wt) x> 0,t>0,a>0
m
u(z,0) =0, u(x,0) =0, u(0,t) = A6(T —t)
wx
B B CN R o
v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi (P +w?) ¢ la soluzione & v(z,p) =
v(0,p) = Ae™PT
wx "
———__ + Ae7PT+E) da cui
P*(p* + w?)
ap-+ioco , 1 ap+1i00 . T (T+2))
,t) =V.P.— dpe? ,p) = — dpePt—— =~ 4 Ae—P(T+3))
U(x ) 2mi ap—100 pe v(x p) ™ [zo—im pe p2(p2+w2) e
t
Quindi il risultato & wu(z,t) = - % sin(wt) + Aé(t — T — E)
woow a

) Ut — AUy =t+sin(wz) z>0,t>0,a>0
n
u(z,0) =0, ue(z,0) =0, u(0,t) =Aé(t—1T)

p20(z,p) — a*v” = 1 + sin(wz)
v(z,p) = L(u(z,t)) e quindi ’ p? p e la soluzione &
v(0,p) = Ae”PT
1 sin(wx) vy oy 1 .
'U(Ill,p) = (E m) + e a (Ae — p—4) da cul
1 a0—|—’iOO
u(z,t) = V.P.% e dpe?tv(z, p) =
3 sin(wz) 1 _ ) 1 x T3 x
3 22 5a2 (sinw(z + at) + sinw(z — at)) — §H(t - E)(t - E) + AS(t—T — g)
Upy — @ Ugpy = tsin(wz) = >0,t>0,a >0
o)
u(z,0) =0, ug(z,0) =0, u,(0,t) =0
pzv(x,p) _ a2vu — Sin(wx) aw .
v(z,p) = L(u(x,t)) e quindi p?  elasoluzione ¢ v(z,p) = 55 € ° +
00(0.) = 0 p*(p* + a*w?)
sin(wz) ) 1 [ootiee . 1 T 9 x
07 1 a2 da cui u(z,t) = V.P.% o dpeP*v(z, p) = %(t—g) H(t_a>+a3w3 cosw(at—

x 1 x, tsin(wz) sin(wzx) .
x)H(t — g) ~ 3.3 H(t - g) + 27 Byl sin(awt)
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Ugy — 0 Ugy = sin(wt) la soluzd > v(z.p) w aAN
e la soluzione ¢ v(x,p) = —
w(@,0) = 0, u(x,0) = 0, uy(0,) = Asin(At) PP= 22 v ) p(p? + 22)
1 [ootiee t 1 A A
da cui u(az,t):V.P.% . dpe?tv(z, p) = ;—Esin(wt)—%H(t—g)ﬁ-%cos/\(t—
x x
NH(+— 2
"yt - )
utt—azum:0 z>0,t>0,a>0
u(z,0) =0, u(z,0) =1, u(0,t) =0
2 2.1
_ p°v(z,p) —1—av" =0 . _p 1 )
Se v(x,p) = L(u(x,t)) si ha ossia v(x,p) = ——e ¥ + — da cui
(¢.9) = Llu(z,1)) s {wamzo i o) =~z F
x x
Hy=t—(t— )H(Et— =
ule,t) =t — (1= DH(E - 2)

) Upp — Q2 Uy = 0 xz>0,t>0,a>0
u(x,0) =0, u(x,0) =1, u,(0,¢t) =0
p*v(z,p) — 1 —a*" =0

1
ossia v(x,p) = — da cui wu(x,t) =1t
vz(0,p) =0 (@) p? (@8)

Se v(z,p) = L(u(zx,t)) si ha {

) Ut — A2 Upy = 0
r
u(z,0) =0, u(z,0) =z, u(0,t) =0

p*u(z,p) —x —a®v’ =0 r T

. _r .
ossia v(x,p) = — — —e <% da cui

%v@w)=£W@¢»$ha{wamzo PR

u(z,t) = ot — xtH(t — E)
a

) utt—azum:0 z>0,t>0,a>0
u(z,0) =1, u(z,0) =0, uy(0,t) =0
p*v(z,p) — p— a*v” =0

1
ossia v(z,p) = — dacui u(x,t)= H(t
A @n = (a.1) = H(D)

Se v(x,p) = L(u(x,t)) si ha {

) utt—a2um:0 z>0,t>0,a>0
u(z,0) =1, u(z,0) =0, u(0,t) =0

2 2.1
. pv(z,p) —p—a" =0 1 1 _» .
Se v(x,p) = L(u(x,t)) si ha ossia v(x,p) = — — —e a” da cui
(0,0) = L(u(z,1) {wamzo @p) =~
w(z,t) = H(t) — H(t — 2)
a
) Upt — @2 Upy = 0 z>0,t>0,a>0
u(z,0) =1, u(z,0) =z, u(0,¢t) = H({t—T)
p*o(z,p) —p—z—a*" =0
a 2 a 2
Sev(z,p) = L(u(z,t)) si ha e—pT ossia v(z,p) = —3e_EI——26_5$_pT—|—
vz (0,p) = p p

1 T
-+ — dacui u(z,t)=
ot (z,1)

Verifichiamo che la wu(x,t

@—2?H@—?—a@—§—ﬂﬂ@—§—TH%LH@H@

N

trovata soddisfi effettivamente ’equazione data e le sue condizioni

)H@—?+g@—§%@—gywﬂu—S—Tyﬂ@—g—ﬂap-

~—

iniziali. wus(z,t) = a(t —

SIS
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g —T) + tH(t) + (1 + t2)8(t) = al(t — g)H(t - g) —aH(t - g —T)+zH(t) +1
e (2, 1) = aH(t—§)+a(t—§)6(t—g)+a5(t—g—T)+x5(t) - aH(t—§)+a5(t—§—T)+x6(t) -
aH(t — —) +a(t— gw - g> +ad(t— g ~T) +26(t) = aH(t — g) +ad(t— g —T)

s (1, 1) = —(t—§>H(t—§)—%(t—g)%(t—g)JrH(t—g—T>+(t—f—T>5(t—f—T>+tH(t> -

(- g)H(t - g) H(t - g —T) +tH(t)

o, 1) = TH(E = 2) b (6= )00~ ) = 26— L —T) = H( - D)~ ot © - T)

a a a a a a a a

ed appare evidente che wu; — a*uy, = 0. Per quanto riguarda le condizioni iniziali abbiamo
u(z,0) = H(0) =1, us(z,0) = xH(0) =z, uy(0,t) = —tH(t)+ Ht —T)+tH(t)=H({t —-1T)

) utt—azumzl z>0,t>0,a>0
u(z,0) =0, u(x,0) =1, u(0,t) =0

1
*v(z,p) —1—a*" == 1 1 1 1. o
Se v(xz,p) = L(u(x,t)) si ha pro(z.p) p ossia v(z,p) = 5 +—S5—(F5+—5)e "
0(0,p) =0 ey
. B 1, T 1 T o x
da cui ufw,t) =t - ot —((t—a>—§(t—a> )H(t—a)

){utt—a2um:0 x>0,t>0,a>0

u(x,0) =1, u(x,0) =z, u(0,t) =6(t—1T)

2 2.1

v(z,p) —p—xz—a"v' =0 » »
prule.p) = p - ossia v(z,p) = %e‘ﬂx—ge_ﬂ_pT-i-
v.(0,p) =7 p p

+o = da cui u(x,t) = 2(t— g)ZH@— §> —aH(t— g —T) + (1 + ta)H(t)

Sev(z,p) = L(u(z,t)) si ha {

1

p

U — @ Ugy =€ 70 2 >0,t>0,a>0
u(z,0) =0, u(z,0) =0, u(0,t) =0

1
p*v(z,p) — a*v” = 1
Se v(x,p) = L(u(z,t)) si ha p+71 eelasoluzione ¢ v(z,p) = 57— —
1 . 1 [ootiee t 1 e z. 1
—— e «% da cui t)=V.P.— dpeP* =—-—— —(t——)-H(t—
p2(p +1r)e a Cull U’('CC7 ) 271 ao—ico pe U(.’E,p) r 742 + 7’2 ( CL)T (
x x o x
N CHE =2 e =Dt = 2
a) * r2 ( a) 2 ( a)
) Uyt — @2 Upe =€ 2 >0,t>0,a>0
u(x,0) =0, u(xz,0) =0, u(0,t) =0
2 2 1 e —rx
v(z,p) —a“v"’ = o
Se v(x,p) = L(u(z,t)) si ha pu(@,p) p elasoluzione e v(x,p) = ﬁ—
e_pm/a . 1 ag+1i00 ot —eTE e~ T
m da cui u(z,t) = V.P.% e dpeP*v(z, p) = e + e cosh(art)H(t) —
1 T 1 T
o cosh(art — rax)H (t — E) + WH(t - g)
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T
Ugy — @ Uy = sin(wt — =) 2> 0,t>0,a>0

z) Zo
u(z,0) =0, u(z,0) =0, u(0,t) =0
p?v(z,p) —a*v” = %cosi—%sini
Sev(z,p) = L(u(z,t)) si ha p*tw To pTtw Zo e lasoluzione
v(0,p) =0
w w 1 x P 1 x
e v(x,p) =— —pz/a cos — — sin —
(z,p) p2+w2p2+g—§ +p +w2p+a—2 Zo p2—|—w2p2+g_; i 0
0 Zo 0
Si devono distinguere due casi: 1) w 3& —e2) w= °,
Xo Xo
Cominciamo da 1).
1 [ootice 1 x x
u(x,t) =V.P.— dpe?'v(z, p) = <72 sin wt — Lz_o sin it)H(t — =)+
270 J 4y —ioo w? — 4 w? -4 a To a
0 0
1 1 1
+— COS - sin wt— ———— sin — cos(wt)—i—%@ cos - sin gt—ﬁ sin - cos —t+
4y —w? o F—wQ 2y w?— % a ro xo w?-% To o
0 0 0 0
Ora esaminiamo il caso in cui w = —.
Zo
w w p LW w _pz/a
v(z,p) = ———5>5 08— — —————=sinr— — ————¢
(z, p) (P2 + w?)2 o (P +w?)? 0 (p? +w?)?
t t t T
da cui wu(z,t) = (—2— cos(wt) + 27 Sin(wt)> coszl —  sinzo sin(tw) + (2— cos(wt — —) —
w w a 2w a w a
1 x x
— sin(wt — — )H t— —
52 Sin(wt — =) JH(t — —) L L)

Lezione 22 105 min. del 17/11/2022
Esercizi equazione di D’Alembert. Prime nozioni sul Valor principale

Dalle 16:00 alle 17:00 Ricevimento

Lezione 23 105 min. del 21/11/2022

Valor Principale (non presente sulle dispense di Tauraso e non so se ¢ presente nelle videolezioni;
ne dubito).

La nozione di V.P. viene da Cauchy ed infatti sono anche detti integrali secondo Cauchy. Con-
b

x x
viene partire con l’esempio (a < 0, b > 0) / — = lim — 4+ lim+ — = —00+ oo Si
r—0- J, T s—0 x

eseguono gli integrali, poi si eseguono i due limiti e poi si somma e nessuno dei due
esiste.

Cambiamo ora prescrizione

lim </_T du + /b d_a:) = lim (In(r) —In(—a) + In(b) —Inr) =In b

r—0+ x x r—0+ |al

Si pone s = —r, si eseguono gli integrali, si somma e poi si esegue il limite e come si
vede, risulta un ben preciso valore.

Lo stesso risultato si ottiene con

=i ¢ b d —r - b b
lim / _x+/ ) = lim (lnw+1n—)—+>ln—
r—0t \ Jq x rhg(r) T r—0+ r+g(r) —a ) r—0 lal
con —r — f(r) <0, r+g(r)>0e lim f(r)/r=lim g(r)/r =0
z—0 z—0
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Se invece di 1/x si fosse preso 1/|x|, anche l'integrale con il V.P. non avrebbe dato un risultato
finito. Infatti avremmo ottenuto

r—0+ —T €T r—0+

—r b
lim </ d—x+/ d—x) = lim (=In(r) +In(=a) +In(b) = Inr) — + 00

La nozione di V.P. si estende anche ad integrali impropri su tutto ’asse reale. Si voglia calcolare
ad esempio l'integrale

+oo T
I = / ————dx. La sua definizione ¢ la seguente
o T+ax+1

A
I= lim /Of(aj)dx—i— lim / f(x)dx
B 0

B——oco A—+oo
Si eseguono gli integrali, poi si eseguono i due limiti e poi si somma .

E facile verificare che sia il primo che il secondo limite tendono a +oo per cui I'integrale improprio
non esiste. Infatti ad esempio il secondo da
2A+1 s

1 2
Al_lglooiln(A + A+ 1) — arctan 73 +6\/§—+Oom>+00

E inessenziale calcolare il secondo integrale ai fini della verifica dell’esitenza dell’integrale im-
proprio.

Cambiamo prescrizione ed eseguiamo

Al_i):(}:oo (/_OA f(z)dz + /OA f(a:)da:)

Si pone B = —A, si eseguono gli integrali, si somma e poi si esegue il limite
In tal caso si ottiene
—2A+1

1 1 1 24 +1 s
— — —In(A%2 - A+1)+ —arctan ——— + = In(A?+ A+ 1) — — arctan +
( ) V3 V3 2 ( ) V3 V3 6v/3

il cui limite & —7/v/3.

Esercizio
+o0 :
sin ax
J = Y P
/_ o x(x? +b2) v
—1 . 1 . +00 .
sin ax sin ax sin ax
= —————dx ——————dx ——————de =1L+ 1L +1
/_Ooa:(x2+b2) +/_1:L'(:L'2+b2) +/1 z(z? + b?) I
.. N . . .. . sinax .
I5 non ¢ in realta un intgrale improprio in quanto hr% = a ed inoltre
T—r T
sin ax 1
x(x? +b%)| — a3

per cui anche I ed I3 convergono. L’integrale improprio J dunque esiste ma per poterlo calcolare
dobbiamo scrivere la formula

T sinax oo glar
T dr =1 e
. serim m(/oo a:<a:2+b2>d"“")
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ed a questo punto l’origine diventa un punto di singolarita per la funzione da cui la
necessita di definire ’integrale solo come valor principale ossia

+o0 eiam
Pl T S——
1% m(/_oo x(a:z—l—bQ)dx)

Il cammino su cui integrare ¢ il seguente se a > 0 e quello opposto (che gira in senso orario) se
a <0.

R
Y4
2
7 ﬁa ¥3 —
—R —€ € R

Eseguendo gli integrali e prendendo i limiti € — 0 R — 400, si ottiene

% eiaz J VP /+OO eiax J ' eiaz
z — 5 AT | — 1M —F———F
- 2(22 +b2) Ri_jrooo oo (224 1?) 22 + 0% l2=0

e quindi

iaz ezazb
) =9
2=0 z(22 4+ bz)) " ib2ib

VP /+OO eiax de) i eiaz
oo Z(x?+0?) 22 + b2

VP /+OO Ldaz = 2Mi——r ewzb ) W = 7,— (1 — e_ab)
x(z? + b?) zb22b T

= 2miRes (

da cui

— 0

™
La parte immaginaria e 02 (1 — e_ab) ed e il valore dell’integrale cercato. Notare che per a — 0,

il risultato tende a zero come ci aspettiamo che sia ponendo a = 0 nell’integrale originale. Se
invece b — 0, il risultato e illimitato come ci si aspetta dal fatto che 'integrale originario diventa
un integrale improprio non convergente.

L’esplicitazione dei calcoli lungo le componenti della curva ¢ la seguente

mReI ” wR(cos t+isint) ”
’/74 dZ ‘/ Reit(R2e2it 1 b2) Rie dt’ - ’/ Rel(R2e2it + bz)Rw dt| =

™ ezaRcoste—aRsmt ™ |ezaRcost6—aRsmt| ™ |e—aRs1nt|
/ 2,21 2) dt’ —/ 2,21 2 dt:/ e Tt S
o (R2e%it 4 p2) |R2e2it 1 2| o |R2e2 2] <~

< / " 1 dt / dt = — " +0
— 0 ‘(RZeZZt + b2) \ , _ b2)| R2 _ b2 R—+oc0
R>b

—& eiat R eiat
. == [ s /Wf iz = [ gy

0 ewse_“ ' i 0 etace ' T
/72 f(z)dz = /_7r ce—it(e2¢i2t | b2)(—z)5e dt = /_7r (22t 1 p2) (—0)dt =5 2
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T sinax too glaw
Ove non fosse chiaro, siamo passati da / ————5vdr a Im / —————dx
oo (T +D?) oo x(x? +b?)

in quanto sin z € illimitata sia nel semipiano superiore che nel semipiano inferiore e
quindi ci sarebbe impossibile usare la variabile complessa a meno di scrivere

+oo i o0 iax ~+o00 —iax
sin ax e e
————dzx=VP —————dr — ———d
/_OO x(x? + b?) v=V /_OO 2ix(x? + b?) v /_OO 2ix(x? + b?) v

e “chiudere” nel semipiano superiore il primo e nel semipiano inferiore il secondo.
( 1 ]

In generale sia f(z) una funzione tale che esiste ed ¢ finito lim f(z). Detta y(t) = 2o + e~ %

Z—20
—m<t<0,siha
f(z) O flao+ee™) - :
Z_izodz = T<—1)€€ tdtm} — Zﬁf(ZO)
¥ —

+oo 1
dz con b® — 4ac < 0.

& Esercizi sul valor principale. VP /_ . z(az® + bz +0)

_ 1 _ h2 _ ) —
b+ iv4ac —b B b+ i A@Zl_ZQZiM/a.

az? +bz+c =0 se e solo se 21,2 =

2a 2a
T . 1 T L zZ— 2
c +em es(z(azz +bz + C)) 2=z, C e v z1(z — z1)(2z — 22)
_am N 2mi _am N 1 dam _am N 1 dan(=b—1ivV—-A)
R Ve —b+§'v—A ¢ VoA-b+ivV-A ¢  J-A 4ac B

—mb
Vdac — b%c
+oo : +0oo _iax
VP/ SIOT 1 = Tm (VP/ ¢ da:) —
x x |al

— o0 — o0
Svolgimento Sia a > 0. Il cammino ¢ uguale ai precedenti con gli stessi nomi dati alle stesse

curve. . o
VP / S ax dr = Im (VP / © das)
> T o T

" eiaReit . it " iaR(cost+isint) " —aRsint z —aRsint
f(z)dz‘ = ‘ — Rie dt‘ = ‘ e 2dt‘ < e =2 e dt
4 o Re 0 0 0

Ora osserviamo che sint > (2t)/m con 0 < ¢ < 7/2 La minorazione segue dalla concavita di
sint per 0 <t < w/2 e quindi giace sopra la secante che collega i punti (0,0) con (7/2,1). Ne
segue

2/ e—aRsmtdt§2/ e wRtht:l(l—e_“R)—)OperR—)-i-oo
0 0 aR

A lezione ho semplicemente detto: dato il segno di a, (ad esmpio positivo) per stabilire se
chiudere sopra o sotto prendiamo z = iR (chiudiamo sopra) e scriviamo e** = e~* — 0. Non
ho pero eseguito 'integrale lungo 4.

—€ 6)iat R 6)iat +oo 6)iat
/% f(z)dz+L3f(z)dz:/_R : dt+/€ e VP/_OO dt
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—it

0 etacge "
: f(z)dz = /7T g e(—i)e  "dt—p —im
2

Riunendo i contributi abbiamo

+oo iat
VP/ et dt—i7r227riZResf(z):

— 0

da cui il risultato prendendo la parte immaginaria.

‘o0 _iax iz
e’ —e l—a m™, v _u
VP [ et e )
+o0 ;
sin ax 2T —avs a T
VP ez =m e e P sin (5 - 1)
/_OO 22—z 11) T 7r—|—\/§e sin 573
+oo +oo
cos bx — cos ax T cos ax
VP dr = —(]b| — VP
| e = S (bl fa) | e
+o0 +00 .
cos ax 27 —avE a sin(az)
VP —————————dx = —e 2 (———), VP/ d
/_oo x(x?2 —x+1) v \/§e 273 oo T(4a?x? — 7?) .
“+o0 . +oo . : .
sin(7x) sin(7z) — sin(27x)
VP d VP d
/_oo 2@ =)@ +1)" /_oo P +ad)
400 . +oo i 2 i 2
sin(ax) sin“(7x/a) — sin”(27x/a)
VP d vpP d
/_OO x(4a?x? 4 w2) v /_OO x?(x3 + a3) v
Svole VP/J“X’SinQ%—Sian”TId _VP1/+001—C 1—|—cos4”d
volglamo o x?(z3 + a3) = 2/ x (933 + a3)
+oc0 2mix 4rmix 2mix 4dmix
— a a 1 — a a
VP/ ¢ te dxr =im | lim ¢ re lim —
oo x x(z3 + a3) z—0 x z—0 23 + a3
_e2ﬂiz + em _627ria: + em 1
T e | T T e s@ @) e
2 1 3 —2 3
7T§+27TZ (6& (1 3—1)cosh£> = a7r —l—;F(—ﬁ—i)coshg
2
e integrale ¢ - V3 cosh @
a* 3at 2
+00 1.2
& Calcolare / Slnzxdx
e T
.2
Svolgimento (prima maniera) L’integrale improprio converge in quanto lin%) szx =1, e
T—r €T
2
|sm :L'| <1/

Integrlamo per parti

—sin xroo_‘_/*'oo sin(2z) de —

X — 00

e T
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Seconda maniera Scriviamo

400 .. 2 +o00 +oo 12T
sin® x 1 1 — cos(2x) 1 1 — Re(e**")
/_OO o dx:§/_oo — Q2 da::Vng_oo B E— dr =

—e +oo —€ +o0
1 lim / dx +/ de / cos(2x) e +/ cos(2x) g )] =
2 50 o T2 e a2 oo X2 . x?
—£ +o00o etz +o00 12z
— Liim / d—x+/ dry / “Rele™) +/ Bele™) 1) | =
2 -0 oo T2 1o 2? oo X2 - x?

1 9 0 2iee "¢ o\ _ —it +7 2iRe’ ‘
=—lim lim |-+ Re/ ¢ ( 2.)66 dt +/ ¢ _Rie'tdt| =
0

2e350R—+0 | o 626—2115 R2621t
—0 pervR—H—oo
1 2 0 _jeit : 1 2 2
= ~lim |~ + Re 1t 2ice ™+ 0E)) | =clim (2 -2 120+ 0@ ) =7
2e-0|¢ -z £ 2e-0\e ¢
Nel passaggio dal quinto al sesto uguale si ¢ applicato il teorema dei residui. (Y,
+00 :..3
& Calcolare / Slngxdx
oo T

Svolgimento (prima maniera) Sappiamo che sin®

converge per le stesse motivazioni di prima.

1 +00 3 si — <in(3 1 +o00o 3 T _ 13T
VP / sinw = sin(3) )y <VP— / e dx)
e

x = (3sinx —sin(3z))/4 e 'integrale improprio

4 /_ x3 4 /_

: : e’ — e : : o
Passiamo alla funzione complessa f(z) = 3 e integriamo secondo il cammino di pag.24
z
—E&

- R—4o00 7/~

/ f(z dz-/ ft)dt——=5— / f(x)dx
R——+o00

362Re _631Re” i
f(Z)dZ: ; R3c3it Rie dtWO

—1 it

Y4
0 ¢ 316@
i 36156
/ f(z dz—/_ (—i)ee™™ py—— dt =
0

—1 3e 2 —1 N —1 9 —21
_ / (—i)ezitg + Bice " — e — ] ;22366 P+ 3e?e ™+ 0(e?) — 3ir 1+ 0(0)
3
Sappiamo che Z f(z)dz = 2mi Z Resf(z) = 0 e quindi
i=1 "%
400 . 1 +oo et _ i3 Ry
‘f;ll—r}(l)Rl—l)I—ir—looZ dz—/_oo flx)dx —3i=0 = Im(VPZ/_OO Td‘”)zi

seconda maniera
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Integrando per parti si ha [ = —— +§ dx. L’integrale & uguale a

2 x2

1sin?z |+ 1 [T 3sin®zcosx
22

dx ed integrando di nuovo per parti si ottiene

3 /+°O cosx — cos® x

2 ) x?

3cosy —cosPx|toe 3 [T —sing + 3sinx cos? 3 smx 9 Slnx—sm3x
———\ 42 de = —2 2 il

2 T -0 2 T 2 T 2 oo

ERO +o0 . .
sin x 9 3sinx — sin 3x 27 9 SlIl.’E 3 SlIl.’E
= dr—— dr = (3—— = -
/_oo z 2/_00 iz z=( 8+8>/_OO z 4/

3
3 Y3

Lezione 24 105 min. del 22/11/2022

Esercizi sugli integrali col valor principale e integrali con potenze razionali

Lezione 25 105 min. del 24/11/2022
Ricevimento dalle 16:00 alle 16:45

. o fla)de oo L .

& Calcoliamo V.P. ——— = V.P. F(z)dx dove p,q sono interi relativi con
o zi(xr—a) 0

Ip/q| < 1, a > 0. Inoltre F'(z) soddisfa

L flx)de

5 esiste eventualmente come integrale improprio
0 xd(xr—a)

)

2) f(z) una funzione olomorfa su tutto il piano complesso tranne un numero finito di poli o
singolarita essenziali che non devono stare sul semiasse reale positivo

3 tm O ) aa

|2l=00 24 (2 — a)

Rispetto ai casi gia studiati di valor principale, in questo caso abbiamo una singolarita lungo il
taglio del piano complesso

Usiamo il cammino

V4 A = ae®, 'yl(t):teiE e<t<a-r
Yo(t) = ae®® +re ™ — 71 <t <0,
” v3(t) =te” a+r<t<R
v3 Y4(t) = Re" e<t<2m—c¢
ﬁvg > z\ v5(t) = —te!?™¢)  _R<t< —a-—r
& - a = () = (ae +re”™)ef?mE) _op <t < —7,
7 / Yo(t) = —te!®™8)  _ g4 <t< —e
§ 1g(t) =ee™ e—2m<t< —¢
Y6

4/ottobre/2023; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 32



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata”, facolta di Ingegneria

+oo
lim lim lim/ f(z)dz = V.P-/ M
Y1Uvs 0 E

R—+4o00or—0e—0 Ta (l‘ _ a)

/ f dz B /; ( ef(aeia -|-’I°e_it)(._i>7°e_i%dt a) TS — if(a)a_Tpﬂ'

i€ 4 re— zt) ( ew—l—re_”—

2w —¢ —at\ 7
/ F(2)ds = / f(Re YiRe'tdt 0
Y4 3

Rae'ts (Rett —a) "7

—a—r _4,0(2m—e)\(_ i(2m—e)
lim lim lim f(z)dz= lim lim lim / 'te > I df)e
R—+oor—=0e=0 /1, R—+4o0or—0e—=0 J_p (_tez(%-—s)) q (_tez(27r—a) _ a)

— f(_tei(Zﬂ'—a))(_dt)ei(%r—s)

+ lim lim lim - 7 : =
R—+oor—0e—=0 J_, ., (_tez(QTr—E))g (_tez(27r—a) _ a)

I IV e (ol ), 0 f(=t)(=dt) _
= i [/_R (—t) e 4 (— t—a)+/_a+r( t)ie? i (—t —a)|

— VP e f(Q)( dr) :_e—izwgv'P./Jroo Z(T)
~ 0o T i(T—a) o Ta(T—

/ f(2)dz = / T f((ae’® +rem )BT (—iyre el G2y
—2r (ae's + re—it)§ pi2m—e) (ae’ + re-it)eizn—e)

_)/ ((a +re=®))(—i)re="dt fla)a T emizm
— i a
27 (a +re= ‘16127r i((a+re ) —a) 0

O\
a) E—r

Q3

Riunendo il tutto si ha

lim lim lim F(2)dz =
R—+ocor—0e—0 ~1U...Uvs

+o0 .
= V.P./ M(l — e 2mP/9) _ jn(1 4 72/ f(a)aTT = 27TZR€SF(Z)
0

zd(xr —a)

da cui

1 — e—%27p/q 1 — ei27mp/q

VP /O'-I-oo ng(gj)_ a) 27Tf( ) —p 1+4+e —i27p/q n 27TZ ZRQSF(Z) _

. —Tp _p 211
=nf(a)a™ cot . + 1 o—mr/a ZResF(z)

L’argomento ¢ immediatamente generalizzabile a funzioni del tipo — /(@)
xa(r—ay)(r—az) - (r—ap)
conl<ar <as <...<ay.

Esercizi
+oo 1 +oo 1

e sy "R semmesn YR, eovern

o0 \/5 +o0 \/E 400 .’E%
V'P'/O D@ +1) V'P'/O <x—4)<x3—1)’V'P'/O @8 +1)
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Usiamo la formula per risolvere

x—4)(x3 1) r12(x —4)(x — 1)(22 + 2 — 1)
( 43 . 12 t—ﬁ)+27m' 5 1 e 1
= cot — COt —— —_— - ; =
64 — 1 2 T (1-4)(12-1+1) 2 2 | — 436" e — 43

_m,[ 2 2 }_—m/ﬁ
9—iv3 9+iV3 42

Risolviamo poi

Wl

+oo
T 2 —T 21
V.P./ = cot — + — .
o (=8 +1) 1+83 3 —2isin Ze’s [(e

27 27 2 e5" e -
T53v3  21V3  3v3 (143 —5g) i ( —i§—8)] N
=27 2 27 15cos 5 —2v/3sin 5
T53v3  21v3 33 223

Lezione 26 105 min. del 27/11/2022 (lezione sotitutiva della lezione persa il 26/09 /2022
causa elezioni politiche

Ultima lezione per Informatica; Esercizi su tutto il programma.

Lezione 27 105 min. del 28/11/2022 (prima lezione del programma esclusivo di
Elettronica&Internet

Estremi per funzioni di piu variabili (teoria)

Lezione 28 105 min. del 29/11/2022

Estremi per funzioni di piu variabili (teoria e esercizi)

Lezione 29 105 min. del 01/12/2022

Estremi per funzioni di piu variabili (teoria e esercizi). Teorema delle funzioni implicite
Lezione 30 105 min. del 05/12/2022

Teorema delle funzioni implicite

Lezione 31 105 min. del 06/12/2022

Teorema delle funzioni implicite e estremi vincolati. Teoria e esercizi

Lezione 32 105 min. del 12/12/2022

Esercizi sui moltiplicatori di Lagrange con 1 e 2 moltiplicatori. Curve in R3. Integrali curvilinei
di prima specie

Calcoliamo la lunghezza della curva x = y1(t) = tcost, y = 1(t) = tsint, z = y3(t) = ¢,
0 < t < +/2. E una spitale che parte da (0,0,0) e si svolge sulla falda superiore del cono

N
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V2 2 1
r = [ e o= [ Verea o [ 2itda -

~— Jo
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i2d T 2sinpd 2 1 5 /7 2 -
:/ J2dy g [T EZsinede 74_/ 0594l
o (cosp)? esot ). singp(cosp)®  e—ot [sinp2cos?ple ). 2cos? ¢ sin® @
1 i1
~ lim QI—ﬁﬁ-/ ( N cos ¢ )]:
e—0+ sinecos?2e  J. \cosp 1—cos?y

1 e d e d
:2\/§—|— lim —ﬁ—f‘/ 7()0‘1‘/ CO,Sf 4 =
e—0+ | Slnecos”e . sin(Z — ) e sin“e

1 1 1 %
=2v2+ lim —%—lntan(i—f) - =
e—0+ | sinecos?e 4 27l singple
1 1
=V2+ lim |—— + — —lntanz—l—lntan(z—f) =2 —Intan - =
=0t | sinecos?e  sine 8 4 2 8
= V2 +In(1 + V?2)

Lezione 33 105 min. del 13/12/2022

Integrali curvilinei di seconda specie (forme differenziali) in R3
Lezione 34 105 min. del 15/12/2022

Esercizi sulle forme differenziali in R3. Teoremi di Stokes e di Gauss
Lezione 35 105 min. del 19/12/2022

Esercizi sui Teoremi di Stokes e di Gauss. Successioni di funzioni. Convergenza puntuale e
uniforme

Lezione 36 105 min. del 20/12/2022
Successioni e serie di funzioni

Lezione 37 105 min. del 22/12/2022
Successioni e serie di funzioni. Serie di Fourier
Lezione 38 105 min. del 09/01/2023

Serie di Fourier, teoria e esercizi

Lezione 39 60 min. del 10/01/2023 (fine corso)

Serie di Fourier, teoria e esercizi.
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