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Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola

CONSEGNARE SEMPRE il presente foglio

Chi intende ritirarsi scriva ritirata/o sotto il proprio cognome ‘

Le domande con asterisco permettono di conseguire 22 come voto massimo

Le risposte vanno motivate. Se immotivate, ancorché esatte, non verranno prese in
considerazione.

1)* (12 punti) Sia dato il cardioide di equazione 22 4+ y? = \/22 +y2 —

)Y
N

Vs

sul piano (x,y). Si calcoli 'area della parte interna che soddisfa la condizione x > —1.

2) (12 punti) Si risolva la seguente equazione differenziale
t
Uy — AUy = A:z:/ sin(Ar) cos(ut — pr)dr A p,w,A€ER, N#u, x,t>0
0

u(x,0) =0, wu(x,0)=0, wu,(0,t)=0,

2.1)* Si scriva la soluzione per la equazione differenziale ordinaria che definisce v(z,p) =

L(u(z, 1))
2.2) Si antitrasformi v(zx, p) ottenendo la soluzione u(z,t)

/3 dx
x? —1)(2? — 64)

+oo
3) (8 punti) Solo per Informatica Calcolare V.P. / ( [Si tratta di un Valor
0

Principale con cammino “a Pacfman”]

3.1)* Si indichi il persorso dell’integrale curvilineo nel piano complesso e si scriva la formula
per il calcolo dell’integrale

3.2) Si concluda l'esercizio calcolando i contributi delle singolarita non sul cammino di inte-
grazione e quella/e sul cammino di integrazione

4) (11 punti) Solo per Elettronica&Internet

Sia data la seguente funzione f(z,y) = x* + y* soggetta al vincolo 222 + y? + zy = 1
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4.1)* Si trovino i punti critici vincolati e se ne stabilisca la natura

4.2) Si trovino massimo e minimo assoluti della funzione vincolata
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Soluzioni

1) Prima soluzione Il bordo del cardioide si ottiene imponendo coordinate polari z = rC,
y=rS (C =cost,S =sint) da cui r = 1 — C. L’integrale che cerchiamo ¢

[ Y | I
r>—1 z>—1,y>0

Chiaramente 0 < t < 7 e il problema e esprimere la condizione z > —1 in termini delle variabili
(r,t).

Primo caso 0 <t < 7/2.
r>-1 <<= rC>-1 <= r>-1/C<0 <= 0<r <1-C

per cui abbiamo il contributo

7r/2 1-C _2
2/ dt/ rdr = 37
0 0 4

x>—-1 <<= r<-1/C>0

Secondo caso m/2 <t < .

per cui dobbiamo studiare I’equazione —1/C < 1 — C e viene fuori t > arccos(1 — v/5)/2 = t

ed otteniamo
to 1-C T -1/C
2/ dt/ rdr+2/ dt/ rdr
/2 0 to 0

1-C to
1 ot 1
/ dt/ rdr—/ dt(l +C°S( )—260875) 3 to— Ty + L sin(20)]
p p 2 2/ T4
_ 3¢ g 11 f 5—1 5—1
B
1/C
[ ]

to to

—2sint
w/2

/2

V5-1

Il risultato ¢

Seconda soluzione (Gauss-Green)

Consideriamo solo la parte superiore il cui bordo ¢ formato da tre parti.
() =(t0), -1<t<0, 7(t)=(@1-0)C,1-C)S), 0<t<t

RERCNEEER!

<t<0
2 2 -

v3(t) = (=1, 1),
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xdy — ydx 0
2/7:/ 0=0  (dyl,, =0,  yly, =0)
Y1 2 -1

_ to to
2/M:/ (14— 20)dt = / dt(l L@S@”_QW):
Y2 0

3to to to 11—[\/\@—1 \/\@—1

to
= — + —2sint| =
0

[sin(2t)]

1
2 4 0

2/ a:dy—yda::/01+f - g 1+\f V5 5—1 \/1+f2 -1 _
/1+f
V5 —1) \/3—1

Sommando le due quantita otteniamo

%Jr}l—\/g \/3—1_ \/3—1Jr 2
2 2 2 V5 —1

2)

In trasformata di Laplace v(x,p) = Lu(z,t) abbiamo

Ax)p
2, 2 r = . 0 =0 1
p°v —a“v D2+ 1 2) v2(0,p) J (1)
Ax )
Si vede subito che v(z, p) = ae P/ 4 )
() p(p* + A?)(p* + 1?)
—pa A\ Ada
+(0,p) = + =0 = =
vel0.p) = = PP + M) (p* + 1) TR TN+ )
Si ottiene
v(z,p) = Ada e7Pr/a 4 Az
’ p*(p? + A?)(p* + 1?) p(p* + A?)(p* + 1?)
£ Az - ( 1 cos(A)  Acos(ut) )
o) A \NE T NG T e )

Siat=t—2/a

£ Aalewr/a _ (Aaf Aasin(M)  Aasin(ut) ) @)

PR ) W R0 = N)

Quindi

. 1 cos(At)  Acos(ut) Aaf_ Aasin(\f) Aasin(ut) -
uwt) =4 (Au2 A(p? = A2) MQ(AQ—MQ)) (M2 A2 (2 =A%) u3(u2—A2))H(t>

3) Solo per Informatica
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Giornale delle lezioni, 24/11/2022, pag.5-7. 1l risultato &
meotg =" 8%7r(:0tg_77r N 27i ( eir/3 N 2¢im/3 ) B T 27 N
—63 -2 (64—1)-16 1 —e% \—-2-(-63) 63-2-(—8)) /3-63-2 /3-63-16

1 —br

T
+— -1+ =
\/3-63-2< 8) V3-21-16

3) Solo per Elettronica&Internet
prima soluzione F(xz,y,\) = 2%+ y? — X222 +y? + zy — 1)
2(2—4N) —yA =0, 2y(1—-N)—2A=0, 222+ +a2y—1=0

x = 0 oppure y = 0 sono esluse. Il sistema x(2 —4X\) —yA =0, 2y(1 —\) — 2z = 0 ammette
soluzione (x,y) non nulla se e solo se il determinante 4(1 — A\)(1 — 2)\) — A? & nullo da cui

A2 = (642v2)/7.

-3—-42

@mwﬁm4mm%h@4ﬁmemﬁxxw;Eﬁ

che con 222 +y? +zy =1 ci da
9 2(3+\/§)2+ 2 2 3+V2 T (5 +4v?2)? _ =(6+4v2) v — F(3+v?2)

Y Yy -y =L ¥y = y Y= = —
(5 + 4/2)2 5+ 42 56 + 35+/2 VTV8 1 52 VT8 + 52

I punti critici sono regolari. Li indichiamo con (x1,y1), (2, y2)

VT ViL+VD)

=—(4z +y,2y + z) = ( ,
(w2.92)  \/8+5v2 /8452

(z1,91)

(4z +y, 2y + x) ) # (0,0)

L’ortogonalita al vincolo ci da

. —V/7 1+V2VT7 _ . ..
WH’W 0 — (1+v2)b=cb

Dobbiamo studiare la quantita

(ch, b) ((g g) A <‘1l ;)) (Cbb) _ (_780— &7\@)1)2 < 0 massimo

11 calcolo con la coppia (z2,y2) da esattamente lo stesso risultato.

x:y(3—\/§) 22 (3 - v2)? y? + 2 (3-V2) _
—5+4V2’ (=5 + 4v/2)2 5+ 42
. 5—4v2 A 3-V2
Y3,4 —\/7(8—5\/5), 3.4, —\/7(8—5\/5)
I punti critici sono regolari. Li indichiamo con (x3,y3), (T4, y4)
VT 0T
(raws) /8 —5v2 /8—5v2

L’ortogonalita al vincolo ci da a = (v/2 — 1)b = ¢b

2 0 41 cb —40 | 32V2 .
(cb,b)((o 2)—)\1~(1 2))(b):(T—l—T)bQNO.?Smelmmo
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=—(4z+y,2y+ )

(z3,y3)

(4z +y, 2y + x) ) # (0,0)




