Scritto di CAM1 per Matematica
Anno Accademico 2019/20 21/09/2020

1) a) Siano E,p = {(x,y) cR*>:a<a+y<b}, Fop = {(:zz,y) € E,p: 2> +y* € Z}, ove

a€R,beRU{+o0}.

Provare che E,; e F,; sono boreliani.

b) Definiamo la misura g sui borelaini di R? come u(A) = fe_l’Q_yz dx dy. Dire se
A

#(Eaqoc) — 0.

a— oo

2) a) Determinare, se esiste, lim
n—-+00
[5,+00

b) Determinare, se esiste, lim [ nln(1+ w_) dmq (z).
n—-+4oo [1,2+l} n

400
3) Definiamo un insieme K C [0,1] come K := () K,, ove K,, sono definiti induttivamente
n=0
come Ky = [0, 1]; supponiamo K, = |J [an.i,bn], ove I, € un insieme finito, a,; < b, ;
i1,
e gli intervalli [ay, ;, by ;] al variare di i € I,, sono a due a due disgiunti; allora

Kn+1 = U ([an,ia Cn,i] U [dn,ia bn,z])

an,i+bn,i an,i+bn,i
2 2

Qui ¢, ; = — Nnis Ani 1= + i, OVE 71y, 4 > 0 € scelto in modo che

an,i < Cn,i < dn,i < bn,i'

Ovviamente tale insieme dipende dalla scelta di 7, ;.

a) Dire se K ¢ un boreliano di R.

b) Dire se K ha misura di Lebesgue uguale a 0.

c) Dire se, dato un boreliano w di R avente misura di Lebesgue nulla, 'insieme K UW ha
interno vuoto.

d) Dire se la funzione u definita da u(z) = 1 sta in L'(K).

NOTA: le domande a), b), ¢) d) si intendono tutte come

la proprieta richiesta ¢ sempre vera comunque scelti 7,, ; o ¢ sempre falsa comunque scelti

Mn,i, oppure a seconda della scelta di 7, ; puo essere vera o falsa?



Scritto di CAM1 per Matematica
Anno Accademico 2019/20 21/07/2020

1) a) Siano A, = {(z,y) € R* : n < ||(z,y)|| < n+1},

B, = {(w, y) €A, :x>00<y< 1}. Provare che A,, e B,, sono boreliani in R? per ogni
intero positivo n.

b) Provare che la successione my(B,,) € limitata, e dire se & convergente.

c) Provare che se a, ¢ una successione strettamente crescente di numeri reali con a; =0

tale che ay, —+> +00, allora per ogni successione b,, di numeri reali la funzione f da R?
n—-+0oo

in R definita da
f(z,y) = by se ap < ||(z,y)|| < ant1 ¢ misurabile.

d) Provare che in ¢) se b, = —, allora esiste a,, come in c) tale che f € L'(R2) se e solo
/rLOé
se a > 0.
an
2) a) Determinare, se esiste, lim [ e”»=¥1dm;(z).
n—>—|—oo[071]
2

n
b) Determinare, se esiste, lim [ e‘”Qdml(x).
n

n—-+oo
_ sin(z) sex < T . .
3) a) Sia ug(z) = { 2 . Provare che u, ¢ B.V su [0, 1] e che u, € B.V. su
4 x+a se x> 5 “ “

[0, 5] per ogni a € R.

b) Provare che se v : [0,1] — R ¢ B.V. su [0,a] e su [b,1] con 0 < b < a < 1, allora v &
B.V. su [0, 1].

c) Provare che se v : 0,1 — R e per ogni x € [0,1] esiste 6 > 0 tale che v ¢ B.V: su
[0,1] N [x — &,z + J], allora v € B.V. su [0, 1].



Scritto di CAM1 per Matematica
Anno Accademico 2019/20 07/07/2020

1) Siano A = {(:B,y) eR?: 2542 >y6,x20,y20}, B = {(:I:,y) EA:yZ:U}.
a) Provare che A e B sono boreliani.
b) Dire se my(A) < +00 e se ma(B) < +o0.

2) Sia C = {(z,y) eR*:2 >0,y >0,z +y < 1}.
a) Provare che se f, € una successione di funzioni misurabili su C' a valori reali tale che
fn — f puntualmente su C allora

/ arctanof, dms — / arctanof dms.
n——+oo
C C

b) Determinare, se esiste, ngr—ir—loof (:_nyZQ dmo(z,y)

c¢) Determinare, se esiste, nll)I}_loo i (xizig dmo(z,y)

3)

a) Sia p una misura sui boreliani di R?. Provare che se E e F sono boreliani di R? e
F C E, e inoltre u(E) = mo(E) e u(B) < ma(B) per ogni boreliano B in R?, allora
W(F) = ms(F)

b) Sia 4 una misura sui boreliani di R2. Provare che se u(B) < ma(B) per ogni B della
forma [a,b] x [¢,d] e p([—n,n] x [-n,n]) = ma([-n,n] x [-n,n]) per ogni intero positivo
n, allora u(B) = mq(B) per ogni B della forma [a, b] x [c, d].

c) Vale lo stesso se lipotesi p([—n,n] x [-n,n]) = ma([—n,n] x [-n,n]) per ogni intero
positivo n viene rimpiazzata da ,LL(Bn) = My (Bn) per ogni intero positivo n, ove B, indica
la palla chiusa di centro l'origine e raggio n?

d) (piu difficile). Supponiamo che se p ¢ una misura sui boreliani di R? e per ogni Q € A
esiste Q' € A con Q' C @ tale che pu(Q’) = 0. Qui

A= {[a, bl X [e,d] : a,b,e,d € Rya < b, e < d}. Posso dedurre p(B) = 0 per ogni boreliano
B in R??



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2019/20 18/02/2020
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).
1) a)

1 1 1
Siano A = {(z,y) € R*: = <sin(z +y) < 5}’ B ={(z,y) € R*: 6 < sin(z +y) < §}

Provare che A e B e sono boreliani in RZ2.
b) Calcolare my((A\ B) U (B \ A)).

| =

. . . 1
2) a) Determinare, se esiste, ngrfw / 1'2—"‘92 dms(z,y).
[0,1] X [n,2n]
2
b) Determinare, se esiste, nEIJIrloo / R dms(z,y).
[0,1] X [n,n+1]

a
c¢) Determinare, se esiste, al variare di a« € R, lim / ;1—1——71—}—1 dms(z,y).
S N R e

[0,1]x[0,1]
3) Data una misura g definita sui boreliani di R?, diciamo che p & 1-invariante se esiste
v € R?\ {(0,0)} tale che per ogni boreliano A di R? si ha u(A4 +v) = u(A). Diciamo che
p & 2-invariante se esiste v € R?\ {(0,0)} tale che per ogni boreliano A di R? e per ogni
A€ Rsiha pu(A+ M) = u(A)
a) Provare che se p1 ¢ 1-invariante e finita, allora per ogni z € R? si ha p({z}) = 0.
b) Provare che se p ¢ l-invariante e finita, allora u(R?) = 0.
¢) Provare che se p & 2-invariante e o-finita, allora per ogni z € R? si ha p({z}) = 0.
d) Provare che se p & 2-invariante e supponiamo che esistano x € R? e r» > 0 tale che
w(S-(x)) > 0, ove per definizione S,.(z) = {y € R®: ||z —y||=r}. Qui || || denota la
norma euclidea. Provare che per ogni € > 0 esiste z € S,.(x) tale che p(B:(2)) = 4oo0.



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2019/20 18/02/2020
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).
medskip 1) a)

1 1 1
Siano A = {(z,y) € R*: = <sin(z +y) < g}, B ={(z,y) € R*: 6 < sin(z +y) < §}

Provare che A e B e sono boreliani in R2.
b) Calcolare my((A\ B) U (B \ A)).

[ AN

1

2) a) Determinare, se esiste, lim / 1‘2——1—y2

n—-+oo
[0,1]x [n,2n]

dmZ(xay)'

2
b) Determinare, se esiste, nll)l}_loo / o dms(z,y).
[0,1] % [n,n+1]
n*+3n+1

R dma(z,y).

c) Determinare, se esiste, al variare di a € R, lim / S e v
nd+(x+vy

n—+00
[0,1]x[0,1]

3) Data una misura u definita sui boreliani di R?, diciamo che u ¢ 1-invariante se esiste
v € R?\ {(0,0)} tale che per ogni boreliano A di R? si ha u(A4 + v) = pu(A). Diciamo che
p & 2-invariante se esiste v € R?\ {(0,0)} tale che per ogni boreliano A di R? e per ogni
A€ Rsiha pu(A+ M) = u(A)

a) Provare che se p1 ¢ 1-invariante e finita, allora per ogni € R? si ha p({z}) = 0.

b) Provare che se y ¢ l-invariante e finita, allora u(R?) = 0.

c) Provare che se p & 2-invariante e o-finita, allora per ogni € R? si ha p({z}) = 0.

d) Provare che se p & 2-invariante e supponiamo che esistano x € R? e r» > 0 tale che
w(S,(z)) > 0, ove per definizione S,(z) = {y € R*: ||z —y|| =r}. Qui || || denota la
norma euclidea. Provare che per ogni ¢ > 0 esiste z € S,.(z) tale che p(B:(2)) = 4oo0.



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2019/20 28/01/2020
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).
1) a)

Siano A = {(z,y) € R?*: 2 + y* < 100}, By = {(x,y) € R? : 2? + 22 + y* + 6y < d},
S={(z,y) eR*:y+x =1}, Cy = ByU ( U (S+(q,q))>. Provare che A, B; e Cy sono
€Q

boreliani in R? per ogni numero reale d > 0.

b) Dire per quali numeri reali d > 0 si ha ma(A \ Cyq) = ma(A) — ma(Cy).

2) a) Determinare, se esiste, lim [ f,(z)dmy(z), ove
n Foof

—H—oo[
sin(x)
T1n sexr>n
fn(*'r) = *
0 altrimenti

b) Determinare, se esiste, lirJIrl [ gn(x)dmi(z) ove g,(z) = Va?" + 3nz" + n?.
n——+0oo
0,2

c) Dire se e vera la seguente affermazione:
Per ogni funzione g : [0,5] — R misurabile esistono ¢ > 0 e n > 0 tali che per infiniti indici
n esiste un boreliano A,, in [0,5] con mi(A,) > n e |gn(z) — g(z)| > € per ogni z € A,,.

3) Diciamo che un sottoinsieme E di RY & o-pieno rispetto a B C R se esiste un insieme

C C RY finito o numerabile tale che |J (E + ¢) 2 B. Diciamo che E & o-pieno se &
ceC

o-pieno rispetto a RYV.

a) Provare che se E ¢ un boreliano in RY o-pieno, allora my (E) > 0.

b) Provare che ogni aperto non vuoto & o-pieno.

c) Se E & o-pieno rispetto a F' e F' & o-pieno rispetto a G possiamo concludere che E &
o-pieno rispetto a G7

d) Determinare un insieme o-pieno in R che non ¢ della forma U \ H con U misurabile
con interno non vuoto e H di misura nulla.

e) Ogni insieme di misura strettamente positiva & o-pieno ? (penso decisamente difficile).



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2019/20 28/01/2020
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1) a)

Siano A = {(z,y) € R?*: 2 + y® < 400}, By = {(x,y) € R? : 2? + 8z + ¢* + 4y < d},
S={(z,y) eR*:y+x =1}, Cy = ByU ( U (S+(q,q))>. Provare che A, B; e Cy sono
€Q

boreliani in R? per ogni numero reale d > 0.

b) Dire per quali numeri reali d > 0 si ha ma(A \ Cyq) = ma(A) — ma(Cy).

2) a) Determinare, se esiste, lim [ f,(z)dmy(z), ove
n Foof

—H—oo[
o) SO sexr>n+4
n = .
0 altrimenti

b) Determinare, se esiste, lirJIrl [ gn(x)dmi(z) ove g,(z) = Vatn + 2nzn + nb.
n——+0oo
0,2

c) Dire se e vera la seguente affermazione:
Per ogni funzione g : [0,5] — R misurabile esistono ¢ > 0 e n > 0 tali che per infiniti indici
n esiste un boreliano A,, in [0,5] con mi(A,) > n e |gn(z) — g(z)| > € per ogni z € A,,.

3) Diciamo che un sottoinsieme E di RY & o-pieno rispetto a B C R se esiste un insieme

C C RY finito o numerabile tale che |J (E + ¢) 2 B. Diciamo che E & o-pieno se &
ceC

o-pieno rispetto a RYV.

a) Provare che se E ¢ un boreliano in RY o-pieno, allora my (E) > 0.

b) Provare che ogni aperto non vuoto & o-pieno.

c) Se E & o-pieno rispetto a F' e F' & o-pieno rispetto a G possiamo concludere che E &
o-pieno rispetto a G7

d) Determinare un insieme o-pieno in R che non ¢ della forma U \ H con U misurabile
con interno non vuoto e H di misura nulla.

e) Ogni insieme di misura strettamente positiva & o-pieno ? (penso decisamente difficile).



