Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2018/19 17/09/2019
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1) a) Sia A = {(z,y) € R?:y >z — 7,2 +y* < 2}. Provare che A & un boreliano.

b) Sia B,(x,y) la palla chiusa di centro (z,y) e raggio r > 0 in R2. Provare che, dati
w, € R?>er, > 0, l'insieme B := :2 B, (wy) € un boreliano, precisando se B puo
essere aperto, e se B ¢ sempre aperto o sempre chiuso.

c) Sia u : [0, 2w[—]0, 40| una funzione e chiamiamo F,, I'insieme

E, = U {(pcos(f),psin(0)) : 0 < p <1+u(f)}.
0€[0,2m[

Provare che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se E,, ¢ un boreliano e u(f) < ¢ per ogni
6 € [0, 27| allora mo(E,) < 7+ €.

d) Provare che se A & un compatto in R?, B C A e per ogni b € B s; ¢ un sottoinsieme
di R? avente diametro v(b) > 0 con b € sp, allora per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se

Cs:=AU < U sb> ¢ un boreliano e v(b) < 0 per ogni b € B, allora m2(Cs) < ma(A) + €.

beB
e) Dire se 'insieme F, definito in ¢) & un boreliano comunque prendiamo la funzione w.

2) a) Determinare, se esiste, lim [ cos (2%) dmso(z,y).
0 0,1]%[0,1]
1
b) Determinare, se esiste, lim f —— dma(z,y).

n_H_OO[n,n+1]><[5,12+sin(n)} z® + yg

c¢) Provare che se a,, > 1 e b,, > 1 sono successioni reali, allora se esse sono anche convergenti

esiste il limite lim i —— dma(z,y).
n_>+00[an 7an+1]><[bn 7bn+]—] y



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2018/19 03/09/2019
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1) a) Siano A, = {(z,y) € R* : x> 0,y > 0,2%y < c},
B. ={(z,y) € A, : x < 20}.
Provare che per ogni ¢ > 0, A. e B, sono boreliani.
b) Dire per quali ¢ > 0 B, ha misura di Lebesgue finita.
c¢) Provare che se ¢ > 0 e f & una funzione crescente e continua da R in [0, +o0[, non iden-
ticamente nulla, allora I'insieme D, := {(z,y) € Ac:y < f(z)} & un boreliano di misura
di Lebesgue finita.
d) Determinare un aperto di misura di Lebesgue finita contenente I'insieme A; \ ( U Ad).
d<1

e) Provare che se A & un sottoinsieme Lebesgue misurabile di R? e ma(A) > 0, allora per
ogni ¢ € R tale che 0 < ¢ < ma(A) esiste un sottoinsieme B di A Lebesgue misurabile tale
che my(B) = c.

2 23

2) a) Determinare, se esiste, lim [ cos (
n—+00 3 rT+n

) dmq (z).
b) Determinare, se esiste,
2, 2
lim / Ty dmo(x,y)

n—-+o00 22 4 92 + sin?(z)
Bn+1\Bn

ove B,, ¢ la palla chiusa in R? di centro (0,0) e raggio n.
c) Determinare, se esiste,

. Y
[n+1,n+1+27]%[0,1]

d) Provare che la funzione u definita da

1

u(zx) := /|sin(my)‘ﬂdy

0

¢ continua su R.



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2018/19 16/07/2019
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1) a) Siano A, = {(z,y) e R*: 2’ +n <y <z* +n+ 1},

B, = {(z,y) € R* : 2? + n <y < 2? + n + 1}. Provare che, per ogni n € Z, A, e B,, sono
boreliani.

b) Provare che se j & una misura definita sui boreliani di R? e u(A) = 0 per ogni A
boreliano di R? tale che mo(A) = 0, allora u(A,,) = u(B,,) per ogni n € Z.

c) Provare che se p ¢ una misura finita definita sui boreliani di R?, allora per ogni € > 0
esiste n € Z tale che u(A4,) < e.

d) Dire se esiste una misura o-finita u definita sui boreliani di R? tale che

p([n.n+1) x [m,m+ 1]) = 400 per ogni n € Z ed ogni m € Z.

2 t27r + n—2+sin(n)
2) a) Determinare, se esiste, lim 5 5 dma (1).
n—+00 ] t“ +n—
n’+1 o3t
b) Determinare, se esiste, lim [ 5
n—too vy €2 42

dm1 (t)

c¢) Determinare, se esiste, lim i ————dma(z, 7).

3) Sia f € L2([0, +00]).
2n
a) Provare che hfodml T 0.

b) Dire se & vero che se inoltre |f(z)| < - per ogni z > 0, si ha necessariamente f €
LY([0, +o0]).



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2018/19 24/06/2019
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1) a) Sia A = {(z,y) €R?*: 2 >0,y > 0,1 <2 +y < 2.}. Provare che A & un boreliano,
edireperqualibERsiham2<{ x, ) 6A:y<x+b}> > 0.

b) Provare che se p & una misura definita sui boreliani di [0, 1] 1], u([o, 0.1]) >0
e u(A) € N per ogni A boreliano di [0,1] x [0.1], allora e81ste x e [0, 1] [ ] tale che
u({z}) > 0.

c¢) Provare che se p ¢ una misura definita sui boreliani di [0, 1] x [0.1], allora I'insieme dei
valori che assume p non puo essere un sottoinsieme di R che ha 0 come unico punto di
accumulazione.

ma(t).

2) a) Determinare, se esiste, hm f T te
n

1
b) Determinare, se esiste, lim [, 7

n=s+oc ) (te + V1)(1 + nte) dmi ().

1
c¢) Provare che, se f & una funzione continua da R in R allora esiste lim f f(L)dmy(t).
n—+

d) Provare che se f ¢ una funzione limitata da R in R, e inoltre esiste hm f(z), allora
Jj-) [e.e]

esiste il limite lim
n—-+oo

1
t
f(—jm dm (t) per ogni a < 1.

3) a) Sia f una funzione limitata da R in R, e sia g(z) = inf{f(¢) : t > x}. Provare che g
¢ B.V. su [0,1]
b) Provare con un esempio che g non é necessariamente A.C. su [0, 1].

1
c) Provare che g € L'(D) ove D = U n,n + 3”]
n=>5



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2018/19 11/02/2019
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1) a) Siano A = {(z,y) e R*: 0< 2 <1,0<y <z}, B={(z,y) € A:ye R\ Q}.
Provare che A e B sono boreliani e calcolare la misura di Lebesgue di A e di B.

b) Dire se esiste una misura p definita sui boreliani di R? tale che u(A) =1, u(B) =0, e
inoltre pu({x}) = 0 per ogni z € R2.

2) a) Determinare, se esiste, lim [ arctan(nz)dm(z).
n—-+oo [0,1]

b) Determinare, se esiste, lim [ arctan(nz)dm(z).
n_H_OO[n,n?[

c¢) Determinare, se esiste, lim [ arctan(z™)dmq(z).
n——+oo

[0,2]
d) Determinare, se esiste, lim [ arctan(z™)dmq(x).
n—>—|—oo[_271]

3) a) Dire se la funzione b definita da b(z) = [x~*]"' + 2? & B.V. su [a, 1] per ogni a > 0
ese ¢ A.C. su [a, 1] per ogni a > 0.

b) Data una misura di Radon p su R?, sia g la funzione definita da

g(z) = p([~=z, 2] x [~x,z]). Provare che g ¢ B.V.su [0,1].

c) Provare che la funz1one g definita in b) non ¢ necessariamente continua su [0, 1].

d) Se aggiungiamo l'ipotesi che u(A) = 0 per ogni boreliano di R? tale che mo(A4) = 0,
possiamo concludere che g definita in b) ¢ A.C. su [0, 1]?



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2018/19 24/01/2019
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1
1) Siano A,, = {(J:,y) cR?*:z4+y>1+—22+4y° < 1}.
n
a) Provare che per ogni n intero positivo A,, & un boreliano.
b) Trovare lirf ma(Ay).
n—-—+0oo

c¢) Determinare una funzione f da R? in R tale che f € L?(A4,,) per ogni n ma

[ — +oo.
A, n—-+0o

2) Siano f, e g da [0, +00] in R definite da

3=

fn(x) =

1 (a) —
altrimenti > I (z) = ; altrimenti

{O sex <1 n? se ¢ <
naz® + e* 4 2 nz® + e* 4 2

a) Determinare, se esiste, lim f frndmq
n—>+oo[07+oo[

b) Per a = 0 determinare, se esiste, lim / gna) dmq
n_H—OO[O,—&—oo[

c) determinare, se esiste, lim [ gf{z) dmy, la variare di a > 0.
n%Jroo[O’_’_oo[

3) Sia N un intero positivo fissato. Denotiamo con B,.(z) la palla aperta di centro x € RY
e raggio r > 0 in RV,

a) Provare che per ogni x,y € R si ha B,(y) C By |jy—z|| (7).

b) Provare che per ogni r > 0 si ha

m ((Bo(@)\ Br(1)) U (By(y) \ By()) ) —>0.

Yy—x

¢) Sia F un boreliano di R" e supponiamo che per ogni x € R" esista

2 — lim mN(FﬂBr(a:))
Dp(z) : }_}0 o (B ()

Provare che la funzione Dg ¢ misurabile.

d) Determinare un insieme boreliano F' per cui in qualche punto la funzione Dp non e
definita (ossia in qualche punto non esiste il limite definente Dp).

e)** Esiste F' boreliano per cui D ¢ definita in tutti i punti e Dp assume solo i valori 0
e 1 (e li assume entrambi in qualche punto)? (estremamente difficile- almeno penso)



Scritto di CAM1 per Matematica

Anno Accademico 2018/19 24/01/2019
NOME: COGNOME:
E obbligatorio!!!!!!!!! consegnare il presente testo del compito con segnati nome

e cognome (IN STAMPATELLO).

1
1) Siano A,, = {(J:,y) eER*:x>1+ 22 +¢° <2}.
n

a) Provare che per ogni n intero positivo A,, & un boreliano.
b) Trovare lim mgo(A,).
n—+oo

c¢) Determinare una funzione f da R? in R tale che f € L?(A4,,) per ogni n ma
f 2 — +oo.

n—-+0o

2) Siano f, e g da [0, +00] in R definite da

3=

1 a _
altrimenti gﬁl )(x) - 1

nxb + cos(z) + 13 nxb + cos(x) + 13

fn(x> =

{O sex <1 n? se x <

altrimenti

a) Determinare, se esiste, lim f fndmg
n%+oo[0 Joof

b) Per a = 0 determinare, se esiste, hm f gfl @) dmq

c) determinare, se esiste, 1irJIrl Ik g( )dml, la variare di a > 0.
n——+0o0
[0,400]

3) Sia N un intero positivo fissato. Denotiamo con B,.(z) la palla aperta di centro x € RY
e raggio r > 0 in RY.

a) Provare che per ogni 2,y € R si ha By.(y) C B,y jy—q((2)-

b) Provare che per ogni r > 0 si ha

ma (Be(@) \ Bo(y)) U (Bo(y) \ Br(x)) ) — 0.

Yy—x

¢) Sia F un boreliano di R e supponiamo che per ogni x € R" esista

2) = lim mN(FﬂBr(a@))
Dp(z) : lim i (Bo@)

Provare che la funzione D ¢ misurabile.

d) Determinare un insieme boreliano F' per cui in qualche punto la funzione Dg non &
definita (ossia in qualche punto non esiste il limite definente Dp).

e)** Esiste F' boreliano per cui Dp & definita in tutti i punti e Dp assume solo i valori 0
e 1 (e li assume entrambi in qualche punto)? (estremamente difficile- almeno penso).



