Alcune ulteriori precisazioni sul corso
di Matematica per Biotecnologie 2005/06

Scopo di queste brevi note e quello di chiarire alcuni punti importanti che sul libro adottato
non sembrano (stranamente) essere esplicite, almeno stando a quanto ho trovato io sul libro.
Inoltre chiarird alcune semplificazioni che io ho usato nel corso rispetto al libro.

Limiti

Ricordo che sul libro adottato (indicato nel seguito con con Gi, abbreviazione del cognome
Giusti dell’autore) il limite di funzioni lim f(z) si definisce quando f: A — R, ove A &
T—>XTo

un sottoinsieme non vuoto di R e zg € un punto di accumulazione di A. Poiché noi non
abbiamo parlato di punti di accumulazione ci accontentiamo di un caso meno generale ma
sufficiente per le nostre applicazioni. Precisamente poniamo R = R U {+o00} U {—cc}, e
sia A I'insieme degli zo € R tali che A contiene o un intervallo della forma (a,zg) con
a < o o un intervallo della forma (xg,b) con b > . Supporremo che zo € A. In tutti gli
enunciati sui limiti di funzione lim,_,,, f(), f : A — R, si considerera sottointeso zo € A
e se su Gi c’e scritto Sia o punto di accumulazione di A, tale frase e da sostituire con
xg € A.

Ricordo che il limite di funzioni se esiste, & unico. Pill precisamente, siano z,!1,ls € R.
Supponiamo che sia data una funzione f : A — R, ove A & un sottoinsieme non vuoto
di R, e zg € A. In tali ipotesi possiamo enunciare il teorema sull’unicitd del limite nella
seguente forma.

Teorema 1. Se si ha simultaneamente

f(il?) x:l:)()lla f(x) :v:?ol2’

allora |1 = ls.

Si ha ’analogo teorema sull’unicita del limite di una successione.
Teorema 2. Siano l1,l5 € R. Sia data una successione a,,. Se si ha simultaneamente

an n—>_+>oo ll; Qp n—)—+>oo l2 3
allora |1 = I5.
Vediamo l'idea della dimostrazione del Teorema 2. Il Teorema 1 si pud dimostrare in
modo simile (o si riconduce al Teorema 2 usando il Teorema ponte). Se fosse I3 # I,
riflettendo un attimo ci si rende conto che esistono un intorno U; di /7 e un intorno U, di
Iy tali che U; N Uy = @, ad esempio se fosse I; < Iy e I e I3 numeri reali, basta prendere
Ui=(1—¢eli+e),Uy=(la—€,la+¢€)cone >0 cosi piccolo che I; + & < ls — &, quindi
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e < % Poiché a,, —+> 1 esistera un indice N;j tale che a,, € U; se n > N;. Poiché
n—-—+0oo

an, —+> I esistera un indice Ny tale che a,, € Uz se n > N». Allora, se n > max{Ny, Ny}
n——+0oo

si avrebbe a,, € U; N Us, ma questo e impossibile poiché U; e Uy non hanno punti in
comune. m

Notiamo che la notazione lim a, =1 in luogo di a,, — [ & autorizzata dal Teorema 2
n—-+oo n—-+oo

(se non sapessimo che il limite & unico, se esiste, non potremmo usare una notazione che
in sostanza dice il limite di a,, vale ). Un discorso analogo vale per i limiti di funzioni.

Integrali

Ricordo prima di tutto che noi a lezione abbiamo visto gli integrali solo per funzioni
continue. Cioé su Gi si & data una definizione di integrale per funzioni f : [a,0] = R
non necessariamente continue e si & detto che in tale caso f & integrabile se soddisfa la
Definizione 9.1 pag. 309 in Gi e in tal caso si definisce 'integrale f:f(x) dz, e poi si
¢ provato che le funzioni continue su [a,b] sono integrabili. Invece noi abbiamo detto
(in realtad non dimostrato) che se f ¢ una funzione continua da [a,b] in R allora vale la
condizione della Definizione 9.1 (formula 9.7) e quindi possiamo definire f; f(x) dx come in
Definizione 9.1. Quindi in tutti gli enunciati su Gi, si supporra che la funzione & continua.
Ricordo una proprieta degli integrali definiti che su Gi non sembra sia stata enunciata in
modo esplicito. Se f, g sono funzioni continue da [a,b] in R, allora dati comunque o e 3
numeri reali si ha

Lb@4@0+5mm)mﬁ=a/

a

b b
f@)do+ 5 [ gla)do
in particolare, ponendo 3 = 0, si ha
b b
/ ozf(ac)da::a/ f(x)dx

oppure ponendo o« = 1,8 = %1

b

/ab (f(a:)-i-g(x)) da::/ab f(a;)da:+/a g(z) dz

/ab (f(x) B g(x)) dr = /ab f(z)dw - /abg(x) dz

e vale la analoga proprieta per gli integrali indefiniti

[ (at@) +po@) do=a [ f@)ds+ 5 [ gla)do

con analoghi casi particolari



/af(x)dm:a/f(x)dx

/(f(w)+g(x)) da:=/ f(z) da:-l—/g(a:)dg;
/(f(x)—g(x)) da::/ £(z) dm—/g(ax)da;,

Un elenco di primitive immediate:

f kdx = kx + c se k & una costante
za+1

Jaz%de =7 +cse a# —1
[Ldr=In(z])+c
[sinzdr = —cosz + ¢

Jcoszdr =sinz+c
[etdz =e"+c
[ 5z do = arctgz + c.



