Scritto di CAM1
Anno Accademico 2012/13 13/09/2013

1) a) Provare che gli insieme E e F' definiti qui sotto sono boreliani.

E={(z,y) € R?: 2 <y < 327},
2 1
F:{(m,y)ER:EInEZ:x+n§y<x+n+g}.

b) Sia f definita da f(x) = {x-gél S T < 1 Dire se f ¢ A.C. su [0,2] e se f &€ B.V. su
0.2] bz altrimenti

c) Sia g una funzione da [4,5] in R tale che per ogni intervallo aperto |a,b] con a < b
contenuto in [4,5] si abbia g(Ja,b[) = QN [1,2[. Provare che g non ¢ B.V. in [4,5].
d) Determinare una funzione g come in c).

2

nx
2) a) Calcolare, se esiste, lim ———dx.
n—+oo | nx + sin(nx)

3
4

1
b) Sia A = {(x,y) ceR?*:2>1,0<y< —}. Dire per quali a > 0 la funzione f definita
T

da f(z,y) = y*z™ appartiene a L*(A).

2 3
c) Calcolare, se esiste, lim ny dx dy, ove A & come in b).

n—+oo | ny?+ax+1
A

d) Sia B, = {(pcos(t), psin(t)) : p € [2,3],t € [na, (n + 1)a]}, ove o = —275- Calcolare,

: . x
se esiste, nEI}FlooB T sin2(n:1;y) dx dy.
3) Sia C' = {0} x R e sia y una misura definita sui boreliani di R? tale che u(C) = 0.
a) Provare che se y ¢ finita, allora per ogni € > 0 esiste U aperto di R? contenente C' tale
che pu(U) < e.
b) Provare che se per ogni n € Z esiste 6, > 0 tale che p([—d,,8,] x [n,n + 1]) < 400,
allora per ogni € > 0 esiste U aperto di R? contenente C' tale che u(U) < e.



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2012/13 13/09/2013

1) a) Provare che gli insieme E e F' definiti qui sotto sono boreliani.

E={(z,y) eR?*:2+7T<y<z+8},
1
F={(z,y) eR*: 3n€Z:x2+n<y§m2+n+§}.

b) Sia f definita da f(x) = {x2-|—6 e <,3. Dire se f ¢ A.C. su [2,4] e se f &€ B.V. su
9.4 x* altrimenti

c) Sia g una funzione da [2,3] in R tale che per ogni intervallo aperto |a,b] con a < b
contenuto in [2, 3] si abbia g(Ja,b[) = QN [6,7[. Provare che g non ¢ B.V. in [2,3].
d) Determinare una funzione g come in c).

2

TL.CI?2

2) a) Calcolare, se esiste, lim dz.
n—+oo | nx? + cos(nx)

8
7

1
b) Sia A = {(x,y) ceR?*:2>1,0<y< —}. Dire per quali a > 0 la funzione f definita
T

da f(x,y) = y*/x appartiene a L°(A).

. . dny’ X .
c) Calcolare, se esiste, lim dx dy, ove A & come in b).

n—+oo | nyd 4+ 2+ 1

A
d) Sia B, = {(pcos(t), psin(t)) : p € [2,3],t € [na, (n + 1)a]}, ove a = 5ev; Calcolare,
3
: : x
se esiste, nlliir—loo HTW dx dy

B,

3) Sia C = R x {0} e sia y una misura definita sui boreliani di R? tale che u(C) = 0.

a) Provare che se y ¢ finita, allora per ogni € > 0 esiste U aperto di R? contenente C' tale
che p(U) < e.

b) Provare che se per ogni n € Z esiste 6, > 0 tale che p([n,n + 1] x [=d,,8,]) < 400,
allora per ogni € > 0 esiste U aperto di R? contenente C' tale che u(U) < e.



Scritto di CAM1

Anno Accademico 2012/13 11/07/2013
ZE2
e
1) a) Dire se la funzione f : R — R definita da f(z) = 3 ¢ A.C.su [1,2] ese ¢ B.V.
x —

su [1,2].
b) Sia w una funzione misurabile da R in R. Sia v la funzione definita da v(x) =

[ cos (u(t)) dt. Dire se v & sempre A.C. su [1,4].
0

c) Sia s una funzione da [0, 1] in R continua in 0 e tale che s ¢ monotona su [%ﬂ, ﬂ per
[&.°]

ognin=1,2,3,... Provare che s ¢ B.V. su [0, 1] se e solo se la serie ) |s(n+r1) —s(1)]
n=1

& convergente.

2) a) Dire per quali p > 1 la funzione g definita da g(z) = 1 & in LP([1,4] U7, +oc) e per

400

quali p > 1 ¢ in LP(A), ove A= |J [n,n+1].
n=1
b) Indichiamo con B,.(z) la palla aperta in R? di centro z € R? e raggio r per ogni 7 > 0
. . . LY

B, := B,(0). Calcolare, te, 1 ————dxdy.

e poniamo B, +(0). Calcolare, se esiste Jim / FEmE x dy
Bi1\B,_1
) Calcol iste, i / ! dx d

c) Calcolare, se esiste, lim zdy.

; g (22 +y2)10 +3 Y

(ksk)

n2
U B
k=n

d) Dire se esistono, o, > 0 tali che / eV dy dy — 0.

n—-+00o

=

n2
U Bay (k.F)
k=n

3) Siano p e v due misure di Radon definite sui boreliani di R? e supponiamo inoltre
v(R?) =1e pu([0,1] x [0,1]) = 1.

a) Provare che se esiste ¥ > 0 tale che pu(A+v) = u(A) per ogni v € R? con ||v|| > 7 e per
ogni A boreliano di R?, allora x coincide con la misura di Lebesgue.

b) Provare che se per ogni A boreliano di R? esiste # > 0 tale che u(A +v) = u(A) per
ogni v € R? con [|v|| > 7, allora u coincide con la misura di Lebesgue.

c) Provare che se esiste 5 > 0 tale che per ogni A boreliano di R? e per ogni s tale che
0 < s < § l'insieme

Ca:={veEBs:u(A+v)=pn(A)}

soddisfa v(Ca) > v(B,), allora p coincide con la misura di Lebesgue.



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2012/13 11/07/2013

1) a) Dire se la funzione f : R — R definita da f(z) = Sm(e7) ¢ A.C.su[l,3] esee B.V.
x p—

su [1, 3].

b) Sia u una funzione misurabile da R in R. Sia v la funzione definita da v(x) =

[ 'sin (u(t)) dt. Dire se v & sempre A.C. su [1,4].
0

c¢) Sia s una funzione da [0, 1] in R continua in 0 e tale che s ¢ monotona su [%ﬂ, ﬂ per
[e.°]

ognin=1,23,... Provare che s ¢ B.V. su [0, 1] se e solo se la serie > |3(n+r1) —s(1)]
n=1

¢ convergente.

2) a) Dire per quali p > 1 la funzione g definita da g(z) = 1 & in LP([1,3] U [97, +o0]) e
+o0

per quali p > 1 e in LP(A), ove A= | [n,n + %]
n=1

b) Indichiamo con B,(z) la palla aperta in R? di centro z € R? e raggio r per ogni r > 0

2
e poniamo B, := B,.(0). Calcolare, se esiste, lim / _rray dz dy.
n—too | +lyl +4
BI\B, 1
) Calcol iste, i / ! dz d
c¢) Calcolare, se esiste, lim zdy.
’ o (@2 + )4 1 5 Y

n2

U Bui(kk)
k

k=n

d) Dire se esistono, «,, > 0 tali che / e V" dy dy 0 0.
n—-—roo
2

n
U Bay (kK
k=n

3) Siano u e v due misure di Radon definite sui boreliani di R? e supponiamo inoltre
v(R?) =1e pu([0,1] x [0,1]) = 1.

a) Provare che se esiste 7 > 0 tale che (A +v) = u(A) per ogni v € R? con ||v|| > 7 e per
ogni A boreliano di R?, allora x4 coincide con la misura di Lebesgue.

b) Provare che se per ogni A boreliano di R? esiste 7 > 0 tale che u(A +v) = u(A) per
ogni v € R? con ||v|| > 7, allora u coincide con la misura di Lebesgue.

c) Provare che se esiste 5 > 0 tale che per ogni A boreliano di R? e per ogni s tale che
0 < s < 5 'insieme

Ca:={v € Bs:u(A+v)=pn(A)}

soddisfa v(Cy) > %V(B s), allora u coincide con la misura di Lebesgue.



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2012/13 13/02/2013

1
1) a) Provare che la funzione f : R — R definita da f(z) = In (sin (1—0x)) —In(z) ¢ A.C.
su [1, 3]

b) Dire se esiste finito il limite 1im+ V3(f).
a—0

2) a) Data g definita da g(z,y) = %, dire per quali p > 1 g € LP(B) ove B ¢ la palla
aperta centrata in (8, 10) di raggio 1.
b) Data g come in a), dire per quali p > 1 g € LP(C), ove

C=:{(z,y) €[0,1] x [0,3] : y > 1 — (z — 1)*}.
c¢) Sia D = {(x,y) € R* : 2 > 2,y > 2,z + 2y < 8}. Calcolare, se esiste

(z+2y)2

li D :
T dx dy
D
d) Calcolare, se esiste
1 1
li — dx dy.
nilfoo/ n (z — 20)2 1 (y — 20)2 — cos2(n) Y
D

e) Calcolare, se esiste

. 2
lim /n(e( i 1) dx dy.
n—-+00
D

3) Sia (X, A, 1) uno spazio di misura, e sia w : X — R misurabile.
a) Supponiamo u(X) < 4o00. Provare che per ogni d > 0 I'insieme

{t € Rlp(w™({t})) > d} ¢ finito (eventualmente vuoto).
b) Provare che se (X, A, 1) & uno spazio di misura o-finita, allora I'insieme H,, definito da
H, = {t € Rlp(w=({t})) > O} ¢ finito o numerabile.

¢) Supponiamo X = RN, N =1,2,3, ...., A sia la g-algebra dei boreliani di RY, e u sia la
misura di Lebesgue. Sia G' un qualunque sottoinsieme numerabile di R. Provare che esiste
una funzione continua w : X — R tale che 'insieme H,, definito in b) coincide con G.



Anno Accademico 2012/13 13/02/2013

1
1) a) Provare che la funzione f : R — R definita da f(z) = In (sin (—x)) —In(z) e A.C.

11
su [1, 2]
b) Dire se esiste finito il limite lim V2(f).

a—0t

2) a) Data g definita da g(z,y) = %, dire per quali p > 1 g € LP(B) ove B ¢ la palla
aperta centrata in (9,11) di raggio 1.
b) Data g come in a), dire per quali p > 1 g € LP(C), ove

C=:{(z,y) €[0,1] x [0,4] : y > 1 — (z — 1)*}.

c) Sia D = {(z,y) € R : 2> 2,y > 2,3z +y < 10}. Calcolare, se esiste

lim e(sx:y) dx dy.
n—-—+00
D
d) Calcolare, se esiste
1 1
lim / — —— dz dy.
n—+oo | n (x —20)% + (y — 20)2 — sin“(n)
D

e) Calcolare, se esiste

x y2
lil}_l /n(e(tl) —1>da:dy.
D

3) Sia (X, A, 1) uno spazio di misura, e sia w : X — R misurabile.

a) Supponiamo p(X) < 4o00. Provare che per ogni d > 0 l'insieme

{t € Rip(w({t})) > d} e finito (eventualmente vuoto).

b) Provare che se (X, A, 1) & uno spazio di misura o-finita, allora I'insieme H,, definito da
H, = {t € Rlp(w™({t})) > O} e finito o numerabile.

¢) Supponiamo X = R¥, N =1,2,3, ..., A sia la o-algebra dei boreliani di RY, e p sia la
misura di Lebesgue. Sia G un qualunque sottoinsieme numerabile di R. Provare che esiste
una funzione continua w : X — R tale che 'insieme H,, definito in b) coincide con G.



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2012/13 25/01/2013

Chi accetta di mettere in rete il risultato di questo scritto firmi la riga seguente
Autorizzo a mettere in rete il risultato di questo scritto

1) Sia A= {(z,y) e R?*:2<z <3} esia C,, ={(x,y) e R?: 7 < ||(z,y) —v|| <7+ 3}
ove v € R?er > 0.

a) Provare che AN C,, ¢ un boreliano di misura di Lebesgue finita per ogni v € R? e
r > 0.

b) Dire se esiste H > 0 tale che mo (A N Cwm) < H per ogniv € R? er > 0.

nz?
2) a) Calcolare, se esiste lim / ———dz dy.
n

5
n——+oo yz _|_ 3
(1,2]x[3,4]
. ) na?
b) Calcolare, se esiste lim / ——— dx dy.
n—+00 ny+ + 3
[1,2]%]0,1]
n?x?
c) Calcolare, se esiste lim / ———— dx dy.
n—+4o00 nzyZ +3
[0, $1%[7,n+7]
na?
d) Calcolare, se esiste lim / ———dx dy.
n—=400 nyt + 3
[0,+1%]0,n]

3) a) Dire se la funzione f definita da f(z) = |z* —2| & B.V. su [-3, 3], e calcolare V35(f).
b) Provare che se (X, A, ) € uno spazio di misura con pu(X) = 3 e A, A2, A3 € A e
(A1) + p(Az) + p(Asz) > 6, allora Ay N Az # 0.

c) Provare (pit generalmente) che se (X, A, x) ¢ uno spazio di misura finita e A;, i =

k
1,...,k sono k elementi di A con k intero positivo, e > u(A;) > (n — 1)u(X), allora

=1

n
esistono n elementi A; , ..., A;, con gli indici i; tutti diversi tra loro tali che (| A;, # 0.
Jj=1

Suggerimento: Si consiglia di considerare gli insiemi ( () A4;) N ( ) AS) ove A° indica il
il igI

complementare di A e I & un sottoinsieme di {1,...,k}, e poi unire bene tali insiemi.

d) Provare che se g & una funzione continua da [2,3] in R, limitata ma non B.V. allora

esiste un numero reale a tale che I'equazione g(z) = a ha almeno 950 soluzioni.



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2012/13 25/01/2013

Chi accetta di mettere in rete il risultato di questo scritto firmi la riga seguente
Autorizzo a mettere in rete il risultato di questo scritto

1) Sia A= {(z,y) e R*:5 <z <6} esia Cp, = {(x,y) e R?: 7 < ||(z,y) —v|| <7+ 3}
ove v € R?er > 0.

a) Provare che AN C,, ¢ un boreliano di misura di Lebesgue finita per ogni v € R? e
r > 0.

b) Dire se esiste H > 0 tale che mo (A N Cwm) < H per ogniv € R? er > 0.

nz?
2) a) Calcolare, se esiste lim / —— dz dy.
n

n——+oo y% + 2
[1,2]%[3,4]
. . na?
b) Calcolare, se esiste lim / —— dx dy.
n—-—+00 nys + 2
[1,2]x]0,1]
' _ n2az2
c) Calcolare, se esiste lim ————dxz dy.
n—+4o00 nzyg + 2
[0, %1% [5,n+5]
na?
d) Calcolare, se esiste lim / —— dx dy.
n—+oo nys + 2
[0,%1x]0,n]

3) a) Dire se la funzione f definita da f(z) = |2 —2| & B.V. su [-3, 3], e calcolare V35(f).
b) Provare che se (X, A, ) € uno spazio di misura con pu(X) = 4 e A, Az, A3 € A e
(A1) + p(Az) + p(As) > 8, allora Ay N Az # 0.

c) Provare (pit generalmente) che se (X, A, x) ¢ uno spazio di misura finita e A;, i =

k
1,...,k sono k elementi di A con k intero positivo, e > u(A;) > (n — 1)u(X), allora

=1

n
esistono n elementi A; , ..., A;, con gli indici i; tutti diversi tra loro tali che (| A;, # 0.
Jj=1

Suggerimento: Si consiglia di considerare gli insiemi ( () A4;) N ( ) AS) ove A° indica il
il igI

complementare di A e I & un sottoinsieme di {1,...,k}, e poi unire bene tali insiemi.

d) Provare che se g & una funzione continua da [5,6] in R, limitata ma non B.V. allora

esiste un numero reale a tale che I'equazione g(z) = a ha almeno 950 soluzioni.



Secondo esonero di CAM1
Anno Accademico 2012/13 21/12/2012

NOME: COGNOME:

Chi accetta di mettere in rete il risultato di questo scritto firmi la riga seguente
Autorizzo a mettere in rete il risultato di questo scritto

1) Sia f la funzione periodica di periodo 2 tale che f(x) = 2|x| + 5 per ogni = € [—1,1].
a) Provare che f & A.C. in [0, 1].

b) Dire se f ¢ B.V. in [—a,a] e se f ¢ A.C. in [—a,a], al variare di a > 0

c) Provare che se ¢ : R — R & periodica di periodo 5 e non costante, allora, posto

gn(z) = g(nz), si ha Vi (g,) - +00. Nota: non si suppone a priori g continua, né g
n—-1+0oo
B.V.

2) a) Dire per quali o > 0 la funzione h,, definita da hq(z,y) = |2|~% appartiene a L?(B)

ove B =[1,2] x [4,8] U ([-20,20] x {0}).

b) Dire per quali o > 0 la funzione h, definita sopra appartiene a L?(C) ove C' =
1 1

<[_E’ E] x [0, 1]> \ B1(0,1), ove ovviamente B1(0,1) denota la palla (aperta) centrata

in (0,1) di raggio 1.

3) Diciamo che un boreliano A di [2,3[ ¢ I-largo se ogni funzione continua su [2,3[ a
valori in [0, +o0o[ sommabile su A ¢ anche sommabile su [2,3], e che un boreliano A di
[2,3[ & debolmente 1-largo se ogni funzione continua e crescente su [2, 3[ a valori in [0, +00]
sommabile su A ¢ anche sommabile su |2, 3[.

a) Provare che ogni intervallo della forma ]a, 3[ con a €]2,3[ ¢ 1-largo.

b) Provare che se A ¢ 1-largo, allora esiste a €]2, 3[ tale che I'insieme |a, 3[\ A ha misura di
Lebesgue nulla.

c) Dire se esiste A C [2, 3] tale che sia A sia [2,3[\ A sono debolmente 1-larghi.



Secondo esonero di CAM1
Anno Accademico 2012/13 21/12/2012

NOME: COGNOME:

Chi accetta di mettere in rete il risultato di questo scritto firmi la riga seguente
Autorizzo a mettere in rete il risultato di questo scritto

1) Sia f la funzione periodica di periodo 2 tale che f(x) = 4|x| + 3 per ogni = € [—1,1].
a) Provare che f & A.C. in [0, 1].

b) Dire se f ¢ B.V. in [—a,a] e se f ¢ A.C. in [—a,a], al variare di a > 0

c) Provare che se ¢ : R — R & periodica di periodo 5 e non costante, allora, posto

gn(z) = g(nz), si ha Vi (g,) - +00. Nota: non si suppone a priori g continua, né g
n—-1+0oo
B.V.

2) a) Dire per quali o > 0 la funzione h,, definita da hq(z,y) = |2|~% appartiene a L?(B)

ove B = [3,6] x [2,5] U ([-12,26] x {0}).

b) Dire per quali o > 0 la funzione h, definita sopra appartiene a L?(C) ove C' =
1 1

<[_E’ E] x [0, 1]> \ B2(0,2), ove ovviamente By(0,2) denota la palla (aperta) centrata

in (0,2) di raggio 2.

3) Diciamo che un boreliano A di [2,3[ ¢ I-largo se ogni funzione continua su [2,3[ a
valori in [0, +o0o[ sommabile su A ¢ anche sommabile su [2,3], e che un boreliano A di
[2,3[ & debolmente 1-largo se ogni funzione continua e crescente su [2, 3[ a valori in [0, +00]
sommabile su A ¢ anche sommabile su |2, 3[.

a) Provare che ogni intervallo della forma ]a, 3[ con a €]2,3[ ¢ 1-largo.

b) Provare che se A ¢ 1-largo, allora esiste a €]2, 3[ tale che I'insieme |a, 3[\ A ha misura di
Lebesgue nulla.

c) Dire se esiste A C [2, 3] tale che sia A sia [2,3[\ A sono debolmente 1-larghi.



Esonero di CAM1
Anno Accademico 2012/13 19/11/2012

NOME: COGNOME:
1) Siano A e By, d € R, insiemi definiti da

A={(z,y) eR*:y<cos(z)}; Ba={(z,y) € A:y>2°—d}.

a) Provare che A e By (per qualunque d € R) sono boreliani.
b) Dire se A ha misura finita, e per quali d € R By ha misura positiva (ossia > 0).

x+1 1
2) Siano f, definite da f,(z) = 7:1333—_'_—#1

5
a) Provare che la successione di integrali / fn dmy & convergente.
4

5
b) Provare che per ogni v : R — R continua la successione di integrali / uo fp,dmy e
4

convergente.

1
c¢) Dire se la successione / fn dmy & convergente.
0

3) Sia A = [4,5] x [6,7]. Sia data una misura p definita sui boreliani di A tale che
1) () = 1.
ii) u({P}) = 0 per ogni P € A.
1
a) Posto B, = {(w,y) ER?: (z,y)=(4+t,6+1t),te[0,~] }, provare che p(By,) - 0
n n——+00
b) Provare che esiste ¢ > 0 tale che per ogni n €0, %[ esiste un quadrato @, della forma
Q. := [a,a+n] x [b,b+ 7] contenuto in A tale che u(Q,) > cn*.
c) Provare che, per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che se D & un boreliano di A di diametro
minore di J, allora p(D) < e. Ovviamente il diametro ¢ inteso rispetto alla metrica
euclidea.



Esonero di CAM1
Anno Accademico 2012/13 19/11/2012

NOME: COGNOME:
1) Siano A e By, d € R, insiemi definiti da

A={(z,y) eR* 1y <cos(x)}; By={(z,y) € A:y>3z" —d}.

a) Provare che A e By (per qualunque d € R) sono boreliani.
b) Dire se A ha misura finita, e per quali d € R By ha misura positiva (ossia > 0).

4nT+2 41
2) Siano f, definite da f,(z) = %.

4
a) Provare che la successione di integrali / fn dmy & convergente.
3

4
b) Provare che per ogni v : R — R continua la successione di integrali / uo fp,dmy e
3

convergente.

1
c¢) Dire se la successione / fn dmy & convergente.
0

3) Sia A = [8,9] x [2,3]. Sia data una misura p definita sui boreliani di A tale che
1) () = 1.
ii) u({P}) = 0 per ogni P € A.
1
a) Posto B, = {(w,y) eER?: (z,y)=(8+t,3—1t),t€[0,~] }, provare che p(By,) - 0
n n—-+oo
b) Provare che esiste ¢ > 0 tale che per ogni n €0, %[ esiste un quadrato @, della forma
Q. := [a,a+n] x [b,b+ 7] contenuto in A tale che u(Q,) > cn*.
c) Provare che, per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che se D & un boreliano di A di diametro
minore di J, allora p(D) < e. Ovviamente il diametro ¢ inteso rispetto alla metrica
euclidea.



