Scritto di CAM1
Anno Accademico 2010/11 06/09/2011

NOME: COGNOME:

1) a) Siano A; =]0,2[x]5,9[, A2 = [1,3] x [7,12]. Provare che A;, Ay e A; U Az sono
boreliani di R? e calcolarne la misura di Lebesgue ms.
b) Fissato a > 0, provare che 'insieme

{(z,y) eR*:2 >0, <y<a}

x
2 +1
¢ un boreliano in R? e dire per quali @ > 0 ha misura di Lebesgue ms finita.

2) a) Dire se la funzione a definita da a(z) = sin?(z) ¢ A.C. e se B.V. in [0, 27].

b) Sia A un boreliano di R. Provare che la funzione g definita da 5(z) = m1(AN[0,z]) &
B.V.in [0,1] e che 5 ¢ A.C. in [0, 1].

c¢) Provare che, data una funzione ¢ : [0, 1] in [0, +o0][, la funzione 54 definita da S4(z) =
m1(ANJ[0,¢(z)]) & A.C. per ogni boreliano A di R se e solo se ¢ ¢ A.C.

3) a) Calcolare, se esiste,

. 28
. S1n xXr
lim #
n—+oo n
[0,1]

b) Calcolare, se esiste,

c) Calcolare, se esiste,

+o0o

ove B= J [n,n+ 2]
n=1

d) Calcolare, se esiste,

[ 0
n—+oo x2—|-4

[, 400



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2010/11 11/07/2011

NOME: COGNOME:

1) Siano
A, ={(z,y) eR*:0<z<1n<y<2n},
Bn:{(m,y)ER2:0<x§1,O<y<x_73}.

Ch={(z,y) ER*:n<z<n+1}.

a) Provare che gli insiemi A,,, B,, e C,, n intero positivo, sono tutti Boreliani.
b) Dire quali tra tali insiemi hanno misura di Lebesgue finita.

c) Provare che la o-algebra generata da tutti gli insiemi C,, non & quella dei Boreliani di
R2.

2) Siaf(m)z{% sex#0
0  altrimenti
a) Dire per quali p € [1,400] si ha f € L0, 1].
b) Dire se f ¢ a variazione limitata e se ¢ assolutamente continua su [0,1] e se f ¢ a
variazione limitata e se ¢ assolutamente continua su [1, 2].

3) a) Provare che se « & una funzione continua e limitata da R in R, allora
1

/@daz — 0.

n n—-+oo
0

b) Provare che se a ¢ una funzione da R in R sommabile e limitata, allora
n

/@da: — 0.

n n—-+oo
0
c) Provare che se a ¢ una funzione continua e limitata da R in R, con a(x) > 0, a non

identicamente nulla, ed esiste un numero reale positivo A tale che a(x) = 0 se |z| > A,
allora non esiste nessuna funzione sommabile 5 da R in R tale che si abbia na(nz) < g(z)
per ogni n intero positivo e per ogni numero reale x.

d) La tesi di ¢) continua a valere se togliamo l'ipotesi esiste un numero reale positivo A
tale che a(x) =0 se |z| > A?



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2010/11 11/07/2011

NOME: COGNOME:

1) Siano
A, ={(z,y) eR*:0<z<1,3n<y<8n},
Bn:{(m,y)ER2:0<x§1,O<y<x_Ts}.

Cn={(z,y) eER*:n<z<n+l}.

a) Provare che gli insiemi A,, ,B,, e C},, n intero positivo, sono tutti Boreliani.

)
b) Dire quali tra tali insiemi hanno misura di Lebesgue finita.

c) Provare che la o-algebra generata da tutti gli insiemi C,, non & quella dei Boreliani di
R2.

2)Siaf(a;):{% sex 70

0  altrimenti
a) Dire per quali p € [1,400[ si ha f € L0, 1].
b) Dire se f ¢ a variazione limitata e se ¢ assolutamente continua su [0,1] e se f ¢ a
variazione limitata e se ¢ assolutamente continua su [1, 2].

3) a) Provare che se a ¢ una funzione continua e limitata da R in R, allora
1

/@da: — 0.

n n—-+oo
0

b) Provare che se o & una funzione da R in R sommabile e limitata, allora
n

/@d:p — 0.

n n—+oo
0

c) Provare che se a ¢ una funzione continua e limitata da R in R, con «(z) > 0, a non
identicamente nulla, ed esiste un numero reale positivo A tale che a(z) = 0 se |z| > A,
allora non esiste nessuna funzione sommabile 5 da R in R tale che si abbia na(nz) < B(z)
per ogni n intero positivo e per ogni numero reale x.

d) La tesi di ¢) continua a valere se togliamo 'ipotesi esiste un numero reale positivo A
tale che a(z) = 0 se |z| > A?



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2010/11 24/02/2011

NOME: COGNOME:

1) Siano A =0, 1[x]0, +0c[, B =]0, +00[x]0,1[, C = AU B.

a) Dire se la funzione f definita da f(z,y) = —1= ¢ misurabile e limitata su B.

z+3
b) Dire per quali p €]1,00[, f € LP(B).
c) Dire per quali p €]1,00[, f € LP(C).

2)

x
a) Dire se la funzione « definita da a(z) = [ e dt & assolutamente continua in [0, 1].
0

b) Dire se la funzione 8 definita da f(z) = dt ¢ assolutamente continua in [0, 1].

O\
8

w0

i) —~
~~

N—

c) Sia f Lipshitziana su [0, 1] e sia L un numero reale tale che L > |f'(x)| per tutti gli
z € [0,1] per cui esiste f'(x). Provare che esiste A C [0, 1] misurabile tale che m;(A) > =
esup|f'| < L.

A

3) Sia f una funzione misurabile e positiva in R?. Siano
1
An = {(:E,y) € R2 : ||(':an) - (0,3n)|| < 5}7
1
Un - {(xvy) € R2 : |y‘ < E}?

Vo = {(z,y) e R? : Jy(y — bz)| < %}-

a) Provare che se f € limitata, allora

fdmg — 0.

n—-+oo
An

b) Provare che se f & sommabile, allora
n—+0o
Un
c¢) Provare che se f & sommabile, allora
n——+00
Vi

d) Dire se, sempre supponendo f sommabile, allora per ogni successione v, € R?, si ha

n—-+00
U’IL+U7L



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2010/11 24/02/2011

NOME: COGNOME:

1) Siano A =0, 1[x]0, +o0[, B =]0, +00[x]0,1], C = AU B.

a) Dire se la funzione f definita da f(z,y) = —5 ¢ misurabile e limitata su A.

y+2
b) Dire per quali p €]1,00], f € LP(A).
c) Dire per quali p €]1,00[, f € LP(C).

2)

X
a) Dire se la funzione « definita da a(x) = [ e=5%" dt & assolutamente continua in [0, 1].
0

b) Dire se la funzione § definita da §(x)

dt ¢ assolutamente continua in [0, 1].

I
o
8
)]
i) —~
~
N—r

c) Sia f Lipshitziana su [0,1] e sia L un numero reale tale che L > |f’(z)| per tutti gli
z € [0,1] per cui esiste f’(x). Provare che esiste A C [0, 1] misurabile tale che my(A4) > £
esup|f'| < L.

A

3) Sia f una funzione misurabile e positiva in R2. Siano
1
An = {($,y) S R2 : H(way> - (2H,O)H < ﬁ}»
1
Un = {(z,y) eR*: 2] < ~},

Va={(0,9) €R?:[a(x +29)| <~ }.

a) Provare che se f ¢ limitata, allora
n—-+oo
An
b) Provare che se f & sommabile, allora
n—4+oo
Un
c¢) Provare che se f € sommabile, allora
n—-+4o0o
Vi

d) Dire se, sempre supponendo f sommabile, allora per ogni successione v, € R?, si ha

/ fdme — 0.
n—-+oo
Un+vn



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2010/11 31/01/2011

NOME: COGNOME:

1) Siano A =]3,5[x]2,6][, B, = {(x,y) € R?* : 2% +y*> < r?}, C. = AN B, per r > 0.
a) Dire se C,. & aperto e se C,. & chuso.
b) Dire per quali 7 > 0 l'insieme C,. ha misura positiva.

. 1

a) Dire se f ¢ assolutamente continua in [0, 1].
1

b) Provare che [ f(z + n)dx - 0.
0 n——+0o0
c) Provare che, se f,, & una successione di funzioni misurabili da [0,1] a valori in R tale
1
: . 1
che per ogni x € [0,1] si ha f,(z) > 0e fu(z) WS, oo allora of T n_>—+>000

d) Dire per quali p €]1,400], sotto le condizioni di c) si ha u, = 0 in LP([0,1]), ove
n—-+oo

1
Un(x> = fn(x)+1'
e) Sia data una successione di funzioni misurabili g, : [0,1] — [0, 1] tale che esiste una

successione di sottoinsiemi misurabili 4,, di [0,1] per cui g,(z) < £ se z ¢ A,,, m1(4,) <
1

3 Si pud concludere che [ g, (z)dz — 07
n 0 n—4o0o

3) Sia D =]0,1[x]0, 1[.

a) Trovare una successione di punti v, € R? tale che gli insiemi D +wv,, siano tutti disgiunti
tra di loro.

b) Provare che se la successione v,, € R? ¢ limitata gli insiemi D + v,, non possono essere
tutti disgiunti tra di loro.

c¢) Provare che se la successione v,, € R? ¢ limitata, allora esiste una sottosuccessione Un,,

oo
tale che intersezione () (D + vy, ) € non vuota.

h=1
d) Provare che se I ¢ un insieme boreliano limitato in R? di misura di Lebesgue posi-
tiva, allora, se la successione v, € R? ¢ limitata, esiste una sottosuccessione v,,, tale che

oo
Pintersezione () (F + vy, ) & non vuota.
h=1



Scritto di CAM1
Anno Accademico 2010/11 31/01/2011

NOME: COGNOME:

1) Siano A =]4,9[x]5,8], B, = {(x,y) € R? : 2% +y*> < r?}, C. = AN B, per r > 0.
a) Dire se C,. & aperto e se C,. & chuso.
b) Dire per quali 7 > 0 l'insieme C,. ha misura positiva.

. 1

a) Dire se f ¢ assolutamente continua in [0, 1].
1

b) Provare che [ f(z + n)dx - 0.
0 n——+0o0
c) Provare che, se f,, & una successione di funzioni misurabili da [0,1] a valori in R tale
1
: . 1
che per ogni x € [0,1] si ha f,(z) > 0e fu(z) WS, oo allora of T n_>—+>000

d) Dire per quali p €]1,400], sotto le condizioni di c) si ha u, = 0 in LP([0,1]), ove
n—-+oo

1
Un(x> = fn(x)+1'
e) Sia data una successione di funzioni misurabili g, : [0,1] — [0, 1] tale che esiste una

successione di sottoinsiemi misurabili 4,, di [0,1] per cui g,(z) < £ se z ¢ A,,, m1(4,) <
1

I Si pud concludere che [ g, (z)dz — 07
n 0 n—4o0o

3) Sia D =]0,1[x]0, 1[.

a) Trovare una successione di punti v, € R? tale che gli insiemi D +wv,, siano tutti disgiunti
tra di loro.

b) Provare che se la successione v,, € R? ¢ limitata gli insiemi D + v,, non possono essere
tutti disgiunti tra di loro.

c¢) Provare che se la successione v,, € R? ¢ limitata, allora esiste una sottosuccessione Un,,

oo
tale che intersezione () (D + vy, ) € non vuota.

h=1
d) Provare che se I ¢ un insieme boreliano limitato in R? di misura di Lebesgue posi-
tiva, allora, se la successione v, € R? ¢ limitata, esiste una sottosuccessione v,,, tale che

oo
Pintersezione () (F + vy, ) & non vuota.
h=1



Secondo esonero di CAM1
Anno Accademico 2010/11 14/01/2011

NOME: COGNOME:

Chi accetta di mettere in rete il risultato di questo scritto firmi la riga seguente
Autorizzo a mettere in rete il risultato di questo scritto

1) a) Provare che la funzione f definita da f(x) = [z] & a variazione limitata su [0,/17] e
la funzione g definita da g(x) = 23 — 2* & variazione limitata su [0, 1].

b) Calcolare Vo‘/ﬁ(f) e Vi(9g).

c) Dire se g ¢ assolutamente continua su [0, 1].

2) Sia (X, &, 1) uno spazio di misura e sia f : X —|0, +00[ misurabile. Sia data la proprieta
v5>035>0:((AeS,M(A)<5)=>(/fdu<s)>. (P)
A

a) Provare che se non vale (P), allora esistono insiemi A,, € £ tali che p(A4,,) - 0, ma
n——+0oo

non & vero che [ fdp — 0.
A, n—+o0o

b) Provare che se non vale (P) allora [ fdu = +o0.
X

3) a) Sia B = [0, 3] x [0, 1] e sia u la funzione definita da
1

sex € B+ (12n,0),n=1,2,3, ...

u(z) =

TS

se x ¢ E.:jl (B + (12n,0))

Dire per quali p € [1,00[ si ha u € LP(R?).
b) Fissato p € [1,00[, provare che se v € LP(R?), allora esistono v, € LP(R?) tali che

vp(z) =0se |[z]| < 2, e v, A nella norma LP(R?).

c) Fissato p € [1, oco[, provare che se A,, & una successione di insiemi boreliani in [0, 1], se

mq(limsup A,,) =0
n— oo
allora per ogni funzione f € LP(]0,1]) esistono f,, € LP([0,1]) tali che f,(z) =0Vz € A,

e fn S f nella norma LP (][0, 1]).

“+o0 “+oo
Ricordo che per definizione limsup A, = () ( U Ak>.

n— 00 n=1 k=n



Secondo esonero di CAM1
Anno Accademico 2010/11 14/01/2011

NOME: COGNOME:

Chi accetta di mettere in rete il risultato di questo scritto firmi la riga seguente
Autorizzo a mettere in rete il risultato di questo scritto

1) a) Provare che la funzione f definita da f(z) = [z] & a variazione limitata su [0, 7] e la

funzione g definita da g(z) = 2% — 23 & variazione limitata su [0, 1].

b) Calcolare VT (f) e Vi (9).
c) Dire se g ¢ assolutamente continua su [0, 1].

2) Sia (X, &, 1) uno spazio di misura e sia f : X —|0, +o00[ misurabile. Sia data la proprieta

VE>OEI5>0:((AEE,,LL(A)<5):(/fd,u<€)>. (P)
A

a) Provare che se non vale (P), allora esistono insiemi A,, € £ tali che u(A4,,) = 0, ma
n—-—+0oo

non & vero che [ fdu — 0.
A, n——4oo

b) Provare che se non vale (P) allora [ fdp = +ooc.
X

3) a) Sia B = [0, 1] x [0, 2] e sia u la funzione definita da
1

sex € B+ (10n,0),n =1,2,3, ...
u(x) =

-

se x ¢ nf:jl (B + (10n,0))

Dire per quali p € [1,00[ si ha u € LP(R?).
b) Fissato p € [1,00][, provare che se v € LP(R?), allora esistono v, € LP(R?) tali che

vp(z) = 0se ||z]| < L, e, S nella norma LP(R?).

c) Fissato p € [1, o0o[, provare che se A, € una successione di insiemi boreliani in [0, 1], se

m1(limsup A,) =0

n—oo

allora per ogni funzione f € LP([0,1]) esistono f, € LP([0,1]) tali che f,(x) =0Vx € A,
e fn = f nella norma LP(]0, 1]).

+oo , +0o
Ricordo che per definizione limsup A, = () ( Ak>.
k=n

n—oo n=1 =



Primo esonero di CAM1
Anno Accademico 2010/11 26/11/2010

NOME: COGNOME:
1) Siano

A:{(:L‘,y)ERQ:x2+y4<12,x+2y21}, B:AO(QXQ).
a) Provare che A e B sono boreliani in R?2.

b) Calcolare / z3e¥ d dy .
B

(22)"

2) Sia f,(x) = )
) ful®) ((2z)™ +1)(4a% + 1)
a) Calcolare, se esiste,

lim fn dm1 .
n—-+o0o ]07_1_00[

b) Provare che se a ¢ una funzione da ]0, 400 in R misurabile e non negativa tale che

az) =0 Vo<l (1)

e se inoltre le funzioni af, sono tutte sommabili allora la successione f}o too[ @ fndmq €
convergente, per n — +o00.
c) Provare che la tesi di b) vale senza supporre (1).

3) Sia (X, A, i) uno spazio di misura (quindi A & una o-algebra su X), e supponiamo che
gli insiemi A,, € A siano disgiunti tra di loro per n intero positivo. Supponiamo inoltre
che

per ogni intero positivo n.

a) Provare che esiste B € A tale che 7000 < pu(B) < 4o0.

b) Provare che esiste B € A tale che 7000 < p(B) < 7001.

c) Provare che per ogni t €]0, +00[ esiste B € A tale che u(B) = t.



Primo esonero di CAM1
Anno Accademico 2010/11 26/11/2010

NOME: COGNOME:
1) Siano

A={(z,y) € R?: e +sin(y) < 150, zy > 1}, B=An(QxQ).
a) Provare che A e B sono boreliani in R?2.

b) Calcolare / x?y> dx dy .
B

. (3z)"

2) Sia f, = .
) Sia fu(@) ((32)" + 1) (922 + 1)

a) Calcolare, se esiste,

lim fn dm1 .
n—-+o0o ]07_1_00[

b) Provare che se a ¢ una funzione da ]0, 400 in R misurabile e non negativa tale che

az) =0 Vo<l (1)

e se inoltre le funzioni af, sono tutte sommabili allora la successione f}o too[ @ fndmq €
convergente, per n — +o00.
c) Provare che la tesi di b) vale senza supporre (1).

3) Sia (X, A, i) uno spazio di misura (quindi A & una o-algebra su X), e supponiamo che
gli insiemi A,, € A siano disgiunti tra di loro per n intero positivo. Supponiamo inoltre
che

per ogni intero positivo n.

a) Provare che esiste B € A tale che 9000 < pu(B) < +o0.

b) Provare che esiste B € A tale che 9000 < p(B) < 9001.

c) Provare che per ogni t €]0, +00[ esiste B € A tale che u(B) = t.



