PER QUALSIASI DUBBIO, PROBLEMA O

Matteo Di Gioacchino SE PENSATE DI AVER TROVATO UN ERRORE
. . . . NELLE SOLUZIONI, SCRIVETEMI QUANDO
Soluzioni Esercitazione 18/11/2024 | voerc

1)

F(x) := I'abitante x € un fumatore
1.1) “Se io sono un fumatore, allora siamo tutti fumatori”:

Sia "x" I'abitante che ha fatto questa affermazione, possiamo riscriverla come:

F(x) =y F ()

Se tutti gli abitanti sono di tipo True, ossia tutti dicono la verita, allora I'affermazione

e sempre vera, quindi:

- Se esiste un abitante che e un fumatore, allora sono tutti fumatori e |'affermazione e T
- Se non esiste nessun fumatore, allora |I'affermazione e comunque T (perché F -> F =>T)

Non possiamo quindi dedurre se tutti gli abitanti siano o meno fumatori, perché
I'affermazione e sempre vera

Se tutti gli abitanti sono di tipo False, ossia tutti dicono il falso, allora I'affermazione
deve essere falsa, abbiamo quindi bisogno di un'implicazione del tipo T ->F
Per avere cio, deve esistere almeno un abitante che e un fumatore, ma non tutti lo sono.

1.2) “Se qualcuno e un fumatore, allora io sono un fumatore”;

Sia "x" I'abitante che ha fatto questa affermazione, possiamo riscriverla come:
3y Fry — | (%)

Se tutti gli abitanti sono di tipo True, allora I'affermazione e sempre vera,
di conseguenza:

- Se esiste un abitante che e un fumatore, allora sono tutti fumatori.

- Se nessun abitante e un fumatore, |'affermazione e comunque vera.
Come prima, non possiamo ben distinguere se tutti gli abitanti siano
fumatori, o lo sono tutti, o non lo € nessuno

Se tutti gli abitanti sono di tipo False, allora I'affermazione deve essere
falsa, per esserlo, abbiamo bisogno che l'implicazione sia T->F

Per essere tale, cio vuol dire che deve esistere ALMENO un abitante
che sia un fumatore, ma che non tutti lo siano.



1.3) “Alcuni qui sono fumatori, ma non io”.

Sia "x" I'abitante che ha fatto questa affermazione, possiamo riscriverla come:

(AyFO)) A(GFeo)

Se tutti gli abitanti sono di tipo True, |'affermazione e impossibile, perché
dovremmo avere che almeno un abitante e un fumatore, e che tutti non lo siano,
un assurdo.

Se tutti gli abitanti sono di tipo False, riscriviamo la formula:

1 (Y FOYAGRFe) ) 2 13yFen Vv () =
=Vy1F() V F()

Quindi o nessuno e un fumatore, o tutti lo sono.

Tuttavia, notiamo che il 10 caso e impossibile, perché gli abitanti affermano che
"Alcuni qui sono fumatori”, se nessuno lo fosse, |'affermazione non avrebbe senso.
L'unica possibilita rimasta e che siano tutti fumatori.

2) P(x) := "x passa |'esame" Q(x) := "x studia" R(x) :="x e un genio"

1. Chi non studia non passa ’esame;
. . [. Vz|P(z) — Q(z) V R(x
2. C’¢ qualcuno che studia e non . : () (@) (@)
passa l’esame; [I. 3z2[-Q(z) A =R(z) A —~P(z)]

3. Qualcuno passa l’esamch III. Vz[R(z) — Q(=)]

4. Tutti quelli che passano I'esame o \ IV. Vz|Q(z) A R(z) — P(z)]
studiano o sono dei geni; —[V. Az P(z)
VI.

5. I geni non esistono; z[R(z) — P(x)]

6. Tutti i1 geni studiano.

1 VW [1Q 0x) — 1P(x) )
» Ix [ Qoo AP0 ]

L Wx1Ro0 & 1AxRe)



. "Esiste qualcuno che non studia, non & un genio e non passa l'esame.’
IV. "Chi studia ed e un genio allora passa |'esame"”
VI. "Esiste qualcuno che € un genio, e quindi passa |'esame"”

3) P(x) := "x studia" Q(x) := "x lavora" R(x) := "x ha uno stipendio”
1. Chi lavora ha uno stipendio I 3z[P(x) A -Q(z)]
2. Se ¢’¢ qualcuno che studia e lavora allora =
¢’e qualcuno che ha uno stipendio II. VzQ(x) — VxR(x)

3. Se tutti studiano e lavorano, allora c’e
qualcuno che lavora e non ha uno stipendio UL Vz [Q(z) — R(x)

4. C’e qualcuno che studia, lavora e ha uno IV. 32P(z) A J2-Q(z)

stipendio

Tutti quelli che hanno wuno stipendio V. Vz—Q(z) — [Vz—-R(z) A JzP(z)]

lavorano o studiano

6. C’e¢ qualcuno che studia e non lavora.

|

VL 3z [P(z) A Q(«)] - JzR(x)
Coppie:  (1-111),(2-VI),(6-1)

3. Wx [ Pex) AR ] — 3 x[ Qe AR x5

o Ax| Peo AQ ey ARy ]

. ‘V’XI R¢x) —s (L)Y Pcxy)

. "Se tutti lavorano, allora tutti hanno uno stipendio”
IV. "Esiste qualcuno che studia e esiste qualcuno che non lavora"

V. "Se nessuno lavora, allora nessuno ha uno stipendio ed esiste qualcuno che studia”



4)

dxP(x) A 3zQ(x) — Va [P(x) V Q(x)]

4.1) Dominio: Numeri Naturali
P(x) := "x & minore di 5" Q(x) := "x & maggiore di 10"

Per rendere falsa I'affermazione, dobbiamo rendere l'implicazione del tipo T -> F
Chiaramente, esistono numeri naturali che sono minori di 5 o0 maggiori di 10, ma esiste un
numero naturale che e sia minore di 5 che maggiore di 10? Chiaramente e impossibile.

4.2) Ricordiamoche (X->Y)==(!A]]Y)

Per rimuovere il quantificatore esistenziale, osservate che |'affermazione "esiste un x tale per
cui P(x) € vera" e equivalente a dire "non e vero che per ogni x si ha che P(x) non é vera", quindi:

_'[ (-‘V" 1 P("’) ("VX 1Qexs) |V Vx| PeovQe]

Potete provare a sviluppare ulteriormente questa formula per renderla piu compatta

430 1| 32P(2) A 32Q(2) = Va [P(z) v Q(m)ﬂ |

= _Ii__l (:.]xP(X)/\:_‘xQ(K))V('l—Z\X W[P(X)VQC"Q)

a—

Se ci ragionate, dire che "per ogni x vale P(x)" € equivalente a dire "non € vero che esiste un x
per il quale P(x) non & vera". Anche qui potete provare a rendere ancora piu compatta la formula

5)
UNIVERSALI ESISTENZIALI
8 4]
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Vo P(x) | = P(a)




5.1) _][ (VXPCX) VV"’&(")) _B'VXEPKXJV&G‘)JJ (1)

(VXP(X) viQC-w)) (2) [ ¢0))
‘\Vx[ Pex) vQexy] (3) Lok cn)]

-][ P(a)v&fa-ﬂ (4) [ oo cz):l
1Py (5)[ obh )]
1QCa) ()] b 4]

e N\
YxPx) () Y Qo) C® [ ol (2)]

P(.J.) (9) Qla) (o)
R R

1(Ae+B)
(1AAB)V("B"A)

29[ Wy Pocn = WrVxPoon 1o
e N\

yP(x,7) (?) WxVyP(x,») (0
1:‘);Ex P(x,y) (3) \tyVx Pex, % (5) Lo Uﬂ
TV P(x, &) (4) AVyPCe,”) (&) [oh ]
1P(a, 4) () AP(eol) () [ ®]
Ny Plo>) (¢) Wy P(x,ol) (19) [ob ()]
Plot) (2) P(c,ol) (1) [& (10Y]
Q2 R
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VP (2) [ob ]
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6) Ricordiamo che nella Logica del primo Ordine si chiamano tautologie le
formule che sono istanze di tautologie della logica proposizionale, non
ci basta quindi dimstrare che sia valida con il metodo dei Tableaux.

61) W = Vx P(x) Y2 Vx Q (x)
Z ::\v’x[P(X) ; Q(XE

|

>< \/ Y—P Z non e tautologia(ex: X:=T,Y:=F Z:=F)

s X =\ WP(x X YK )

X = )/ nella logica proposizionale NON e una Tautologia.

6.3) Virimando a pag. 5 dell'ep07 degli appunti del Professore, osservate
che possiamo riscrivere la formula come:

VXPCX) L= X 3){&0:) it y )(-—9()/—+X)

Che nella logica proposizionale...

T(X—=(Y-X)) (1)

_>_<__ ( 2) ... € tautologia.
. (Y—sX) (3)

Y
1X
Q



6.4) X:= EIYVXP(X) 7) Y: %3y P(x,¥)

X—p >/ Non e una tautologia

7) 7.1) Dominio := numeri naturali

P(x):="x<0" Q(x):="x>=0"

Il lato Sx di F € sempre vero perché Q(x) &€ sempre vero, mentre:

3 P e' sempre FALSO, non esiste alcun numero naturale
xF(x) ~ .
minore di O.

Il lato Dx di F & quindi sempre falso.
F diventa quindi del tipo: T -> F, che e False

7.2) T [VXYP(X) v &(xj\_l — (FxPco v Qo) | )
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_l[fle(") VE]'X&(X)] (3)
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8)

8.1) Dominio := numeri naturali
P(x) :="x > 4"
Il fatto che esista un x in N tale per cui x > 4 non implica che ogni
xin N lo sia, la formula non e valida.

8.2) Virimando a pag. 4/5 dell'ep08 e a pag. 3/4 dell'ep09
13 ] Px) =Yy P | (1
oo | P(&)—*V/P(V)J (2) " ”'“
13, [P0 —yyP O L
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8.3) Dominio := numeri naturali
P(x) :="x e pari" Q(x) := "x e dispari"
Il lato Sx dell'implicazione € sempre T, mentre il lato Dx € sempre F
La formula e quindi non valida



8.4) Dominio := numeri naturali P(x,y) :="x e uguale a y"

- Per ogni x, P(x,x) & vera
- Non e vero che per ogni x e per ogni z, P(x,z) e vera, stessa cosa per
P(x,y) e P(y,z)

Il lato Sx di F risulta essere quindi del tipo:
T/\[F - (F v F)] => 1

Il lato Dx invece e chiaramente sempre FALSO,
in questa interpretazione, F risulta essere quindi:

T— |1 => F' la formula & quindi non valida.

i 1
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9)

9.1) Dominio in entrambi i casi := numeri naturali
VERA: P(x,y) :="x=y"

Se P(x,y) e vera, allora anche P(y,x) e vera.
Se P(x,y) e falsa, ossia "x !=y", allora anche P(y,x) loe ( "y I=x")
Quest'interpretazione rende quindi la formula vera.

FALSA: P(xy) :="x>y"

Se P(x,y) e vera, allora "x > y", ma chiaramente, P(y,x) ( "y > x" ) sara falsa
Quest'interpretazione rende quindi la formula falsa.

9.2) Dominio in entrambi i casi := numeri naturali

VERA:  P(x,y
FALSA: P(x,y

" ( chiaramente sempre vera, i numeri naturali sono infiniti )
X > y ( per x = 0 e falsa, non esistono numeri naturali minori di 0 )

) :
) :



9:3)  Dominio in entrambi i casi := numeri naturali

VERA: P(x):="xepari" Q(x):="xe dispari"

Chiaramente, esiste un x tale per cui vale P(x) and !Q(x), perché se x
e pari, allora chiaramente non puo essere dispari.

Allo stesso tempo, per ogniy, o vale P(y) o vale Q(y).
Quest'interpretazione rende quindi la formula vera.

FALSA: P(x):="xepari" Q(x):="x>7"
Non e vero che:

[ Per) v & (N peresempio,y=3

Mentre chiaramente:

H X [ P(X) A QOUI per esempio, y =2

Quest'interpretazione rende quindi la formula falsa.

10)

10.1) Dominio := numeri naturali
P(x,y) :="x<y"

——
—

A Z VX \/ PCXJY)

sempre vera perché i numeri naturali sono infiniti

B'.H)’VXP(X-J?’)

chiaramente falsa, esempio: se prendo "y = 3", non e vero
che ogni numero naturale € minore di 3

fA=T, B=F}=>(T~F):F = A+ B




102 7[5, V¥x P(x7)+ iy Peen] (0
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Wx3y Pex,y) (3)
VxPlx &) (1)L (2]
13yP(a,¥) (5) Lok (s8]
Po.6) (L4 0]

P( a;ﬁ-—l (#) [ o (4)]
2

10.3) Ricordando che Az B pud essere riscritta come ( A“B) Al B*A)

Abbiamo gia visto che A ——* B
Quindi A ?—& B

10.4) Chiaramente non corretta perché la 10.2) lo e.

11)

11.1)

11.2)

Dominio := numeri naturali

P(x,y) :="x<y" Q(x,y) :="x>y"

Per ogni x esiste sempre un y tale per cui P(x,y), ma non e vero
che per ogni x esiste un y tale per cui Q(x,y), per esempio, per
X =0, non esiste y in N tale per cui "0 > y".

A non é quindi una formula valida.

Dominio := numeri naturali

P(x,y) :="x=y" Qxy):="x!=y"

Chiaramente, per ogni x esiste un y tale per cui x =y, basta
prendere y uguale ad x. Stesso ragionamento per Q(x,y), per
ogni x esiste sempre un vy tale per cui x e diverso da .



11.3) Il punto 11.2) ci dovrebbe dare un'intuizione:

Dominio := numeri naturali
P(x,y) :="x=y" Q(x,y) :="x!I=y"

A puo essere soddisfatta, come avevamo visto.

B invece no. Non e vero per ogni x esiste un y tale per cui valgono
Sia le — yI'I e IIX !: yII

{A:T)B:F}:D(T—QF):-_F:P A‘/L'E'B g

11.4) T [in]y( Pex,7) A &(x,?))-bvx (:-Iy P(X,Y)Aﬂy&(x‘y)):l
Vx Iy (P(x7) aQx7)  (2)

W (37 Bxn A3y Qeenr) ()
W(Elyp(a-ﬂ)ﬂv@cm) (4) [ob 0]
3y (P(a,n) A7) (5) ot ()]
Plo,4) AQCe, &) (8) [oh (5)]

(o, ) (?)[0& (‘)"
G)\(a.){';) (3) _
N\
Ay Playy) ) 11y (a,y) (10) [ob (3)]
APl ) () Koy %) (12)
D 2
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