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Descrizione del risultato

Scopo di questa tesi e lo studio delle varietad di divisori speciali sulle curve immerse

in superfici abeliane; il risultato che & qui dimostrato, parte al corollario 2.2. e parte alla
proposizione 3.2., & il seguente.

TEOREMA. Sia X una superficie abeliana definita su C e munita di una polarizzazione
c;(H) € NS(X), per un qualche fibrato lineare ampio H € Pic (X), di tipo (1,n), n > 2,
tale che NS(X) = Z ¢, (H); ogni curva liscia C € |H| ha genere go = n-1 e per ogni scelta
dir € N* ed e N*, ponendo plge, r, d) := go— (r + 1) (gc —d +r), si ha che

e su ogni curva liscia C' € |H|, se p(gc, v, d) < —r(r+ 2) non esistono fibrati lineari A
con h® (C, 4) = r + 1 e grado deg (4) = d,

e sulla curva generica C' € |H|, che & liscia, per d # go — 1,

-se p(gc, v, d) < 0 non esistono fibrati lineari A conh® (C, A) = r+1edeg (4) = 4,

- se plgo. r, d) > 0, Vapplicazione di moltiplicazione

#o(C, A) : HO (C, A) 9 H? (C, AY & K¢o) —> H° (C, K¢)

é iniettiva, per ogni fibrato lineare A con h” (C, A) = r + 1 e grado deg (4) = d.

La prima parte dell'enunciato & dimostrata nel secondo paragrafo. mentre la seconda
parte dell'enunciato nel terzo; 'approccio impiegato per quest’ultima parte lascia scoperto
il caso in cui d = go — 1: l'attesa & che possa essere completato in modo da coprire
anche questo caso mancante, peraltro, le stesse tecniche sviluppate nel seguito dovrebbero

essere sufficienti a questo scopo, ma, per il momento, non si riescono a superare le differenti
configurazioni cui da origine il caso in questione.

Ad ogni modo, per la prima parte dell’enunciatc sono sufficienti alcune analisi di stabilita
su una classe di fibrati vettoriali che sara introdotta in seguito (cfr. Costruzione a p. 8),
mentre, per la seconda parte si utilizza la trasformazione di Fourier-Mukai per arrivare ad
una descrizione ‘duale’ del problema, ossia, ad una lettura della medesima situazione sulla
superficie abeliana duale; nel seguire questo approccio, sono dimostrati vari risulsati sul
calcolo della trasformazione di Fourier-Mukai di un fascio coerente privo di torsione su di
una, superficie abeliana (cfr. Proposizione 3.5. ¢ seguenti} e vengono fornite delle stime sulle
dimensioni di certi spazi di coomologia (cfr. Proposizione 2.3.).




(Qui di seguito viene brevemente illustrato il significato geometrico di quanto enunciato
€, in ultimo, dopo un accenno alla storia di questo problema, viene fornita una descrizione
dell’organizzazione del testo.

si denota con G5(C) la varieta delle serie lineari su C di dimensione 7 e grado d, non

necessariamente complete, ¢ con W(C) la varietd che parametrizza le serie lineari complete
su C' di grado d e di dimensione almeno 7.

Sia € una curva algebrica definita su C, proiettiva e liscia. Per ognir € Nede N,

DEFINIZIONE. Siano fissati 7 € N e d € N; si dice che la curva €. in dimensione r e
grado d,

- soddisfa la condizione di non esistenza di Brill-Noether se, qualora si abbia

plgc, ryd) == g — (r+ L{gc—d+7r) <0,

allora non esiste alcun fibrato lineare 4 su C' con h? (C,A) = r+1egrado deg (4) = ¢
- soddisfa la condizione di Brill-Noether se la varieth W3(C) & ridotta e ogni sua comn-
ponente irriducibile ha la dimensione attesa p(gc, 7., d);
- soddisfa la condizione di Petri se, per ogni fibrato lineare A su C con h° (C, A) = r+1
e deg (A) = d, I'applicazione di moltiplicazione

uo(C, A) 1 H® (C, A) @ HO (C. AY 8 Ke) — HO (C, K¢)

& iniettiva,

-

E immediato osservare che la condizione di Petri rappresenta un raffinamento della
condizione di non esistenza di Brill-Noether per ogni » € Ned & N: & chiaro che, se
I'applicazione di moltiplicazione & iniettiva, allora, la dimensione del dominio, come spazio
vettoriale, deve essere minore o uguale a quella del codominio dell’applicazione di prodotto
cup. Meno evidente & il fatto che la condizione di Petri implichi la condizione di Brill-
Noether; il legame della proprieta di Petri con la geometria locale delle varietd di serie
lineari & sintetizzato nella seguente proposizione (cfr. [ACGH], Prop. 4.1. e 4.2.).

b

PROPOSIZIONE.  Per ognir € Ned ¢ N, sia A} € WI(C) un fibrato lineare su €' con
h (C,A) = r+1e grado deg (A} = d; [A] & un punto liscio di WZIlC) se e soltanto se
lapplicazione di moltiplicazione

#o(C. 4): H(C, A)a H® (C, AV Ke)—H" (C, K¢)

é inietriva.




Dalla proposizione precedente segue che, per ogni r € N e d € N, la condizione di Petri
¢ equivalente al fatto che la varietd W] (C) sia non singolare di dimensione p{gc. 7. d) nei
punti [A] € WJ(C) con h® (C, A) = r + 1; si pud mostrare (cfr.[AC], Cap. 4 e 3) che
la condizione di Petri puo essere pensata come un teorema di singolaritd per le W7 (C),

in quanto, la sua validitd implica che il luogo singolare della varieta WJ(C) & esattamente
wiTH0).

I risultato dimostrato in questa tesi pud essere quindi riformulato come segue.

TEOREMA. Sia X una superficie abeliana definita su C e munita di una polarizzazione
c1(H) € NS(X), per un qualche fibrato lineare ampio H € Pic (X), di tipo (1,n), n > 2,
tale che NS(X) = Zc(H); ogni curva liscia C € |H| ha genere gc = n+1 e per ogni scelta
dir € N* ed € N*, ponendo p(gc, 7, d) := go — (r+1) (9c —d+ ), si ha che

e per ogni curva liscia C € |H|, se p{gc, v, d) < —r(r+2), allora le varieta G5(C) sono
viote;

e perd # gc — 1, per la curva generica C € |H| soddisfa la condizione di Petri in
dimensione r e grado d.

Nei primi anni ’20, Petri [Pe] fu il primo ad intuire che la situazione espressa nella
definizione della pagina precedente era quella di una qualsiasi curva algebrica sufficiente-
mente generale; il problema fu nuovamente studiato a partire dalla seconda metd degli anni
‘70 con il contributo di vari autori, tra cui soprattutto Arbarello-Cornalba [AC] e Griffiths-
Harris [GH]; nel 1982, D. Gieseker [G] mostrd che la congettura di Petri era valida per
la generica curva in ogni genere; la sua dimostrazione usava argomenti di degenerazione e
quindi lo studio delle serie lineari limite su curve riducibili; il suo argomento fu semplificato
da D. Eisenbud e J. Harris [EH], usando una differente degenerazione.

Nel 1986, Lazarsfeld [L2] propose un argomento completamente differente per un’altra
dimostrazione del teorema di Gieseker che non usava alcuna tecnica di degenerazione e che
aveva il merito di fornire esempi, anche se non troppo espliciti, di curve algebriche che

soddisfacevano la proprieta di Petri; in seguito, la sua dimostrazione fu semplificata da
G. Pareschi [Pa;.

Quello che Lazarsfeld ha mostrato & che su una superficie K'3 di rango di Picard uno, la
generica curva nel sistema lineare generatore soddisfa la condizione di Petri; dal momento
che & noto che, per ogni intero ¢ > 2, ¢’& una superficie K3 con una polarizzazione di genere
g e che, tra queste, la generica ha rango di Picard uno, il risultato di Lazarsfeld implica il
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teorema di Gieseker-Petri.

Lo scopo di questa tesi & di estendere questo risultato alla generica superficie abeliana
polarizzata di tipo (1,n), n > 2; il principale ostacolo in un possibile tentativo di generaliz-
zazione delle tecniche usate da Lazarsfeld e Pareschi per superfici K'3 consiste nel fatto che
una tale superficie X & irregolare con h! (X, Ox) = 2

L'idea e i mezzi per aggirare questo ostacolo consistono in una analisi pit dettagliata
della stabilita dei fibrati vettoriali introdotti da Lazarsfeld e nell'utilizzo della trasformazione
di Fourier-Mukai.

Nel primo paragrafo viene descritta la strategia che verra seguita per una dimostrazione
della validita della proprietd di Petri per certe curve su una superficie abeliana generica,
in particolare, per la generica curva C' appartenente ad un sistema lineare H il cui ¢ (H)
sia un generatore del gruppo di Néron-Severi NS(X) di una superficie abeliana X di tipo
(1,m), con n > 2; come accennato sopra, I'impostazione generale del problema & dovuta
a Lazarsfeld [L2], ma V'approccio seguito sara piuttosto quello di Pareschi [Pal; entrambi
1 lavori si riferiscono ad una superficie di tipo K3: dopo aver brevemente descritto questo
approccio, verra formulato il problema che ostruisce 'estensione di questo metodo al caso
delle superfici abeliane e che sard quasi completamente risolto nei due paragrafi successivi.

Nel secondo paragrafo sono contenuti i risultati, basilari nel corso di tutto il lavoro, sulla
stabilita dei fibrati vettoriali con i quali si lavora e su alcune loro proprietd coomologiche;
in particolare, & centrale la tecnica della proposizione 2.3. che si basa su un metodo per
produrre fibrati stabili per estensione, implicito in alcuni lavori di Atiyah ma chiaramente
enunciato per la prima volta da Kuleshov in {K] e poi ripreso e migliorato da Yoshioka in
[Y]-

Nel terzo paragrafo si mostra come il problema principale si riconduca ad un’analisi sulla
struttura di certi fasci omogenei, che sono fasci coerenti peculiari di una superficie abeliana,
€ come possa essere utilizzata la trasformazione di Fourier-Mukai per il completamento di
questa analisi; nel corso di questa analisi sono dimostrati aleuni risulati generali concernenti
la trasformazione di Fourier-Mukai per fasci coerenti su una superficie abeliana.

Il quarto paragrafo contiene una breve introduzione alla trasformazione di Fourier-Mukai

e una appendice tecnica nella quale sono raccolti i risultati usati nel testo e non completa-
mente espliciti nella bibliografia.




Non & affatto una formalita ringraziare qui il mio relatore Prof. Giuseppe Pareschi: per
l'enorme fiducia che mi ha accordato e per il suo non minore entusiasmo e insegnamento

con il quale ha alimentato il mio lavoro; & sua lintuizione della validita del risultato qui
dimostrato.

Roma, 13 novembre 2000
Marcello Paris




1. Formulazione e tecnica del problema

In questo paragrafo viene descritta 'impostazione del problema dovuta a Lazarsfeld L1,
L2] (cfr. Costruzione a p. 8) e si mostra come, seguendo [Pa), la sua soluzione, in questo
caso, passi per una stima sulla dimensione di un certo spazio di omomorfismi tra fasci (cfr.
Corollario 1.9. e Lemma 1.10.).

NOTAZIONE. 1.1. Si denota con X una superficie abeliana definita su C e con ¢, (H) €
NS(X), per un qualche fibrato lineare ampio H € Pic (X}, una polarizzazione di tipo (1, n)
su di essa, n > 2, tale che NS(X) = Z¢(H); & noto (cfr. [LB], Cap. 8, Esercizio 8.1.,
p. 244) che i paramesri per tali superfici all’internc dello spazio dei moduli delle superfici

abeliane polarizzate di tipo (1,n) sono il complementare di un’unione al pitt numerabile di
sottovarieta analitiche proprie di questo spazio.

Dato che si suppone che il gruppo di Néron-Severi NS{X) sia isomorfo a Z, la superficie
abeliana X non contiene alcuna curva ellittica e non si spezza, come superficie abeliana
polarizzata, nel prodotto di due curve ellittiche; questo & equivalente al fatto che il sistema
lineare |H! non abbia alcuna componente fissa (cfr. [LB], Cap. 10, Lemma 1.1.. p. 290);
inoltre, |H| & un sistema lineare senza punti base, se n > 3, e con 4 punti base nel caso in
cui sia n = 2, nel quale, comunque sia n > 2, la curva generica & liscia e irriducibile (cfr.
(LB}, Cap. 10, Lemma 1.2.e 1.3., p. 290).

Con ¢5 : X — Pic? {X) si denota l'isogenia di grado xx (H)2 canonicamente
associata ad H, dove yx (H) = %-Hz = n per il teorema di Riemann-Roch. Dato che
Kx = Ox, per ogni curva liscia C sulla superficie X, si ha Oc(C} = Kc. in altre parole,
il fibrato normale alla curva C' in X @ isomorfo al fibrato lineare canonico di €, quindi

G* = & (0a(C)) = & (K¢) = 2(gc — 1); in particolare, una curva liscia C nel sisterna
lineare |H| ha genere gc = n+1 > 3.

E utile ricordare qualcosa a riguardo della realizzazione proiettiva di una superficie
abeliana con le proprieta elencate nella notazione 1.1.

Innanzi tutto, & elementare osservare che una superficie abeliana non pud essere im-
mersa in Fa: per il teorema di Lefschetz sulle sezioni iperpiane (cfr. [GM] teorema a
p- 23, oppure, (GH] p. 156), se fosse X C P3, con X superficie abeliana, I'applicazione
H; (X, C) — H; (Ps, C) sarebbe un isomorfismo, dato che H;((P3, X).C) = 0, per
t = 0,12 (cfr. [D] p. 32), e si avrebbe che h* (X, C) = h! (Ps. C) = 0, cosa che non pud
essere per via che h! (X, C) = 4.




Un risultato generale & il seguente ed & dovuto a Reider [R].

TEOREMA. Sia X una superficie abeliana definita su C e sia ¢ (H) € NS(X), per un
qualche fibrato lineare ampio H € Pic (X'), una polarizzazione di tipo (1,n) su di essa; per
n > 5, lapplicazione oy : X — P, , indotta dal sistema lineare H, & una immersione
se e soltanto se non c’¢ nessuna curva ellittica E su X con E - H = 2.

In particolare, esistono superfici abeliane in Py e sono di tipo (1,3); & noto che sono
tutte ottenute come luoghi di zeri di sezioni del fibrato di Horrocks-Mumford.

Comungque, nessun risultato di realizzazione proiettiva sard usato in seguito nel di-
mostrare la validita della congettura di Peti.

NOTAZIONE. 1.2. Per ogni coppia di fasci coerenti E ed F su X si pone

ext! (B, F) := dim Ext' (E, F) ,
xx (E, F) = hom (E, F) — ext’ (E, F) + ext® (E, F) ;

con questa notazione il teorema di Riemann-Roch (cfr. [Fu] cap. 15) si scrive:
xx (E, F) =tk (E) chy (F) +1k (F) chy (E) — c1(E) - e1(F) ;

in particolare, si ha che xx (E) = chy (B} = {¢1(E)? — ¢3(E); seguendo Mukai, per ogni
fascio coerente E su X, si pone:

1 2
A(E) = 5 e(B)® =1k (E) chy (E) = tk (B) ca(E) = 5 (tk (B) - D er(B)? = 5 A(B)
dove A(E) & il discriminante del fascio E come definito in [HL], Cap. 3, p. 71; con queste
notazioni si ha che xx (E, E) = —-2A(E), quindi, per dualita di Serre, che yx (E, E) =
2end (B) —ext! (E, E), ottenendo

ext! (E, E) = 2(ME) +end (E) ) ;

inoltre, si ha che M(E® L) = A(E), per ogni L € Pic (X), e A(EY) = A(E) se E & un fascio
localmente libero.

Il lemma che segue ha il solo scopo di enunciare una proprieta elementare della notazione
appena introdotta,




LEMMA. Sia ¥ una varietd proiettiva e liscia, ma non necessariamente irriducibile,
definita su un campo qualsiasi; siano E e F' dei fasci di Oy-moduli coerenti; nel caso in

cul E' sia un fascio localmente libero, si ha:

ext* (E, F) = h* (Y, Hom (E, F))
dove Hom (E, F) = EY @ F; in particolare, si ha che

Xy (E, F) = xy (Hom (E, F))

DIMOSTRAZIONE. Se E & un fascio localmente libero, si ha che &t (E, F) = 0 per
g € N*, quindi, per la successione spettrale degli Ext locali verso gli Ezt globali, ossia, la
successione B = HP (Y, &xt? (E, F)) convergente verso un gruppo bigraduato associato
ad una filtrazione conveniete di Ext* (E, F), si ha la tesi.

QE.D.

AVVERTENZA. Nel seguito verranno considerati solamente fibrati lineari A su una curva
C € |H| che siano senza punti base; ai fini del risultato che ci proponiamo di mostrare,
questa ipotesi non & restrittiva, infatti, se D & il luogo base di una serie lineare completa

A, se si mostra che 'applicazione uo(C, A(—D)) & iniettiva, lo sara anche 'applicazione
pe(C.A).

Lidea di Lazarsfeld & quella di codificare in un fibrato vettoriale su X, le informazioni

di un fibrato lineare senza punti base su una curva liscia in X; il metodo & descritto nella
seguente costruzione.

COSTRUZIONE. Si consideri una curva liscia C immersain ¥ dai: ¢ —= X , insieme
con una serie lineare, non necessariamente completa, su di essa, data da un fibrato lineare
A € Pic (C) e da un sottospazio V4 C H® (C, A); si suppone che la serie lineare in questione
sia senza punti base; componendo la proiezione H° (C, 4) ® Ox ——H? (C, 4)® i. O¢
con l'estensione a zero su X del morfismo evoav,) @ Va®Og —— A di valutazione
delle sezioni di 4 in V4, suriettivo per ipotesi, si ottiene un morfismo suriettivo

Va®@0Oxy —i, A,
il cui nucleo & un fascio coerente su X canonicamente associato alla curva C, alla serie
lineare (A4, V) su C' e all'immersione ¢ di €' in X e che si denota con Ec\i.,( AV, & elementare

mostrare che, poiché la curva C ¢ liscia e 4 & localmente libero su C, anche il fascio E, (AVa)id
¢ localmente libero (cfr. {F], Cap. 2, Lemma 16, p. 41).

Dal momento che £ot' (i, 4, Ox) = i. (AY @ Oc(C)) = is (AY ® K¢), dualizzando
la successione esatta che definisce il fibrato EY. 4. 81 ottiene la successione

0—¥" @ Ox — Bga va)a— 1 (A @ Kg) — 0




dalla quale si ha subito che

rk (Boya,vq),) = dim Vg,

alBeavs) = ali.(4v e & K¢)) = [C],

q 2(Be,ava) = i (AY @ K¢)) = C* — deg (A @ K¢) = deg (4) ,
chy (Eo(a,vayi) = che (i (4Y ® Kg)) = (gc — 1) — deg (4) ,
MEeava)s) = (9o — 1) — dim Vi chy (Boyrava.i) -

nel caso in cui la serie lineare sia completa, V4 = HO (C, A), si scrive Ec 4; al posto di
E¢ (4, e sl ha la successione esatta

0—=H° (C, 4)" ® Ox — Ec.ai —i. (4Y ® K¢) —=0

con tk {EC_.A‘i) = dim |Ai + 1.

LEMMA. 1.3. Nelle notazioni della costruzione qui sopra, si ha che
h? (X, Boavy:) = 0
inolire, nel caso in cui V4 = h° (C, A), c’é una successione esatta

0——HO (¢, 4)" ® H® (X, Ox) —= H" (X, Ec,a) —h° (C, AY @ Kg) —>
—HO (C, 4)" @ H! (X, Ox) —= H' (X, Ec,4,;) ————>0

DIMOSTRAZIONE. Scrivendo la successione lunga di coomologia indotta dalla successione
esatta che definisce Eig (4 v,), dal momento che I'applicazione tra H* (X, i. (4" @ K¢))
e H? (X, VY ® Ox) &, per co.-,t-rumone_. suriettiva, si ottiene la prima parte dell’enunciato;
se, inolire, V4 = H (C, 4), allora la suddetta applicazione & un isomorfismo.

Q.ED.

L’osservazione seguente, insieme con 'osservazione 1.11, descrive in che modo la non
regolarita della superficie abeliana con la quale abbiamo a che fare sia di ostacolo al fun-
zionamento del metodo proposto da Lazarsfeld e funzionante per una superficie di tipo K3.

OSSERVAZIONE. 1.4. Nella costruzione precedente si utilizza solamente il fatto che

Kx = Ox, di conseguenza, la costruzione funziona, cosi come esposta, anche per superfici
di tipo K'3; anche il lemma 1.3. continua 2 valere per superfici K3 e dalla successione esatta
enunciata nel lemma, dato che una superficie K3 é regolare, ossia, ha h! (X, Ox) = 0, si
deduce che un fascio E¢ 4 ; associato ad un fibrato lineare A senza punti base su C soddisfa
N Ec.a4) = 0. Questo non & necessariamente vero su di una superficie abeliana e
costituisce il principale ostacolo all’estensione del metodo funzionante sulle superfici X3. E
possibile fornire degli esempi espliciti di fasci Ec_4; con h* (X, Ec 44) > 0.




OSSERVAZIONE. 1.5. Siconsideriil fascio Eq, 4.4 associato ad una serie lineare completa
A su una curva liscia C' in X; sara utile nel seguito avere osservato che
MBe,a:) = p(4) + (tk (Boap)® - 1) ;
infatti,
AMEc,44) =
=h%(C,4)d - (h° (C, A)-D(ge—-1) =1 (C, 4) (d—(gc - 1)) +(9c - 1) =

=1 (G, 4) xc (4) +(gc=1) =1 (G, &) ~1° (G, A) 1 (C, A) + (g~ 1) =
P(A) =t (ho (C _‘1)2 = 1) = p{‘z.l) -+ (rk (EC'_.A‘;')Q - 1) y

In particolare, si ha p(A4) > 0 quando ME¢ 4;) > 1k (_Eg,A,;}z — 1, ovvero. nel caso in cui
sia
(gc —1) 1k (Boas)’ -1

. Yy g <
AX (EC1A_-1) — rl{ (EC.AA} rk (EC:A,E.:J

c 7

Nel seguito viene chiarito il ruolo dei fibrati E¢ 4. nello sviluppo di una strategia per
una dimostrazione della congettura di Petri.

LEMMA. 1.6. SeC & una curva liscia su X e A & un fibrato lineare senza punti base su di
essa, seconevc,4: H® (C, A) ® Oc —= A si denota il morfismo suriettivo di valutazione
delle sezioni di A, ¢’é una successione esatta di fasci localmente liberi su C:

0——= (kereve 4)’ — Ecailc —= AY @ Ko —=0 .

DIMOSTRAZIONE, Se C & una curva liscia su X e A & un fibrato lineare senza punti
base su di essa, il fibrato vettoriale EY , ; & stato definito come il nucleo dell'estensione
su X del morfismo eve 4 : HY (C, 4) ® O — A ; resta quindi indotto un morfismo
suriettivo E¢ 4 ;ic —kerevg.a di fasci su C il cui nucleo, dato che rk (kerece 41 =
" (€, 4) -1 = rk (Ec,4,i) — 1, & un fibrato lineare su C con determinante uguale a

det (EE"._‘A!JC) ® det {(kereve 4)" = NE;'X € A; ¢’ quindi una successione esatta di fasci
localmente liberi su C

0— = A® "\r&{;x — E¢ 44lc ——=kerevg 4 ——0 ;

dualizzando questa successione esatta e tenendo conto che No v = K¢ si ottiene quanto
eminciato.

Q.ED.
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(OSSERVAZIONE. 1.7. Sia C una curva algebrica e A un fibrato lineare senza punti base
su di essa; se ker eve 4 denota il nucleo dell’applicazione evg 41 HY (C, A) @ O —— A4
di valutazione delle sezioni di 4 su C allora si ha che

ker uo(C, A) = H° (C, kereve 4 @ (A ® K¢))

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare il funtore — ® (AY @ K¢) alla successione
esatta () —> kerevg 4 —— HY (C, A) @ Og — A — 0 e poi prendere la coomolo-

gia della successione ottenuta per poter scrivere una successione esatta lunga che comincia
con

0> H® (C, kerevo 4 ® (AY 8 Kg)) = H° (C, A) @ H® (C, AY @ Kg) =~ H® (C, K¢) -

e dove l'ultima freccia nel diagramma & U'applicazione po(C, A).

Q.E.D.

Nella costruzione che segue viene descritta una situazione infinitesimale che & la parte
fondamentale di questo metodo.

COSTRUZIONE. Sia C una curva liscia su X e A un fibrato lineare senza punti base su

di essa; si consideri la successione esatta enunciata nella tesi del lemma 1.6.; applicando il
funtore Hom (—, 4Y @ K¢) si ha

0 ——— End (4Y @ K¢) ——— Hom (Eq,a,lc, 4AY & K¢) —
— Hom ((ker evoa)’, AV @ K¢g) — Ext! (AV®@ Ko, AY @ Ko) —

— BExt' (Bcaile, AY 8 Kg) — Ext!' ((kereve,a)”, AY @ K¢) 0

che pud essere riscritta come

0 C Hom (Ec,4lo, AY ® Ko ———— ker po(C, 4) “———

—-H! (C, Oc) = Ext! {Ec‘_gg__q;gc, AV ® .Kg) = Ext? ((ker eb‘ol__.ﬂv, AV @ .Kc:} =0

evidenziando 'applicazione di cobordo
§(C,A) : kerpo(C,4) ——=H! (C, O¢) .
Si consideri ora un intorno Ug della curva C nel suo schema di Hilbert e, per ogni

r € N" ed € N fissati, si consideri la varieta relativa WJ(Ug) fibrata su Uc da un morfismo

w7+ Wi(Ug) ——= Ug che, su ogni curva [C'] € Ue ha per fibra la varietd dei divisori
speciali WJ(C').
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Per ogni curva €' € Ug e ogni fibrato lineare senza punti base A’ su € con h? (C, A"} =
r+ 1 e grado d, sia

drgicrmy ¢ Tienan (WiUG)) — Tor (Us) = P (C', Kor)

il differenziale del morfismo 7% nel punto (C", A').
La seguente proposizione si trova dimostrata in [Paj.

PROPOSIZIONE. 1.8. Con la notazione sopra introdotta, se A é un fibrato lineare senza
punti base su C con h” (C, 4) = r+1 e grado d si ha che im dﬁg(c__ﬁl) C ann (Im6(C, 4));
in particolare, se I'applicazione 6(C, A) & iniettiva, allora ker uo(C, A) # 0 se e soltanto se
dﬁg(c__},_) non é suriettiva.

OSSERVAZIONE. Al fine di giustificare intuitivamente la proposizione 1.8., si osservi
che ¢'¢ una interpretazione geometrica precisa dei termini della successione esatta a inizio

agina. Se con p}: PI{Ug) —= Ug si denota la varietd relativa delle successioni esatte
pag yZ¥| d\ C

0—=1° (C, A)" ® Ox Ec ., AVQ Ko ——>0

su una curva [C] € Up formate dalle trasformazioni elementari di un fibrato lineare A senza
punti base di h® (C, A) = 7+ 1 e grado d su C. allora lo spazio Ext* (Ec,ailc, AY @ K¢
si identifica con lo spazio cotangente a Pj(Uc) in un suo punto (C, 4) mentre lo spazio
Ext’ ((kereva 4)”, AV @ K¢) siidentifica con lo spazio cotangente lungo la fibra di p]; su
una curva C' lungo un suo punto 4. Con queste notazioni la successione esatta presentata
nella costruzione precedente pud essere ancora riscritta corne

: J(C,A)
9 C — Hom (Ec,,ilc, A¥ ® Ko) —— ker 115(C, A) ">

Ta(P5(C)) —0

o 3o a; R
——Te (Uo)' ————" Ty0.4y(P3(Uc))"

E ora chiaro che, se l'applicazione 6(C, A) & intettiva, allora, ker uo(C, 4) = ker dp&?c:..q;
di conseguenza, ker pp(C, A) # 0 se e soltanto se dpgic. 4y BON & suriettiva. In ultimo, resta
da osservare che la variethd P}(Ug) & un PGL(r + 1)-fibrato principale sulla sottovarietd di
W (Uc) formata dai fibrati lineari A senza punti base con h® (C,A) =r+legradodla
cui fibra sono le differenti basi per H° (€, 4).

e

Il lemma di Sard permette di dedurre dalla proposizione 1.8. il seguente corollario.

COROLLARIO. 1.9. Siano fissatir € N" e d € N*; se, per ogni curva liscia C € |H,

e ogni fibrato lineare A senza punti base con h° (C, A) = r + 1 e grado d, l'applicazione
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6(C, A) descritta nella costruzione precedente é iniettiva, allora sulla generica curva liscia
C € |H| Yapplicazione 1o(C, A) & iniettiva per ogni fibrato lineare 4 senza punti base con
h' (C, A) = r+1egradod

Il corollario verra mostrato attraverso il seguente lemma, del quale, net due paragrafi
che seguono, ci si preaccupera di mostrare le ipotesi.

LeMMA. 1.10. Siano fissati r € N* e d € N*; sia C € |H| una curva liscia e A un fibrato

lineare senza punti base con h® (C, A) = r+ 1 e grado d; I'applicazione 6(C, A) & inieitiva,
se e scltanto se

hom (Bca,ilec, AY @ Kg) = 1.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente considerare la successione esatta nella costruzione a p.
11 per osservare che

dim kerd(C,A) = hom (Ec 4.lc, A2 Ke) —1.

Q.E.D.

OSSERVAZIONE. 1.11. Applicando il funtore Hom (B¢ 44, —) alla successione esatta
che definisce il fibrato E¢ 4 ; si ottiene:

0 — Hom (Ec 4. Ec a.i)

Hom (Ec 4, ix (AY ® K¢)) —
+HY (O, 4) @ Ext! (Bouy, Ox) —Ext! (Bo a4, Bous) —
— Bxt! (Boas i (4" € Kc)) — B (C, 4)  Bxt® (Fos, Ox) >
— BExt® (Bo.44 Bods) 0

in particolare, se h! (X, Ec a4) = 0, allora si ha che
end (Eg,4,;) = hom (Eg 44, 1. (AY ® K¢))
se, inoltre, E¢r 4 & un fascio semplice, si ha anche che hom (E¢ 4, 1. (AY @ K¢)) = 1;

lo scopo di questo lavoro €, in un certo senso, di mostrare che questo accade anche quando
h! (J&.r, Ec._,ﬂ,.i) Sk
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2. Risultati di non esistenza

In questo paragrafo si mostra una condizione di non esistenza per i fibrati lineari su ogni
curva liscia C € |H| leggermente pit debole della condizione di non esistenza di Brill-Nother,
della quale, peraltro, si mostra la validita sulla curva generica in molti casl. L'idea non &
dissimile da quella sfruttata da 1. Reider [R], ad esempio: utilizzare la disuguaglianza di
Bogomolov per forzare la realizzazione di determinate condizioni numeriche.

DEFINIZIONE. Per ogni fascio coerente E privo di torsione su X si pone

tk (B)
un fascio coerente F su X si dice pup-semistabile (risp. pzr-stabile) se & privo di torsione e,
per ogni sottofascio coerente E' C E tale che rk (E') < rk (E), si ha che u(E') < u(E)
(risp. u(E') < u(B)).

pu(E) =

Qui di seguito vengono elencate alcune delle pilt importanti proprieta dei fasci stabili,
per la validithd delle quali si rimanda a [HL], e che saranno utilizzate nelle dimostrazioni
contenute in questo paragrafo e nel seguente.

PROPOSIZIONE.

- un fascio py-stabile & semplice, ovvero, i suoi unici endomorfismi non nulli sono gli
automorfismi scalari;

- se E e I sono due fasci py-semistabili su X, e fi+ E——=F ¢ un morfismo non
nullo, allora deve essere p(E) < u(F); inolire, se wE) = p(F), nel caso in cui E sia
pr -stabile, f é iniettiva e, nel caso in cui F sia pr-stabile, f é generalmente suriettiva;

- per ogni fascio E privo di torsione su X che sia py-instabile, & possibile scegliere
un quoziente destabilizzante E — Q , ossia, un quoziente tale che rk (@) <tk (B) e
Q) < pl(E), in modo che il fascio Q sia pr-stabile,

Per disuguaglionze di Bogomolov si intende la proposizione seguente.

PROPOSIZIONE. Sia E un fascio coerente privo di torsione su X e sia
A(E) = 21k (E) ea(E) — (tk (B) - 1)e1(E)* € Z

il suo discriminante; se E é un fascio pr-stabile, allora deve essere A{E) > 0.
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Una delle osservazioni fondamentali contenute nel lavoro di Lazarsfeld & la seguente:
per ogni curva ¢ su una superficie di tipo K3 e ogni endomorfismo non scalare di un
Eg 4,4 sl pud costruire una curva linearmente equivalente alla curva C' che ne contenga una
riducibile oppure multipla; di conseguenza, se si ha a che fare con un sistema lineare di
curve irriducibili e ridotte, come & il caso di un sistema lineare H su di una superficie in cui
NS(X) = Zeci(H), si ha a che fare con dei fasci E¢ 4, che sono semplici; quello che viene
dimostrato nella proposizione seguente & un risultato analogo e pil preciso.

PROPOSIZIONE. 2.1. Se si considera una curva liscia C ¢ |H|, e un fibrato lineare A
senza punti base su C, allora il fibrato Eg 4 ; & pp-stabile e, in particolare, semplice.

DIMOSTRAZIONE. Innanzi tutto, dal momento che c1(Bo.a:) = c1(H) genera il NS(X),
il fascio E¢_4.; non pud essere strettamente pg-semistabile. Se Ec¢ 4 ; fosse un fascio peg-
instabile, si potrebbe certamente scegliere un suo quoziente Eg¢ 4; —= @ di modo che
@ sia un fascio privo di torsione e py-stabile, di rango rk (@) < rk (B¢ a4) e con u(Q) <
w(Ec 4;); componendo 'immersione di H° (C, A)V ® Ox in E¢ 4; con la proiezione di
quest’ultimo su ), si ottiene un morfismo pi HY(C A)V ROy —=0Q.

Il morfismo ¢ & non nullo: se lo fosse, la proiezione di Eg 4; su @ indurrebbe un

morfismo non nullo i. (4Y @ K¢) — @ , la cui esistenza & resa impossibile dal fatto che
@ € un fascio privo di torsione.

HY (C, A)v ® Ox & un fascio py-semistabile e Q un fascio {t-stabile per ipotesi, quindi
deve essere u(H° (C, A)V®Ox) < w(@); u(Q) & dunque compreso tra0 = u(H° (C, 4)" &
Ox) e u(E): 0< p(Q) < 1(E); scrivendo ¢;(Q) = ng ¢1(H), con ng € Z, e moltiplicando
le disuguaglianze per rk (Q), si ha che 0 < ng H? < (rk (Q) /rk (E)) H? < H?; quindi

deve essere ng = 0, ovvero, u(Q) = 0 = u(H® (C. A)¥ & Ox).

Si consideri ora im: & un sottofascio di @ e come tale & privo di torsione, inoltre,
£(im ) = 0 dato che & anche un quoziente di H® (C, A)v ® Ox; essendo im ¢ un quoziente
privo di torsione di un fascio OmMogeneo con ¢ (im ©) = 0, per la proposizione 4.15., &

anch’esso un fascio omogeneo su X e, in particolare, & un fascio localmente libero: nella
successione esatta

0 = im > () cokergp ——0

ci(cokeryp) = 0, quindi cokery potrebbe essere un fascio di torsione supportato su un

numero finito di punti di X, ma, im & un fascio localmente libero, quindi coker¢ = 0,

g HY AJV & Ox — @ & un morfismo suriettivo e Q & un fascio omogeneo su X.
Certamente, h® (X, Q) # 0, quindi, per una proprieta dei fasci omogenei su una super-

ficie abeliana presentata nel corollario 4.13., si ha anche h? (X, Q) # 0; ora, la proiezione
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Ec 44— @ induce una suriezione H® (X, B¢ 4) — H? (X, Q) , quindi si ha

MK Beay > IEQ) 5 1,

che contraddice il fatto che h? (X, P 4;) sia nulle.
b 1,

Q.ED.

La proposizione precedente porta con sé un primo risultato di non esistenza di certi
fibrati lineari A su una curva liscia C € [H|.

COROLLARIO. 2.2. Per ogni curva liscia C € |H| e ogni fibrato lineare A senza punti
base su C deve essere

p(4) > — (1° (C, A)* - 1) = dim |4} (dim |4] +2) ,

OVVEero 1
il s =
deg (4) 2 (1= o ) (oo - 1)

DIMOSTRAZIONE. Perla zy-stabilita di E¢, 4, deve essere verificata la disugnaglianza di
Bogomolov che si scrive 0 < A(E¢ a,i) = 2A(E¢,a,:); ora, & sufficiente sostituire in questa
espressione le varie forme dell'invariante di Mukai AM(E¢ 4 ;) descritte nell’osservazione 1.1.
per ottenere le stime equivalenti enunciate.

Q.E.D.

OSSERVAZIONE. La stima presentata nel corollario precedente valida per ogni curva
liscia nel sistemna lineare {H| non e lontana da quanto si mostrera essere valido per ia generica
curva liscia in [H|: nel caso in cui h° (C, A) = 2, si ha che deg (4) > 1gc — } per ogni
curva liscia C' € |H|, mentre, si mostrera che deg (4) > % gc + 1 per la generica C € |H]|.
Inoltre, ci si aspetta che la stima enunciata nel corollario 1.2, sia la migliore possibile.
ovvero, che esistano curve in (H| sulle quali sia realizzata I'uguaglianza.

Da questo momento si suppone di avere a che fare con una curva liscia C € |H|. La
proposizione seguente permettera di migliorare il risultato di non esistenza per la generica
curva liscia C € [H|. Inoltre, sara anche usata e riformulata nel seguito.

PROPOSIZIONE. 2.3. Seyx (Ec.ai) > 0, allora

{o € Pic® (X): h! (X, Ec.ai@a) > 0}

€ un insieme finito di cardinalita al pi {A{EC.-.A_EJ/;(;; Eoda) |-
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DIMOSTRAZIONE. Innanzi tutto, si osservi che, per ogni a € Pic” (X), si ha

H' (X, Eca,i®a) = H' (X, B 4,80Y)" = Ext' (Bcaie”) ;
sia ora I un insieme di indici per i punti a; € Pic® (X) che hanno la proprietd che
Ext’ (Bo,a4, af) # 0; la tesi & che I & un insieme finito. Per ogni sottoinsieme finito
J C I, si consideri il fascio Ny := &;c7 o; e una estensione [F] € Ext (Eo.Ad Ny)s s
ha che rk (N5) = {J|, ea(&N7) = 0 e xx (Ny) = 0, quindi tk (F) = vk (Ec a4 + |J;
ca(F) = ei(Ec.ai) e xx (F) = xx (Ec,a,); inolire,

1 e ;

AF) = 5 (e1(Boas)® - 2 sk (Bo.as) + 7)) xx (F) )
1 9 L ]

5 (61 (Ee.4:)” — 21k (Ec,a4) xx (F) -2\l xx (Eo,a,) ) =

= MEc,a4) — | xx (Bc,a,i)

dove A(F") € Z, dato che MEg a:) € Z. L'osservazione & che, se esiste una estensione
F che & un fascio py-stabile, allora deve essere A(F) > 0, oppure, equivalentemente,
|Jlxx (Bc,a:) < A(E); quindi, dato che stiamo supponendo xx (Ec.4,:) > 0, deve essere
che |J| € AMEB)/xx (Ec,A;:); la cardinaliti dei sottoinsiemi finiti di I & dunque limitata a
priori dagli invarianti numerici di Ec 4, quindi I & un insieme finito.

Mostriamo ora che esiste una estensione stabile [F] € Ext' (Ec 44, Ny); si ragiona
induttivamente sulla cardinalitd dell'insieme J.

Nel caso in cui |J| = 1, ogni estensione non banale [F] € Ext! (Ec 4, Ns) & un fascio
pg-stabile; una tale estensione non pud certamente essere strettamente uy-semistabile,
dato che ¢;(F) = ¢, (H) genera il NS(X}; se F fosse py-instabile, si consideri un quoziente
F —— @Q privo di torsione che sia pg-stabile con u(Q) < p(F)erk (Q) < rk (F);sia f:
Ny —— @ l'applicazione ottenuta componendo 'inclusione di Ns in F con la proiezione
di F su @: f & non nulla: nel caso contrario, resterebbe indotta una applicazione non nulla
Ecai—— @, in cui entrambi i fasci sono py-stabili e in cui pw(E) > p(F) > u(Q),
dato che vk (F) = rk (E})+1e ¢;(F) = ¢1(E), che & impossibile che esista.

Ora, dato che N;j = a;, per qualchei € 7, e ¢ sono entrambi fasci juy-stabili, e esiste una
applicazione non nulla f: N; —— @ tra loro, deve essere 0 = p(N;) < p(Q); ma, se si
scrive ¢1(Q) = ngci(H), ng € Z, e si moltiplicano le disuguaglianze 0 = u(N;) < p(@Q) <
u(F) per rk (@) si ottiene che 0 = p(N;) < ng H? < (rk (Q) /rk (F)) H® < H? che forza
ng = 0,ovvero, p(Q) = 0. In questo caso, dato che p(N;) = u(Q), Iapplicazione f & iniet-
tiva con conucleo di torsione: () Ny ]

coker f ——=( con ¢y (coker f) =
0; coker f & dunque supportato su un sottoschema O-dimensionale di lunghezza finita e f
€ un isomorfismo in codimensione 1; ora, dato che Ny & un fascio localmente liberoc e Q ¢
privo di torsione, f deve essere un isomorfismo tra Ny e Q; questo si vede anche dal fatto
che Ext' (coker f, Nj) = Bxt! (N;, coker f) = H! (X, NY @ coker f) = 0, dato che

dim supp (coker f) = 0: in conclusione, si & ottenuto che la composizione della proiezione
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da F' su @ con I'inverso dell’isomorfismo f & un morfismo da F a N che spezza la successione

esatta di partenza, contro l'ipotesi che F sia una estensione non banale.

Vediamo ora che quanto & stato appena dimostrato & sufficiente a costruire una estensione
stabile per ogni cardinalitd di |J{; scelto un elemento i € J, sia J' il sottoinsieme di J
ottenuto togliendo questo elemento; si consideri una estensione Fy € Ext! (Be.aq Ny
che sia un fascio yg-stabile e si formi un digramma del tipo

Q 0
e
Cl;- —_— Ctg
|
Y 3
0 Ny F > Ec i —0
| f
y ) |
00— Np — Fj Ecoaq 0
i
Al Y
0 0

che & ottenuto per mezzo dell’applicazione Ext (Ec,a,is Ny) —Ext® (Eg.a: Np) ,

t
spezzata, sollevando 'elemento F;. ad una estensione non banale [F] € Ext! (Fy. a3) . che
esiste perché, dato che

che & suriettiva dato che la successione esatta 0 Gy > N7 Ny 0 e

hom (N, a;) = 0 =ext! (Ny, a3)

si ha che 0 # ext’ (Ec .4, 0;) = ext! (Fyr. a5) per ipotesi; ora, la stessa dimostrazione
appena fornita per il caso in cui |/ = 1 mostra che anche F & un fascio stabile.

QED.
COROLLARIO. 2.4. Sedeg (4) < (gc — 1), allora per

' —

deg {,‘1} . (.I. = m) lgc 1}

si ha cheh! (X, Ec 4, ® a) = 0 per ogni a € Pic® {X); in particolare, per questi valori di
deg (A) si ha cheh' (X, Ec ;) = 0.
DIMOSTRAZIONE. Le stima enunciata sui valori di deg (A) & equivalente alla condizione
che (MEc.4,:)/xx (Ec.a.)] < 1; dalla proposizione 2.3. si ha la tesi.

QED.

COROLLARIO. 2.5, Perla generica curva C' € |H| e per ogni scelta dire N ed €
tali che

1
d< (1_?_72) (gc_l):
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Papplicazione ug(C, A) associata ad ogni fibrato lineare A senza punti base su C con
h® (C, A) = r+ 1 di grado d & iniettiva.

DIMOSTRAZIONE. Segue dall’osservazione 1.11. e dalla proposizione 2.1.
QED.

PROPOSIZIONE. 2.6. Per la generica curva C € |H|, se la dimensione r € N* soddisfa
la condizione

ge 2 (r+1)((r+1)(r+2)-1),

allora, per ogni d € N tale che p(gc,r,d) = go — (r+1)(go —d +7) < 0, non esistono
fibrati lineari con h® (C, A) = r+ 1 e grado d su C.

DIMOSTRAZIONE. Si tratta di vedere sotto quali ipotesi numeriche sul genere go la
disuguaglianza p(gc,r,d) < 0 implica la disuglianza del corollario 2.4; la disuguaglianza
plgc,r.d) < 0 si pud riscrivere come

1
1____.. c_,_ i
d<( r+1)g P

ora, nel caso in cui d < (go — 1), si verifica subito che

i 1 )
(1—“_1) go+r < (1_?"-!-2) o= 1)

solamente nel caso in cui g soddisfi la stima enunciata, mentre, nel caso in cui d = gc — 1,

plgc,d,r) = gc — (r + 1), che & quindi certamente positivo nel caso in cui ge soddisfi la
stima nell’enunciato.

Q.ED.
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3. Proprieta di Petri

Come ¢ stato spiegato nel primo paragrafo, la strategia qui seguita per una dimostrazione
della validita della proprietd di Petri per la curva generica nel sistema lineare H 2 essenzial-
mente quella di mostrare indipendentemente che si ha

hom (Ec 4,4 1- (AY ® K¢)) = 1 = end (Ec.a4)

per ogni scelta di un fibrato lineare 4 senza punti base su una curva C.

Con questo fine, il lemma e la proposizione che seguono iniziano lo studio dei morfismi
da B¢ a,i ai. (AY @ K¢), sfruttando solamente la up-stability del fibrato Ec ;.

LEMMA. SeC e |H| & una curva liscia con un fibrato lineare A senza punti base su di
essa, L & un fibrato linearesu C' e ¢: Eg 4; — i, I un morfismo suriettivo, allora ker ¢
& un fibrato yy-semistabile.

DIMOSTRAZIONE. 1l fascio kery & un fascio localmente libero di rango rk (Ec ;) e
ci(kerp) = 0, dato che ¢1(i. L) = [C] = c1(Ec,4) (per le proprietd basilari delle
trasformazioni elementari, cfr. [F], Cap. 2, Lemma 16, p. 41); sia ora K un suo sot-
tofascio con rk (K) < rk (kerg); K & anche un sottofascio di Ec 44, che & un fascio
pp-stabile, quindi deve essere p(K) < u(Eq 44), con rk (K) < rk (ker ) < rk (Beoag);
ponendo ¢1(K) = ng ¢ (H), con ng € Z, e moltiplicando per rk {K) la disuguaglianza
m(K) < p(E) siottiene ng H? < (rk (K) /rk (Ec,a4)) H? < H?, quindi ng < 0. ovvero,
che p(K) < 0 = p(kery).

Q.E.D.

PROPOSIZIONE. 3.1. SeC ¢ |H| & una curva liscia e A & un fibrato lineare senza punti
base su C', allora ogni morfismo in Hom (Ec.ai-ix (AY @ K¢)) & suriettivo.,

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ : Epu; —i, (4Y @ K¢) ; imep & un fascio supportato
sull'immagine dell'immersione i. privo di torsione e quindi localmente libero su di essa
e di rango 1: imy = i, L, per qualche fibrato lineare L su C inserito in una succes-
sione esatta del tipo (——= [ —> AV @ Kp —> P — 0, dove P & un fascio di
torsione su C, quindi supportato su di un numero finito di punti della curva; dualiz-
zando si ottiene ) ——= A ® Kf—— Y — &gt (P, O¢) — 0, poi, tensorizzando
per Ke,siha 0— 4 ——=[Y 8 Ko — &2t (P, Oc) @ K¢ —= 0, dove il fascio

&xt” (P, Oc¢) @ K¢ @ un fascio di torsione supportato su di un numero finito di punti di C.
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Dualizzando la successione esatta > ker

Boai—si, L >0, si ottiene

la successione (0 —— B¢ 4 ; — (kerg)¥ —= i, (LY ® K¢) — 0 ; ora, applicando
a quest'ultima il funtore Hom (i. 4, —) si ottiene, dato che Hom (i. A, kerg) = 0, una

applicazione iniettiva

Hom (i,‘ A, i, (LV & Ke)) — Ext? (h A, Ec\f'r!_d.,g)

I'immagine [F] dell'immersione i. 4 — i, (LY ® K¢) per la precedente applicazione &
descritta dal seguente diagramma di pullback:

(]

0 — B¢ 4 —— (kergp)V ————— i, (LY @ K¢) —— 0

i
v
&xt' (P, Oc) ® K¢

Ext' (P, Og) ® K¢

|
Y
0 0

per costruzione del fascio Ec 4, si ha c2(Ec.a,4) = deg (4), quindi c(F) = eo(Beaq) +
Co(te A) +er(Eg 4,) - ea(in A) = deg (4) + (C? — deg (4)) — C? = 0; di conseguenza,

co(ker ) = e F) + ca(&xt' (P, Oc) ® K¢) = —length (€xt! (P, Oc) ® Ko) ;

ma, dato che ker & un fascio pp-semistabile, la disuguaglianza di Bogomolov (cfr. Propo-
sizione a p. 14) forza il suo discriminante A(kery) = 2rk (i) calker p) — (rk (ker ) —
1) ex(kery) ad essere non negativo, ovvero, dato che rk (kerp) > Oecy(kery) = 0, deve
essere ca(ker ) > 0; questo implica che length {Sz:tl (P, Og) ® K¢) = 0 e quindi la tesi.

QED.

Qui di seguito viene illustrato l'approceio al problema; pitt precisamente, quello che si
mostrera & che, per ogni curva liscia C' € |H| e per ogni fibrato lineare 4 senza punti base
su C' di grado deg (A) # go — 1. una volta che si & costruito il fibrato Ec 44 estéottenuto
un morfismo canonico

Ec.ai——i, (4Y ® K¢)

b

ogni altro morfismo da Eg 4 su 4. (4Y @ K¢) & ottenuto dal morfismo canonico tramite
la composizione con un endomorfismo di Ec 44 dal momento che, come mostrato nella

21




proposizione 2.1., il fibrato Ec 4 ; € semplice, si ha che hom (Eg 44, 1. (AY @ K¢g)) = 1 =

end (Ec a,:), ovvero, per il lemma 1.10., che sono soddisfatte le ipotesi del corollario 1.9. e
quindi vale la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE. 3.2. Sulla generica curva liscia C € |H{, per ognir € N* ed € N* con
d # gc — 1, I'applicazione pg(C, A) associata ad ogni fibrato lineare A senza punti base su
C conh® (C, A) = r + 1 e grado deg (4) = d ¢ iniettiva.

Questa proposizione & dedotta come Corollario 3.16. dalla Proposizione 3.15. alla fine
di questo paragrafo.

Ora, si tratta di capire quali sono i fibrati vettoriali che possono apparire come nucleo
di un morfismo

w: EBoai—>i.(AY @ K¢)

: ) L M z . ¢ W ‘
dopodiché, cercare di escluderne la coesistenza con il nucleo H® (C, 4)° ®Ox canonicamente
definito in Fe¢ 4, dalla sua costruzione. La proposizione seguente restringe il campo alla

classe dei fasci omogenei su X, che & una classe di fasci nota e completamente classificata
(cfr. teorema 4.11.).

PROPOSIZIONE. 3.3. Sia C € |H! una curva liscia e A un fibrato lineare senza punti
base su C; se ¢ € Hom (Ec 4, i~ (4Y ® K¢)), allora ker p é un fascio omogeneo.
DIMOSTRAZIONE. Dato che ¢i(kery) = 0, i = 1,2, si ha che Alkery) = 0; per la
proposizione 4.14. ker ¢ & un fascio semi-omogeneo; ma, det (ker 5) = Ox e. per la propo-
sizione 4.6.. un fascio semi-omogeneo con determinante banale & omogeneo.

0.ED.

A questo punto, si consideri fissata una curva liscia C' € | H! insieme con una serie lineare
completa senza punti base 4 su di essa e un morfismo ¢ € Hom (Beoai i (AY S KC-‘):I
scrivendo la successione esatta

0——>kerp —=FEc 4 —1i. (A¥ @ Ko¢) —=0

che esso determina; l'idea 2 di considerare la trasformazione di Fourier-Mukai di una tale
successione esatta, sfruttando il fatto che le trasformazioni di Fourier-Mukai dei fasci omo-
gene: sono note (cfr. teorema 4.9. e proposizione 4.10.); dato che RS (keryp) = 0 =
R* S (keryp), applicando il funtore di trasformazione di Fourier-Mukai, si ottiene

R°S (Ec.a4) = R'S (i. (4Y @ K¢))
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insiemne con una successione esatta

0—= RS (Bg,a:) — RS (i (4Y @ K¢)) —=R?S (kerp) —
—= RS (Ec,4.0) 0

dove, naturalmente, si ha che R*S (i, (4¥ @ K¢)) = 0 per ragioni dimensionali.

Per proseguire, bisogna almeno farsi un’idea di come sono fatti i fasci RS (Ec.4.4),

per i = 0,1,2; sono ovviamente legati ai fasci R'S (EY ,;), ¢ = 0,1,2, anche se per

questi ultimi la situazione risulterd pil semplice. A questo scopo, & utile introdurre qualche
notazione.

NOTAZIONE. Per k = 0,1,2, si pone
T¥(Eg,a:) = {a€Pic® (X): H* (X, Bcai®a) # 0} .
h (X, Egas) > h° (C, A), quindi ¥9(E¢ 4;) contiene sempre l'elemento Ox € Pic® (X);

naturalmente, supp (R*S (B 4:)) € U*(Ec a4), per k = 0,1,2.

Una prima osservazione & la seguente.

LEMMA. 3.4. Si ha che V¥ (Ec ;) = 0; in particolare, R*S (B¢ 4;) = 0; in modo
analogo, si ha che R®S (BY , ;) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per dualita di Serre, st ha che

H? (X, Bca:@a) = Ext? (oY, Ecas) = Hom (Be ai 0¥) " ;

1

ora, essendo Ee 4 e @ fasci py-stabili con w(Ec 4;) = H?/rk (Beay) > 0 = plaY)
non pud esserci alcun morfismo non nullo da Ec 4 a o¥.

Q.E.D.

Quindi, per ogni ¢ € Hom (B¢ 4, i (AY @ K¢)) si ottiene che R%S (kery) = 0 =
R S (keryp) e, insieme, una successione esatta

0—=R'S (Ecai) — RS (i, (A¥V 8 K¢)) —> R? S (kerp) —=0 .

(OSSERVAZIONE. Per il lemma 3.3., dal teorema del cambiamento di base (cfr. [H] Cap.
II1, Teorema 12.11.) si ottiene che, per ogni a € Pic” (X},

R'S (Bca:)®Cla) = H (X, Ecui®0) ;
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se, inoltre, succede che, intorno ad un punto @ € Pic? (X) il fascio R' S (B¢ 44) @ local-

mente libero, allora, per ogni a € Pic” (X) intorno a & si ha anche che
RS (Bcai)®Cla) = H (X, Eg.a:®0) ;

in particolare, se ¥*(Ec 4,;) & un sottoinsieme proprio di Pic? (X)), nel suo complementare
RS (Eg.4.4) & un fascio localmente libero di fibra HO (X, Bc,a,:®a).

11 teorema del cambiamento di base non assicura che la bra di RYS {Ec 44) su o sia
isomorfa a H (X, Ec 4 ; ® a) per ogni a € Pic® (X), anzi, puo succedere, come si vedra

qui di seguito, che la fibra di RS (B¢ 4.;) su qualche a € Pic® {X) sia un sottospazio di
HO :':.X, Ecr‘q.g & Cl_}.

Per R'S (Eca4),1 = 0,1, eper RIS (BY 44). 1 = 1,2, la situazione & pili complessa:
sia per E¢ 4,; che per B A.; uno dei due fasci derivati pud essere nullo oppure di torsione
a seconda dei caratteri numerici del fascio Ec.a.i. Ad ogni modo, dato che il fascio Eca;@
certamente non nullo, non pud essere che i fasci RS (Ec,a.),i = 0,1,2, siano tutti nulk.

(OSSERVAZIONE.  Se il supporto del fascio U!(Eq 4;) & propriamenie contenuto nel

supporto di ¥°(Ec 4 ;), si ha che yx (Ec.a,i) > 0: esiste almenoun & € ¥9(E¢ 4 ;) che non
appartenga a U1(Eq 4 ;); per questo a si ottiene che xx (Boai) = xx (Bo,s:®a) =
h® (X, Ecai®a) > 0. Viceversa, se il supporto del fascio WO(Ec 4;) & propriamente
contenuto nel supporto di ¥!(E¢ 4;), si ha che vy (Ec,4.) < 0; in particolare. si ha che
Xx (Ec.a:) = 0 se e soltanto se YNEc.a,) = TEo 44).

LEMMA. Un fascio F privo di torsione su di una superficie S soddisfa Sut® (F, Ox) = 0:
inoltre, &xt* (F, Ox) & supportato in codimensione 2 e si ha che Extt {(F.Ox) = 0see
soltanto se il fascio F & localmente libero.

DI1MOSTRAZIONE. Si consideri la successione esatta canonica

0——tors (F) ——=F ——>FYW — Qp —>

Ty

dove tors (F) & il sottofascio di torsione di F e QF un quoziente canonico: F & privo di
torsione se e soltanto se tors (F) = 0 e il morfismo canonico F ——= F¥¥ & iniettivo. In
questo caso, applicando il funtore Hom (—, Ox), e tenendo conto che Qr & suppor-
tato in codimensione 2 e quindi soddisfa xt' (Qp, Ox} = 0 peri = 0,1, si ottiene che
&xt* (F, Ox) = &t® (Qr, Ox) e che 0 = Ext? (PR, U] = Bufs (F. O%).

QED

PROPOSIZIONE. 3.5. In generale. si ha che
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¢ R°S (Ec 4,) & un fascio localmente libero su Pic® (X)),

o R'S (BY 4;) = Hom (R'S (Booay), Opice (x)) €, in particolare, & anch’esso un
fascio localmente libero,

e ¢'¢ una successione esatta

0

> Ext! (R'S (Eg.a4), Opjes (x)) —>R*S (BY ,,) —>R°S (Ecaq) —

——— E.."'St:} (Rl & (EC,A_-f) 3 OPic‘r‘ {'X})

——= ]

DIMOSTRAZIONE. Innanzi tutto, dato che il fascio E¢ 4 & privo di torsione su X, per
la proposizione 4.16., anche il fascio R S (Ec.4.:) & privo di torsione su Pic” (X): ora, per

la proposizione 4.17., al fascio Ec¢, 4,; sono associate due successioni spettrali:

Ay = RPS (€0t (Bcoag, Ox))  ((p.@) € {0,1,2} x {0,—1,-2})
B = &t™? (R*1S (Be,ai) s Opico (xy) ((p,g) € {0,~1,~2} x {0,1,2})

che hanno lo stesso limite EX , ke Z, k = —2...2 (la notazione utilizzata per le suc-
cessioni spettrali & quella presentata in [Gro] cap. III, paragrafo 11, p. 367 e seguenti);
dal momento che E¢ 4; & un fascio localmente libero, si ha che &zt (Bo,ai Ox) = 0,
per i = 1,2, quindi nella successione spettrale A5® sono non nulli soltanto i termini
A’Q”"E = RPS (Hom (Ec 4.4, Ox)), dove p = 0,1,2: tutti i differenziali in questa succes-
sione spettrale sono quindi necessariamente nulli e dunque la successione 427 ¢ gia degenere
al livello 2, ottenendo che B = R¥2S (Hom {Egdi Ox)), per kb = =2.-1.0 e che
Ef, = 0 altrimenti.

La successione spettrale B5' & solo di poco pit complessa; dato che R*S (E¢ 4;) &
nullo, 1 soli suoi termini non nulli sono BP = gntPt? (RS (Bo,4.)» Opies (xy) .0 BE? =

ExtPt? (RS (Beoa), Opico (x3) ; Per p = —2,—1,0; P'unico differenziale non nullo & da

-9 . -
By ** a B3 e si scrive

d: Hom (RS (B¢ 44), Opyeo (x)) —=&xt® (R'S (Ec 44), Opsec x)

la successione BY'? degenera quindi al livello 3 e si ha che
BP=0,
EZ = Hom (RS (Ep,ay), Opieo (X))

B = &at* (RPS (Bo i), Opica (x))

Il

inoltre, i suoi limiti in grado 0 e 1 sono inseriti nelle successioni esatte

() ——s Sg:tl (R‘ Y (EC._,:;_‘I') . Op1c0 (\')) e Egc kerd 0

0 — cokerd — EL, —— &ut! (R®S (Ec,4,4)  Opico fX)) %l
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Ora, sappiamo dalla convergenza della successione .45’“ che 1 termini Eé:o, k = 1.2 sono
nulli; ne segue che, Ext’ (RS (Ec.a,i), Opico (xy) = 0, peri = 1,2, ovvero, che il fascio
RS (Ec,4,) ¢ localmente libero; similmente, confrontando i termini EZ' si ottiene la
seconda parte di quanto enunciato; infine, coker d = 0 equivale a dire che Papplicazione d &
suriettiva e, sostituendo il termine EJ, con quello ottenuto dalla convergenza della succesione

spettrale AY?, si ottiene la successione esatta lunga nell’enunciato.

Q.E.D.

Ragionando in modo de! tutto simile, si pud dimostrare la stessa proposizione per 1 fasci
R'S (i. (AY @ K¢)), i = 0,1 che viene qui di seguito solamente enunciata.

PROPOSIZIONE. In generale, si ha che
e R°S (i, (4Y @ K¢)) & un fascio localmente libero su Pic® {X)

» RS (i.(4)) = Hom (R!S (i.(4Y & K¢)), Opico (x)) € in particolare, & local-
mente libero,

e ¢’e una successione esatta

0= &ot! (RS (i (4 ® o)), Opyeo () —————— RIS (i, (4))

————RYS (i, (AY @ K¢))¥ ——— &t (RS (i. (AY @ K¢)) , Opjeo i) =0

S

E utile enunciare qualche corollario della prima di queste proposizioni che sard usato
poco pil avanti,

COROLLARIO. 3.6, Ec 4;" soddisfa debolmente il teorema dell’indice con indice 2.
ovvero, R* & (EY. ;) = 0, seesoltantose R} S (Ec 4 ;) & un fascio di torsione su Pic® (X}

COROLLARIO. 3.7. Se il fascio R®S (E¢ 1) & nullo, allora si ha anche che
&xt® (R'S (Ecoay), Opieo1x;) =0,
:R,2 S (Eééz) = Eiitl {R' S (EC,.4,£\|‘ OPiCD i_\"-}

4 ¥,

di modo che, se R'S (Ec 4.} & privo di torsione su Pic® (X), allora R*S (E{. ;) & sup-
portato in codimensione 2 su Pic? (X).

COROLLARIO. 3.8. Se U°(Ec. 4.;) propriamente contenuto in Pic® (X)), allora il fascio
RYS (Ec.ai) e nullo e Ec 4; soddisfa debolmente il teorema dell’indice con indice 1; in
particolare, ne segue che xx (Ec.a:) = —1tk (R'S (Eg.44)) < 0.

DIMOSTRAZIONE. Poiché il fascio R?S (Ec ;) ¢ localmente libero e quindi privo di
torsione su Pic® (X} il suo supporto deve coincidere con tutto Pic® (X,

Q.ED.
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La proposizione seguente fornisce una precisazione di quest’ultimo corollario.

PROPOSIZIONE. 3.9. Se U%(E¢ 4;) ¢ un insieme finito, il fascio R' § (E¢,4.4) € privo
di torsione su Pic® (X); in particolare, xx (Bc.ai) = —1k (R'S (Ec,44)) < 0.
DIMOSTRAZIONE. Se ¥°(Ec 4;) @€ un insieme finito, allora RS (Eg 4:) & un
fascio localmente libero su Pic? (X') fuori da questo insieme finito di punti; si consideri
il suo sottofascio di torsione tors (R'S (Eq,4,:)): & un fascio supportato su di un nu-
mero finito di punti di Pic® {X') e certamente si ha che R®S (tors (RS (Ec.a.))) & im-
merso in R®S (RS (Bc 4¢)); un fascio di torsione il cui supporto ha dimensione 0 evi-
dentemente soddisfa il teorema dell’indice in maniera forte con indice 0 e quindi, il fascio
R’ S (tors (R'S (Ec,a4))) & un fascio di rango uguale a xx (tors (R'S (Ec,a,))) =
length (tors (R*S (B¢, 4,))); ora, Ec 4; soddisfa debolmente il teorema dellindice con
indice 1, anche R'S (Ec 4;) ha la stessa proprieta con il medesimo indice: quindi si ha
R°S (R'S (Ec,a,)) = 0 e, in particolare, R°S (tors (R*S (Ec,4.4))) = 0: si ottiene
dunque che il fascio R S (E¢ 4,4) & privo di torsione su Pic? (X).

Q.ED.

Il lemma seguente, dovuto a Mukai, permette di ragionare per induzione sul rango di
Eo, 4

LEMMA.  Per ogni sottofascio omogeneo M di Ec 4 con tk (M) < vk (Ec.4.4), il
quoziente Ec 4 ;/M & un fascio privo di torsione su X.
DIMOSTRAZIONE. Sia M un sottofascio omogeneo in E¢ 4; con rtk (M) < 1k (B¢ ai)

se con tors (B¢ 4;/M) si denota il sottofascio di torsione di Fe 4 /M, resta indotto un
diagramma

Q 0
| R
0 A M tors (Ec /M) ——10
l i |
| | -.
| L Y
0 M Ec i ——— Ec pi/M ——0
| |
) .
Ec.-1‘.1_|g/{_-"lff - EC',A,i,"f-"‘“{;
i |
i ¥
0 0

dove ¢ (M') = c1{M) + ey(tors (Be,ai/M)) = e (vors (Ec.a.i/M)). con tk (M') =

rk (M); scrivendo ¢; (tors (Ec 4.:/M)) = ney(H). conn € Ndato che ¢; (tors (Ec.a.4/M))
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e un divisore effettivo su X, il fatto che E¢ 4. sia supposto yg-semistabile implica plm') <
p(Be 4.1}, quindi, moltiplicando pertk (M'), chen < (vk (M') /rk (Ec,a.4)) < 1; quindi si
ottiene che ¢; (tors (Eg /M) ) = Oetors (Eea:/M) & un fascio di torsione supportato in
codimensione 2 su di un numero finito di punti di X, ma, dato che il fascio A/ & localmente
libero, tors (Ee 4,i/M) deve avere lunghezza nulla.

Q.E.D.

PROPOSIZIONE. 3.10. ¥°(Ec ;) & un insieme finito se e soltanto se %(det (B, 4.4))
loé

DIMOSTRAZIONE. Si scelga un sottospazio V' di dimensione h? (C, A)—1in H? (C. 4}"
e 8i formi la successione esatta

0——=V&@0x — Ec.a;i —>det (Eca;) 8 Iz —0 ;

dove |Z| = co(det (Ec,a4) ®Iz) = c2(Be,as) e xx (det (Be,ai)®1z) = xx (Eca4):
per ogni a € Pic® (X), si ha che H® (X, Ec,a,i ® @) = Hom (&, E¢ 44); & chiaro che un
morfismo oV —— E¢ 4 non puo sollevarsi ad un morfismo a —= V' @ Ox ., dato che
0 = H? (X.a) = Hom (e, Ox), e quindi induce necessariamente un morfismo non nullo
a ——=det (Ec.4,i) € Iz ; si ha T%(det (Boai) @Iz} = T%Eqa;) U {Ox} e quindi la
tesi.

Q.ED.

OSSERVAZIONE.  Se si applica il funtore trasformazione di Fourier-Mukai alla succes-
sione esatta precedente, si ottiene che RS (Boaq:) = RS (det (Ec.ai)@Iz) e che

0=R2S (Ec.aq) = BA8 {det (Ec.a,:) ® I7) insieme con una successione esatta
0——=R!S (Ec,a) —> RS (det (Boay) ® Iz) —> R3S (V&0Ox)—0

dove R?S (V' & Ox) & un fascio di torsione supportato sull’origine di Pic® (X) e di lunghezza
W (G ) =1

Prorosizione. 3.11. Xx (Ec.ai) < 0seesoltanto se WO{Ec y ;} & un insieme finito,
DIMOSTRAZIONE. Il'se’ &il contenuto della proposizione 3.10.; per la proposizione 3.11.
qui sopra e il lemma che la precede, si puo assumere che Ec_ 4 ; sia un fascio privo di torsione
di rango 1 su X e quindi necessariamente della forma Ox(C) & Iz, per qualche sottoschema
O-dimensionale Z di X,

Si procede ora seguendo la stessa linea di dimostrazione della proposizione?2.3.; innanzi
tutto, si osservi che per ogni o € Pic® (X} si ha

H® (X, Bc.ai®a) = Hom (a”, Ec 44)

sia I un insieme di indici per i punti di a; € Pic® (X) che hanno la proprietd di avere
Hom (@Y, Ec.4:) > 0;la tesi & che 7 & un insieme fnito.
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Per ogni sottoinsieme finito J C I, si consideri il fascio omogeneo N; = Sicray e
un morflsmo ¢ : Ny ———det (E¢ 4,;) ® Iz che sia non banale su ciascuna componente,
ovvero, tale che p|q,; sia non nullo per ogni i € J; il morfismo & suriettivo in codimensione
1 e ¢’2 una successione esatta lunga

0 ker ¢ Ny det (Eg a.:) & [z—scoker p—0

Se con v si indica il morfismo suriettivo tra det (Ec 1)@z e coker i, allora ker & un fascio
privo di torsione di rango 1 su X se si avesse ¢; (ker ), allora, per un risultato elementare
sui fasci omogenei, ker «: dovrebbe essere un fascio omogenec anch’esso, coincidendo con os,
per qualche 7 € J: in questo modo, si avrebbe che ¢ & nulla sugli altri a; coni € J, i # fi}_._
e allora, o |J| = 1 oppure si & contro alle ipotesi fatte sul morfismo ». Deve quindi essere
che ¢;(kerv) = ci(det (B 4,i)) ®1z) e che kerts = Ox(C)@ Iz, per qualche sottoschema
O-dimensionale Z' che contiene Z; cosi si ha anche che ¢, (kerp) = —¢;(ker¢) = —[C1. Per
il resto si ha che rk (keryp) = |J| — 1 e che chy (kery) = —chy (kerw)) = chy (coker¢) —

chy (det (Ec ;) ® Iz) dove chy (det (Ec,4,:)®Iz) < 0 per ipotesi e cha (cokery) > 0;
calcolando si ottiene che

2l
Alkere) = 3¢ (ker ©)® — rk (ker ) chy (keryp) =

1
= =4 (det (Bg.a,i) @ Iz) — (1J] — 1) chy (coker ) — chy (det (Ec,a:)®1Iz) =
= A(det (Ec,a.4) ® Iz) +~ |J|chy (det (Ec,4.4) ® Iz) — (JJ] = 1) chy (cokeryp) <
= ,\(det (EC_.A_.'E) 2 Iz) -+ FJi Chg (det (EC-'_.A,E} & 11-;_7) i

Ora, per ottenere una stima su |J|, I'idea & di mostrare che ker & py-stabile: in questo
modo, deve Alker) > 0 e quindi

|71 (= chy (det (Ec,a4) @ I2)) < Aldet (Ec.as) 8 Iz)

dove —chy (det (Ec 4,6)®Iz) > 0 per ipotesi e Adet (Ec 1) @ Iz) > 0 per la ug-
semistabilita di det (Ec 4} @ I7.

Il fascio kery non pud essere strettamente pp-semistabile, dato che —cy{kerp} & il
generatore del NS(X); sia dunque K un sottofascio destabilizzante per ker ¢ con rk (K) <
rk (ker): il fascio K & anche un sottofascio di N;: essendo quest ultimo un fascio OIMOZENED
e quindi py-semistabile, deve essere u(K) < p{N;) = 0. Secrivendo ¢;(K) = npci(H)
con ny € Z, np < 0, e moltiplicando la disuguaglianza p(ker ) < p(K) < 0 per rk (K7,
si trova che —1 < (rk (K) /rk (kery)) < ny < 0 e quindi che n, = 0 = p(K). Ma se
a(K) = 0, allora K & un sottofascio omogeneo di Ny e quindi contiene almeno un a7 per
qualche i € J che & a sua volta contenuto in ker  contro le ipotesi fatte sul morfismo .

Q.ED.
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LEMMA. Se V*(Ec a:), k = 0.1, sono entrambi propriamente contenuti in Pic® (X),
allora sono entrambi infiniti e xx (Ec 4:) = 0; in particolare, se ¥%(Ec 4 ;) & un insieme
finito allora W (Eg 4,;) coincide con tutto Pic® (X) e viceversa, se W (E¢ 1) & un insieme
finito allora lI!D{.E(r!A,i} coincide con tutto Pic® (XY,

DIMOSTRAZIONE. Se U!(Ee 4 ;) & propriamente contenuto in Pic® (X) allora, il fascio
R'S (Ec.4;) & di torsione, quindi, per quanto affermato nella proposizione precedente,
\IJO(EC,A__;‘} deve essere infinito; se anche E’D(EC!AJ) & propriamente contenuto in Pic’ (X,
xx (Eo.u) = 08 ¥(Boa:) = ¥{Ee a,4)-

@B,

PROPOSIZIONE. 3.12. xx (Ec.ai) > 0 seesoltanto se ' (Ec 4;) & un insieme finito;
inoltre, per

(9c = 1)
tk (B)+1"
si ha R'S (Ec.4,:) = 0 e il fascio Ec 4 ; soddisfa in maniera forte il teorema dell'indice
con indice 0 e R'S (B¢, 4.¢) & un fascio localmente libero di rango xx (Ec.4.4) -

xx (Eca;:) >

DIMOSTRAZIONE. Se ¥*(Ec 4;) & un insieme finito, per il lemma precedente U°(E¢, 4 ;)
coincide con tutto Pic? {X) e si deve avere yx (Ec,a,i) > 0;laltra direzione di implicazione
insieme con la stima sono gia state dimostrate nel paragrafo precedente.

Q.ED.

Le proposizioni precedenti servono a mostrare che R*S (Ec¢ 4"}, per xx (Ec.a4) < 0
e R'S (B¢ 44). per xx (Ec.as) > 0 sono fasci di torsione supportati su di un numero
finito di punti in Pic” (AX'): in realta, nei ragionamenti che seguono, serve soltanto sapere
che T'origine iOx] € Pic® {X) & un punto isolato per il supporto di questi fasci.

LEMMA. 3.13. SihaR'S (Ec.a4)” = R'S (i (AY ® K¢)) " e una successione esatta

; Opies (xy) —

0—>&xt' (RIS (i, (A4Y @ K¢)), Opieo (x)) — &zt (RYS (Eca)

:

—— -Sxt“ ng S Ll{El-IS: f OPECC |_'X)) T {S$t2 [Rl S (1. f."l 2 }i:}l . OP':(":' (S :' -

—— &t® (R'S (Ec.a.), Opico (x}) 0

DIMOSTRAZIONE. L'enunciato & ottenuto applicando il funtore Hom (—, Ox) alla suc-
cessione esatta

0—>R!'S (Ec,a4) —R'S (ix (A¥ 8 K¢)) —=R2 S (kerp) —=0

e tenendo in conto che R? S (ker ) & un fascio supportato in codimensione 2 su Pic® (X1
quindi che, come tale, ha Ext’ (R2S (kerp) , Opjee (x3) =0,peri =01

QED,
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(OSSERVAZIONE. Dalla successione spettrale di inversione R' & (R? S (Eg,a,i)) che con-

verge a (—1%) Ec.a.ise i+ j = 0 e a 0 altrimenti, si ottiene subito che
03¢ (po o < (Ro
RS (R'S (BEga,)) =0 =R!S (R'S (Ec,a4))
insieme con una successione esatta

0—>ROS (RS (Eca)) —R>S (RS (B ,ai)) —

— (~1%) Bo ay

>R!'S (RS (Bpa0)) —>0

per via che R2S (Ec.4:) = 0 quindi R! 8§ (RS (Bcai)) = 0 = ROS (RS (Ec.a.)):
nel casoin cui R®S (Eg 4;) = Osihache R®S (R'S (Ec.a4)) = Oeche (—1%) Ec.a; =
RS (RS (Ec,4,4)): nel caso in cui R* S (Ec 4 ;) sia un fascio di torsione supportato su di
un numero finito di punti di Pic® (X), R°& (R'S (Ec.4,;)) & un fascio localmente libero di

rango xx (R'S (Ec,a,4)) = length (R'S (Ec,a,:)) esihache RS (R'S (Bo.aa)) = O
quindi

0—>R%S (R'S (Eca:)) —>R2S (RS (Bc.a.)) — (=1%) Bcoai —>0 ;

nel caso in cui sia R'S (B¢ 4;) = 0, si ha che R*S (R°S (Ec,44)) = (—=1%) Bc.a.i-

e - o o L' .

Ora si & in grado di escludere che insieme al nucleo h? (C, 4)" ® Ox, canonicamente
definito con Ec 4 ;, possano apparire altri nuclei di morflsmi Eca: — . (AY @ K¢
che siano fasci omogenel non unipotenti.

PROPOSIZIONE. 3.14. Sia C € {H| una curva liscia e A un fibrato lineare senza punti

base su di essa; se xx (Ec.a:) # 0, allora, per ogni ¢ € Hom (Ec 44 {. (4Y € K¢)).
ker ¢ & un fascio omogeneo su X unipotente di rango h® (C, A).

DIMOSTRAZIONE. Si distinguono due casi a seconda del segno di xx (Ec.4.4):

° [M‘ (BEcoaq) > 0 1l fascio R'S (Ec. 4} & un fascio di torsione supportato su di
un numero finito di punti di Pic® (X): dal momento che, se { denota l'origine in Pic” (X,
v ah®(C, A) : : :
RS (H° AV & (’JX) = Cé’l (€44} 1a successione esatta che definisce Ec 4. induce
. i 1 . : = Uiooa,
0— RS (Bga) — RIS (i, (4" @ K¢)) — ¢ (©4)

da cul si ricava che la differenza tra le lunghezze dei fasci di torsione R'S (i. (4¥ & K¢))
e RS (Ec 4.;) nell'origine di Pic® (X) & uguale a h? (C, A4); ora,  induce un’altra succes-
slone esatta

0—=>R!S (Be.ai) — RIS (i (AY € K¢)) — R? S (kerp) —=0
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in cui la differenza tra le lunghezze dei primi due fasci nell’ origine in Pic® (X) & pari
alla lunghezza del fascio R* S (kery) nell'origine; ma length (R2S (ker @)} = h® (C, 4)
e quindi R*S (kery) & un fascio di torsione concentrato nell’'origine di Pic? (X); per la
proposizione 4.10. si ha la tesi.

o [xx (Boay) < 01 In questo caso & il fascio di torsione R?S (Ec,a:") ad essere
supportato su di un numero finito di punti in Pic® (X) e ad essere inserito in una successione

esatta

0—=R!'S (4) —=R*S (Eg,4;") —> R2S (keryp) —= 0

di fasci di lunghezza finita; si conclude con un ragionamento identico al precedente.

QE.D.

PROPOSIZIONE. 3.15. Sia C € |H| una curva liscia e A un fbrato lineare senza punti
base su di essa; si consideri il morfismo suriettivo canonico Be . a; —=i,(4Y ® K¢)

definito dalla costruzione del fibrato Ec s se xx (Ec,a:) > 0, allora, per ogni scelta
di un morfismo ¢ € Hom (Ec 4., i. (AY ® K¢)), se ket & un fascio omogeneo su X che
contiene un fascio unipotente, allora kery & un fascio banale su X di rango hY (C, A4) e il
morfismo ¢ & ottenuto dal morfismo canonico tramite composizione per un endomorfismo
non nullo di Ec 4 ;.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 4.12. e il corollario 4.13., la condizione che ker ¢
contenga un fascio unipotente & equivalente a quella che abbia ogni gruppo Hi (X, ker )

non nullo: si consideri dunque un elemento in H? (X, ker o) che corrisponde. per dualita di
Serre, ad un morfismo ker y —— @y e si formi il diagramma

0 0
B I ker ¢ Ox 0
|i | |
i i fc
| & L
i ! ¢ _—
0 = J = Feoa ~det (Ec 4,) @Iz —=0
i :
| 4
-1 (_.4.v & R-c) _— (_A\"I @ I{CJ
L ¥
4] 0

la colonna di sinistra del diagramma individua una estensione

idet (Bc 4) @ Iz} € Bxt' (i.(4Y @ K¢). Ox) = H (C. 4)

che corrisponde ad una sezione di 4 su C di cui Z & linsieme degli zeri.
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D’altra parte, per costruzione, ogni sezione di 4 su €' pud essere ottenuta con un dia-
gramma

0 0
i
v ¥
I——l0 O ——= MU0 4 88— i >0
!i | Ir
| | ec
| ¥ 5 ¥

det [EQ,A‘;':] G lz ——=90

|
! §

Y ¥ .
i (AY & K¢)

¥ v
0 0

dove V" & un iperpiano in HO (C, ATE ossia, un punto di H° (C, 4).
Lo scopo & di mostrare che K = V/ @ Ox e che i morfismi f e f' nei due dia-

grammi sono proporzionali e che, in particolare, definiscono la stessa classe di estensione
in Ext’ (det (Bc.Aq) ® Iz, V @ Ox) : dal momento che la curva

so: Ox ——det (Ec4;) @17 ,

determinata dalla colonna di sinistra di entrambi i diagrammi, induce senz’altro tramite A
" 5 . r W . & x

la classe di estensione banale [H° (C, A)" ® Ox} € Ext' (V& Ox, Ox). osservando che

tramite f deve definire la stessa classe di estensione, si conclude che ker ¢ & il fascio banale.

A questo scopo. l'idea & di applicare il funtore Hom (Ec.,4.5. —) alla successione esatta
0——=V®0x — Ec,ai—det (Ec.44)® Iz —>0
ottenendo che
0= End {Ec ;) - Hom (Ec 4 ;. det (Ec.ai) @Iz) =V @ Ext! (Ec.a,, Ox) =

s1 consideri 'immagine in Ext? (Bc,a4, V& Ox) del morfismo ftraBc a;edet (Bey 1@

Iz determinato dalla successione ( ——» K —— Ec 4 ——>det (Boai)®Izg —s0:
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si puo formare un diagramma

0 0
i
¥ il
K K
i
¥ f—.‘_:_,’ Y
0—> V& O0x o AR -, S —
¥ & Y

0—=>V @0y —>Egai—sdet (Eoui) @Iz —=0

|
0 0

Se l'estensione [Eil}} € Ext! (Ec,ai. V& Oyx) ¢ spezzata, cosa che succede di neces-
sita solo quando h! (X, Ec 4;) = 0, allora uno dei due morfismi f oppure f' & ottenuto
dall’altro tramite una composizione con un endomorfismo di Ec 4 ;; essendo quest’ultimo
necessariamente scalare, dato che E¢ 4 ; & semplice, si deduce che i due morfismi f e f' sono
proporzionali; in particolare, i loro due nuclei K e V" @ Oy coincidono.

Nel caso in cui l'estensione E'*) non sia spezzata, cosa che puo accadere soltanto quando
ht (X, Eec.a4) > 0, si osserva che, per gli argomenti presentati nella dimostrazione della
proposizione 2.3., EY} deve essere della forma O%" & E' dove h € N, h < dim 17 e
[B'] € Ext' (EC‘_.A.E-. O?-fdim t‘_h}) € una estensione non banale che rappresenta un
fascio localmente libero pp-stabile e quindi semplice: ora il morfismo K — Eill s
abbassa a Ec 4 quindi. dato che O?\lh € ker ( g3} —— Ec¢ a4, ), immagine del morfismo
E——s Of:f.h & E’ deve essere contenuta in E’: ma. in questo modo, il conucleo di questa
applicazione iniettiva sarebbe spezzato in OF" & coker [ K —— E' ) e non potrebbe essere
isomorfo a Ec 4 ; che & un fascio semplice: si conclude che h = 0 e E'Y' = E' & un fascio
pg-stabile e quindi semplice.

Da osservare & che, per la py-stabilith di E'Y), deve essere A(E'Y) > 0: dato che
tk (BW) =1k (Ec.as)+1ech; (EY) = chy (Ec.ay), peri = 1,2, si ha che

MEWY) = s e1(Beaa) — (tk (Ec,a) + 1) chs (Beai) = MBe.as) — cha (Eeoai)
5 - .

quindi, affinché possa esistere un tale E'Y deve essere che ME¢ 4 ;) > cho (Ee 4.
C.Ai] = i :
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Ora si puo formare un nuovo diagramma

0 0
| |
|
¥ ¥
K K
|
" (ay \'
00—V 80y — gin L g 0
H Y (2! ¥
00—V 20x B > Ec ai—0
v ¥
0 0

. . . i f L
e iterare il ragionamento precedente osservando che, sef'! e f(1)' sono proporzionali, allora
lo sono anche f' e f e si pud quindi concludere.

Questa iterazione dovra terminare dopo un numero finito di passi: infatti, se B} & una
estensione non banale, allora & un fascio py-stabile e, come tale, aved AM(E(*)) > 0, dove

ME@) = M\EM) = chy (E{”) = MEBc.a:) — 2¢hs (Bo,ai) ;

quindi, & condizione necessaria affinché E®! possa essere una estensione non banale, che
si abbia A(E! > 2chy (E¢, 4,). Il processo di iterazione dovra quindi arrestarsi al primo
intero strettamente piti grande di A(Eg 4)/chs (Ee a.4).

Q.ED.

OSSERVAZIONE. Segue immediatamente dal teorema 4.11. che, se h° (C. A) & dispari.
per ogni p € Hom (Eg 4. i. (4Y & K¢)) ., ker ¢ contiene un fascio unipotente.

Il seguente corollario segue subito dalle proposizione 3.14. e 3.15.

COROLLARIO. 3.16. Sia C € |H| una curva liscia e A un fibrato lineare senza punti

base su di essa; si consideri il morfismo suriettivo canonico Eoai— L(-l & Kc}
definito dalla costruzione del fibrato Ec 4.; se xx (Ec.a4) > 0, allora, per ogni scelta
di un morfismo v € Hom (Ec 4., i. (AY @ K¢)) . kery & un fascio banale su X di rango
h® (C, 4) e il morfismo ¢ & ottenuso dal morfismo canonico tramite composizione per un
endomorfismo non nullo di Ec 4 ed & quindi proporzionale al morfismo canonico.
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4. Fasci omogenei e trasformazione di Mukal

Quest’ultimo paragrafo contiene una breve introduzione alla trasformazione di Fourier-
Mukai su una varietd abeliana. I risultati discussi sono contenuti, in forma piu o meno
esplicita. nei lavori di 5. Mukai citati in bibliografia e sono qui enunciati senza dimostrazione
al solo scopo di referenza per il testo.

NOTAZIONE. 4.1. Nel seguito di denota con X una varietd abeliana complessa e con
X la sua varietd abeliana duale, ossia, la componente neutra Pic® (X) del gruppo di Picard
Pic (X); con wx e T si indicano le proiezioni canoniche dal prodotto X x YsuXe ff_._
con —1y l'isomorfismo di X che prende Iinverso di ogni suo elemento e con T o con T} il
funtore di traslazione associato ad un puntoz € X oa € s

Con P si denota un fibrato universale o di Poincaré su X x X che sia normalizzato,
ovvero, tale che Pi.‘k’x @) © Pi (0} % S1ano entrambi i fasci banali Ox e O ¢ ispettivamente;
Pa indica il fibrato lineare Pixy(q) € Pic® (X) corrispondente al punto « € X e P, indica
il fibrato lineare P! (1 ¥ corrispondente al punto « € X; in particolare, la scelta del fibrato
di Poincaré induce un isomorfismo tra X e X ottenuto assegnando al punto € X il fibrato
lineare P,.

Si denota con DY (X) la categoria derivata dei fasci coerenti su X pit esattamente,
DP (X) ¢ la categoria triangolata dei complessi di fasci quasi-coerenti su X', a meno di omo-
topia e quasi-isomorfismo, che abbiano coomologia coerente e limitata; per una definizione
rigorosa di questa categoria si rimanda a [H2!, mentre per una introduzione pill ragionata
si rimanda a {I]. Con 7—] si denota il funtore di traslazione nella categoria D2 (X). indotto
dal funtore di shift a destra della categoria dei complessi.

D! (X} & un oggetto di natura omotopica strettamente legato alla geometria della va-
rietd X in questione e rappresenta il neccessario completamente della categoria abeliana det
fasci coerenti su X al fine di una corretta definizione dei funtori di integrazione sulle fibre

7., € di composizione e dualitd 7*+ associati ad un morfismo 7: X —— ¥ di schemi.

DEFINIZIONE. 4.2. La trasformazione di Fourier-Mukai & il funtore

RS (-): D§ (X)—D¢ (X

b S g

definito ponendo, per ogni elemento A € DY (X},

RS (4) == Rag, (1'"1 (4) & P) |
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in modo simile viene definita la trasformazione inversa R.S (—): DP (X) —DP (X).

Ogni fascio coerente F su X pud essere visto come un complesso di fasci concentrato
nel grado 0 e quindi come un elemento di D? (.\'), ma, la sua trasformazione di Fourier
RS (F) € DP (f‘[ ) non & necessariamente un elemento della categoria derivata di X che
pud essere rappresentato da un fascio coerente su b quando questo accade, ovvero, nel
caso in cui si abbia R¥ S (F) = 0 per ogni k € Z tranne che per un &k € Z per il quale si
ha R¥ S (F) # 0 sl dice che F soddisfa il teorema dell’indice in maniera debole con indice
i(F) := k: in questo caso il fascio coerente F.=R'sS (F) su X & detto la trasformata di
Fourier di F.

Se succede che H* (X, F@P,) = 0 per ogni a € X e ogni k € Z tranne che per un
T € Z per il quale si ha che H* (X, F@P,) # 0 per qualche @ € X, allora si dice che il
fascio coerente F su X soddisfa il teorema dell’indice con indice i(F) := k; naturalmente,

in questo caso si ha che R* S (F) = 0 per ogni k € Z tranne che per k e, inoltre, F & un
fascio localmente libero.

(OSSERVAZIONE. Per avere un'idea deil’oggetto R.S (F) € Db ()?} associato ad ogni
fascio coerente F' su A, si pud pensare, con evidente analogia con la trasformazione di
Fourier classica, di avere ‘espanso’ il fascio F nella collezione dei fibrati lineari {P,}, a € X.
in modo da avere la coomologia H (X, F & P,) a coefficiente di ogni P,.

Parte dell'importanza di questa trasformazione & dovuta al risultato seguente (cfr. [M2]).

TEOREMA. 4.3. La trasformazione di Fourier-Mubkai stabilisce una equivalenza tra le
categorie D? (X) e DP (?) e ammette (—15)" o [dim X] o R S (~) come funtore quasi-
inverso; in altre parole, c¢’é un isomorfismo di funtori
RS (=) BS(~
RS (=} o RS (-}

H

(—1x)* [dim X}

:r_ A‘I* s .p'i
g 13, 7 |dim _XJ,

(OSSERVAZIONE. La proposizione precedente pud essere riformulata come segue: per
ogni fascio F resta definita una successione spettrale Ef*? := R?S (R* S {—)) che converge
(-1%)Fsep+g=2ealsepiqg#?2

Nel corollario seguente sono sintetizzate alcune delle proprieta numeriche pili utilizzate
della trasformazione di Fourier-Mukal.

COROLLARIO. 4.4. Sia F un fascio coerente su X che soddisfa il teorema dell'indice in
maniera debole con trasformata di Fourier F: si ha che
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e anche F soddisfa il teorema dell'indice in maniera debole con indice 1(F) = dim X —
i(F) esi ha

xx (F) = (~1)'F 5k (F) ;

e se G & un fascio coerente che soddisfa il teorema dellindice in maniera debole con
indice i(G}, allora, per ogni i € Z, si ha che Ext' (F. G) = Ext! (F, G) :

e perognii € Z, si ha che Ext’ (F, F) = Ext! (ﬁ ﬁ) , In particolare, se F & un fascio

semplice, anche F lo &

e perognii € L eperognia € XN ex € X, si ha che

H' (X, F@Pa) = Exti™ -4+ (¢, F)

Ext! (Cp, F) = Hi-#P) (i‘ Fg ’P_a) .

Qui di seguito viene descritta la classe dei fasci semi-omogenei, una classe di fasci che &
conservata dalla trasformazione di Fourier-Mukai e sulla quale & possibile descrivere in modo
dettagliato 'azione di quest’ultima.

DEFINIZIONE. 4.5. Un fascio localmente libero F su una varietd abeliana X si dice
semi-omogeneo se per ogni o € X, denotato con T, il funtore di traslazione corrispondente,
esiste un fibrato lineare L € Pic (X)) tale che T} (F) sia isomorfo a F ® L: se, inoltre, per

ogni r € X, si pud prendere L := Ox, ovvero, se si ha che T} (F) & isomorfo a F, allora il
fibrato F si dice omogeneo.

OSSERVAZIONE.  Un fibrato lineare I € Pic (X} & certamente semi-omogeneo ed é
omogeneo se e soltanto se L € Pic® (X). Su una curva ellittica ogni fibrato vettoriale
non decomponibile & semi-omogeneo, mentre in dimensione pit alta i fibrati vettoriali semi-
omaogenei sono molto speciali.

PROPOSIZIONE. 4.6. Un fascio semi-omogeneo F é omogeneo se e soltanto se il suo
determinante é omogeneo, ovvero, se e soltanto se det (F} € Pic? {X).

DEFINIZIONE. 4.7. Unfascio F su una varieti abeliana X si dice unipoiente se ammette

una filtrazione in cui ogni quoziente successivo sia isomorfo al fascio banale Oy.

La proposizione seguente ¢ una semplice conseguenza della semi-esattezza del funtore
trasformazione di Fourier-Mukai precedentemente definito.
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PROPOSIZIONE. 4.8.  Un fascio unipotente su X soddisfa il teorema dell'indice in
maniera debole con indice uguale a dim X, inoltre, il funtore trasformazione di Fourier-
Mulkai stabilisce una equivalenza tra la categoria del fasci unipotenti su X e la categoria dei
fasci coerenti su X supportati nell’origine 0 € X

Per fornire altri esempi di fasci semi-omogenel & necessario osservare quanto espresso
nella seguente proposizione.

PROPOSIZIONE. Per ogni a € X e ogniz € X, si ha che

RS (=) o T; = (- 8P_o) o RS (=)
RS (<)o (=8P.) = T3 o RS (-)

Con questa proposizione si pud mostrare facilmente il segunte risultato.

TEOREMA. 4.9. I funtore trasformazione di Fourier-Mukai stabilisce una equivalenza

tra la categoria dei fasci omogenei su X ¢ la categoria dei fasci coerenti su X supportati su
di un numero finito di punti.

Siamo ora in grado di enunciare il risultato che & strumento essenziale nella dimostrazione
della proposizione 3.13.

PROPOSIZIONE. 4.10.  Ogni fascio omogeneo su una superficie abeliana soddisfa al

teorema dell'indice in maniera debole con indice 2 e la sua trasformazione di Fourier-Mukai
e un fascio coerente supportato su di un numero finito di punti della superficie abeliana
duale; il fascio omogeneo in questione ¢ unipotente se e soltanto se la sua trasformazione di
Fourier-Mukai € un fascio coerente supportato nell’origine.

Come corollario dei precedenti risultati si ottiene il seguente risultato di classificazione.

TEOREMA. 4.11.  Un fascio localmente libero F su una varieta abeliana X ¢ semi-
omogeneo se e soltanto se é della forma Sics(o: ® Ui) dove, per ognii € I, a; € Pic® (X)
e U; & un fascio unipotente.

Di seguito sono enunciate alcune proprieta particolari di cui gode un fascio OMOgeneo,
per la cui dimostrazione si rimanda a [M1).
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PROPOSIZIONE. 4.12. Per un fascio omogeneo F' su una varieta abeliana X le seguenti
condizioni sono equivalenti: che F' contenga un fibrato unipotente come addendo diretto.
che sia h® (X, F) > 0, che sia h® (X, FY) > 0, che sia h! (X, F) > 0.

COROLLARIO. 4.13. Se F & un fascio omogeneo su una superficie abeliana X, allora si
ha che h® (X, F) > 0 se e soltanto se h* (X, F) > 0.

PROPOSIZIONE. 4.14, Sia F un fascio localmente libero su una superficie abeliana
X: se F & pp-semistabile, per qualche polarizzazione ¢;(H) € NS{X}, allora deve essere
AF) > 0 con A(F) = 0 se e soltanto se F & un fascio semi-omogeneo su X.

PrROPOSIZIONE. 4.15. Se F & un fibrato vettoriale omogeneo su una varietd abeliana
X e F' ¢ un suo quoziente non nullo e privo di torsione, allora ¢;(F') > 0 con ¢;{F') = 0
se e soltanto se F' & anch’esso un fibrato vettoriale omogeneo.

ProOPOSIZIONE. 4.16. Se F & un fascio privo di torsione su una superficie abeliana X
allora anche il fascio R®S (F) & un fascio privo di torsione su Pic® (X); questo fatto non é
necessariamente vero per gli R'S (F), coni = 1,2.

In ultimo, & enuneciata una proprietd di anticommutativitd per la trasformazione di
Fourier-Mukai che & utilizzata nella proposizione 3.4.

PROPOSIZIONE. 4.17. Si ha la seguente regola di anticommutativita:

RHom (—. Oy} o RS = {a‘\'—l__\r]* o RS o RHom (-, Ox) ) 12l
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