CAPITOLO 1

SPAZI TOPOLOGICI

§1 TOPOLOGIE SU UN INSIEME

Sia X un insieme. Una topologia su X e una famiglia 7 di sottoinsiemi di X,
che si dicono aperti. Gli aperti di una topologia su X devono soddisfare i seguenti
assiomi:

(O1) 0, X sono aperti;

(O3) l'unione di una qualsiasi famiglia di aperti ¢ un aperto;

(O3) lintersezione di una qualsiasi famiglia finita di aperti & un aperto.
L’assioma (Os) € equivalente a

(O}) AnBer VA BeT.

Uno spazio topologico & la coppia X = (X, 7) formata da un insieme X e da una
topologia 7 su X.

Se Y & un sottoinsieme di uno spazio topologico X, la famiglia A degli aperti
A di X contenuti in Y & non vuota, perché () € A. L’unione | JA &, per 'assioma

(Os), il piu grande aperto contenuto in Y. Esso si indica con Y e si dice parte
interna di Y. Gli aperti di X sono i sottoinsiemi di X che coincidono con la loro
parte interna.

LEMMA 1.1 Sia X uno spazio topologico e siano A, B due sottoinsiemi di X.
Allora:

(i) Se A C B, anche A - B.

— o o
(i) ANB=ANB.

DiMm. (i): abbiamo A C A C B e quindi A C B perché A ¢ un aperto contenuto
in B.

o

o o o o N
(i) Poiché AN B & un aperto contenuto in AN B, vale 'inclusione ANB C AN B.
o)
D’altra parte AN B & un aperto contenuto sia in A che in B e quindi in AN B.
o

s o) o)
Dunque vale anche I'inclusione opposta AN B C AN B e quindi I'uguaglianza.

Esempio 1.1 Sia X un insieme qualsiasi. Si dice topologia discreta su X quella
per cui tutti i sottoinsiemi di X sono aperti e topologia indiscreta su X quella in
cui soltanto () e X sono aperti.
Se X contiene almeno due punti, la topologia discreta e quella indiscreta sono
distinte e si possono definire su X topologie diverse da quella discreta e da quella
1
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indiscreta. Ad esempio, se a € X # {a}, allora 7 = {0, {a}, X} & una topologia su
X diversa sia da quella discreta che da quella indiscreta.

Siano 71 e T due topologie sullo stesso insieme X. Se 7 C 75 diciamo che 7 ¢
piu fine di 7, oppure che 71 € meno fine di 7».

Osserviamo che la topologia discreta e la piu fine e quella indiscreta la meno fine
tra le topologie su X.

La relazione di ”essere piu fine di” ¢ una relazione di ordinamento parziale tra
le topologie su un insieme X fissato. Se non vale né la relazione 7, C 75, né la
relazione 71 D 79, diciamo che le due topologie non sono confrontabili. Si verifica
facilmente che vale la:

PROPOSIZIONE 1.2 Sia X un insieme e sia {1;|i € I} una famiglia di topologie
su X. Allora L’intersezione (),.; 7; ¢ una topologia su X.

Abbiamo poi:

PROPOSIZIONE 1.3 Sia X un insieme e sia I' una qualsiasi famiglia di sottoinsiemi
di X. Vi é un’unica topologia T su X caratterizzata dalla proprieta di essere la
meno fine tra le topologie su X per cui gli elementi di I' sono aperti. Ogni aperto
di T & unione di intersezioni finite di aperti di T' = T' U {(}, X}.

DiMm. La famiglia 7 delle topologie su X per cui gli elementi di I sono aperti
contiene la topologia discreta e quindi ¢ non vuota. Chiaramente (|7 € meno fine
tra tutte le topologie su X per cui gli elementi di I' sono aperti. Indichiamo con 7 la
famiglia di sottoinsiemi di X formata dalle unioni di intersezioni finite di elementi di
. Abbiamo 7 C ()7 e quindi per completare la dimostrazione bastera mostrare che
7 & una topologia. Gli assiomi (O;) e (Oz) sono di verifica immediata. Mostriamo
che vale anche (O03). Siano A e B due elementi diT: A = J,c; 4i, B =, ; Bj, ove

gli A; e i B; sono intersezioni finite di elementi di . Per la proprieta distributiva
dell’unione rispetto all’intersezione otteniamo: AN B = U(i,j)eIxJAi N Bj; per

ogni (¢,7) € I x J 'insieme A; N B; & ancora un’intersezione finita di elementi di r
equindi ANB € T.

Se 7 ¢ la meno fine tra le topologie su X per cui gli elementi di I' C 2% sono
aperti, diciamo che I' € una prebase di 7. Se ogni aperto non vuoto di 7 € unione
di aperti di I' C 7, diciamo che I" € una base di 7.

Abbiamo:

PROPOSIZIONE 1.4 Sia X un insieme, T una topologia su X e I' una prebase di
7. Allora le intersezioni finite di aperti di ' =T'U {0, X} formano una base di 7.

PRrROPOSIZIONE 1.5 Sia X un insieme, T una topologia su X e B una famiglia di
aperti. Condizione necessaria e sufficiente affinché B sia una base di T € che per ogni
aperto non vuoto A di X ed ogni p € A vi sia un aperto B € B tale che p € B C A.

PROPOSIZIONE 1.6 Sia X un insieme e B una famiglia di sottoinsiemi di X.
Condizione necessaria e sufficiente affinché B sia una base degli aperti di una topo-
logia su X é che

(B1) UB=X;
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(B2) Le intersezioni finite di elementi di B sono unioni di elementi di B.

Dim. Si definisca 7 come la famiglia formata dall’insieme vuoto e dalle unioni di
elementi di B. Si verifica allora che 7 soddisfa gli assiomi di una topologia.

Esempio 1.2 (Topologia Euclidea su R.) Sia B la famiglia degli intervalli aperti
Ja,b[= {z € R|a < = < b} di R, al variare di a,b tra le coppie di numeri reali con
a < b. Poiché ogni intersezione finita di intervalli aperti ¢ o I'insime vuoto o un
intervallo aperto, per la proposizione precedente la B € una base di una topologia
su R, che chiamiamo la topologia Euclidea su R.

Si verifica che gli intervalli aperti con estremi razionali sono ancora una base della
topologia Euclidea. Esempi di prebasi che non sono basi sono dati dalla famiglia
delle semirette aperte {]a,+oo[|a € R} J{] — o0,a[|a € R} e dalla sottofamiglia
costituita dalle semirette aperte con origine razionale.

EsempIO 1.3 (Topologia dell’ordine) Piu in generale, sia X un insieme totalmente
ordinato, mediante una relazione <. Allora le semirette aperte S, {z € X |z < a}
e SH{z € X |a < x}, al variare di a in X, formano una prebase di una topologia
su X in cui gli intervalli aperti {x € X |a < < b} sono aperti per ogni a,b in X.

EsemMpIO 1.4 (Topologia dell’ordine a destra) Sia X un insieme totalmente or-
dinato mediante <. Allora la famiglia delle semirette aperte {S; |a € X} ¢ una
prebase di una topologia su X, che si dice dell’ordine a destra.

In modo analogo si definisce la topologia dell’ordine a sinistra.

Sull’insieme N dei numeri naturali, con 'ordinamento usuale, la topologia dell’or -
dine e dell’ordine a sinistra coincidono con la topologia discreta, mentre quella
dell’ordine a destra e strettamente meno fine della topologia discreta.

EseEmpP1O 1.5 Su R la famiglia B degli intervalli [a,b[= {x € R|a < z < b} chiusi
a sinistra e aperti a destra e la base di una topologia strettamente piu fine della
topologia Euclidea.

§2  SOTTOINSIEMI CHIUSI

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico. I complementari in X degli aperti si
dicono chiusi di X. La famiglia dei chiusi di X soddisfa gli assiomi:

(C1) 0, X sono insiemi chiusi;

(C2) lintersezione di una qualsiasi famiglia di chiusi ¢ un chiuso;

(Cs) l'unione di una famiglia finita di chiusi ¢ un chiuso.

Viceversa, se chiamiamo ”chiusi” gli elementi di una famiglia € di sottoinsiemi
di X che soddisfi gli assiomi (C1), (C2) e (C3), alloralaT={X\A|A €€} ela
famiglia degli aperti dell’'unica topologia su X per cui la € sia la famiglia dei chiusi.

Osserviamo che la proprieta (C3) € equivalente a:

(C4) Se A, B sono chiusi anche AU B ¢ chiuso.

LEMMA 2.1 Se A é un aperto e B un chiuso dello spazio topologico X, allora A\ B
¢ un aperto e B\ A un chiuso di X.

DiM. Abbiamo infatti:

A\B=AN(X\B), B\A=DBn(X)\A)



4 CAPITOLO I. SPAZI TOPOLOGICI

e quindi A\ B ¢ aperto perché intersezione di due aperti e B \ A & chiuso perché
intersezione di due chiusi.

Sia Y un sottoinsieme di uno spazio topologico X. La famiglia K dei chiusi di X
che contengono Y ¢ non vuota, in quanto X € K. Per I'assioma (Cz), I'intersezione
() ¢ un chiuso, ed ¢ il piu piccolo chiuso di X che contiene Y. Esso si indica con
Y e si dice la chiusura di Y. I punti di Y si dicono aderenti ad Y. Tutti i punti
di Y sono aderenti ad Y. Un punto = aderente ad Y \ {z} si dice di accumulazione
per Y.

Un sottoinsieme Y di X e chiuso in X se e soltanto se e uguale alla propria
chiusura.

o _
Sia Y un sottoinsieme dello spazio topologico X. Osserviamo che Y C Y C Y.

Chiamiamo frontiera di Y in X, e indichiamo con bY, la differenza Y \ Y.

LEMMA 2.2 Sia X uno spazio topologico e siano A, B due sottoinsiemi di X.
Allora

(i) Se A C B, allora A C B;

(1i) AUB=AUB.

DiM. (i): Supponiamo sia A C B. Poiché B D B, B & un chiuso che contiene A
e quindi contiene la sua chiusura A. o
(74): Abbiamo AU B C AU B perché AU B ¢ un chiuso che contiene AU B; poiché

AU B ¢ un chiuso che contiene sia A che B, esso contiene sia A che B e pecid vale
Iinclusione opposta AU B C AU B e quindi I'uguaglianza.

LEMMA 2.3 Sia X uno spazio topologico e sia A un sottoinsieme di X. Allora:

(2.1) A=X\X\A4, A=X\X\A.

DiM. Osserviamo che X\ X \ A & un aperto contenuto in A e vale quindi I'inclusio -

ne X\X \ A C A. Epoi X \ A C X\ A perché X\ A & un chiuso che contiene X \ A.
Tra i complementari vale I'inclusione opposta: X \ (X \ A) DX\ (X \ A) =A
e percio vale la seconda uguaglianza in (2.1).

La seconda uguaglianza in (2.1), applicata all’insieme X \ A, ci da:

—_ _ _
X\A=X\X\(X\A) =X \4.

f-,O\ J— J—
Quindi X \ X \ A= X\ (X \ A) = A ed otteniamo la prima delle (2.1).

EseEmpio 2.1 (Topologia di Zariski) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione
finita su un campo K. Sia A(V) la K-algebra delle funzioni polinomiali su V a
valori in K. Indichiamo con € la famiglia degli insiemi

CF)={veV|f(v)=0,VfeF}
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al variare di F tra i sottoinsiemi di A(V). Gli elementi di € sono i chiusi di una
topologia su V, che si dice la topologia di Zariski di V.

Verifichiamo che valgono gli assiomi (Cy), (C2) e (C3).

Infatti ) = C(A(F)) e V= C({0}) appartengono entrambi a €, e quindi vale la
(C1).

Sia {F};};c; una qualsiasi famiglia di sottoinsiemi di A(V). Allora N;c;C(F;) =
C(UierF;) e quindi anche (Cz) ¢ verificata.

Per dimostrare che vale la (C3), osserviamo che se F' C A(V) e indichiamo con
(F') lideale di A(V) generato da F, allora C ((F')) = C(F). Si verifica quindi
che, se {F;};c; € una famiglia finita di sottoinsiemi di A(V), allora U;c;C(F;) =
C (Nier(F7))-

63 INTORNI, FRONTIERA

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico e sia x € X. Si dice intorno di x un
qualsiasi sottoinsieme U di X che contenga x nella sua parte interna.

Una famiglia V' di intorni di z si dice fondamentale se ogni intorno U di z contiene
un elemento V di V.

Gli aperti di X sono tutti e soli i sottoinsiemi A di X che sono intorni di ogni loro
punto. La topologia di X & quindi completamente determinata quando si conosca,
per ogni z € X, un sistema fondamentale V), di intorni di x.

Indichiamo con U, la famiglia degli intorni di x € X per una topologia 7 su X.
Si verifica che {U,, |z € X} gode delle seguenti proprieta:

(Uy) Per ogni xz € X, U, # 0 e x €U per ogni U € U,.

(Us) Per ogni z € X ed U € U, esiste V C U tale che z € V e V € U, per ogni
yelV.

(Us) SeU CV eU € U,, allora anche V' € U,.

(Uy) Se Uy, Us € Uy, allora anche Uy NUs € U,.

Viceversa, sia X un insieme e X > z — U, C 2% un’applicazione che faccia
corrispondere ad ogni punto x di X una famiglia U, di sottoinsiemi di X, in modo
che siano verificati gli assiomi (U1), (Us), (Us), (Uy). Allora gli insiemi A C X tali
che A € U, per ogni y € A formano gli aperti di una topologia su X, per cui le U,
sono le famiglie degli intorni dei punti x € X.

Possiamo caratterizzare la chiusura e la parte interna di un sottoinsieme di X
utilizzando il concetto di intorno. Abbiamo infatti:

LEMMA 3.1 Sia X uno spazio topologico, A un sottoinsieme e x un punto di X.
Allora:

[¢]
(i) = € A se e soltanto se A é un intorno di x;
(ii) = € A se e soltanto se ogni intorno di x ha con A intersezione non vuota.

Siano x un punto e A un sottoinsieme di uno spazio topologico X. Diciamo che:

o
xeinternoad A se x € A;
x e aderentead A se x € A;
x ¢ esternoad A se xz¢ A;

x & di frontieraper A se x€ A\ A=0bA;
x & di accumulazione per A se xz € A\ {z}
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L’insieme dei punti di accumulazione di A si dice il derivato di A. Un insieme chiuso
che coincida con l'insieme dei suoi punti di accumulazione si dice perfetto.
o

Un sottoinsieme A di X si dice densose A = X e raro se A = ().

§4  SPAZI METRICI
Una distanza su un insieme X ¢ una funzione

d: X xX —R

che gode delle proprieta seguenti:

>0 se z#yeX e d(x,z)=0 perogni z¢€X;
=d(y,x) per ogni z,y € X;
<d(x,z) + d(z,y) per ogni x,y,z € X.

Chiamiamo spazio metrico la coppia (X,d) formata da un insieme X e da una
distanza d su X.

EsemMPIO 4.1 Nello spazio Euclideo R", dati x = (21, ....,2,) € y = (Y1,--,Yn) €
R"™, poniamo:

n

(4.1) da,y) = |z —yl = | D (@i — )2

=1

La d e una distanza, che si dice distanza Euclidea su R™.

Esempio 4.2 In C", dati z = (21, ..., 2n) € w = (w1, ..., w,) poniamo

(4.2) d(z,w) =z —w| = Z|zi—wi]2.
i=1

La d e una distanza su C™, che si dice distanza Fuclidea. Osserviamo che essa
coincide con la distanza Euclidea di R?" quando si identifichi z = (21, ..., 2,) € C"
ad x = (Rzy,..., Rz, 21, ..., Sz,) € R,

EseMPIO 4.3 (Lo spazio metrico ) Sia {3 'insieme delle successioni {a, }n>1
di numeri reali tali che > >, a2 < co. Se a = {a,}, b= {b,} € {2, poniamo

(4.3) d(a,b) = [la=b| = \|> (an —bn)?.

Questa funzione ¢ ben definita su /5 in quanto

(d(a,b))* <2 <i az + ibi) < 0.

La verifica che questa sia una distanza su ¢y € analoga a quella per gli spazi Euclidei.
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Sia (X, d) uno spazio metrico. Se x € X e r ¢ un numero reale positivo, I'insieme
(44) B(z,r) = {y € X |d(z,y) <r}

si dice palla aperta di centro x e raggio r; I'iniseme

(4.5) B(z,r) = {y € X|d(z,y) <7}
si dice palla chiusa di centro x e raggio r; I'insieme
(4.6) S(z,r) = {y € X|d(z,y) =1}

si dice sfera di centro x e raggio r.

Siano (X, d) uno spazio metrico e A, B due sottoinsiemi di X. Poniamo
(4.7) d(A,B) = inf{d(z,y) |z € A, y € B}.

Se x € X scriveremo d(x, A) invece di d({z}, A).
Definiamo inoltre diametro dell'insieme A I’elemento di R U {+o0}:

(4.8) diam(A) = sup{d(z,y) |z, y € A}.

Quando diam(A) < oo diciamo che l'insieme A & limitato.

TEOREMA 4.1 Le palle aperte di uno spazio metrico (X,d) formano una base di
una topologia su X.

DmMm. Siano zq, ..., x, € X e siano rq, ..., r, numeri reali positivi. Per ogni x €
N7y B(z;, ;) poniamo r(x) = infi<;<, r; — d(x, z;). Il numero reale r & positivo e,
se y € B(xz,r(x)), allora per ogni 1 <1 < n abbiamo

d<y7xz) < d(yax) + d(xax’b> <.

Cid dimostra che  B(z,r(z)) C (o, B(zs,7i)

e quindi Ny Bz, ri) = Umem?ﬂB(%m B(z,r(x)). Quindi vale la proprieta
(B3) della Proposizione 1.6. La proprieta (By) € senz’altro vera e quindi la tesi e
dimostrata.

La topologia su X che ha come base le palle aperte di una distanza d si dice
topologia metrica.

OSSERVAZIONE Sia (X, d) uno spazio metrico. Per ogni punto = di X le palle
aperte di centro x e raggio 27" (per n € N) formano un sistema fondamentale
numerabile di intorni di x per la topologia indotta dalla metrica d.

Uno spazio topologico X = (X, 7) che abbia come base le palle aperte di una
distanza d su X si dice metrizzabile.

Come vedremo nel seguito, non tutte le topologie sono metrizzabili e, nel caso
di topologie metrizzabili, diverse funzioni di distanza possono definire la stessa
topologia. Due distanze che inducano sull’insieme X la stessa topologia si dicono
topologicamente equivalenta.
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EsEMPIO 4.4 Sia X un insieme qualsiasi. La funzione:

0 sex=y

XxXB(x,y)—)d(m,y):{ | seady

¢ una distanza che induce su X la topologia discreta.
Se X = Z questa distanza ¢ topologicamente equivalente alla

ZXLZ> (z,y) = |z —y|leR.

EsempPio 4.5 La topologia indotta su R™ dalla distanza Euclidea si dice topologia
FEuclidea di R™.

Analogamente supporremo assegnata su £, la topologia indotta dalla metrica che
abbiamo definito sopra.

OSSERVAZIONE  Sia (X, d) uno spazio metrico e sia dj : X x X — R definita da
di(z,y) = min{d(z,y),1} Vz,y € X.

La d; e una distanza su X, topologicamente equivalente a d. In particolare: ogni
distanza su un insieme X é topologicamente eqivalente ad una distanza in cui X &
limitato.

§5  SOTTOSPAZI E TOPOLOGIA INDOTTA
Si verifica facilmente, utilizzando gli assiomi (Oy), (O2), ((O3) che definiscono
una topologia, che vale la seguente

PROPOSIZIONE 5.1 Sia 7 una topologia su un insieme X e sia Y un sottoinsieme
di X. Allora
7_|Y = {AﬂYlAGT}

e una topologia su'Y .

La topologia 7|y si dice la topologia indotta da X = (X, 7)suY eY = (Y, 7|y) si
dice sottospazio topologico di X. Se Y e un aperto di X, allora gli aperti di Y sono
anche aperti di X. Se Y e un chiuso di X, allora i chiusi di Y sono anche chiusi di
X.

LEMMA 5.2 Sia X = (X, 7) uno spazio topologico e A C' Y C X due sottoinsiemi
di X. Allora la chiusura di A in Y é data da

Ry e

La topologia indotta da X su A coincide con la topologia indotta su A da Y.

Se la topologia T su X é indotta da una distanza d : X x X — R su X, allora la
topologia indotta su Y coincide con la topologia indotta dalla restrizione a 'Y della
distanza su X.

EsEmMmPIiO 5.1 Indicheremo con

I" = {(z1,...,zn) ER"|[0<2; <1,i=1,...,n}
D" = {(x1,...,x,) € R |2} + ... + 22 < 1}

8" = {(z0,1,..,x) €R™ |2 + 2% + ...+ 22 = 1}
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(per n > 1) rispettivamente il cubo e la palla unitari di dimensione n con la topologia
di sottospazio di R"™ e la sfera di dimensione n (con n > 0) con la topologia di
sottospazio di R"*'. Per n = 0, identifichiamo I° e D all’insieme formato da
un solo punto, con la topologia discreta. Se n = 1, scriviamo I invece di I'.
Osserviamo che SY & 'insieme formato da una coppia di punti, con la topologia
discreta. Converremo che I" = D" = S"™ = () se n < 0.

86  RICOPRIMENTI

Sia A un sottoinsieme di X. Si dice ricoprimento di A una famiglia T' di
sottoinsiemi di X tale che A C [JI'. Un secondo ricoprimento A di A si dice
inscritto in I' o un raffinamento di I'  se si puo definire un’applicazione ¢ : A — I
tale che A C t(A) per ogni A € A. La ¢ si dice funzione di raffinamento. Se A C T’
e la funzione di raffinamento ¢ 'inclusione, diciamo che A & un sottoricoprimento
diI'.

Se X = (X, 7) & uno spazio topologico, un ricoprimento I" di un suo sottoinsieme
A si dice aperto (risp. chiuso) se ogni suo elemento € un aperto (risp. un chiuso)
di X.

Esso si dice localmente finito se ogni punto di X possiede un intorno U, che ha
intersezione non vuota con al pitt un numero finito di elementi di I'.

E ovvio che in ogni ricoprimento aperto se ne puo inscrivere uno i cui insiemi
appartengano tutti a una base di aperti assegnata.

Un ricoprimento I' di uno spazio topologico X si dice fondamentale se condizione
necessaria e sufficiente affinché un sottoinsieme A di X sia aperto € che A N B sia
un aperto di B (per la topologia di sottospazio) per ogni B € I.

Si ottiene una caratterizzazione equivalente dei ricoprimenti fondamentali sosti-
tuendo alla parola aperto la parola chiuso nella definizione precedente.

TEOREMA 6.1 Ogni ricoprimento aperto e ogni ricoprimento chiuso localmente
finito di uno spazio topologico X = (X, 7) sono fondamentali.

Dim. E evidente che ogni ricoprimento aperto e ogni ricoprimento chiuso finito
sono fondamentali.

Supponiamo ora che I' sia un ricoprimento chiuso localmente finito. La famiglia
A degli aperti di X che intersecano solo un numero finito di elementi di I" & un
ricoprimento aperto di X e dunque fondamentale. Sia A un sottoinsieme di X tale
che AN B sia aperto in B per ogni B € I'. Allora AN BN C & un aperto di BNC
per ogni Be€I'e C € A. Poiché {BNC'| B € I'} ¢ un ricoprimento chiuso finito di
C € A, ne segue che AN C e aperto in C per ogni C' € A e quindi che A e aperto
in X in quanto A ¢ fondamentale.

ESEMPIO 6.1 Se A, B sono due sottoinsiemi di uno spazio topologico X tali che
AUB = X allora {A, B} & un ricoprimento fondamentale di X.

Se I' & un ricoprimento fondamentale inscritto in un ricoprimento A, allora A &
anch’esso fondamentale.

PROPOSIZIONE 6.2 Sia I' un qualsiasi ricoprimento di un insieme X e sia asse-
gnata, per ogni A € I', una topologia T4 su A. Allora

T={Y CX|YNAecTyVAeTl}
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e una topologia su X, rispetto alla quale I' é un ricoprimento fondamentale. La
topologia indotta dalla T su ciascun sottoinsieme A € I' & meno fine della T4.

Dim. Si verifica facilmente che 7 ¢ una topologia su X. Gli aperti di 7|4 sono
tutti e soli i sottoinsiemi della forma BN A con B € 7. Essi appartengono quindi a
74 per la definizione di 7, onde 7|4 C 74. Da questo segue che I' & un ricoprimento
fondamentale per X = (X, 7). Infatti un sottoinsieme B di X che intersechi ogni
A €T in un aperto di 7|4 C 74 € aperto in X per la definizione della topologia 7
e viceversa ogni aperto B di X interseca ogni A di I' in un aperto della topologia
relativa.

Sia I' un ricoprimento qualsiasi di uno spazio topologico X = (X, 7). Per la
proposizione precedente, la

m={BCX|BNAcrT|a}

¢ una topologia su X. Essa coincide con la 7 se I' € un ricoprimento fondamentale,
mentre e strettamente piu fine della 7 se I non e fondamentale. La 7 si dice la
topologia debole associata al ricoprimento I'.

EsEMPIO 6.2 Sia X uno spazio topologico e sia I' = {{z} |xr € X}. La topologia
debole del ricoprimento I' ¢ la topologia discreta su X.

ESEMPIO 6.3 Su R? con la topologia Euclidea consideriamo il ricoprimento I
formato da tutte le rette passanti per I'origine. La topologia debole del ricoprimento
I' & strettamente piu fine della topologia Euclidea. Infatti I'insieme A descritto in
coordinate polari (x = rcosf, y = rsinf) da:

A={r <|sinf|} U{(z,0) |z € R}

¢ un aperto di 70 ma non ¢ un intorno di (0,0) nella topologia Euclidea, in quanto
non contiene nessuna palla aperta di raggio positivo con centro in (0, 0).

§7 APPLICAZIONI CONTINUE

Siano X = (X, 7x) e Y = (Y, 7y) due spazi topologici.

Un’applicazione f : X — Y si dice continua se 'immagine inversa mediante f
di un qualsiasi aperto di Y € un aperto di X:

(7.1) f:X =Y econtinua <= [ l(A)ecTx VAcTy.

Poiché per ogni A C Y risulta f~1(Y\A) = X\ f~1(A), un’applicazione f : X — Y
¢ continua se e soltanto se 'immagine inversa di un qualsiasi chiuso di Y ¢ un chiuso
di X.

TEOREMA 7.1 SiaY = (Y, 7y) uno spazio topologico, X un insiemee f: X —Y
un’applicazione. Allora la famiglia di sottoinsiemi di X

frirv) = {f7(A)]Aery}

¢ una topologia su X.
Se T' & una base (risp. prebase) di Ty, allora

1) ={f(4)]Aer}
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¢ una base (risp. prebase) della topologia f*(ty).

DiM.  Abbiamo f=1(0) =0 e f~1(Y) = X. Inoltre, per ogni famiglia {A4;|i € I}
di sottoinsiemi di Y risulta:

U =1 (U Az-) N = (n Ai> |

i€l i€l i€l i€l
Da queste considerazioni segue immediatamente la tesi.

La topologia f*(7y) costruita nel teorema precedente si dice il pull-back o im-
magine inversa su X della topologia 7y su Y mediante I’applicazione f: X — Y.

Un’applicazione f : X — Y tra due spazi topologici X = (X,7x) e Y = (Y, 7y)
¢ continua se e soltanto se f*(7y) C Tx, cioe se e soltanto se la topologia di X &
piu fine del pull-back su X, mediante f, della topologia di Y.

Da questa osservazione ricaviamo il criterio:

TEOREMA 7.2 Siano X = (X,7x), Y = (Y,7y) due spazi topologici e I' C
Ty una prebase degli aperti di Y. Condizione necessaria e sufficiente affinché
un’applicazione f : X — Y sia continua é che, per ogni aperto A della prebase
I, f~1(A) sia un aperto di Tx.

TEOREMA 7.3 La composizione di applicazioni continue é un’applicazione conti-
nua.

Dim. Siano X, Y e Z tre spazi topologici e siano f: X — Y eg:Y — Z due
applicazioni continue. Se A & un aperto di Z, allora g71(A) & un aperto di Y e
quindi f~1(g7*(A)) = (go f)"*(A) & un aperto di X. Dunque go f : X — Z &

un’applicazione continua.

LEMMA 7.4 Sia f: X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici X,
Y. Siano A C X e B CY tali che f(A) C B. Allora I'applicazione

flE:Asz— f(x)eB
e continua per le topologie di sottospazio su A e B.

DiMm. Sia U un aperto di B. Possiamo allora trovare un aperto U di Y tale che
U=BnU. Allora

f7HU) = fUBA0) = (BN FHO)
e quindi 3 .
(fID7IU) = Anf=HB)NfH(U) = An f7H(U)
e un aperto della topologia indotta su A da X.

L’applicazione f|% introdotta sopra si dice abbreviazione di f al dominio A
e al codominio B. Se B =Y, scriviamo semplicemente f|4 e chiamiamo tale
applicazione restrizione di f ad A.
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Osserviamo che f: X — Y e continua se e soltanto se fg((X) é continua.
Per semplicitd, indicheremo a volte I'abbreviazione f|§ di f mediante f : A — B.

OSSERVAZIONE Sia f : X — Y un’applicazione tra due insiemi X e Y e siano
T1 C T2 due topologie su X e o1 C 02 due topologie su Y. Se f e continua per la
topologia 71 su X e la topologia o2 su Y, allora ¢ continua anche per le topologie
To su X e o1 su Y: un’applicazione continua rimane cioe continua quando si passi
a una topologia meno fine nel codominio e a una piu fine sul dominio.

LEMMA 7.5 La topologia di sottospazio su un sottoinsieme A C X di uno spazio
topologico X é la meno fine tra quelle che rendono I’applicazione di inclusione

t:A>x sz X

continua.

TEOREMA 7.6 Sia I' un ricoprimento fondamentale di uno spazio topologico X.
Supponiamo che per ogni A € I' sia assegnata un’applicazione

fA:A—>Y

di A in uno spazio topologico Y che sia continua per la topologia di sottospazio su

A. Se

(7.2) falane = fBlane VA, BeT

risulta definita un’unica applicazione continua f : X — Y tale che fla = fa per
ogni AeT.

Dim. Osserviamo che la (7.2) ci consente di definire un’unica applicazione f :
X — Y tale che f|4 = fa per ogni A €T. Se U & un aperto di Y, allora f~(U)
e un aperto di X perché

FU)nA = 1)

e un aperto di A per ogni elemento A del ricoprimento fondamentale I'. Osserviamo
che viceversa, per il Lemma 7.4, se f & continua, tutte le f4 = f|4 sono continue.

EseEMPIO 7.1 Siano RT = {z € Rz > 0} e R"{z € R|z < 0}. Sia X uno
spazio topologico e f; : Rt — X, f_ : R~ — X due applicazioni continue. Se
f+(0) = f_(0), allora 'applicazione f : R — X definita da:

f-(z) se <0
fi(x) se x>0

) = {
¢ continua. Infatti {{x <0},{x > 0}} & un ricoprimento chiuso finito e quindi
fondamentale di R.

Sia f : X — Y un’applicazione tra due spazi topologici X, Y. Diciamo che f &
continua nel punto x € X se per ogni intorno V di f(x) in Y, f~%(V) & un intorno
di z in X. Chiaramente e sufficiente verificare questa proprieta al variare di V' in
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un sistema fondamentale di intorni di f(z) in Y. In particolare, nel caso in cui uno
o entrambi gli spazi X, Y siano metrici, otteniamo il:

TEOREMA 7.7 Sia (Y, d) uno spazio metrico, X uno spazio topologico. Condizione
necessaria e sufficiente affinché un’applicazione f : X — Y sia continua in xg € X
per la topologia su 'Y indotta dalla metrica d é che per ogni € > 0 esista un intorno
U, di g in X tale che

d(f(z), f(zo)) <€ Vzel.

Sia (X, d) uno spazio metrico, Y uno spazio topologico. Condizione necessaria
e sufficiente affinché un’applicazione f : X — Y sia continua in un punto g € X
¢ che, fissato un sistema fondamentale di intorni I' di f(xg) in Y, per ogni V € T’
esista un numero reale § > 0 tale che

flx)eV Vee X con d(x,zg) <9.

Siano (X,d), (Y,d') spazi metrici. Un’applicazione f : X — Y é continua in
xo € X se e soltanto se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

d(z,z0) <6 = d (f(z), f(z0)) < €.

TEOREMA 7.8 Sia f : X — Y un’applicazione tra due spazi topologici X, Y.
Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia continua é che essa sia continua in
ogni punto.

DiM. Supponiamo f continua e sia z € X. Un intorno V di f(x) contiene un
aperto A con f(z) € AC V. Allora f~1(V) D f~}(A) 3 x & un intorno di x perché
f~Y(A) & aperto in quanto abbiamo supposto f continua.

Viceversa, se f € continua in ogni punto di X, I'immagine inversa di un aperto
di Y e un aperto di X perché intorno di ogni suo punto.

Un’applicazione f : X — Y tra due spazi topologici X, Y si dice un omeomor-
fismo se & bigettiva e sia f che f~! sono continue.

Un’applicazione f : X — Y tra due spazi topologici X e Y si dice un omeomor-
fismo locale se per ogni punto g € X possiamo trovare un intorno aperto U di xg
in X tale che

(1) f(U) sia un aperto di Y,
(i) f|5(U) : U — f(U) sia un omeomorfismo.

OSSERVAZIONE Se F € una famiglia di spazi topologici, I'esistenza di un omeo-
morfismo tra due elementi di F ¢ una relazione di equivalenza in F.

Infatti I'applicazione identica ¢ un omeomorfismo di uno spazio topologico in se
stesso, I'inversa di un omeomorfismo € ancora un omeomorfismo e la composizione
di omeomorfismi ¢ ancora un omeomorfismo.

o
Esempio 7.2 D™ = {z € R"||z| < 1} ¢ omeomorfo a R”. Un omeomorfismo ¢
descritto da:

o
D">x — € R",

x
1 — ||
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che ha come inversa
(0]

R">y— e D".

y
1+ |yl

Esempio 7.3 1l cubo I" € omeomorfo a D™.

La frontiera bI" = {z = (71, ...,7,) € R" | sup;;<,, |v; — 1/2| = 1/2} di I" in
R™ & omeomorfa a S’;_l.

La parte interna I = {x = (z1,...,2,) E R"|0 < z; < 1,i=1,...,n} di I" in
R"™ & omeomorfa alla parte interna D™ di D™ in R”.

Sia eq, ...e, la base canonica di R". Poniamo poi, per x = (z1,...,z,) € R,
|x|| = sup;—; ., |7:|]. Consideriamo I’applicazione f : R™ — R" definita da

f(x):{l/Z(%x+e1+...+en) se x#()‘
1/2(e1 +...+e,) se x=0

(o] (0]
La sua abbreviazione a D", I, a S™~1, bI"™, a D™, I™ da gli omeomorfismi cercati.

ESEMPIO 7.4 (PROIEZIONE STEREOGRAFICA) Indichiamo con ey, ey, ..., €, la base
canonica di R"™. §" —{eq} & omeomorfo a R™. Un omeomorfismo ¢ descritto dalla
proiezione stereografica:

2z 2z,
S" — Sx = ey L) — s € R".
{eo} z (xoﬂxlﬂ 7$ ) (1_:1;0 1_:1;0)

La sua inversa e data dalla:

2

R" 3y — <|y| . ) e s
[ +47 [y[* + 4

Identificando R} all’iperpiano affine ¥ = {x¢ = —1} C R *1 la proiezione stereo-

grafica associa ad ogni punto x di 8™ \ {ep} l'intersezione di ¥ con la retta affine

passante per i punti eg e x.

Si possono ottenere altri omeomorfismi sostituendo a 32, in questa costruzione,
un qualsiasi altro iperpiano affine che non contenga il punto ey. In particolare,
se scegliamo liperpiano equatoriale ¥/ = {zy = 0}, otteniamo ’omeomorfismo
(PROIEZIONE DI TOLOMEO)

1 Tn
S"\{ey} >3z — Yy e R"
\eo} 5@ (l—xo 1—:1:0)
con inversa
> =1 2y 2n )
R"By—>( , b € S"\ {eo}.
L+[yl2 14+ y[27 1+ yf?

La proiezione di Tolomeo ha il vantaggio di essere conforme: essa trasforma cerchi
di S™ in cerchi o rette di R™ e preserva 1’angolo dell’intersezione di due cerchi di
S”.
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Esempio 7.5 Sia S' = {z € C||z| = 1}. Allora per ogni intero m # 0
I’applicazione
fm:S'32z—2mes!

¢ un omeomorfismo locale. Essa ¢ un omeomorfismo se e soltanto se m = +1.
Sia infatti zp = €% un punto di S*. Allora
Uz, = {10 — 60| < /|m|}
& un intorno aperto di zg in S'. L’applicazione

U., 3 e — ™ ¢ {e||p — mby| < 7}

ha inversa continua e’® — ¢'/™ ¢ quindi ¢ un omeomorfismo. Osserviamo che
f2, =id|g:1 e quindi fi; sono omeomorfismi; f,, non ¢ un omeomorfismo quando
m # +1 perché non e iniettiva.

Esempio 7.6 L’applicazione
R>60—e?ecs?

¢ un omeomorfismo locale, ma non un omeomorfismo in quanto non e iniettiva.

EseEMPIO 7.7 Sia C linsieme dei numeri complessi z diversi da 0. Consideriamo
le applicazioni:

frm:C32z—2"ecC e exp:C3z— e =e?(cos(Imz)+isin(IJmz)) € C.

Le f,, sono omeomorfismi locali quando m # 0 ed omeomorfismi se m = =+1.
L’applicazione esponenziale ¢ un omeomorfismo locale.

Si chiama immersione topologica un’applicazione continua f : X — Y tra due
spazi topologici X e Y la cui abbreviazione f| g((X) sia un omeomorfismo.

Si chiama tmmersione topologica locale un’applicazione continua f : X — Y tra
due spazi topologici X e Y la cui abbreviazione f |§((X) sia un omeomorfismo locale.

Osserviamo che la restrizione di un’immersione topologica (o di una immersione
topologica locale) f: X — Y a un aperto di X & ancora un’immersione topologica
(risp. un’immersione topologica locale).!

Esempio 7.8 Se X C Y e un sottospazio topologico di Y, allora l'inclusione
t: X — Y e un’immersione topologica.

EsemPIO 7.9 L’applicazione R 3 § — €% € C ¢ una immersione topologica locale.
L’applicazione [0,27[> 6 — ¢ € C non & né un’immersione topologica, né
un’immersione topologica locale.

Esempio 7.10 L’applicazione

S' 3¢ — (1 —cos(20))e? € C

mmersione e immersione locale corrispondono alle parole inglesi embedding e immersion
rispettivamente.
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¢ un’immersione topologica locale, ma non un’immersione topologica perché non e
iniettiva.

Sia X uno spazio topologico e sia Y un sottoinsieme di X. Un’applicazione
continua X — Y tale che f(y) =y per ogni y € Y si dice una retrazione di X su
Y. Un sottoinsieme Y di X per cui si possa trovare una retrazione di X su Y si
dice un retratto di X.

EsempPio 7.11 Ogni punto di uno spazio topologico € un suo retratto. L’insieme
{0,1} non & un retratto di R, ma ¢ un retratto ad esempio del sottospazio Q di R.

TEOREMA 7.9 SiaY C X un sottoinsieme di uno spazio topologico X. Condizione
necessaria e sufficiente affinché Y sia un retratto di X € che per ogni spazio topo-
logico Z e ogni applicazione continua f : Y — Z si possa trovare un’applicazione
continua f : X — Z che la estenda, tale cioé che f|y = f.

DiM. Se ¢ : X — Y e una retrazione, per ogni f : Y — Z continua da Y in uno
spazio topologico Z possiamo definire ’estensione mediante f = fod¢.

Viceversa, una retrazione ¢ : X — Y non e altro che una estensione continua a
X dell’applicazione identica di Y in se.

TEOREMA 7.10 Sia (X, d) uno spazio metrico e A un sottoinsieme non vuoto di
X. Allora la funzione

X >z —d(z,A) =inf{d(z,y) |lyc A} e R

e continua per la topologia definita su X dalla distanza.

DiM. Siano z,y € X e z € A. Allora
d(xz, A) < d(z,2) <d(z,y) + d(y, 2).
Passando all’estremo inferiore rispetto a z € A, troviamo allora
d(z,A) <d(z,y) +d(y,A) Vz,yeX

da cui si ricava (considerando I’analoga disuguaglianza che si ottiene scambiando y
e x):

Questa diseguaglianza implica la continuita.

Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X si dice ritagliabile se & possibile
trovare una funzione continua f : X — I = [0, 1] che valga 0 su A e sia positiva su
X — A. In questo caso diciamo che f ritaglia A. Tutti gli insiemi ritagliabili sono
chiusi e, per il teorema precedente, i chiusi di uno spazio topologico metrizzabile
sono ritagliabili.

EsSEMPIO 7.12  Sia X un insieme e sia B(X) 'insieme di tutte le funzioni f : X —
R limitate, tali cio¢ che sup,¢ y | f(z)| < +o00. Allora

d(f,9) = §g§|f(90) — g(x)]
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¢ una distanza su B(X).
Sia ora assegnata una topologia 7 su X e sia {f,} una successione di funzioni
continue e linitate su X a valori in R. Se vi & una funzione f € B(X) tale che

lim d(f,f,) =0
n—>00

allora f e continua.

Sia infatti x € X e sia € > 0. Fissiamo n in modo che d(f, f,) < €/3. Possiamo
trovare allora un intorno aperto U di x in X tale che | f,(x) — fn(y)| < €¢/3 per ogni
y € U. Abbiamo quindi, per y € U:

[f(@) = fF)] <[f(2) = fa(@)] + |fo(@) = fu(y)] + |fa(y) = f(y)]
<d(f; fn) + €/3 + d(fn, f) <e

e questo dimostra che f € continua in . Dunque f € continua in ogni punto di X
e pertanto e continua in x.

Un’applicazione f: X — Y tra due spazi topologici X e Y si dice aperta (risp.
chiusa) se trasforma aperti di X in aperti di Y (risp. chiusi di X in chiusi di Y).

Un’applicazione continua, chiusa ed aperta si dice un omomorfismo topologico.
Gli omeomorfismi sono esempi di omomorfismi topologici.

TEOREMA 7.11 Se f: X — Y é un omeomorfismo locale, allora é aperta.

Dim. Sia A un aperto di X. Per ogni punto x € A possiamo trovare un intorno

aperto U, di x tale che f(U,) sia un aperto di Y e f \éiU”) sia un omeomorfismo.
In particolare V,, = f(U, N A) ¢ un aperto di f(U,) e quindi di Y. Allora f(A) =
Uzea Vs € un aperto di Y.
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CAPITOLO 1II

COSTRUZIONI TOPOLOGICHE

§1 PRODOTTI TOPOLOGICI
Dal Teorema I.5.1 e dalla Proposizione 1.1.1 segue immediatamente:

TEOREMA 1.1 Sia X un insieme e sia {X; = (X, 7;) |i € I} una famiglia di spazi
topologici, parametrizzata da un insieme I di indici. Supponiamo assegnata, per
ogni i € I, un’applicazione f; : X — X,;. Vi e un’unica topologia 7 su X, meno
fine tra tutte quelle che rendono continue tutte le applicazioni f;. Una prebase I'
di tale topologia é costituita dai sottoinsiemi di X :

r=UJi@laen)

icl
e una base B dai sottoinsiemi

B = {nicsf 1 (A) | J C I finito, A; € 7; Vi € J}.

La topologia 7 € infatti la meno fine tra tutte le topologie su X che sono piu fini
di ognuna delle f(m;).

Ricordiamo che il prodotto cartesiano X = HXZ' di una I-upla (X;|i € I) di
icl

insiemi ¢ I'insieme di tutte le applicazioni x : I — (J,c; X; tali che z(i) = z; € X;

per ogni ¢ € I. Chiaramente X = () se uno dei fattori X; ¢ vuoto. Ammetteremo

nel seguito che valga 1’assioma della scelta, che cioe, se I # () e X; # (), il prodotto

cartesiano di una qualsiasi J-upla? di insiemi non vuoti sia un insieme non vuoto.

Sia (X; = (X;,7;)|i € I) una [-upla di spazi topologici non vuoti. Sia X =
H X; il loro prodotto cartesiano. Per ogni indice h € I indichiamo con
il

X >z — x(h) =1z, € X}

la proiezione sulla h-esima coordinata.
Chiamiamo topologia prodotto su X la meno fine tra le topologie che rendono
continue tutte le proiezioni 7, per h € I. L’insieme X = HXi’ con la topologia
il
prodotto 7, si dice prodotto topologico della I-upla di spazi topologici (X;)ier-

2Supporremo sempre nel seguito I # 0.
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LEMMA 1.2 Sia m un intero positivo, (X; = (X;,7;)|i=1,...,m) una m-upla di
spazi topologici non vuoti e sia X = (X, 7) il loro prodotto topologico. Allora

B = {Al X ... X Am|A1 € 711, ,Am S Tm}
e una base della topologia T.

DiM. 1l lemma € una conseguenza immediata del Teorema 1.1 e della definizione
di topologia prodotto.

Esempio 1.1 La topologia Euclidea di R™ e la topologia prodotto di n copie di R
con la topologia Euclidea.

Esempio 1.2 Consideriamo RY (insieme delle successioni di numeri reali) con la
topologia di prodotto topologico di una famiglia numerabile di copie di R con la
topologia Euclidea. Un sistema fondamentale di intorni di una successione a = (ay,)
in questa topologia e dato dalla famiglia

U, = {{xz(xn)GRNij—aj|<2_m per jgm}|m€N}.

EseMPIO 1.3 Sia Y un insieme contenente almeno due punti, su cui consideriamo
la topologia discreta. Sia X = YN l'insieme delle successioni a valori in Y, con
la topologia prodotto. La topologia di X e strettamente meno fine della topologia
discreta: una base degli aperti di X ¢ costituita dagli insiemi

{(yn) |y =a; Vj<m}
al variare di m tra gli interi positivi e di (ag, ..., a,,) tra le m-uple di elementi di Y.

OSSERVAZIONE Nel caso di un prodotto finito di spazi topologici una base di aperti
per la topologia prodotto ¢ data dai prodotti di aperti dei singoli fattori. Invece
nel caso di un prodotto infinito HXZ- una base di aperti e costituita dai prodotti
il
di aperti H Aj; in cui tutti gli A;, tranne al pitt un numero finito, siano uguali ad
iel

X;. InfauttiE una base del prodotto sara costituita dalle intersezioni finite di elementi
della prebase definita nel Lemma 1.2. In particolare se A é un aperto nella topologia
prodotto, abbiamo m;(A) = X; per tutti, tranne al pit un insieme finito di indici
1€ 1.

OSSERVAZIONE  Se (X; = (X, 7;) | € I) € una I-upla di spazi topologici non vuoti,

la famiglia o = H A;|A; € Ti} ¢ una base di una topologia su H X, che si dice
iel iel
la topologia delle sc€atole. Essa coincide con la topologia prodottoe se il numero di
fattori del prodotto che contengano piu di un elemento e finito, ed & strettamente
piu fine della topologia prodotto se tale numero ¢ infinito.
Consideriamo ad esempio l'insieme X di tutte le applicazioni f : R — R. Esso si
puo considerare come il prodotto cartesiano di tante copie di R quanti sono i numeri
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reali. Una base della topologia prodotto su X si ottiene considerando i sottoinsiemi
di X:
{f€X|f(m’L) G]aivbi[a Z:]_7,TL}

al variare di n tra i numeri naturali, e di x; e a; < b; tra i numeri reali. Questa e
la topologia della convergenza puntuale. La topologia delle scatole ha invece come
base degli aperti insiemi della forma

{f e X]a(z) < f(z) < p(x)}

al variare di «, 3 tra le coppie di funzioni reali di variabile reale tali che a(x) < ()
per ogni z € R. Questa topologia ¢ piu fine di quella della convergenza uniforme.

TEOREMA 1.3 Sia f : Y — X un’applicazione di uno spazio topologico Y in
uno spazio topologico prodotto X = [],.; X;. Condizione necessaria e sufficiente
affinché f sia continua é che siano continue tutte le applicazioni f; = m;o f : Y —
X, (peri € I) che si ottengono componendo la f con le proiezioni sui singoli fattori.

DiM. Poiché le proiezioni sui singoli fattori sono continue, se f € continua anche
le f; sono continue perché composte di applicazioni continue.

Supponiamo viceversa che tutte le f; siano continue. Gli aperti 7r; *(A) al variare
dizin I e di A tra gli aperti di X; formano una prebase della topologia di X. Per
ciascuno di questi aperti f~(w; 1(A)) = f;'(A) ¢ apertoin Y. Quindi f & continua
perché sono aperte in Y le immagini inverse degli aperti di una prebase di X.

TEOREMA 1.4 Sia X = (X = [[, X;,7) il prodotto topologico di una I-upla di
spazi topologici non vuoti (X; = (X;,7;) |i € I). Fissato un elemento 2° € X e un
indice h € I, indichiamo con X, (x°) il sottospazio di X :

Xp(z") = {z € X |z =2y Vi#h}.
Sia t =t} 4, l'applicazione ¢ : X;, — X definita da

29 7
won = {70 7

t per i=h.

L’applicazione « ¢ un’immersione topologica, che ha per immagine il sottospazio
Xh(.’L‘O) di X.

Dim. La continuita di ¢ segue dal teorema precedente: m; o ¢ € costante se ¢ # h
e l'identita su X, quando ¢ = h. La L|§Z<x0) € un omeomorfismo topologico perché
la sua inversa ¢ continua essendo la restrizione 7y|x, (z0) della proiezione 7, al
sottospazio Xp,(z?).

TEOREMA 1.5 Sia X = (X = [[, X;,7) il prodotto topologico di una I-upla
di spazi topologici non vuoti (X; = (X;,7;)|¢ € I). Le proiezioni sulle coordinate

m; + X — X, sono applicazioni aperte.

DiMm. Usiamo le notazioni introdotte nel teorema precedente.
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Fissiamo un indice j € I. Se A e un aperto di X, allora AN X;(x) € un aperto
di X;(z) per ogni z € X. Per il teorema precedente le applicazioni 7;|x; () :
X,;(z) — X, sono omeomorfismi per ogni z € X. In particolare tutti gli insiemi
i (AN X;(z)) = mj|x;(2) (AN X;(z)) sono aperti di X; e quindi

mi(A) = |J m(AnX;(z))

rzeX

¢ un aperto di Xj.

PRrRoOPOSIZIONE 1.6  Sia X il prodotto topologico di una I-upla di spazi topologici
(X;|i €I). Sia F;, per ogni indice i € I, un sottoinsieme chiuso di X;. Il prodotto
HFi ¢ un chiuso di X.

iel

Dim. Per ogni indice ¢ € I 'insieme A; = X; — F; e aperto in X;. Quindi

X-I[F =~

i€l jeJ
¢ aperto in X.

TeEOREMA 1.7  Sia X il prodotto topologico di una I-upla di spazi topologici

(X; = (Xi, i) |i € I), ciascuno dei quali contenga almeno due elementi.
Condizione necessaria e sufficiente affinché X sia metrizzabile é che ciascuno dei

fattori X; sia metrizzabile e che I'insieme di indici I sia finito o al piti numerabile.

DiMm. Supponiamo che X = (X, 7) sia metrizzabile. Allora tutti i suoi sottospazi
sono metrizzabili. Per il Teorema 1.3 ogni fattore sara allora metrizzabile perché
omeomorfo a un sottospazio topologico di X. Per dimostrare che I'insieme di indici I
¢ al pitt numerabile, fissiamo una distanza d su X che induca la topologia prodotto di
X. Sia 2° un punto di X. Allora gli intorni aperti B(z°,27") = {z € X |d(z,x¢) <
27"} di 20 al variare di n in N formano un sistema fondamentale di intorni aperti di
2% in X. Per ogni n € N l'insieme I,, degli indici i € I per cui m;(B(z°,27")) # X;
¢ finito. Quindi I’ = Upen/, ¢ un insieme finito o al pitt numerabile. Mostriamo
che I = I'. Ragioniamo per assurdo. Se cosl non fosse, potremmo trovare un indice
h € I\ I'. Per la definizione di I’ abbiamo X}, C 7, (B(x0,27™)) per ogni n € N e
quindi 7, (U) = X}, per ogni intorno U di z° in X.

Fissiamo una distanza d; su X} che induca la topologia 7, di Xj;. Poiché X}
contiene almeno due punti, possiamo fissare in X, un punto z; distinto da z9. Sia
0 <7 <dp(xh,z). Allora U =, '(By (29, 7)) & un intorno aperto di 2° in X, con
mh(U) ; Xp. Abbiamo ottenuto una contraddizione e quindi I = I’ ¢ finito o al

pit numerabile.

Supponiamo ora che [ sia un insieme numerabile o finito e gli X; siano tutti
metrizzabili. Possiamo supporre che I C N. Fissiamo su ciascuno degli spazi
topologici X; una distanza d; che induca su X; la topologia 7; e rispetto alla quale
X, abbia diametro < 1. Definiamo allora una funzione d su X x X a valori reali
mediante: .

d(z,y) = Y 2 'di(zi,y;) Va,y € X.

el



II. COSTRUZIONI TOPOLOGICHE 23

Si verifica immediatamente che d € una distanza su X. Resta da dimostrare che
essa induce la topologia prodotto su X. A tal fine mostriamo innanzi tutto che le
palle aperte della distanza d sono aperti di X. Sia 2° € X e r» > 0. Fissiamo un
punto y € By(z°,7). Sia p =7 —d(y,2°) > 0 e sia I’ I'insieme degli indici i € I tali
che 27 < p/4. L’insieme I"” = I \ I’ ¢ finito e quindi

U= () 7 (Ba(yisp/2)

,L‘eI//
¢ un intono aperto di y nella topologia di X. Esso ¢ contenuto in Bg(z?,r) perché,

se x € U abbiamo:
d(z,y) :Z 27 dy (i, yi)

el
<> 2724 ) 27<p.
el el’

Quindi la topologia indotta dalla distanza d € meno fine della topologia prodotto.
Sia ora U un aperto della topologia prodotto e sia 2 un punto di U. Possiamo
allora trovare un numero reale positivo r e un insieme finito di indici I’ C I tale

che
ﬂ ﬂ-iil(Bdi(wgar)) cvu.
ier’

Fissato un intero positivo m tale che 27" < r/2, risulta allora
By(z%,27™ H c U.

Cio dimostra che la topologia indotta dalla distanza e piu fine della topologia
prodotto e quindi le due topologie coincidono.

TEOREMA 1.8 (PROPRIETA ASSOCIATIVA DEL PRODOTTO TOPOLOGICO)

Sia (X;|i € I) una I-upla di spazi topologici non vuoti e sia X il loro prodotto
topologico. Sia {J, |« € A} una partizione dell’insieme di indici I: cio significa che
I =Ugeady e che Jy, N Jy, =0 se ay # as € A. Consideriamo sui prodotti

Yo = [[ X;

Jj€Ja

la topologia prodotto. L’applicazione bigettiva naturale

f:X =] Yo

acA

e un omeomorfismo per le topologie prodotto.

DiM. Indichiamo con 7g : H Yo — Y, per B € A, econ 7; : Yy, — X;, per
a€cA
J € Ja, le proiezioni sulle coordinate. Dimostriamo che la f & continua: a questo

scopo e sufficiente dimostrare che le 7, o f sono continue per ogni a € A. Cio e
conseguenza, del fatto che le 77; o T, o f = m; sono continue per ogni j € J,.
Analogamente f~! & continua perché ;o f~! = 7, o 7, € continua se j € J,.



24 II. COSTRUZIONI TOPOLOGICHE

Infine si verifica facilmente che vale il:

TEOREMA 1.9  (PROPRIETA COMMUTATIVA DEL PRODOTTO TOPOLOGICO)
Sia (X;);c; una I-upla di spazi topologici e sia o € &(I) una permutazione
dell’insieme I degli indici. L’applicazione

Oy : HXZ > (l‘l) — (mgi) < HXUi

el icl

€& un omeomorfismo.

62  QUOZIENTI TOPOLOGICI

PROPOSIZIONE 2.1 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico, Y un insieme e f :
X — Y un’applicazione. Allora

fulrx) = {ACY | f71(A) € x}

e una topologia su Y. Essa e la piu fine tra le topologie su Y che rendono la f
continua.

DiMm. Osserviamo che f~1 (@) =0 e f~5(Y) = X, onde (), Y € f.(7x). Inoltre

(1 A) = M (ierd) e | (A) = £ (Uierdy)

iel el

per ogni famiglia {A; |7 € I} di sottoinsiemi di Y. Quindi f.(7x) € una topologia
su Y e chiaramente essa e la piu fine tra quelle che rendono la f continua.

LEMMA 2.2 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico, Y, Z due insiemi e f : X —
Y, g:Y — Z due applicazioni. Allora

(g0 f)a(7x) = g:(fu(7x))-

DiM. Un sottoinsieme A di Z ¢ un aperto della topologia (go f).(7x) se e soltanto
se (go f)71(A) & un aperto di X. Se quindi A ¢ un elemento di (g o f)«(7x),
g 1(A) & un aperto di f.(7x). Questo dimostra che (go f).(7x) C g«(f«(7x)). Sia
viceversa A un elemento di g.(f.«(7x)). Allora g~ 1(A) ¢ un elemento di f.(7x) e
quindi f~1(g71(A)) = (gof)"1(A) & un aperto di X. Questo dimostra I'inclusione
opposta g«(f«(7x)) C (g0 f)«(7x) e quindi le due topologie coincidono.

Ricordiamo che una relazione di equivalenza ~ su un insieme X e una relazione
tra gli elementi di X che e

(1) riflessiva: = ~x Vre X,

(2) simmetrica: z,ye X ex~y=y~z,

(3) transitiva: z,y,z€ Xex~y, y~z=1x~ 2.
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Una relazione di equivalenza determina una partizione dell’insieme X: posto

2] = {ye X |y~ 2}
la
X/ = {lz]|z € X}

¢ una famiglia di sottoinsiemi di X che gode delle proprieta:

(1) UZL‘GX [CL’] = X7
(2) myye Xelz]N[yl #0 = [z] = [y].

L’insieme X/, delle classi di equivalenza di X rispetto alla relazione di equivalenza
~ si dice quoziente di X rispetto a ~ e 'applicazione naturale surgettiva

T: X3z —[z]e X/o

proiezione sul quoziente.
Un sottoinsieme A di X si dice saturo rispetto alla ~ se & unione di classi di
equivalenza:

A= ] =7 n(A).

T€EA

Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico, ~ una relazione di equivalenza sull’insie -
me X, e sia m : X — X/ la proiezione naturale nel quoziente. La m,(7x) si
dice topologia quoziente su X/.. Essa e la piu fine tra le topologie che rendono
la proiezione m continua. Lo spazio topologico (X/.,m.(7x)) si dice quoziente
topologico di X rispetto alla relazione di equivalenza ~ .

Gli aperti (risp. i chiusi) del quoziente sono le immagini degli aperti (risp. chiusi)
saturi di X.

EsEmMPIO 2.1 Se A ¢ un sottoinsieme dellinsieme X, indichiamo con X/ 4 il
quoziente ottenuto mediante la relazione di equivalenza

r~y<s (x=y oppure xz,y € A).

Diciamo che X/(4) ¢ ottenuto identificando a un punto I'insieme A.

ESEMPIO 2.2 Sia R la retta reale con la topologia Euclidea e sia R/q il quoziente
di R rispetto alla relazione di equivalenza

r~y&sz—yeQ.

Allora la topologia quoziente di R/g ¢ la topologia indiscreta. Infatti R ¢ il solo
aperto saturo non vuoto.

Esempio 2.3 Lo spazio proiettivo reale di dimensione n ¢ il quoziente
RP" = (R"**\ {0}) /~
di R™*1\ {0} rispetto alla relazione di equivalenza

xr ~ Yy < x ey sono linearmente dipendenti.
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Su di esso consideriamo la topologia quoziente della topologia di sottospazio di
R\ {0} c R,

Osserviamo che la proiezione nel quoziente
7 R™1\ {0} — RP"
¢ aperta. Infatti per ogni ¢t € R\ {0} Pomotetia
w : RN\ {0} 3 2 — tx € R"T1\ {0}

¢ un omeomorfismo. Quindi per ogni aperto A di R™*!\ {0}, il saturato

i) = U e

teR\{0}

¢ un aperto di R™*1\ {0}.
Se a € GL(n+1,R), 'abbreviazione di a definisce un omeomorfismo di R* ™1\ {0}

in se. Per passaggio al quoziente essa definisce un omeomorfismo di RP™ in se.
Quindi

(1) le proiettivita di RP™ sono omeomorfismi.
Abbiamo inoltre:

(2) L’applicazione R™ — RP™ definita in coordinate omogenee da
R" 5 (z1,...,xpn) — (1,21, ..., z,) € RP"

e un’immersione topologica che ha come immagine un aperto di RP"™.

In particolare gli U; (i = 0,1, ...,n) definiti in coordinate omogenee (xq, x1,. .., Ty)
da:

Ui = {W(xo,.%’l,...,xn) |£L'Z 7& 0}
formano un ricoprimento aperto di RP" e sono tutti omeomorfi a R".

Esempio 2.4 Sullo spazio proiettivo complesso di dimensione n, definito da
CP" = (C"'\ {0}) /~

ove
z ~w < 2 e w sono linearmente dipendenti in C" 1,

si considera la topologia quoziente della topologia di sottospazio di C**1\ {0} C
Cnt! ~ R?"*2. Come nel caso reale, abbiamo:

(1) Le proiettivita sono omeomorfismi di CP™.
(2) L’applicazione definita in coordinate omogenee da:

C" 2 (21,0 2n) — (1,21, ..y, 2,) € CP"

e un’immersione topologica che ha come immagine un aperto di CP".
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Gl U; (i =0,1,...,n) definiti in coordinate omogenee (zg, 21, . .., 2,) da:

U; ={m(z0,21,-.-,2n) |z # 0}
formano un ricoprimento aperto di CP" e sono tutti omeomorfi a C”.

Siano X, Y due insiemi e siano Rx una relazione di equivalenza su X e Ry una
relazione di equivalenza su Y. Indichiamo con [x]x e [y]y rispettivamente le classi
di equivalenza di z € X rispetto alla Rx e di y € Y rispetto alla Ry e con

WxtX—)X/RX, 7TyZY—>Y/RY

le relative proiezioni sui quozienti.

Sia f : X — Y una applicazione. Condizione necessaria e sufficiente affinché
si possa trovare una applicazione f : X/ry — Y/r, che renda commutativo il
diagramma:

x I v

o) - [

X/RX —A> Y/RY
f

& che f([z]x) C [f(z)]y. L’applicazione f & allora univocamente determinata da

f([z]lx) = [f(z)]ly VzeX.

Abbiamo:

TEOREMA 2.3 (DI OMOMORFISMO)Siano X e Y due spazi topologici e siano Ry,
Ry relazioni di equivalenza sugli insiemi X eY ed f : X — Y un’applicazione tale
che f([z]x) C [f(x)]y per ogni x € X. Se f é continua, allora anche la f descritta
dal diagramma commutativo (2.1) é continua.

DiM. Sia A un aperto di Y/, per la topologia quoziente. L’insieme B = f~1(A)
¢ un aperto di X/r, per la topologia quoziente se e soltanto se 7'(')_(1 (B) € un aperto
di X. Ma

T (B) = mx' o fTHA) = (fomx)THA) = (my o f) N (A).
Quest’ultimo insieme e aperto perché 7y o f € continua in quanto composizione di
applicazioni continue.

Questo teorema si poteva ottenere anche come un corollario del seguente

TEOREMA 2.4 Siano X = (X,7x) e Y = (Y, 7y) due spazi topologici e ~ una
relazione di equivalenza su X. Un’applicazione f : X/.. — Y é continua se e
soltanto se l’applicazione composta fom : X — Y, doverw : X — X/. ¢éla
proiezione naturale nel quoziente, e continua.
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DiMm. La condizione ¢ necessaria perché, se f e continua, anche f o7 € continua
in quanto composta di funzioni continue. Essa e anche sufficiente: supponiamo che
f o sia continua. Se A & un aperto di Y, allora (for) 1(A)) = 7= 1(f~(4) & un
aperto perché immagine inversa di un aperto mediante una applicazione continua.
Per la definizione di topologia quoziente f~1(A) & allora un aperto di X/.. Quindi
la f e continua.

Data una applicazione f : X — Y tra due insiemi X e Y, la relazione

r1(f)re & f(x1) = f(22)

e una relazione di equivalenza su X. L’applicazione f : X/(5y — Y che si ottiene
per passaggio al quoziente ¢ una applicazione iniettiva e si dice il quoziente iniettivo
dell’applicazione f. Abbiamo

PROPOSIZIONE 2.5 Un’applicazione f : X — Y tra due spazi topologici X, Y &
continua se e soltanto se il suo quoziente iniettivo é continuo.

DiMm. L’enunciato € una facile conseguenza del precedente.

Un’applicazione f : X — Y tra due spazi topologici X, Y si dice decomponibile
se il suo quoziente iniettivo € un omeomorfismo.

Osserviamo che ogni applicazione decomponibile ¢ surgettiva e, per il teorema
precedente, continua.

Un’applicazione decomponibile ci permette di identificare il codominio a un
quoziente topologico del dominio e viceversa la proiezione di uno spazio topolo-
gico su un suo quoziente topologico ¢ decomponibile.

EsEMPIO 2.5 Sia f:R 360 — e € S! C C, in cui si considerino su R la topologia
Euclidea e su S' la topologia di sottospazio di C con la topologia Euclidea. Allora
f & decomponibile e, in particolare, S' & omeomorfo al quoziente di R rispetto al
suo sottogruppo abeliano 277 = {2kx |k € Z}.

Per verificare questa affermazione, e sufficiente osservare che ’applicazione f &
aperta in quanto ¢ un omeomorfismo locale e che il saturato di un aperto A di R &
un aperto: infatti

7 ir(A) = U {z +2km|z € A}
kEeZ

e aperto perché unione di aperti (le traslazioni sono omeomorfismi di R). Da questo
segue che f e aperta e quindi un omeomorfismo.

Osserviamo che condizione necessaria e sufficiente affinché una applicazione f :
X — 'Y tra due spazi topologici X = (X, 7x), Y = (Y, 7y ) sia decomponibile é che
fe(mx) = Ty
TEOREMA 2.6 Siano X, Y, Z tre spazi topologicie f : X — Y, g:Y — Z due
applicazioni. Allora:

(1) Se f e g sono decomponibili, anche g o f é decomponibile.
(2) Se f e decomponibile e g o f continua, allora g é continua.
(3) Se f e g sono continue e g o f decomponibile, allora g & decomponibile.
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Dimm. (1). Supponiamo f e g decomponibili. La go f & surgettiva e quindi go f &
decomponibile per il Lemma 2.2.

(2). Supponiamo f decomponibile e g o f continua. Per il primo teorema di
omomorfismo g o f : X/(yy — Z & continua. Poiché f ¢ decomponibile, la f :

X/(fy — Y ¢ un omeomorfismo. Allora g = go f o f —! & continua perché composta
di funzioni continue.

(3). Supponiamo f e g continue e h = g o f decomponibile. Indichiamo con il
quoziente iniettivo di k. Esso ¢ un omeomorfismo di X/(40¢) su Z.

Dobbiamo dimostrare che § : Y/ — Z ¢ un omeomorfismo. Essa ¢ una
applicazione continua ed e surgettiva perché g o f & surgettiva. E quindi bigettiva.
Sia f il quoziente iniettivo di f. Allora g~! = f o h~! & continua perché composta

di applicazioni continue e quindi § € un omeomorfismo e g € percio decomponibile.

TEOREMA 2.7 Se f: X — Y e una applicazione surgettiva, continua e aperta
(oppure chiusa) tra due spazi topologici X, Y, allora f é decomponibile.

DiM. Basta osservare che, se f ¢ aperta (risp. chiusa) il suo quoziente iniettivo f
¢ un’applicazione aperta (risp. chiusa) e quindi un omeomorfismo.

Siano R e R’ due relazioni d’equivalenza sullo stesso insieme X. Indichiamo
rispettivamente con [z] ed [z]" le classi d’equivalenza di x € X rispetto alle relazioni
R ed R'. Diciamo che R ¢ pit fine di R’ se

[z] C [z] Vze X,

se cioe le classi di equivalenza di R’ sono unioni di classi di equivalenza di R. In
questo caso risulta definita un’applicazione naturale

X/R > [LL‘] — [IE]/ € X/R/

PROPOSIZIONE 2.8 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico e siano R e R’ due
relazioni di equivalenza su X. Se R ¢é piu fine di R’, allora 'applicazione naturale

g:X/r>x] = [2] € X/r/

e decomponibile per le topologie quoziente.

Dmm. Sia 7 : X — X/ la proiezione nel quoziente. Allora gom : X — X/g/ &
la, proiezione nel quoziente. Usiamo il Teorema 2.6. Per il punto (2), g ¢ continua
perché m & decomponibile e gor & continua. Per il punto (3) allora g & decomponibile
perche 7 e g sono continue e g o w € decomponibile.

TEOREMA 2.9 Sia {A, B} un ricoprimento fondamentale dello spazio topologico
X. Siat : A — X linclusione e sia ¢ applicazione definita dal diagramma

commutativo:
A —t s X

w | |~

Alany — X/(B)
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dove le applicazioni w4 e mx sono le proiezioni nel quoziente. Allora i é un omeo-
morfismo.

DiMm. L’applicazione i € continua e bigettiva. Essa e aperta: se U ¢ un aperto di
A/(anB), allora

HU) se TN (U)NB=0

PR _ ) Ta
mx (0) = {WZl(U)UB se m; (U)NB#0.

Questo € un aperto di X perche {A, B} & un ricoprimento fondamentale. Quindi ¢
e continua, surgettiva e aperta e quindi € un omeomorfismo.

ESEMPIO 2.6 II quoziente D™/(S™1) & omeomorfo a S™.
Consideriamo ’applicazione continua

f:D" >z — (2] —1,2¢/(1 — |z]2)x) € S™.
La sua abbreviazione
D"z — (2]x|2 — 1, 2z+/(1 — |2]?)) € S" — {ep}

dove eg = (1,0, ...,0) & il primo vettore della base canonica di R"*! & un omeomor-
fismo: la sua inversa e infatti ’applicazione continua
/
Y eD".
4 — (1 + yo)Q

[¢]

S"™ —{eo} > (yo0,vy') —

Dimostriamo che f ¢ una applicazione chiusa. Se F' ¢ un chiuso di D" che non
contiene punti di S”~!, allora possiamo trovare? un numero reale » < 1 tale che
|z| < r per ogni z € F. Poiche i due aperti S™ — {eg} e {y € S"|yo > 2r% — 1}
formano un ricoprimento fondamentale di S™, ed f(F) € un chiuso del primo
insieme perche 'abbreviazione di f ¢ un omeomorfismo e ha intersezione vuota
con il secondo, se ne conclude che f(F) ¢ un chiuso di S™. Se F interseca S™ 1,
allora f(F) = f(FUS™™1). Osserviamo che FUS™ ! & un chiuso di D™. Possiamo
quindi limitarci a considerare il caso in cui S*~! C F. Il suo complementare ¢ allora

o
un aperto di D" che ¢ tutto contenuto in D" e la sua immagine, complementare
dell’immagine di f(F'), un aperto di S™ in quanto aperto dell’aperto S™ — {eg} me-
diante 'omeomorfismo f |So _{
Dn
11 suo quoziente iniettivo ci da allora un omeomorfismo tra D™ /gn—1 ed S™.

e . . N o1 .
o} BEssendo continua e chiusa, la f ¢ decomponibile.

Una relazione di equivalenza ~ su uno spazio topologico X si dice aperta (risp.
chiusa) se la proiezione nel quoziente 7 : X — X/. & una applicazione aperta
(risp. chiusa). In modo equivalente: la ~ & aperta se il satutato di un aperto e
ancora un aperto, chiusa se il saturato di un chiuso e ancora un chiuso.

Esempio 2.7 La relazione di equivalenza su R :

r~YysST—y el

3{|z||x € F} & un sottoinsieme chiuso e limitato di R e quindi ha massimo per il teorema di
Weierstrass.
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¢ aperta.

EseEmMPIO 2.8 La relazione di equivalenza su S™:
T~y =ty
¢ aperta e chiusa.

83 INCOLLAMENTI E ATTACCAMENTI

Descriviamo in questo paragrafo alcune costruzioni topologiche, che si deducono
dalle operazioni di prodotto topologico e di quoziente, utili in topologia algebrica e
in analisi funzionale.
A. SOMME DISGIUNTE  Sia (X;|i € I) una [-upla di insiemi. La loro somma
disgiunta € 'insieme:

X=|]x; = {(m)e <UX> x1|xeX; Viel}

i€l iel

Definiamo le applicazioni ¢; : X; — X mediante ¢;(x) = (x,4) per ogni i € I e
r e X;.

Se su ciascuno degli insiemi X; e assegnata una topologia 7;, la topologia somma
disgiunta su UX; e la piu fine tra le topologie che rendono continue tutte le appli-
cazioni ;. Lo spazio topologico X = Ll;c;X; si dice la somma topologica disgiunta
della I-upla (X;);c7. Osserviamo che ¢; : X; — X ¢ un’immersione topologica e
che i sottospazi ¢;(X;) sono aperti e chiusi in X. In particolare {.;(X;)|i € I} & un
ricoprimento fondamentale di X mediante insiemi due a due disgiunti.

B. INCOLLAMENTI  Sia (X;),.; una I-upla di spazi topologici e sia R una relazione
di equivalenza su UX;. Lo spazio topologico quoziente Y = U;c;X;/r si dice
ottenuto per incollamento mediante la relazione di equivalenza R. L’applicazione
composta

ji: Xidx —mou(x) €Y,

ove m : U;er X; — Y & la proiezione nel quoziente, si dice affondamento i-esimo.
Vale la seguente:

PROPOSIZIONE 3.1 La famiglia {j;(X;)|i € I} é un ricoprimento fondamentale
di Y. Un’applicazione f : Y — Z dell’incollamento topologico Y in uno spazio
topologico Z é continua se e soltanto se le f oj; : X; — Z sono continue per ogni
1€ 1.

C. SOMME TOPOLOGICHE Sia (Xj;),.; una I-upla di spazi topologici. Per ogni
coppia (4,j) € I x I siano assegnati un sottospazio X; ; C X; e una applicazione
bigettiva® ¢; ; : X; ; — Xj 4, in modo tale che valgano, per ogni i, j, k € I:

(1) Xi,i = XZ (S d)i,i e I'identita su XZ,

4Per semplicitd supporremo che la funzione vuota sia I’unica applicazione bigettiva sull’insieme
vuoto, a valori nell’insieme vuoto.
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(2) ¢in(XixNXjk) =X, N X, e il seguente diagramma ¢ commutativo:

Xike N Xk BN XN Xg

¢j,kl ld)j’i

Xij N Xgj —— X N Xg 5.

Risulta allora definita su Ll;c; X; la relazione di equivalenza:

(z,)R(y,J) oy € Xij e ¢ijy) =z

Il quoziente topologico Y = U;c1X;/r si dice somma topologica di (X;) mediante
le funzioni di incollamento ¢; ; : X; ; — X ; e sara indicata con @ (X, Xij, ¢ij;)-

Osserviamo che una somma topologica € un incollamento in cui tutti gli affon-
damenti sono applicazioni iniettive. Viceversa, si verifica che ogni incollamento in
cui tutti gli affondamenti siano iniettivi ¢ una somma topologica.

OSSERVAZIONE Se i sottospazi X;; sono tutti vuoti e quindi le funzioni di incol-
lamento ¢;; sono tutte vuote, allora la somma topologica coincide con la somma
disgiunta.

PROPOSIZIONE 3.2 Se tutti i sottospazi X;; C X; sono chiusi (oppure tutti
aperti) e le ¢; ; sono tutte omeomorfismi, allora gli affondamenti j; sono immersioni
topologiche per ogni i € I.

DiMm. Supponiamo che tutti i sottospazi X; ; siano chiusi e tutte le ¢; ; siano degli
omeomorfismi. Se F & un chiuso di Xj, allora ;" (771(;(F))) = ¢i,; (F N X ;)
e un chiuso in X; per ogni (¢,7) € I x I. Quindi le j; : X; — Y, essendo appli-
cazioni chiuse, sono immersioni topologiche. Lo stesso ragionamento, sostituendo
alla parola chiuso la parola aperto, si applica nel caso in cui tutti i sottospazi X; ;
siano aperti.

Esempio 3.1 Sia X; = D? per 1= 1,2, XLQ = X271 =S'e ¢172 = 45271 sia
I'identita su S'. Allora la somma topologica di X; ed X, mediante le ¢ (1<
i,7 < 2) & omeomorfa alla sfera S2,

D. TOPOLOGIA DEBOLE ASSOCIATA A UN RICOPRIMENTO SiaI'={A;|i € I} un
ricoprimento di uno spazio topologico X = (X, 7). Poniamo X;,; = A; N A, per
ogni 4,7 € I e utilizziamo I'identita sui sottoinsiemi X; ; = X;; come funzioni di
incollamento. La somma topologica che otteniamo si puo identificare a un nuovo
spazio topologico (X, 7’), dotato di una topologia 7" in generale piu fine della to-
pologia 7 di X. Infatti un sottoinsieme B di X ¢ un aperto di 7’ se e soltanto se,
per ogni ¢ € I, 'insieme B N A; & aperto in 7|4,. Osserviamo che tutte le j; sono
immersioni topologiche.

E. LIMITI E FILTRAZIONI Sia (X, )n,en una successione di spazi topologici. Per
ogni n € N sia assegnata una immersione topologica ¢,, : X,, — X, +1. Poniamo

Xy sen <m
T dnodn10.0dn(Xm) sen>m,
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Xm,n
¢mo¢m_1o...o¢n|xm sen <m
Gnm = { id|x,, sen=m
— an
(¢n0¢n—1 O---O¢m> 1|Xn’7m sen >m.

La somma topologica degli (X,,) rispetto alle funzioni di incollamento (¢, ) si dice
il loro limite induttivo stretto e si indica con

ling (X1, 6)-

ESEMPIO 3.2 Sia X,, l'insieme di tutte le funzioni continue f : RY — R tali che

supp(f) = {z € RN [ f(z) # 0} C {|z] < n}.

Su X,, consideriamo la topologia indotta dalla distanza:

dn(f,9) = sup |f(z) —g(x)| Vf g€ Xn.

z€RN

Abbiamo ovviamente un’immersione topologica: ¢, : X, — X,41. Il limite
induttivo stretto della successione (X,,) ¢ lo spazio C2(RY) delle funzioni continue
a supporto compatto in R™.

EseMPIO 3.3 Sia X, l'insieme di tutte le serie f(z) = > 7 ;a,2" con a, € C
che convergono assolutamente su {z € C||z| < 1/n}, con la topologia indotta dalla
distanza

sup  |f(z) —g(2)| Vf,g€ X,.
|2|<1/(n+1)
Le restrizioni ¢,, : X,, — X, +1 sono immersioni topologiche. Il limite induttivo
stretto delle X,, si indica con Qg e si dice lo spazio dei germi di funzioni olomorfe
nell’origine 0 di C.

Una successione (X,,) di sottospazi di uno spazio topologico X si dice una

filtrazione se:
(a) X, C X,+1 per ogni n € N;
(b) X =, en Xn € {X,} ¢ un ricoprimento fondamentale di X.

In questo caso abbiamo X = lim X, rispetto alle funzioni di inclusione X,, —
Xnt1-

neN

F. ATTACCAMENTI Siano X;, X, spazi topologici, Y un sottospazio di X; e
¢ 1Y — X, una funzione continua. Sia Ry la relazione di equivalenza su X; LI X,
che identifica i punti di Y alla loro immagine in X5 mediante ¢:

=1y ser,ye X1 UXo\ (YUQY))
= o¢(x sexeY, ye X

TR4y y = ¢(z) Y 2
x = ¢(y) seyeY, xe X,

d(x) = d(y) sex,yc€Y.

Lo spazio topologico quoziente

X JXo = (X1 UXs) /r,
¢
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si dice 'attaccamento di X1 a Xy mediante ¢.

ProproOSIZIONE 3.3 L’affondamento jo : Xo — X3 U¢ X5 € un’immersione topolo-
gica.

Dimm. Sia 7 : X; U Xo — X; Up Xo la proiezione nel quoziente. Sia A un
sottoinsieme di Xo. Allora il saturato 7! (jo(A4)) di j2(A) & il sottoinsieme jo(A) U
i1 ((b*l(A)). Esso € aperto in Y LI X5 se e soltanto se A & aperto in Xo, perché ¢
¢ continua. Supponiamo che A sia un aperto di X5 e sia B un aperto di X; Ll X
tale che BN (Y U X3) =j2(A) Uj1 (¢~ (A)). Allora

12(A) = 7 (12(4)) = 7(B) Nj2(X2).

Osserviamo che B ¢ un aperto saturo di X; U Xy e quindi 7(B) ¢ un aperto di
X1 Ug Xo. Questo dimostra che 'abbreviazione js : Xo — j2(X2) € un’applicazione
aperta e quindi, essendo continua e bigettiva, un omeomorfismo con I'immagine.

§4 CONI, SOSPENSIONI E GIUNTI
A. Cont  Sia X uno spazio topologico. Si dice cono topologico di base X lo spazio
topologico quoziente:

(4.1) OX = (X xI)/ (X x {0}).

Sia 7 : X x I — CX la proiezione nel quoziente. Scriviamo per semplicita ¢ - x
invece di 7(x,t) se x € X, t € [0,1]; osservando che 0z = Oy per ogni x,y € X,
indichiamo tale punto con 0 e lo diciamo wvertice del cono CX.
L’applicazione
Xo>zr—t-xelCX
¢ un’immersione topologica per ogni t €]0, 1].
Per ogni s € [0, 1], I'applicazione CX >t -x — (st) -z € CX & continua.

PrOPOSIZIONE 4.1 Se f: X — Y ¢ un’applicazione continua tra due spazi topo-
logici, allora

(4.2) Cf:CXst-z—t-f(x)eCY
e ancora un’applicazione continua.

DiM. Abbiamo infatti il diagramma commutativo

X xT 29 v

! l

cX —— CY
cr

in cui le frecce verticali denotano proiezione nel quoziente. L’applicazione f x id
e continua perché prodotto di applicazioni continue. Quindi C'f e continua per il
teorema di omomorfismo.
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OSSERVAZIONE Sia A un sottoinsieme di R™ e sia K il sottoinsieme di R™*!
definito da:
K = {(t,t.rl, ,t.ﬁlﬁ'n) | 0<t< 1, (.’,El, ,ZCn) S A}

L’applicazione
CAst-z— (titr) e K

e continua e bigettiva. La sua inversa ¢ ovviamente continua in tutti i punti (¢, tx)
con 0 <t<1lexec A Essanon ¢ pero in generale continua nel punto (0,0): lo &
nel caso in cui il sottoinsieme A di R™ sia chiuso e limitato. La topologia di CA e
quindi in generale piu fine della topologia indotta dalla topologia Euclidea sul cono
geometrico K corrispondente.

EseEMPIO 4.1 1l cono CS™ & omeomorfo ad disco D1,
L’omeomorfismo ¢ dato da

CS" >t -x — txr e D!

B. SOsPENSIONT  Sia X uno spazio topologico. Definiamo su X x I una relazione
di equivalenza ponendo:

s =t =0, oppure
(z,t)R(y,s) < ¢ s=t=1, oppure
O<s=t<lex=uy.

Il quoziente topologico
SX=(XxI)/r

si dice la sospenstone topologica di X. Detta 7 : X x I — SX la proiezione nel
quoziente, l'insieme 7(X x {1/2}) si dice base di SX. Osserviamo che per ogni
0 <t <1, l'applicazione

X3z —m(z,t) e SX

e un’immersione topologica. L’applicazione naturale C’X — SX & decomponibile
e SX e omeomorfo al quoziente che si ottiene identificando a un punto la base del
cono CX.

OSSERVAZIONE Abbiamo gli omeomorfismi:

SD" ~ pntl
SS™ ~ §ntl

Gli omeomorfismi si ottengono per passaggio al quoziente dalle applicazioni:

D" x I3 (z,t) — (2t — 22,2t — 1) € D**!

S" x I3 (x,t) — (2t — t22,2t — 1) € S™ T,

Possiamo definire per ricorrenza la sospensione k-esima S*X dello spazio topo-

logico X ponendo
{ SOX =X

SkX = 8§ (S"“_lX) se k> 1.
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C. GIUNTI TOPOLOGICI Siano X; e Xy due spazi topologici. Consideriamo sul
prodotto cartesiano X7 x X5 x I la relazione di equivalenza:

O0<s=t<lex; =1vy1, xa = Y2, Oppure
(43) (xlux27t)7?’(y17y278)<$ s=t=0ex = Y1, oppure

s=t=1exy = yo.
Il quoziente topologico:
X1 *Xg = (Xl X X2 X I)/R

si dice il giunto topologico di X7 e Xs. Sia 7 : X3 x Xo x I — X % X5 la proiezione
nel quoziente. I sottospazi m(X; x Xy x {0}) e (X3 x Xy x {1}) si dicono basi del
giunto.

LEMMA 4.2 L’applicazione
X xXogxI> (xl,l'g,t) — ((1 — t) -1, '$2) € CX; x Xy
definisce per passaggio al quoziente un’immersione topologica

(44) a:Xq* Xy — CXl X CX2

DiM. Osserviamo che a(X; x Xs) € il sottospazio chiuso Y di CX; x CX, definito
da
Y={(t 21,5 22) € CX; x CXg|s+t=1}.

Consideriamo le applicazioni continue:

¢2X1 X Xog x I3 (.’L‘l,l‘g,t) — (5171,1—t,{132,t)6 X xIxXgxI
?,b Xy xIxXogxI> (.%1,8,33‘2,?5) — (1131,1172,t)€ X1 X Xg x 1.

L’applicazione composta 1o ¢ e 'identita su X; x Xo X I. Per passaggio ai quozienti
otteniamo un diagramma commutativo:

Xy xXoxI —2 5 Xy xIxXyxI —% % X, x Xy x1

! l l

X1 * Xo —_— CX; x CX;4 e X1 * X
« B

dove le frecce verticali rappresentano le proiezioni nei quozienti. La [ € continua
e la sua restrizione all'immagine di « ¢ l'inversa dell’abbreviazione di a. Questo
dimostra che a ¢ un’immersione topologica.

In modo analogo si dimostrano gli omeomorfismi:

LEMMA 4.3 Siano X;, per i = 1,2,3 spazi topologici. Abbiamo allora omeomor-
fismi naturali:

(45) X1 * X2 ~ X2 * Xl,
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(46) (Xl * XQ) * X3 ~ X1 * (XQ * Xg) .

Dim. 1l primo omeomorfismo si ottiene a partire dall’omeomorfismo
X; xXgxI> (CCl,IL‘Q,t) — (ZL‘Q,ZL‘l,l —t) € X9 x Xy x1I

per passaggio ai quozienti. Il secondo si ricava utilizzando I'immersione topologica
descritta nella proposizione precedente: sia Y il sottospazio di CX; x CXs x C'X3
definito da:

Y = {(t1 - x1,t2 - xo,t3-x3) |x; € Xy, t, €1 =1,2,3, t1 +to+1t3=1};

abbiamo le immersioni topologiche:

a’:(Xl*Xg)*X3—>YCCX1><C’X2><CX3,
o Xy (XexXg) =Y C CX; x CXy x CXg,

che si ottengono per passaggio al quoziente e abbreviazione dalle applicazioni:

XX XoXIxXgxIT— Xy xIxXyxIxXsxlI,

definita da

(r1,22,8,23,t) = (21, (1 —t)(1 — 8), 22, (1 — t)s, x3,1)
e

Xy XxIXxXoxXgxIT— Xy xIxXyxIxXsxlI,
definita da:

(xla 37$27~T37t) — (‘rla S, L2, (1 - S)(l o t),l‘g, (1 - S)t)

—1 .
La o’ oa’™ " da 'omeomorfismo cercato.

Se (X;);<;<,, € una m-upla di spazi topologici, possiamo definire, utilizzando
'associativitd dell’operazione di giunto topologico dimostrata nella proposizione
precedente, lo spazio topologico Xy * ... x X,,: esso si identifica in modo canonico
al sottospazio

{(tl /SO ey iI?m) |.CEZ eX,,t;eb1<i<m, t1+...+t, = 1}
del prodotto topologico []~, CX;.

PROPOSIZIONE 4.4 Sia (X;),;<,, una m-upla di spazi topologici. Allora C(X; x
.. % X,,) & omeomorfo a [~ CX;.

DiM. Definiamo un’applicazione continua

¢ (Xy ..k X)) x T = J]CX;

=1



38 II. COSTRUZIONI TOPOLOGICHE

identificando X * ... * X,,, al sottospazio di [];~, CX; formato dalle m-uple (¢; -
X1yeytm - T) con z; € Xy, t; €EIperi=1,....met; +...+t, =1 e ponendo

Oty -1y ey - T, t) = ((Et1) - 1, oo, () - Ti) -

Il suo quoziente iniettivo € ’'omeomorfismo cercato.

PROPOSIZIONE 4.5 Sia X uno spazio topologico. Abbiamo i seguenti omeomorfi-
smi:

X D ~ (X
X xSY ~ §X
X x Sk ~ GkX .

DiM. 1l primo si ottiene per passaggio al quoziente dall’applicazione:
X xDxI3(2,0,t) = (z,t) € X xI;
il secondo per passaggio al quoziente e abbreviazione da:
X x SO <13 (z,8,t) — (z,(1+st)/2) € X x1,

(nota che s = +1).
Il terzo omeomorfismo si ricava dalla proprieta associativa del giunto topologico:

SEHIX~ §F(X % 89) ~ §F—1(X x 80 % 80)
~ SE=1(X % S1) ~ ...
..~ X xSk

in qunto S7 * S® ~ S9*! per ogni intero non negativo j.

EsempIO 4.2 Siano my, ..., m, interi non negativi. Abbiamo gli omeomorfismi:

(1) S™ %82 % ... % S™Mn ~ Smatmat...tmntn—1

1
(2) D™ x D™ x ... x D™n o~ DMtmetAma
(3) D™ x+D™2x ..« D™n ~ DMatmetdmatnol

Basta dimostrare che gli omeomorfismi valgono per n = 2. Quindi la (1) & stata gia
verificata. La (2) & ovvia se my = 0 o my = 0. Se my, mg > 1, abbiamo la catena
di omeomorfismi:

D™ x DM~ CS™1 1 x CS™2~1 ~ O (Sml_1 * Sm2_1)
~C (Sm1+m2_1) ~ DmMatmz

Anche per la (3) possiamo limitarci a considerare il caso mj,mg > 1. Abbiamo
allora:

D™ x D™M2~ (CSml_l) x C (SmZ_l) ~ §m1—1 4, DO 4 §m2—1 4 PO
(Smlfl * SWLQfl) * DO * DO ~ Sm1+m271 * DO * DO
CSmitma—1 4 PO ~ pmitmz 4, DO

CDm1+m2 ~ Dm1+m2+1_

12

1 1R
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CAPITOLO III

ASSIOMI DI SEPARAZIONE

L’esistenza di funzioni continue a valori reali non banali su uno spazio topologico
X e naturalmente legata alle proprieta della struttura topologica. In questo capitolo
esamineremo alcuni degli assiomi di separazione e numerabilita collegati a questo
problema e le loro conseguenze.

§1 ASSIOMI DI SEPARAZIONE
Un intorno di A di uno spazio topologico X ¢ un qualsiasi sottoinsieme B di X

tale che A C B.
Diciamo che uno spazio topologico X soddisfa ’assioma di separazione T; (i =
1,2,3,4) se:

(Th)  Per ogni x # y € X, esiste un intorno di x in X che non contenga y.
In modo equivalente: Per ogni punto x € X, I'insieme {x} é chiuso in X.

(Ty)  Due qualsiasi punti distinti di X ammettono intorni disgiunti: per ogni
x # 1y € X, possiamo trovare un aperto U, > = e un aperto U, > y tali che
U, N0, = 0.
(T5)  Se F ¢ un chiuso di X e x un punto di X non appartenente ad F, esiste
un aperto A O F e un aperto U > x tali che ANU = (.
Questa prorieta e equivalente al fatto che: Ogni punto x di X ha un
sistema fondamentale di intorni chiusi.

(Ty)  Ogni coppia di chiusi disgiunti di X ammette una coppia di intorni
disgiunti.
Se cio¢ F, G sono due chiusi di X con F'NG = 0, allora esistono due
aperti AD F e B> G di X tali che AN B = (.

Uno spazio topologico che soddisfi ’assioma 75 soddisfa anche ’assioma T} e si
dice di Hausdorff o separato.

Uno spazio topologico che soddisfi gli assiomi 77 e T3 soddisfa anche ’assioma
T5 e si dice regolare.

Uno spazio topologico che soddisfi gli assiomi T; e Ty soddisfa anche gli assiomi
T5 e T3 e si dice normale.

Esempio 1.1 Un qualsiasi insieme X che contenga almeno due punti, con la to-
pologia indiscreta, soddisfa T5 e T, ma non T e T5.

Esempio 1.2 La topologia dell’ordine su un insieme X linearmente ordinato
soddisfa 7T5.

Siano infatti z < y due punti distinti di X. Se esiste a € X tale che z < a < y,
allora le semirette {z € X |z < a} e {z € X|a < z} sono intorni aperti disgiunti
di x e y rispettivamente. Se non esiste nessun elemento a per cui sia z < a < v,
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allora {z € X |z <y} e {z € X|x < z} sono intorni aperti disgiunti di = ed y
rispettivamente.

EsemMPio 1.3 Sia X un insieme che contenga almeno due punti, ¢ un punto di X.
La topologia 7 = {}, X, {a}} rende X uno spazio Ty ma non T5. Infatti se A e
B sono due chiusi disgiunti di X, uno dei due ¢ necessariamente vuoto. Il chiuso
X \ {a} e il punto a non hanno intorni disgiunti, in quanto X ¢ 'unico aperto di
X che contiene X \ {a}.

EseEmpio 1.4 Sia X lo spazio topologico ottenuto considerando sull’intervallo [0, 1]
di R la topologia 7 che ha come prebase degli aperti la famiglia I' formata dagli
insiemi [0, b[, ]b, 1] al variare di b in ]0, 1] e dall’insieme

U={ze01[|z(1+n)¢N-{0} VneN}.

Lo spazio topologico cosi ottenuto soddisfa T ma non 73. La topologia che si
ottiene su [0, 1] & piu fine della topologia Euclidea e quindi & separata. Mostriamo
che essa non soddisfa 'assioma T3: 'insieme F' = {(1 4+ n)~!|n € N} & un chiuso
di ([0,1],7) che non contiene il punto 0. Ma 0 ed F' non hanno intorni disgiunti:
infatti gli aperti U, = [0,b[NU di 0 , al variare di b in |0, 1], formano un sistema
fondamentale di intorni di 0 nella 7. Fissato b €]0, 1], possiamo trovare v € N
tale che (1 4+ v)~! < b. Un qualsiasi aperto contenente F' contiene un intervallo
J(1+v)~t —¢€ (1+v)7! + ¢ per qualche € > 0 sufficientemente piccolo e quindi ha
intersezione non vuota con Uy,.

Esemprio 1.5 Lo spazio vettoriale K™, con la topologia di Zariski, soddisfa 77,
ma, se K contiene infiniti elementi e n > 1, non soddisfa gli assiomi Ty, T3, T}.

TEOREMA 1.1 Un sottospazio di uno spazio topologico che soddisfa I’assioma
di separazione T; soddisfa ancora l'assioma di separazione T; se i = 1,2,3. Un
sottospazio chiuso di uno spazio topologico che soddisfi ’assioma T, soddisfa I’assio -
ma T}y.

DiM. Sia Y un sottospazio topologico dello spazio topologico X.

Se X soddisfa 77, i sottoinsiemi di Y formati da un solo punto sono chiusi in X
e quindi a maggior ragione nella topologia di sottospazio di Y. Quindi anche Y
soddisfa T7.

Supponiamo che X sia di Hausdorff. Se z # y € Y, esistono due intorni aperti
disgiunti U, di z e U, di y in X. Allora U,NY e U,NY sono intorni aperti disgiunti
dixeyinY. Quindi Y & anch’esso di Hausdorff.

Supponiamo ora che X soddisfi 7T5. Siano F' un chiuso di Y e y un punto di Y
non appartenente ad F'. Per la definizione della topologia di sottospazio, esiste un
sottoinsieme chiuso A di X tale che ANY = F. Allora A € un chiuso di X che non
contiene il punto y e possiamo trovare aperti B ed U in X tali che

AcCcB, yeU, BnNnU = 0.

Allora BNY e UNY sono intorni disgiunti di F'ed y in Y.

Supponiamo infine che X soddisfi ’assioma T4 e che Y sia un chiuso di X. Se
Fy ed F5 sono chiusi disgiunti di Y, allora essi sono anche chiusi disgiunti di X e
vi sono quindi due aperti Ay, As di X tali che

Fy CAl, FQCFQ, AlﬂAg = 0.
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Allora A1 NY e As NY sono intorni aperti disgiunti di F; ed F5 in Y.

OSSERVAZIONE Vedremo nel seguito che un sottospazio chiuso di uno spazio nor-
male puo non essere un sottospazio normale.

TEOREMA 1.2 Ogni spazio metrizzabile é normale.

Dim. Sia X uno spazio metrizzabile e sia d : X x X — R una distanza che definisce
la topologia di X.

Dimostriamo innanzi tutto che X ¢ di Hausdorff: se x # y € X, le palle aperte
B(z, 3d(z,y)) e B(y, 3d(z,y)) sono due intorni aperti disgiunti di z e y.

Siano ora A e B due chiusi disgiunti di X. Poiché le funzioni X 5> = — d(z, A) €
Re X 52 — d(z,B) € R sono continue, i due insiemi

U={zreX|dz,A) <dz,B)} e V ={zxeX|dx,A) >d(z,B)}
sono aperti disgiunti X, che contengono rispettivamente A e B.

TEOREMA 1.3 Ogni retratto di uno spazio di Hausdorff e chiuso.

DimM. Sia Y C X un retratto dello spazio topologico di Hausdorff X = (X, 7x).
Sia p: X — Y una retrazione. Se Y = X, la tesi ¢ banalmente vera. Supponiamo
quindi Y # X esia x € X — Y. Poiché X ¢ di Hausdorff, = e p(z) hanno intorni
aperti disgiunti U e V. Poiché p ¢ continua, possiamo trovare un intorno aperto U’
di x contenuto in U tale che p(U’) C V. Ma questa inclusione implica in particolare
che p(y) #ysey e U’, cioe U'NY = (. Quindi X \Y ¢ intorno di ogni suo punto,
percio aperto e Y e chiuso.

TEOREMA 1.4 Condizione necessaria e sufficiente affinché uno spazio topologico
X sia di Hausdorff é che la diagonale Ax = {(z,x) |z € X} sia chiusa nel prodotto
topologico X x X.

DiM. Supponiamo che X sia di Hausdorff e siano  # y due punti distinti di X.
Se U,, U, sono intorni aperti disgiunti di x e y rispettivamente, allora U, x U, € un
intorno di (x,y) in X x X che non interseca Ax. Questo dimostra che X x X \ Ax
e aperto in X x X.

Supponiamo viceversa che A x sia chiusa in X x X. Se z,y sono punti distinti di
X, allora (z,y) ¢ Ax e possiamo trovare un intorno aperto U = U, x Uy, con Uy
e U, aperti di X, che non interseca Ax. Chiaramente U, e U, sono in X intorni
disgiunti di = e di y rispettivamente.

PrOPOSIZIONE 1.5 Siano f,g: X — Y due applicazioni continue definite su uno
spazio topologico X e a valori in uno spazio di Hausdorff Y. Allora

{reX|f(x) = g(=)}

é chiuso in X.

DiMm. L’applicazione

(f,9): X2z — (f(x),g9(x)) €Y xY
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¢ continua. La diagonale Ay = {(y,y)|y € Y} ¢ chiusa in Y x Y perché Y ¢ di
Hausdorff e dunque la sua immagine inversa mediante (f,g) € un chiuso di X.

TEOREMA 1.6 Sia h uno degli interi 1,2,3. Il prodotto topologico X = (X, ) di
una I-upla (X;),; di spazi topologici non vuoti soddisfa I’assioma T}, se e soltanto
se ogni spazio topologico X; soddisfa ’assioma T},.

DiMm. La condizione ¢ necessaria perché ogni spazio X; ammette un’immersione
topologica nel prodotto X.

Il prodotto di spazi T} e T} perché il prodotto di chiusi € un chiuso.

Supponiamo ora che tutti gli X; siano separati. Se x,y sono punti distinti di X,
vi & almeno un indice ¢ € I per cui x; # y;. Se A, B sono intorni aperti disgiunti
di @;, y; in Xy, allora w; '(A) e w; ! (B) sono intorni aperti disgiunti di = e y in X.

Supponiamo ora che tutti gli X; soddisfino ’assioma T3. Sia x un punto di X.
Vogliamo dimostrare che esso ammette un sistema fondamentale di intorni chiusi.
Sia U un qualsiasi intorno di = in X. Esso contiene un intorno aperto di x della

forma
()7 (4;)
jeJ

ove J C I ¢ finito e Aj, per j € J, un intorno aperto di z; in X;. Poiché X; & T3,
possiamo trovare chiusi Bj tali che

IjEBjCBjZEjCAj Vi e J.

Allora .
—1 —1
UDB = (\m"(B)>(n;"(Bj) >
JjeJ jeJ
e quindi B € un intorno chiuso di z contenuto in U. Cio dimostra che X soddisfa
I’assioma T3.

OSSERVAZIONE In generale il prodotto di spazi normali puo non essere uno spazio
normale.

62  FuNzIONI DI URYSOHN

LEMMA 2.1 Siano A e B due chiusi disgiunti di uno spazio topologico X che
soddisfa I'assioma Ty. Sia " la famiglia degli intorni aperti di A che non intersecano
B e sia A I'insieme di tutti i numeri razionali della forma m -2~" con m ed n interi
e 0 <m-27" < 1. Esiste una applicazione

p:A—T

tale che

o(r1) C op(re) Vri,ro €A con ry <ro.

DiM. Indichiamo con A,, 'insieme

Ay, ={m27" meN, 0<m< 2"}
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Osserviamo che A, C A,;;. Dimostriamo per induzione su n che & possibile
definire ¢,, : A,, — I tale che

(1) ¢n(r1) C dnlra) Vri,ma €A, con 71 <7,

(2) bnt1la, = ¢n sen >0.
Sia n = 0. Allora Ay = {0,1}. Definiamo ¢o(1) = X \ B. Poiché X soddisfa
Ty, A ammette un intorno chiuso F' contenuto in X — B. Possiamo porre allora

$o(0) = F.

Supponiamo di aver definito ¢,, per un n > 0. Definiamo allora ¢, sugli
elementi (2m) - 277! = m - 27" mediante ¢, 1(2m - 27"t = ¢, (m - 27"). Per
ogni intero dispari 0 < 2m + 1 < 2"*! dopo aver scelto un intorno chiuso F,
di G (m-2-7) in én((m + 1) - 27), poniamo épy1((2m +1)-2771) = F,,. La
¢n+1 cosi definita soddisfa le condizioni (1) e (2). Ottenuta la successione delle ¢,,,
definiamo 'applicazione ¢ : A — I" mediante

éla, = én VYneN.

Tale applicazione soddisfa la tesi.

TEOREMA 2.2 (LEMMA DI URYSOHN) Siano A e B due chiusi disgiunti di uno
spazio topologico X che soddisfa I’assioma Ty. Allora esiste una funzione continua

f:X —0,1]

tale che
f(z)=0 VzeA, f(x)=1 Vz € B.

Dim. Sia ¢ : A — I’ I'applicazione definita nel lemma precedente. Definiamo una
funzione f : X — I = [0, 1] ponendo:

_ [ inf{r € Alz € ¢(r)} se x € ¢(1)
f(@) = { 1 se x & ¢(1).

Questa funzione vale 0 su A e 1 su B. Inoltre
(i) f74[0,7[) = U &(s) & aperto in X per ogni r € [0,1];
seA
s<r
i) 740, ) = N és) = N
seA s €
s> s>
¢ chiuso in X per ogni r € [0,
quindi f~1(Jr,1]) = X — f71([0,7]) & aperto per ogni r € [0, 1].
Poiché gli aperti della forma [0, 7| e |r, 1] formano una prebase della topologia di
I =[0,1], ne segue che f: X — I & continua.

(s)

A
.
1];

Una funzione continua f : X — I = [0, 1] che valga 0 su A e 1 su B si dice una
funzione di Urysohn della coppia (A, B). Abbiamo quindi il
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TrEOREMA 2.3 Condizione necessaria e sufficiente affinché uno spazio topologico
X soddisfi I'assioma Ty € che ogni coppia di chiusi disgiunti di X ammetta una
funzione di Urysohn.

OSSERVAZIONE Sia X uno spazio topologico che soddisfa ’assioma di separazione
T, e sia (A, B) una coppia di chiusi disgiunti di X. Se A é ritagliabile, possiamo
trovare una funzione di Urysohn della coppia (A, B) strettamente positiva su X \ A:
se infatti f : X — I & una funzione di Urysohn della coppia (A,B)eg: X — I
una funzione continua tale che g(x) = 0 per z € A e g(x) > 0 se z ¢ A, allora la
funzione

max(f,g): X 2 x — max(f(z),g(x)) €1

e ancora continua e gode delle proprieta desiderate.

Se A e B sono due chiusi disgiunti ed entrambi ritagliabili, allora possiamo
trovare una funzione di Urysohn della coppia (A, B) tale che A = f~1(0) e B =
f71(1). Seinfatti f; : X — I una funzione di Urysohn della coppia (A, B) con A =
f710) e fo : X — I una funzione di Urysohn della coppia (B, A) con f, *(0) = B,
allorala f: X 52 — fi(z) (1 — fa(x)) € I & una funzione di Urysohn della coppia
(A, B) con le proprieta desiderate.

OSSERVAZIONE Componendo funzioni di Urysohn con le trasformazioni affini
R>t—at+beR

(ove a € R\{0}, b € R) si possono ottenere funzioni continue che assumano arbitrari
valori reali a # 8 su una coppia di chiusi disgiunti (A, B) di uno spazio topologico
X che soddisfi T}.

La caratterizzazione di Urysohn degli spazi che godono della proprieta di sepa-
razione T} suggerisce di introdurre la seguente nozione:

Uno spazio topologico X si dice completamente regolare se per ogni chiuso A di
X ed ogni punto x ¢ A di X esiste una funzione continua f : X — I tale che

f(x) =0, fly) =1 VYyeA.

Uno spazio topologico che sia completamente regolare e T3 si dice di Tychonoff.

TEOREMA 2.4 Un sottospazio topologico di uno spazio normale é di Tychonoff.

DiM. Siano Y un sottospazio topologico di uno spazio normale X, F' un chiuso
di Y e y un punto di Y non appartenente ad F. Se B e un chiuso di X tale che
BNY = F, posto A = {y}, osserviamo che A & chiuso in X perché X ¢ normale e
dunque in particolare T7, ed e disgiunto da B. La restrizione a Y di una funzione
di Urysohn della coppia (A, B) ci da una funzione continua f : Y — I che vale 0 in
y e 1 nei punti di F. Questo dimostra che Y & completamente regolare. E anche
T perché sottospazio di uno spazio T e quindi di Tychonoff.

TEOREMA 2.5 Un prodotto topologico di spazi completamente regolari € comple-
tamente regolare.
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Dmm. Sia X = (X, 7) il prodotto topologico della I-upla di spazi topologici com-
pletamente regolari (X;), ;. Fissato un punto  di X e un chiuso F' di X che non lo
contenga, possiamo trovare un sottoinsieme finito J di I ed aperti A; 3 z; = 7;(z)
di X, per j € J, tali che

(7 "(4)NF = 0.

jeJ

Per ogni j € J sia f; : X; — I una funzione continua tale che f;(z;) = 1 ed
fi(y) =0 per y € X; \ A;. Allora

f:X3y—=]Hmw) el

jeJ

¢ una funzione continua che vale 1 in z e 0 su F..

§3 KESTENSIONE DI FUNZIONI CONTINUE

TEOREMA 3.1 (TEOREMA DI ESTENSIONE DI URYSOHN) Sia A un chiuso non
vuoto di uno spazio topologico X che soddisfa I'assioma di separazione Ty. Per
ogni funzione continua

f:A—=R
possiamo trovare una funzione continua

f:X >R
che prolunga f: tale cioé che risulti

fla=r

Inoltre possiamo fare in modo che f (X)) sia contenuto nell’inviluppo convesso di

f(A).

Per dimostrare questo teorema utilizzeremo il seguente

LEMMA 3.2 Sia X uno spazio topologico Ty e F' un chiuso non vuoto di X. Sia L
un numero reale positivo e

¢ F —[-L, 1]

una funzione continua. Esiste allora una funzione continua
v: X — [-L, L]
tale che

(1) |Y(z)| < L/3 VexeX

(i4) W(z) — d(z)| < 2L/3 Va e F.
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DiMm. 1 sottoinsiemi:
A={veF|ox)<-L/3} e B={veF|é()>L/3}.

sono due chiusi disgiunti di X. Per il Lemma di Urysohn esiste una funzione
continua ¢ : X — [-L/3,L/3| che valga —L/3 su A e L/3 su B. Tale funzione
soddisfa le condizioni (i) ed (i7).

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.1 Supponiamo inizialmente che la funzione f
sia a valori nell’intervallo [—1, 1]. Dico che allora possiamo trovare una successione
{gn} di funzioni continue g,, : X — [—1,1], per n > 0, tale che

{ |gn(@)| < 271(2/3)"
[f(x) = >0 gi(@)] < (2/3)"  VzeX.

La successione {g,} puo essere definita per ricorrenza: poniamo gy = 0 e suppo-
niamo di aver costruito g, ..., g, che soddisfino le (x). Allora

)

Asz— f(z Z [—(2/3)",(2/3)"]

¢ una funzione continua e per il lemma precedente possiamo trovare una funzione

continua g,41 : X — [—(2/3)",(2/3)"] che soddisfi:

[gn+1(2)| < (1/3)(2/3)" V€ X,

n+1
Zgj ) < (2/3)" vze A

La serie Z _o 9n converge allora uniformemente a una funzione continua g : X — R

ed abblamo
D gnl@)| < (1/3)> (2/3)"
Jj=0 j=0

gla = f.

Consideriamo ora il caso generale. Sia J l'inviluppo convesso di f(A) in R. Se J
¢ un intervallo della forma [a,b] con —oco < a < b < o0, ci riconduciamo al caso
precedente componendo la f con la trasformazione affine

R>t— h(t) = Hoazb g

b—a

La h o f & una applicazione continua su A a valori in [—1,1]. Se g : X — [—1,1]
€ una sua estensione continua, la f = h~! o g & una estensione continua di f a
valori in [a,b]. Se J & un intervallo limitato, consideriamo la sua chiusura .J in
R. Per le considerazioni appena svolte, possiamo supporre J = [—1,1] e trovare
un’estensione g : X — [—1,1] di f. Allora F' e g~!([—1,1] —J) sono chiusi disgiunti
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di X e possiamo trovare una funzione continua x : X — I = [0, 1] che valga 1 su F'
eOsug ([-1,1]=J). La f : X 3 2 — g(x)-x(z) € J & allora Pestensione cercata.
Infine, se J non & un intervallo limitato di R, ci riconduciamo ai casi precedenti
componendo f con 'omeomorfismo

t
R>t———¢€]—1,1].
1+ |t]

§4 PARTIZIONE DELL'UNITA NEGLI SPAZI NORMALI
Sia f : X — R una funzione a valori reali definita su uno spazio topologico X.
Si dice supporto di f la chiusura in X dell’insieme dei punti z di X in cui f(x) # 0:

suppf = {z € X | f(z) # 0}.

Sia I" un ricoprimento di X. Una partizione continua dell’unita su X subordinata
al ricoprimento I' e il dato di una famiglia

{6a: X > R|AcT}

di applicazioni continue tali che

(i) ¢a(x) >0 VAeTl, VzelX;
(i)  {suppga|A €T} & un ricoprimento localmente finito di X;
(i17) Y qerPalzr) =1 Vre X.

LEMMA 4.1 Sia X uno spazio topologico che soddisfa I’assioma T, e sia I' =
{4, |i € I} un ricoprimento aperto localmente finito di X. Possiamo allora trovare
un ricoprimento aperto A = {B;|i € I} di X tale che B; C A; per ognii € I.

DiM. Introduciamo su I un buon ordinamento® <. Costruiremo la famiglia A per
induzione transfinita, in modo che

(1) B;C A; Viel,

(2) Vjel {Bi|i<j}tU{A;|j < i} e un ricoprimento aperto di X.
Fissiamo jo € I e supponiamo di aver costruito i B; per i < jg in modo che la (1)
valga per i < jo e che per ogni h € I con h < jo {B;|i < h} U{A;|h < i} sia un
ricoprimento aperto di X.

Allora

Aj, = {Bi|i <jo} U{Ai[i<jo}

¢ un ricoprimento aperto di X. Infatti, se x € X, allora J = {i € I|z € A;} ¢
finito per l'ipotesi che I" fosse un ricoprimento localmente finito. Se qualche ¢ € J e
> jo, allora A, contiene un aperto A; che contiene x. Altrimenti, indichiamo con
4’ il piu grande elemento di J. Poiché per I'ipotesi induttiva

{B;li < JYU{A S < i}

5Cid significa che I & totalmente ordinato rispetto a < e che ogni sottoinsieme non vuoto di I
ammette minimo rispetto a <.
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¢ un ricoprimento aperto di X, x € B; per qualche ¢ < j’ < jg e dunque appartiene
aun B; € Aj,.
Consideriamo ora l’insieme

F=x\|UBulJ4
J7<Jjo Jo<j
Esso € un chiuso contenuto in A;, in quanto A, € un ricoprimento di X. Essendo
X uno spazio Ty, il chiuso F' ha un intorno chiuso G contenuto in A;,. Posto
(o)
Bj, = G, chiaramente
{Bili <jo} U{A;|jo <1}

¢ un ricoprimento aperto di X e vale la (1) per j < jo.

Per induzione transfinita otteniamo quindi una famiglia A = {B;|i € I} tale
che valgano le (1), (2). Chiaramente A ¢ un ricoprimento aperto di X: se x € X
e j € il minimo indice in I tale che ¢ A;, la (2) ci dice che x € B; per qualche
i <.

La dimostrazione e completa.

TEOREMA 4.2 Sia I' un ricoprimento aperto localmente finito di uno spazio to-
pologico X che soddisfi 'assioma di separazione Ty. Allora esisteuna partizione
continua dell’unita subordinata a I".

Div. Sia I' = {A4;]i € I}. Utilizzando il lemma precedente, otteniamo due
ricoprimenti aperti B = {B; |l € I} e D = {D;|i € I} tali che
D;CB;CB;CA; Viel.
Per ogni i € I sia ¢; : X — I una funzione continua tale che
1 per z€D;
(@) = {
0 per z€ X\ B,.

La somma

U(x) =Y di(w)

i€l
¢ localmente finita e quindi definisce una funzione continua su X. Inoltre ¢(z) > 1
per ogni z € X. Ponendo quindi

di(x) = Pi(x)/Y(x) VYre X, Viel

otteniamo la partizione dell’unita continua cercata.

OSSERVAZIONE Nel caso in cui il ricoprimento aperto I' sia numerabile o finito,
possiamo dimostrare il teorema sull’esistenza di partizioni continue dell’unita su-
bordinate a I' facendo uso del solo assioma di induzione di Peano.

85 FUNZIONI SEMICONTINUE E SPAZI NORMALI
Indichiamo con R la retta reale estesa:

R = RU{~o0, +o0}
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con la relazione d’ordine usuale.
Una funzione

f: X —=R
definita su uno spazio topologico X si dice

semicontinua superiormente se {x € X | f(z) < a} & aperto in X per ogni a € R;
semicontinua inferiormente se {x € X | f(x) > a} ¢ aperto in X per ogni a € R.

OSSERVAZIONE In modo equivalente: f : X — R & semicontinua superiormente
se {x € X |f(z) > a} & chiuso in X per ogni a € R;
¢ semicontinua inferiormente se {x € X |f(x) < a} € chiuso in X per ogni a € R.

OSSERVAZIONE Una funzione f : X — R per cui la X > x — f(z) € R sia
contemporaneamente semicontinua superiormente e inferiormente ¢ continua.®

Indichiamo con SCS(X) (risp. SCI(X)) l'insieme delle funzioni semicontinue
superiormente tali che f(X) C [—oo, 400 (risp. inferiormente tali che f(X) C
| — 00, +00]) sullo spazio topologico X.

Indichiamo con C(X) l'insieme di tutte le funzioni continue a valori reali sullo
spazio topologico X.

Per l'osservazione precedente,

SCS(X) NSCI(X) = C(X).

EseMpio 5.1 Sia X un insieme e A un sottoinsieme di X. Si dice funzione
caratteristica dell’insieme A la funzione x4 : X — I C R definita da:

lsex € A

;“@):{O%x¢A

Se X ¢ uno spazio topologico, la funzione caratteristica xy 4 € semicontinua superior-
mente se e soltanto se I'insieme A € chiuso, semicontinua inferiormente se e soltanto
se 'insieme A ¢ aperto.

Infatti: se x4 € semicontinua superiormente,

A ={zeX|xalz) 21}
¢ un chiuso. Viceversa, se A € un chiuso, y 4 € semicontinua superiormente perché:

Xsea<0
{reX|xalx)>a} = Ase0<a<1
Psea>1

e chiuso per ogni a € R.
Se x4 € semicontinua inferiormente, allora

A ={xeX|xa(z)>0}

6In questo paragrafo, per semplificare le notazioni, non faremo distinzione tra una funzione f
a valori in un sottoinsieme A di R e la funzione a valori in R che si ottiene componendola con
I'inclusione A — R.
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e un aperto. Viceversa, se A e aperto:

Xsea<0
{reX|xalx)>a} =< Ase0<a<1
Dsea>1

e aperto per ogni a € R e quindi x4 € semicontinua inferiormente.

LEMMA 5.1 Siano f,g € SCS(X) e A € R, A > 0. Allora

(1) f+ge€SCS(X),

(2)  Af eSCS(X),

(3)  max{f, g} € SCS(X)

(4) —f e SCI(X).

Analogamente: Siano f,g € SCI(X) e A € R, A > 0. Allora

(1) f+g€eSCI(X),

(2")  Af e SCI(X),

(3)  min{f, g} € SCI(X)

(4") —f e SCS(X).

Dim. Verifichiamo la (1). Siano f,g € SCS(X). La funzione f +g: X — R e a
valori in [—00, 400]. Inoltre, per ogni a € R,

{reX|f@)+gx)<a} = |J ({reX|fx)<spn{zeX|g(z)<t})

s+t<a
e aperto perché unione di aperti.

La verifica della (2) e della (4) sono immediate.
Mostriamo che max{f,g} € SCS(X) se f,g € SCS(X). Intanto

—oo < max{f,g}(x) < +o00 per ogni x € X
perché —oo < f(x), g(z) < +00. Se poi a & un qualsiasi numero reale,
{z € X|max{f,g}(z) <a} = {z € X[ [f(z) <a}n{z e X][g(z) <a}

¢ aperto perché intersezione di due aperti.
Le affermazioni relative a SCI(X) si verificani in modo analogo.

LEMMA 5.2 Sia A un sottoinsieme diR e ¢ : A — R una funzione non decrescente.
Se ¢ € SCS(A), f € SCS(X) e f(X) C A, allora ¢ o f € SCS(X).
Se ¢ € SCI(A), f € SCI(X) e f(X) C A, allora ¢ o f € SCI(X).

DiM.  Supponiamo f € SCS(X). Per ogni a € R, consideriamo 'insieme:

E.= |J {zeX|f(x) <t}

P(t)<a
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Esso e aperto perché unione di aperti e
E,Cc{zeX|po f(x) <a}

perché ¢ € non decrescente.

Per dimostrare che ¢o f € SCS(X), mostriamo che questi due insiemi coincidono.
Sia xo € X tale che ¢ o f(zg) < a. Posto f(xo) = s, abbiamo ¢(s) < a e, poiché
abbiamo supposto la ¢ semicontinua superiormente, possiamo trovare un € > 0 tale
che ¢(t) <ases—e<t<s+e Allorazy € {z € X|f(z) <s+ 5} C E, Questo
dimostra che

{reX|gpof(z)<a} CE,

e quindi i due insiemi coincidono.
La dimostrazione dell’enunciato che riguarda le funzioni semicontinue inferior-
mente ¢ analoga.

TEOREMA 5.3 Sia{f;|i € I} una qualsiasi famiglia di funzioni di SC'S(X). Allora
la
f:XBx%ingfi(x)eﬁ
1€

é ancora una funzione semicontinua superiormente della classe SCS(X). Sia {f;|i €
I} una qualsiasi famiglia di funzioni di SCI(X). Allora la

f: X2z —supfi(zr)eR
i€l

é ancora una funzione semicontinua inferiormente della classe SCI(X).

DiM. Supponiamo {f;|i € I} € SCS(X) e f(x) = infies fi(z) per ogni z € X.
Fissato un qualsiasi numero reale a 'insieme:

freX|f2)<a) = | J{eeX|file) <a)

icl

¢ aperto perché unione di aperti. Quindi la f € semicontinua inferiormente e chia-
ramente € a valori in [—oo, +00o[ se tutte le f; sono a valori in tale insieme.
La dimostrazione della seconda parte del teorema ¢ del tutto analoga.

LEMMA 5.4 Siano {f,} e {gn} due successioni di funzioni continue a valori in I,
definite su uno spazio topologico X. Supponiamo che inf,, f,, = f < g = sup,, gn-
Possiamo allora trovare una funzione continua h : X — I tale che f < h < g.

DiMm. Sostituendo a f,, la funzione continua min{fo,...., fn} e a g, la funzione
continua max {go, ..., gn } possiamo supporre che f, > fo11 € gn < gnt1 per ogni
n € N.

Definiamo ora due successioni di funzioni continue {«,} e {8,} ponendo

Qg = 0
ap = maxj<, min{f;, g;} sen >0

Bo =1

Brn = max{an_1, fn} sen > 0.
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Le funzioni
hi: X 32 — supay,(z) € 1,

n

he : X 52 —inf B, (z) € 1,

sono la prima semicontinua inferiormente e la seconda semicontinua superiormente
su X. Inoltre o, < g, € B, > fr, per ogni n ci dicono che h; < ge hy > f.
Vogliamo dimostrare che h1 = ho = h: la h risultera continua e soddisfera la tesi
del lemma.
Sia R 3 ¢t < hy(z) per un punto x € X. Poiché la successione delle o, ¢ non
decrescente, possiamo trovare un intero v > 1 tale che a,,(z) > ¢ per ognin > v. In
particolare, per un indice p con 1 < pp < v abbiamo f,(z) >t e g,(x) > t. Quindi

fil@) > fo(z) > ... > fulz) >t <ou(z) < apqi(z) <.

e quindi anche 3, () > t per ogni n. Cid dimostra che hy < hs.

Sia ora ¢t un numero reale con ¢t > hy(x). Scegliamo un altro numero reale s tale
che hi(xz) < s < t. Allora a,(x) < s per ogni n e quindi min{f, (z),g,(2)} < s
per ogni n. Se fosse f,,(x) > t per ogni n, avremmo g, (x) < s per ogni n e dunque
g(x) < s <t < f(x) ci darebbe una contraddizione. Deve quindi essere f,(x) <t
per qualche intero positivo v e dunque S, (z) < t. Allora ho(x) < t. Ne segue che &
anche ho < h; e dunque le due funzioni sono uguali. La dimostrazione ¢ completa.

LEMMA 5.5 Sia X uno spazio topologico Ty e siano f € SCS(X), g € SCI(X) due
funzioni tali che
0< f(z) <g(z)<1l VrelX.

Esiste allora una funzione continua h : X — R tale che

flx) <h(z)<g(zx) VrelX.

DmMm. Per ogni coppia di interi positivi m,n con 1 < m < n sia ¢ppm : X —

[2,1] C R una funzione continua che valga  sul chiuso {z € X |g(z) < ™1} e

1 sul chiuso {z € X | f(z) > ™}. Abbiamo ¢, ,,(x) > f(x) su X. Per ogni intero
positivo n consideriamo allora la funzione continua

Oon: X1 — 1§mnir§1n¢n’m(x) e R.

Abbiamo allora ¢,,(z) > f(x) su X e inoltre ¢, (z) < ZEL se g(z) < 2. Posto
folz) = i%f ¢n(z) perx € X,

otteniamo una funzione semicontinua superiormente tale che
f(z) < folz) <g(z) vrelX.

Applicando lo stesso ragionamento alle funzioni z — 1 — g(z) e 1 — fo(z), che
sono la prima semicontinua superiormente e la seconda semicontinua inferiormente,



III. ASSIOMI DI SEPARAZIONE 53

possiamo trovare una successione {1, } di funzioni continue 1, : X — I tali che,
posto Gy = inf,, ¥, risulti 1 — g(z) < Go(z) < 1 — fo(z) per ogni x € X. Allora
go(z) = 1 — Go(x) & lestremo superiore di una successione di funzioni continue e
risulta

f(z) < folz) < go(z) < g(x) VoeX.

Per il lemma precedente possiamo trovare una funzione continua h : X — I tale
che fo(x) < h(x) < go(z) per ogni x € X. Tale funzione h soddisfa la tesi.

OSSERVAZIONE La proprieta espressa dal Lemma 7?7 caratterizza gli spazi topo-
logici T;. Siano infatti A e B due chiusi disgiunti dello spazio topologico X. Dette
XA € xp le loro funzioni caratteristiche, le funzioni 1 — x4 e xp sono la prima
semicontinua inferiormente, la seconda semicontinua superiormente e

xB(x) <1—xa(r) VrelX.
Una funzione continua h : X — [ tale che
xB(z) <h(z) <1—xalz) VeeX

¢ una funzione di Urysohn della coppia (A4, B).
Quindi, uno spazio topologico X per cui valga I’enunciato del Lemma 7?7 soddisfa
necessariamente ’assioma di separazione T}.

TEOREMA 5.6 (TEOREMA DI INTERPOLAZIONE) Sia X uno spazio topologico T}
ed f € SCS(X), g € SCI(X) due funzioni tali che

—00 < f(z) < g(x) < +00 Vz e X.
Esiste allora una funzione h : X — R continua tale che

f(z) < h(z) < g(z) Vs € X.

DiMm. Consideriamo la funzione o : R — I definita da:

1t
H)=-+—"" WteR
alt) = 3+ 759 V€

o
Essa definisce un omeomorfismo crescente di R sull’intervallo aperto I =|0, 1], che

ha inversa b1 /
5
L per0<s<1/2
B(s) = {

%per1/2§s<1.

Consideriamo la funzione a0 f. Essa ¢ ancora semicontinua superiormente perché
composta di una funzione semicontinua superiormente e di una funzione continua
e crescente.

Analogamente a o g € ancora semicontinua inferiormente perché composta di una
funzione semicontinua inferiormente e di una funzione continua e crescente.

Per il lemma precedente possiamo trovare una funzione continua A : X — I tale
che

ao f(xr) < Az) <aog(x) VrelX.
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La funzione continua h = 8 o X\ soddisfa allora le condizioni del teorema.

TEOREMA 5.7 Sia X uno spazio normale. Allora

(1) Ogni f € SCS(X) limitata superiormente é estremo inferiore di una famiglia
di funzioni continue.

(2) Ogni f € SCI(X) limitata inferiormente ¢ estremo superiore di una famiglia
di funzioni continue.

DiMm. Sia f € SCS(X) e supponiamo che f(z) < ¢ su X per una costante ¢ € R.
Supponiamo vi sia un punto zo € X in cui f(xg) < c. Fissato un qualsiasi numero
reale s con f(xg) < s < ¢, la funzione

ssexr = xp

T =
V(@) {csexeX\{xo}

¢ semicontinua inferiormente perché X \ {zo} & aperto in quanto abbiamo supposto
che X soddisfi ’assioma T7. Per il teorema di interpolazione, possiamo trovare una
funzione continua h : X — R tale che

max{f(z),s} < h(z) <¢(x) VzeX.

Da questa osservazione segue che, detto F l'insieme di tutte le funzioni continue
h: X — R tali che h > f, abbiamo

f(z) = inf{h(z)|h € {}.

La dimostrazione della (2) ¢ analoga.

§6  ASSIOMI DI NUMERABILITA E DI SEPARABILITA
Uno spazio topologico X si dice separabile se contiene un sottoinsieme D denso
e numerabile.

EsemMpPio 6.1 La retta reale R con la topologia euclidea ¢ separabile, in quanto
I'insieme QQ dei numeri razionali € denso in R e numerabile.

Diciamo che uno spazio topologico X soddisfa al primo assioma di numerabilita
se ogni punto di X ammette un sistema fondamentale di intorni numerabile.

Diciamo che uno spazio topologico X soddisfa al secondo assioma di numerabilita
o che e a base numerabile se ammette una base numerabile di aperti.

TEOREMA 6.1 Uno spazio topologico X che soddisfa il secondo assioma di nume -
rabilita soddisfa anche al primo ed é separabile.

DiMm. Sia B = {A, |n € N} una base numerabile degli aperti della topologia 7x di
X. Fissato un punto z di X, la famiglia {A,, € B|z € A,} & una base numerabile
di intorni di z in X.

Per ogni n appartenente all’insieme N’ dei numeri naturali per cui A, # 0,
scegliamo un elemento x,, € A,,. Allora D = {z, |n € N'} & un sottoinsieme denso
e numerabile di X.
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TEOREMA 6.2 Uno spazio topologico metrizzabile soddisfa al primo assioma di
numerabilita. Esso soddisfa al secondo assioma di numerabilita se e soltanto se é
separabile.

Dim. Sia X uno spazio topologico metrizzabile e d una distanza su X che ne
definisca la topologia. Per ogni z € X le palle aperte By(x,27™) di X per la
distanza d formano un sistema fondamentale di intorni numerabile di X.

Abbiamo gia osservato che se X soddisfa al secondo assioma di numerabilita
allora e separabile. Supponiamo ora viceversa che X sia separabile. Sia D =
{z,, |n € N} un sottoinsieme denso e numerabile di X. Dico che allora

B = {B4(zp,27™)|m,n € N}

e una base numerabile di X. Sia infatti A un aperto di X e x € A. Possiamo
allora trovare un € > 0 tale che By(x,e) C A. Scegliamo un intero positivo m tale
che 27™ < ¢/2. Poiché D & denso in X, esiste x,, € D tale che d(z,z,) < 27™.
Allora = € By(z,,27™) C A. Quindi ogni punto di un aperto A ¢ contenuto in un
elemento di B contenuto in A. Questo dimostra che BB € una base di X. Chiaramente
la base B che abbiamo ottenuto & numerabile.

Si verifica facilmente la:

PROPOSIZIONE 6.3  Un sottospazio di uno spazio topologico che soddisfi al primo
(risp. al secondo) assioma di numerabilita soddisfa anch’esso al primo (risp. al
secondo) assioma di numerabilita.

Esempio 6.2 Un sottospazio di uno spazio topologico separabile non e neces-
sariamente separabile. Sia X = (R,7) ove 7 & la topologia che ha come base
degli aperti gli intervalli chiusi a sinistra e aperti a destra della forma [a,b] con
a < b. Lo spazio topologico prodotto X x X e separabile, in quanto Q x Q ne € un
sottoinsieme denso e numerabile. D’altra parte la topologia indotta sul sottospazio
Y = {(z,—z) |z € R} ¢ la topologia discreta e quindi Y non ¢ separabile con la
topologia di sottospazio.

TEOREMA 6.4 Sia X = (X,7) il prodotto topologico di una I-upla (X;),., di
spazi topologici, ciascuno dei quali contenga almeno due punti. Allora

(1) X soddisfa al primo assioma di numerabilita se ogni X; soddisfa al primo
assioma di numerabilita e I é finito o numerabile.

(2) X soddisfa al secondo assioma di numerabilita se ogni X; soddisfa al
secondo assioma di numerabilita e I é finito o numerabile.

(3) X é separabile se e ogni X; é separabile e I ha al piu la potenza del

continuo.

i€l

Dim. (1) Siax € X e per ogni i € [ sia U; un sistema fondamentale numerabile
di intorni di z; = m;(z) in X;. Allora

U = {Nicgr; 1(U) | J C T &finito e U; €U}

e un sistema fondamentale di intorni numerabile di z.
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(2) Per ogni i € I sia B; una base numerabile di X;. Allora
B = {ﬂiejﬂ'i_l(AiHJCI ¢ finito e AZGBZ}

¢ una base numerabile di 7.

(3) Se I ha al piu la potenza del continuo, possiamo supporre che I C [0, 1[C R.
Indichiamo con A l'insieme di tutte le partizioni finite di [0, 1] in intervalli chiusi
a sinistra e aperti a destra con estremi razionali. L’insieme A & numerabile. Per
ogni indice i € I sia D; = {x;n}nen un sottoinsieme numerabile e denso di X;.
Consideriamo il sottoinsieme di X:

D Z{CII eX | H{El,,Ek} €A, Ny, .., €N
tali che m;i(z) = x4, set € EsNT 1 <s<k}.

L’insieme D & numerabile. Esso € denso in X. Se infatti J & un sottoinsieme
finito di I e, per ogni j € J, A; un aperto di X;, possiamo trovare una partizione
{E1,...,Ex} € A tale che ciascun insieme della partizione contenga al piu un
elemento j di J. Per ogni j € J l'aperto A; di X; contiene un elemento
di D;. Allora I'elemento  di D definito da

{ Thn; se h,j € Es per qualche 1<s<k
Ip —

Tpo altrimenti
appartiene a mjejﬂjl(Aj).

TEOREMA 6.5 Ogni spazio topologico che soddisfi ’assioma Ts e sia a base nu-
merabile soddisfa anche ’assioma T}.

DiM. Sia B una base numerabile di aperti di uno spazio topologico X, che soddisfi
anche ’assioma di separazione T5. Siano A e B due chiusi disgiunti di X. Per ogni
punto z € A esiste un intorno aperto U, € B di « tale che U, N B = ) e per ogni
y € B un intorno aperto V,, € B di y tale che Vy N A = (). Poiché B ¢ numerabile,
possiamo trovare due successioni {x,,} C A e {y,} C B tali che

{Up|lx e A} = {U,, |ne N}, ={V,|ye B} ={V,, |neN}L

Poniamo U,, = U,, eV, =V, . Allora {U,} e {V,} sono due ricoprimenti aperti
di A e B rispettivamente che sono numerabili e hanno la proprieta:

U,NB=10, V,NA=0 VYneN.

Poniamo
U, = Uy
U, = U \UjSL Vs
Vi = Va\ U?:o _J
Allora

U = U;io U/ & un aperto contenente A
V = U2V, ¢unaperto contenente B.

Dico che i due aperti U e V sono disgiunti. Se infatti fosse x € U NV, avremmo
x € U, NV, per due interi m,n > 0. Non puo essere n < m perché in questo caso
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u,nv, cU,N (Vi \U,) = 0, né n > m in quanto in questo caso U, NV, C
(Up \ Vi) NV, = 0. Quindi UNV = (). La dimostrazione & completa.

§7 UN TEOREMA DI IMMERSIONE E METRIZZABILITA

TEOREMA 7.1 Ogni spazio regolare a base numerabile ammette un’immersione
topologica in /5.

Dim. Sia X uno spazio topologico regolare a base numerabile e sia B una base
numerabile degli aperti di X. Sia

A= {UV)|UVeB UcCV}.
L’insieme A & numerabile e possiamo quindi trovare una applicazione surgettiva
Non— (U, V,) € A.

Per il Teorema 6.4 X & uno spazio normale. Per ogni n € N esiste quindi una
funzione di Urysohn f,, della coppia (U,, X — V,,). Consideriamo ’applicazione

f: X322 — 27"fu())nen € Llo.

L’applicazione f ¢ iniettiva: se x # y sono due punti distinti di X, possiamo trovare
una coppia di aperti A, B € Btalichexz € A C A C B % y e quindi un indice n € N
tale che x € U,, e y € V,,. Allora f,(z) =0, f.(y) =1 e dunque f(z) # f(y).

Dimostriamo che f € continua: fissiamo zo € X ed ¢ > 0. Possiamo scegliere
m € N sufficientemente grande, in modo che

Yo o2 <)
n=m++1

Poiché ciascuna delle funzioni f,, € continua, possiamo poi trovare un intorno aperto

W di zq tale che
|fn(z) — fn(zo)| < €/2 pern=0,...,m.
Allora
1f (@) = flzo)lI* =32020 272" [ fn (@) = fu(zo)[?
<(EM) 0027 + Ll 27 <€
vy e W.

Sia ora g : f(X) — X la funzione inversa dell’abbreviazione f ]Q(X) : X — f(X).
Sia yo = f(zo) € f(X) e sia W un intorno di zp in X. Possiamo allora trovare
una coppia (U,,V,) € Aconx € U, CV, CW. Sey € B(yy,27")N f(X) =
{f@)[1If(x) = yoll < 27"} avremo in particolare |fn(2) — fu(zo)| = fu(z) < 1
e quindi x € V,, C W. Questo dimostra che anche g & continua e quindi f e
un’immersione topologica.
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Poiché un sottospazio di uno spazio metrizzabile ¢ metrizzabile, abbiamo otte-
nuto il

TEOREMA 7.2 Uno spazio topologico a base numerabile e metrizzabile se e sol-
tanto se e regolare.

EsEmMPIO Sia 7 la topologia su R che ha come base di aperti la famiglia B =
{la,b[|a,b € R, a < b} degli intervalli chiusi a sinistra e aperti a destra. Poiché
Ja, b[= U, <c<p [c, b], la topologia 7 & pili fine di quella Euclidea e quindi ¢ separata.
Inoltre (R, 7) soddisfa al primo assioma di numerabilita ed & separabile, perché
I'insieme Q dei razionali & numerabile e denso in (R, 7). Dico che (R, 7) soddisfa
I’assioma di separazione Ty. Per dimostrare questo fatto mostriamo che:

Un sottoinsieme A C R é chiuso in (R, T) se e soltanto se ogni sottoinsieme non
vuoto di A limitato inferiormente ammette minimo in A.

Sia infatti A un chiuso di (R, 7), sia B un sottoinsieme di A e sia b = inf B. Se
fosse b ¢ A, esisterebbe un € > 0 tale che [b,b+ ¢[C R\ A. In particolare x > b+ €
per ogni x € B, contraddicendo il fatto che b = inf B.

Sia viceversa A C R un insieme che contiene gli estremi inferiori dei suoi sot-
toinsiemi limitati inferiormente. Se a € R\ A, consideriamo l'insieme B = {z €
Alz > a}. Se B =), allora [a, +00[ & un intorno aperto di a in (R, 7) disgiunto da
A. Se B # (), allora B, essendo limitato inferiormente da a e contenuto in A, ha un
minimo b € A. Abbiamo allora a < b perché a ¢ A e [a,b] & un intorno aperto di a
un (R, 7) disgiunto da A. Questo dimostra che A & chiuso.

Siano ora A e B due chiusi disgiunti di (R, 7). Per ogni a € A sia z, 'estremo
inferiore dell’insieme {x € B|x > a} (ricordiamoci la convenzione che inf ) = +00).
Abbiamo a < z, perché z, ¢ A e quindi U, = [a,z,] € un intorno aperto di
a in (R,7). Analogamente, per ogni b € B poniamo y, = inf{y € A|y > b} e
Vi = [b,yp[. Allora U = J,c4 [a;zal € V = Uy g Vo sono intorni aperti disgiunti di
A e B, rispettivamente.

Cio dimostra che (R, 7) soddisfa I’assioma di separazione Tj.

Osserviamo che (R,7) non ¢ né a base numerabile, né metrizzabile. Infatti il
sottospazio {z +y = 0} C R? del prodotto topologico di due copie di (R, 7) ha la
topologia discreta e quindi non ¢ a base numerabile. Quindi il prodotto topologico
(R2, 7 x 7) non & a base numerabile e quindi non lo sono i suoi fattori. D’altra parte,
essendo separabile, se (R, ) fosse metrizzabile sarebbe anche a base numerabile.
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CAPITOLO IV

COMPATTEZZA

§1 DEFINIZIONI E PRIME PROPRIETA
Uno spazio topologico si dice compatto se ogni suo ricoprimento aperto ammette
un sottoricoprimento finito.

EsempPio 1.1 Uno spazio topologico X che contenga un numero finito di punti
¢ compatto. Uno spazio topologico X con la topologia discreta ¢ compatto se e
soltanto se contiene un numero finito di punti.

Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X si dice compatto se € compatto
per la topologia indotta. Cio equivale al fatto che ogni ricoprimento aperto di A in
X ammetta un sottoricoprimento finito.

Se A C B sono sottoinsiemi di uno spazio topologico X, diciamo che A e
relativamente compatto in B se la sua chiusura in B ¢ compatta. Scriviamo A € B
per indicare che A e relativamente compatto in B, che cioe A N B & compatto.

LEMMA 1.1 Siano A C B due sottoinsiemi di uno spazio topologico X. Condizione
necessaria e sufficiente affinché A @ B ¢ che ogni ricoprimento aperto di B contenga
un sottoricoprimento finito di AN B.

DiM. Supponiamo che A € B. Sia I' un ricoprimento aperto di B. Esso ¢ allora
un ricoprimento aperto di A N B, che per ipotesi ¢ compatto. Possiamo quindi
estrarre da I' un sottoricoprimento finito di A N B.

Viceversa, supponiamo che da ogni ricoprimento aperto di B si possa estrarre un
sottoricoprimento finito di AN B. Sia I" un ricoprimento aperto di ANB. L’insieme
B\ A ¢ un aperto di B ed esiste quindi un aperto G di X tale che GNB = B\ A.
Allora IV = T'U {G} & un ricoprimento aperto di B. Da esso per ipotesi possiamo
estrarre un ricoprimento finito A’ di AN B. Allora A = A’\ {G} Cc T & un
ricoprimento aperto finito di AN B.

Da questo lemma si ricava immediatamente il:

TEOREMA 1.2 Ogni sottospazio chiuso di uno spazio topologico compatto é com-
patto. Ogni sottoinsieme di uno spazio compatto e in esso relativamente compatto.

EsemMPio 1.2 Sia X un insieme che contiene infiniti elementi. Fissato a € X,
consideriamo su X la topologia 7 che ha come base degli aperti la famiglia B di
tutti i sottoinsiemi di X che contengono a. Abbiamo 7 = BU{0}. 1l sottoinsieme {a}
di X & finito e quindi compatto in (X, 7). Abbiamo m = X, che non & compatto
perché il ricoprimento aperto I' = {{a,z} |z € X \ {a}} di X non ammette un
sottoricoprimento finito.
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In uno spazio topologico generale X un sottoinsieme compatto puo quindi non
essere relativamente compatto in X.

Sia I" una famiglia di sottoinsiemi di un insieme X. Diciamo che I" ha la proprieta
dell”intersezione finita se una qualsiasi intersezione di una sottofamiglia finita di I’
€ non vuota.

TEOREMA 1.3 Sia X uno spazio topologico. Condizione necessaria e sufficiente
affinché X sia compatto é che l'intersezione di una qualsiasi famiglia I' di chiusi di
X che goda della proprieta dell’intersezione finita sia non vuota.

DiM. Supponiamo che X sia compatto. Sia I' una famiglia di chiusi di X che goda
della proprieta dell’intersezione finita. Se (I' fosse vuota, allora {X — A|A € I'}
sarebbe un ricoprimento aperto di X. Potremmo allora, per la compattezza di X,
trovare un sottoinsieme finito {Ay, ..., A, } di chiusi di T" tali che

(X\4,) = X.

n

J

Ma questa relazione equivale a
n
(14, =0
j=1

che contraddice l'ipotesi che I' godesse della proprieta dell’intersezione finita.

Supponiamo ora che ogni famiglia di sottoinsiemi chiusi di X che abbia la
proprieta dell’intersezione finita abbia intersezione non vuota. Sia I' un ricopri-
mento aperto di X.

La famiglia di chiusi {X \ A| A € I'} non gode della proprieta dell’intersezione
finita, perché

() (xX\4) =0

Ael

Esiste quindi un sottoinsieme finito {44, ..., A,} di I tale che
X\ 4) =0
j=1

Cio equivale al fatto che {A;,..., A, } sia un ricoprimento di X. Questo dimostra
che X e compatto.

TEOREMA 1.4 (TEOREMA DI WEIERSTRASS) Ogni funzione reale semicontinua
superiormente su uno spazio compatto ammette massimo.

Ogni funzione reale semicontinua inferiormente su uno spazio compatto ammette
minimo.

DiM. Sia f: X — [—00,+00[ una funzione semicontinua superiormente su uno
spazio compatto X e sia @ € RU {400} I'estremo superiore di f in X. Allora per
ogni numero reale a < «, l'insieme

Fo = {r e X|f(z) > a}
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¢ un sottoinsieme chiuso non vuoto di X. La famiglia di chiusi {F} |a < a} gode
della proprieta dell’intersezione finita, in quanto

F,n..NF, =F, se a= max{ay,...,an}.

La sua intersezione

F:ﬂFa

a<lo

e non vuota perché X e compatto. Ogni punto di F' € punto di massimo per f.
La dimostrazione dell’esistenza di minimo per funzioni reali semicontinue infe-
riormente ¢ analoga.

OSSERVAZIONE In particolare: Ogni funzione continua f : X — R su uno spazio
compatto X ammette massimo e minimo.

TEOREMA 1.5 Compatti disgiunti di uno spazio di Hausdorff ammettono intorni
disgiunti.

Ogni compatto di uno spazio di Hausdorff e chiuso.

Ogni spazio di Hausdorftf compatto é normale.

Dim. Siano A e B due compatti disgiunti di uno spazio di Hausdorff X. Per
ogni z € A e y € B possiamo trovare un intorno aperto U(z,y) di e un intorno
aperto V(x,y) di y in X tali che U(z,y) NV (z,y) = (. Fissato y € B, gli aperti
{U(x,y) |z € A} formano un ricoprimento aperto di A. Poiché A & compatto,
possiamo trovare x1,...,x, € A tali che

AC U Ulzj,y) = Gy.

=1

Poniamo

W(y) = (V(z;,y).
j=1

Abbiamo W (y)NG, = 0 per ogni y € B. Inoltre, {W(y)} & un ricoprimento aperto
di B e percio, essendo B compatto, possiamo trovare y1, ..., ¥, € B tali che

Allora

e un intorno aperto di A disgiunto da W. Questo dimostra la prima affermazione
del teorema.

Sia ora A un compatto di uno spazio di Hausdorff X. Se z ¢ A, poiché {z} & un
compatto disgiunto da A possiamo trovare un intorno aperto U di x disgiunto da
A. Cio dimostra che X — A e aperto e quindi che A ¢ chiuso.
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Dalle prime due affermazioni del teorema segue immediatamente che uno spazio
di Hausdorff compatto € normale.

TEOREMA 1.6 Se X = (X,7) & uno spazio compatto che soddisfa I’assioma
di separazione Ti, ogni suo ricoprimento fondamentale numerabile ammette un
sottoricoprimento finito.

Dim. Sia I' = {4, |n € N} un ricoprimento fondamentale numerabile di X. Se
X non fosse ricoperto da una sottofamiglia finita di sottoinsiemi di I', potremmo
trovare una successione x,, di elementi di X tali che

Iy, ¢ U Aj.
7=0

Sia K = {x,|n € N}. Questo insieme contiene infiniti punti ed ¢ chiuso perché
la sua intersezione con ogni elemento del ricoprimento fondamentale I' e finita e
quindi chiusa perché X soddisfa 77. Dunque K & compatto perché sottospazio
chiuso di uno spazio compatto. D’altra parte ogni sottoinsieme di K interseca
ciascuno degli A,, in un numero finito di punti: quindi & chiuso e la topologia
di K come sottospazio di X e la topologia discreta. Abbiamo cosi ottenuto una
contraddizione, perché uno spazio topologico compatto con la topologia discreta
contiene al pitt un numero finito di punti.

TEOREMA 1.7 (TEOREMA DI ALEXANDER) Sia X uno spazio topologico e sia T’
una prebase degli aperti della topologia di X. Allora X é compatto se e soltanto se
ogni ricoprimento A C I' ammette un sottoricoprimento finito.

DiMm. La condizione e ovviamente necessaria. Per dimostrare la sufficienza ragio-
niamo per assurdo. Se X non e compatto, la famiglia G dei ricoprimenti aperti di
X che non ammettono sottoricoprimenti finiti € non vuota. Essa e parzialmente
ordinata mediante inclusione ed ¢ induttiva: se {A;|j € J} & una sottofamiglia
totalmente ordinata’ di G, allora A = U ied Aj € ancora un elemento di G. Se non
lo fosse, infatti, si potrebbero trovare un numero finito di aperti Ay, ..., A,, € A tali
che X = UJ;_, An. Se A, € Aj,, allora {A4, ..., A,} C Ay con £ = max{ji, ..., jn}
contraddice Ay € G.

Per il Lemma di Zorn® la famiglia G possiede un elemento massimale A. Abbiamo
UA = X e per la massimalita di A, se A & un qualsiasi aperto di X che non
appartenga a A, AU {A} ammette un sottoricoprimento finito.

Osserviamo che I' N A non puo essere un ricoprimento di X perché tutti i
ricoprimenti contenuti in I' ammettono un sottoricoprimento finito. Sia quindi

7Cid significa che J & un insieme totalmente ordinato rispetto a una relazione d’ordine < e che
Ajl - Aj2 se 51 < j2.

811 lemma di Zorn & equivalente all’assioma. della scelta e al principio del buon ordinamento.
Esso si enuncia nel modo seguente: Sia E un insieme non vuoto, con una relazione di ordine
parziale rispetto alla quale ogni suo sottoinsieme totalmente ordinato ammetta un maggiorante.
(Un insieme parzialmente ordinato con questa proprieta si dice induttivo). Allora E contiene un
elemento massimale, cioé un elemento che non precede nessun altro elemento distinto da esso.
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x € X\U(I'MA) esia A un elemento di A che contenga x. Poiché I' ¢ una prebase,
potremo trovare B, ..., B, € I tali che

$EﬁBjCA.

j=1

Poiché ¢ U(I' N A), nessuno dei B; appartiene a A. Quindi, per ogni j =1,...,n
possiamo trovare un sottoinsieme finito A; di A tale che

x = (Jas)us,.

Ma allora (U?Zl Aj> U{A} ¢ un ricoprimento di X contenuto in A. Infatti

AuUAnU..uUAn)D (BiNn...nB,)UUJA)U...UlUAn)
O Nj=1 (BiU(UA4)) = X.

Abbiamo cosi ottenuto una contraddizione. Il teorema ¢ completamente dimostrato.

EsempPIO 1.3 L’intervallo I = [0, 1], con la topologia euclidea, é compatto.
Osserviamo che

I' = {[0, a[[a €]0,1[} U {Ja, 1] | a €]0, 1]}

¢ una prebase della topologia di I. Sia A un ricoprimento aperto di I contenuto in
. Sia a Pestremo superiore dell’insieme dei numeri reali a €]0, 1] tali che [0, ale A
e [ lestremo inferiore dei numeri reali a tali che |a,1] € A. Alloraa >0e < 1.
Se fosse 8 > «, ci sarebbe un numero reale r con a < r < 3 e questo non potrebbe
appartenere a |JA. E dunque 8 < a e quindi potremo trovare 0 < as < a; < 1 tali
che [0,a;1] e Jag, 1] appartengano a A. Essi formano un sottoricoprimento finito,
formato da due elementi, di A.

TEOREMA 1.8 L’immagine di un compatto mediante un’applicazione continua e
un compatto.

Dim. Sia f : X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici X e Y.
Sia A un compatto di X e I' un ricoprimento aperto di f(A). Allora {f~1(A4)|A €
'} & un ricoprimento aperto di A in X. Poiché A & compatto, possiamo trovare
Ay, ..., A, €T tali che {f~(41), ..., f"1(A,)} sia un ricoprimento di A. Allora
{44, ..., A,} C I & un ricoprimento finito di f(A).

TEOREMA 1.9 (TEOREMA DI TYCHONOFF) Un prodotto topologico di spazi to-
pologici non vuoti € compatto se e soltanto se ciascuno dei fattori é compatto.

Dmm. Sia X = (X, 7) il prodotto topologico della famiglia di spazi topologici non
vuoti X; = (Xj,7;). Se X & compatto, ciascuno degli X, ¢ compatto perché
immagine di X mediante ’applicazione continua m; : X — X;. Per dimostrare la
sufficienza della condizione, applichiamo il teorema di Alexander. Sia I' la prebase
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di X formata dagli aperti 7rj_1(A) al variare di j € J e di A tra gli aperti di Xj.
Sia A C I" un ricoprimento di X. Per ogni indice j € J poniamo

A = {7rj_1(A) |Aer}NA.

A ={AeT |7T;1(A) € A}

Supponiamo che per qualche indice j € J la famiglia di aperti A; sia un ricopri-
mento di X. Allora A; ¢ un ricoprimento aperto di X; e per la compattezza di X;

potremo allora trovare Ay, ..., A, € A tali che
n
Aj = Xj.

J

—_

Allora "
Ur'4) = x
j=1

e {7rj*1(A1), s ijl(An)} & un sottoricoprimento finito di X contenuto in A.
Se per nessun indice j la famiglia A; ricopre X, allora potremo trovare un punto
z in X tale che z; = m;(x) ¢ [JA; per ogni j € J. Il punto x allora non appartiene

a |JA e quindi A non ¢ un ricoprimento di X, contro I'ipotesi.

EsemMpPiO 1.4 I sottoinsiemi chiusi e limitati di R™ sono compatti. Sono infatti
compatti in R gli intervalli chiusi e limitati [a,b] con a < b reali. Un sottoinsieme
chiuso e limitato di R™ & un sottospazio chiuso di un prodotto di intervalli chiusi e
limitati e quindi un compatto perché sottoinsieme chiuso di un compatto.

62 COMPATTEZZA E COMPLETEZZA NEGLI SPAZI METRICI
Sia X = (X, 7) uno spazio topologico e sia {z,}nen una successione a valori in
X. Un elemento L € X si dice limite della successione {x,}nen, € si scrive

Le lim z,
n—>00

se, per ogni intorno U di L in X possiamo trovare un numero naturale v tale che
r, €U Vn>v.

Una successione che ammetta limite si dice convergente.

Se lo spazio topologico X & separato, una successione convergente {z,}nen a
valori in X ammette un unico limite L, che si dice allora il [tmite della successione
e si indica con

L = lim =z,.
n— 00
Uno spazio topologico X si dice compatto per successioni se da ogni successione a
valori in X se ne puod estrarre’ una convergente.

9S8e {xn} & una successione a valori in un insieme X, si dice estratta da essa ogni successione
{yn} tale che risulti y, = x, per una successione crescente {k,} di numeri naturali.
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TEOREMA 2.1 Ogni spazio topologico compatto che soddisfi il primo assioma di
numerabilita é compatto per successioni.

Dim. Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico compatto e sia {x,,} una successione
a valori in X. Per ogni numero naturale n indichiamo con F,, la chiusura in X
dell’insieme {x,, | m > n}. La famiglia di chiusi F}, ha la proprieta dell’intersezione
finita e quindi ha intersezione non vuota

F = mnENFn 7£ 0.

Sia L € F'. Poiché X soddisfa il primo assioma di numerabilita, possiamo trovare un

sistema fondamentale di intorni numerabile {U,,} di L in X. A meno di sostituire

ad U, Iintorno (,,.,, Um di L, possiamo supporre che U, D Uy,41 per ogni n € N,
Costruiamo una successione estratta dalla {z,} che converge a L ponendo

{ ko = min{m |z,, € Ao}
kp+1 = min{m >k, |z, € An11}sen > 0.

Supponiamo che X sia metrizzabile e sia d : X x X — R una distanza che
definisce la topologia di X. In questo caso il limite L di una successione convergente
{Zn }nen a valori in X si caratterizza mediante la proprieta:

Ve >0 dveN taleche d(z,,L)<e VYn>uwv.

Una successione {x, },en a valori in uno spazio metrico (X, d) si dice di Cauchy
se soddisfa la condizione:

Ve >0 dveN taleche d(xn,z,)<e Vn,m>wv.

Ogni successione convergente a valori in uno spazio metrico e di Cauchy.
Uno spazio metrico in cui tutte le successioni di Cauchy siano convergenti si dice
completo.

OSSERVAZIONE Un sottospazio chiuso di uno spazio metrico completo & completo.
EsemMPio 2.1 La completezza € una proprieta metrica e non topologica. Ad
esempio, la metrica euclidea

d(z,y) = |zt —y| perz,yeR

e la metrica
T Y
1+ z|] 1+ |y

d(z,y) = perz,y € R

definiscono entrambe la topologia euclidea su R.  La retta reale R e completa
rispetto alla metrica euclidea, ma non lo & rispetto alla metrica d’ in quanto la
successione {n} ¢ di Cauchy rispetto a d’, ma non ¢ convergente.
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Esempio 2.2 Sia A = {z € C||z| < 1}. Con la metrica euclidea di C, il disco
A non € uno spazio metrico metrico completo. Esso diviene uno spazio metrico
completo con la metrica definita dalla distanza

z—w 11— zw| + |z — w|

d(z,w) = arcth

1
= -1
=

1 —zw 11— zw| — |z — w|

(distanza iperbolica del disco).'°

Uno spazio metrico (X, d) si dice totalmente limitato se per ogni € > 0 esso puo
essere ricoperto da un numero finito di palle aperte di raggio e.

Uno spazio metrico totalmente limitato ¢ limitato.

L’esempio 2.1 mostra che in generale non e vero il viceversa.

La compattezza negli spazi metrici si caratterizza per mezzo del seguente

TEOREMA 2.2 Sia (X,d) uno spazio metrico e sia X lo spazio topologico che
si ottiene considerando su X la topologia definita dalla distanza d. Sono allora
equivalenti:

(1) X é compatto.
(2) (X,d) é completo e totalmente limitato.
(3) X é compatto per successioni.

DmM. (1)=(2).  Fissiamo un qualsiasi numero reale positivo e. Allora I' =
{Bg4(z,€)} & un ricoprimento aperto di X. Se X & compatto, I' ammette un
sottoricoprimento finito e dunque X e ricoperto da un numero finito di palle aperte
di raggio e.

Sia ora {z,} una successione di Cauchy a valori in X. Per ogni n € N sia F,
la chiusura dellinsieme {z;|j > n}. La famiglia di chiusi {F,,} ha la proprieta
dell’intersezione finita e quindi, poiché X & compatto,

F=()F.,#0.
n=0
Dico che, se L € F', allora
L = lim =z,.
n—>00

Sia infatti € > 0 un qualsiasi numero reale positivo. Potremo allora trovare v € N
tale che
d(xp,Tm) < €/2 sem,n > .

Abbiamo By(L,€/2) N F, # () e quindi possiamo trovare un m > v tale che
d(L,x,,) < €/2.
Abbiamo allora

d(L,x,) < d(L,zp) + d(@m,z,) <€ VYn>w.

dz dz

10F; 1a distanza associata alla metrica di Poincaré ds? = m
— 2z
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Questo dimostra che {x, } converge a L.
(2)=-(3) Supponiamo che (X,d) sia completo e totalmente limitato. Sia {z,}
una successione a valori in X. Per ogni n sia A,, un ricoprimento finito di X con
palle aperte di raggio 27".

Dimostriamo per ricorrenza che & possibile trovare una successione {y,} a valori
in X tale che

()

d(ynayn—l) <27 semn >0
Tm € Bq(yn,2™") per infiniti indici m € N.

Infatti, poiché Ay e finito, uno dei suoi elementi contiene z,, per infiniti indici
m € N. Scegliamo quindi yo in modo che By(yo, 1) € Ay contenga x,, per infiniti
indici m. Supponiamo di aver costruito yo, ..., ¥n in modo che valgano le (x). Allora
Ba(yn,27™) & ricoperta da un numero finito di palle aperte di A, 1. Una di queste,
diciamo By(yn41,2~ (1Y), avra intersezione non vuota con By(y,, 2~ ") e conterra
Ty, per infiniti indici m € N. Chiaramente

d(yn7yn—|—1) < 27" + 2—(n—|—1) < 21—n

perché le due palle hanno intersezione non vuota.
Costruiamo la successione estratta {zy, } per ricorrenza, ponendo

ko = min{n |z, € Ba(yo,1)}
kni1 = min{n|n > k,, =, € By(yny1,2- TN}

Se n < m abbiamo

(ks Th, )< A0, yn) + 250 Ay, y5401) + AYm, Tm)
<2 4 Yyt 4o <1227

e quindi la {zy, } € una successione di Cauchy. Poiché per ipotesi (X, d) ¢ completo,
essa ¢ convergente. Questo dimostra che la (2) implica la compattezza per succes-
sioni.

(3)=(1) Dimostriamo innanzi tutto che X & totalmente limitato. Se non lo fosse,
potremmo trovare € > 0 tale che non sia possibile ricoprire X con palle aperte di
raggio €. Fissato un punto xy € X, potremmo allora costruire per ricorrenza una
successione {z,} tale che

Tpt1 ¢ U Bi(zj,e) se n>0.
j=0

Avremmo allora d(z,,,x,) > € se m # n € N e da questa successione non se ne
potrebbe estrarre una convergente.

Se (X,d) e totalmente limitato, allora X & separabile: sia infatti A,,, per ogni
n € N, un ricoprimento finito di X con palle aperte di raggio 2~ ". Per ogni n sia
F,, I'insieme formato dai centri delle palle in A,,. Allora F;, &€ un insieme finito e



68 IV. COMPATTEZZA

¢ un sottoinsieme denso e numerabile di X. Poiché X e metrizzabile, questa
proprieta equivale al secondo assioma di numerabilita. In particolare, se I' € un rico-
primento aperto di X, esso ammette un sottoricoprimento numerabile. Sia dunque
{A,|n € N} C I' un ricoprimento numerabile di X. Se esso non ammettesse
sottoricoprimenti finiti, potremmo trovare una successione {z,} a valori in X tale

che .
Ty & U A,,.
§=0

Ma dalla {z,} non si potrebbe estrarre allora nessuna sottosuccessione convergente.

§3 ALCUNI ESEMPI ED APPLICAZIONI

TEOREMA 3.1 /{5 é uno spazio metrico completo.

DiM. Sia {a(™} una successione di Cauchy in f5. Per ogni indice 0 < j < oo la

. . . . n N . . .
successione di numeri reali {a§. )} e di Cauchy e quindi converge a un numero reale
L;. Vogliamo dimostrare che

L = (Lj)jen €f2 eche lim o™ = L.
n—>00

Fissato € > 0, sia ¥ un numero naturale tale che
d(a™,a™) < ¢/8 Ym,n>v.
Sia p € N tale che

2 €
<@.

> ol

Jj=p

Allora, per ogni intero positivo h, e per ogni n > v,

o\ 1/2 o\ 1/2
pth| (n) (v) pth
) = (Zj—u aj "~ a ’ ) + (Zj—u

<€/8 + €¢/8 = €/4.

(z

o

Passando al limite in questa espressione troviamo che

pu+h
Y L3<é/16 VheN

J=p
e quindi

> L2 <ée/16.
J=np

Da questo ricaviamo innanzi tutto che L € /5.
Abbiamo inoltre
oo
(n)
> ‘%‘

Jj=p

2
<€*/16  pern > v.




IV. COMPATTEZZA 69

Possiamo poi trovare v/ € N tale che

‘ <€e?/16 sen >V
—0

Allora per n > max{v, v’} abbiamo:

(= <o
+(Za2) " (S

§%<e.

Lj — a;n)

)1/2

Questo dimostra che L ¢ il limite della successione {a(™}.

Lj — a§n)

2) 1/2

TEOREMA 3.2 (FRECHET-KOLMOGOROV) Condizione necessaria e sufficiente af-
finché un sottoinsieme A di {5 sia relativamente compatto é che

()

A sia limitato
Ve >03v e N taleche > 7 la,|> <€e* Va=(a,) € A.

DiM. Se A & compatto, esso ¢ limitato e totalmente limitato. Potremo dunque
trovare elementi a', ...,a" di ¢, tali che

X C U;VI]_B<G/],€/2).

Possiamo fissare un intero positivo v tale che

oo
Z af|> <€*/4 per1<r<N.
j=v

Quindi, se a € A, abbiamo

1/2 1/2

oo [o.@]
Z|aj|2 < min |ja—a"|| + max Z!a§|2 < €.
: 1<r<N 1<r<N | 4

j=v

Le condizioni (*) sono quindi necessarie.

Supponiamo ora che I'insieme A soddisfi le (x). Dimostriamo in primo luogo che
allora A e totalmente limitato. Fissato ¢ > 0 possiamo trovare v € N tale che

oo
Z la;|* < €2/16 Va € A.
j=v

Da questa disuguaglianza segue che

> laj|* <€/16 Va € A

j=v
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L’applicazione
w:ly 3 a— (ag,...,a,-1) € RY

trasforma insiemi limitati in insiemi limitati. In particolare w(A) e limitato e quindi

relativamente compatto in R”. In particolare w(A) ¢ totalmente limitato in R e
potremo dunque trovare a', ...,a’ € A tali che

(@) C U {z € RY | [n(a?) — 2] < /2.
Se a € A avremo allora
. - . . 1/2
ming<j<n [l — a?[|< ming<j<y [7(a) — 7(a?)] + (352, |anf?)"’
\1/2
+ max;<j<n (EZO:V %!2) <e

Poiché ¢y & completo, A ¢ anch’esso completo ed essendo totalmente limitato &
compatto.

Siano X = (X, 7x) e Y = (Y, 7y) due spazi topologici. Indichiamo con C(X,Y)
I'insieme di tutte le applicazioni continue f: X — Y.

LEMMA 3.3 Sia X uno spazio compatto e (Y, d) uno spazio metrico. Allora

d:C(X,)Y)xC(X,Y)> (f,9) — Sggd(f(m),g(x)) eR

¢ una distanza su C(X,Y).
Dim. Osserviamo che se f,g € C(X,Y), allora la funzione
X oz —d(f(z),9(y) eR

e continua e quindi ammette massimo per il teorema di Weierstrass. Percio la

funzione d : C(X,Y) x C(X,Y) — R ¢ ben definita. Si verifica facilmente che essa
definisce una distanza su C(X,Y).

Indichiamo con C, (X, Y") I'insieme delle funzioni continue dallo spazio compatto
X allo spazio metrico Y con la distanza definita nel lemma precedente.

TEOREMA 3.4 Se X ¢ uno spazio compatto ed (Y, d) uno spazio metrico completo,
allora C,,(X,Y’) € uno spazio metrico completo.

DiM. Sia {f,} una successione di Cauchy a valori in C,(X,Y). Per ogni z € X
fissato, la successione {f,(x)} & una successione di Cauchy a valori in Y. Poiché
(Y, d) & completo, essa ha limite in Y. Indichiamo con f(x) il valore del limite:

flx) = lim f,(x) Vze X.
n—roo

Fissiamo € > 0 e sia v € N tale che

d(fr, fm) <€/2 ¥n,m >wv.
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Per ogni x € X abbiamo allora

d(f<x)7fn(x)) = mlinoo d(fm(x)afn(x)) < 6/2 <e Vn>v.

Quindi: per ogni € > 0 possiamo trovare un intero v tale che

sup d(f(x), fn(z)) <€ Vn>vw.
zeX

Per completare la dimostrazione, bastera allora dimostrare che f € C,(X,Y).
Fissiamo xg € X ed € > 0. Sia v € N tale che

jgg d(f(x), fn(z)) <€/3 VYn>w.

Poiché f, e continua, possiamo trovare un intorno aperto U di z( in X tale che

d(f,(xo), fu(x)) <€/3 Vxel.

Abbiamo allora

d(f(xo), f(x)) < d(f(zo), fu(x0)) + d(fo(z0), fo(x)) + d(f, (), f(x)) <e VxeUl.

Quindi f € C,(X,Y). La dimostrazione & completa.

Un sottoinsieme F di C,(X,Y) si dice equicontinuo se, per ogni g € X ed ogni
€ > 0, possiamo trovare un intorno aperto U di xy in X tale che

d(f(zo), f(z)) <e VfeF, Vxel.

Esso si dice equilimitato se per ogni x € X linsieme {f(z)|f € F} ¢ totalmente
limitato in Y.

TEOREMA 3.5 (TEOREMA DI ASCOLI-ARZELA) Sia X = (X, 7x) uno spazio com-
patto e (Y,d) uno spazio metrico completo. Condizione necessaria e sufficiente
affinché un sottoinsieme F di C,(X,Y’) sia relativamente compatto é che esso sia
equicontinuo ed equilimitato.

DiMm. Possiamo supporre nella dimostrazione che F sia un sottoinsieme chiuso di
C.(X,Y). Infatti la chiusura di un sottoinsieme equilimitato ¢ equilimitata e la
chiusura di un sottoinsieme equicontinuo € equicontinua.

Dimostriamo innanzi tutto che le condizioni del teorema sono necessarie. Sup-
poniamo che F sia compatto. Esso ¢ limitato perché i compatti degli spazi metrici
sono limitati. Fissiamo ora € > 0. Poiché F & totalmente limitato, possiamo trovare
fi,-.., fnv € F tali che

F C U;-Vled(fj,E/:ﬂ).

Se xp € X, poniamo

U = Ny {z € X |d(f;(z), fi(z0)) <e€/3}.
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Poiché le funzioni f; sono continue, U ¢ un intorno aperto di zo in X. Sia f € F.
Fissiamo un indice j con 1 < j < N tale che d(f, f;) < €/3. Allora, per ogni z € U,

abbiamo:
d(f(z), f(z0))< d(f(z), fj(x))
+d(fj(x), fi(z0)) + d(fj(w0), f(z0))
<2d(f, f;) + d(fj(z), fj(xo)) <e.

Questo dimostra che la condizione e necessaria.

Per dimostrare la sufficienza, poiché un sottospazio chiuso di uno spazio metrico
completo e completo, e sufficiente dimostrare che F e totalmente limitato. Fissiamo
e > 0. Per ogni x¢ € X sia U, un intorno aperto di zp in X tale che

d(f(z), f(zo)) <€/4 VfeF, VreU,.

Poiché X e compatto, possiamo trovare un insieme finito di punti xq,...,any € X
tali che {U,, |1 < j < N} sia un ricoprimento di F.
Consideriamo 'applicazione

¢:Cu(X,Y) 3 f = (f(a1), ..., flan)) € Y.

Essa & continua. Inoltre ¢(F) ¢ totalmente limitato in Y.
Possiamo quindi trovare un numero finito di elementi f1, ..., fa; di F tali che

F UM {feCX,Y)|d(f(x;), fn(x;)) < €/dper1<j< N}

Sia ora f € F ex € X. Fissiamo 1 < h < N tale che d(f(z;), fn(x;)) < €/4 per
1<j<N. Siaz e X. ExEij per qualche 1 < 7 < N e dunque
d(f(x), fu(x)) < d(f(2), f(x;)) + d(f(z;), fu(x;)) + d(fn(xs), fa(z)) < (3/4)e.

Ne segue che d(f, fr) < (3/4)e < € e questo dimostra che F ¢ totalmente limitato.

§4 ISOMETRIE, CONTRAZIONI, COMPLETAMENTO DI UNO SPAZIO METRICO
Siano (X,d) e (Y,d) due spazi metrici. Un’applicazione ¢ : X — Y si dice
un’isometria se

6(p(x1), d(x2)) = d(x1,22) V1,22 € X,

una contrazione se
0(p(x1), p(2)) < d(x1,22) Vi, x2 € X.

Un completamento di uno spazio metrico (X, d) ¢ il dato di uno spazio metrico
completo (Y, 0) e di un’isometria

p: X =Y,

tale che ¢(X) sia denso in Y per la topologia indotta dalla distanza.

TEOREMA 4.1 Ogni spazio metrico (X, d) ammette un completamento.
Sia (Y,6) un completamento di (X,d) e ¢ : X — Y Iisometria di X nel suo
completamento. Per ogni spazio metrico completo (Z,n) ed ogni contrazione
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f: X — Z vi é un’unica applicazione continua f : Y — Z che renda commutativo

il diagramma

x vz

L

y -1 .7

La f:Y — Z é ancora una contrazione.
Se f é un’isometria, anche f e un’isometria.

DiMm. Sia (X, d) uno spazio metrico. Indichiamo con X l'insieme di tutte le suc-
cessioni di Cauchy di (X, d). Introduciamo su X la relazione di equivalenza:

{zp} ~{yn} ©Ve>0 JveN taleche d(z,,y,) <e Vn>vw.

Se {x,,} e {yn} sono due successioni di Cauchy a valori in X, poniamo

0({zn} {yn}) = lim d(wn,yn)-

n—>00

Tale limite esiste in quanto {d(x,,y,)} ¢ una successione di Cauchy in R: infatti,
fissato € > 0, possiamo trovare v € N tale che

d(xmaxn) < E/2 e d<ym7yn) < 6/2 Vm,n > v.
Allora
(T, Y ) — (T, Yn)| < d( @, ) + d( Y, yn) < € YVm,n > v.

Osserviamo ora che d({z,}, {yn}) > 0 e che 6({zn},{yn}) = 0 se e soltanto se
{zn} ~ {ym} per la definizione della relazione di equivalenza. Inoltre, se {x],} ~

{zn} e {yn} ~ {yn}, abbiamo

d(@n,yn) — dYn,yn) — d(@),, zn) <d(z),,y,) < d(@y, 2n) + d(Tn, yn)

e quindi ) .
O({an b {yn}) = 0({zn}, {yn})-

Possiamo quindi definire una distanza ¢ sul quoziente Y = X/. ponendo

S([{zn}) Hyn})) = 0({zn}, {yn})

se {xn}, {yn} sono due successioni di Cauchy a valori in X e [{z,}], [{yn}] le
rispettive classi di equivalenza in Y.

Facendo corrispondere a x € X la classe di equivalenza della successione costante
x, =2 Vn € N, otteniamo un’isometria ¢ : X — Y.

Dico che ¢(X) e denso in Y. Se infatti y € Y & la classe di equivalenza della
successione di Cauchy {z,} C X, allora {¢(z,)} € una successione a valori in ¢(X)
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che converge a y: per dimostrare questo fatto, fissato un qualsiasi numero reale
positivo €, scegliamo v € N tale che

AT, xn) < €/2 VYm,n > .

Allora
p(xm),y) = lim d(zm,,x,) <€/2<e Vm>w.
n—oo
Dimostriamo che (Y, §) & completo. Sia {y, } una successione di Cauchy a valori in
Y. Poiché ¢(X) e denso in Y, per ogni n € N possiamo trovare x,, € X tale che

0(¢(wn), yn) <27

La successione {x, } ¢ una successione di Cauchy a valori in X. Infatti

6(P(xm), d(zn))

O(Tm), Ym) + 0(Yms Yn) + 0(Yn, ¢(n))
YmoYn) + 277 + 277

Vm,n € N.

S
—~

Quindi, fissato € > 0, se v € N & tale che
27" <€/3 Vn>v, S(Ym,Yn) < €/3 Vm,n > v,

abbiamo
d(Tm,xn) <€ VYm,n > v.

Questo dimostra che {z,} ¢ di Cauchy. Inoltre la successione {y,} converge alla
classe di equivalenza [{z,}]. Infatti abbiamo:

6(ym, {2n})< 0(ym, ¢(xm)) + 0(¢(zm), [{n}])

<27 + lim ., d(Tm, Tn);
quindi, fissato v € N tale che
27" <€/2 Vn>v, d(Tm,xn) < €/2 Vm,n > v,

otteniamo
O(Ym, [{znl}]) <€ VYm >w.

Se f: X — Z & una contrazione, essa trasforma successioni di Cauchy a valori
in X in successioni di Cauchy a valori in Z. Sia (Y, d) uno spazio metrico completo
e ¢: X — Y un completamento di X. Poiché ¢(X) ¢ denso in Y, per ogni y € Y
possiamo trovare una successione {x,} C X tale che y = lim__,  ¢(z,). Poiché
¢ ¢ un’isometria, {x,} € una successione di Cauchy in (X,d) e quindi {f(z,)} &
una successione di Cauchy in (Z, 7). Essa ammette limite perché (Z,n) & completo.
Osserviamo che, se {z;,} C X ¢ un’altra successione tale che y = lim__,_ ¢(x;,),
allora {x,} ~ {x]} e

lim f(z}) = lim f(z,).
n—roo n—roo
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Possiamo percio definire senza ambiguita

f(y) = lim f(z,).

n— oo

Si verifica immediatamente che la f e I’applicazione cercata. Essa € univocamente
determinata perché e continua ed € univocamente determinata sul sottoinsieme

denso ¢(X) di Y.

L’ultima affermazione del teorema si verifica in modo ovvio.

OSSERVAZIONE Il completamento di uno spazio metrico € essenzialmente unico: se
infattip: X — Y et : X — Z sono due completamenti dello spazio metrico (X, d)
in spazi metrici (Y,9) e (Z,n), risultano definite, per I'ultima parte del teorema
precedente, due isometrie

VY =7 e $:2—Y

che rendono commutativo il diagramma

In particolare le ¢ e v sono una linversa dell’altra e quindi (Y,4) e (Z,7) sono
isometrici.

EsemMPIO 4.1  Sia Cy(R) lo spazio vettoriale di tutte le funzioni continue f : R — R
che si annullano fuori da un compatto di R. Allora

11l L2 () z/ |f(x)]? dz

— 00

¢ una norma su Co(R). Con la distanza d definita da questa norma, Co(R) non ¢
completo. Consideriamo ad esempio la funzione

Osex < -—1
flx)=¢ 1—a?se —1<2<1
Osex > 1.

Allora {f 1/ (”+1)} ¢ una successione di Cauchy per la distanza d, ma non ammette
limite in Cy(R).

Il completamento di Co(R) rispetto alla distanza d si indica con L*(R) e si dice
lo spazio delle funzioni a quadrato sommabile su R.
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85  SECONDO TEOREMA DI IMMERSIONE

Per il teorema di Tychonoff, se J & un insieme qualsiasi, 'insieme I” di tutte le
applicazioni di J in I, con la topologia prodotto, &€ uno spazio compatto. Chiame-
remo un tale spazio topologico un cubo di Tychonoff.

LEMMA 5.1 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico, sia {Y; = (Y;,1;)|j € J}
una famiglia di spazi topologici e Y = (Y, 1,) il loro prodotto topologico. Sia

f: X =Y
un’applicazione continua e indichiamo con f; : X — Y; I'applicazione continua:
fi: X2z —miof(z) €Y.

Se per ogni chiuso A C X ed ogni x € X \ A esiste un indice j € J tale che
fi(z) ¢ f;(A), allora I : X — f(X) ¢ aperta.

In particolare, se f soddisfa questa condizione ed é inoltre iniettiva, essa e
un’immersione topologica.

Dim. Sia U un aperto non vuoto di X. Se x € U, possiamo trovare j € J tale che

fi(z) ¢ f;(X\U). Quindi
Y\m H(f(X\U)NF(X) C fU)

é un intorno aperto di f(x) in f(U). Quindi f(U) & aperto in f(X) perché e intorno
di ogni suo punto.

TEOREMA 5.2 Ogni spazio di Tychonoff ammette un’immersione topologica in un
prodotto topologico I”.

Dim. Sia J l'insieme di tutte le applicazioni continue f : X — I dello spazio di
Tychonoff X nell’intervallo I = [0, 1]. Per il lemma precedente, I’applicazione

f:X =TI’
definita da f;(z) = j(x) per ogni j € J € un’immersione topologica.
§6 COMPATTIFICAZIONE DI STONE-CECH
Sia X = (X, 7x) uno spazio di Tychonoff, sia J I'insieme di tutte le applicazioni

continue ¢ : X — [ e sia
f:X =1

I'immersione topologica di X nel cubo di Tychonoff 1 7 descritta nel paragrafo
precedente. Indichiamo con X la chiusura di f(X) in I7. Con la topologia di
sottospazio, X & compatto e di Hausdorff. Chiamiamo I'immersione topologica:

L:f\g:X%?

compattificazione di Stone-Cech di X.
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TEOREMA 6.1 Sia X uno spazio di Tychonoff e sia X la sua compattificazione di
Stone-Cech. Ogni applicazione continua di X in uno spazio di Hausdorff compatto

Z = (Z,1yz) si estende in modo unico a un’applicazione continua di X in Z.

DiM. Siat: X — X C I’ 1a compattificazione di Stone-Cech di X e sia f :
X — Z un’applicazione continua di X in uno spazio di Hausdorff compatto Z.

Vogliamo dimostrare che esiste un’unica applicazione continua f : X — 7 tale che

7 _ LX)
fluxy = foulx™.

Sia H l'insieme di tutte le applicazioni continue h : Z — I. Poiché Z ¢ uno
spazio normale, e quindi di Tychonoff, abbiamo I'immersione topologica topologica

¢:2Z3z2— (h(2))hen € I7
di Z nel cubo di Tychonoff 7. Indichiamo con f* I’applicazione:
ff:H>h—hofel
Risulta allora definita un’applicazione
Fo17— 17

mediante
F((t))jes) = (tpm)nen  V(tj)jes € 17.

Per verificare che la I’ & continua basta verificare che
IJ > (tj)jej — tf*(h) cl

e continua per ogni h € H. Ma cio e ovvio perché questa applicazione non e altro
che la proiezione sulla f*(h)-esima coordinata del prodotto topologico I7.
Abbiamo quindi un diagramma commutativo di applicazioni continue

X —~~ 1/

/| ¥
p—
¢

in cui le frecce verticali sono immersioni topologiche. Poiché Z & compatto, ¢(Z) &
compatto e quindi chiuso in I e I'immagine di F o & contenuta in ¢(Z). Quindi
F~Y(¢(Z)) & contenuto nella compattificazione di Stone-Cech X di X e la

f= 7)o Fls

& un’estensione continua della f o ¢|*(X)]|x.

L’estensione & certamente unica, perché 'insieme dei punti di uno spazio topo-
logico Y in cui due applicazioni continue a valori in uno spazio di Hausdorft Z
assumono lo stesso valore ¢ un chiuso.
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TEOREMA 6.2 Sia ¢ : X — E un’immersione topologica di uno spazio topologico

X in uno spazio compatto di Hausdorff'* E. Se per ogni applicazione continua

f + X — I possiamo trovare un’unica estensione continua f : E — I della f o
P(X)y—1 . .

(¢|x" )", allora vi & un unico omeomorfismo

V:X = F

che renda commutativo il diagramma:

X
VAN

|

— E.
P

DiM. Per il teorema precedente la ¢ si estende in modo unico a una 9 : X — F
continua. Per ogni applicazione continua j : X — [ vi € un’unica applicazione

continua j : E — I tale che §'|¢(X) =jo (¢|?((X))_1. Posto

9(y) = (1(y))jes

otteniamo un’applicazione g : E — I’ a valori in X che inverte la ¢. Quindi la ¢

& continua e bigettiva dallo spazio di Hausdorff compatto X sullo spazio topologico
E ed ¢ quindi un omeomorfismo.

87 SPAZI LOCALMENTE COMPATTI
Uno spazio topologico si dice localmente compatto se ogni suo punto ha un intorno
compatto.

OSSERVAZIONE Ogni spazio compatto e anche localmente compatto e ogni sotto-
spazio chiuso di uno spazio localmente compatto e localmente compatto. Il prodotto
topologico di una famiglia finita di spazi localmente compatti ¢ localmente com-
patto.

TEOREMA 7.1 In uno spazio di Hausdorff localmente compatto ogni punto ha un
sistema fondamentale di intorni compatti.

Un sottospazio aperto di uno spazio di Hausdorff localmente compatto é local-
mente compatto.

DiMm. Sia x un punto di uno spazio topologico X di Hausdorff e localmente
compatto. Sia V' un intorno compatto di x. Allora V' & uno spazio normale perché
di Hausdorff e compatto. Percido x ammette in V un sistema fondamentale U di
intorni chiusi e quindi compatti. Poiché V' & un intorno di z in X, la famiglia U/ e
un sistema fondamentale di intorni compatti di x in X.

La seconda affermazione segue immediatamente: se A € un aperto di X, ogni
punto x di A ammette un intorno compatto contenuto in A perché gli intorni
compatti dei punti di X formano un sistema fondamentale di intorni.

1 Osserviamo che X & allora uno spazio di Tychonoff.
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TEOREMA 7.2 Ogni compatto di uno spazio di Hausdorff localmente compatto
ammette un sistema fondamentale di intorni compatti.

DiMm. Sia A un compatto di uno spazio di Hausdorff localmente compatto X e
sia U un aperto di X contenente A. Per ogni punto x € A possiamo allora trovare
un intorno aperto U, di z in X tale che U, € U. Poiché A ¢ compatto, possiamo
trovare 1, ...,x, € A tali che

ACU Uy,
Allora -
V = Ui Uy,

¢ un intorno compatto di A contenuto in U.

TEOREMA 7.3 Sia X uno spazio di Hausdorff localmente compatto e siano A un
compatto e B un chiuso di X. Possiamo allora trovare una funzione di Urysohn
della coppia (A, B). In particolare: ogni spazio di Hausdorff localmente compatto
e completamente regolare.

DiM. Sia V un intorno compatto di A contenuto in X'\ B. Allora A e la frontiera
bV di V sono due chiusi disgiunti contenuti nello spazio normale V' e possiamo allora
trovare una funzione continua ¢ : V. — I tale che ¢(z) =0sez € Ae ¢(x) =1 se

x € bV. Poiché {V, X \ V} & un ricoprimento chiuso finito e quindi fondamentale

di X, la funzione
p(x)sex eV
flz) =

lsexe X\V
¢ una funzione di Urysohn della coppia (A, B).

TEOREMA 7.4 (TEOREMA DI ESTENSIONE DI TIETZE) Sia X uno spazio di Hau-
sdorff localmente compatto, A un compatto di X e sia f : A — R una funzione
continua. Possiamo allora trovare una funzione continua f : X — R tale che:

(1) fla = f;
(2) f(X) sia contenuto nell’inviluppo convesso di f(A).

DiM. Per il teorema di Weierstrass, la funzione f ammette massimo e minimo
in A. Siano m = ming f, M = max, f. Se m = M, la f & costante e possiamo
estenderla ponendo f(x) =m = M per ogni x € X. Se m < M, scelto un intorno
compatto U di A in X, osserviamo che A e bU sono due chiusi disgiunti dello spazio

normale U. La funzione
flx)sex e A
g(x) =
m se x € bU

e allora continua su A U bU e per il teorema di estensione di Urysohn possiamo
trovare una funzione continua g : U — [m, M| tale che glaupy = g¢. Definiamo
allora ’estensione continua f di f a X ponendo:

. {f](:t)seer
f

X = o
msex € X \U.
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OsSERVAZIONE Dalla dimostrazione del Teorema di Tietze risulta immediata-
mente che ogni funzione continua f : A — R, definita su un sottoinsieme compatto
di uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto X, si puo estendere a
una funzione continua con supporto compatto in X.

§8 COMPATTIFICAZIONE DI ALEXANDROFF
Chiamiamo compattificazione di uno spazio topologico X = (X, 7x) il dato di uno
spazio topologico compatto Y = (Y, 7y) e di un’immersione topologica ¢ : X — Y.

ESEMPIO 8.1 Sono compattificazioni dell’intervallo aperto |0, 1] le
10,1[>t =t €]0,1],
10,1[> t — >t ¢ St
ESEMPIO 8.2 Sono compattificazioni dello spazio euclideo R? le

(2, y)
V1422 42
(4$,4y,l’2 + y2 - 4)

Va+ a2+ y?

(applicazione inversa della proiezione stereografica),

R* 3 (z,y) — eD* = {(&n) eR*|2” +y* < 1},

R* 3> (z,y) — €S ={¢&n1)eR|E+y+77 =1}

R? 5 (z,y) — [(z,y,1)] € RP?

dove R® 3 (&,n,7) — [(§,m,7)] € RP? & la proiezione nel quoziente, (immersione
dello spazio affine nello spazio proiettivo della stessa dimensione),

2mix 2miy

R? 3 (z,y) — <6v1+1‘2,e\/1+92> c St x st

Una compattificazione ¢ : X — Y si dice compattificazione di Alexandroff o
compattificazione con 'aggiunta di un punto dello spazio topologico X = (X, 7x)
se

(i)  ¢(X) ¢ apertoin Y,
(ii) Y \ ¢(X) contiene un solo punto,
(ili)  Se K & un compatto chiuso di X, allora ¢(K) & chiuso in Y.

TEOREMA 8.1 Ogni spazio topologico X ammette una compattificazione di Ale-
xandroff, unica a meno di omeomorfismi. Inoltre, la compattificazione di Alexan-
droff di X soddisfa I’assioma di separazione T} se e soltanto se X lo soddisfa.

DiM. Indichiamo con oo un elemento che non appartenga all’insieme X e sia
Y = X U{co}. Sia
p: Xd2x—=xeY

I'inclusione. Sia 7y la famiglia di sottoinsiemi di Y cosi definita:



IV. COMPATTEZZA 81

A€ty seoAC X e A€y, oppure oo € Ae Y \ A ¢ chiuso e compatto in
X. Verifichiamo che 7y € una topologia su Y. L’insieme vuoto ¢ un aperto di X
contenuto in X e quindi ¢ in 7y. L’insieme Y contine co e il suo complementare
¢ 'insieme vuoto, che ¢ un compatto chiuso di X. Quindi Y € 7y. Inoltre 7y
contiene le intersezioni finite delle sue sottofamiglie: se I' € una sottofamiglia finita
diTy,stalV={AelT|ACc X}el” ={A el | e A}. SeI” = 0, allora
N =NIY € 7x C1y. Se IV = 0, allora

X\ (NI = uU{Y \A|AeT"}

¢ chiuso perché unione finita di chiusi e compatto perché unione finita di compatti.
Quindi NI' = NI' € 7y anche in questo caso. Supponiamo ora che IV e I'”
siano entrambi non vuoti. Osserviamo che, per ogni A € I'”, I'insieme AN X ¢
il complementare in X del chiuso X \ A e quindi aperto in X. Allora

AC = (NM)YN(NM{ANX|AeT"}) erx C1v.

Si ragiona in modo analogo per dimostrare che 'unione di una qualsiasi sottofami-
glia I' di 7y e ancora un elemento di 7. Se I' C 7x, allora UI' € 7x C 7y. Se
o0 € A per ogni A €T, allora

Y\ (UD) = N{Y \A|AeT}

¢ un compatto chiuso perché intersezione di compatti chiusi (e quindi chiuso dentro
un qualsiasi compatto dell’intersezione). Infine, nel caso generale in cui le due
sottofamiglie IV = I'N7x e I = {4 € T'|occ € A} siano entrambe non vuote,
osserviamo che

YAUD = (Y (uI") N (Y (UI))

¢ un compatto chiuso perché intersezione del compatto chiuso Y \ (UI'’) con il
chiuso (Y \ UI').

Osserviamo che Y e compatto: se infatti I' € un qualsiasi ricoprimento aperto di
Y, vi sara almeno un aperto A € T' che contiene oco. Il suo complementare X \ A
¢ un compatto chiuso di X e A = {AN X |A € I'} ne ¢ un ricoprimento aperto
in X. Possiamo quindi trovare una sottofamiglia finita A’ C A che ricopre X \ A.
La sottofamiglia IV di I" formata dall’insieme A e, per ogni B € A, da un aperto
B €T tale che B\ {00} = B, ¢ allora un ricoprimento finito di Y contenuto in T'.

Poiché X € 71y, e Y\ X = {oo} contiene un solo punto, Y = (Y, 7y) con
I’applicazione ¢ : X — Y e una compattificazione di Alexandroff di X.

Per dimostrare 'unicita a meno di omeomorfismi, basta osservare che la topologia
suY percui ¢: X 52 — x €Y sia una compattificazione di Alexandroff di X &
univocamente determinata. Sia infatti 7 una topologia su Y per cui la ¢ sia una
compattificazione di Alexandroff di X.

Poiché ¢ & un’immersione topologica e ¢(X) = X & un aperto di Y, abbiamo
¢« (Tx) C 7. Inoltre, dal momento che (Y, 7) & uno spazio compatto, i complemen-
tari degli aperti di 7 sono chiusi compatti di (Y,7). Se A & un aperto di 7 che
contiene oo, allora Y\ A = X \ A & un compatto di X. Esso & anche chiuso in X
perché chiuso in X per la topologia di sottospazio, che coincide con quella di X
perché la ¢ € un’immersione topologica.
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L’ultima affermazione e conseguenza del fatto che per definizione {oo} & un chiuso
della compattificazione di Alexandroff di X.

TEOREMA 8.2 Sia Y = (Y,7y) uno spazio compatto e sia ¢ : X — Y una
compattificazione di Alexandroff di uno spazio topologico X = (X, 7x). Allora

(i)  ¢(X) édenso in'Y se e soltanto se X non é compatto.
(i) Y é uno spazio di Hausdorff se e soltanto se X é uno spazio di Hausdorff
localmente compatto.

DiM. Se ¢(X) fosse chiuso in Y, allora sarebbe compatto in Y. Quindi anche
X sarebbe compatto perché ¢ e un’immersione topologica. Viceversa, se X fosse
compatto, ¢(X) sarebbe chiuso in Y e dunque non sarebbe un sottoinsieme denso
diY.

Supponiamo ora che Y sia uno spazio di Hausdorff. Fissato un qualsiasi punto
x € X, potremmo trovare un aperto U 3 x e un aperto V 3 oo tali che UNV = ().
Allora U & un aperto di X contenente x e quindi il compatto X \ V' & un intorno di
z in X.

Viceversa, se X e di Hausdorff e localmente compatto e x,y sono due punti
distinti di Y, distinguiamo i due casi:

Se z = ¢(&),y = ¢(n) con ,n € X, allora £ # n e poiché X ¢ di Hausdorff vi sono
intorni disgiunti U e Uy, di £ e n in X. Allora ¢(U¢) e ¢(U,) sono intorni aperti
disgiunti di x e y in Y.

Sex = ¢(§) con & € X en ¢ ¢(X), possiamo trovare un compatto U in X tale che

€ € U C U. Osserviamo che U ¢ chiuso perché X ¢ di Hausdorff. Allora z € ¢p(U) C
»(U) e quindi ¢(U) e Y \ ¢(U) sono intorni disgiunti di = e oo rispettivamente.

Se viceversa supponiamo che Y sia uno spazio compatto di Hausdorff, in esso gli
intorni compatti dei punti formano sistemi fondamentali di intorni e in particolare,
per ogni punto £ € X, vi ¢ in Y un intorno compatto U di z = ¢(§) contenuto
nell’aperto ¢(X). Allora ¢~(U) & un intorno compatto di ¢ in X.

§9 APPLICAZIONI PROPRIE
Siano X e Y due spazi topologici. Un’applicazione continua f : X — Y si dice
propria se ¢ chiusa e f~1(K) & compatto in X per ogni K compatto in Y.

TEOREMA 9.1 Siano X e Y due spazi topologici. Se f : X — Y é continua,
chiusa e f~1(y) & compatto in X per ogni y € Y, allora f & propria.

DiMm. Sia K un compatto di Y e sia I' un ricoprimento aperto di f~!(K). Per
ogni y € K vi & una sottofamiglia finita ', di ' tale che f~!(y) C UI',. Sia
U, = UI'y. Poiché f & chiusa, I'insieme V, =Y \ f(X \ Uy,) € aperto. Osserviamo
che y € V, e f~1(V,) C U,. Poiché K & compatto, possiamo trovare y1,...,y, tali
che K C Uy_,V,,. Da questo segue che I'y, U...UTI', C T ¢ un ricoprimento finito
di f~1(K).

COROLLARIO 9.2 Siano X, Y spazi topologici. Se Y é compatto, la proiezione
mx : X XY 3 (z,y) = x € X é propria.
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DiM. Per ogni z € X, I'immagine inversa W)_Cl(l“) = {2} x Y & un sottospazio
di X x Y omeomorfo ad Y, e quindi compatto. Resta quindi da dimostrare che

x : X XY — X e un’applicazione chiusa. Sia F' un qualsiasi chiuso di X xY e sia
xo un punto di X \ mx (F). Per ogni y € Y, il punto (x,y) non appartiene ad F' ed
esistono quindi un intorno aperto U, di zg in X e un intorno aperto V,, di y in Y’
tali che F'N (U, x V) = 0. Poiché Y & compatto, possiamo trovare y1,...,yn, € Y
tali che Y = {J;_, V,,. Poniamo U =(_, Uy,. Allora:

5 (U)=UxY = LJUX Ocrxv C(XXY)\F.

=1

Cio dimostra che U ¢ un intorno aperto di xo in X che non interseca mx (F'). Per
Parbitrarieta di zg, questo dimostra che wx (F") & chiuso. Quindi 7x : X XY — X
¢ chiusa e percio ¢ propria.

TEOREMA 9.3 Siano X, Y spazi di Hausdorff localmente compatti e sia f : X —
Y un’applicazione continua. Siano X = X Ucox e Y =Y U ooy, con le topologie
delle compattificazioni di Alexandroff di X eY rispettivamente. Allora: f é propria
se e soltanto se la f : X — Y definita da:

ﬂ@:{f@) se reX

o0y se T =00y
¢ continua.

DiM. Supponiamo che f: X — Y sia propria. Per dimostrare la continuita di f ,
e sufficiente dimostrare che f e continua in cox. Un intorno aperto di ooy e della
forma Y \ K con K compatto in Y. Poiché f & propria, f~*(K) & un compatto di
X. Quindi U = X \ f~!(K) ¢ un intorno aperto di cox in X e f(U) C Y \ K.

Viceversa, supponiamo la f X — Y sia continua. Sia K un compatto di Y.
Allora K & un chiuso di Y e f~1(K) = f~'(K) & un chiuso di X contenuto in X e
quindi un compatto di X.

TEOREMA 9.4 Siano X, Y spazi di Hausdorff localmente compattied f : X — Y
un’applicazione propria. Allora f é chiusa.

DiM. Usiamo le notazioni del teorema precedente. Se F' ¢ un chiuso di X, allora
F U {ocox} & un chiuso e quindi un compatto di X. Ne segue che f(F U {ocox}) e
un compatto e quindi un chiuso di Y e f(F) = f(FU{oox})NY & un chiuso di Y.
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CAPITOLO V

CONNESSIONE

§1 CONNESSIONE
Uno spazio topologico X = (X, 7x) si dice sconnesso se contiene due aperti A
e B non vuoti tali che

AUB = X, ANB = 0.

Osserviamo che in questo caso A = X \ B e B = X \ A sono anche chiusi, e
quindi nella definizione precedente potevamo in modo equivalente richiedere che i
due sottoinsiemi A e B fossero entrambi chiusi. Diciamo che due aperti (e chiusi)
A, B con queste proprieta sconnettono X.

Uno spazio topologico X = (X, 7x) si dice connesso se non € sconnesso. Cio
equivale ad affermare che gli unici sottoinsiemi di X che siano contemporaneamente
aperti e chiusi sono () e X.

Un sottoinsieme A di X si dice connesso se € connesso per la topologia di sotto-
spazio.

EsemMpio 1.1 L’insieme vuoto e ogni sottoinsieme che contenga un solo punto
sono connessi. Uno spazio topologico con la topologia indiscreta ¢ connesso. Un
sottoinsieme discreto di uno spazio topologico € connesso se e soltanto se contiene
al pit un punto.

LEMMA 1.1 Se A e B sono due aperti che sconnettono lo spazio topologico X
allora ogni sottoinsieme connesso di X e contenuto o in A o in B.

DiMm. Sia C un connesso di X. Se fosse ANC # 0 e BNC # 0, allora ANC e
B N C sarebbero due aperti di C' che lo sconnettono.

TEOREMA 1.2 Un sottoinsieme A di R é connesso se e soltanto se € convesso, cioé
se per ogni coppia di numeri reali a < b € A I'intervallo [a,b] = {r € R|a <z <
b} C A.

DiM. Supponiamo che A C R sia connesso e siano a < b € A. Se vi fosse c € R\ A
con a < ¢ < b, allora
| —o0,c[NA e Je,00[NA

sarebbero due aperti disgiunti di A, non vuoti, con unione uguale ad A ed A
risulterebbe sconnesso. La condizione e quindi necessaria.

Dimostriamone la sufficienza. Sia A un sottoinsieme convesso di A e supponiamo
per assurdo che esso sia sconnesso. Potremmo allora trovare due chiusi non vuoti

e disgiunti U, V di Ataliche UUV = AeUNV = (). Poiché U e V sono non
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vuoti, possiamo fissare a € U e b € V. Allora K; = U N [a,b] e Ky = V N [a,b]
sono compatti non vuoti e disgiunti e K1 U Ko = [a,b]. L’applicazione K7 x K3 3
(x,y) — |z — y| € R ammette per il teorema di Weierstrass un minimo positivo r:
avremo cioe per due punti xg € K e yg € Ko:

0<r=lzo—120| <|z—1y Ve e Ky, Vy € Ky .

Ma cio ¢ impossibile perché il punto z = (xg + yo)/2 appartiene all’intervallo [a, b],
ma non puo appartenere né a Ky né a K, in quanto |z — zo| = |z —yo| =7/2 < r.
Abbiamo dimostrato quindi per contraddizione che A € connesso.

TEOREMA 1.3 L’immagine di un connesso mediante un’applicazione continua e
un connesso.

Dim. Sia f : X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici X =
(X,7x) e Y = (Y, 7y) e sia A un connesso di X. Sostituendo ad f l’abbreviazione

f |£(A), ci riconduciamo al caso in cui X = A sia connesso ed f sia surgettiva.
Supponiamo dunque che valgano queste ulteriori ipotesi. Se per assurdo Y non
fosse connesso, potremmo trovare due aperti U, V di f(X) che lo sconnettono; ma
in questo caso f~1(U) e f~1(V) sarebbero due aperti che sconnettono X.

OSSERVAZIONE 1[I grafico di un’applicazione continua definita su un connesso é un
connesso.

L’osservazione ¢ una conseguenza immediata del teorema precedente: ricor-
diamo infatti che il grafico di un’applicazione f : X — Y e 'immagine in X X Y
dell’applicazione

F:X>z— (z,f(x)) e X xY.

Se X = (X,7x) e Y = (Y, 7y) sono spazi topologici e f : X — Y & continua,
allora anche 'applicazione F' & continua (perché ciascuna delle sue componenti &
continua) e quindi la sua immagine ¢ un connesso di X x Y se X ¢ connesso.

TEOREMA 1.4 Un prodotto di spazi topologici non vuoti € connesso se e soltanto
se & connesso ogni fattore.

DiM. La condizione & necessaria per il teorema precedente, in quanto le proiezioni
del prodotto su ciascuno dei fattori sono applicazioni continue.

Sia ora {X; = (Xj;, ;) | i € I} una famiglia di spazi topologici connessi non vuoti
e indichiamo con X = (X, 7) il loro prodotto topologico. Sia F' un sottoinsieme
non vuoto di X che sia al tempo stesso aperto e chiuso in X. Dico che F' gode della
seguente proprieta:

Sex € Feye X etaleche {i € I|y; # x;} contiene al piti un elemento, allora
y e F.

Consideriamo infatti, per un fissato x € F' e h € I, 'immersione topologica

th Xp —> X
definita da m; (¢ (t)) = z; se i # h, mp(tn(t) = t per ogni t € Xj,. La sua immagine

¢ un connesso di X e quindi la sua intersezione con F' essendo aperta e chiusa per
la topologia di sottospazio e non vuota coincide con ¢y (Xp).



V. CONNESSIONE 87

Ne segue per ricorrenza che Sex € F ey € X é tale che {i € I |y; # x;} contiene
al pitt un numero finito di elementi, allora y € F'.
Poiché F' & aperto e non vuoto, esso contiene un aperto U della forma

U = ijJT('j_l(Aj)

con J C I finito e A; aperto non vuoto di Xj.

Poiché ogni punto di X ha al pit un numero finito di coordinate diverse da
quelle di un punto di U, ne segue che F' = X. Abbiamo dimostrato cosi che ogni
sottoinsieme non vuoto di X che sia al tempo stesso aperto e chiuso coincide con
X e quindi X e connesso.

§2 COMPONENTI CONNESSE

TEOREMA 2.1 Sia {A;|¢ € I} una famiglia di sottoinsiemi connessi di uno spazio

topologico X. Se
AiNA; #0 Yi,jel

allora
A = Ujer4;

€ connesso.

DiMm. Sia F un sottoinsieme aperto e chiuso non vuoto di A. Allora F N A; # ()
per qualche indice ¢ € I. Allora F'NA; € aperto e chiuso e non vuoto in A; e quindi
coincide con A;. Allora FNA; D AjNA; # () per ogni j € i e ne segue che F' D A;
per ogni j € I, onde F = A.

OSSERVAZIONE Sia I un insieme beneordinato di indici: cio significa che su I e
definita una relazione di ordinamento totale ”<”" tale che ogni sottoinsieme non
vuoto J C I ammetta minimo. Supponiamo che I # () e indichiamo con ig il
minimo di /.

Sia X uno spazio topologico e {A;|i € I} una famiglia di sottoinsiemi connessi
di X che gode della proprieta: per ognii € I\ {ip},

AN [UA | #0.

J=i

Allora A = J,¢;

Per dimostrare questa affermazione, possiamo ragionare nel modo seguente: se
A non fosse connesso, potremmo trovare due aperti U e V' di A che lo sconnettono.
Poiché gli A; sono connessi, la famiglia I si decompone in due sottoinsiemi non
vuoti disgiunti:

A; € connesso.

L={iel|A, CU} e L={icl|A;, CV}.

Possiamo supporre che iy € I; e quindi il minimo j di I3 e diverso da 7g. Abbiamo
per ipotesi

=<7
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ma questo contraddice il fatto che U, ; Ai C U, A; CV eUNV =0. La tesi ¢
quindi dimostrata.

Un sottoinsieme non vuoto A di uno spazio topologico X si dice una componente
connessa di X se € connesso e non € propriamente contenuto in nessun connesso
di X.

Sia z un punto dello spazio topologico X = (X, 7x). Per il teorema precedente,
I'unione di tutti i connessi che contengono x, che ¢ non vuota perché {z} ¢ un
connesso che contiene x, € ancora un connesso. Esso e il piu grande connesso,
rispetto all’inclusione, che contenga x e si dice la componente connessa di x in X.

LEMMA 2.2 La componente connessa di un punto x di uno spazio topologico
X = (X,7x) ¢ una componente connessa di X.

DiMm. Sia A la componente connessa di un punto z € X. Se B ¢ un connesso di X
tale che AN B # (), allora AU B ¢ un connesso che contiene = e quindi ¢ contenuto
in A: ne segue che B C A e dunque A non & propriamente contenuto in nessun
connesso di X ed € una componente connessa di X.

TEOREMA 2.3 Le componenti connesse di uno spazio topologico X = (X, 7x)
formano una partizione di X.

Dim. Indichiamo con Z la componente connessa di x € X. Chiaramente {Z |z €
X} € un ricoprimento di X. Inoltre, £ C § per ogni y € &, perché & ¢ un connesso
che contiene y. Ma allora anche x € y e quindi §y C = e i due insiemi coincidono.

OSSERVAZIONE Ogni connesso di uno spazio topologico X & contenuto in una
componente connessa di X.

TEOREMA 2.4 Se A & un sottoinsieme connesso di X = (X, 7x ), allora A & ancora
€onnesso.
In particolare, le componenti connesse di X sono chiuse.

DiM. Sia A un connesso dello spazio topologico X. Se A = () non vi ¢ nulla da
dimostrare. Supponiamo quindi A # (). Se A non fosse connesso, potremmo trovare
due sottoinsiemi aperti U e V di A che lo sconnettono. Osserviamo che U e V sono
aperti e chiusi in A e in particolare sono chiusi in X.

Possiamo supporre che U N A # (). Allora A C U in quanto A & connesso e
ANU ¢ aperto e chiuso e non vuoto in A. Ne segue che U \ V & un chiuso di X che
contiene A ed & propriamente contenuto in A, ma questo ci da una contraddizione
e quindi A & connesso.

EseEMPIO 2.1 Sia A C R? il grafico dell’applicazione continua
10,1[> t — sin(1/t) € R.

Poiché esso e connesso, anche la sua chiusura
A= AU ({0} x [-1,1])

& un connesso di R2.



V. CONNESSIONE 89

Uno spazio topologico X = (X, 7x) si dice totalmente sconnesso se per ogni
x € X, la componente connessa di x ¢ {x}.

EsempPio 2.2 Uno spazio topologico con la topologia discreta e totalmente scon-
nesso; l'insieme QQ dei numeri razionali, con la topologia indotta da R, ¢ totalmente
SCoONnesso.

63 ARCHI
Chiamiamo arco o cammino continuo in uno spazio topologico X = (X, 7x) una
qualsiasi applicazione continua

a:I1=100,1]>t— z € X.

I punti g = a(0) e 21 = (1) si dicono gli estremi dell’arco a.
L’insieme
lal = {a(t) |0 <t <1}
si dice supporto dell’arco «.
Chiaramente il supporto di un arco « é un sottoinsieme connesso di X.

Se a, f : I — X sono due archi tali che a(1) = 5(0), diciamo che essi sono
consecutivi e definiamo il loro prodotto mediante:

a(2t) se 0<t<1/2

Oé'ﬁ(t):{ﬁ(zt_l) se 1/2<t<1.

Abbiamo |a - 8] = |a|] U |B]. Definiamo inoltre ’inverso dell’arco a : I — X
mediante:

al(t) =al—t) VO<t<I.

Due archi o, 8 : I — X si dicono equivalenti, o ottenuti mediante riparame-
trizzazione, se esiste un omeomorfismo ¢ : I — I tale che ¢(0) = 0, ¢(1) =1
e

B=aop.

Due archi equivalenti hanno lo stesso supporto, ma in generale non e vero il vice-
versa.

LEMMA 3.1 Siano a, 8, v : I — X tre archi consecutivi nello spazio topologico
X = (X, 7). Allora i due cammini (a- ) -y e a- (B - 7) sono equivalenti.

DiM. Abbiamo:

[ a(4t) se 0<t<1/4
(a-B)-~(t) =< B4t—1) se 1/4<t<1/2
[ (2t —1) se 1/2<t<1,

[ a(2t) se 0<t<1/2
a-(B-v)(t) =< B4t —2) se 1/2<t<3/4
[ (4t —3) se 3/4<t<1.
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Sia ¢ : I — I 'omeomorfismo definito da:

2t se 0<t<1/4
<t <
¢(t>: t+(1/4) se 1/4_t_1/2
t+1

5 se 1/2<t<1.

Allora
(- (B-7)op=(a-p) 7.

Converremo nel seguito di definire il prodotto di un numero finito di archi
consecutivi aq, as, ..., a, mediante la formula induttiva:

-y =a1 - (e .ay).

E spesso conveniente considerare gli archi di uno spazio topologico modulo la
relazione di equivalenza definita dalla riparametrizzazione. Chiamiamo la classe di
equivalenza di un arco modulo riparametrizzazione arco geometrico. Per il lemma
precedente il prodotto di archi geometrici consecutivi € ben definito e gode della
proprieta associativa.

4 CONNESSIONE PER ARCHI

Lo spazio topologico X si dice connesso per archi se, per ogni coppia di punti
xo, x1 € X possiamo trovare un arco che li abbia come estremi.

Un sottoinsieme A di X si dice connesso per archi se € connesso per archi con la
topologia di sottospazio di X.

EsemMmpio 4.1 L’insieme vuoto e i sottoinsiemi di uno spazio topologico formati
da un solo punto sono connessi per archi. Tutti i sottoinsiemi connessi di R sono
connessi per archi. Un sottoinsieme convesso'? di R™ & connesso per archi. Ogni
aperto connesso di R™ ¢ connesso per archi.

TEOREMA 4.1 Uno spazio topologico connesso per archi é connesso.

Dmm. Sia X = (X,7x) uno spazio topologico connesso per archi. Se X = (),
non c¢’¢ nulla da dimostrare. Se X # (), fissato un punto g, lo spazio X risulta
unione dei supporti dei suoi archi di punto iniziale xo. Essi formano una famiglia
di sottoinsiemi connessi che hanno due a due intersezione non vuota e quindi X e
connesso.

OSSERVAZIONE Non e vero il viceversa: uno spazio topologico puo essere connesso
senza essere connesso per archi.

Consideriamo ad esempio X = {(z,sin(1/z))|0 <z < 1}U{(0,y) | -1 <y <1},
con la topologia di sottospazio di R%. Esso ¢ connesso (cf. Esempio 2.1) ma non
connesso per archi: supponiamo per assurdo che vi sia un arco

a:[Bt—>(xt,yt)6X

12Un sottoinsieme A di uno spazio vettoriale reale V si dice convesso se, per ogni coppia di
vettori v, w € A, il segmento {v + t(w —v) |0 < ¢ < 1} & contenuto in A.
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con a(0) = (0,0) e a(1) = (1/7,0). Sia to il massimo dell’insieme {t € I'|x; = 0}.
Poiché a e continua, potremmo trovare € > 0 tale che

0<ze <1/2m, |y — ] <1/2 se to <t <ty+e.

Ma questo ci da una contraddizione, perché {z; |ty <t < tg+ €}, essendo connesso
in R, contiene U'intervallo |0, x4, 4| e la funzione sin(1/z) assume in tale intervallo
tutti i valori compresi tra —1 e 1.

TEOREMA 4.2 Sia {A,; |i € I} una famiglia di sottospazi connessi per archi di uno
spazio topologico X. Se
AiNA; 40 Vi, jel,

allora A = |J,c; Ai & connesso per archi.

DiMm. Siano xg,xz1 € A. Allora x¢g € A e x1 € Ay per due indici h, k € I. Sia
z € Ap N Ag. Poiché Ay e Ax sono connessi per archi, possiamo trovare due archi

a:l — Ay, [:1— A

tali che
a(0) = zg, a(l) = z, B(0) ==z, B(1) = x1.

Allora l’arco

a2t) se 0<t<1/2
B(2t—1) se 1/2<t<1

a6 = {

¢ contenuto in A e ha estremi zg e 7.

EsemMPIO 4.2 Un sottoinsieme A di R” si dice stellato rispetto al suo punto xq se,
per ogni x € A, il segmento

[0, 2] = {x0+t(r —20)|0<t <1}

e contenuto in A. Se A e stellato rispetto al punto zq, allora

A= U [x0, x]

€A

€ connesso per archi.

Chiamiamo componente connessa per archi di uno spazio topologico X un
sottoinsieme non vuoto A di X che sia connesso per archi e non sia propriamente
contenuto in un altro sottoinsieme connesso per archi di X.

Se x € un punto di uno spazio topologico X, 'unione di tutti i sottoinsiemi di
X connessi per archi che contengono il punto z € ancora connessa per archi. Vi e
dunque un piu grande, rispetto all’inclusione, sottoinsieme connesso per archi che
contiene il punto x. Esso si dice la componente connessa per archi di x in X.

TEOREMA 4.3 Le componenti connesse per archi di uno spazio topologico X
formano una partizione di X.
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DiM. Indichiamo con Z la componente connessa per archi di z € X. Chiaramente
{Z |z € X} & un ricoprimento di X. Inoltre, T C ¢ per ogni y € & perché Z &
connesso per archi e contiene y. Ma allora anche x € § e quindi y C = e i due
insiemi coincidono.

TEOREMA 4.4 Un’applicazione continua f : X — Y trasforma sottoinsiemi
connessi per archi in sottoinsiemi connessi per archi.

DiMm. Basta infatti osservare che, se a: I — X e un arco di estremi zg, 1 € X,
allora foa:I — Y & un arco di estremi f(xg), f(z1) in Y.

TEOREMA 4.5 Un prodotto topologico non vuoto é connesso per archi se e soltanto
se ogni suo fattore é connesso per archi.

Dimm. Sia X = (X, 7) il prodotto topologico della famiglia di spazi topologici non
vuoti {Xz = (Xi;Ti) |Z S I}

Se X e connesso per archi, ogni fattore X; & connesso per archi perché immagine
di X mediante l’applicazione continua (proiezione) m; : X — X.

Supponiamo ora che tutti gli spazi topologici X; siano connessi per archi. Siano
x, ' € X. Per ogni indice ¢ € I sia «; : I — X; un arco con estremi z; = m;(x) e
x; = m;(x’). Allora l'applicazione o : I — X definita da m; o« = «; per ogni i € I
¢ un arco in X con estremi x e x’.

85 SPAZI LOCALMENTE CONNESSI

Uno spazio topologico X = (X, 7x) si dice localmente connesso se per ogni
x € X gli intorni aperti connessi di z in X formano un sistema fondamentale di
intorni.

Esso si dice localmente connesso per archi se per ogni x € X gli intorni aperti
connessi per archi di x in X formano un sistema fondamentale di intorni.

Uno spazio topologico localmente connesso per archi ¢ localmente connesso, ma
in generale non e vero il viceversa.

Osserviamo inoltre che uno spazio topologico connesso (risp. connesso per archi)

puo non essere localmente connesso. Consideriamo ad esempio il sottoinsieme del
toro T? = S! x S!, definito da

X = {(eit,ei”) ‘tGR} )

Esso & connesso per archi perché immagine continua della retta reale R, ma non e
localmente connesso per la topologia di sottospazio di R?.

TEOREMA 5.1 Se X é uno spazio topologico localmente connesso allora le sue
componenti connesse sono contemporaneamente aperte e chiuse.

Dim. Sappiamo gia che le componenti connesse di X sono chiuse. Supponiamo
ora che X sia localmente connesso e sia A una componente connessa di X. Se
x € A, allora x ha in X un intorno aperto connesso U. Poiché z € ANU # (), il
sottoinsieme A U U e ancora connesso e quindi U C A perché A & una componente
connessa. Dunque A ¢ aperto perché e intorno di ogni suo punto.

TEOREMA 5.2 Se X e localmente connesso per archi, allora le sue componenti
connesse per archi sono anche componenti connesse e dunque sono aperte e chiuse
in X.
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DiM. Sia A una componente connessa per archi di X. Se z € A e U & un intorno
aperto di x connesso per archi, poiché ANU # (), I'insieme AUU & ancora connesso
per archi. Quindi U C A e A ¢ aperto e chiuso perché contiene un intorno di ogni
suo punto aderente.

Osserviamo infine che un sottoinsieme connesso che sia aperto e chiuso in X ¢
necessariamente una componente connessa e quindi il teorema e dimostrato.

Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X si dice localmente connesso (risp.
localmente connesso per archi) se € tale per la topologia di sottospazio.

OSSERVAZIONE [ sottoinsiemi aperti di uno spazio topologico localmente connesso
(risp. localmente connesso per archi) sono localmente connessi (risp. localmente
connessi per archi).

Da questa osservazione si ricava il

TEOREMA 5.3 Condizione necessaria e sufficiente affinché uno spazio topologico
X sia localmente connesso € che le componenti connesse dei suoi aperti siano aperte.

Condizione necessaria e sufficiente affinché uno spazio topologico X sia local-
mente connesso per archi é che le componenti connesse per archi dei suoi aperti
siano aperte.

6  CONTINUI TOPOLOGICI

Si dice continuo topologico uno spazio topologico compatto e connesso.

Un sottospazio connesso e compatto Y di uno spazio topologico X si dice un
continuo topologico di X.

OSSERVAZIONE L’immagine di un continuo topologico mediante un’applicazione
continua é un continuo topologico.

Sia X = (X,7x) uno spazio topologico e siano x,y due punti distinti di X.
Diciamo che un sottoinsieme A di X connette x e y se non e possibile sconnettere
A mediante due sottoinsiemi U e V', aperti nella topologia di sottospazio di A, tali
chexeUeyeV.

OSSERVAZIONE Supponiamo che il sottoinsieme A dello spazio topologico X =
(X, 7x) connetta i due punti distinti a e b di X. Supponiamo che A sia sconnesso
e siano U e V due aperti di A che lo sconnettono, con a € U. Allorab € U e U
connette a e b.

LEMMA 6.1 Siano a, b due punti distinti di uno spazio di Hausdorff compatto
X = (X,7x). Se {Y;|i € I} ¢ una famiglia di chiusi di X, totalmente ordinata
mediante inclusione, tale che ciascuno degli Y; connetta a e b, allora anche la loro
intersezione Y = (., Y; connette a e b.

DiMm. Osserviamo che Y & un compatto non vuoto di X. Supponiamo per assurdo
che Y non connetta a e b. Possiamo allora trovare due aperti U e V di X tali che

YcUUV, YNUNV =0, acU beV.

Possiamo supporre che UNV = (. Infatti K’ =Y\ V cUe K" =Y \U C
V' sono compatti disgiunti dello spazio di Hausdorff compatto X ed ammettono
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quindi intorni aperti disgiunti UcUeV CVinX. Poiché KUK" =Y,
possiamo sostituire U a U e V a V e quindi supporre che U e V soddisfino I'ulteriore
condizione

Uunv = 0.

Per ogni indice ¢ € I definiamo
K, =Y, \(UuV).

Gli insiemi K; sono compatti e totalmente ordinati mediante inclusione. Inoltre
non sono vuoti perché Y; connette a e b per ogni indice 7. Quindi K = N;cK; ¢
un compatto non vuoto di X contenuto in Y e disgiunto da U U V. Cio e assurdo
perché avevamo supposto che Y C U U V. Quindi Y connette a e b e il lemma &
dimostrato.

TEOREMA 6.2 Sia X uno spazio di Hausdorff compatto. Se X connette due suoi
punti distinti a e b, allora contiene un continuo K che contiene a e b.

Dim. Sia I' la famiglia dei chiusi di X che connettono a e b. Poiché per ipotesi
X €T, lafamiglia I' ¢ non vuota. Per il principio della catena massimale!'3 possiamo
allora trovare una catena massimale di insiemi {Y; |7 € I} C T totalmente ordinata
mediante inclusione. Per il lemma precedente, Y = N;cY; € I

Dico che Y ¢ un continuo. Infatti ¥ € compatto. Se non fosse connesso,
potremmo trovare due aperti U e V nella topologia di sottospazio di Y tali che
U#0,V#0,Y =UUV, conaec U. Poiché Y connette a e b, anche b € U e
U = Y \ V & un chiuso che connette a e b ed & propriamente contenuto in Y. Cio
contraddice il fatto che la catena {Y;} fosse massimale. Quindi Y & un continuo e
il teorema ¢ dimostrato.

67 CARATTERIZZAZIONE TOPOLOGICA DEL SEGMENTO E DEL CERCHIO

Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico. Diciamo che un sottoinsieme Y C X
sconnette X se X \ 'Y & sconnesso. Diciamo che x € X sconnette X se X \ {z} ¢
SCONNESSOo.

EsempPio 7.1 Sia A un aperto non denso di uno spazio topologico X. Allora la
frontiera bA di A sconnette X: infatti X \ bA € unione dei due aperti non vuoti e
disgiunti A e X \ A.

LEMMA 7.1 Sia X = (X, 7x) un continuo di Hausdorff e supponiamo vi sia un
punto a € X che lo sconnetta. Siano U, V' due aperti non vuoti e disgiunti tali che
X\{a} =UUV. AlloraU = UU{a} eV = V U{a} sono continui.

Dim. Osserviamo che, poiché X ¢ di Hausdorff, X \ {a} ¢ aperto. Quindi U e V
sono aperti in X e non possono essere contemporaneamente chiusi in X perché X
¢ connesso e U,V #£ 0, X.

1311 principio della catena massimale, equivalente all’assioma della scelta, si enuncia nel modo
seguente: Se A & un insieme ordinato mediante una relazione d’ordine ”<” e B un sottoinsieme di
A su cui ”<” definisce un ordinamento totale, allora vi & un sottoinsieme B di A, contenente B, su
cui ”<” & una relazione di ordine totale, che non & contenuto propriamente in nessun sottoinsieme
totalmente ordinato di A.
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Poiché U e V sono chiusi in X \ {a}, la loro chiusura in X sara necessariamente
data da U = UU{a} e V = V U {a} rispettivamente.
Consideriamo la funzione f : X — U U {a} definita da

r se xeUU{a}
a se x€VU{a}

) = {

Essa & surgettiva e continua perché {U, V'} & un ricoprimento chiuso finito e dunque
fondamentale di X. Quindi U U {a} ¢ connesso perché immagine di un connesso
mediante un’applicazione continua e compatto perché sottoinsieme chiuso di un
compatto. E dunque un continuo. In modo analogo si verifica che V U {a} &
anch’esso un continuo.

TEOREMA 7.2 Un continuo di Hausdorff che contenga almeno due punti contiene
almeno due punti che non lo sconnettono.

Dim. Sia X = (X, 7x) un continuo di Hausdorff. Sia N C X l'insieme dei punti
che non sconnettono X e supponiamo per assurdo che N abbia cardinalita minore
o uguale di 1. Fissiamo un punto zg € X \ N. Possiamo allora fissare una coppia
di aperti non vuoti e disgiunti U,V di X tali che

UUV = X\zy, NCV.

Per ogni punto z € U, fissiamo una coppia U,, V, di aperti non vuoti e disgiunti
tali che
U:NVy =0, X\{z} =U,UV,, x9€V,.

Osserviamo che, se z,y € U e y € U,, allora

U, = U, U{y} C U,.

Infatti V;U{z} & un continuo che non contiene y. Esso sara dunque tutto contenuto
in uno dei due aperti disgiunti U, V,,. Poiché xy € V; NV, # (), ne segue che

Ve U{z} CV,

e questa, per passaggio ai complementari, ci da:

U, U{y} C U,.
Sia I' = {U, |z € U}. Per il principio della catena massimale, I" contiene una
catena massimale C = {U,,|j € J} totalmente ordinata mediante inclusione.

Osserviamo che, se z; € U,,, allora U, U {z;} C Ug; e i < j nella relazione
d’ordine indotta su J dall’inclusione propria. Per la massimalita della catena C,
per ogni j € J vi ¢ un indice ¢ € J con i < j e x; € U;. Se poniamo quindi

reJ

otteniamo una famiglia di compatti non vuoti totalmente ordinati mediante inclu-
sione. Quindi
0 #* K = ﬂjeJKj C mjermj.
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Ma, se p € K, allora U, ; U, U{p} C U, per ogni j € J contraddice il fatto che

la catena C sia massimale. Abbiamo quindi ottenuto una contraddizione. Ne segue
che N contiene almeno due punti distinti.

LEMMA 7.3 Sia X = (X,7x) un continuo di Hausdorff e sia x € X un punto
che lo sconnette. Siano U e V due aperti non vuoti e disgiunti di X tali che
UUV = X\ {z}. Allora ciascuno dei due aperti U e V contiene un punto che non
sconnette X.

DiM. Osserviamo che UU{x} ¢ un continuo di Hausdorff che contiene almeno due
punti. Esso contiene quindi almeno un punto y distinto da x che non lo sconnette.
Dico che y non sconnette X. Infatti, se cosi non fosse, avremmo X \ {y} = AUB
con A aperti non vuoti e disgiunti di X. I due aperti A e B hanno chiusura AU {y}
e B U {y} rispettivamente. In particolare, poiché y appartiene sia alla chiusura di
A che alla chiusura di B, I'intorno aperto U di y interseca sia A che B. Quindi il
punto y sconnetterebbe U U {z}. Questo ci da una contraddizione e dimostra che
y non sconnette X.

LEMMA 7.4 Sia X = (X, 7x) un continuo di Hausdorff che contiene esattamente
due punti a,b che non lo sconnettono. Allora per ogni x € X \ {a,b}, I'insieme
X \{z} é unione di due componenti connesse, I’'una contenente a e I'altra contenente

b.

DiM. Siaxz € X\{a,b}. Allora X\ {x} ¢ unione di due aperti non vuoti e disgiunti
U eV e possiamo supporre che a € U. Per il lemma precedente V' contiene un punto
che non sconnette X. Poiché gli unici punti che non sconnettono X sono a e b e
a ¢ V, ne segue che b e V.

Per completare la dimostrazione basta quindi verificare che U e V' sono connessi.
Sia y € U\ {a}. Sia X \ {y} = U, UV, con U, e V, aperti non vuoti e disgiunti
e a € Uy. Per le osservazioni precedenti V,, > b. Poiché V' U {z} & un continuo che
contiene b e non contiene y, esso ¢ tutto contenuto in uno dei due aperti U, o V.
Essendo b € V NV, # 0, ne segue che

Vu{z} CV,
da cui, passando ai complementari,
U, U{y} CU.

Quindi, se y € U, ’aperto U contiene un continuo che contiene a e y. Ne segue che
U e connesso. Analogamente si dimostra che V' e connesso.

LEMMA 7.5 Sia X = (X, 7x) un continuo di Hausdorff che contiene esattamente
due punti a,b che non lo sconnettono. Per ogni x € X indichiamo con [a,z]| la
componente connessa di X \ {x} che contiene a e con |x,b] la componente connessa
di X \ {z} che contiene b. Definiamo la relazione

x<y se z,yeX e x€la,y| oppure y=b.

Allora
(1) ”<” é un ordinamento totale su X.
(2) GIi insiemi [a, x| e |z, b] al variare di x € X \ {a, b} formano una prebase di
aperti per la topologia di X.
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Dim. Siano z,y € X. Supponiamo che = # y e che x ¢ [a,y[. Sara allora x €y, b]
e dunque la componente connessa [a,z[ di @ in X \ {z} contiene [a, y[U{y} perché
tale insieme & un continuo contenente a e contenuto in X \ {z}. Questo dimostra
che y < x se x # y e x £ y. 1l fatto che la relazione ” <" sia una relazione d’ordine
segue immediatamente perché

x <y < [a,x[U{z} C la,y[

Sia 7 la topologia su X che ha come prebase degli aperti la famiglia I degli insiemi
della forma [a, z[ e |x,b] con a < x < b. Siano z,y € X con z < y. Allora [a, z[U{z}
e Jy,b] U {y} sono due chiusi disgiunti di X. Poiché X & connesso, vi € un punto
z € X che non appartiene a nessuno dei due insiemi. Allorax < z <y e [a, z[ e ]z, ]
sono elementi di I disgiunti che contengono rispettivamente = e y. La topologia 7
¢ quindi di Hausdorff. L’applicazione ¢ : X > x — x € X e continua da X con la
topologia di Hausdorff 7x per cui X e compatto su X con la topologia 7. Poiché ¢ ¢
bigettiva, essa & un omeomorfismo. Questo dimostra anche la seconda affermazione
del lemma.

LEMMA 7.6 Sia A = {m-27"|m,n € N, 0 < m < 2"}. Se D ¢ un insieme
numerabile, totalmente ordinato mediante una relazione d’ordine ”<”, tale che

Ve <<yeD 3dzeD taleche x<z<y,

e tale che D non contenga né un massimo né un minimo. Allora possiamo trovare
un’applicazione bigettiva crescente

¢o: A — D.

DiM. Poniamo A, = {m-27"|meN, 0 <m <2"}. Sia D = {z,|n € N}, con
Tp # Ty se 1 # m. Definiamo per ricorrenza ¢, : A, > 7 — ¢, (r) tale che

*) { On(r1) < dn(ra) se 1 <19 €A,

bnla, » = Pn_1 se n>2.

Per n = 1, I'insieme A; contiene soltanto 1/2. Definiamo ¢;(1/2) = zy. Suppo-
niamo di aver definito ¢, per h < n > 1 in modo tale che le (%) siano soddisfatte.
Definiamo allora

On(r) se reA,
Gni1(r) = xz, se r=(2m+41)-2=+) ¢
v = min{m € N|¢,(m-27") <z, < ¢pp((m+1)-27")}.

Si verifica immediatamente che ¢1, ..., ¢, 1 verificano ancora le (x). Possiamo allora
definire ¢ : A — D ponendo ¢|an = ¢, per ogni intero n > 1. Poiché I'ordinamento

N

7 <” e totale, la ¢ e surgettiva ed e inoltre strettamente crescente per costruzione.
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TEOREMA 7.7 Sia X = (X,7x) un continuo di Hausdorff metrizzabile. Se X
contiene soltanto due punti distinti a,b che non lo sconnettono, allora X & omeo-
morfo all’intervallo I.

Dim. Uno spazio compatto di Hausdorff metrizzabile e separabile. Sia D un
sottoinsieme denso e numerabile di X. Possiamo supporre che a,b ¢ D. Sia <
la relazione d’ordine su X introdotta nel Lemma 1.22.5. Sia ¢ : A — D bigettiva e
crescente. Essa e continua per le topologie di A come sottospazio di I e di D come
sottospazio di X. Definiamo f : X — I ponendo

f(x)—{l se z=>
- linf{re Az €a,é(r)[} se ze X\ {b}.

La f da 'omeomorfismo cercato. Infatti la f e bigettiva perché, se x < y € X,
allora possiamo trovare elementi 21, 2o € D tali che x < 21 < 29 < y e quindi

fl@) <97 (=) <o (22) < f(y).

la f~1 & continua perché gli aperti della forma [0,7[ e |r,1] con r € A formano una
prebase degli aperti di I e f([0,7]) = [a, ¢(r)[, f(]r,b]) =]¢(r), b] sono aperti di X.
Poiché X e I sono compatti di Hausdorff, la f e allora un omeomorfismo.

TEOREMA 7.8 Sia X = (X,7x) un continuo metrico che contiene almeno due
punti, tale che, per ogni coppia di punti distinti z,y di X, il sottospazio X \ {z,y}
non sia connesso. Allora X & omeomorfo al cerchio S = {z € C||z| = 1}.

DiM. Dividiamo la dimostrazione in diversi passi.

() Nessun punto di X lo sconnette.

Supponiamo per assurdo che vi sia un punto a € X tale che X'\ {a} sia sconnesso.
Sia X\{a} = UUV con U e V aperti non vuoti e disgiunti. Allora UU{a} e VU{a}
sono entrambi continui e quindi contengono due punti a # x € U e a # y € V che
non li sconnettono. Allora

X\ {z,y} = (U U{ap) \{z}) U ((V U{a}) \ {y})

sarebbe connesso perché unione di due connessi contenenti il punto a. Questo
dimostra l’asserzione («).

(8)  Fissiamo due punti distinti a,b € X. Siano U e V due aperti non vuoti e
disgiunti tali che
X\{a,b} =UUW.

Allora U U {a,b} e V U{a,b} sono entrambi connessi.
Supponiamo per assurdo che U U {a, b} non sia connesso. Sia

UU{a,b} = W1 UW;

con Wi e Wy aperti non vuoti e disgiunti del sottospazio U U {a,b}. Possiamo
supporre che a € W7. Se W7 contenesse anche il punto b, allora W5 sarebbe aperto
e chiuso in X e questo non e possibile perché X e connesso. Quindi b € W5. Allora
Wi\ {a} e Wo UV sono due chiusi disgiunti di X \ {a} la cui unione ¢ X \ {a} e
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questo contraddice il punto («). Notiamo in particolare che U U {a,b} e V U {a, b}
sono due continui.

(v)  Uno dei due insiemi U U {a,b} e V U {a,b} é omeomorfo all’intervallo I C R.

Se cosl non fosse, ciascuno dei due insiemi conterrebbe un punto distinto da a e
b che non li sconnette. Siano x € U e y € V punti che non sconnettono U U {a, b}
e VU {a,b} rispettivamente. Allora

X\ A{z,y} = (U U{a,b}) \{z}) U (V U{a,b}) \ {y})

sarebbe connesso perché unione di due connessi che hanno in comune i punti a e b.

(0)  Ciascuno dei due insiemi U U {a,b} e V U {a,b} & omeomorfo a I.

Per il punto () uno dei due insiemi, diciamo V' U{a, b}, & omeomorfo all’intervallo
I. Se U U {a,b} non fosse anch’esso omeomorfo a I, allora conterrebbe un punto
x distinto da a e da b che non lo sconnette. Scegliamo un qualsiasi punto y €
V. Allora, se A e B sono le componenti connesse di a e b rispettivamente in

(V U{a,b}) \ {y}, avremmo

X\ {z,y} = (UU{a,0}) \ {z}) UAUB

connesso perché unione di connessi due a due non disgiunti. Quindi U U {a,b} e
V U {a, b} sono entrambi omeomorfi a I.

(e) Sia ¢1 : I — U U {a,b} un omoemorfismo con d)( ) =

a,
o : I — V U{a,b} un omeomorfismo con t(0) = b, 1o(1)
f 1 — X mediante

$1(1) = b e sia
= a.

Definiamo

B P1(2t) se 0<t<1/2
f(t)_{wg(%—l) se 1/2<t<1.

Otteniamo un’applicazione continua e chiusa che per passaggio al quoziente iniet-
tivo, tenuto conto dell’omeomorfismo 1/({0,1}) ~ S!, di Pomeomorfismo deside-
rato.

68 SPAZI DI PEANO
Uno spazio di Peano ¢ un continuo topologico metrizzabile e localmente connesso.
In questo paragrafo dimostreremo il seguente

TEOREMA 8.1 Uno spazio metrizzabile connesso, compatto e localmente connesso
é connesso per archi.

Premettiamo alla dimostrazione di questo teorema alcune nozioni e risultati.

Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico e siano x,y due punti di X. Una catena
semplice di aperti che congiunge x a y € una famiglia finita di aperti {4y, ..., A, }
con le proprieta:

(i) z€d, yeA,
(ZZ) AiﬂAj 7é®<=>|7,—j| = 1.

TEOREMA 8.2 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico connesso e sia I' un rico-
primento aperto di X. Dati due punti x,y di X, e possibile trovare una catena
semplice di elementi di I' che congiunge x a y.
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DiMm. Sia x un punto di X e sia Y l'insieme di tutti i punti y di X che possono
essere congiunti a x mediante una catena semplice di aperti di I". Se {44, ..., 4,,}
¢ una catena semplice di aperti di I' che congiunge x a y, allora essa congiunge x
a tutti i punti di A, e quindi 4,, C Y. Percio Y & un sottoinsieme aperto di X.
Per dimostrare che Y ¢ anche chiuso, fissiamo un punto z € Y. Esso & contenuto
in un aperto B € I'. L’aperto B contiene un elemento y € Y. Sia {44, ..., 4, } una
catena semplice che congiunge z a y. Certamente A, N B # () e vi sara quindi un
minimo intero h con 1 < h < n tale che BN Ay, # 0. Allora {44,..., Ay, B} ¢ una
catena semplice di aperti di I' che congiunge x a y. Quindi Y e aperto e chiuso in
X e non vuoto perché contiene x. Dunque coincide con X perché X & connesso.

Siano A = {44, ..., A,} e B={DBu,..., By} due catene semplici che congiungono
i punti z e y di uno spazio topologico X = (X, 7x). Diciamo che la catena A raffina
la catena B se e possibile trovare un’applicazione non decrescente

7:{1,..,n} —{1,...,m}

tale che A; C B, (j) per ogni 1 < j < n.

LEMMA 8.3 Sia X = (X,7x) uno spazio di Hausdorff connesso e localmente
connesso. Sia B = {Bjy,..., B,,} una catena semplice di aperti connessi di X che
congiunge v # y € X. Sia I una famiglia di aperti di X tale che ogni aperto B; sia
unione di elementi di I". Vi é allora una catena semplice A = {Aq, ..., A, } di aperti
di I' che congiunge x a y ed é un raffinamento della catena B.

Dim. Ragioniamo per induzione sul numero m di aperti della catena semplice B.
Se m = 1, poiché B; e connesso, la tesi segue dal teorema precedente. Supponiamo
ora m > 1 e la tesi vera per catene semplici di aperti connessi contenenti meno di
m elementi. Fissiamo un punto z € B,,,_1 N B,,. Allora B’ = {By, ..., B;,_1} € una
catena semplice di aperti connessi che congiungono x a z e possiamo quindi trovare
una catena semplice {A1,..., Ay} di aperti di I' che congiunge = a z e raffina 5'.
Poiché B,, ¢ un aperto connesso che contiene z e y, possiamo, per il teorema
precedente, trovare una catena semplice di aperti C = {Ci,...,Cr} di T', tutti
contenuti in B,, che congiunge z a y. Sia r < ¢ il piu piccolo intero positivo
per cui A, N (UM, C;) # (. Sia poi s il pitt grande intero positivo con 1 < s < h tale
che A, NCs # 0. Allora A = {Ay,..., A, Cs,Csy1,...,Cr} & la catena di aperti di
I' cercata.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA .8.1.

Siano z e y due punti distinti di uno spazio di Peano X = (X, 7x). Fissiamo una
distanza d su X che definisca la topologia di X. Indichaimo con I',, la famiglia degli
aperti connessi di X che hanno rispetto alla distanza d diametro minore di 27".
Osserviamo che per ogni n la famiglia I';, &€ una base degli aperti di X. Costruiamo
per ricorrenza per ogni h € N catene semplici Ap, = {An1, ..., Ann, } di aperti di T'y,
che congiungono = a y tali che Ay, sia un raffinamento di Ay per ogni h > 1 e

Uit Apgryi C U Ape Vh > 1.

Per il Teorema .8.2, vi & una catena semplice Ay = {A11, ..., A1, } di elementi di I'y
che congiunge x a y. Supponiamo di aver costruito Ay, ..., As_1 con le proprieta
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richieste, per qualche h > 2. Osserviamo che la famiglia I} formata dagli aperti
U di Ty, tali che U sia contenuto in uno degli aperti della catena Aj;_; soddisfa le
ipotesi del Lemma .8.1 e quindi possiamo trovare una catena semplice A, di aperti
di I"} che congiunge x a y e raffina Ay,

Osserviamo ora che, posto Ay, = U, Ap;, abbiamo

N2 Ay = Ay = K

e quindi K ¢ un continuo che contiene z e y. Sia z € K \ {z,y}. Per ogni h € N
siano j, e kj rispettivamente il piu piccolo e il piu grande intero positivo ¢ con
1 <i < ny tali che z € Ay; e poniamo

Un = Vicj, Aji e Vi = Uisg, Aji

Allora
U=UylU;, e V = U,V

sono due aperti disgiunti di X che ricoprono K \ {z} e contengono il primo z e il
secondo y. Ne segue che il continuo K contiene soltanto i due punti x e y che non
lo sconnettono e pertanto € omeomorfo all’intervallo 1.

OSSERVAZIONE Uno spazio di Peano e localmente connesso per archi.

Con una dimostrazione simile a quella del teorema precedente, si pud anche
dimostrare:

TEOREMA 8.4 Uno spazio metrico completo connesso e localmente connesso é
connesso per archi.

DiM. Si costruiscono le catene semplici di aperti A, come nella dimostrazione
del teorema precedente. Osserviamo poi che l'iniseme K ottenuto intersecando
gli insiemi A, = UAj, € un continuo. Esso e infatti compatto perché e chiuso di
X (in quanto intersezione di chiusi) e quindi & uno spazio metrico completo ed &
inoltre totalmente limitato (la catena A;, & un ricoprimento finito di K con aperti
di diametro minore di 27"). Esso & connesso. Se infatti vi fossero due sottoinsiemi
non vuoti F; e F» di K contemporaneamente aperti e chiusi in K con FiUF; = K,
sarebbe d(Fy, Fy) = § > 0. Sia h un intero positivo tale che 217" < §. Allora vi &
almeno un elemento Ay;, della catena A;, che non interseca ne Fy ne F» e quindi
non interseca K. Per la costruzione delle catene A;, possiamo supporre che per ogni
h con 2" > 2/§ risulti

z(h+1)i(h+1) C Aniy,
e otteniamo quindi una contraddizione perché, per la completezza di (X, d),
@ 7& m2h>2/5AhZ'h ¢ K

Si dimostra poi che I'insieme K & omeomorfo all’intervallo I = [0,1] con lo stesso
argomento usato nella dimostrazione del Teorema .8.1.
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CAPITOLO VI

PARACOMPATTEZZA

§1 PARACOMPATTEZZA E PARTIZIONE DELL'UNITA
Uno spazio topologico si dice paracompatto se € di Hausdorff e se in ogni suo
ricoprimento aperto se ne puo inscrivere uno localmente finito.

EsempPio 1.1 Ogni spazio di Hausdorff compatto ¢ paracompatto.

OSSERVAZIONE Un sottospazio chiuso di uno spazio paracompatto é paracom-
patto.

LEMMA 1.1 Ogni spazio paracompatto é regolare.

DiM. Sia z un punto di uno spazio paracompatto X = (X,7x) ed U un suo
intorno aperto in X. Poiché X ¢ di Hausdorff, ogni punto y ¢ U ha un intorno
aperto V, 3y in X con = ¢ V. La famiglia

= {U}U{V,|ye X \U}

¢ un ricoprimento aperto di X. Poiché X e paracompatto, la famiglia I' ammette
un raffinamento A localmente finito. Sia

A = {Ae A|ACV,per qualchey € X \ U}.

Allora W = |JA’ & un intorno aperto di X \ U. Poiché A ¢ localmente finito, la
chiusura dell’'unione degli elementi di A & 'unione delle chiusure dei suoi elementi :

W= J{Al|Aea%.

Abbiamo percio
reX\WcCX\WcU
—— N —

aperto chiuso

e dunque X \ W & un intorno chiuso di « contenuto in U.
Abbiamo quindi dimostrato che ogni punto di X ammette un sistema fondamen-
tale di intorni chiusi e quindi X ¢ regolare.

LeEmMA 1.2 Sia X = (X, 7x) uno spazio paracompatto e sia

I ={4;]jeJ)
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un ricoprimento aperto di X. Possiamo allora trovare un raffinamento aperto lo-
calmente finito di I" della forma:

A= {(BjlieJ}

tale che o
Bj C Aj Vy e J.

DiM. Per ogni z € X scegliamo un indice j(x) € J tale che z € As (- Poiché
X e uno spazio regolare, possiamo trovare per ogni x € X un intorno aperto U, di
x tale che

U, CA Vo € X.

j(x)
Il ricoprimento aperto {U, |z € X} ammette, poiché X e paracompatto, un
raffinamento aperto A’ localmente finito. Sia

AW —z(W)e X
una funzione di raffinamento, cioeé una applicazione tale che
W C Ux(W) YW e A.

Poniamo allora, per ogni j € J:

B; = [ (W € A |j(z(W)) = j}

e definiamo
A = {Bjl|jeJ}.
Allora A € un ricoprimento localmente finito di X che gode della proprieta richiesta:
infatti
By = JIW|W e, jz(W)) = j}

perché A’ & localmente finito e quindi B; C A; in quanto U, C A; se j(x) =j.

TEOREMA 1.3 Ogni spazio paracompatto ¢ normale.

Dim. Sia X uno spazio paracompatto. Per dimostrare che € normale, mostriamo
che ogni chiuso di X ha un sistema fondamentale di intorni chiusi. Sia A un chiuso
di X e sia U un intorno aperto di A in X. Allora {U, X \ A} & un ricoprimento
aperto di X e per il lemma precedente possiamo trovare un ricoprimento aperto
{V,WW}di X taleche V. C U eW C X\ A. Poiché W & contenuto in X \ A, I'aperto

V contiene A. In particolare V & un intorno chiuso di A contenuto in U.

Ricordiamo che una partizione continua dell’unita subordinata a un ricoprimento
aperto I' di uno spazio topologico X = (X, 7x) € il dato di una famiglia di funzioni
continue

{pa: X —[0,1]|AeT}
tali che

(i) supppa = {z € X [a(z) # 0} C A;
(i) {supppa|A € T'} & una famiglia di chiusi localmente finita,

(i17) Y opcrdalz) =1 Voe X,
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TEOREMA 1.4 Uno spazio topologico X = (X, Tx) € paracompatto se e soltanto se
e di Hausdorff e ad ogni suo ricoprimento aperto si puo subordinare una partizione
continua dell’unita su X.

DiM. Supponiamo che X sia paracompatto. Sia I' = {A;|j € J} un qualsiasi
ricoprimento aperto di X. Per il Lemma 1.2 possiamo allora trovare un raffinamento
localmente finito di T' della forma A = {B;|j € J} tale che B; C A; per ogni
j € J. Poiché X & uno spazio normale e A & localmente finito, per il Teorema
II1.4.2 possiamo trovare una partizione dell'unita {¢;|j € J} subordinata a A.
Essa e allora subordinata a I'.

Dimostriamo ora il viceversa. Sia I' un qualsiasi ricoprimento aperto di X. Se
{#a| A €T} ¢ una partizione continua dell’'unita subordinata a I', allora

A= {{zreX|pa(x) #0} AT}
¢ un raffinamento aperto localmente finito di I'.

§2 PARACOMPATTEZZA E CONNESSIONE

TEOREMA 2.1 Sia X = (X, 7x) uno spazio di Hausdorff localmente compatto. Se
X é unione numerabile di compatti di X, allora X & paracompatto. Viceversa, se
X é connesso e paracompatto, allora é unione numerabile di compatti.

DiMm. Supponiamo che X sia uno spazio di Hausdorff localmente compatto e che
vi sia una successione {K,, |n € N} di compatti tali che

X = @OK,L.

In X ogni compatto ammette un sistema fondamentale di intorni compatti. In
particolare possiamo trovare un compatto Ay € X tale che

KoCAo?é@-

Per ricorrenza, possiamo costruire una successione {4, |n € N} di compatti di X
tale che, con Ay definito come sopra, risulti:

U4, )UK C Ay WneN,
j=0

Sia ora I' un qualsiasi ricoprimento aperto di X. Per ogni n € N possiamo trovare
una sottofamiglia finita I',, di I" tale che

A, [T

Posto A_1 = (), definiamo:

o

A, = {B N (An_|_1 \An—l) ’ B e Fn}
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Sia
o
A = U A,,.
n=0

Osserviamo allora che
(a) A & un ricoprimento aperto di X. Infatti |JA, D A, \ A,_1 per ognin € N

e quindi
Uas [J @\ 4) = |J 4n = X
n=0 n=0

(b) A & inscritto in T.
(c) A & localmente finito. Sia infatti x € X. Sia n il pitt piccolo intero positivo

o
tale che x € A,,. Allora A, 1 ¢ un intorno aperto di = in X che interseca al
piu gli elementi di A che sono in U;l;rOQ Aj, e questi sono in numero finito.

Supponiamo ora che X sia di Hausdorff, localmente compatto, paracompatto e
connesso. Poiché X e uno spazio di Hausdorff localmente compatto, ammette un
ricoprimento aperto T tale che, se A € T, allora A sia compatto in X. Poiché
X & paracompatto, possiamo trovare un raffinamento I' di [ localmente finito.
Chiaramente A ¢ ancora compatto in X per ogni A € I'. Fissiamo un sottoinsieme
finito Ag di aperti non vuoti di I e poniamo

Ko = J{A]A € Ag}.

Questo insieme e compatto perché unione finita di compatti e non vuoto. Definiamo
per ricorrenza

Awer = {AeA\U A [ANK, £0}, n>0

Kn—|—1 = UATH—l n Z 0

Poiché gli insiemi di una famiglia localmente finita che hanno intersezione non vuota
con un compatto assegnato sono in numero finito, otteniamo per ricorrenza:

A, e finito, K, & compatto Vn € N.

Poniamo A, = Jj_, K;. Allora

K, CA, CA,.

Poiché i A,, sono due a due disgiunti, A = (77, A, ¢ una sottofamiglia di una
famiglia localmente finita e dunque e localmente finita. Ne segue che la famiglia
A ={A| A€ A} & anch’essa localmente finita e dunque la famiglia {K,, |n € N} ¢
localmente finita in quanto i suoi elementi sono unioni finite di elementi di A. Ne

segue che
Y = | K
n=0
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€ chiuso in X. D’altra parte

Y o Dfing GAn:Y
n=0 n=0

e quindi Y e anche aperto in X. Essendo un sottoinsieme contemporaneamente
aperto e chiuso e non vuoto di uno spazio connesso, ¢ X =Y.

§3 PARACOMPATTEZZA DEGLI SPAZI METRIZZABILI

TEOREMA 3.1 (TEOREMA DI STONE) Ogni spazio metrizzabile é paracompatto.
Premettiamo alla dimostrazione di questo teorema due lemmi.

LEMMA 3.2 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico di Hausdorff in cui ogni ri-
coprimento aperto ammetta un raffinamento chiuso localmente finito. Allora X é
paracompatto.

DiM. Sia I' un ricoprimento aperto di X e sia I un suo raffinamento chiuso
localmente finito. Indichiamo con

a: TV =T
la funzione di raffinamento:
FCa(F) VFeTl.

Poiché T & localmente finito, possiamo trovare un ricoprimento aperto U di X tale
che ogni aperto U di U intersechi solo un numero finito di chiusi di T".

Per ipotesi, Y ammette un raffinamento chiuso A localmente finito. Indichiamo
con

B:A—=U
la funzione di raffinamento (F' C S(F) VF € A). Per ogni B € I I'insieme

Ve = | J{IFeA|FNB=0}

& chiuso perché unione di una famiglia localmente finita di chiusi. Quindi, per ogni
B el
Lg = X\ Vg

¢ un aperto di X. Poniamo, per ogni B € I":
Ggp = a(B) NLg.

Abbiamo allora:
BCGp Ca(B) VBel.

Quindi .
I = {GB ‘ B e F/}
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& un ricoprimento aperto di X inscritto in modo naturale in I'. Dico che T &
localmente finito. Infatti, se x € X, possiamo trovare un intorno aperto U di x in
X tale che

®={FeA|FNnU#0}

sia finito. Allora anche l'insieme

v={Bealpn(Je) 0}

¢ finito. Ma, se U NGp # 0, allora U N Lp # 0, cioe U deve intersecare qualche F
con FNB # 0. Dunque, se UNGp # (), allora B € ¥ e U interseca solo un numero
finito di aperti di I.

LEMMA 3.3 Uno spazio regolare in cui ogni ricoprimento aperto ammetta un
raffinamento localmente finito é paracompatto.

DiMm. Sia X = (X,7x) uno spazio regolare in cui ogni ricoprimento aperto
ammetta un raffinamento localmente finito. Sia I' un ricoprimento aperto di X.
Poiché X & regolare, possiamo trovare un raffinamento aperto A di I' tale che,
detta

a:A—T

la funzione di raffinamento, sia
AcCalA) VAeA.

Se A’ ¢ un raffinamento localmente finito di A, con funzione di raffinamento 3 :
A’ — A, allora

I = {B|BeA'}
¢ un raffinamento chiuso localmente finito di I', con

B C a(B(B)) VBe A

Per il lemma precedente, X e paracompatto.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI STONE.
Sia (X, d) uno spazio metrico. Sia I' un qualsiasi ricoprimento aperto di X. Per
ogni A € I' ed ogni n € N, poniamo

A, ={zxeAldz, X\ A) >27"}.
Gli insiemi A,, sono chiusi e

G A, = A.
n=0

Sia ”<” un buon ordinamento dell’insieme I'. Definiamo allora

BA,n — An\ U Dn+17
DET, D<A
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Gan = {:c € X |d(x,Ban) < 2—<n+3>} .
Gli insiemi G 4 ,, sono aperti e

Gan CA VAel, VnelN.

Infatti, se © € Ga ,,, allora possiamo trovare y € By, tale che d(z,y) < 27("+3).
In particolare y € A,, e quindi d(y, X \ A) > 27". Percio

d(z, X\ A) > d(y, X \ A) — d(z,y) > 27" — 27" >0,

Inoltre
{Gan|Ael, neN}

€ un ricoprimento aperto di X. Infatti, se z € X e Ay ¢ il minimo, rispetto a
7 <" degli aperti di I che contengono x, allora possiamo trovare un n € N tale che
x € Ap, ex € By perchéx ¢ Ase AcT e A=< Ap.

Dico che, per ogni intero non negativo n fissato, la famiglia

{GA,n|A S F}

¢ localmente finita. Infatti, se x € Ga, ey € Gp, con A < D € T, allora
Y & Ga (nt1), cioe d(y, X \ A) < 2~ (+1)  Quindi abbiamo

d(z,y) > d(z, X \ A) — d(y, X \ A) > 27" — 27(+D) — 9=(n+1),

Ne segue che ogni palla aperta di raggio minore di 2-("+2) interseca al pitt uno solo
dei G 4,,. Poniamo

Gn = U{Gan|AcT}
W, = Um<nGm
W_, = 0
L, =W, \W,_1 se n>0.
Allora B
I' ={L,NGan|AeTl, neN}

€ un ricoprimento aperto localmente finito di X inscritto in T'.
Infatti, se x € X, posto 7 = min{n € |z € G, }, e scelto un intorno V' di x che
intersechi solo un numero finito di aperti G4 ,, con A € I' e m < n, 'aperto

V NGy

€ un intorno aperto di x che interseca solo un numero finito di insiemi di I'. Poiché
X, essendo metrizzabile e regolare, la tesi segue dal lemma precedente.
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CAPITOLO VII

SPAZI DI BAIRE

§1 DEFINIZIONE ED ESEMPI DI SPAZI DI BAIRE
Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X = (X, 7x ) si dice raro o da nessuna
(o]

parte denso se la sua chiusura A non contiene punti interni, cio¢ se A = (.

Un sottoinsieme A di X si dice di prima categoria se € unione numerabile di
insiemi rari.
Un sottoinsieme di X che non sia di prima categoria si dice di seconda categoria.

OSSERVAZIONE Un’unione numerabile di insiemi di prima categoria ¢ di prima
categoria.

DEFININIZIONE Uno spazio topologico X si dice di Baire se I'intersezione di una
sua qualsiasi famiglia numerabile di aperti densi € ancora un sottoinsieme denso.

LEMMA 1.1 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico. Sono equivalenti:

(1) X ¢é uno spazio di Baire.
(2) Se {F,|n € N} ¢ una famiglia numerabile di chiusi e F = J,_, F, ¢ tale

che F # (), allora esiste v € N tale che F,, # ().

(3) Ogni aperto non vuoto di X é di seconda categoria.

(4) Il complementare in ogni aperto non vuoto di X di un sottoinsieme di prima
categoria di X é di seconda categoria.

DiM. (1) = (2). Supponiamo che X sia uno spazio di Baire e sia {F},,} una
qualsiasi successione di chiusi ciascuno con parte interna vuota. Allora 4,, = X\ F,,
€ per ogni n un aperto denso di X. Quindi

D = FjOAn = X\ Dan

¢ denso in X. Se U fosse un aperto non vuoto contenuto in (J;-, F,, sarebbe
DNU = (, ma questo non ¢ possibile perché D ¢ denso in X.

(2) = (3). Supponiamo valga la (2) e sia A un qualsiasi aperto non vuoto di X.
Se A fosse di prima categoria, allora sarebbe unione numerabile di una successione
{R,} di insiemi rari. Allora {F,, = R,,} sarebbe una famiglia di chiusi con parte
interna vuota la cui unione conterrebbe I'aperto A, contraddicendo la (2).

(3) = (4). E ovvia, perché 'unione di due insiemi di prima categoria & di prima
categoria.
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(4) = (1).  Supponiamo valga (4). Sia {A,} una successione di aperti densi di
X. Per dimostrare che D = () _, A, ¢ denso in X, fissiamo un qualsiasi aperto
U di X e consideriamo per ogni n € N l'insieme F,, = X \ A,. Questo insieme
¢ un chiuso con parte interna vuota di X. Allora F = J,_, F,, ¢ un sottoinsieme
di prima categoria in X e quindi U \ F' ¢ di seconda categoria e in particolare non
vuoto. Poiché U \ F' = U N D, otteniamo la tesi.

Da 3) segue subito che:

OSSERVAZIONE Ogni sottospazio aperto di uno spazio di Baire ¢ uno spazio di
Baire.

TEOREMA 1.2 Ogni spazio di Hausdorff localmente compatto e di Baire.

Sia X = (X,7x) uno spazio di Hausdorff localmente compatto. Sia {A,} una
famiglia numerabile di aperti densi di X e sia D =, A,. Vogliamo dimostrare
che per ogni aperto non vuoto U di X interseca D. A questo scopo costruiamo
induttivamente una successione {B, } di aperti non vuoti tali che

B, & compatto Vn € N,
(*) B,cU VneN,
En—l—l C Bn N An+1 Vn € N.

Poiché X e localmente compatto, U N Ay contiene un aperto non vuoto By con
chiusura compatta contenuta in U N Ay. Supponiamo di aver costruito By, ..., B,
in modo che le (x) siano soddisfatte. Bastera allora scegliere un aperto non vuoto
B, 41 con chiusura compatta contenuta in B, N A, 1.

La famiglia {B,,} & una famiglia di sottoinsiemi chiusi del compatto By che gode
della proprieta dell’intersezione finita. Quindi () # ﬂzo:() B, C DNU e la tesi &
dimostrata.

TEOREMA 1.3 Ogni spazio metrico completo é uno spazio di Baire.

Dim. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia { A, } una successione di aperti
densi di X. Fissiamo un aperto npon vuoto U di X. Costruiamo per ricorrenza
una successione {B,} di palle aperte di X tali che

B, cU VneN,
(*) B, = B(zp,mn) con x,€X e 0<7,<2™" VYneN
B,y1 CB, VYneN.

A questo scopo osserviamo che Ao N U & un aperto non vuoto e quindi, fissati
xo € AgNU e 0<rg <min{1,d(x0,X\(AoﬂU))}

e posto By = B(xg,79) abbiamo By C Ay N U. Supponiamo di aver costruito, per
n > 0, le palle By,..., B, in modo che valgano le (x). Fissato un punto x,41 di
B, NA,+2 C U, possiamo trovare 0 < rp41 < 2= (n+1) tale che, posto B, 11 =
B(zp41,7n41) risulti §n+1 C Ap+2N B,. La successione {x, } dei centri delle palle
B,, & chiaramente una successione di Cauchy. Il suo limite =, appartiene a B,, per
ogni n € N e quindi ad A,, N U per ogni n. Dunque 2o, € DNU # ().
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§2 ALCUNI TEOREMI SULLE FUNZIONI REALI CONTINUE E SEMICONTINUE

TEOREMA 2.1 (BAIRE) Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico e sia {f,} una
successione di funzioni continue a valori reali definite su X. Supponiamo che per
ogni x € X esista il limite della successione { f,,(x)} C R. Allora I'insieme dei punti
x € X in cui la funzione

f: X3z — lim f,(x)€eR
n—700

non é continua ¢ di prima categoria in X.

DiM. Per ogni intero positivo n ed ogni numero reale ¢ > 0 poniamo

Po(e) = {z € X|[f(z) = ful(2)] < €}

Poniamo

Gle) = | Pulo).

n=0

Dimostriamo che

Y = @G(z—")

¢ il sottoinsieme dei punti di X in cui f & continua. Supponiamo infatti che f sia
continua in xyp € X. Fissato € > 0, possiamo trovare un indice v € N tale che

|fn(zo) — f(xo)] < €/3 Vn>w.

Poiché sia f che f, sono continue in xg, esiste un intorno aperto U di xgp in X tale
che

|f(x) = f(zo)| <€/3 e |fu(x)— fu(xo)| <€/3 Vxel.
Allora,

\fo(x) = f(2)] < [fu(x) = fu(zo)] + [fo(xo) — f(xo)| + |f(x0) — f(x)] <€ Vxel.

Cio dimostra che A C P, (¢) e quindi g € P,,(€) C G(¢€). Poiché € > 0 & arbitrario,
ne segue che xg € Y.

o
Sia viceversa zy € Y. Fissiamo € > 0. Poiché xg € G(¢/3), avremo zy € P, (¢/3)
per qualche indice n € N. Sia dunque U un intorno aperto di xg in cui

[fuz) — f(2)] < €/3.

Poiché f,, ¢ continua in xg, possiamo trovare un intorno aperto U’ di 2y contenuto
in U in cui risulti

‘fn(x) - fn(l'o)’ < 6/3.

Avremo allora:

() = fzo)| < |f(2) = fu(@)] + [fu(x) = fu(zo)| + [fn(z0) = f(wo)| <€ Vo eU’
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e cio dimostra la continuita di f in xg.
Poniamo ora, per ogni intero non negativo n e ogni numero reale € > 0:

Fo(e) = {z € X|[fn(z) = fm(z)]| <€ Vm =n}.

Per la continuita delle f,,, questi insiemi sono chiusi. Inoltre, per la convergenza
puntuale della successione { f,, }, abbiamo

X = | Fu(o.

Inoltre risulta

F,(e) C Py(e),
quindi

F,(e) C Pyle),

e dunque

L(e) = | Fule) € G(e).
n=0

Ma per il complementare di L(e) abbiamo allora

X\L(©) = | J(Fale)\ Fule)
n=0

unione numerabile di chiusi con parte interna vuota. Quindi X \ L(e) ¢ di prima
categoria e lo & quindi a maggior ragione X \ G(¢). Quindi I'insieme dei punti in

cui f e discontinua:
o0

X\y = [Jx\vee™)

n=0
e di prima categoria.
TEOREMA 2.2 Sia X = (X, 7x) uno spazio di Baire e sia f : X — R una funzione

semicontinua inferiormente. Allora ogni aperto non vuoto U di X contiene un
aperto non vuoto V su cui f é limitata superiormente.

Dim. Ogni aperto U di X ¢ uno spazio di Baire. Poniamo, per ogni intero non
negativo n:

F, ={zeU]| fu(z) <n}.

Tali insiemi sono chiusi in U perché f e semicontinua inferiormente e

5 n w0
n=0

perché la f ¢ a valori reali. Possiamo quindi trovare v € N tale che V- = F,, # 0.
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LEMMA 2.3 Sia (X,d) uno spazio metrico compatto e sia f : X — R una
funzione semicontinua inferiormente. Possiamo allora trovare una successione non
decrescente { f,} di funzioni continue su X a valori reali tale che

flx) = lim f,(z) = sup fn(x) VaeX.
n—>00 neN

DiMm. Sia a = miny f(x) € R. Per ogni intero non negativo n siano 1, ..., Tne,

punti di X tali che
£n

X = | B(zn;,27"tY).
j=1

Per ogni j =1, ..., ¢,, poniamo

pnj = min{f(z)|d(z, zpn;) <27"}.
Per il lemma di Urysohn possiamo trovare funzioni continue w,; : X — R tali che

a <wnj(r) < ppy Vo e X
Win () = pjn Vo EF(g;nj,z—(nH))
winle) = @ Vo g Bla,.2 "),

Poniamo
gn(z) = max{wp1(x), ..., wpe, ()} Ve X.

Allora
gn: X2z — gn(r) €R

¢ continua per ognin € N e
g < f su X.

Poniamo
fn(x) = max{go(x),g1($),...,gn(a:)} Ve e X.

Allora
fn: X2z — fo(z) €R

sono continue per ogni n € N e
fn<f su X

La successione {f,} ¢ una successione non decrescente di funzioni continue. Dico
che
flz) = lm f,(xz) = sup f(z) VzeX.
n—roo neN
Infatti, per ogni x € X ed ogni n € N sia z,;, tale che z € B(xnjn,Q_("+1))_
Possiamo allora trovare z,, con d(zn,r,;,) < 27"+ tale che p,;, = f(vn) =

W, (). Allora f,(z,) = f(zn) € fu(x) > f(x,) perché f(x) > wp;, () = tinj, -
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La successione {x,} converge a z e dunque abbiamo, poiché f & semicontinua
inferiormente,

sup fn(x) > limy, f(x,) > f(x).
Poiché d’altra parte sup,, fn(z) < f(x), vale 'uguaglianza e il lemma ¢ dimostrato.

TEOREMA 2.4 Sia X = (X, 7x) uno spazio metrizzabile localmente compatto. Se
f: X — R é semicontinua inferiormente, allora ’insieme dei punti in cui la f non
e continua é di prima categoria.

DiMm. La tesi segue dal lemma e dal teorema precedenti.

TEOREMA 2.5 FEsiste una funzione continua f : R — R che non e derivabile in
nessun punto di R.

DiM. Sia Cy(I) 'insieme di tutte le funzioni continue ¢ : I — R, che si annullano
in 0 e 1, con la topologia indotta dalla distanza

Con questa distanza, Co(X) € uno spazio metrico completo e quindi di Baire.
Per ogni intero positivo n sia

l9(z) — g(y)]

dx € I tale che
lz — 9

F, = {g € Co(I)

<n Vye[\{a:}}.

Dico che F,, ¢ un chiuso. Sia infatti g € Co(I) una funzione continua a valori reali
definita su I tale che esista una successione {g,},en in F), tale che d(g,,g9) — 0
per v — oo. Per ogni v € N indichiamo con z, € I un punto per cui valga

19 (y) — 90 (2,)]
|y - xl/|

<n Vyel\{z}

Poiché I e compatto, passando a una sottosuccessione possiamo supporre che z,, —
Too € I per v — 00. Sey € I\ {z}, allora z, # y per v sufficientemente grande
e otteniamo quindi

9(y) —g(zo)|l _ . 190(y) — gu(z0)]

<n
|y - xOO| v—r00 |y _mV|

Dimostriamo ora che per ogni intero positivo n il chiuso Fj, e raro.
Se cosi non fosse, potremmo trovare, per un intero positivo n, una g € F,, tale
che per qualche € > 0 ogni h € C(I) con d(h,g) < € appartenga ad F,.

Mostriamo in primo luogo che F',, contiene una funzione lineare a tratti. Infatti
Ix1I>3(z,y) —g(x)—g(y) eR

¢ una funzione continua e quindi esiste un intorno aperto U di {(z,z)|x € I} in
I x I tale che |g(z) — g(y)| < € per ogni (z,y) € U. La topologia prodotto in
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I x I & definita dalla distanza euclidea di R? e quindi, se 26 > 0 & la distanza da
{(z,z) |z € I} al complementare di U, avremo |g(x) — g(y)| < € se |x — y| < 0.
Consideriamo una partizione

O=xo<1 <. ... <y =1
dell’intervallo I tale che
xj—xj_1 <6 per j=1,..,N.

Definiamo allora la funzione lineare a tratti:

T — T, ]
(x) = g(x;) + (9(xj11) —g(x;) ——— se x;<w<wj41,j=0,..,N—-1
Lj+1 = Ly
Abbiamo:
Tiy1 — T x X
l9(x) — (@) < T |g(x) — g(z;)| + ———|g(z) — g(wj41)| <€
Lj+1 — T Tj+1 — T

per z; <x<xjy1,Jj=0,...,N~—1,

o
e quindi ¥ € F',.
o
Mostriamo ora che, se supponiamo che F',, contenga una funzione lineare a tratti

1), otteniamo una contraddizione. Sia r > 0 tale che F,, D B(v,r) e sia L > 0 tale
che
[Y(x) — ¥ (y)|
|z —y|

Consideriamo, per un intero positivo M > 0 fissato la funzione lineare a tratti

<L Vx#yel

rM(x—j/M) < j/M<xz<(2j+1)/(2M)
om(z) = § rM((G+1)/M —z)< (2j+1)/2M) <z <j+1/M
j=0,1,....M — 1.
Abbiamo
o (x)| <7/2 Vel

e inoltre per ogni x € [ abbiamo
[P0 (y) — Pua ()

y#

Chiaramente hy; = ¢ + ¢y € B(i,r), ma hy ¢ F,, se rM — L > n. Questo
dimostra che gli F}, sono rari. Quindi

[j F, =F
n=1

¢ di prima categoria e dunque F' # Cy(I) perché questo € uno spazio di Baire. Una
qualsiasi funzione k € Co(I) \ F non & derivabile in alcun punto di I. Si ottiene

=rM
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una funzione f : R — R non derivabile in nessun punto di R estendendo la k per
periodicita:
f(x) =k(z—q) e qge€Zegq<a<qg+1l

83 ALCUNE APPLICAZIONI AGLI SPAZI NORMATI
Sia V' uno spazio vettoriale reale. Una norma su V e un’applicazione

Vav—|v]| eR

che gode delle proprieta:
(@) (o =0elv]>0=0#veV;
(i) ||l = A ||v]] VAER YoveV;
(iii) v+ wll <[l + [[w] Vo,we V.

Consideriamo sullo spazio normato V' la struttura di spazio metrico definita dalla
distanza:
VxVs(ww) —dvw) = |v—uw|eR.

Uno spazio normato che sia completo rispetto alla distanza definita dalla norma
si dice uno spazio di Banach.

Due norme || - || e || - || sullo stesso spazio vettoriale V' si dicono equivalenti se vi
€ una costante positiva c tale che

cHpll < il < cllvll Yv eV

Norme equivalenti definiscono distanze che inducono la stessa topologia sullo spazio
vettoriale V. Abbiamo

TEOREMA 3.1 Sia V uno spazio vettoriale reale. Due norme su V rispetto alle
quali V sia uno spazio di Banach sono equivalenti fra loro.

DiM. Siano || - ||y e || - ||]2 due norme sullo spazio vettoriale V rispetto alle quali
V sia uno spazio di Banach. Definiamo una nuova norma || - || su V' ponendo
[l = llvlly + [lolz YoeV.

Osserviamo che V' ¢ uno spazio di Banach con la norma || - ||.
Indichiamo con X lo spazio metrico completo che si ottiene considerando su V'
la distanza relativa alla norma || - ||;. Poniamo, per ogni numero reale positivo 7:

F. ={veV||v] <r}.
Poiché

Jr v
n=1

per il teorema di Baire possiamo trovare un intero positivo v tale che F',, contenga
punti interni di X (la chiusura si intende rispetto alla topologia associata alla norma
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| - ||1- Poiché le omotetie e le traslazioni sono omeomorfismi di V, ne segue che F'y
contiene un intorno aperto dell’origine in X:

Fio{ve V||l < e

per qualche € > 0.
Avremo allora
F,o{veVl||v|hL<e} Vr>No.

Fissiamo un qualsiasi vettore v € V' con |jv]|; < 1.
Costruiamo per ricorrenza una successione {v, },en tale che

lonll € = ¥n>0

Jo = S0 g vylly < 270+ wn >0,
Poiché Fy /. D {w € V| [|wl||1 < 1}, possiamo trovare vy € F} /. tale che
H’U — UO”l < 1/2.
Supponiamo di aver costruito vg, v1, ..., v,. Poiché
n
lo =Y vl <27 e oy D {w e V] |wly <270V},
§=0
possiamo trovare v, 1 € F2_<n+1>/€ tale che
n+1
o= 3 vyl < 2702,
§=0

Abbiamo allora

(e ]
v = E v; in X
Jj=0

Do lvsl < (1/e)y 277 =2/
j=0 j=0
Da questa relazione ricaviamo che la serie Z;’io v; converge a un elemento v di V'
nella metrica definita dalla norma || - ||. Abbiamo inoltre
. 2
o] < -
€
Poiché

n n
15 =) vjll < 115 w5l
j=1 j=1
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segue per 'unicita del limite in X che v = v. Otteniamo quindi

2
ol <1=lofl < =

Per 'omogeneita della norma abbiamo allora:
2
Il < il VoeV,

da culi si ricava: )
v]l2 < - |lvl|1 YoeV.

In modo analogo si dimostra che esiste una costante positiva c tale che
loll: < cllolls YoeV
e quindi le due norme sono equivalenti.

TEOREMA 3.2 Tutte le norme su uno spazio vettoriale reale di dimensione finita
sono equivalenti.

DiMm. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita. Possiamo supporre
sia V' = R". Indichiamo con |v| = (Z?Zl 11]2.)1/ 2 Ja norma euclidea. Sara sufficiente
mostrare che una qualsiasi norma || - || su R™ & equivalente alla norma euclidea.

Se v = (v, ...,v,) € R™ abbiamo

[oll < forfllexll + - + fonl[len]] <

Da questa disuguaglianza segue che
R"3v —|jv] €R
¢ un’applicazione continua per le topologie euclidee usuali. Poiché
St ={v e R"||v] =1}
e un compatto di R™, la funzione
S lov = v €R
ammette su S”~! un minimo positivo x. Quindi, se v € R™ e v # 0, abbiamo
[(v/loDll = p.

Da questa si ricava
ol < @/w)llol Vv e R™.

La dimostrazione ¢ completa.
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COROLLARIO Sia V' uno spazio vettoriale reale normato e sia f : R* — V
un’applicazione lineare iniettiva. Allora f é una immersione topologica. Ogni
sottospazio vettoriale di dimensione finita di uno spazio vettoriale reale normato é
chiuso.

Dim. Per dimostrare che un’applicazione lineare iniettiva f : R® — V & una
immersione topologica, basta osservare che, indicando con | - | la norma euclidea di
R™ e con | - || la norma su V, le norme

z=[lf@)l e = — 2|

sono equivalenti su R".

In particolare, se W e un sottospazio di dimensione finita di V', esso € uno spazio
metrico completo per la restrizione a W della distanza indotta dalla norma di V.
Chiaramente un sottospazio completo di uno spazio metrico & chiuso.

TEOREMA 3.3 Sia V uno spazio vettoriale reale normato, su cui consideriamo
la topologia definita dalla distanza indotta dalla norma. Condizione necessaria e
sufficiente affinché V' sia localmente compatto e che V' abbia dimensione finita.

DiM. Sia V uno spazio vettoriale reale con una norma || - ||. Se V' ha dimensione
finita, allora e localmente compatto per il teorema precedente.

Supponiamo ora che V sia localmente compatto e dimostriamo che ha dimensione
finita. Osserviamo innanzi tutto che tutte le palle chiuse {v € V ||v|| < r, per r
reale positivo, sono compatte. In particolare, possiamo trovare vettori eq, ..., e, con
lej|| <1 per j =1,...,n tali che

n
{veVilpl <ty c | JfveVilv—el <1/2}.

Jj=1

Sia W il sottospazio vettoriale di V' generato da eq, ..., e,.

Se W = V, allora V ha dimensione finita e la tesi ¢ dimostrata. Supponiamo
sia W # V. Per il corollario del teorema precedente, W e un sottospazio completo
di V' e quindi ¢ chiuso. Fissiamo un punto w € V'\ W. Allora d(w, W) = ¢ > 0.
Possiamo quindi trovare un vettore v € W tale che

§ < |lv—wl| <(3/2)4.
Allora ||2(v —w)/(36)|| <1 e possiamo trovare e; tale che
12(v —w)/(30) — e;] <1/2,
ma questa ci da una contraddizione perché

z=v—(30/2)e; e W

|lw—z]| < (3/4)d < 6.
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CAPITOLO VIII

SPAZI DI FUNZIONI CONTINUE

§1 IL TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE DI STONE-WEIERSTRASS

Sia X = (X, 7x) uno spazio di Hausdorff compatto e sia C(X) l'insieme di tutte
le funzioni continue f : X — R. Lo spazio C(X) & uno spazio vettoriale reale per
I'operazione di combinazione lineare di funzioni, un’algebra rispetto al prodotto di
funzioni, e un reticolo rispetto alle operazioni

C(X)xC(X)>(f,g9) = fVgel(X),

C(X)xC(X)>(f,g9) = fAgelC(X);

ove

(f vV g)(x) = max{f(z),g(x)} VzeX,
(f A g)(x) = min{f(z),g(z)} Ve X

Siano f,g € C(X). Diciamo che f < g se f(z) < g(x) per ogni x € X. Indichiamo

con |f]| la funzione
|fl(z) = |f(z)| VxeX.

Rispetto alla norma

CX)> f =l = sup [f(z)] € R
zeX

C(X) & uno spazio di Banach. Valgono le diseguaglianze:

() gl < A1 -llgll - ¥f5g € C(X),

(**) [f(@)] <lg(x)] Vo e X =[fll <4l

c indicheremo ancor nc unzion ntinua su vale ¢ in ogni
Se ¢ € R, indicheremo ancora co la f one continua su X che vale 0
punto di X.

TEOREMA 1.1 (TEOREMA DI STONE-WEIERSTRASS) Sia 2 una sottoalgebra di
C(X) che contenga le costanti e separi i punti'* di X. Allora 21 ¢ densa in C(X).

DiM. a. Se 2 & una sottoalgebra di C(X), anche la sua chiusura 2 & una sot-
toalgebra di C(X). Questa ¢ una conseguenza immediata di (x). Vogliamo quindi
dimostrare che, se 2 soddisfa le ipotesi del teorema, allora A = C(X).

148e cioe x # y € X, possiamo trovare f € 2 tale che f(x) # f(y).



124 VIII. SPAZI DI FUNZIONI CONTINUE

b. Se f € %, allora anche

exp(f Z—EQ[

Infatti il secondo membro ¢ una serie di funzioni di 2 che converge uniformemente
su X.
In modo analogo si ottiene: se f € A e f(x) > 0 per ogni x € X, allora

R (s
== A
RN e

ese f€Ae f(x)>1perognizecX
log(f) = —log(1/f) = =Y (1/n)((f =1)/)" €A
n=1

c. Se fe allora |f| €2l
Infatti

1
|f(x)] = lim —log (e”f(x) + e—"f(if)>
n—roo 1

e poiché
< (1/n)log (™ + ™) — || = (1/n)log (e"<f—|f|> +e_”(f+|f|)> < (1/n)log?2

il limite & uniforme su X.
d. Se f,g <, allora

fvg=Q/2)(f+g+|f—gl) e fAg=1)2)(f+g—If—g)eA

e. Seuxg,x; sono punti distinti di X e ¢y, t; numeri reali assegnati, allora possiamo
trovare f € 2 tale che

f(xo) = to, [f(x1) = t1.

Fissata infatti g € 2 che assuma in xg e ;1 valori distinti, poniamo:

B to(g(z1) — g(x)) + ti(g(x) — g(z0)) er T
flo) = 9(0) — g(z0) per w4

f. Siano A e B chiusi disgiunti di X. Possiamo allora trovare una funzione di
Urysohn f della coppia (A, B) che appartenga ad 2.

Per ogni coppia di punti (z,y) € A x B sia f;, € 2 una funzione che valga —1
in x e 2 in y. Per ogni y € B fissato, gli aperti

Uy(z) = {z € X| fay(z) <0}
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formano, al variare di x in A, un ricoprimento aperto di A. Poiché A & compatto,
possiamo trovare x1, ..., x, tali che

Poniamo allora
Oy = faory N oie N fany-

Otteniamo in questo modo una famiglia {¢, |y € B} di funzioni continue in A con
le proprieta:
dy(x) <0 VzeA, ¢,y =2 VyeB.

Poniamo

Vy = {z € X|¢y(2) > 1}.

Al variare di y in B, questi insiemi formano un ricoprimento aperto di B. Possiamo
allora trovare y1,...,yps € B tali che

M
Bc | JV,.
j=1

La funzione

Y = (¢y, VO)V ...V (¢y,, VO)

appartiene ancora a 2 ed ¢ uguale a 0 su A e > 1 su B. Allora
f=yvnled

assume valori in [0,1] e vale 0 su A e 1 su B.

g. Possiamo concludere la dimostrazione ripetendo I’argomento del teorema di
estensione di Urysohn.
Sia f € C(X). Se f & costante su X, allora f € 2 e non c’¢ nulla da dimostrare.
Altrimenti avremo
m = min f(z) < max f(x) = M.
min f(z) < max f(z)

Consideriamo la funzione
2 M+m
o) = 3o (10 = 5.

Essa assume valori nell’intervallo [—1, 1] e chiaramente g € 2 se e soltanto se f € L.
Poniamo

A={reX|g(x)<-(1/3)}, B = {zreX|g(z)>1/3}.

Per il punto (f) possiamo trovare una funzione g; € 2 a valori in [—(1/3),1/3] che
valga —(1/3) su A e 1/3 su B. Allora:

{ lgull < 1/3
lg — gull < 2/3.
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Possiamo costruire per ricorrenza una successione {gy },>1 di funzioni di 2 tali che

{ gnll < 2771/37
lg—g1 — ... — gnll < (2/3)™.

Infatti, supponiamo di aver costruito g1, ..., g, per qualche n > 1. Possiamo allora
trovare g, 1 € 2A che assuma valori nell’intervallo [— (2" /3"*1), 27 /3" +1] e che valga
—(2"/3" Y su A, = {x € X |g(x) —g1(z) — ... — gn(x) < —(27/37 1)} e 27 /37 F1
suB, = {reX|gx)—gi(x)— ... — gp(x) >27/3""1}. Abbiamo quindi

g9=> 1
n=1

con convergenza uniforme su X e il teorema e dimostrato, in quanto le somme
parziali della serie a secondo membro sono funzioni di 2.

Ricordiamo che un sottoinsieme J di un’algebra commutativa 2l su un campo K
si dice un ideale se & un sottospazio K-lineare di 2 e se

fged VfeA Vgel.

Osserviamo che ogni ideale di 2l € anche una sottoalgebra di 2.

TEOREMA 1.2 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico compatto di Hausdorff e
sia J un ideale chiuso di C(X) che non coincida con C(X). Allora esiste un punto
xo € X tale che g(xg) = 0 per ogni g € J.

Dim. Sia J un ideale di C(X). Dimostriamo che, se, per ogni punto z € X vi &
una g € J con g(z) # 0, allora J = C(X).
(1) T separa i punti di X.

Infatti, fissati x # y in X, possiamo trovare una funzione continua f € C(X)
tale che f(z) =1e f(y) =0. Se g € J & una funzione con g(x) # 0, allora fg € J

e f(x)g(x) #0 = f(y)g(y).

(7i) T contiene le costanti.
Per ogni z € X sia ¢, una funzione di J tale che ¢, (z) # 0. Al variare di z in
X, gli aperti
Us = {y € X|da(y) # 0}

formano un ricoprimento aperto di X. Poiché X & compatto, possiamo trovare
z1,...,xn € X tali che

X =,

N
j=1
Allora
g=¢2 + .. +¢2 €T

ed & positiva in tutti i punti di X. Per il punto (b) della dimostrazione del teorema
precedente abbiamo 1/g € J e quindi 1 = g+ (1/g) € J dimostra che J contiene le
costanti. Per il teorema di Stone-Weierstrass ¢ allora J = C(X). La dimostrazione
e completa.
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Sia X = (X, 7x) uno spazio di Hausdorff compatto e indichiamo con C(X,C)
'insieme di tutte le funzioni continue f : X — C. Osserviamo che C(X,C) ¢ uno
spazio vettoriale complesso, che e uno spazio di Banach rispetto alla norma

C(X,C) > f = [[fll = sup | f(z)| € R.
zeX

Esso e un’algebra su C per il prodotto di funzioni e possiede una involuzione indotta
dal coniugio sui numeri complessi:

C(X,C)> f — f € C(X,C)

ove

flx) = f(x) VxeX.

Dal teorema di Stone-Weierstrass per le funzioni continue a valori reali si ricava
immediatamente:

TEOREMA 1.3 Sia X = (X, 7x) uno spazio di Hausdorff compatto. Una sotto-
C-algebra A di C(X,C) che contenga le costanti, separi i punti di X e sia chiusa
rispetto al coniugio é densa in C(X,C).

Abbiamo in particolare i teoremi:

TEOREMA 1.4 (WEIERSTRASS) Sia K un compatto di R™. Allora ogni funzione
continua f su K a valori reali su K ¢ limite, nella topologia della convergenza
uniforme su K, di una successione {p,} di polinomi di R[z1, ..., x,].

Ogni funzione continua f su K a valori complessi é limite uniforme su K di una
successione {py} di polinomi di Clxy, ..., z,].

TEOREMA 1.5 (WEIERSTRASS) Sia Cx(R™) I'insieme di tutte le funzioni continue
su R™ periodiche di periodo 2w rispetto a tutte le variabili:

Cu(R") = {f € C(X) | f(x+2mq) = f(x) VqeZ"}

Allora I’algebra P dei polinomi trigonometrici:

( 3\

P = Z (aa cos({z,a)) + bqsin((z,a))) |m €N, aq, by € R
aec N"
o] <m

é densa in C4(R™) per la topologia della convergenza uniforme su R™.

L’algebra complessa Pc dei polinomi trigonometrici a coefficienti complessi é
densa, rispetto alla topologia della convergenza uniforme su R", nell’algebra
C4(R",C) delle funzioni continue su R™, a valori complessi, periodiche di periodo
27 rispetto a ciascuna delle variabili.

DiMm. Basta applicare il teorema di Stone-Weierstrass nel caso in cui X =T" =
R™/zn € il toro di dimensione n.
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§2 LA TOPOLOGIA COMPATTA-APERTA

Siano X = (X,7x) e Y = (Y, 7y ) due spazi topologici. Indichiamo con C(X,Y)
I'insieme di tutte le applicazioni continue f: X — Y. Se (Ay,..., A,) & una n-upla
di sottoinsiemi di X e (Y7, ..., Y, ) una n-upla di sottoinsiemi di Y, poniamo

C(X, Ay, .. ALY, By, ...,Bn) = {f S C(X, Y) | f(A]) C Bj Vi =1, ,n}

Sia ® una famiglia assegnata di sottoinsiemi di X. Indichiamo con Cs(X,Y)
I'insieme C(X,Y’) con la topologia che ha come prebase degli aperti gli insiemi

C(X,A;Y,B) alvariaredi A in & edi B in 7y.

Se ® & la famiglia K di tutti i compatti di X, la topologia di Cic(X,Y") si dice
la topologia compatta—aperta di C(X,Y"). Poiché questa & la topologia usata piu di
frequente sullo spazio delle funzioni continue, scriveremo d’ora in poi semplicemente
C(X,Y) per indicare lo spazio topologico Cx(X,Y).

TEOREMA 2.1 SeY é uno spazio di Hausdorff, allora C(X,Y) e di Hausdorff.

Dimm. Se f,g € C(X,Y) e f # g, allora possiamo trovare un punto x € X tale
che f(z) # g(x). Se U e V sono intorni aperti disgiunti di = e y rispettivamente
in Y, allora C(X,{z};Y,U) e C(X,{z};Y,V} sono intorni aperti disgiunti di f e g
rispettivamente in C(X,Y).

TEOREMA 2.2 Se X é compatto e Y metrizzabile, allora C(X,Y’) é metrizzabile.
Se d e una distanza che induce la topologia di Y, allora

d(f,g) = supd(f(z),g9(z)) per f,g€C(X,Y)

reX

¢ una distanza su C(X,Y") che induce la topologia di C(X,Y).

Dmm. Sia K un compatto di X e B un aperto di Y. Sia f € C(X,K;Y,B).
L’insieme f(K) & un compatto di Y contenuto in B. Fissata una distanza d su Y
che induce la topologia di Y, abbiamo

e = d(f(K),Y\B)>0.
Allora la palla aperta

B(f.e) = {geC(X,Y)|d(f,9) <e}

e contenuta in C(X, K;Y, B). Questo dimostra che la topologia indotta su C(X,Y)
dalla metrica d ¢ piu fine della topologia di C(X,Y").

Viceversa, fissata f € C(X,Y) ed r > 0, osserviamo che f(X) ¢ un sottoinsieme
compatto di Y. Possiamo allora ricoprirlo con un numero finito di palle aperte B;,
j =1,...,N di raggio minore di /2. Per ogni indice j sia C; una palla aperta di
raggio minore di /2 contenente la chiusura di B;. Allora

C(X,fYBy),... f Y(BnN);Y,Cy,...,Cn)
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¢ un intorno aperto di f in C(X,Y") contenuto in Bg(f,r) = {g € C(X,Y)|d(f,g) <
r}. Quindi la topologia di C(X,Y") & piu fine della topologia indotta dalla distanza
d e quindi le due topologie coincidono.

TEOREMA 2.3 Siano X = (X, 7x) uno spazio topologico e {Y; = (Y, 7;)} una
famiglia di spazi topologici non vuoti. Allora I'applicazione naturale

cx, [[vi) — [Jex.y,

jed jeJ

¢ un omeomorfismo.

TEOREMA 2.4 Siano X,Y,Z tre spazi topologici. Data una applicazione continua
p: X =7

I’applicazione
¢ :C(Z,Y)> f— fopelC(X,Y)

e continua per le topologie compatte-aperte.
Se X é uno spazio di Hausdorff compatto, Z di Hausdorff, e ¢ surgettiva, allora
¢* é una immersione topologica.

Dim. La ¢* & continua perché ¢(K) e compatto in Z per ogni compatto K di X.

Supponiamo ora che X sia uno spazio di Hausdorff compatto, che Z sia uno

spazio di Hausdorff e che ¢ sia surgettiva. Dimostriamo che qﬁ*\?( éc}((z) XD 4 aperta.

Sia K un compatto di Z e U un aperto di Y. Allora

9" (C(Z, K3V, U))={foo|feC(ZY), f(K)CU}
= ¢*(C(Z,Y))N{g € C(X,Y) [ g(¢(K)) C U}.

Questo & un aperto di ¢* (C(Z,Y)) perché ¢~1(K) & un compatto di X.
TEOREMA 2.5 a. Siano X,Y,Z tre spazi topologici. Se

o: X XY =7
e continua per la topologia prodotto su X x Y, allora la
Xz — ¢x) eC(Y,2)

definita da §
o(z)(y) = ¢(x,y) VreX, VyeVY

é continua per la topologia compatta-aperta su C(Y, Z).

b.  Supponiamo inoltre che Y sia localmente compatto e di Hausdorff. Se
v X = C(Y,Z)
¢ una applicazione continua per la topologia compatta-aperta di C(X,Y), allora la

V:X XY = Z
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definita da
Y(z,y) = Y(@)(y) VeeX, Vyey

e continua.

Dim. a. Siano K un compatto di Y e U un aperto di Z. Allora
A=¢71(C(Y,K;2,U)) = {z € X |d(z,y) €U Vye K}

Sia g € A. Per ogni y € K possiamo trovare un intorno aperto W, di zo e un
intorno aperto V,, di y tali che

d(W, x V,) C U.

Poiché K e compatto, possiamo trovare y1,...,y, € K tali che

e U,

Jj=1

Se W = ﬂ?zl Wy, allora xop € W C A e quindi A contiene un intorno aperto di

ogni suo punto e quindi e aperto. Cio dimostra che ¢ € continua.

~

b.  Sia (xg,y0) € X X Y e sia U un intorno aperto di (¢(xg,yo) in Z. Scegliamo
un intorno compatto V di yg in Y tale che V C ¥(z0) "1 (U). Allora

W = H(C(Y,V;Z,U))

& aperto in X e (W x V) c U.

TEOREMA 2.6 Siano X,Y,Z tre spazi topologici. Con le notazioni del teorema

precedente: 5
a:C(XxY,Z)5¢—¢eC(X,C(Y,2))

e continua. SeY é localmente compatto di Hausdorff, allora o € un omeomorfismo.

DiM. Siano K un compatto di X, F' un compatto di Y e U un aperto di Z. Per
il punto (a) del teorema precedente:

a Y C(X,K;C(Y,Z2),C(Y,F;Z,U)) = C(X xY,K x F; Z,U).

Questa uguaglianza dimostra che « ¢ continua. Dimostriamo ora che anche o=t ¢

continua, sotto le ulteriori ipotesi che X, Y siano di Hausdorff e Y sia localmente
compatto.

Sia @ un compatto di X X Y e sia U un aperto di Z. Sia f : X xY — Z
una applicazione continua tale che f(Q) C U. Per ogni punto (z,y) € @ possiamo
trovare un intorno compatto A, , di  in 7x(Q) e un intorno compatto B, , di y
in my (Q) tali che

f(Azy X By y) CU.

Poiché @ & compatto, possiamo trovare (£1,y1), ..., (Tn,yn) € Q tali che

QC U (ij,yj X ij:l/j>'
j=1
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Allora

J

¢ un intorno aperto di f in C(X x Y, Z) contenuto in C(X x Y,Q; Z,U) e quindi

C(X XY, Ay, y, X By, 4,3 Z,U)
=1

ﬂ C(X7 Amj,yj ) C(Y7 Z)a C(Y7 Byj,xj )) - OC(C(X X Y7 Q; Zv U))
j=1

¢ un intorno aperto di «a(f) in C(X,C(Y,Z)). Questo dimostra che « & aperta e
quindi ¢ un omeomorfismo.

§3 1L TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE NEL CASO NON COMPATTO
Osserviamo che la topologia di C(X,R) ¢ la topologia della convergenza uniforme
sul compatti di X. L’insieme C(X,R) ¢ un’algebra reale e un reticolo con le

operazioni definite nel paragrafo precedente.
Abbiamo

TEOREMA 3.1 Sia X uno spazio paracompatto, localmente compatto e connesso.
Allora ogni sottoalgebra di C(X,R) che contenga le costanti e separi i punti di X é
densa in C(X,R).

Ogni sottoalgebra complessa di C(X,C) che contenga le costanti, separi i punti
di X e sia chiusa rispetto alla coniugazione, é densa in C(X,C).

Dim. Infatti X & unione numerabile di una successione di compatti {K,} con

K, C K, per ogni n € N. Supponiamo che 2 sia una sottoalgebra di C(X,R)
che contenga le costanti e separi i punti di X. Allora A|x, = {g|k, |g € A} ¢
una sottoalgebra di C(K,,,R) che contiene le costanti e separa i punti di K,,. Per
il Teorema di Stone-Weierstrass, se f € C(X,R), per ogni n possiamo trovare una
funzione f,, € 2 tale che

sup [f(z) = fu(x)] <27

reK,

Allora {f,} ¢ una successione di funzioni di 2 che converge a f in C(X,R).
Si ragiona in modo analogo nel caso di sottoalgebre complesse di C(X,C).



IX. GRUPPI TOPOLOGICI 133

CAPITOLO IX

GRUPPI TOPOLOGICI

§1 DEFINIZIONT PRINCIPALI
Sia G un gruppo. Fissato un elemento a € G, indichiamo con L,, R,, ad(a) le
applicazioni bigettive di G in se:

L,:G>g9g—age G traslazione a sinistra;
(1.1) R,:G>g9g—gacG traslazione a destra;
ad(a): G>g —aga~! € G aggiunta .

Osserviamo che
(1.2) ad(a) = LyoR,-1 = Ry-10L,.
Per ogni coppia di elementi a,b € G valgono le relazioni:

Lo o Ly= Lay

Ra o Rb: Rba

La o Rb: Rb o La
ad(a) o ad(b)= ad(ab)

(1.3)

LEMMA 1.1 Sia G un gruppo. Le applicazioni L : G 2 a — L, € 6(G) ed
R™: G >a — R,-1 € 6(G) sono rappresentazioni fedeli di G nel gruppo &(G)
delle permutazioni degli elementi di G.

L’applicazione ad : G 3 a — ad(a) € Aut(G) é una rappresentazione di G nel
gruppo dei suoi automorfismi.

La rappresentazione ad : G — Aut(QG) si dice la rappresentazione aggiunta di
G. Il suo nucleo ¢ il centro di G:

kerad = €q(G) ={a € Glag=gaVgec G}.

Esso e un sottogruppo abeliano normale di G.

Se A, B sono sottoinsiemi di un gruppo G, useremo nel seguito le notazioni:

Al ={g"lge A} e AB={qgp|g €A, g2€B}.

Sia G un gruppo. Una topologia 7 su G si dice compatibile con la struttura di
gruppo se ’applicazione

(1.4) GxG>(g,h) =g 'heG
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¢ continua (per la topologia prodotto su G x G).
Cio equivale al fatto che siano continue le due applicazioni:

GxG>3(g,h) wghecG e G3g—gtecG.

Un gruppo G su cui si sia fissata una topologia 7 compatibile con la struttura di
gruppo si dice un gruppo topologico.

LEMMA 1.2 Sia G un gruppo topologico. Allora per ogni a € G le applicazioni
L., R, ed ad(a) sono omeomorfismi di G in seé. Il centro €g(G) é un sottospazio
chiuso di G. Ogni sottogruppo H di G é un gruppo topologico con la topologia di
sottospazio di G.

OSSERVAZIONE La topologia discreta e la topologia indiscreta su un gruppo G
sono entrambe compatibili con la struttura di gruppo. Quindi ogni gruppo si puo
considerare (in modo banale) come un gruppo topologico.

§2 PROPRIETA GENERALI

TEOREMA 2.1 Sia G un gruppo topologico. La componente connessa dell’identita
G. ¢ un sottogruppo chiuso normale di G. La componente connessa per archi
dell’identita ¢ anch’essa un sottogruppo normale di G.

DiM. L’immagine in G di G, x G, mediante 'applicazione (g,h) — g~ 'h &
un connesso di G che contiene e ed € quindi contenuta in G.. Quindi G, & un
sottogruppo di G. Inoltre per ogni a € G, ad(a)(G.) € un connesso che contiene e
ed e quindi contenuto in G.. Dunque G, ¢ un sottogruppo normale di G.

Si ragiona in modo analogo per la componente connessa per archi di e in G.

TEOREMA 2.2 Sia H un sottogruppo del gruppo topologico G. Se H é aperto,
allora é anche chiuso in G.

Dim. Infatti, se H & aperto, anche il suo complementare G \ H = Ug¢H gH ¢
aperto in G.

Dato un sottogruppo H di un gruppo G, indichiamo con G / g linsieme delle
classi laterali sinistre dii H in G: G /iy = {¢H|g € G}. Se G & un gruppo
topologico, considereremo su G / H la topologia quoziente.

TEOREMA 2.3 Sia G un gruppo topologico e sia H un suo sottogruppo. La
proiezione nel quoziente

(2.1) :G—=G/g
e un’applicazione aperta.

DiM. Se A ¢ un aperto di G, allora il saturato 7= (m(A)) = U,cpy AR & aperto
perché unione di aperti.

TEOREMA 2.4 Sia G un gruppo topologico e H un suo sottogruppo. Allora la
chiusura H é ancora un sottogruppo di G. Se H é normale, anche H é normale.
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Dim. L’applicazione 7 : G 2 g — ¢~ ! € G & un omeomorfismo. Quindi, se H ¢
un sottogruppo di G, risulta r (H) = r(H) = H. Analogamente avremo L,(H) =
R,H)=H per ogni g € H. Queste relazioni ci danno ancora Ly(H) U Ry (H) C E
per ogni g € H e quindi L,(H) U R,(H) C H per ogni g € H. Cio dimostra che H
¢ un sottogruppo di G.

Poiché ad(a) ¢ per ogni a € G un omeomorfismo di G, abbiamo ad(a)(H) =
ad(a)(H) per ogni a € G, e quindi H & normale se lo & H.

TEOREMA 2.5 Sia G un gruppo topologico e H un suo sottogruppo. Il quoziente
G / H ¢ uno spazio regolare se e solo se H ¢ chiuso. In particolare G ¢ uno spazio
regolare se e solo se {e} é un chiuso, cioe se e solo se ¢ uno spazio T .

DiMm. La condizione ¢ chiaramente necessaria.

Supponiamo ora che H sia un chiuso. Allora sono chiuse tutte le sue classi
laterali sinistre e quindi G / H ¢ uno spazio T1.

Sia F' un chiuso di G /f e g un elemento di G tale che n(g) ¢ F, cioe gH N
7 HF) = 0.

Vogliamo dimostrare che 7(g) ed F ammettono in G / | intorni disgiunti. Cid
equivale al fatto che g e 7~ !(F) abbiano in G intorni saturi disgiunti.

Indichiamo con A\ I'applicazione continua (g,h) — g~ th. Poiché 7~ 1(F) & un
chiuso che non contiene A(e, g), possiamo trovare intorni aperti U, di e e U, di ¢
tali che U, U, N7~ }(F) = (). Poniamo:

U, =7 Y(x(U,)) e V= U Uea = U arm Y (F).

acen—1(F) acU.

Poiché la proiezione 7 ¢ un’applicazione aperta, Ug ¢ un aperto saturo che contiene
g, V un’aperto saturo che contiene 7~ (F). Per completare la dimostrazione bastera
allora verificare che Ug NV = 0. Se cosi non fosse, potremmo trovare g1 € Uy,
g € H, g3 € U, g4 € 7 1(F) tali che g1g2 = g3g4. Da questa relazione ricaviamo
g3 Y91 = gugy ' € m71(F), contraddicendo la scelta di U, ed U.. Cio dimostra che
G / g soddisfa anche 'assioma T3 e quindi ¢ regolare.

Un gruppo topologico G in cui {e} sia chiuso si dice separato; per il teorema
precedente un gruppo topologico separato ¢ uno spazio regolare.
Sia G un gruppo topologico. Poiché {e} & un sottogruppo normale, il quoziente

G / @ ¢ un gruppo topologico separato, che si indica con G, € si dice il separato
di G.

TEOREMA 2.6 Siano Gi e Go due gruppi topologici e sia ¢ : G; — Gg un
omomorfismo di gruppi. Condizione necessaria e sufficiente affinché ¢ sia continua
e che sia continua nell’origine.

Dim. La condizione e ovviamente necessaria. Dimostriamo la sufficienza. Sia
g € Gi e sia V un intorno aperto di ¢(g). Allora ¢(g~!) -V & un intorno aperto di
eq,. Sia U un intorno aperto di eq, in Gy tale che ¢(U) C ¢(g~1) - V. Allora gU
¢ un intorno aperto di g in Gy e ¢(gU) = ¢(g)p(U) C ¢(g)p(g~ 1)V = V. Quindi
¢ & continua in ogni punto g di G e quindi e continua in G.
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Siano G, Go due gruppi topologici. Chiamiamo omomorfismo di gruppt topolo-
gici un omomorfismo di gruppi ¢ : G; — G che sia al tempo stesso un’applicazione
continua. Se ¢ : G; — Gg € un omeomorfismo e un isomorfismo di gruppi, diremo
che e un isomorfismo topologico.

Sia G un gruppo topologico. Indichiamo con Aut.(G) 'insieme degli isomorfismi
topologici del gruppo topologico G in sé. Esso ¢ un gruppo per l'operazione di
composizione di applicazioni.

TEOREMA 2.7 Siano Gi, G2 due gruppi topologici e sia ¢ : G; — Go un
epimortfismo topologico. Allora ¢ é un’applicazione aperta se e soltanto se il suo

quoziente iniettivo (13 ' G1 /ker b G é un isomorfismo topologico.

Dim. Cio e conseguenza del fatto che la proiezione G; — G1 / ker ¢ ¢ un’applica -
zione aperta.
TEOREMA 2.8 Se G é un gruppo topologico compatto e Go un gruppo topologico

di Hausdorft, allora ogni epimorfismo topologico ¢ : G; — Go é un’applicazione
aperta.

Dim. Sia ¢ : Gy — Gg un epimorfismo topologico. Poiché Gy e separato, ker ¢
¢ un sottogruppo normale chiuso di G;. Passando al quoziente iniettivo otteniamo
un’applicazione $ Gy / ker¢ G, continua e bigettiva tra spazi di Hausdorff

compatti e quindi un omeomorfismo. La tesi segue allora dal teorema precedente.

Esempio  Sia H il corpo non commutativo dei quaternioni, che identifichiamo alla
sottoalgebra delle matrici complesse 2 x 2 della forma:

(5 2)

(con a,b € C). Le matrici di H con determinante uguale a uno formano un
gruppo topologico per la topologia definita dall’identificazione standard con la sfera
S3 c C2%. Esso ¢ un gruppo di Hausdorff compatto e si indica con SU*(2). Il suo
sottoinsieme {I, —I} & un sottogruppo chiuso normale. Il quoziente

SU*(Z)/{L n

¢ un gruppo topologico di Hausdorff e compatto omeomorfo a RP3.

TEOREMA 2.9 Se G é un gruppo topologico connesso, allora ogni intorno aperto
U dell’identita é un insieme di generatori del gruppo.

DiM. SiaU~!={g71|ge U}. AlloraV = U"1NU & anch’esso un intorno aperto
dell'identita di G. Poniamo V! = V e definiamo per ricorrenza V"' = {gh|g €
V, h € V*}. Ogni V" & aperto e V™ C V™' per ogni n. Quindi J, V" & un
sottogruppo aperto di G. Esso e percio anche chiuso per il Teorema 2.2, e quindi
coincide con G perché G e connesso. Quindi V', e a maggior ragione U, genera G.

83 SPAZI DI MATRICI
Sia K un campo. Indichiamo con M, ,,(K) il K-spazio vettoriale delle matrici
m X n a coefficienti in K.
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Data una matrice

aii a2 - Q1n
a1 Qg2 - A2n

A = € Mpyn(C),
am1 am?2 o Amn

indichiamo con A* € M,, ,,,(C) la sua aggiunta:

ail Qo1 -+ Qmi
a2 Qo2 -+  Qpm2

A = . . ) . € M,.m(C).
dln dQn ot amn

Definiamo su 9, ,,(C) un prodotto scalare Hermitiano ponendo

(A|B) =tx(B*A) = trAB* =Y > a;;b; ,

i=1 j=1

per A, B € M,, »(C). Sia [|A| = /(A|A) la norma associata e d(A, B) = ||A — B||
la relativa distanza. Considereremo su 9M,, ,(C) la struttura di spazio metrico
definita da questa distanza.

TEOREMA 3.1 Siano m,n interi positivi. Le applicazioni My, , > A — 'A €
Mp.m(C) e My p 2 A — A* € M, ,,(C) sono isometrie; la prima é C-lineare, la
seconda anti-C-lineare.

Sia k un altro intero positivo. La moltiplicazione righe per colonne: M, ,,(C) x
M, x(C) > (A, B) - AB € M,,, 1 (C) e un’applicazione bilineare continua, per cui
vale:

|AB| < Al [|Bl VA€ My n(C), VB € My

Dim. La verifica delle prime due affermazioni € immediata. Per verificare 'ultima,
consideriamo

tAl
A= ; e B=(B',...,B¥) con A,...,A, B, .. BeC".
tAm

Allora AB = (¢]) 1<i<m con ¢ = (A;|B7). Quindi:
1<j<k

IABI* =Y 1(AB)P < Y (I1Al1B;11%) = 1AlI° - 1BI.
— —

Indichiamo con GL(n,K) il gruppo delle matrici n x n invertibili con coefficienti in
K.

TEOREMA 3.2 Per ogni intero positivo n i gruppi GL(n,R) e GL(n,C) sono
gruppi topologici.
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Dim. Poiché la topologia di ciascuno dei gruppi GL(n,R) e GL(n,C) & la topo-
logia di sottospazio di (C”Q, e sufficiente osservare che i coefficienti della matrice

prodotto sono polinomi nei coefficienti dei fattori e che i coefficienti (a_l)ij della

1

matrice inversa @™~ sono funzioni razionali dei coefficienti a;; della matrice a.

§4 L’ESPONENZIALE DI MATRICI

TEOREMA 4.1 Per ogni matrice A € M, ,(C), la serie

oo
L n
(4.1) exp(4) = ) A
h=0
é convergente e definisce un elemento del gruppo lineare GL(n,C). L’applicazione
(4.2) exp : My, ,(C) — GL(n,C)
e continua e surgettiva.
Siano A1, ..., A\, € C gli autovalori di A, ripetuti con la loro molteplicita. Allora
e M, ..., eM sono gli autovalori di exp(A) (ripetuti con la loro molteplicita). In
particolare vale la formula:
(4.3) det (exp(A)) = ™),
— 1
Dim. La serie a termini positivi Z 7 | A" || ¢ maggiorata termine a termine dalla
h=0 "

o0 oo
. e " 1 h o . I,
serie convergente, a termini di segno positivo, Z Al |A||" e quindi la serie Z 7 A
h=0 h=0
converge in M, ,(C), uniformemente sui sottoinsiemi compatti. Quindi, tenuto
conto del fatto che M, ,,(C) & localmente compatto, exp : M, ,(C) — M,, ,(C) &
continua perché limite uniforme sui compatti di una successione di funzioni continue
(polinomi).

Per completare la dimostrazione, € utile premettere il seguente:
LEMMA 4.2 Siano A,B € M, ,(C). Se AB = BA, allora
exp(A + B) = exp(A) exp(B) .

DiMm. Abbiamo infatti:

— (A+ B)"
exp(A+ B)= ) —
h=0
o'} h!
_ Z 2 ptg=h plg A7 B
- h!
h=0
i AP B4
- 11
pa=0 p.q.
o0 Ap o0 Bq
-(=7) (=)
p=0 q=0

= exp(A) exp(B)
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Proseguiamo ora la dimostrazione del Teorema.
Osserviamo ora che, se A € M, ,(C) e a € GL(n,C), abbiamo (aAa_l)h =
a A" a1 per ogni intero h > 0 e quindi

exp (ada™") = a(exp(A4))a™" VA € M, »(C), Va € GL(n,C).

Questa formula ci permette di calcolare ’esponenziale di una matrice usando la
formula di Jordan: per ogni A € M,, ,,(C) possiamo trovare una matrice diagonale
S, una matrice nilpotente N, e una matrice invertibile a € GL(n,C) tali che:

)\1 0 0 0 0 €1 ... 0 0

0 X ... 0 0 0O 0 ... 0 O
S=|: oo i, N=[o ]

0 0 )\n—l 0 0 0 0 €En—1

o 0 ... 0 An 0 0 0 0

cone; €{0,1}e A=a(S+N)a!, SN =NS.
Poiché SN = NS, abbiamo, per il Lemma, exp(S + N) = exp(N)exp(S) =
exp(S) exp(N). Si ottiene facilmente:

e 0 ... 0 0
0 6)\2 cee 0 0 n—1 Nh
exp(S) = | : SR : : e  exp(N)= T
0 0 ... e 0 h=0 "
0 0 ... 0 et
Chiaramente exp(S) ¢ invertibile ed ha determinante e(1H+An) — ¢tr(A) T4

matrice exp(N) € somma dell’identita e una matrice nilpotente e quindi ha deter-
minante 1. Quindi

det(exp(A)) = det(exp(S + N)) = det(exp(S))det(N) = det(exp(S)) = ™A .

Cio dimostra che exp(A4) € GL(n,C).

Per dimostrare che exp : M, ,,(C) — GL(n,C) & surgettiva, ¢ sufficiente mo-
strare che ogni matrice di Jordan invertibile appartiene ad exp(9M,, ,(C)). Chiara-
mente bastera dimostrare che cio € vero per matrici m x m della forma:

A1 0 ... 00

O A 1 ... 0 O

0O 0 A ... 0O

A=1. . . .

0O 0 0 ... X1

00 0 ... 0 A

con A € C\ {0}. Abbiamo A= S(I +N)= (I + N)S con

A0 0 ... 00 0 At o0 0 0
O A 0 ... 0 O 0 0 A1 0 O
0O 0 A ... 0O 0 O 0 0 O
S=1. . . ) o e N=1]. . ) :
0 0 0 A0 0 O 0 0 A1t

s}
e}
jen)
[en}
>
[an}
[en)
[an}
jen)
[en}
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Sia A = re'® = r(cos ¢ +isin @), con r,¢ € R, r > 0. Poniamo: S’ = (logr + i¢)I

_1 (=N)"
e N' = —221:11 (=N) . Allora S = exp(5’), (I + N) = exp(N’) e quindi, poiché
S'N’ = N'S’, abbiamo: A = exp(S’ + N').

In particolare otteniamo:

TEOREMA 4.3 Per ogni intero n > 1 il gruppo topologico GL(n,C) é connesso
per archi.

OSSERVAZIONE Osserviamo che ’esponenziale di una matrice a coefficienti reali e
un elemento del gruppo lineare reale. Ma l’applicazione exp : M,, ,(R) — GL(n,R)
non e surgettiva.

Dimostriamo ora alcune proprieta di differenziabilita dell’esponenziale di matrici.

LEMMA 4.4 Sia A una matrice n X n a coefficienti complessi. Allora I’applicazione
2
R >t — exp(tAd) € GL(n,C) C C™ ¢ differenziabile di classe C* e risulta:

k
(4.4) <%) exp(tA) = A¥ exp(tA) = exp(tA) A"

Dim. Siano s,t € R. Abbiamo allora

> exX h
exp (s +)4) = 3 P

h=0

con convergenza uniforme sui compatti di R x R. Da questa osservazione segue la
tesi.

LEMMA 4.5 Sia A una matrice n X n a coefficienti complessi. Se exp(tA) €
My, (R) per ognit € R, allora A € M, ,(R).

DiMm. Utilizzando il lemma precedente, troviamo che Av € R™ per ogni v € R", e
questo implica che A € M, ,,(R).

§5  MATRICI HERMITIANE

Una matrice A € M, ,,(C) si dice Hermitiana se A* = A. Le matrici Hermitiane
formano un sottospazio reale di dimensione n? di 9, ,,(C). Indicheremo tale spazio
vettoriale con p,,.

Una matrice u € GL(n, C) si dice unitaria se u*u = I. Le matrici unitarie sono
le matrici dei cambiamenti di base ortonormali per il prodotto scalare Hermitiano

standard di C". Esse formano un sottogruppo di GL(n,C), che indichiamo con
U(n).

LEMMA 5.1 Ogni matrice Hermitiana e diagonalizzabile ed ha autovalori reali. Se
A € p,, possiamo trovare u € U(n) tale che uAu~! sia diagonale e reale.
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DiM. Se A & un autovalore di A € p,,, con autovettore v € C\ {0}, abbiamo:
Aof? = (A(v)[v) = (v| 47 (v) = (v|A(v)) = (v]Iv) = AJo]?,
onde A = )\ e \ & reale. Se w ¢ un vettore ortogonale a v, abbiamo
(A(w)[v) = (w[A"(v)) = (w]A(v)) = (w|]Av) = 0.

Quindi A(vt) C vt. Da questo deduciamo che esiste una base ortonormale di
autovettori di A, da cui segue il lemma.

Indichiamo con ‘B, l'insieme delle matrici Hermitiane definite positive, cioe
delle matrici Hermitiane che hanno tutti gli autovalori positivi. Su tale insieme
consideriamo la topologia di sottospazio di c.

TEOREMA 5.2 L’applicazione esponenziale definisce un omeomorfismo:

(5.1) pn D A — exp(A) €, .

DiMm. Si verifica facilmente che (exp(4))" = exp(A4*) e quindi exp(p,) C pn.
Inoltre, se A € p, ha autovalori Ay,...,\, € R, la matrice exp(A) ha autovalori
exp(A1), ...,exp(\y,), che sono numeri reali positivi.

Dimostriamo ora che (5.1) ¢ surgettiva. Sia p € B,,. Per il Lemma 5.1 esiste
u € U(n) tale che upu=! = diag(ky,...,k,) con 0 < k; < ... < k,. Posto
Q = diag(logki,...,logk,), con logk; € R per 1 < j < n, otteniamo P =
uexp(Q)u~! = exp(uQu~1).

Dimostriamo ora che (5.1) ¢ iniettiva. Siano A, B € p,, tali che exp(A) = exp(B).
Fissiamo una base ortonormale ey, ..., e, di autovettori di A: abbiamo A(e;) = Aje;
con \; € Rper j =1,..,n Sia g € R un autovalore di B con autovettore
v=aie] + -+ ape,. Allora:

n n
etv = Z (aje!)e; = exp(B)(v) = exp(4)(v) = Z (aje’\j) e;j .
j=1 j=1
Da questa relazione ricaviamo che ajet = ajeAj per ogni 7 = 1,...,n. Poiché

I’esponenziale ¢ iniettivo su R, otteniamo che p = \; se a; # 0, e in questo caso e;
¢ autovettore di B rispetto all’autovalore ;n = A\;. Da questo segue che B = A.

Dimostriamo infine che (5.1) € un omeomorfismo. A questo scopo basta osservare
che, fissati due numeri reali a,b con a < b, gli insiemi

Pu(a,b) = {P € pn | alv|* < (P(v)]v) < blv]*}

Pu(a,b) = {p € Pn | e*[v]*> < (p(v)|v) < ev]*}

sono compatti di Hausdorff e ’applicazione esponenziale definisce tra essi una
trasformazione continua e bigettiva e quindi un omeomorfismo. Poiché tali insiemi,
al variare delle coppie di numeri reali a,b con a < b costituiscono un ricoprimento
fondamentale di p,, e di %, rispettivamente, ne segue che (5.1) & un omeomorfismo.
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Data p € B,,, indichiamo con log(p) I'unico elemento P € p,, tale che exp(P) = p.

Denotiamo con p,(R) (risp. B.(R)) il sottospazio delle matrici reali di p,,
(risp. diff3,,). Osserviamo che p,, (R) ¢ lo spazio vettoriale delle matrici reali n x n
simmetriche. Abbiamo:

TEOREMA 5.3  Per ogni interon > 1 I'applicazione p,,(R) 5 P — exp(P) € B, (R)
& un omeomorfismo.

DiM. Infatti ogni matrice simmetrica reale n x n ammette una base ortonormale
in R™. Quindi exp(p,(R)) =P, (R) e la tesi segue dal teorema precedente.

§6 DECOMPOSIZIONE DI MATRICI DI GL(n,C)

TEOREMA 6.1 Sian un intero positivo. Ogni matrice a € GL(n,C) si decompone
in modo unico nel prodotto up di una matrice unitaria u € U(n) e di una matrice
Hermitiana definita positiva p’B,,.

Dim. Data a € GL(n,C), la matrice a*a ¢ Hermitiana e definita positiva. Esiste
allora un’unica matrice Hermitiana @) € p,, tale che a*a = exp(Q). Posto p =
exp(Q/2), sia u = ap~!. Allora:

1

2k *

1 - - - 1 -1
w* =ap pla* = ap~2a* = ala*a)ta* =aa et et =1

eu € U(n).

Dimostriamo ora che la decomposizione ¢ unica. Da a = up otteniamo a*a =
pu*up = p? e quindi I'unicita & conseguensa del seguente:
LEMMA 6.2 Sia m un intero positivo. L’applicazione 3,, > p — p*> € B, & un

omeomorfismo.

DiMm. Abbiamo infatti il seguente diagramma commutativo:

P—2P

Pn — Pn

expl lexp

B — P
p—p?

in cui le frecce verticali e I'orizzontale in alto sono omeomorfismi. Quindi anche la
freccia orizzontale in basso € un omeomorfismo.

Data p € B,, indichiamo con ,/p I'unico elemento ¢ di 3, tale che 7 = p.
L’applicazione ‘B, > p — /p € By, ¢, per il lemma precedente, un omeomorfismo.

TEOREMA 6.3 Sia n un intero positivo. L’applicazione:
(6.1) U(n) x p, 2 (u, P) = uexp(P) € GL(n,C)
é un omeomortismo.

DiMm. L’applicazione e infatti continua e la sua inversa e continua, essendo definita

da GL(n,C) > a — (a(va%a) ' ,log (Va®a) ) € U(n) X py.
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87 ALGEBRE DI LIE
Sia K un campo. Un’algebra g su K si dice algebra di Lie se il prodotto

(7.1) gxg>(X,Y) = [X.Y]eg
e un’applicazione K-lineare antisimmetrica che soddisfa ’identita di Jacobi:

(7.2) X, Y, Z||+ Y, [Z,X]|+ [Z,[ X, Y]] =0 VX,Y,Z €cg.

ESEMPIO 7.1 SeV & un qualsiasi spazio vettoriale su K, il prodotto [v1, v2] = 0 per
ogni v1, vy € V definisce su V una struttura di algebra di Lie, che si dice abeliana.

ESEMPIO 7.2 Sia V uno spazio vettoriale su K. Indichiamo con glg (V') lo spazio
degli endomorfismi K-lineari di V/, con il prodotto definito da

(7.3) [A,B] = AoB — Bo A.

Con questa operazione glg (V') & un’algebra di Lie su K.

In particolare lo spazio vettoriale M, ,, (K) delle matrici n xn a coefficienti in K &
un’algebra di Lie per il commutatore di matrici: [A, B] = AB — BA. Quest’algebra
di Lie sara denotata con gl(n, K).

EseEmMPIO 7.3 Sia 2 un’algebra associativa sul campo K, con prodotto 2 x 2 >
(a,b) — a-b e A. 1l prodotto [a,b] = a-b—b-a deinisce sullo spazio vettoriale 2
una struttura di algebra di Lie. Indicheremo con 2. ’algebra di Lie ottenuta in
questo modo da un’algebra associativa 2.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita N su K e sia X1, ..., Xy una base di
g come spazio vettoriale su K. Risultano allora univocamente determinati c,’Z ;€K
per 1 <i,5,k < N tali che

N
(7.4) (X, X1 =) i Xp  VI<ij<N.
k=1

I coefficienti ¢ ; si dicono le costanti di struttura di g e verificano le relazioni:

J

Cgﬂz = _Cf,j (antisimmetria),
75 | | |
(75) S (chachn + cncly +chy¢li) =0 (identita di Jacobi).

Viceversa, costanti di struttura che verifichino le (7.5) definiscono su uno spazio
vettoriale V' di dimensione /N una struttura di algebra di Lie.

ESEMPIO 7.4 Consideriamo in R il prodotto vettore:
(7.6) R? x R* 3 (v,w) = v x w € R?,
definito dall’identita:

(7.7) det(v,w, z) = (v X w|z) Yo, w,z € R3.
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Esso si puo definire nella base ortonormale canonica eq,es, ez di R® mediante le
costanti di struttura c;k = €(i,7,k), dove €(i,j, k) & uguale a zero se due degli
indici 4, 7, k sono uguali ed altrimenti ¢ la segnatura della permutazione (i, j, k)
di (1,2,3). Per verificare che R3, col prodotto esterno, & un’algebgra di Lie, &
sufficiente verificare la relazione e; x (e2 X e3) + e X (eg X e1) +e3 X (e1 X e2) = 0,
e questa e verificata perché tutti gli addendi sono nulli.

Se a, b sono due sottospazi vettoriali di un’algebra di Lie g, indichiamo con |[a, b]
il sottospazio vettoriale di g generato dai commutatori [X,Y] al variare di X in a
e di Y in b. Un sottospazio vettoriale a di g si dice una sottoalgebra di Lie di g se
[a,a] C a e un ideale se [g,a] C a.

Si verifica facilmente il segente:

LEMMA 7.1 Siano g, h due algebre di Lie e ¢ : ¢ — b un omomorfismo di algebre
di Lie. Alloraker ¢ = {X € g|¢(X) =0} ¢ un ideale di g.

Se a é un ideale dell’algebra di Lie g, allora vi & un’unica struttura di algebra di
Lie sul quoziente g /q che renda la proiezione naturale g = g /q un omomorfismo
di algebre di Lie.

Data un’algebra 2 su un campo K, si dice derivazione di 2 un’applicazione K-
lineare D : A — A che soddisfi 1identita di Leibnitz:

(7.8) D(a-b) = (Da)-b+ a-(Db) Va,be.

LEMMA 7.2 Sia 2 un’algebra su K. L’insieme Derg(2l) delle derivazioni di 2 é
una sottoalgebra di Lie di glg ().

Dim. 1l fatto che Derg () sia un K-spazio vettoriale segue dalla bilinearita del
prodotto A x A > (a,b) = a-b e

Siano ora Dy, Dy € Derg(2() e dimostriamo che anche [Dy, Ds] € Derg (). Per
ogni a, b € 2 risulta:

[Dl,DQ](a-b): D4 (Dga-b—i-a-ng) — Dy (Dla-b—i-a-le)
:D1nga-b—}-Dga-le—i—Dla-ng—i—a-Dlngb
— (D3 o D1a-b+ Dia - Dab+ Doa - Dib+ a- Dy o Dib)
:(DloDQ—D2OD1)CL'b+(l'<D10D2—D2OD1)b
== [Dl,Dg]a-b—}—a- [Dl,Dg]b.

La dimostrazione ¢ completa.

LEMMA 7.3  Sia 2 un’algebra associativa su K. Allora 'applicazione 2l > a —
D, € glg(2l), definita da D,(x) = a-x — x - a per ogni x € 2, é una derivazione di
2. L’applicazione: ;e 2 a — D, € Derg(2l) & un omomorfismo di algebre di Lie.

Sia g un’algebra di Lie su K e sia X € g. Definiamo
(7.9) ad(X):g2Y = [X,Y]eg.

Si verifica che vale:
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TEOREMA 7.4 Sia g un’algebra di Lie sul campo K e sia X € g. Allora ad(X) é
una derivazione di g e I'applicazione

(7.10) ad:g> X — ad(X) € Derk(g)

e un omomorfismo di g nell’algebra di Lie delle derivazioni di g.
La (7.10) si dice la rappresentazione aggiunta di g.

OSSERVAZIONE [.D.Ado (Uspiehi Math. Nauk, 1947) nel caso di algebre di Lie
su campi di caratteristica 0 e K. Iwasawa (Japan J. Math., 1948) nel caso generale
hanno dimostrato che ogni algebra di Lie g di dimensione finita su K ammette una
rappresentazione fedele ¢ : g — gl(n,K) per qualche intero positivo n.

Non sara quindi restrittivo, nel seguito, considerare soltanto sottoalgebre di Lie
dell’algebra di Lie degli endomorfismi di uno spazio vettoriale V' di dimensione finita

su K.

68 GRUPPI DI LIE DI TRASFORMAZIONI LINEARI E LORO ALGEBRE DI LIE
In questo paragrafo studieremo le relazioni tra gruppi di Lie di trasformazioni
lineari e algebre di Lie.

LEMMA 8.1 Sia n un intero positivo e siano X,Y due elementi di gl(n,C) e sia k
un intero positivo. Valgono allora le formule seguenti:

(i) ad(X)(XY) = Xad(X)(Y),

(5.1) (i) XY =YXkt i (:) <adh(Y)) Xkt
h=1
(iii)  YXF =2y + hﬁ:l (=1)" (i) XFrad(X)hy .

DiMm. Dimostriamo la (7). Abbiamo:
ad(X)(XY) = X(XY) — (XY)X = X(XY — YX) = Xad(X)Y .

La dimostrazione di (i) e di (¢i7) sono simili. Mostriamo ad esempio che vale la
(7i7). A questo scopo osserviamo che per k = 1 la formula si riduce alla definizione
di ad(X) e quindi e verificata. Supponiamo m > 1 e la formula valida per k£ < m.
Abbiamo:

YXm =y XmX = (XmY +) (=" @) Xm_had(X)hY> X
h=1

m

= Xmtly _ Xmad(X)Y —1)»
Y 3 >(h

)Xm—h“ad(X)hY

S (:’Z) X had(X )Y
h=1
= X7HY — XMad(X)Y + (—1)"Had(X) ™Y

Eer () (e
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perché i due endomorfismi ad(X)(-) e X o (-) commutano per la (i). Poiché (') +
(L") = (™), otteniamo la (iii).

TEOREMA 8.2 (FORMULA DELLO JACOBIANO) Sia n un intero positivo. L’ap-
plicazione esponenziale exp : gl(n,C) — GL(n, C) é differenziabile in ogni punto e
il suo differenziale in A € gl(n,C) ¢ dato da:

I —exp (—ad(A))

(8.2) dexp(A)(X) = 2d(4) exp(A)X VX € gl(n,C),

I—exp(—ad(4) N (1)
ove ad(A) Z(h+1) ad(A)" .

DiMm. Fissiamo A € gl(n,C). Per ogni X € gl(n,C) abbiamo:

h—1
(A+X)r=Ar 43 A'X AP 4 o(X).
r=0

La formula di commutazione (iii) del Lemma precedente ci da:
ATXA® =) (-1) <S> A== 1ad(AY X .
J

Jj=0

Sostituendo troviamo:

h—1 s

Yoo oATXA=Y ( AP=I71ad(AY X
r+s=h—1 s=0 5=0
h—1 h—j—1 ,.
=5 (-1 ( 3 (J+k)> APITTad(AY X
k=0 J
h

(—1)7 (J N 1) AMTITad(A) X .

T
[
)

s=0

Otteniamo percio:

o0 h
exp(A+ x)= 3 AT ;'X)
=0

hi > ATXA 4
r+s=h—1

->
sz“ Ah=I=1 (<1)iad(A)

>

/\
\_/

Sl (h—j—DI (j+ 1)
—exp(a) B
_I- exp(—ad(A)) exp(A) X .

ad(A)
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Abbiamo percio ottenuto:

I — exp(—ad(A))

exp(A+ X) =exp(A) + 2d(A)

exp(A)X + o(X)

che ci da la formula desiderata per il differenziale.

Enunciamo ora il teorema della funzione inversa per applicazioni differenziabili
tra aperti di R™:

TEOREMA 8.3 (TEOREMA DELL’APPLICAZIONE INVERSA) Sia Q un aperto di R"
e sia f : 0 — R™ un’applicazione differenziabile di classe Ck con1 <k < oco. Sia
xo € Q un punto in cui df (xg) : R® — R™ sia un isomorfismo lineare. Allora esiste
un intorno aperto U di xg in € tale che f(U) sia aperto e f|5(U) U — f(U) cR”
sia un omeomorfismo la cui inversa sia ancora un’applicazione differenziabile di
classe C*.

Siano U,V due aperti di R® ed f : U — V un omeomorfismo. Se sia f che f~!
sono applicazioni differenziabili di classe C¥, diciamo che f & un diffeomorfismo di
classe CF.

Dal teorema dell’applicazione inversa ricaviamo:

TEOREMA 8.4 Sia n un intero positivo. Allora I’ applicazione: exp : gl(n,C) —
GL(n,C) ¢ un diffeomorfismo di classe C* di un intorno aperto di 0 in gl(n,C) su
un intorno aperto dell’identita in GL(n, C).

Analogamente, exp : gl(n,R) — GL(n,R) é un diffeomorfismo di classe C*° di
un intorno aperto di 0 in gl(n,R) su un intorno aperto dell’identita in GL(n,R).

DiMm. L’enunciato e conseguenza del Teorema dell’applicazione inversa, perché il
differenziale dell’applicazione esponenziale in 0 ¢ 'identita su gl(n, C).

TEOREMA 8.5 (COORDINATE DI SECONDA SPECIE) Sia n un intero positivo, in-
dichiamo con K il campo dei numeri reali o dei numeri complessi, e siano V, W
due sottospazi vettoriali reali di gl(n,K) tali che gl(n,K) = V & W. Per ogni
X € gl(n,K) siano Xy € V e Xy € W le componenti di X in V, W, tali che
Xy +Xw. Allora I'applicazione ¢ : gl(n,K) 5 X — exp(Xy ) exp(Xw) € GL(n, K)
¢ un diffeomorfismo di classe C*>° di un intorno di 0 in gl(n,K) su un intorno

dell’identita in GL(n,K).
DiM. Per la formula dello Jacobiano abbiamo:

(]5(X): eXp(Xv) eXp(Xw) = (I + XV + O(Xv))(I + XW + O(Xw))
=1+Xyv+Xw+oX)=1+X+0(X),

e quindi d¢(0) e lidentita su gl(n,K). La tesi ¢ quindi conseguenza del teorema
dell’applicazione inversa.

OSSERVAZIONE La serie

6—.’13

Mg

log(w) = log(e + (x — )
h=1
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converge uniformemente su {z € GL(n,C) ||z — I|| < r} se 0 < r < 1 e definisce
un elemento log(x) € gl(n, C) tale che exp(log(x)) = x.

LEMMA 8.6 Sia n un intero positivo. Se X,Y € gl(n,C) et € R, abbiamo:

(8.3) exp(tX)exp(tY) = exp (t(X +Y)+ g[X, Y]+ O(tg)) :

DiMm. Basta dimostrare che le due applicazioni

Fi :R>t— exp(tX)exp(tY) € GL(n,C) e
Fo:R3t— exp (t(X +Y) + 2[X, Y]> € GL(n,C)

e le loro derivate fino al second’ordine assumono lo stesso valore in 0. Da:
Fi(t)= (I +tX + 35t°X2+ O(t%)) (I +tY + 32Y? 4+ O(t?))
— T+ X +Y)+ L(X24+2XY +Y2) + O(t3)

otteniamo: Fy(0) =1, F{(0) =X +Y, F/'(0) = X? +2XY +Y?2.
D’altra parte:

2 2 2
Fy(t)=1+ (tX+tY+ LIX, Y]) + 3 (tX +tY + S (XY - YX)) + O(t3)
— I+ X +Y)+ £ (X, Y]+ X2+ XY + Y X +Y2) + O(t3)
— [+ (X +Y)+ S(X24+2XY +Y2) + O(t3)

da cui otteniamo: F5(0) = I, F5(0) = X + Y, FJ(0) = X2 +2XY + Y2 La

dimostrazione e completa.

Questo lemma ci permette di esplicitare la relazione tra sottogruppi chiusi di
GL(n,C) e sottoalgebre di Lie reali di gl(n,C).

TEOREMA 8.7 Sian un intero positivo e sia G un sottogruppo chiuso di GL(n, C).
Sia g il sottoinsieme di tutte le matrici X € gl(n,C) tali che exp(tX) € G per ogni
t € R. Allora g é un’algebra di Lie reale e I'applicazione g 3 X — exp(X) € G
definisce un omeomorfismo di un intorno di 0 in g su un intorno dell’identita in G.

DiM. Segue immediatamente dalla definizione che, se X € g, anche tX € g per
ogni t € R. Siano ora X,Y € g. Allora (exp(tX/m)exp(tY/m))™ € G per ogni
numero reale ¢ ed ogni intero positivo m. Utilizzando il lemma precedente, abbiamo:
(exp(tX/m)exp(tY/m))™ = exp (t(X +Y) + O(t*/m)) . Facendo tendere m al-
'infinito, poiché abbiamo supposto che G fosse chiuso in GL(n,C), otteniamo che
exp(t(X +Y)) € G per ogni t € R e quindi anche (X +Y) € g. Questo dimostra
che g e uno spazio vettoriale. Utilizzando ancora il Lemma 8.6, abbiamo per ogni
intero positivo m:

G Sexp(tX/m) exp(Y/m) exp (_%)
= exp (% + %[X, Y|+ 0 (;—i)) exp (——t(X+Y))

—esp (22X, Y] + 0 () m
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Elevando alla m?, otteniamo che G 3 exp (%[X Y|+ 0 <%)) per ogni intero

positivo m ed ogni numero reale t. Passando al limite per m — 400 otteniamo
allora che exp(t[X,Y]) € G per ogni X,Y € g ed ogni ¢t > 0. Scambiando tra loro
X e Y, otteniamo 'inclusione anche per ¢t < 0 e quindi concludiamo che [X,Y] € g.
Quindi g ¢ una sottoalgebra di Lie reale di gl(n,C).

Sia ora G’ il sottogruppo di G generato da exp(g) = {exp(X)|X € g}. Dico
che G’ & un intorno dell’identita in G. Se cosi non fosse, potremmo trovare una
successione {g,},en C G\ G’ tale che g, — I per v — +00. Scegliamo un
sottospazio vettoriale reale V' di gl(n,C) tale che gl(n,C) = g @ V. Per il teorema
sulle coordinate di seconda specie, esistono intorni aperti U di 0 in g e U’ di 0 in
V tali che U x U’ 3 (X,Y) — exp(X) exp(Y) € GL(n,C) sia un diffeomorfismo di
classe C*° di U x U’ su un intorno W dell’identita in GL(n,C). A meno di passare
a una successione estratta, possiamo allora supporre che g, = exp(X, ) exp(Y,) con
X, €U,Y, € U per ogni v € N. Inoltre X,, Y, — 0 per v — +o0o. Poiché per
ipotesi Y, # 0 per ogni v € N, risulta definita una successione di interi non negativi
m,, tali che m, < ||Y,|7' < p, + 1. A meno di passare a una sottosuccessione
possiamo allora supporre che lim,_, m,Y, =Y € V \ {0}. Per ogni coppia di
interi p,q con ¢ > 0 poniamo: pm, = qs, + r,, con 0 < r, < ¢q. Poiché r,Y, — 0
per v — 400, otteniamo:

q
=lim,_,_ (exp(¥,))”™ € G.

exp (gY): lim, ., _exp (pm” Y,,)

Quindi G contiene gli elementi exp(tY') per ogni ¢ razionale. Poiché G ¢é chiuso ne
segue che G contiene exp(tX) per ogni ¢ reale, e questo ci da una contraddizione
perché Y ¢ g. Ne segue percio che G’ & un intorno aperto di I in G e quindi
coincide con la componente connessa dell’identita in G. Inoltre, la dimostrazione
ci mostra che I’esponenziale definisce un omeomorfismo di un intorno aperto di 0
in g su un intorno aperto di I in G.

Un sottogruppo chiuso G di GL(n, C) si dice un gruppo di Lie di trasformazioni
di C™. L’algebra di Lie reale:

(8.4) g={X €gl(n,C)| exp(tX) e G VteR}

si dice I'algebra di Lie del gruppo G.

TEOREMA 8.8 (RAPPRESENTAZIONE AGGIUNTA) Sia G un sottogruppo chiuso di
GL(n,C) e sia g la sua algebra di Lie. Allora, per ogni g € G ed X € g, risulta
Ad(g)(X) = gXg~! € g. L’applicazione

(8.5) Ad(g): g3 X - Ad(9)(X)=gXg 'eg

e un isomorfismo dell’algebra di Lie g.
L’applicazione

(8.6) Ad:G>g— Ad(g) € glr(g)

e un omomorfismo di gruppi.
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DiM. Se X € ge g€ G, allora exp(tgXg—!) = gexp(tX)g~! € G per ogni t € R
e quindi Ad(g)(X) € g.
Sia ¢ € G. Per dimostrare che Ad(g) € un isomorfismo dell’algebra di Lie g,

basta osservare che [X,Y] = % lt=0 (exp(tX)exp(tY)) e che Ad(g) <%f(t)) =
d” (Ad(g)(f(t))) per ogni funzione f : R — gl(n,C) di classe C2. Poiché Ad(g~!)

datZ
e linverso di Ad(g), quest’ultimo e un isomorfismo di algebre di Lie. Infine,
osserviamo che Ad(g)Ad(h) = Ad(gh) per ogni coppia di elementi g,h € G e

quindi Ad : G — GLg(g) &€ un omomorfismo di gruppi.

§9 PROPRIETA TOPOLOGICHE DI U(n)
Sia n un intero positivo. Ricordiamo che U(n) ¢ il gruppo delle matrici u €

GL(n,C) tali che vu* = u*u = 1.

LEMMA 9.1 Ogni matrice di U(n) e diagonalizzabile e ammette una base orto-
normale di autovettori. I suoi autovalori hanno tutti modulo 1.

DiMm. Sia A un autovalore di una u € U(n), con relativo autovettore v € C™\ {0}.
Allora o) = u(o)]]? = (u(o)u(v) = (wlo) = WPu]? e quindi [\ = 1.
Se w € v, abbiamo A(v|u(w)) = (u(v)|u(w)) = (v|u*u(w)) = (vjlw) = 0, onde
u (UJ‘) C v*. Ne segue che v ammette una base ortonormale di autovettori.

TEOREMA 9.2 Sia n un intero positivo. Il gruppo U(n) é un sottogruppo chiuso
compatto di GL(n,C). La sua algebra di Lie &

(9.1) u(n) ={X € gl(n,C) | X + X* =0}
e Iapplicazione esponenziale

(9.2) u(n) 3 X — exp(X) € U(n)

e surgettiva.

Dim. L’applicazione ¢ : gl(n,C) 3 a — aa™ € gl(n,C) & continua e quindi U(n) =
¢~ 1(I) & un chiuso. Inoltre |jal| = 1 se a € U(n). Quindi U(n) ¢ anche limitato e
quindi compatto per il teorema di Weierstrass.

Sia X € gl(n,C). Poiché (exp(X))" = exp(X*), se X* = —X abbiamo
exp(tX)exp(tX*) = I per ogni t € R. Quindi {X |X + X* = 0} ¢ contenuto
nell’algebra di Lie di U(n). Viceversa, derivando in ¢ = 0 i due membri dell’identita
exp(tX)exp(tX™*) = I, otteniamo X + X* = 0. Vale quindi l'inclusione opposta e
cio dimostra che u(n) ¢ l'algebra di Lie di U(n).

Infine, un elemento u € U(n) si scrive, per il lemma precedente, nella forma

et 0
u=a : : a ! con A\j,...,\p € ReaecU(n).
0 eitn
Allora
1A\ 0
X=al| : a~ ' €u(n)
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ed exp(X) = u.

Osserviamo, in particolare, che U(n) & connesso per archi, in quanto immagine
di uno spazio vettoriale reale mediante un’applicazione continua.

§10 I cruppi SL(n,C) E SU(n)

Sia n un intero positivo. Definiamo il gruppo speciale unitario SU(n) mediante:

(10.1) SU(n) = {u € Un)|det(u) =1} .

TEOREMA 10.1 II gruppo SU(n) é un sottogruppo chiuso normale di U(n). La
sua algebra di Lie e

(10.2) su(n) ={X € u(n)|tr(X) =0}
e 'applicazione esponenziale

(10.3) su(n) 3 X — exp(X) € SU(n)
e surgettiva.

DiM. Se X € gl(n,C), abbiamo:

(10.4) % . det(exp(tX)) = tr(X).

Quindi se exp(tX) € SU(n) per ogni numero reale ¢, otteniamo subito che X +X* =
0 e tr(X) = 0. Il viceversa ¢ ovvio. Infine, osserviamo che ogni elemento u € SU(n)
si puo scrivere nella forma

e .0 0
T : : _1
U= a . a
0 ... et 0
0 ... 0 eioiEer0
con a € u(n). Allora
’601 0 0
X=al @ " O : a~! esu(n

0 ... e 0 Q
0o ... 0 —i(61 4+ -+ 6ph_1)

ed exp(X) = u.

Definiamo il gruppo speciale lineare complesso SL(n,C) come il sottogruppo di
GL(n,C) formato dalle matrici n x n a determinante 1.

TEOREMA 10.2 Sia n un intero positivo. Il gruppo SL(n,C) é un sottogruppo
chiuso normale di GL(n,C). La sua algebra di Lie é

(10.5) sl(n,C) = {X € gl(n,C)|tx(X) = 0}.
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L’applicazione esponenziale:
(10.6) exp : 5l(n,C) 5 X — exp(X) € SL(n,C)

e surgettiva.
Inoltre I’applicazione:

(10.7) SU(n) x po(n) 2 (u, X) — uexp(X) € SL(n,C),

ove po(n) = {X € p, |tr(X) = 0}, & un omeomorfismo. In particolare SL(n,C) &
omeomorfo al prodotto topologico SU(n) x R™ 1.

Dim. Sia sl(n,C) lo spazio vettoriale delle matrici n x n a traccia nulla. Se X €
sl(n,C), abbiamo exp(tX) € SL(n,C) per ogni t € R e viceversa, derivando per
t = 0 i due membri dell’equazione exp(tX) = I, otteniamo tr(X) = 0. Quindi
sl(n,C) e l'algebra di Lie di SL(n,C). Sia ora a € SL(n,C). Abbiamo gia osservato
che a si puo scrivere nella forma a = sexp(/N) con s semisemplice e N nilpotente,
con [s, N] = 0. Possiamo allora trovare una g € GL(n,C) tale che § = gsg~! sia

diagonale. Poiché det(s) = det(d) = 1, avremo

eM L. 0 0
§ = con A, ..., A1 € C.
0 ... e 0 ! !
0 ... 0 e Ouretae)
Posto
A .. 0 0
D= : . : : :

0 ... A1 0
0o ... 0 (A1 F - F A1)

otteniamo s = exp(g~!Dg), con g~'Dg € sl(n,C). Quindi a = exp(¢g~1Dg + N)
con g~tDg+ N € sl(n,C) e cid dimostra che 1'esponenziale & surgettivo.

Sia ora a € SL(n,C) C GL(n,C). Possiamo scrivere in modo unico a = u exp(P)
conu € U(n) e P € p,. Otteniamo 1 = det(aa*) = det(exp(2P)), da cui tr(P) =0
perché P & diagonalizzabile con autovalori reali. Allora 1 = det(a) = det(u) ci dice
che u € SU(n). Quindi (10.7) & un omeomorfismo e dunque SL(n,C) & omeomorfo
al prodotto topologico SU(n) x R”2_1, in quanto le matrici Hermitiane a traccia
nulla formano uno spazio vettoriale reale di dimensione n? — 1.

§11 I cruppl O(n) E SO(n)
Il gruppo O(n) & il gruppo delle isometrie lineari e il gruppo SO(n) & il gruppo
delle rotazioni dello spazio Euclideo R":

O(n)={a € GL(n,R) |ata ="taa = I}

’ =
(11.1) SO(n)= {a € O(n)|det(a) = 1}

TEOREMA 11.1 Sia n un intero positivo. I due gruppi O(n) e SO(n) sono
sottogruppi compatti di GL(n,R) e hanno la stessa algebra di Lie:

(11.2) o(n) ={X €gl(n,R)| X + *X = 0}.
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SO(n) é la componente connessa dell’identita di O(n) e ’applicazione esponenziale:
(11.3) exp : 0(n) — SO(n)

é surgettiva. In particolare SO(n) é connesso per archi. 1l gruppo O(n) é unione
di due componenti connesse, ciascuna omeomorfa a SO(n).

DiM. Ricordiamo che det(a) = +1 se a € O(n). Poiché det ¢ un’applicazione
continua, det(exp(X)) = 1 per ogni X che appartenga all’algebra di Lie di O(n).
Questo mostra che O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie.

Se X appartiene all’algebra di Lie di O(n), derivando la relazione

I =exp(tX)(*exp(tX)) = exp(tX) exp(t (" X)),

otteniamo che *X + X = 0. Viceversa, se vale questa relazione, abbiamo
exp(tX)(*exp(tX)) = I per ogni t € R. Questo dimostra che o(n) & I’algebra di Lie
di O(n) e di SO(n).

Sia ora a € SO(n). Possiamo decomporre R™ nella somma diretta di sottospazi
V; di dimensione < 2, due a due ortogonali, tali che a|y, sia l'identita se V; ha
dimensione uno, sia una rotazione piana se V; ha dimensione due.

Bastera quindi osservare che, se # € R, abbiamo:

0o @ cosfl sind
(11.4) exp(_e O) o (—sin«9 COSG) '

Questa formula dimostra che exp : 0(2) — SO(2) e surgettiva, e da questa segue
la surgettivita nel caso generale.

-1 0 ... 0

) ) o ) 0O 1 ... 0
Osserviamo infine che la moltiplicazione per la matrice : ... |eéeun

0o 0 ... 1

omeomorfismo di SO(n) sull’insieme delle matrici di O(n) con determinante uguale
a—1e0O(n)=80(n)U{ac O(n)|det(a) = —1}.

OSSERVAZIONE SO(n) & omeomorfo a S' mediante ’omemorfismo SO(n) > a —
a(er) € St ove e; = (1,0) ¢ il primo vettore della base canonica di R2.

§12 L’OMOMORFISMO CANONICO SU(2) — SO(3)

Le algebre di Lie su(2) e 0(3) hanno entrambe dimensione reale tre. Esse sono
isomorfe tra loro e ad R? con la struttura di algebra di Lie definita dal prodotto
vettore.

Sia infatti w = {(z,y,2) € R3. L’applicazione lineare R® > v — v x w € R3 &
definita dalla matrice:
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Si verifica facilmente che [Ry,, R,] = Ryxy € quindi la corrispondenza w — Ry, &
un isomorfimso di algebre di Lie. Definiamo ora

1 % +ix
.3 ot . Y
(12.1) A:R? 3 (z,y,2) — ( Yt i ; ) € su(2).

Si verifica che A & un isomorfismo di (R3, x) con su(2). Possiamo allora far operare
SU(2) su R3 mediante la rappresentazione aggiunta: otteniamo un omomorfismo
p:SU((2) >u — A"t oAd(u) o X € GL(3,R).

LEMMA 12.1 Per ogni u € SU(2), p(u) € SO(3).

DiM. Abbiamo |v]? = 2det(\(v)) per ogni v € R3. Quindi

[p(w) ()] = 2det(uA(v)u™") = 2det(A(v)) = Jvf?
per ogni v € R? e p(u) € O(3). Poiché SU(2) & connesso, e p(0) = I, abbiamo
p(u) € SO(3).

TEOREMA 12.2 L’applicazione p : SU(2) — SO(3) e un omomorfismo surgettivo
di gruppi. 11 suo nucleo é il sottogruppo normale {I,—I1} C SU(2).

DiM. La verifica che p & un omomorfismo ¢ immediata: infatti p(a) = A"tAd(a)\
e quindi

p(a)p(b) = A" Ad(a) A TTAA(D)A = AP Ad(ab) X = p(ab).

La surgettivita ¢ conseguenza del diagramma commutativo:

exp

—— SU(2)

- E

0(3) —— SO(3)

exp

in cui le frecce orizzontali sono surgettive e la freccia verticale bigettiva.
Infine, il nucleo di p & uguale al nucleo della rappresentazione aggiunta di SU(2)
su su(2). Poiché

(12.2) SU(2) = {(_O‘B 5) la,B€C, |a®*+|8]* = 1}

«Q

a B 1z Yy +ix a —p\ _ 1z Yy +ix
-8 a —y+ir —iz B o ) \—y+izx —iz
per ogni z,y, 2z € R, segue che a = +1, § = 0.

COROLLARIO 12.3 II gruppo topologico SU(2) é omeomorfo a S* e il gruppo
topologico SO(3) allo spazio proiettivo reale RP3,

DiM. L’applicazione SU(2) > a — a(e;) € S3, ove e; ¢ il primo vettore della
base canonica di C2, definisce un omeomorfismo di SU(2) su S3. 1l quoziente

SU(2) / (1,-1 ¢ allora omeomorfo al quoziente di S* C C? rispetto alla relazione

di equivalenza che identifica i punti antipodali di S?: v ~ w <= v = +w.
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CAPITOLO X

I GRUPPI CLASSICI

61 LA 11STA DI CARTAN

Diamo qui di seguito la lista di Cartan dei gruppi classici di matrici reali e
complesse. Essi sono sottogruppi chiusi del gruppo lineare e sono quindi determinati
dalle rispettive algebre di Lie. Accanto a ciascun gruppo descriviamo la rispettiva
algebra di Lie e la sua dimensione come spazio vettoriale.

Introduciamo le seguenti matrici:

10 --- 0
0 1
Ly=I1=. . . : e la matrice identita n x n;
0 0 1
In = J :<IO _(')[”> ¢ la matrice simplettica 2n x 2n;
j -1, 0 ¢ la matrice simmetrica canonica
PO\ 0 I di segnatura (p, q).

A. Gruppi di matrici a coefficienti complessi.
1) Gruppo lineare complesso:

GL(n,C) ={g € Homc(C",C")|det(g) # 0}.

Algebra di Lie del gruppo lineare complesso: gl(n,C) = Homc(C,C).
dimcgl(n,C) = n2.

2) Gruppo lineare speciale complesso.
SL(n,C) ={g € GL(n,C) | det(g) =1}.
Algebra di Lie del gruppo lineare speciale complesso:
sl(n,C) ={A € gl(n,C) | tr(A) =0}.

dimgsl(n,C) = n? — 1.

3) Gruppo unitario:

U(n)={g € GL(n,C) | g*g=1}.
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Algebra di Lie delle matrici antihermitiane:
u(n) ={A € gl(n,C) | A"+ A=0}.
dimgu(n) = n?.
4) Gruppo speciale unitario:
SU(n) =U(n) N SL(n,C).
Algebra di Lie delle matrici antihermitiane a traccia nulla:

su(n) =u(n) Nsl(n,C).

dimgsu(n) = n? — 1.

5) Gruppo unitario di segnatura p, q.
Up,q) = {9 € GL(n,C) | g"Ipgg = Ipg}-
Algebra di Lie delle matrici anti-(p, ¢)-hermitiane:

u(p,q) = {Acgl(n,C) | AL, + I,;A =0}

— All A12
Bl {(ATQ A22) | A1 €ulp), A€ u(q)},

dimgu(p, q) = (p+ q)* = n’.
6) Gruppo speciale unitario di segnatura p, ¢:

SU(p,q) = U(p,q) N SL(n,C).
Algebra di Lie delle matrici anti-(p, ¢)-hermitiane a traccia nulla:
su(p, q) = u(p,q) Nsl(n, C).

dimgsu(p,q) = (p+q)?> —1=n? — 1.
7) Gruppo speciale simplettico:

SU*(2n) = {g € SL(2n,C) | gJg ' =J}.
Algebra di Lie speciale simplettica:

su*(2n) = {A €sl(2n,C) | AJ — JA =0}

{( All 412) | Aq1, A2 € gl(n7(c)7 tr(Re All) = 0} :
_A12 All

dimgsu*(2n) = 4n? — 1.

8) Gruppo ortogonale complesso:

SO(n,C) = {g € SL(n,C) | 'gg=1}.
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Algebra di Lie complessa antisimmetrica:
so(n,C) = {A €gl(n,C) | "A+ A =0}

dimgso(n,C) = n(n — 1).

9) Gruppo ortogonale simplettico:
SO*(2n,C) ={g € SO(2n,C) | g*Jg=J}.
Algebra di Lie antisimmetrica simplettica:

50" (2n,C) = {A € 50(2n,C) | A*J + JA =0}

_ All A12 o
B {<—A12 All) | A=Ay, An € 50(n,(C)} .

dimgso* (2n,C) = n(2n — 1).

10) Gruppo simplettico complesso:
Sp(n,C) = {g € GL(n,C) | 'gJg=J}.
Algebra di Lie simplettica complessa:

sp(n,C) = {A € gl(n,C) | "AJ+ JA =0}

All A12 t t }
{( Ay, —t 411) | Al 12, 421 21

dimcsp(n,C) = 2n? + n.
11) Gruppo (p, q)-simplettico:

L 0 I 0
Sp(p,q;C)Z{QESP(”’C) g <8q Ipq>g:(8q Ipq)}‘

Il gruppo di Lie associato e

sp(p,g;C) = d Acspn,c) | A (e O )y (o O ) 4ol
0 0 I,

Le matrici in sp(p, ¢; C) sono della forma:

Ay A Az Auy
A- | A2 Az tAy Ay
—Aiz A An —Ap

Ay —Ayy —TAjy Ao

con
A1, Az di ordine p,

Ao, Ays matrici p X q,
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Ago, Aoy di ordine g,

A € u(p), A €u(g),
PA13 = A1z, "Agy = Aoy

dimgsp(p,q;C) =2n2 +n, con p+q=n.

12) Gruppo unitario simplettico:
Sp(n) = Sp(n,C)NU(2n).

La sua algebra di Lie é:
sp(n) = sp(n,C) Nu(2n)

_ All A12 t o
= {(_141<2 —tAll) ‘ All € u(n), A12 = A12 .

dimgsp(n) = 2n? + n.

B. Gruppi di matrici a coefficienti reali.

1) Gruppo lineare reale:
GL(n,R) = {g € Homg(R",R™) | det(g) # 0}.

La sua algebra di Lie e
gl(n,R) = Homg(R™,R").

dimgrgl(n, R) = n?.

2) Gruppo lineare speciale reale:
SL(n,R) ={g € GL(n,R) | det(g) =1}.
La sua algebra di Lie e:
sl(n,R) ={A € gl(n,R) | tr(A) =0}.

dimgsl(n,R) = n? — 1.

3) Gruppo ortogonale:
O(n) ={g € GL(n,R) | "gg=1I}.
La sua algebra di Lie e
o(n)={Acgl(n,R) | YA+ A=0}.

dimgo(n) =n(n —1)/2.

4) Gruppo ortogonale speciale, o gruppo delle rotazioni:
SO(n) = O(n) N SL(n,R).

La sua algebra di Lie e la stessa del gruppo ortogonale.
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5) Gruppo ortogonale di segnatura p, ¢:
O(p.q) = U(p,q) N GL(n,R).

La sua algebra di Lie e:
o(p,q) = u(p,q) N gl(n,R)

e composta dalle matrici della forma:
Ay A
A=
(tAu Az

A1 €0(p), Az €0(q), Aix matrice px q reale.

con
dimgo(p,q) =n(n—1)/2 con p+q=n.
6) Gruppo simplettico:
Sp(n,R) = Sp(n,C) N GL(2n,R).
La sua algebra di Lie e
sp(n,R) = sp(n,C) N gl(2n,R).

dimgsp(n,R) = n? +n.
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CAPITOLO XI

PROPRIETA TOPOLOGICHE DEI GRUPPI CLASSICI

61 DECOMPOSIZIONE DI CARTAN DEI GRUPPI DI MATRICI
Un sottogruppo G di GL(n,C) si dice pseudoalgebrico se puo essere definito
mediante equazioni

dove f1,..., fn sono polinomi a coefficienti reali nelle parti reali e immaginarie dei
coefficienti di g € GL(n,C). I sottogruppi pseudoalgebrici sono ovviamente chiusi.
Vale il seguente

TEOREMA 1.1 Sia G un sottogruppo pseudoalgebrico di GL(n,C). Se vale la
proprieta:

(1.2) geG=g"€G

allora I’applicazione:

(1.3) (GNU(n)) x (gNpn) 2 (v, X) > uexp(X) € G,

ove g é lalgebra di Lie di G, ¢ un omeomortfismo.

Dim.  Ogni elemento g € G C GL(n,C) si decompone in modo unico nel prodotto
di una matrice unitaria u € U(n) e di una matrice Hermitiana definita positiva
p € B,: g =uop. Per dimostrare il teorema, bastera verificare che u, p € G.

Poiché abbiamo supposto che ¢g* = pou* = pou~! € G, anche p? = g*g
appartiene al gruppo G. Sia B 'unico elemento di p,, tale che p = exp(B) e sia
a € U(n) tale che uo Bowu~! sia in forma diagonale:

61 ... O
woBou =1 .
0 ... 6,
con 0; € R peri=1,...,n. Osserviamo che ad(a)(G) & ancora un sottogruppo

pseudoalgebrico di GL(n,C); quindi le matrici diagonali reali di ad(a)(G) formano
ancora un sottogruppo pseudoalgebrico Q di GL(n,C). Esistono quindi polinomi

& ... 0

91, 9m € Rlzy,...,x,] tali che la matrice diagonale reale ap-

0 ... &
partiene a Q se e soltanto se g1(&1,...,&n) =0, ..., g (&1, - -+, &n) = 0. Otteniamo
allora

gj(e%‘gl,...,e%e"):o per j=1,....M , VkeZ.
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Per concludere la dimostrazione utilizziamo il seguente:

LEMMA 1.2 Sia f : R — R un esponenziale-polinomio della forma:

£

i)=Y ¢ teR,

j=1

con cj,b; € R eb; # bj sei # j. Se f si annulla per ogni t € Z \ {0}, allora f si
annulla per ognit € R.

DiMm. Poniamo §; = ebi per 1< j < {. Consideriamo la matrice:

&1 & & oo &
P& g g
M(slv"wgﬁ): 5:13 53 63 5?

¢ oo ¢
Il suo determinante é:

det(M(&1,...,&) = &1 -+ & H (& —&).

1<i<j<e

Infatti det(M(1,...,&) = & ---& - det(V(&,...,&)), dove V(&,...,&)) & la

matrice di Vandermonde:

1 1 1 ... 1
&G & & &
Ve, &)= 8 & & ... &

A

In particolare, M(&,...,&) € una matrice invertibile e la relazione
(c1y...,co)M(&1,...,&) =0 implica che ¢; =0, ..., ¢, = 0.

Concludiamo la dimostrazione del teorema. Per il lemma appena dimostrato,
otteniamo le relazioni g; (e, ..., e'") = 0 implicano che exp(t(aBa*)) € Q per
ogni t € R. Quindi B € p,, Ng; abbiamo allora p € G e dunque anche u € GNU(n).
L’applicazione (G NU(n)) x (GNP,,) 3 (u,p) — uop € G & continua e surgettiva
e ha inversa continua G 3 g — (go (g*g) "2, (g*g)"/?) € (GNU(n)) x (GNP,)
e quindi € un omeomorfismo.

Nello studio della struttura topologica di un gruppo classico G C GL(n,C)
seguiremo quindi il seguente procedimento:

(1) Verificheremo che g € G = ¢* € G;
(2) Calcoleremo g N p,, ;
(3) Studieremo la struttura del sottogruppo compatto G N U(n).
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Osserviamo ancora che ’algebra di Lie del sottogruppo chiuso GNU(n) € gNnu(n)
e che 'applicazione esponenziale

gNu(n)> X — exp(X) e GNU(n)

ha come immagine la componente connessa dell’identita di G N U(n). Infatti vale
il:

TEOREMA 1.3 (CARTAN-WEYL-HOPF) Se G & un sottogruppo connesso e com-
patto di GL(n,C), allora I'applicazione exp : g — G ¢ surgettiva.

Non diamo la dimostrazione di questo teorema. Ricaveremo il risultato di volta in
volta nei singoli casi in esame.

§2 I Gruppl U(p,q) e SU(p,q)
LEMMA 1. Se g € U(p,q), allora g* € U(p,q).

Dim.. Per la definizione del gruppo U(p, q) , abbiamo

gxIpq= Ip,qg_l-

Da questa otteniamo, passando alle inverse:
* % *\—1
(9%) Tp.g = 9Ipq = Ipq(97)

e quindi g* € U(p, q).
LEMMA 2. U(p,q)NU(n) = U(p) xU(q).

DiM.. Scriviamo un elemento g € U(p,q) N U(n) nella forma

_[a c
9=\d »
con matrici a di tipo p x p, b di tipo ¢ x ¢, ¢ di tipo p X ¢, d di tipo ¢ x p. Poiché
g € U(p, q), abbiamo

a‘a—d'd=1, a‘c=d"b, b*b—c'c=1,.
Essendo g € U(n), abbiamo anche:
aa+d'd=1, a'c+db=0, b"b+c'c=1,.

Da queste uguaglianze ricaviamo

da cui segue la tesi.
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COROLLARIO. SU(p,q) N U(n) é omeomorfo al prodotto topologico SU(p) X
SU(q) x S*.

DiM.. Se o € C, indichiamo con §; (o) la matrice diagonale

61(0) = .
0 0 1

L’applicazione

SU(p) x SU(q) x S* 3 (a,b,0) — (51(67)0 51(00)1[)) € SU(p,q) NU(n)

e continua e bigettiva e dunque un omeomorfismo perché i due spazi sono compatti
di Hausdorff.

TEOREMA 2.1  SU(p,q) é omeomorfo al prodotto topologico
SU(p) x SU(q) x S* x CP4.

U(p,q) ¢ omeomorfo al prodotto topologico SU(p,q) x St. I due gruppi sono
pertanto connessi per archi ma non compatti se pq # 0.

DiMm.. Data g € SU(p, q), possiamo decomporla in modo unico in un prodotto
(1) g=ab con ac€U(n) e be P(n)

dove ricordiamo che P(n) ¢ I'insieme delle matrici hermitiane definite positive.
Per il Lemma 1, ¢ g* € SU(p, q) e dunque

g*g = b*a*ab = b*b = b* € SU(p, q).

Scriviamo

b= Exp(B)

([ Bi1 B2
B= (Bi‘2 B22 )’
B11 hermitiana p x p, B1s matrice complessa p X g, Byo hermitiana ¢ X ¢. Abbiamo
allora

con

Exzp(2B)1, , = I, Exp(—2B).

Poiché ’esponenziale ¢ un’applicazione bigettiva dallo spazio vettoriale reale delle
matrici hermitiane all’insieme delle matrici hermitiane definite positive, dall’'ugua-

glianza:
I, Exp(2B)I, , = Exp(—2B)

ricaviamo che
Ip7qBIp7q =-B.
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Questa equazione ci da:
B11 =0, By =0.

Viceversa, se

g 2= (s 7)

allora b = Exp(B) € SU(p,q). Le matrici della forma (2) formano uno spazio
vettoriale reale L di dimensione 2pq. Osserviamo infine che, nella decomposizione
(1), essendo b € SU(p,q), € a € SU(p,q) NU(n).

Abbiamo ottenuto in questo modo un omeomorfismo

(SU(p,q)NU(n)) x L > (a, B) — aExzp(B) € SU(p,q)

che, in virtu del lemma precedente, definisce un omeomorfismo di SU(p) x SU(q) x
S1 x CP? su SU(p, q). Infine, I'applicazione

SU(p,q) x §' 2 (g,0) — 01(0)g € U(p, q)

€ un omeomorfismo. La dimostrazione ¢ completa.

§3 IL gruppPO Sp(n) = Sp(n,C)NU(2n)
Ricordiamo che il corpo (non commutativo) H dei quaternioni di Hamilton si
puo identificare all’anello associativo delle matrici 2 x 2 a coefficienti complessi:

g (5Y).

con z,w € C. Identifichiamo un numero complesso z con la matrice
z 0
0 z
0 1
-1 0)°

La matrice (1) si puo allora associare all’espressione

e indichiamo con j la matrice

z+wj = z+ jw.

Nel seguito scriveremo di preferenza un quaternione nella forma z+ jw con z, w € C.
Il prodotto di due quaternioni si puo allora esprimere mediante:

(21 +j’lU1) . (22 +jw2) = (2122 — H)lwz) +j(w122 + leg) Vzl,ZQ,wl,wg € C.
Questa formula si ricava immediatamente da:

jz=25 Vze€C
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j*=-1

Il coniugato di un quaternione (corrispondente all’aggiunta della matrice con cui &
definito) e dato da:

z4+Jjw=Zz—juw.

Indichiamo con ¢ l'isomorfismo:
(ORI (Zh,wh)lghgn — (Zh +jwh)1§h§n c H™.

Allora

o Yjo=J

0 -7
J— ( 0 ) |
e abbiamo indicato con I l'identita su C".

Consideriamo una matrice B = C 4 jD = (Ch + jDhi)1<h k<n con coefficienti
Chik + jDpi € H, Chi, Dpy, € C. Se u = v + jw € H”, con v,w € C™, abbiamo

dove J ¢ la matrice 2n x 2n:

Bu = (Cv — Dw) + j(Dv + Cv).

Ad essa risulta dunque associata una B € H omc(C?™, C?™) rappresentata dalla

matrice: .
~ D

Le matrici di questa forma sono tutte e sole le matrici 2n x 2n complesse A che
soddisfano la:

AJ = JA.
Ricordiamo ora che, se g € Sp(n, C), abbiamo:

tgJg = J.
Se inoltre g € U(2n), & g* = g~ 1, da cui

t —1

9=9

Otteniamo percio la condizione:

gJ = Jg.

Abbiamo dunque un’inclusione naturale
Sp(n) — GL(n,H).

Possiamo allora caratterizzare Sp(n) come il gruppo delle trasformazioni H-lineari
su H"™, che lasciano invariato il prodotto scalare sui quaternioni:

n
(ur|ug)y = Z u?ﬂg
h=1
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Se scriviamo le componenti u' nella forma v + jwl con v', wl € C per | = 1,2,

troviamo per il prodotto scalare sui quaternioni 1’espressione:

n n
heh |, —h. h | - h-h  ~h_ h
(u1lug)m = E V1 Uy +wWiwy + ] E Wy Vg — V3 Wy

Una g € U(2n) lascia invariato il primo addendo, una g € Sp(n, C) lascia invariato
il secondo. Infatti il primo addendo si puo scrivere:

(C)]C).

e il secondo, moltiplicato a sinistra per j, mediante

() ()

Sia K uno dei corpi R, C,H e indichiamo con ey, - , e, la base canonica di K™.
Possiamo allora identificare O(n —1),50(n —1),U(n—1),SU(n —1),Sp(n — 1) ai
sottogruppi rispettivamente di O(n), SO(n),U(n),SU(n), Sp(n) che lasciano fisso
il vettore e;. Abbiamo allora i seguenti omeomorfismi:

TEOREMA 3.1
U(1) = St
Sp(1) = S°.
O(n)/O(n —1) 2 SO(n)/SO(n —1) = 8" ! se n>1.
Un)/U(n—1)=SU(n)/SUMn—1)=25*"1 se n>1.
Sp(n)/Sp(n —1) =2 54" se n>1.

DiM. In ciascuno dei casi 'omeomorfismo si ottiene per passaggio al quoziente
dall’applicazione
g — ge1-

Poiché i guppi considerati sono compatti, si deduce immediatamente che i quozienti
iniettivi sono omeomorfismi.

TEOREMA 3.2  Per ogni intero n > 1 i gruppi Sp(n) sono compatti e connessi.

Dim.. Osserviamo che Sp(n) & compatto in quanto sottospazio topologico chiuso
di U(2n), che & compatto. Dimostriamo che & connesso per induzione su n. Per
n =1 Sp(1) & omeomorfo a S3 e quindi connesso. Sia ora m > 1 e supponiamo il
teorema vero per n = m—1. Le classi di equivalenza di Sp(m)/Sp(m—1) sono allora
insiemi connessi. Ne segue che un insieme contemporaneamente aperto e chiuso in
Sp(m) & saturo e dunque Sp(m) & connesso in quanto il quoziente & connesso.

Osserviamo che Sp(n) e localmente connesso per archi, in quanto 'applicazione

Exp: sp(n) — Sp(n)
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definisce un omeomorfismo di un intorno di 0 in sp(n) su un intorno di e in Sp(n):

Sp(n) & dunque localmente connesso per archi e percio connesso per archi in quanto
connesso.

TEOREMA 3.3 U(n) é omeomorfo a SU(n) x S'. In particolare U(2) = S3 x S1.

DiM.. Definiamo I’applicazione
U(n) > g — (61(det(g)) g, det(g)) € SU(n) x S*.

Essa e continua e bigettiva tra spazi compatti di Hausdorff e dunque un omeomor-
fismo.

84 I aruppl Sp(n,C) E SU*(2n)
LEMMA. Se g € Sp(n,C), allora g* € Sp(n,C).
DiM.. Abbiamo

tgdg=J
e dunque
Jg= ‘tg'J
da cui, passando alle inverse:
g tT=1J g
Passando ai coniugati, otteniamo:
——17 _ *
g J=Jg
da cui

e dunque g* € Sp(n,C).

TEOREMA 4.1  Sp(n,C) & omeomorfo a Sp(n) x R™2n+1),

DiM.. Sia g € Sp(n,C). Possiamo decomporre g in modo unico nella forma:
g=ab con ac€U((2n) e be P(2n).
Poiché g* € Sp(n,C), otteniamo
b*a*ab = b*b = b* € Sp(n,C).
La b si puo rappresentare in modo unico come esponenziale di una matrice hermi-

tiana B:
b= Exp(B) B = B".
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Abbiamo allora
—JExp(2B)J = Exp(J'2BJ) = Exp(—2 'B)
ed essendo questa un’uguaglianza tra esponenziali di matrici hermitiane otteniamo

che
—JBJ =— 'B.

Bi1 Bio
B = .
(312 B
con Bpi matrici complesse n X n, By; e Bsy hermitiane. Otteniamo allora le
uguaglianze:

Scriviamo B nella forma

By = — "By
Bia = 'Bis.

La matrice B e dunque della forma

Bi1 Bio
1 B= 1
0 (3;2 _BH)

con By; hermitiana e By simmetrica. Viceversa, I’esponenziale di una matrice B
di questa forma ¢ un elemento di Sp(n,C). Le matrici della forma (1) formano uno
spazio vettoriale reale L di dimensione n? +n(n + 1) = n(2n + 1) e dunque la tesi
segue dall’omeomorfismo:

Sp(n) x L 3 (a, B) — aFEzp(B) € Sp(n,C).
TEOREMA 4.2 Il gruppo SU*(2n) é omeomorfo a Sp(n) x R2n*—n—1,

DiM.. Ricordiamo che g € SU*(2n) se g € SL(2n,C) e

Ne segue che, se g € SU*(2n) N U(2n) abbiamo
t _
gJg=J
e dunque g € Sp(n).
Si verifica immediatamente che g* € SU*(2n) se g € SU*(2n) e dunque possiamo

ripetere il ragionamento fatto nella dimostrazione del teorema precedente: dopo
aver decomposto g mediante

g=ab con ac€U((2n) e be P(2n)

osserviamo che

b*b = b2 € SU*(2n).
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Dopo aver scritto b come ’esponenziale di una matrice hermitiana B, troviamo che
le B devono appartenere allo spazio vettoriale reale L di dimensione 2n? —n — 1)

delle matrici della forma:
p— (B D
Biy Bn

con By1; matrice n X n hermitiana con traccia nulla e Bio matrice n x n complessa
antisimmetrica: !Bis = —Bjs. L’omeomorfismo

Sp(n) x L 3 (a, B) — aEzp(B) € SU*(2n)

dimostra allora la tesi.

85 I aruppl SO(n,C) E SO*(n,C)
TEOREMA 5.1 SO(n,C) é omeomorfo a SO(n) x R(*=n)/2,

DiM.. Osserviamo in primo luogo che 'aggiunta ¢* di un elemento g di SO(n,C
e ancora un elemento del gruppo. Infatti le equazioni che definiscono il gruppo
SONo:
det(9) =1, 'gg=1.

Un elemento g di SO(n,C) N U(n) soddisfa

tg:g—lzg*

e dunque e una matrice a coefficienti reali. Otteniamo percio:
SO(n,C)NU(n) = SO(n).
Decomponiamo g € SO(n,C) in modo unico mediante
g=ab con acU(n) e be P(n).
Ricaviamo che
a€ SOn,C)NnU((n) e be SO(n,C)N P(n)

e che gli elementi di SO(n,C) N P(n) sono tutti e soli gli esponenziali delle matrici
dello spazio vettoriale reale L di dimensione (n? — n)/2:

L = {B|B hermitiana e 'B = —B}

cioe delle matrici a coefficienti puramente immaginari antisimmetriche. La tesi
segue come nelle dimostrazioni dei teoremi precedenti.

TEOREMA 5.2 SO*(2n,C) é omeomorfo a U(n) x R ",

DiM.. Dimostriamo in primo luogo che il gruppo SO*(2n, C)NU(2n) & isomorfo,
come gruppo topologico, a U(n). Infatti, per un elemento g di tale gruppo, valgono
le equazioni:

tgg=1, g*Jg=1J, g'g=1, det(g)=1.
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La prima e la terza di queste equazioni ci dicono che g € una matrice reale di
SO(2n). La seconda ci dice allora che g commuta con J e dunque ¢ C-lineare per
la struttura complessa su R?" definita da J. Si verifica facilmente che, se definiamo
I'isomorfismo R-lineare o : R?® — C" mediante

olex) =er per 1<k<n e o(Jex) =o0(ertn) = i€k
I’applicazione
SO*(2n,(C) ﬂU(2n) 59— o'ogog_1 c U(n)

e un isomorfismo di gruppi topologici. Per concludere la dimostrazione, osserviamo
che il gruppo SO*(2n,C) & chiuso rispetto all’aggiunzione e dunque, dalla decom-
posizione

g=ab con a€U(2n) e be P(2n)

deduciamo che b2 € SO*(2n,C). Troviamo allora che b = Exp(B) dove B &
univocamente determinata come un elemento dello spazio vettoriale reale L di
dimensione n? — n delle matrici:

B = B B con Bii, Bi2 hermitiane puramente immaginarie}.
B2 —Bi

[’omeomorfismo cercato segue nel modo standard.

§6 I GrupPI Sp(p,q;C)

TEOREMA 6.1 Abbiamo 'omeomorfismo

Sp(p,q) = Sp(p) x Sp(g) x R*¥1.

Dim.. Ricordiamo che il gruppo Sp(p, ¢; C) & caratterizzato dalle equazioni:

tgJg =1,

(Ig O (L, 0
g(o Ip,q)g_(o L)

Come abbiamo visto in precedenza, possiamo considerare un elemento

g € Sp(p,q¢;C) N U(2n) C Sp(n) come un elemento di GL(n,H). Scriviamo §
per la matrice a coefficienti quaternioni corrispondente a g. Troviamo allora: se
g € Sp(p, q; C), allora

Si ottiene quindi

~ 0
g= (%1 ) con g1 € Sp(p), g2 € Sp(q).
g2
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D’altra parte abbiamo al solito I'invarianza di Sp(p, ¢; C) rispetto all’aggiunzione.
Dalla decomposizione standard di g € GL(n, C) nel prodotto di una matrice unitaria
e di una hermitiana definita positiva, troviamo un omeomorfismo

0
Sp(p) x Sp(q) x L > (91,92, B) — (901 gz> Ezxzp(B) € Sp(p,q;C)

ove in questo caso L e uno spazio vettoriale reale di dimensione 4pg di matrici
hermitiane. Le matrici di L hanno la forma:

O B12 0 Bl4
Bfy 0 'Byu 0

0 314 0 _Bl2
Bfy 0 —'Biy 0

B =

con By e By4 matrici complesse di tipo p X gq.

§7 I GrupPl SO(p,q)

TEOREMA 7.1 Siano p,q due interi positivi con p + q = n. Allora il gruppo
SO(p,q) & omeomorfo a {—1,1} x SO(p) x SO(q) x RP4.

DiMm.. Ragioniamo come nella dimostrazione dei teoremi precedenti. Ricaviamo
in primo luogo che SO(p,q) NU(n) ¢ formato dalle matrici:

_ (91 O
I < 0 92)
con g1 € O(p), g2 € O(q) e det(g1)det(g2) = 1.
Quindi abbiamo ’omeomorfismo:

SO(p,q) NU(n) =2{-1,1} x SO(p) x SO(q).

D’altra parte SO(p,q) N P(n) & 'immagine iniettiva mediante I’applicazione espo-

nenziale delle matrici
B 0 DBi2
tBys 0

ove Bio € una matrice reale p X q. Usando la decomposizione degli elementi di
GL(n) in prodotto di unitarie e hermitiane positive, si ottiene la tesi.
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CAPITOLO XII

OMOTOPIA

§1. Omotopia libera di applicazioni continue.
Siano fy, f1 : X — Y applicazioni continue tra due spazi topologici X, Y.
Diciamo che fy e fi sono omotope se € possibile trovare un’applicazione continua:

F:XxI—Y
(I =[0,1]), tale che
F(z,0) = fo(x) e F(z,1) = fi(x) Vx € X.

La F' si dice un’omotopia tra fo e f1. Osserviamo che un’omotopia F' definisce
un’applicazione continua

I>t— F,=F(-,t) €C(X,Y)

dall’intervallo I allo spazio C(X,Y’) delle funzioni continue da X in Y su cui si
consideri la topologia compatta-aperta. Viceversa, se X e uno spazio di Hausdorft
localmente compatto un’applicazione continua

IBt—)FtGC(X,Y)

definisce un’omotopia tra Fy e Fy. In questo caso, data una funzione continua
f: X — Y, l'insieme delle funzioni g € C(X,Y’) omotope a f & la componente
connessa per archi di f in C(X,Y).

PROPOSIZIONE 1.1. L’omotopia é una relazione di equivalenza in C(X,Y) .

DiMm. Scriviamo f ~ g per indicare che due funzioni f,g € C(X,Y’) sono omo-
tope. Verifichiamo che questa e una relazione di equivalenza. Intanto ¢ f ~ f
mediante ’'omotopia costante

X xI>(z,t)— f(z) €Y.

Se
F:XxI—Y

¢ un’omotopia tra f e g, allora
XxI3(x,t) — F(z,1-t) €Y
¢ un’omotopia tra g ed f. Quindi

f~g=g~F
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Se inoltre
G: XxI—Y

€ un’omotopia tra g ed h, allora la
F(x,2t sete(0,1/2
e = { £ 0.1/2)
F(x,2t —1) sete[l/2,1]
definisce un’omotopia tra f e h. Dunque

f~g e g~h=— f~h.

Indichiamo con 7(X,Y) il quoziente di C(X,Y) rispetto all’equivalenza omoto-
pica. Questo insieme si dice I’omotopia libera delle applicazioni continue di X in

Y.
PROPOSIZIONE 1.2. Siano X,Y,V,W spazi topologici e o : V — X, ¢ : Y —

W' due applicazioni continue. L’applicazione:
Ui 1 C(X,Y) S f —1po fopelC(V,W)
definisce per passaggio al quoziente un’applicazione

(o, ) (X, Y) — n(V,W).

§2. Equivalenza omotopica di spazi topologici.

Due applicazioni continue
f: X —Y

g:Y —X
si dicono omotopicamente inversa I'una dell’altra se

gofr~idy in 7(X,X)

fog~idy in w(Y)Y).

Diciamo allora che f e g sono equivalenze omotopiche. Due spazi topologici X e Y
tra i quali si possa stabilire una equivalenza omotopica si dicono omotopicamente
equivalenti o dello stesso tipo di omotopia.

L’equivalenza omotopica e una relazione di equivalenza nella categoria degli spazi
topologici. Si dimostra facilmente la seguente:

PROPOSIZIONE 2.1. Siano X, Y, Z spazi topologicie p : X — Y Y — Z
due applicaziont continue. Se due delle applicazioni continue @, ¥, ¥ o ¢ sono
equivalenze omotopiche, anche la terza lo é.

Se X, Y, V, W sono spazi topologici e p : V — X, b :' Y — W sono due
equivalenze omotopiche, allora

7-(-(907 ¢) : W(X’ Y) — W(Vu W)
e un’applicazione bigettiva.
§3. Spazi topologici contrattili.

Uno spazio topologico X si dice contrattile se idx ¢ omotopicamente equivalente
a un’applicazione costante in (X, X).
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PROPOSIZIONE 3.1. Uno spazio topologico € contrattile se e soltanto se ha lo
stesso tipo di omotopia dello spazio formato da un solo punto.

DiM. Indichiamo con D (disco 0-dimensionale) lo spazio formato da un solo
punto. Siano
f:D° — X

g: X — D°

omotopicamente inverse 'una dell’altra. Allora
fog: X — X
e costante e omotopicamente equivalente a idx. Viceversa, se
p: X — X
e un’applicazione costante omotopicamente equivalente a idx, definiamo
f:D°— X
mediante

F(D%) = p(X)

e consideriamo 1'unica applicazione
g: X — D°.

Poiché fog= ¢, la f e la g sono equivalenze omotopiche.
OSSERVAZIONE. Uno spazio topologico contrattile & connesso per archi.

DiM. Sia
F:XxI—X

un’omotopia tra 'identita su X e un’applicazione costante. Allora, per ogni coppia
di punti z,y € X,
F(z,2t) sete[0,1/2]
a(t) =
F(y,2—-2t) sete[l/2,1]
definisce un cammino continuo che congiunge = a y.

PROPOSIZIONE 3.2. Sia X wuno spazio topologico contrattile. Allora, per ogni
spazio topologico Y, m(Y, X) contiene un solo elemento.

DiM. Se f: D% — X & un’equivalenza omotopica, allora
n(idy, f) : 7(Y, X) — 7w (Y, D)

¢ bigettiva. Il secondo insieme contiene un solo elemento e dunque la tesi ¢ dimo-
strata.

In particolare, due qualsiasi applicazioni costanti di uno spazio contrattile in se
sono omotopicamente equivalenti.
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OSSERVAZIONE. Se X € uno spazio topologico contrattile e Y un qualsiasi spazio
topologico,allora w(X,Y) é in corrispondenza biunivoca con le componenti connesse
per archi di Y. Infatti, per ogni f : X — Y continua, f(X) é contenuta in
una componente connessa per archi di Y , univocamente determinata dalla classe di
omotopia dell’applicazione f.

§4. Omotopia legata. Retratti di deformazione.
Sia (X, A) una coppia topologica (X € uno spazio topologico e A un suo sotto-
spazio). Dato uno spazio topologico Y, un’omotopia

F:XxI—Y
si dice legata su A, o A-omotopia, se
F(z,t) = F(x,0) Vee A, Vtel.

La relazione di A-omotopia ¢ una relazione di equivalenza su C(X,Y) e il relativo
quoziente si indica con (X, A;Y). Fissata un’applicazione continua ¢ : A — Y,
indichiamo con 7(X,Y’;¢) I'immagine in m;(X, A;Y") dell’insieme
{feCX,Y) |fla=¢}.

Un sottospazio A di uno spazio topologico X si dice un suo retratto di deforma-
zione se possiamo trovare una retrazione

0: X — A

(cioe un’applicazione continua a valori in A con p|A = id4) tale che I'applicazione
composta:
X5A5X

sia omotopa all’identita su X.
Diciamo che A e un retratto di deformazione stretto di X se ’applicazione
composta
X5A5X
¢ A-omotopa a idx, se cioe possiamo trovare un’omotopia

F:XxI—X

tra oot e idx con:
F(z,t)=x Yx € A, Vtel.

§5. Omotopia relativa.

Le nozioni precedenti si possono generalizzare alla situazione seguente: dati due
spazi topologici X, Y e sottospazi Ay,--- A, di X e By, ---,B, di Y, indichiamo
con

C(X7A17"' 7An;Y7Bla"' 7Bn)

lo spazio delle funzioni continue f : X — Y tali che

FA)CB; Yi=1,- n.
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Chiamiamo omotopia relativa alle (n + 1)-uple (X, Aq,---A4,) e (Y, By, ---,By)
un’omotopia
F:XxI—Y

tale che
F(A; xI)CB;Yi=1,--- ,n.

[’omotopia relativa definisce una relazione di equivalenza su
C(X,Ay,---,A.;Y, By, -, By). Denotiamo il relativo quoziente con

W(XaAla"' 7An;Y7B17"' 7Bn)

§6. k-connessione.

n—1

Useremo in R™ coordinate 2, - - ,x e indicheremo con eqg, - -+ ,e,_1 i vettori

della base canonica. Definiamo:
D’ = {0}

D" ={zeR" | |z| <1} se n>0,
S"={x cR"™ | |z|=1} se n>0.

Abbiamo S”~! ¢ D". Considereremo S™ come un sottospazio di S™t! mediante
I’inclusione canonica
S" 32— (,0) € S™H,

Indichiamo con o4 e o_ le immersioni canoniche:
or:D" >z — (2 2" /1 - |z2) e 5™
o_:D" 3z — (20 2"t —/1—|2[2) € ™
Ricordiamo ancora che I’applicazione
S"x I3 (z,t) — to € D"*!
(coordinate polari) definisce un omeomorfismo canonico

St x I

A Dn+1.
Snx {0}

Abbiamo allora:

LEMMA 6.1. Sia X uno spazio topologico e
f:8" —X

un’applicazione continua. Le sequenti condizioni sono equivalenti:
a) f & omotopa a un’applicazione costante.
b) f si puo prolungare a un’applicazione continua

f:D" — X,
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c) foor e foo_ sono S L-omotope.
d) f é{eo}-omotopa all” applicazione costante.

DiM. a) = b).
Sia
F:5"x]—X

un’omotopia di f con un’applicazione costante.
L’applicazione

S" x I3 (x,t) — g(x,t) = (1 —t)x € D"

¢ decomponibile. Poiché F' & costante su t = 1, passa al quoziente definendo
un’applicazione continua

fiDmtt — X

che rende commutativo il diagramma:

snxy Iy x

| I

Dn+1 s Dn+1

Chiaramente f|S™ = F|{t =0} = f.
b) = ¢), d).
Sia
feDm— X

un prolungamento continuo di f. Allora
F(x,t) = f(z, (1 —2t)y/1 —|z[?)
definisce una S™~!-omotopia tra foo, e foo_ ela
Gz, t) = flt+ (1 —1)a®, (1 —t)zt, -, (1 —t)a" )
definisce una {ep}-omotopia
G:S"xI—X
di f con I'applicazione costante.

c) = b). Sia
F:D"xI— X

una S™~!-omotopia tra f ooy e f o o_. Definiamo

h:D" x I3 (z,t) — h(z,t) = (m (1—20)/1— |xy2) e D,
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Allora h ¢ un’applicazione decomponibile e la F' per passaggio al quoziente definisce
un prolungamento f di f che rende commutativo il diagramma:

Drxl —X . x

" |7,
Dn+1 ; Dn+1
id pn+t1

L’implicazione d) = a) & banale e dunque la dimostrazione & completa.

Uno spazio topologico non vuoto X si dice k-connesso , con 0 < k < oo, se per
ogni intero non negativo n < k ogni applicazione continua S™ — X ¢ omotopa a
un’applicazione costante, ovvero se

m(S™, X) contiene un solo elemento Y0 <n < k.

Uno spazio topologico omotopicamente equivalente ad uno spazio k-connesso ¢ esso
stesso k-connesso.

Gli spazi contrattili sono co-connessi.

Gli spazi 0-connessi sono gli spazi connessi per archi.

Uno spazio 1-connesso si dice semplicemente connesso.

§7. k-connessione relativa.

Una coppia topologica (X,A) si dice k-connessa se, per ogni intero 0 < n < k
ogni applicazione continua f : D™ — X tale che

fsmhHcA

N

¢ S™ l-omotopa a un’applicazione continua g : D" — X tale che
g(D") C A.
Il lemma seguente permette di dare una condizione equivalente di k-connessione, in

termini di omotopia relativa.

LEMMA 7.1. Sia f € C(D", 8" 1; X, A). Condizione necessaria e sufficiente
affinché f sia omotopa a un’applicazione costante in w(D™, S™"~1; X A) ¢é che f sia
S™=1_omotopa a un’applicazione g con g(D™) C A.

DiM. Necessita. Sia
F:D"xI] —X

un’omotopia con
F(S" ' t)c A vtel
F(x,1) = costante Vx € X.

Definiamo allora

_ [ F(x/[z|,.2(1—|z[))  se [z]>1-1/2
Ga,t) = { F(z/(1—1t/2),1) se || <1—1t/2
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La G definisce allora una S™ !-omotopia tra f e una funzione continua

F(x/|x|,2(1 — |x|) se |x|>1/2
9(x) _{ F(2z,1) se |z < 1/2

Sufficienza. Sia
G:D'"xI—X

una S™~!-omotopia tra f e un’applicazione g con g(D™) C A. Definiamo allora
I’omotopia:
G(z,2t) se0<t<1/2

F(x,t) = { G2(1—t)x,1) sel/2<t<I1.

Essa & un’omotopia di f con un’applicazione costante in w(D™, S*~1; X, A).

Osserviamo che, se A & un retratto di deformazione stretto di X, allora la coppia
(X, A) & oo-connessa.

Per n = 0 poniamo S~! = ). Allora I’enunciato del Lemma precedente & ancora
valido: Una coppia topologica (X, A) é 0-connessa se ogni punto di X puo essere
congiunto a un punto di A da un cammino continuo.

Citiamo senza dimostrazione il seguente risultato:

Se linclusione A — X é un’equivalenza omotopica, allora la coppia (X, A) &
00-CONNESSE.

§8. Il lemma di Sard.

Per proseguire lo studio dell’omotopia, utilizzeremo nel seguito alcune proprieta
delle applicazioni differenziabili.

LEMMA 8.1. Siano m, n, due interi positivi con m < n. Sia A un aperto di R™
e f: A— R"™ un’applicazione differenziabile. Allora f(A) é di prima categoria.

DiM. Per ogni intero positivo NV ed ogni a € Z™ indichiamo con Q(«, N) il cubo
m-dimensionale:
La famiglia
{Q(a,N)|a € Z", N € N — {0}}

¢ numerabile e le sue sottofamiglie formate dai cubi di lato 1/N sono ricoprimenti
chiusi localmente finiti (quadrettature) di R™. Possiamo scrivere A come unione
numerabile di tutti i cubi Q(a, N) in esso contenuti:

A = UQ,

con Qy = Q(auaNu)7 veN.
Abbiamo allora

f(A) =Uf(Qv)

unione numerabile di insiemi compatti. Bastera dunque dimostrare che ciascuno di
questi insiemi f(Q,) ha parte interna vuota.
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Supponiamo per assurdo che cio non sia vero. A meno di sostituire ad f la
funzione di classe C*

. — k(f(he +a/N) - f(a/N))
(per opportuni numeri reali positivi k, h e a € Z™) possiamo supporre che:

(i) AD>Q(m)={zecR™ | |2"|<1/2 per i=1,---,m}.

(i) fRIm)>QMn) = {yeR" | |y'|<1/2 per i=1,--- ,n}.

Le derivate parziali prime di f sono uniformemente limitate su Q(m). Per il teorema
della media, abbiamo allora, per una costante L,

|f(z1) = f(@2)| < Llz1 — 2| VI1,22 € Q(M).

La f trasforma percid un sottoinsieme di @(m) contenuto in una palla di raggio §
in un sottoinsieme di R” contenuto in una palla di raggio LJ.

Fissato un intero positivo N, suddividiamo Q(m) in N™ cubi di lato 1/N.
L’immagine mediante f di ciascuno di questi cubi & contenuta in un cubo di R™ di
lato 2L+/m/N. 1l volume di Q(n) dovrebbe essere allora inferiore alla somma dei
volumi di tali cubi:

1 =wol (Q(n)) < (2Ly/m)" - N™ "

ci da una contraddizione perché il secondo membro di questa diseguaglianza tende
a 0 per N — oo. La dimostrazione ¢ completa.

OSSERVAZIONE. Segue dalla dimostrazione che, se
f:A—R"

¢ un’applicazione differenziabile definita su un aperto A di R™, e m < n, allora
f(A) é contenuta in un insieme di misura di Lebesgue nulla di R™.

Sia A un aperto di R™ e sia
f:A—R"
un’applicazione differenziabile. Per ogni punto x di A indichiamo con
oft/joxt ... oft/ox™
df(z) = . e .
of /ax' ... Of"joxm

la matrice jacobiana di f in x. Il punto x si dice critico per f se df(xz) ha rango
< n. Il corrispondente punto f(z) € R"™ si dice valore critico di f. Indichiamo con
C(f) e CV(f) rispettivamente I'insieme dei punti critici e dei valori critici di f. I
punti di f(A) — CV (f) si dicono valori regolari di f.
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OSSERVAZIONE. (Teorema delle funzioni implicite). Sia A un aperto di R™ e
sia

f:A—R"

un’applicazione di classe C* con 1 < k < 0o. Se zy € A non & un punto critico di
f possiamo trovare un intorno aperto V di f(xg) in R™, un intorno aperto W di 0
in R™™™ un intorno U di xg in A e un omeomorfismo

g: VW —U

di classe C* tale che g non abbia punti critici in V. x W e

flg(y,2)) =y V(y,z) €V x W.

In particolare, se m = n, la g é un omeomorfismo di V su un aperto g(V') di A.
In questo caso diciamo che la f definisce un sistema di coordinate di classe C* in

g(V).
Dal teorema delle funzioni implicite deduciamo immediatamente il seguente

LEMMA 8.2. Sia A un aperto di R™,
f:A—R"

un’applicazione differenziabile di classe C'. Se y & un valore regolare di f, allora
f~Y(y) ¢ un sottospazio discreto di A.

DiM. Dal teorema delle funzioni implicite segue che ogni punto = di f~!(y) ha
un intorno aperto U tale che

T y)nU = {=}.

TEOREMA 8.1. (Lemma di Sard).
Sia A un aperto di R™ e sia f : A — R"™ un’applicazione di classe C*°. Allora
CV (f) ¢ di prima categoria.

DiM. Osserviamo che C(f) ¢ un sottoinsieme chiuso di A. Essendo A unione nu-
merabile di compatti, la tesi € equivalente al fatto che, per ogni compatto K C A,
I'insieme compatto f(K N C(f)) sia privo di punti interni. Il teorema & banale
quando n = 0, perché in questo caso l'insieme dei punti critici di f € vuoto. Pos-
siamo quindi supporre n > 0 e il teorema vero per applicazioni di classe C*° a valori
in R"~!. Ancora, il teorema ¢ banale se m = 0; potremo quindi supporre m > 1 e
il teorema vero per applicazioni differenziabili di classe C°° definite su aperti di R*
con k < m.

Poniamo C' = C(f) e per ogni intero positivo & indichiamo con C}, il sottoinsieme
di C in cui si annullano le derivate parziali di f fino all’ordine k:

Cr ={x€eR" | D*f(x) =0 se 0< |a| <k}.

Poniamo

Co = NCY.
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Gli insiemi C%, per 0 < k < 00, sono sottoinsiemi chiusi di C'. Dimostreremo
separatamente che I'immagine di C — C4, di C; — Ciy1 e di Cy sono di prima
categoria in R".

Sia xg un punto di C'— C';. Dimostriamo che esso ammette un intorno compatto
B in A tale che f(BNC') non abbia punti interni. Possiamo supporre per semplicita
che 2o =0, f(0) =0e df'/0x' # 0 in 0. Possiamo trovare allora un intorno W di
0 in A in cui, dopo un opportuno cambiamento di coordinate di classe C*° in un
intorno di 0 in R™, la f si puo scrivere nella forma:

f(z) = f(h 22, ..., 2") = (21, f2(2), ..., f"(x)).

(Cio si ottiene applicando il teorema delle funzioni impicite alla
A>z— (fY(z),2?,...,2™) € R™.) Sia B un intorno compatto di 0 in W della
forma:

B=[-rr|xG

con r > 0, G intorno compatto di 0 in R™~!. Supponiamo che f(C N B) contenga
punti interni e sia yo un punto interno di f(C'N B). La proiezione

R™ > (v o2, . y") — (¥, ..., y") e R
¢ aperta. Consideriamo ’applicazione differenziabile di classe C'>°
Wz — g(x) = (f*(x),.. ["(z)) € R"
Per 'ipotesi induttiva, I'insieme

9(Clg)NB

non ha punti interni.

Poiché BNC C C(g), se ne deduce che 'intersezione di f(C'N B) con I'iperpiano
{y! = y¢} non contiene un intorno di yo per la topologia di sottospazio dell'iperpia -
no. Cio contraddice 'ipotesi che gy fosse punto interno di f(C' N B) ed abbiamo
quindi dimostrato che f(C N B) ¢ un compatto privo di punti interni. Possiamo
quindi ricoprire C' — C; con una famiglia numerabile di compatti {B;} tali che
f(C N By) sia privo di punti interni e dunque

f(C—-Cy)=Uf(Cn B

e di prima categoria.

Sia ora k > 1 e 9 € Cy — Ciy1, che possiamo supporre essere l'origine. Indi-
chiamo con ¢ una derivata parziale di f di ordine k, per cui sia dp(0) # 0. Possiamo
supporre che f(0) = 0 e che p(z) = x', a meno di restringerci a un intorno aperto
W di 0.

Allora Cp N W & contenuto in {z! = 0} e quindi f(Cy N W) & contenuto
nell’insieme dei valori critici dell’applicazione

definita e di classe C*° in un intorno A’ di 0 in R™~1. L’insieme f(Cx NW) & allora
di prima categoria per l'ipotesi induttiva su m.
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Sia ora K un compatto contenuto in C,,. Poiché tutte le derivate parziali di
f si annullano identicamente su K, per ogni intero positivo [ possiamo trovare un
intorno aperto U di K in A tale che

|f(z)| < dist(z, K)' Ve U.

Supponiamo per assurdo che f(K) contenga dei punti interni. Non & restrittivo
allora supporre che f(K) contenga il cubo

Q={yeR" | |y'| <1/2}
e che K sia contenuto nel cubo
Q ={zxeR™ | 2| <1/2}.

Sia N un intero positivo, con Ndist(K,R™ —U) > 1 e suddividiamo @’ in N™ cubi
di lato 1/N. Se P & uno di questi cubetti che interseca K, esso ¢ tutto contenuto
in U e la sua immagine mediante f sara contenuta in un cubo di lato minore di

2(y/m/N)!. Avremo dunque:
1 =wvol(Q) < 2"N™(v/m/N)™.

Scegliendo In > m, otteniamo una contraddizione.
Ne segue che I'immagine f(K N C'), essendo un compatto di prima categoria in
R"™, ha parte interna vuota. La dimostrazione ¢ completa.

Dalla dimostrazione si puo osservare come l'ipotesi del teorema che la f sia di
classe C™ si possa indebolire a f di classe C* con kn > m.

89. Varieta differenziabili.

Si dice varieta topologica di dimensione n uno spazio topologico X di Hausdorff,
numerabile all’infinito, in cui ogni punto ha un intorno aperto omeomorfo ad un
aperto di R™.

Un atlante su X ¢ una famiglia A = {(U;,;)} in cui {U;} ¢ un ricoprimento
aperto di X e per ogni indice ¢

0 Ui — o(U;)) =V; CR"
¢ un omeomorfismo su un aperto V di R" . Le funzioni
g9ij = piow; 0 (UiNU;) — @i(U; N U;)

sono omeomorfismi tra aperti di R e si dicono le funzion: di transizione dell’atlante
A.

Un atlante di una varietd topologica X si dice di classe C* (0 < k < 00) se le
sue funzioni di transizione sono di classe C*. Due atlanti di classe C* sulla stessa
varieta topologica X si dicono k-equivalenti se la loro unione ¢ ancora un atlante
di classe C*.

Si dice warieta differenziabile di classe C*¥ una varieta topologica munita di una
classe di equivalenza di atlanti di classe C¥.

Un atlante A di classe C* su una varieta topologica M di dimensione n determina
su M un’unica struttura di varieta differenziabile di classe C*. Un omeomorfismo

p:U—VCR"

di un intorno aperto U di un punto p di M su un aperto V di R” si dice un sistema
di coordinate (o carta locale) di classe C* in p se {(U, p)} U A & k-equivalente ad A.
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OSSERVAZIONE. Siano M, N, varieta differenziabili di classe C* e sia f : M —
N un’applicazione continua. Dato un punto p € M sono equivalenti:

i) Possiamo trovare una carta locale (U, ) in p e una carta locale (V, ) in f(p)
tali che

pUNfHV)) 22— o fop t(z) € (V)

sia un’applicazione di classe C* in un intorno di p(p).
i1) Per ogni carta locale (U, @) in p e per ogni carta locale (V1)) in f(p)

pUNfH V)22 — o fop ! (z) € (V)

¢ un’applicazione di classe C* in un intorno di ¢(p).

In questo caso diciamo che f & un’applicazione di classe C* in p. un’applicazione
f si dice di classe C* in M se ¢ tale in ogni punto di M.

Esempi.

1. Un aperto A di R™ e una varieta differenziabile di classe C*° con 'atlante
(A idy).

2. Il toro T™ = R™/Z" & una varieta differenziabile di classe C*° con l'atlante
formato dalle immagini, mediante la proiezione canonica, degli aperti

U(zo) = {x € R™ | |2 — x| < 1/2}

al variare di xg in R™ e dagli omeomorfismi inversi delle restrizioni a U(xg) della
proiezione nel quoziente.

3. La sfera S™ & una varieta differenziabile di classe C*° e di dimensione n con
atlante {<U+7 ()0+)7 (U—7 90—)} ove

Uy ={zxes™ | 2°> -1}
U.={zes” | 2°<1}
oy(z¥ 2t 2" = (2 /(1 + 2°), ..., 2" /(1 + 2°)) e R"
o_ (2% 2" .. 2") = (2 /(1 — 20), ..., 2" /(1 — 2)) € R™.

(proiezioni stereografiche di centri rispettivamente ey e —eq.)

4. Lo spazio proiettivo RP™ & una varieta differenziabile di classe C'°° e di
dimensione n con 'atlante

{(Ui, pi)li = 0,...,n}
ove in coordinate omogenee abbiamo:
U; = {z' # 0}
i(x®, .2 2t e = (2¥ /2t e et T et L e ) € R™.
5. Sia A un aperto di R™, m >n e

f:A—R"
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un’applicazione di classe C* con k > 1. Se y € f(A) & un valore regolare di f, allora
f~1(y) & una varieta differenziabile di classe C* e di dimensione m —n (sottovarieta
differenziabile di classe C* di A) con I'atlante definito dai sistemi di carte locali:

F7 W) D Ugy 32 — €(2) = (£ (2), .., € 7"(2)) € E(Ury) CR™T"
al variare di z¢ in f~1(y) e di £ € Homg(R™,R™™") tra le applicazioni lineari tali
che g(z) = (z,&(x)) sia regolare in xy. Per il teorema delle funzioni implicite, la

g definisce allora un omeomorfismo di un intorno V' di xy su un aperto V' di R™.
Poniamo Ug ., =V N f~1(y).

Siano M ,N varieta differenziabili di classe C* con k > 1. Data un’applicazione

differenziabile di classe C*
f:M— N

un punto p che sia critico per la rappresentazione di f in un sistema di coordinate
locali in p e in f(p), lo & anche per la sua rappresentazione rispetto a qualsiasi altro
sistema di coordinate locali.

Possiamo quindi definire senza ambiguita l'insieme C(f) dei punti critici di f in
M e l'insieme CV (f) dei valori critici di f in N.

Usando atlanti formati da un insieme al pitt numerabile di elementi otteniamo
immediatamente:

TEOREMA 9.1. (Lemma di Sard) Siano M ed N wvarieta differenziabili di classe
C°. Allora, per ogni applicazione
f:M—N

di classe C*°, CV (f) ¢ un insieme di prima categoria in N.

§10. Proprieta di omotopia delle sfere.
Mostriamo in questo paragrafo che la sfera S™ ¢ (n — 1)-connessa, ma non n-
connessa.

TEOREMA 10.1. S™ ¢é (n — 1)-connessa.
DiM. Sia m un intero non negativo < n e sia
f:8m — 8"
un’applicazione continua. Per il teorema di Stone-Weierstrass possiamo trovare
un’applicazione a componenti polinomiali

P:R™ — R
tale che
|P(x) — f(z)] < 1/2 Vx e S™.

Abbiamo quindi

|f(x) +t(P(z) — f(x))| >1/2 VY(z,t) € S™ x I.
L’applicazione:
f(x) +t(P(x) — f(=))
|f(z) + t(P(x) — f(x))|
¢ un’omotopia tra f e la restrizione g di P/|P| a S™. Dico che la g non & surgettiva.
Infatti, g & di classe C*° su S™ e quindi, per il teorema 9.1, g(S™) ¢ di prima

categoria in S™. Poiché S™ meno un punto € omeomorfa a R™, che ha lo stesso tipo
di omotopia del punto, g € omotopa a un’applicazione costante.

S™x I3 (x,t) — e Sm
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LEMMA 10.1. Sia n un intero > 1. Definiamo una applicazione (sospensione)
o:C(S™,8") — C(S™ Tt snth)

mediante:

o f (@, .. a", ") ( M= (@) f ( ( l‘:l)) ) 7xn—|—l> ‘

Essa induce un’applicazione bigettiva

o, (8™, 8") — (ST, S,

Dim. Poiché un’omotopia di applicazioni continue di S™ in se si trasforma me-
diante ¢ in un’omotopia di applicazioni continue si S”*! in s¢, la o, & ben definita.

Iniettivita| Siano f,g : S™ — S™ due applicazioni continue. Se of € omotopa
a og, possiamo trovare un’omotopia

F: 8§ x [ — gnt!

tale che
(2,0) =of(z) Vore Sl

F
F(x,1) =og(x) Vae S

Osserviamo allora che
U(z,t) = t(|F" (@, )] — [2"T]) - eo + F(w,t) #0

V(z,t) € S"t x I con |F" T (x,t)| > |z" 1.

Infatti, se |[F™ 1 (x, )| > 0, i due termini nella somma sono linearmente indipen-
denti. Se |F" 1 (z,t)| = 0, allora ¥(x,t) = F(x,t) # 0.
Possiamo allora definire un’omotopia

Gl t) { F(x,t) se [ (z, )] < |2t
€T =
’ U(a,t)/|W(a,t)] se [F"H(z,t)] > 2"

Osserviamo che
G(z,0) = F(z,0) = o f()

in quanto
()" (z) = 2"

e che analogamente
G(z,1) = F(z,1) = og(x) Yz € ST,

Abbiamo
|G”+l(az,t)| <1 V(z,t) e S" x I
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in quanto cio e verose t = 0,1 e per t # 0,z € S™ il vettore
U(z,t) = t|F" " (z,t)|eg + F(z,t)
non e proporzionale a e, 1. Otteniamo quindi un’omotopia
H:S"xI— 8"

di f con g definendo
x/
0: 8" {2t <1}9x—>m cs"
x

(ove 2’ = (2Y,...,2™)), e ponendo

H(z',t) = 0o G(2',0;1).

Surgettivita| Sia

fr8mtt gt

un’applicazione continua.
a) Supponiamo che, posto

Si—&—l — {l’ c Sn—!—l | xn-i—l Z 0}

St = fz e STt | gt <0}
sia
STy c st e f(S™Th) < sm
Possiamo allora costruire un’omotopia tra f e og, dove g e I'applicazione:
S" s (20 ., 2") L (20 ..., 2", 0) e S

nel modo seguente. Indichiamo con h : D"t! — D"+l ]a funzione continua:

hy) = { onlg(y/ly|) :55200.

Siano o e o_ le applicazioni introdotte nel §6. Sia
p: ST (20 2™ 2" — (20, .., 2") € D!
la proiezione naturale. Allora

o (h(p(z)) Vo€ SIH!

o9(@) = { o_(h(p(z)) Ve e S™,

Indichiamo con f,, f_ : D" — D" le funzioni continue:

f+(y) =po f(o(y)) per y € D"
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f-(y)=po flo_(y)) per y € D"

La proprieta della funzione f di trasformare in se i due emisferi SZH e S™ ! si puo
esprimere mediante:

[ o4o fr(p(x)) sexe€ S?_Jrl
fa) = { o_of_(p(x)) sexc St

Allora un’omotopia F : St x I — S"*H! tra f e og si pud ottenere rialzando
I’omotopia lineare tra fi ,f_ e h:

Flat) = { o+ (f+(p(x)) + t(h(p( sex € ST
, o_(f—(p(x)) + t(h(p(x)) — f_(p(x))) sex e ST

8
N—
|
S~

_|_
~
=
8
N
N~—

b) Consideriamo ora il caso generale. Sia
f . Sn+1 Sn+1

una qualsiasi applicazione continua. Se f non e surgettiva, allora € omotopa a
un’applicazione costante e questa & omotopa alla oh ove h(x) = ¢y Vo € S™.

Supponiamo quindi f surgettiva. Ripetendo il ragionamento svolto nella dimo-
strazione del teorema 10.1, possiamo supporre che f sia di classe C°°. L’insieme
dei suoi valori critici & allora un compatto di S™*! privo di punti interni e potremo
trovare una coppia di punti diametralmente opposti che siano entrambi valori
regolari (non critici) di f. A meno di una rotazione, che possiamo ottenere me-
diante un’omotopia dell’identita, in quanto SO(n + 2) & connesso per archi, pos-
siamo supporre che e, 11 € —e, 41 siano valori regolari di f. Poniamo per semplicita
N = ep11 € S = —epy1. Per il teorema delle funzioni implicite, ogni punto di
N* = f~}(N) ed ogni punto di $* = f~1(S) ha un intorno aperto che non contiene
altri punti di N* U S*. I due insiemi sono dunque sottoinsiemi discreti di S”**! e
percio finiti. Possiamo trovare una forma lineare £ in (R"72)* che assume valori
distinti sui punti distinti di N*US*. Infatti, per ogni coppia di punti distinti di R”*2
I’insieme delle forme lineari che hanno nei due punti valori distinti &€ un aperto denso
in (R"*2)* e una intersezione finita di aperti densi di (R"*2)* & ancora un aperto
denso in (R™*2)*. Scegliamo ¢ in modo che [£| =1 e [£(z)| < 1 su N*US*. A meno
di una rotazione, per cui valgono le considerazioni svolte sopra, possiamo supporre
sia {(z) = (z|N). Suddividiamo ora [—1,1] in un numero finito di intervalli, me-
diante punti —1 < ¢; < ... < ¢; < 1, in modo che

(x|N) #¢; per i=1,...1 se € N*US”
card({(z|N)|lx € N*US*} N ci,cix1]) =1 per i=1,..,1—1
c1 < (z|N)<¢ Vre N*US™.
Costruiamo ora un’omotopia

H:8"ttx [ —y gntl

tra I'identitd e un omeomorfismo di S™*! la cui inversa trasformi i punti
r=(2%..,2") € N*in 7 = (/1 — (27+t1)2,0,...,0,2"1) e i punti

Y
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r=(2%..,2") € §*inz = (—/1 — (2n+t1)2,0,...,0,2"1). Sia infatti, per
ogni indice 7, g;(tf) un arco continuo in SO(n + 2) formato da applicazioni che
lasciano fisso il punto N (l'insieme delle applicazioni in SO(n + 2) che lasciano
fisso NV ¢ isomorfo, come gruppo topologico, a SO(n + 1) ed ¢ quindi connesso per
archi) e tali che g;(1)x =z sex € N*US* e ¢; < (N|x) < ¢;4+1. Poniamo quindi,
indicando con x; '’elemento di N* U S* tale che ¢; < (z;|N) < ¢;41 e con n;(z) la
funzione definita per ¢; < (z|N) < ¢;41 mediante:

e —|(x — z;|N)?
ni() p([(I|N)—ci][ci+1—(I|N)]>

e uguale a 0 nei punti non appartenenti a tale striscia. Essa € una funzione di classe
C*°. Consideriamo quindi ’omotopia:

x se (z|N) & [c1, ¢
H(z,t) =< gi(tni(z))z sec; < (z|N) < ciy1, i=1,..,1—1
x se (x|N)=¢;, i=1,..,1.

L’omotopia f(H(z,t)) trasforma f in un’applicazione g(x) = f(H(x,1)) per cui
g~ 1(N) & un insieme finito di punti con

(z|leg) >0
e g~ 1(S) & un insieme finito di punti con
(x|eg) < 0.
Questa applicazione € omotopa a quella ottenuta componendola con una rotazione

di SO(n + 2) che trasforma eg in N. Ci siamo quindi ricondotti alla situazione
seguente: abbiamo una applicazione continua

g: St — gl

omotopa ad f tale che
gH(N) c spH

g Y(S) c 8™t
Per la continuita di g, possiamo trovare 0 < € < 1/2 tale che

g(STTY) C {w e SMH 2" > 2¢ — 1},

g(S™) c {z € §"THa" T < 1 — 2¢}.

Poniamo
Uy (z,t) = (2, (/e —1)(e(L+t) —t(1 — ")),

U_(2,t) = (2, (/e — 1)(#(1 + 2" ') —e(1 4+ 1)) .
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Definiamo 1’omotopia:

x se [z" T >1—¢
L) U (2,t)/|V,(z,t)] sel—e(l+1/t)<antl<1-—¢
T, t) =
x/|z| se [zt <1 —e(1+1/t)

U_(z,t)/|0_(z,t)] se —1+e(l+1/t)<z"t!<e—1.
tra I'identitd e un’applicazione A : S"*1 — S7*1 tale che
A{|z" T <1 —2¢}) C S™.

Allora la L(g(x),t) € un’omotopia di g con un’applicazione continua L(g(z),1) =
h(z) tale che
h(Si—H) C Sz—kl’

h(S™th) c st
Ad essa si applica quindi ’argomento del punto a). La dimostrazione & completa.

TEOREMA 10.2. Consideriamo 1’ insieme di applicazioni continue ® formato
dalle ‘ A .
oSt 3 e — pp(e') =M e St

per k € Z. L’applicazione naturale:

d — (S, Sh

¢ una bigezione.

DiMm. Ogni applicazione continua f : S' — S' & omotopa a un’applicazione
continua g : S1 — S tale che g(1) = 1. Quindi, per il lemma 6.1,

m(ST, {1}; 81, {1}) ~ =(St, Sh).
Osserviamo che 'applicazione
(*) R>60 — e st
e un omeomorfismo locale. Per ogni applicazione continua
f:8t— 5t

con
S =1
possiamo allora trovare un’unica applicazione continua

f:R— R

tale che

f(0)=0
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e il diagramma

R — R

.| |

SlT>S1

sia commutativo. Abbiamo allora

f(@2m) = 2kn per qualche k € Z.

L’applicazione che fa corrispondere l'intero k alla funzione f & un’applicazione con-
tinua

c(S* {1};8',{1})) — R

che assume solo valori interi.

Essa ¢ dunque costante sulle componenti connesse di C(S!,{1};S1,{1}). Cio
dimostra che (*) ¢ iniettiva. Siano ora f,g € C(S,{1};S*,{1}) tali che f(27) =
g(27). Allora 'omotopia lineare:

(0,) — f(6) +t[g(6) — f(0)]

induce un’omotopia tra f e g. Ne segue che la (*) & anche iniettiva. La dimostra-
zione € completa.

TEOREMA 10.3. Sian > 2. L’applicazione

C(S,SY) 5 f — of €C(S™, 8™

0 1 1
7:1:73: )}

of(z?, 2t 2") = (/1 — |2")2f(2°, 21), 2"),

mduce un’applicazione bigettiva

ove, posto x = (x

m(S, 8Y) — w(S™, 8™).
In particolare, l’applicazione
Zo3k— pped
induce per ogni n > 1 una bigezione:

Z «—— m(S",S").

DiMm. La prima affermazione segue per iterazione dal lemma 10.1 e la seconda
dal teorema 10.2.

L’intero associato ad un’applicazione continua f : S™ — S™ si dice il grado di f
e si indica con deg(f).
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§11 Il teorema del punto fisso di Brouwer.

Un’importante applicazione dei risultati del paragrafo precedente ¢ il seguente

TEOREMA 11.1. (Teorema di Brouwer)
Ogni applicazione continua

f:D" — D"

ha almeno un punto fisso.

DiM.. Il teorema ¢ banale se n = 0. Sia n > 0 e supponiamo per assurdo che vi
sia una funzione continua f : D™ — D™ tale che

f(x) # x Yz € D".

Allora I'applicazione v : D" — S™~! che associa ad ogni punto = di D" linter-
sezione di S”~! con la semiretta

t—ax+t(x— f(z)), pert >0

¢ continua ed & una retrazione di D™ su S™ ! : essa infatti ¢ descritta analiticamente
mediante:

V(e — f(@)? + (L= 2]z — f@)]? = [(z]z — f(2))]
[z — f(z)[?

P(x) =+ (z — f(x)).

L’applicazione
D" xI> (z,t) — (1 —t)x +typ(x) € D"

¢ una S™~! omotopia dell’identitd con una retrazione di D™ su S"~!. Cio ¢ assurdo
perche S™~! non puo essere un retratto di deformazione stretto di D™. Infatti D"
e S™! non sono omotopicamente equivalenti in quanto D™ & contrattile, mentre
per il teorema 10.3 S~ ! non & (n — 1)-connesso.

Osservazione. 1l teorema di Brouwer si applica ovviamente a tutti i sottoinsiemi
di R™ che sono omeomorfi a D™; in particolare a tutti i sottoinsiemi convessi e
compatti di uno spazio euclideo.
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CAPITOLO XIII

GRUPPI DI OMOTOPIA

§1 GRUPPI DI OMOTOPIA DI UNO SPAZIO PUNTATO

Uno spazio puntato € uno spazio topologico non vuoto X su cui si sia fissato
un punto base xg. Chiamiamo n-esimimo gruppo di omotopia dello spazio puntato
(X, xg), e indichiamo con 7, (X, zq), U'insieme 7(S",eq; X, xg) delle classi di ep-
omotopia delle applicazioni continue f : 8™ — X tali che f(eg) = xp.

11 gruppo m1 (X, o) si dice anche gruppo fondamentale di X con punto base z.

Per descrivere la struttura di gruppo di 7, (X, z¢) (quando n > 1) & conveniente
utilizzare I'isomorfismo tra m, (X, zg) e w(I",bI"; X, xg) descritto dal seguente:

LEMMA 1.1 Sian > 1. Possiamo definire un’applicazione continua ¢ : I — S"

con le proprieta:

(i) ¢ definisce un omeomorfismo di I"™ \ bI"™ su S™ \ {eg};
(ii) 6~ (e0) = bI";

(iii) il quoziente iniettivo di ¢ & un omeomorfismo di I" /pyn su S™.
Per ogni spazio topologico X, con punto di base x, I’applicazione
(1.1) o" :m(S", e0; X, x9) — w(I™, 01" X, xq)
e bigettiva.

DiM. Definiamo:

olz| — 1,2z %—1) se 0 < |z] <1
s = { g
0 se z = 0.

La v : D™ — S™ & continua e definisce, per passaggio al quoziente iniettivo, un
omeomorfismo di D" / gn—1 su S™, che trasforma S™~! in eg.

Per ottenere la ¢ cercata sara quindi sufficiente comporre la ¢ con un omeomor-
fismo 7 di I" su D" che trasformi bI" in S"~!. Poniamo ||v||sc = sup;<;<, |vi| per
v=(v1,...,0,) ER" esiae=(1,...,1) = e; + -+ e,. Possiamo allora definire
7:I" — D" mediante:

2 —
uHZx—eHw se 2x # e
122 — €|

7(z) =

0 se 2x = e.
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Allora ¢ = o7 :I™ — S™ & applicazione continua cercata.

Per concludere, basta osservare che ’applicazione
C<Sn7 60;X7 370) > f — f © QS S C(In7 bIn7 X7 xO)

¢ un omeomorfismo per la topologia compatta-aperta.

Dati f,g € C(I",bI"; X, ), con n > 1, definiamo

f(2s1,892,...,8) se0< s <2
(1.2) f-g(sl,...,sn):{ " . 2
9(251_17327"'5571) Se§§81§1

Indicheremo il prodotto f - g anche con

TEOREMA 1.2 Sia X uno spazio topologico con punto di base xo € X. Per ogni
intero n > 1 'applicazione

(13) C(Ina bIn;X7 Zl)o) X C(In’bIn;X7 .’Eo) 2 (f7 g) - f A C(In7bIn;X, .To)
definisce per passaggio al quoziente un’operazione interna:
(1.4) T (X, o) X T (X, 20) 3 (a, B) = a - B € T (X, x0)

rispetto alla quale 7,, (X, z¢) € un gruppo, il cui elemento neutro corrisponde all’ap -
plicazione costante &g : 1" 2 s — xg € X. Sen > 2, allora m, (X, zy) & abeliano.

Dmm. Se F,G : I" x I — X sono due bI"-omotopie con F(bI",t) = G(bI",t) =
{zo} per ogni 0 <t < 1, allora anche

—_ N~

F(2s1,82,...,8n;t el
F-G(s;t):{ (261, 52 ) X
€3

<81 <
G(281_17827"'787’l;t> S S
¢ una bI"-omotopia con F' - G(bI",t) = {xo} per ogni 0 < ¢ < 1. L’operazione su
Tn(X, ) € percio ben definita.
Dimostriamo ora che m, (X, z¢) € un gruppo per n > 1.
a. [Zo] é I'elemento neutro del prodotto
Sia f € C(I",bI"; X, z(). Definiamo

To Seogslgé
Fl(S;t):{f(%,SQ,...,Sn> Se%§51§1

e
Fg(s;t):{f(%,sz,. ,Sn> se()gslg%
" se 25t <51 < 1
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La prima e una bI"-omotopia tra f e Zg - f, la seconda tra f e f - Zg:
oo | Fy | .
f — | 2o | f| e —= 1 f | Zo
| |
b. Esistenza dell’inversa.
Data f € C(I",bI"; X, z() definiamo
f(s) = f(1 —51,80,...,5,) Vs = (s1,...,8,) €I".
Dico che f- f ~ f- f ~ &g in C(I",bI"; X, o). Osserviamo a questo scopo che
2t51,82,...,8 se0<s; <1
F(s;t) = { u n) ) 2
f(2t(1_51)7827"'78n) Se§§31§1
& un’omotopia tra @y e f - f. Chiaramente la F(1 — s1,82,...,8,;t) & allora
un’omotopia tra &g e f - f perché f = f.
c. Il prodotto é associativo
L’associativita segue da schema:
] i ]
fo gl hj——|F | g | &
| | | |
con
f2(+1t)s1,82,-.-,8n) se 0 < s < 2(11“)
1 1 342t
F(S,t): g<281_M7827"'78n) s€ 2(1+t) Ssl < 4(141)
4(1+t)s1 —(3+21) 342t
h< 1i2t ,32,...,sn> se 7050 <351 <1

d. Il prodotto é commutativo per n > 2.

La dimostrazione della commutativita del prodotto per n > 2 segue dallo schema:

| - 1 % . f F3 o | f
I e T S o
| L g g | %o
B
|
g | f
|
Le omotopie sono date da:
Zo se 0<s1<1/2, 0<sy3<t/2
f(2s1,22 s3,...,80) se 0<s5<1/2, t/2<s<1
Fl(s§t): 1
9(2s1 — 1, (1 +t)s2,83,...,8,) se 1/2<s; <1, 0<s3< 75
o se 1/2<s; <1, 1+rt§32§1;
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o se 0<s; <45, 0<s <3
g(gsll;fﬂs%s?,,...,sn) se %gslgl, O§32§%
Fals 1) = f((2—1)s1,280 —1,83,...,58,) se 0<s < ﬁ, 1/2<s9, <1
o se ﬁgslgl, 1/2 <59 < 1,
g((1+1t)s1,289,83,...,8,) se 0<s5 < 1%%, 0 < s9 §%
Fy(s) = o se %Hgslgl, 0<s59<12
0 se 0<s1<g, 5<s<1
f(%,ZSQ—LSg,...,Sn) se %gslgl, %Sszgl;
9(251,(2 —t)s2,83,...,8n) se 0<s1 <3, 0<s< ﬁ
Fus) = o se ?gslgé, ﬁ§321§1
x0 se 3<s5<1, 0<sy<iH
f(231—1,%,33,...,3n) se %gslgl, %§32§1

TEOREMA 1.3 Sia G un gruppo topologico con identita e. Allora m (G,e) & un
gruppo abeliano.

Dim. Siano «, 8 € C(I,{0,1}; G, e). Definiamo 'applicazione
¢:IxI> (s,t) = a(s)s(t) e G.

Osserviamo che, posto

@ { (2t,0) se 0<t< 2 0 { (0,2t) se 0<t< 2
= (L,2t—1) se i<t<1 7= (2t—1,0) se i<t<1
abbiamo:

a-f(s)=¢omnl(s),  f-als)=dor(s).
Quindi
IxI> (s,t) = F(s;t) = d(tya(s)+ (1 —t)1(s)) € G

¢ un’omotopia tra a- B e 5 - a.

Osserviamo che, se X e uno spazio topologico, o € X ed Y e la componente
connessa per archi di X contenente xg, abbiamo 7, (Y, z¢) = m,(X,zo) per ogni
n > 1, mentre I'insieme 7y (X, () € in corrispondenza biunivoca con le componenti
connesse per archi di X.

§2 CAMBIAMENTO DEL PUNTO DI BASE E AZIONE DEL GRUPPO FONDAMENTALE

Sia X uno spazio topologico connesso per archi, e sia a : I — X un cammino
continuo. Posto x; = a(t), 0 <t < 1, possiamo definire per ogni n > 1 un’applica-
zione oy : (X, 29) — 7, (X, 1) nel modo seguente:
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data f € C(I",bI"; X, xg) definiamo

f(Bs1—1,...,35, — 1) se $<s <2 Vli<i<n
(2.1) aof(s) = 1 o

o (maxlgign {3 }si — §| — 5}) altrimenti .
TEOREMA 2.1 L’applicazione
(2.2) CI",oI"; X,z9) > f —m ao feC(I™, b1 X, 1)

definisce un isomorfismo di 7, (X, z¢) su 7, (X, z1).

DiM.  Si verifica infatti che o~ !¢ & 'applicazione inversa di ao.

Osserviamo che, in particolare, se «, 5 € C(I,{0,1}; X, z¢),

a(l-3s) se 0<s<i
aofB(s)=4¢ B(Bs—1) se égsgg ~atBa.
a(3s—2) se %gsgl

Otteniamo quindi il seguente:
TEOREMA 2.2 Sia X uno spazio topologico e sia xqg € X. Per ogni interon > 1
l’applicazione
(23)  C(L{0,1}; X, 20) x C(I", b1 X, 20) 3 (0, f) = avo f € C(I", b X, o)
definisce per passaggio al quoziente un’azione a destra:

(2.4) 71'1(X,l'0) Xﬂn(X,.Qio) > (77,5) —)5'77671'“()(,370)

del gruppo fondamentale 71(X, xg) sull’n-esimo gruppo di omotopia 7, (X, zg) con
punti base x.

Per n =1 tale azione coincide con l'inversa della rappresentazione aggiunta.

§3 INSIEMI CONVESSI IN R"™
Un sottoinsieme K di R” si dice convesso se per ogni coppia di punti zg,x1 € K
il segmento [z, z1] = {xo + t(z1 — 20) |0 <t < 1} & tutto contenuto in K.
Un’applicazione f : R™ — R” si dice affine se f(zg + t(x1 — x0)) = f(zo) +
t(f(z1) — f(xo)) per ogni zg,z1 € R™ e per ogni t € R.

PropPOSIZIONE 3.1 Immagini dirette e inverse di convessi mediante applicazioni
affini sono convesse.

Sia K un intorno convesso di 0 in R™. La funzione di Minkowski di K ¢ la
funzione

(3.1) g (z) = inf{t > 0|t ™'z € K}.
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PROPOSIZIONE 3.2 Se K é un intorno convesso dell’origine di R™, la funzione di
Minkowski qi : R™ — R é continua, positiva su R™ \ {0} e gode delle proprieta:

{ i (tx) =tqx(x) Ve eR", Vt>0 (positiva omogeneita)
ax(z+vy) <qx(z) +qx(y) VYz,y € R™ (subattivita).

DiMm. La positiva omogeneita segue immediatamente dalla definizione. Dimo-
striamo la subattivita: siano x,y € R™ e siano s > 0, t > 0 tali che s~ 'z, t 'y € K.
=im=r, abbiamo s7'z + Aty — s7'2) =
W(m +y) € K, onde gk (z +y) < s+, e la subadditivita si ottiene passando
all’estremo inferiore a secondo membro.

Poiché 0 & un punto interno di K, avremo B(0,r) C K per qualche r > 0. Questa
relazione ci da

Poiché K e convesso, posto A =

1
qr () < ;|.’13‘ Ve e R™.

Infatti abbiamo —z € K per ogni z € R™\ {0}. Per la subadditivita otteniamo

||
allora

1
laxc (@) —ax(y)l < “lz —yl Yo,y eR"
e quindi la ¢x € continua.

TEOREMA 3.3 Due qualsiasi insiemi convessi e compatti con parte interna non
vuota di R™ sono omeomorfi tra loro. Ogni omeomorfismo tra le loro frontiere si
estende a un omeomorfismo tra i due convessi.

DiM. Siano K e K’ due convessi compatti con parte interna non vuota. A meno
di una traslazione possiamo supporre che 0 sia un punto interno di K N K’. La
funzione

k()
qr ()

R"\ {0} > 2 — €R

e continua e positivamente omogenea di grado 0. Ammette pertanto massimo e
minimo in R™ \ {0}. Ne segue che la

qr(z)
o) = q}’;/(x) x se x#0
0 se x=20

¢ un omeomorfismo di K su K'.

o
Osserviamo infine che se K € un convesso compatto con 0 € K, allora il quoziente
iniettivo dell’applicazione continua bK x I 5 (z,t) — tx € K definisce un omeo-

morfismo di (bK x I) /(bK « {0}) Su K. Se ¢ : bK — bK’ ¢ un omeomorfismo

tra le frontiere di due convessi compatti che contengono 0 come punto interno,

id . . .
Pomeomorfismo bK x T 2% pK7 x T induce per passaggio al quoziente un omeo-

morfismo K — K’ che estende ¢ : bK — bK'.

In particolare ogni convesso compatto con parte interna non vuota di R" ¢ omeo-
morfo a D™ e ha frontiera omeomorfa a S™~!.
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64 FIBRATI DI SERRE

Un fibrato topologico E 2 B & il dato di due spazi topologici E, B e di
un’applicazione continua p : £ — B.

Chiamiamo F lo spazio totale, B la base e p la proiezione sulla base del fibrato
E5 B.

Una sezione continua del fibrato E 2 B su un aperto U di B & un’applicazione
continua s : U — F tale che po s(b) = b per ogni b € U. Indichiamo con I'(U, E)
I'insieme delle sezioni continue di £ su U.

Sia E 2 B un fibrato; sia Y uno spazio topologico e sia ¢ : Y — B un’applica-
zione continua. Diciamo che f : Y — FE ¢ un rilevamento di ¢ se € continua e

pof=2¢.

Un fibrato topologico E 25 B & un fibrato di Serre se per ogni intero n > 0 ed
ogni coppia di applicazioni continue

f:I" 5 Eed F:1I" xI — B tali che F(y,0) = p(f(y)) per ogni y € I"

esiste un’applicazione continua
F(y,0) = f(y) per ogni y € I"

ﬁ’:I”xI%Etaleche{ )
p(F(y,t)) = F(y,t) perogniyeI"etel.

LEMMA 4.1 Supponiamo che E 2> B sia un fibrato di Serre. Fissiamo un punto
& € FE e sia by = p(§) € B. Sia n un intero non negativo. Per ogni ¢ €
C(I™,0; B, bg) esiste una f € C(I",0; E, &) tale che p =po f.

Dim. Ragioniamo per ricorrenza su n. Per n = 0 la tesi segue dalla definizione
di fibrazione di Serre. Supponiamo ora che m sia un intero positivo e che la tesi
sia vera per n = m — 1. In particolare c¢’® un’applicazione g € C(I™1,0; E, &)
tale che p(g(s1,..c; Sm-1)) = ¢($1,--., Sm-1,0), g(0,...,0) = &. Per definizione di
fribrato di Serre esistera allora una f : I~ ! xI =1™ — E con f(s1,...,8m_1,0) =
9(s1,...,8m-1) e po f = ¢. Tale f soddisfa la tesi del lemma.

LEMMA 4.2 Sia E 2 B un fibrato di Serre e siano & € E, by = p(&). Se
f.g € C",0;E,&) e po f = pog = ¢ € C(I",0; B,by), allora f e g sono {0}-
omotope in un’omotopia F : I" x I — E tale che p o F(s;t) = ¢(s) per ogni
(s,t) e I" x L

DiM. 1l caso n = 0 ¢ banale. Possiamo quindi ragionare per ricorrenza, suppo-
nendo che n > 0 e la tesi sia vera per applicazioni di C(I" 1, 0; E, &). In particolare
possiamo supporre che esista G : I""! x I — E continua tale che G(0;t) =
& per ognit € T e G(s1,...,8,-1;0) = f(s1,--.,8,-1,0), G(S1,...,8p—1;1) =
9(81,---,80-1,0), po G(S1, ..., Sn_1;t) = O(81,...,8,-1;0).

Definiamo un’applicazione continua h : bI"*+1\ {s,, = 1} — E mediante:

f(s1y..oy8n) se t=0
h(s1y...y8n;t) =< g(S1,...,8n) se t=
G(S1y.-+,8n—1;t) se s,=0.
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Definiamo ¢(s;t) = ¢(s) per ogni (s,t) € I" x I. Sia ¢ : I"*? — I"*! un omeo-
morfismo di I"™! in s¢ che trasformi bI"+1\ {s,, = 1} in bI"*1 N {t = 0}. Per la
definizione di fibrato di Serre possiamo estendere hot)~! a un’applicazione continua
how™ : It — E tale che pohot'(s;t) = potp~'(s;t) per ogni (s,t) € I" x L.
La h definisce allora I’omotopia cercata.

TEOREMA 4.3 Sia E 2 B un fibrato di Serre. Fissiamo un intero n > 0 e siano
¢ € CA" . B), fo, f1 € CA"ML E) tali che

{pOfo:pOfl =0
fo(s',0) = f1(s',0) Vs eI™.

Allora esiste un’applicazione continua F : I"*! x I — E tale che po F(s,t) = ¢(s)
per ogni (s,t) € I""L x T e F(s',0,t) = fo(s',0) = fi(s’,0) per ogni s’ € I".

DiM. La F cercata ¢ il rialzamento di I"™2 > (s,t) — ¢(s) € B tale che

F(s',0,t) = fo(s/,0) = f1(s',0) Vs eI", Vtel
F(s,0) = fo(s) Vs € I T!
F(s,1) = f1(s) Vs € It

§5 FIBRATI LOCALMENTE BANALI

Siano E, B spazi topologici e sia p : E — B un’applicazione continua. Sia F
uno spazio topologico. Diciamo E 2 B & un fibrato localmente banale con fibra F
se per ogni punto x € B esiste un intorno aperto U di x in B e un omeomorfismo
¢o:UXxF —FE ’U che renda commutativo il diagramma:

UxF —2= E|y

| E

U — U
Vale il seguente:

TEOREMA 5.1 Ogni fibrato localmente banale é un fibrato di Serre.
La dimostrazione si basa sul seguente criterio:

LEMMA 5.2 Siano E, B spazi topologici e sia p : E — B continua. Condizione

necessaria e sufficiente affinché E 2> B sia un fibrato di Serre & che per ogni x € B

Ply-1(v)

vi sia un intorno U di x in B tale che p~(U) U sia un fibrato di Serre.

DiMm. La condizione ¢ chiaramente necessaria. Dimostriamo la sufficienza. Siano
feCI" E)eF e C(I", B) tali che po f(s) = F(s,0) per s € I". Poiché F(I"*!)
€ un compatto di B, possiamo ricoprirlo con un numero finito di aperti Uy, ..., U

Plo-1w;)

di B tali che p~'(U;) ——— U, sia un fibrato di Serre per ogni j = 1,...,Z.
A questo punto suddividiamo il cubo I"*™! in cubi Qq,...,Qs, di lato 1/N, con
k = N"*! in modo tale che @, C U;, con 1 < j,. < ¢ per 1 <r < k. Ordiniamo i
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cubi @, in modo che i loro centri siano in ordine lessicografico. (Cioe: @ = {0 <
$i <1/Nperl<i<n+1}, Q2 ={1/N <s3 <2/N,e0<s; <1/N per2 <
i < n+1}, ...) Possiamo allora procedere alla costruzione di F per ricorrenza
su J, <, @r, definendo la F su Qp, in modo che po F' = F su Q, e coincida con

'applicazione gia definita su | J,._, @, sull’intersezione (UT <h QT) NQp, utilizzando
’omeomorfismo tra le coppie topologiche (I"*™1, 1) e (Qp, (U, ), @r) N Q).

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA

Basta dimostrare che un fibrato banale B x F 2 B, ove p(b,7) = b per ogni
(b,7) € B x F ¢ di Serre. Date f : I" 3 s — (4(s),¢(s)) € Bx F e ®:

I" x I3 (s,t) = ®(s,t) € B con ®(s;0) = ¢(s), rialziamo ¢ ponendo P(s;t) =
(®(s,t),9(s)) per ogni (s,t) € I x I. Chiaramente ® & continua e po & = P.

§6 SUCCESSIONE ESATTA DI OMOTOPIA DI UN FIBRATO DI SERRE
a. SUCCESSIONI ESATTE

Sia {Ag}r=0,1,... una successione di insiemi non vuoti, su ciascuno dei quali sia
fissato un punto base alg € Ai. Una sequenza di applicazioni:

A, fn_, A,y % Ay g —— -

(6.1)
A2 f2 N A]_ fl AO

si dice un complesso di insiemi puntati se
(6.2) falAy) C filllag™) WV >1.
La (6.1) & una successione esatta di insiemi puntati se

(6.3) fu(An) = f ad™) Vn>1.

n1

Se gli Aj, hanno ciascuno una struttura di gruppo, con identita a¥, e se le f,, (n > 1)
sono omomorfismi di gruppi, diremo che (6.1) & un complesso o una successione
esatta di gruppi.

b. DEFINIZIONE DELL’APPLICAZIONE A

Sia ¢ € C(I",bI"; B,by). Possiamo allora trovare una f € C(I", E) tale che
f(s) =& su{sebl"|0<s, <1}U{(s,0)]s € bI"1}. Poiché ¢(bI") = {bo},
f(s',0) € F per ogni s’ € I""1. Percio la restrizione di f aI"™! ~ {s € I"|s, =0}
definisce un elemento di C(I"~1, bI"~1; F, &) e quindi una classe di omotopia [f|gn-1]
in 7Tn_1(F, fo)

C.

TEOREMA 6.1 Sia E % B un fibrato di Serre. Allora la successione:
o —— T (F &) —=— T1(B, &) ——— Tut1(B,bo)
—— m(F&) —— m(B&%) —— m(Bb)
(6.4) e ——  ma(B, by)
—= m(F &) —2— m(E,&) —2— m(B,b)
)

—= mwo(F,&) —=— m(E,&) —2— mo(B,bo
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& una successione esatta di insiemi puntati. Per n > 1 le applicazioni 7, (F, &) —

T (E, &), mn(E, &) 25 mn (B, bo) € g1 (B, by) =N Tn(F, &) sono omomorfismi di
gruppi.

Dim. 1l fatto che (6.4) sia un complesso di insiemi puntati e che py, ti, A siano
omomorfismi di gruppi quando i due insiemi tra cui agiscono hanno una struttura
di gruppo, sono facili conseguenze delle definizioni. Dimostriamo 'esattezza.

Esattezza in m,(F,&).
Sia f € C(I",bI"™; F, &), e supponiamo che ¢,([f]) = 0. Cio significa che esiste
un’applicazione continua F' : I" x I — E tale che

F(s,0) = f(s) VselI”
t

F(s,t)=¢& V(s t) € (bI") x I
F(s,1)=¢&  VYsel".

Sia ¢ = po F. Allora ¢ € C(I",bI"; B, by) e segue dalla definizione che [f] = A([¢]).
Esattezza in m,(E, &)
Sia f € C(I",bI"; E,&p). Supponiamo che p,([f]) = 0. Cio significa che esiste
una F': I" x I'" — B continua tale che
F(s,0) =po f(s) VselI”
F(s,t) = by V(s,t) € (bI") x I
F(S,l):b() Vs e I".

Possiamo allora rialzare F' a una F': I" x I — E continua con le proprieta:

F(s,0) = f(s) Vs e I
F(s,t) = zig V(s,t) € (bI") x I
po F(s,t)=F(s,t) Y(s,t)eI*x1I.

Allora la g : I" 5 s — F(s,1) € F appartiene a C(I",bI"; F, &) e t.([g]) = [f].
Esattezza in m, (B, by)
Sia ¢ € C(I",bI"; B, by) e sia f € C(I",b1"; E, &) tale che

f(s,sn) =& Vs=(s,s,)€ (bI") x1I
f(s',1) =& Vs’ e 11
pof(s)=d(s) Vsel.

Supponiamo A([¢]) = 0. Allora esiste un’applicazione continua ® : I""! x T — F
con le proprieta:

P(s',1) = f(s',0) Vs eIt
O(s',t) =& Vs € b1 1
(8/, 0) =& Vs’ e In L,
Definiamo f € C(I",bI"; E, &) ponendo:
£(s) { O(s',2sy,) se 0<s,< %
S) =
f(s,2s, — 1) se %Ssngl.
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Osserviamo che

Sn

pof(S)Z{b0 -

1
2
o(s',28, — 1) se 1

IN A
IN N

Sn

o~ O

Quindi p.([f]) = [po f] = [bo - ¢] = [bo] - [#] = [¢]. La dimostrazione & completa.
Un fibrato topologico localmente banale con fibra discreta si dice un riwestimento.

COROLLARIO 6.2 Se E 2 B ¢ un rivestimento, & € E e by = p(&o), allora
Tn(E, &) =~ mp (B, by) per ognin > 2, e per n = 1 abbiamo la successione esatta di
insiemi puntati:

(6:5) 0 —— 7(B,&) —— m(B.b)) —— mo(F &) — 0.
Abbiamo indicato con 0 I'insieme (o il gruppo) che contengono un solo elemento.

§7 ESEMPI
Gruppi di omotopia delle sfere
Sappiamo dai risultati dei parabrafi precedenti che:

0 se n<m-1

(7.1) 7, (S™, ) = {

Z se m=m.

In generale i gruppi 7,,(S™, eg) non sono banali se n > m.

Il problema di calcolare tuttii gruppi di omotopia di ordine > m della sfera S™,
per un m arbitrario, non € ancora completamente risolto. Sono stati calcolati tutti
i gruppi m,(S™, eg) per n < n+23. Qui ci limitiamo a fornire una lista di risultati
sui gruppi di omotopia delle sfere di dimensione < 4. Abbiamo:

Z se n=1
7.2 (St ep) =
(7.2) ( 0) { 0 altrimenti.
(0 se n<l
se n=2
7z se n=3
Zo se n=4

Zo se n=25

7.3 n(S?,e0) =
( ) m ( 60) Zlg se n==6
Zo se n=71T
Zo se n=28
Zs se n=29
k .
0 se n<?2
7.4 2 (S3,e0) = -
(7.4) ™ (8", o) { m(S?%e0) se n>3.
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Luguaglianza segue qui dalla fibrazione di Hopf: infatti S? & omeomorfo alla retta
proiettiva complessa CP!. Allora I’applicazione naturale

S? cC?*\ {0} >z — [2] € CP!

definisce un fibrato localmente banale S3 2 S2 con fibra S!. Dalla successione
esatta del fibrato:

e 7Tn+1(Sl,60)
——— 7 (S%e0) —— mu(S3,e0) —— (St eo)
—_—

otteniamo che ,(S3, eq) ~ 7,(S?, eo) per ogni n > 2.
Ancora, abbiamo:

(0 se n<3
Y/ se n=4
Zo se n=
Lo se n=~6

7Z®Zis se n=T
Zo®Zy se n=2~8
Zo®Zy se n=

Lo @ Loy se n =10

(7.5) (8%, eq) =

Gruppi di omotopia degli spazi proiettivi reali
Abbiamo per lo spazio proiettivo reale di dimensione 1:

7Z se n=1

(7.6) 7, (RP, b)) = { 0 s notl

e per lo spazio proiettivo reale di dimensione n > 1:

Zo se n=1

l<n<
(7.7) 7o (R, b) = s snsm

se n=m

T (S™,e0) se n>2.

Gruppi di omotopia degli spazi proiettivi complessi
L’applicazione p : S?™*1 5 2 — [2] € CP™ &, per ogni m > 1, un fibrato

topologico localmente banale con fibra S'. Dalla successione esatta di un fibrato
ricaviamo allora:

(7.8) T (CP™, b)) ~ 7, (S*™ T ey) Vn > 3.
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Abbiamo poi la successione esatta:

0272(82m+1,60) E— WQ((CPm,b) E— Z:m(Sl,eo)

(7.9)
—— 0= m (8%t eg) —— m (CP™,b) —— 0
e quindi:
CP™, b) =0
(7.10) { m( )
WQ(CPm, b) ~7.

Gruppi di omotopia dei gruppi classici

I gruppi classici connessi sono prodotti topologici di fattori compatti, omeomorfi
ai gruppi compatti SO(n), U(n), Sp(n), e di fattori non compatti, omeomorfi a
spazi Euclidei. Sara sufficiente quindi considerare i gruppi di omotopia dei gruppi
compatti.

IL GruPPO SO(n).
Abbiamo gia osservato che valgono gli omeomorfismi:

12

SO(2) ~ St
SO(3) ~ RP3
SO(4) ~ S3 x RP3 .

12

Abbiamo quindi:

Z se n=1
mn(SO(2),€) = 0 se n#1l
Zo se n=—
se n=
m(80(3).c) =4 o

ma(S%,e0) se n>3

iy se n=1

0 se n=
T(SO4),e) = B

7Dl se n=3

(S, e0) ® 1, (S3,e0) se n>3.

Se n > 5 'applicazione:
SO(n) 3 g — g(eg) € "1

definisce un fibrato localmente banale con fibra omeomorfa a SO(n —1). Abbiamo
quindi la successione esatta:

e 7Tm+1(sn71,€0)
(711) —— 7,(SO(n—1),¢) — T (SO(n),e) —— T (S™ 1, ep)

e
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In particolare, poiché ,,(S""1eg) = 0se m < n—1¢e m,(S" 1 e) ~ Z se
m =n — 1, otteniamo:

(7.12) Tm(SO(n),e) ~ 1, (SO(n—1),e) se m<n—2
e un omomorfismo surgettivo:

(7.13) Tn—2(SO(n — 1)) — m,-2(SO(n)) — 0 per n>5.

In particolare

(7.14) m1(SO(n),e) ~ m(SO(3),e) ~Zs VYn >3,

(7.15) m2(SO(n),e) ~ 12 (SO(4),e) ~0 Vn > 2.
Consideriamo il caso n = 5, m = 3. Abbiamo allora:
—— Z ~m4(S%, ep)
—— m3(SO4),e) ~Z®7Z — 73(SO(5),e) —— 0~ m3(S?*, ep)
e

e quindi 73(SO(n),e) ¢, per ogni n > 5, un quoziente di Z @ Z rispetto a un
sottogruppo abeliano libero.

GRUPPI DI OMOTOPIA DI SU(m)
Il gruppo SU(2) & omeomorfo a S3. Per m > 3, I'applicazione

(7.16) SU(m) > g — g(eo) € S 1

definisce un fibrato localmente banale con fibra omeomorfa s SU(m—1). Otteniamo
quindi la successione esatta:

(7.17)
— TMp41 (SQm_l, 60)

——— 1 (SU(m —1),e) —— m,(SU(Mm),e) —— 7,(S>™ 1, ¢p)
—

da cui ricaviamo che:
(7.18) T (SU(m),e) ~ 7, (SU(m —1),e) se n<2m—1

e 'omomorfismo 7, (SU(m — 1),e) — m,(SU(m), e) & surgettivo per n = 2m — 1.
Abbiamo quindi per m > 2:

m1(SU(m),e) =0

m2(SU(m),e) =0
(7.19) m3(SU(m),e) =7Z

m4(SU(m),e) = Zy
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GRUPPI DI OMOTOPIA DI Sp(m)
Abbiamo Sp(1) ~ S3. L’applicazione:

(7.20) Sp(m) 3 g — g(eg) € S*™!

definisce un fibrato localmente banale con fibra Sp(m — 1). Otteniamo percid una
successione esatta:

—— M1 (ST ep)
(721) ——— 7, (Sp(m —1),¢) — T, (Sp(m),e) —— Tup1 (S 1 ¢)
—
Quindi:
(7.22) Tn(Sp(m),e) ~ m,(Sp(m —1),e) se n <4m —3.
In particolare

(7.23) T, (Sp(m),e) ~ m,(S3,e9) se n<5.

§8 RIVESTIMENTI
In questo paragrafo tutti gli spazi topologici che considereremo saranno di Hau-
sdorff, connessi e localmente connessi per archi.

Chiamiamo rivestimento in senso stretto un fibrato topologico localmente banale
E 2 Bin cui E e B sono spazi di Hausdorff connessi e localmente connessi per
archi, con fibre discrete.

Nel seguito useremo la parola rivestimento al posto della locuzione rivestimento
1 senso stretto.

Osserviamo che la cardinalita delle fibre E, = p~!(b) di un rivestimento ¢ local-
mente costante e quindi costante: essa si dice il numero di fogli del rivestimento.

EsEmMPIO 1

L’applicazione S' 3 z — 2™ € S! ¢ un rivestimento a n fogli.

L’applicazione R > t — 2™ = cos(2nt) + isin(27t) € S! & un rivestimento a
un’infinita numerabile di fogli.

ESEMPIO 2
L’applicazione S™ 3 z — [z] € RP™ & un rivestimento a due fogli.

EsempIO 3

Consideriamo la relazione di equivalenza ~ su R? generata dalle (z,y) ~ (z,y+1)
e (z,y) ~ (x+1,—y). La proiezione nel quoziente 7 : R> — R? /~, & un rivestimento
a infiniti fogli. (Il quoziente R? /~ & la bottiglia di Klein.)
EsempIO 4

Sia p(z) € C[z] un polinomio a coefficienti complessi di grado m > 1 e sia K
I'insieme dei valori critici di C 3 2 — p(z) € C. Allora C\ p~}(K) — C\ K & un
rivestimento a m fogli.
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TEOREMA 8.1 (RIALZAMENTO DEI CAMMINI) Sia F 2. B un rivestimento e sia
s: I — B un arco. Sia &y € E con p(&) = s(0). Esiste un’unico arco § : 1 — FE
tale che

pos(t)=t Vtel e 5(0) =&

DiM. Sia {U;|i € I} un ricoprimento aperto di B mediante aperti di trivializ-
zazione connessi, con omeomorfismi di trivializzazione ¢; : U; x F — p~Y(U;).
Poniamo ¢; ' (¢) = (p(€), fi(€)) con f;(€) € F. Possiamo trovare una partizione
0=ty <t < - <tp_1 <t =1tale che s([t;j_1,t;]) C Uy, per j = 1,....,k.
Definiamo allora per ricorrenza:

S(4) — i, (s(t), o) per 0<t<t
st = { bi,(s(t), fi,(5(tj—1))) se 2<j<k e tj_1 <t<t;.

Allorala § : I — FE cosi definita & un arco che rialza s (cioe pos = s) e §(0) = &y. Per
dimostrare I'unicita, osserviamo che per ogni j = 1, ..., k 'immagine della [t;_1,t;]
t — 5(t) € E & contenuta nella componente connessa ¢;, (U;;, x fi;(5(t;—1))) di
p_l(Uij), su cui p definisce un omeomorfismo con U;; e quindi § ¢ univocamente
determinata su [t;_1,1;].

TEOREMA 8.2 (RIALZAMENTO DELL’OMOTOPIA) Sia E 2 B un rivestimento.
Sia X uno spazio topologico connesso e localmente connesso per archi e siano f :
X — F e®: X xI— B due applicazioni continue tali che p o f(x) = ®(x,0) per
ogni x € X. Allora esiste un’unica applicazione continua F' : X x I — FE tale che
F(z,0)= f(z) epo F = .

DiM. Per ogni x € X sial ot — F(x,t) € F il cammino continuo di punto
iniziale f(x) che rialza I 5t — ®(z,t) € B. In questo modo risulta univocamente
determinata un’applicazione X x I 5 (z,t) — F(z,t) € E tale che F(x,0) = f(x),
po F'= ® e continua rispetto alla variabile ¢t € I per ogni z fissato. Per dimostrare
che F' & continua, fissato (zg,tg) € X x I, siano by = P(zg,t0) e & = F(xo,to)-
Sia U un intorno di by di trivializzazione per E 2 B; sia F = Ey, = p~1(bo) e sia
Y : U x F — p~1(U) un omeomorfismo di trivializzazione. Fissiamo un intorno
aperto connesso A di zg in X e un interallo aperto J di I contenente ¢y tali che
®(A x J) C U. Poiché ogni punto di A x J puo essere congiunto a (xg,tp) da un
arco in A x J, per 'unicita del rialzamento di cammini F(A x J) & tutto contenuto
in (U x F(xo,tp)) e quindi F(x,t) = (P(x,t), F(xo,t0)) € continua su A x J. Cio
dimostra che F' e continua. La dimostrazione ¢ completa.

TEOREMA 8.3 Sia E 2 B un rivestimento, con E, B spazi di Hausdorff connessi
e localmente connessi per archi. Siano £y € E e by = p(&y) € B. L’applicazione
Py s m1(E, &) — m1(B,by) é iniettiva.

Dim. Sia o € C(1,{0,1}; E,&p). Se F' : I x I & una {0, 1}-omotopia tra po « e il
laccetto costante, il rialzamento F' di F' tale che F'(s,0) = a(s) per s € I ¢, per il
teorema precedente, una {0, 1}-omotopia tra « e il laccetto costante.

Sia E 2 B un rivestimento, con E e B spazi di Hausdorff connessi e localmente
connessi per archi. Fissati & € F e by € B con p(&) = by, sia F = Ey, = p~t(bo).
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Definiamo un’applicazione A : C(I,{0,1}; B,by) — F facendo corrispondere ad ogni
a € C(I,{0,1}; B,bp) V'estremo &(1) del suo rialzamento & con punto iniziale .
Abbiamo:

TEOREMA 8.4 L’applicazione A : C(I1,{0,1}; B,by) — F' definisce per passaggio
al quoziente un’applicazione \. : w1 (B,by) — F surgettiva. L’immagine inversa di
& mediante A, é il sottogruppo p.m1(E,&p).

La A, identifica quindi F' allo spazio delle classi laterali sinistre di p,m(E,&p) in
T (B, bo)

89 GRUPPI PROPRIAMENTE DISCONTINUI
Sia X uno spazio topologico e &.(X) il gruppo degli omeomorfismi di X in se.
Sia G un gruppo. Un’azione continua di G su X € un omomorfismo

(9.1) p:Go3g—={Xor—>greX}eb.(X).

Diciamo che G opera su X in modo discreto se

(1)  Per ogni x € X Torbita Gz = {gz|g € G} ¢ un sottospazio discreto di
X;

(i) Ogni x € X ha un intorno aperto U tale che U N Gy contiene al piu un
punto per ogni y € X.

Diciamo che G opera in modo propriamente discontinuo se opera in modo discreto
ed inoltre
(1i1)  Se g € G e g # e, allora g non ha punti fissi in X, cioe gx # z per ogni
r e X.

LEMMA 9.1 Supponiamo che il gruppo G agisca in modo propriamente disconti-
nuo su uno spazio di Hausdorff connesso X. Allora ogni g € G che abbia un punto
fisso in X lascia fissi tutti i punti di X. L’insieme delle g € G che lasciano fisso un
punto (e quindi tutti i punti di X ) formano un sottogruppo normale H di G.

Per passaggio al quoziente il gruppo G / g opera su X in modo propriamente
discontinuo.

Sia ¢ € G e supponiamo che Y = {z € X |gx = z} sia non vuoto. Poiché X &
di Hausdorff, Y & chiuso. Sia ora xz¢ € Y. Fissiamo un intorno U di z che incontri
ogni orbita di G in X in al pit un punto. Poiché g ¢ continua, esiste un intorno
aperto V di zg in U tale che gV C U. Chiaramente gy = y per ogni y € V. Cio
dimostra che Y e anche aperto e quindi Y = X perché X e connesso.

Le rimanenti affermazioni del teorema seguono immediatamente.

TEOREMA 9.2 Sia E uno spazio di Hausdorff connesso e G un gruppo che agisce
su E in modo continuo. Sia B = E/G eFE L Bla proiezione nel quoziente.

. . . . P p . . . N
Condizione necessaria e sufficiente affinché E — B sia un rivestimento ¢ che G
operi su E in modo discreto.

DiMm. La condizione e chiaramente necessaria. Per dimostrare la sufficienza, pos-
siamo supporre che G operi in modo propriamente discontinuo. Fissato & € F,
fissiamo un intorno aperto U di &y in E che intersechi ogni orbita di G al piu in un
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punto. Allora p(U) ¢ un aperto di B e la p(U) x G > (p(€),g9) — g€ € p~1(p(U))

& una trivializzazione locale. In questo modo definiamo su E 2 B la struttura di
fibrato localmente banale con fibra discreta.

TEOREMA 9.3 Sia E uno spazio topologico di Hausdorff connesso e localmente
connesso per archi, su cui il gruppo G opera in modo propriamente discontinuo.
Fissiamo & in E e by in B = E/G, con by = p(&). Allora p.mi(F,&) € un

sottogruppo normale di w1 (B, bg) e w1 (B, bg) /p (B, &) = G.

Div. Sia [a] € m(B,bg) con a € C(I,{0,1}; B, by), sia & il suo rialzamento con
punto iniziale &y e sia g € G 'unico elemento tale che g§y = @(1). Poiché a(1) &
univocamente determinato dalla classe di omotopia di «, otteniamo un’applicazione
¥ m(B,by) — G. Essa & surgettiva perché E & connesso per archi. E un
omomorfismo di gruppi perche, se a e & sono definiti come sopra, il rialzato di «
con punto iniziale g€y & ga&. Infine, il nucleo di ¢ & p.m1(E,&).

§10 AUTOMORFISMI DI UN RIVESTIMENTO

Sia E & B un rivestimento. Un automorfismo di E 2 B & un omeomorfismo
f:E — FE tale che po f = p.

Gli automorfismi di un rivestimento formano un gruppo Aut(F N B) rispetto
al prodotto di composizione.

Fissiamo per il seguito un rivestimento F 2y B e siano & € E, by =p(&) € B,
F = Ey, = p~1(by). Supponiamo inoltre che E e B siano di Hausdorff, connessi e
localmente connessi per archi.

LEMMA 10.1 Se f,g € Aut(E 2 B) e f(&) = g(&), allora f = g. L’applicazione
Auwt(E 5 B) > f — f(&) € F & iniettiva e la Aut(E 2 B) > f — f|§ € S(F)
un monomortfismo di gruppi.

DimM.  La prima affermazione segue dal fatto che, se f,g € Aut(E 2 B), allora
Iinsieme A = {{ € E|f(§) = g(§)} ¢ aperto e chiuso in E. Le rimanenti
affermazioni sono conseguenze della prima.

Dal lemma segue il:

TEOREMA 10.2 Il gruppo Aut(FE N B) opera su E in modo propriamente discon-
tinuo.
Posto G = Aut(E 2 B), abbiamo il diagramma commutativo:

E 5E/g
PN\ L w
B

in cui tutte le applicazioni sono di rivestimento. Sappiamo che . (71 (F,&p)) € un
sottogruppo normale di w1 (E /G, 0(&)) e che m1(E /G, 0(&o)) /g*(m (B, &) = G.
Abbiamo:

PROPOSIZIONE 10.3  w.(m1(E/G,0(&))) € il normalizzatore di p.(m(F,&y)) in
1 (B,bo).
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DiMm. Sappiamo che

0« (m1(E, &) Qm(E/G, 0(£0))

e quindi

P«(m1(E, 80)) = ws 0 04(m1(E, §0)) <D wa(mi(E/ G, 0(0)))-

Dunque w, (m1(E/G, 0(&))) C N(p«(m(E,&p))) e ci resta solo da dimostrare I'in -
clusione opposta.

A questo scopo mostriamo come ad ogni elemento [a] di N(p.(m(E,&p))) si
possa associare un automorfismo fi,) del rivestimento. Sia o € C(I,{0,1}; B, bo)
un rappresentante di [o]. Dato £ € E, sia v € C(I,0,1;&,&) e consideriamo il

rialzamento a~!-po~y di a~! - po~ con punto iniziale &. Dico che a=!-po (1)
dipende solo dal punto £ e non dall’arco « scelto. Se infatti 4" € C(I,0, 1;&o, )
¢ un altro arco con punto iniziale &, e stesso punto finale &, abbiamo 4/ -y~ ! €
C(1,{0,1}; E,&) e per ipotesi il rialzamento del laccetto a™! - po+'-oy - a con

—_~—

puwﬂziale &y € ancora un laccetto in ;. Ma questo implica che a=!-po~(1) =

a"l-poy/(1).

6§11 I TEOREMA DI VAN KAMPEN

TEOREMA 11.1 Sia X uno spazio topologico e siano A, B sottospazi di X tali che
X =AUBed A, Be AN B siano tutti connessi per archi. Siano 14 : A — X,
tp:B—X,04: ANB — A,0p : ANB — B le applicazioni di inclusione. Fissato
xg € AN B, sia N(A, B, xg) il sottogruppo normale del prodotto libero di gruppi
71 (A, x0) * 71 (B, o), generato dall’insieme: {04, (£)*0p,.(671) € € m(ANDB,x0)}.
Allora:

7Tl(A,.CE()) *7T1<B,.CE0)

(111) 7T1(X,,I'0) ~ N(A B xo)
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CAPITOLO XIV

GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE CURVE

§1 CURVE PARAMETRICHE IN R”.

Una curva parametrica di classe C* in R™ & una applicazione differenziabile di
classe C*:

(1.1) a:J —R"

definita su un intervallo J di R. Chiamiamo I'immagine «(J) di « il suo supporto.
Per semplicita supporremo sempre nel seguito che J = [a,b] sia un intervallo

compatto.

Diciamo che « € una curva regolare se k > 0 e
a(t) = Da(t) #0 Vt € J.

Diciamo che a & una curva chiusa (o un laccetto) di classe C* se J = [tg,t1] & un
intervallo compatto e D*a(ty) = D'«(t;) per ogni i = 0, ..., k, aperta altimenti. La
curva « si dice semplice se € aperta e "applicazione « e iniettiva oppure se e chiusa
e la sua restrizione a ogni sottointervallo proprio di J & iniettiva. Se [tg,t1] C J
chiamiamo la restrizione

a|[t0,t1] : [to,tl] — R"

arco di o da tg a ty.
Sia a : J — R™ una curva parametrica differenziabile di classe C* e sia

oc:J —J
un diffeomorfismo di classe C*. Allora la
aoo:J —R"

¢ ancora una curva parametrica di classe C*, che si dice ottenuta da o per ripara-
metrizzazione. La riparametrizzazione definisce una relazione di equivalenza tra le
curve parametriche di classe C*. Le corrispondenti classi di equivalenza si dicono
curve geometriche o semplicemente curve. Si ricava immediatamente dal teorema
delle funzioni implicite:

PROPOSIZIONE 1.1 II supporto di una curva semplice regolare di classe C* & una
sottovarieta differenziabile di classe C* di dimensione 1 di R™.

Due curve semplici, regolari, aperte, di classe C* sono equivalenti se e soltanto
se hanno lo stesso supporto.
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Due curve chiuse, semplici, regolari, di classe C* sono equivalenti se e solo se
hanno lo stesso supporto e lo stesso punto iniziale.
Ricordiamo che un sottoinsieme L di R™ si dice un sottospazio affine se per ogni
coppia di punti x,y € L la retta

xy = {tx + (1 — t)y|t € R}
e contenuta in L. In questo caso, fissato y € L,
Ly={x—ylx € L}

€ un sottospazio vettoriale di R", che non dipende dalla scelta del punto y € L usato
per definirlo. La dimensione di Ly come sottospazio vettoriale si dice dimensione
del sottospazio affine L. Un sottospazio affine di dimensione m si puo descrivere in
forma parametrica mediante

(1) L= {xg+s'v 4+ ...+ 8Mvn|s', ..., s™ € R}

ove rg e un qualsiasi punto di L e v, ..., v, una qualsiasi base di Ly, oppure in
forma implicita mediante

(2) L={zeR"(zx)=c"i=1,...n—m}

ove &1,..., "™ & una base dell’annullatore di Lo in (R")" e &(xg) = ¢ (i =
1,...,m —m) per un qualsiasi punto =y € L.

Supponiamo che una curva « : J — R™ di classe C* abbia il supporto contenuto
in un sottospazio affine L di dimensione m < k. Se L & descritto in forma
parametrica da (1), avremo su J

a(t) = zg+ s (t)vy + ... + 5™ (t)vm,

1

con funzioni s',...,s™ : J — R di classe C*. In particolare la matrice

(3) (Dat), ..., DFa(t))

ha rango minore o uguale a m in tutti i punti di J. Indicheremo nel seguito
con A% (t) o semplicemente con A,,(t) quando non vi sia ambiguita, la matrice
(Daf(t), ..., D™a(t)) per m < k.

Abbiamo, con le notazioni introdotte sopra:

PROPOSIZIONE 1.2 Sia m un intero non negativo ed
a:J —R"
una curva di classe ™t tale che
rkAp, (t) = rkA,+1(t) =m
per ogni t € J. Allora il supporto di a é contenuto in un sottospazio affine di

dimensione m e nessun arco di « é contenuto in un sottospazio affine di dimensione
m — 1.
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DiM. Se m = 0, la curva « e costante e dunque la tesi e verificata. Supponiamo
m > 0. Segue dall’ipotesi che D™ 1a(t) ¢ in ogni punto di J combinazione lineare
di Da, ..., D™a e sono univocamente determinate applicazioni continue Ay, ..., A, :
J — R tali che

D™ la(t) = M (t)Da(t) + ... + A () D™ a(t)

per ogni t € J. Fissiamo un punto tg € J e sia &4, ..., £"~™ una base dell’annullatore
del sottospazio vettoriale di R™ generato da Da(tg), ..., D™a(tyg). Definiamo le
funzioni di classe C! su J:

w; ;(t) = € (D'a(t))
per i = 1,....m, 7 = 1,...,m — m. Esse sono soluzione del problema di Cauchy
omogeneo:

Wij = Wiy, 1=1,...m—1
wm,j =\ (t)wl,j + ...+ )\m(t)wm,j 1=m
w; ;(to) =0 i=1,...m

e quindi sono identicamente nulle su J. In particolare ne segue che £’ () & costante
su J e dunque il supporto di a e contenuto nel sottospazio affine L definito da
(2), con xg = a(tp). L'ultima affermazione dell’enunciato ¢ una conseguenza della
discussione precedente: se un arco di « fosse contenuto in un sottospazio affine di
dimensione minore di m, allora A,,(t) avrebbe rango inferiore a m in qualche punto

di J.

Ricordando che una funzione analitica reale su un intervallo J che si annulli su
un sottoinsieme aperto di J si annulla identicamente su J, otteniamo:

PROPOSIZIONE 1.3 Sia o : J — R" una curva analitica reale. Sia
m = max{rkA,(t)|t € J}.

Allora il supporto di « & contenuto in un sottospazio affine di dimensione m di R™
e nessun arco di o & contenuto in un sottospazio affine di dimensione m — 1 di R"™.

DiMm. Osserviamo che rkA,,(t) = m su un arco di a. Applichiamo su questo arco
il ragionamento svolto nel teorema precedente: le funzioni analitiche &7 (a/) essendo
costanti su tale arco sono costanti su tutto J e otteniamo quindi la tesi.

Sia
a:J —R"

una curva differenziabile di classe C* con k > n. Diciamo che essa & sghemba se
A(t) = Au(t) = (Da(t), .., D"af(t))

ha rango n in tutti i punti di J. Per la Proposizione 1.2 nessun arco di una curva
sghemba e contenuto in un sottospazio affine proprio di R". Fissato un punto
to € J, associamo a tale punto i sottospazi affini:

L°(to) = {a(to)},



218 XIV. GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE CURVE
Ll(to) = {Oé(to) + SDOé(to)|8 S R}
retta tangente),
( g
L (to) = {a(to) + s'Da(ty) + ... + "Dl a(ty)|s', ..., s’ € R}

(spazio osculatore di dimensione j) per j = 2,...,n.
Essi sono caratterizzati dalla proprieta:
Sia d(x,y) = |z — y| la distanza su R™ associata a un qualsiasi prodotto scalare.
Allora
d(alt), Li(ty)) = o[t — to]).

Infatti, posto zo = a(to), v; = (4!) "' D’a(ty), abbiamo per la formula di Taylor:
a(t) =xo+vi(t —to) + ... Fvp(t —to)" + o(|t — to|™)
e dunque
d(a(t), L (to)) < [vj1(t = t0) ™" + .. 4+ vn(t = t0)" + o([t = to]").

Ricordiamo la formula della derivazione di una funzione composta (formula di Faa
di Bruno): se

JL SR

sono funzioni di classe C*¥ (k > 1) su intervalli .J,J' C R, allora

D*(go f)(t) = > o(k;az, ..., ar)(Dg(t))*...(D"g(£))*) (D™ f)(g(t))
a1—|—2a12§—7??.§—]zak:k
a1+...+ar=m

ove i coefficienti multinomiali o(k;ay, ..., ar) sono definiti da:
o(kyay,...,ar) =K/ (1) ay ! (kD)™ a!).

Se dunque o : J' — J & un’applicazione di classe C* e a : J — R™ una curva di
classe C*, per la curva di classe C*¥ 8 = a o ¢ avremo:

A (t) = AL (o(t))TF (t)

dove T (t) € una matrice k x k triangolare superiore della forma

d(()t) >x<( | *

2 (t *

me=1 . ; L
0 0 ... o~

§2. Decomposizioni di Gauss e di Gram.
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Dato un sottogruppo G del gruppo GL(n) degli automorfismi lineari di R",
consideriamo su R™ le trasformazioni affini della forma

T — gr—+v

al variare di g in G e di v in R™. Esse formano un gruppo, che si denota con G; e
si dice il gruppo affine associato a G o la prima estensione del gruppo G. Esso e
isomorfo al sottogruppo di GL(n + 1) delle matrici della forma

1 0
vg
per (g,v) € G x R™. Si verifica facilmente che G ¢ un sottogruppo chiuso di GL(n)

se e soltanto se G1 € un sottogruppo chiuso di GL(n+1). Se g ¢ l'algebra di Lie di
G, allora 'algebra di Lie g; di GG; e data da:

0 0 n
gl:{(v X)|veR, X € g}

Osserviamo che in ogni caso G; opera transitivamente su R™: lo spazio R" si
identifica quindi allo spazio omogeneo

R" ~ Gl/G
Date due curve di classe C*:

a:J — R,

B:J —R",

diciamo che esse sono (G1 -congruenti se possiamo trovare un diffeomorfismo o :
J — J' di classe C* e un elemento g € G tali che il diagramma

J —% 5 Rn

O'J/ lg
J — R"
B

sia commutativo. Per lo studio della Gi-congruenza di curve, ¢ utile premettere
alcuni risultati generali sulla decomposizione di matrici.
Introduciamo i seguenti sottogruppi di GL(n):

Z_|_(TL) = {(Z”)’Z“ = 1, Zij = 0sei> j},
Z_(TL) = {(ZU)|Z“ =1, Zij = 0sei < j},
D(n) = {(2ij)|zis # 0, zi; = 0se i # j},
T+(7l) = {(ZZJ)‘Z” 7é 0 Zij = 0se?> j},
T_(TL) :{(zij)\zii;é(), Zij :Osei<j}.
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Gli ultimi due si dicono rispettivamente i gruppi delle matrici triangolari superiori
e triangolari inferiori invertibili, D(n) il gruppo delle matrici diagonali.
Data una matrice n x n
M = (my;)
indichiamo con
i1..in
J1-dh

il determinante della matrice h x h (mip’jq)lgnqgh. Poniamo per semplicita

e conveniamo che

per ogni matrice M.
Una matrice M si dice regolare se

Dp(M)#0 per h=1,...,n.

TEOREMA 1.4 (DECOMPOSIZIONE DI GAUSS) Data una matrice regolare M,
risultano univocamente determinate tre matrici ( € Z_(n), 6 € D(n), z € Z+(n)
tali che

M = (dz.

I coefficienti delle matrici (, 6, z sono funzioni razionali dei coefficienti di M.
La dimostrazione sara suddivisa in una serie di lemmi.

LEMMA 1.5 Se M € gl(n) ez € Z(n), alloraperognil<h<mnel<j <..<
jn < n abbiamo: o o
M5 = (M)

DiM. Scriviamo
M = (M, ..., M,)

Mz= (M, ... M.).

Allora
MJ/ = Mlzlj + eee + Mj—l,jzj—l,j + MJ

e dunque
M{A..ANMj =DM A..NM,

per ogni h = 1,...,n, da cui segue ’asserzione sui determinanti dei minori.

LEMMA 1.6 Siat = (t;;) € T_(n). Allora:

(i) Dy (t) = t11...thn

(ii) T = 4 D (1),
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DimM. La (i) € un caso particolare di (ii). Quest’ultima si ricava osservando che

ti::ﬁh_l)r eugualeaOser < heperr > heil determinante della matrice triangolare
inferiore:
t11 0 0 e 0 0
to1 too 0 R 0 0
th-11 th-12 th-13 ... th—1in—1 O
th1 tho ths ... thoh—1  lhr

LEMMA 1.7 Ogni matrice regolare M si decompone in modo unico nella forma
M =tz
conteT_(n)ezée Zy(n).

DiM. Poniamo M = (m;;) e determiniamo i coefficienti x;; per ¢ > j risolvendo il
sistema lineare

(*) mpaTij + ...+ My(j-1)T(j—1); = — M (=1,..,5—1.

Questo ha una e una sola soluzione, perché il determinante della matrice dei suoi
coefficienti & Dy_1(M). Essa si calcola con la regola di Kramer, e dunque é funzione
razionale dei coefficienti di M. Posto z;; =1 e x;; = 0 per 7 < j, abbiamo allora

M(l‘z]) =1 T,(TL)

e dunque, con z = (z;5)"' € Z4(n) otteniamo la decomposizione cercata. Vice-
versa, la condizione che Mz~1 € T_(n) & equivalente al fatto che i coefficienti di
(z;;) = 27! soddisfino (*) e dunque la decomposizione ¢ unica.

Utilizziamo i lemmi precedenti per calcolare i coefficienti t;; della matrice ¢ €
T_(n) ottenuti in questa decomposizione: per il Lemma 2.1, essendo M = tz
abbiamo: o o

J1---Jh __ 3J1---J
My =0l

e dunque, per il Lemma 2.2:
M = T = 4 Dy (8) = ten Dy a (M),
E quindi
ten = My 7"/ Dy (M),

La decomposizione di Gauss segue ora dall’osservazione che ogni matrice t € T (n)
si scrive in modo unico mediante:

t=(6

con ( € Z_(n) ove § € D(n) ha la stessa diagonale principale della matrice .
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Indichiamo con K (n) il sottogruppo di Ty (n) delle matrici triangolari superiori
ad elementi della diagonale principale positivi.

TEOREMA 1.8 (DECOMPOSIZIONE DI GRAM) Ogni matrice a € GL(n) si decom-
pone in modo unico mediante
a = uk

conu € O(n) ek € Ki(n). Abbiamo u € SO(n) se e soltanto se Det(A) > 0.
L’applicazione
O(n) x Ky(n) > (u, k) — uk € GL(n)

e un diffeomorfismo analitico.

DiMm. La decomposizione si puo ottenere mediante il procedimento di ortogona-
lizzazione di Gram-Schmidt. Qui la deduciamo dalla decomposizione di Gauss:
questo procedimento ci consente di esplicitare meglio il carattere delle operazioni e
di ottenere formule per il calcolo dei coefficienti delle matrici della decomposizione.

Osserviamo che la matrice aa & definita positiva e quindi regolare. Possiamo
quindi decomporla in un unico modo mediante:

taa = (6%
con ¢ € Z_(n),d € D(n), z € Zy(n). Inoltre 6 = diag(d, ..., d,) con
6n = Dy(*aa)/Dy,_1(*aa) > 0 per h=1,...,n.

Poiché taa ¢ simmetrica, dall’unicitd della decomposizione di Gauss ricaviamo
ancora che

Sia
V6 = diag(\/61, ..., /)

dove si e scelta la determinazione reale positiva della radice quadrata. Allora
k=+Vbze K, (n)

e abbiamo
tva = k.

Da questa uguaglianza segue immediatamente che
u=ak™ " €O0(n).

Infatti:
wu = K Y aak ™ = % kT = 1.

Abbiamo cosi ottenuto la decomposizione di Gram a = uk. Essa € unica perché, se
a = uk
conu € O(n) e k € K;(n), allora

taa =t kk
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e k ¢ unica per 'unicita della decomposizione di Gauss.

I coefficienti della diagonale principale della matrice k£ nella decomposizione di
Gram sono dati da:

Dy, (taa)

knp = | == |
hh Dh_l(taa)

DECOMPOSIZIONE DI GRAM NELLO SPAZIO DI MINKOWSKI

La decomposizione di Gram si puo generalizzare ad altri gruppi diversi dal
gruppo ortogonale euclideo. Ad esempio, consideriamo il gruppo O(1,n) delle
trasformazioni ortogonali rispetto al prodotto di Minkowski [-|-] su R"*1. Ri-
cordiamo che, posto

1 0 0 0
0 -1 0 0
L.=|0 0 -1 0
0 0 0 .. -1

O(1,n) ¢ il sottogruppo di GL(n + 1) delle matrici a per cui
tall,na = Il,n
e la sua algebra di Lie o(1,n) ¢ formata dalle X € gl(n + 1) tali che

XL+ 6L, X=0

(o v)

conv € R"eY € o(n). In questo caso otteniamo:

cioe dalle matrici della forma

TEOREMA 1.9 Siaa € GL(n+ 1) e supponiamo che
[aeglaeg] > 0.
Allora possiamo decomporre a in modo unico nella forma:
a = uk
conu € O(1,n) ek € Ky(n+1). L’applicazione
O(1,n) x Ky(n+1) 3> (u, k) — uk € GL(n + 1)
e iniettiva e analitica reale.

Dim. La dimostrazione e analoga a quella svolta per la decomposizione di Gram.
Osserviamo che *al; ,a & regolare, in quanto la forma di Minkowski & non degenere
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su ogni sottospazio che contenga un vettore di tipo tempo. Quindi ‘al; ,,a ammette
un’unica decomposizione di Gauss

taILna = (6z

con ( € Z_(n), 0 € D(n), z € Z,(n). Dall’'unicita della decomposizione segue che
¢ =t z. Inoltre
6 = diag(k3, —k3, ..., —k?)

con numeri reali positivi kg, ..., k,. Posto
A= diag(ko, ]{71, ceny kn),
otteniamo
(5 - AIl’nA.

Poniamo a questo punto
k=Aze Ki(n+1).

Otteniamo
tCLILnCL =t kIl,nk~

Se poniamo
u=ak !

risulta allora u € O(1,n) e questo ci da la decomposizione cercata. L’unicita segue
da considerazioni analoghe a quelle svolte per la decomposizione di Gram.

CURVE IN UN GRUPPO DI LIE DI MATRICI

Concludiamo questo paragrafo dimostrando un teorema sui sottogruppi chiusi di

GL(n).

TEOREMA 1.10 (i) Sia G' un sottogruppo chiuso di GL(n) e sia g C gl(n) la sua
algebra di Lie. Se
a:J — GCGL(n)

¢ una curva di classe C*, allora
a~l(t)a(t) € g Yt € J.

(ii) Viceversa, se
A:J—g

é una curva differenziabile di classe C*, con k > 0, to € J, allora la soluzione del
problema di Cauchy lineare:

a(t) = a()A(t) ted
(©) { alt) = go € G

¢ una curva « : J — G a valori in G di classe C*11,

Dim. (i) Fissiamo un intorno Uy di 0 in g tale che

Uo> X — exp(X) € U, = exp(Uy)
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sia un diffeomorfismo analitico di Uy su un intorno U, dell’identita di G. Sia t € J,
g = a(t). Allora possiamo trovare un intorno aperto connesso Jy di ¢ in J tale che
a(Jy) C gU.. Risulta allora univocamente determinata una curva di classe C* in
U 0-

Joot— X(t)eUyCyg

tale che B
at) = gexp(X(t)) Vte J
e
X(t) = 0.
Avremo allora, con _
YO - X(a €g,
a(t) = gYo,

cioe a(f)"ta(t) =Yy € g.
(i) Osserviamo che, per il punto (i), per ogni funzione reale di classe C*

Jot—g

abbiamo

cap(-X (1)) S enp(X (1) € o

per ogni t € J. Piu precisamente ricordando la formula di differenziazione dell’espo -
nenziale:

eap(~X (1) T exp(X (1)) = H(X (1) X (1)
ove o)
H(X) = eap(=X) 1=z —ean(X)

€ un’applicazione analitica
g3 X — H(X) € gl(g)

con

H(0) = Id,.

Quindi il problema di Cauchy non lineare:

{ exp(—X () fexp(X (1)) = H(X () X (t) = A(t)
X(to) =0

ammette un’unica soluzione, che & una funzione di classe C**1 definita su un intorno
connesso J' di ty in J, a valori in g. Allora

goexp(X(t))

¢ una curva di classe C**! definita su J’ a valori in G e coincide con la soluzione o
del problema di Cauchy (C) per I'unicita. Questo argomento, ripetuto a partire da
un qualsiasi punto ¢ € J per cui a(t) € G, ci dice che 'insieme dei punti ¢ € J per
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cui a(t) € G & aperto J. Esso ¢ anche chiuso perché abbiamo supposto G chiuso in
GL(n), quindi coincide con J perché & non vuoto contenendo tg.

§2 CURVE NELLO SPAZIO EUCLIDEO

Studiamo in questo paragrafo la congruenza di curve nello spazio Euclideo, cioe
rispetto al gruppo O1(n) delle isometrie di R™. Indichiamo con (-|-) il prodotto
scalare canonico di R™ e con | - | la norma associata. Data una curva

(67 [to,tl] — R"

definita e di classe C'! su un intervallo compatto [tg, 1], definiamo la sua lunghezza
mediante

o) = /t Clab)|dt.

Le formule di cambiamento di variabili dell’integrale ci dicono che la lunghezza di
una curva non dipende dalla sua parametrizzazione. Nel caso di una curva semplice
il cui supporto sia un segmento, la lunghezza coincide con la lunghezza del segmento
definita nella geometria elementare. Inoltre, se consideriamo 'immagine della curva
«a mediante una isometria:

B(t) = ua(t) +v

con u € O(n) e v € R™ fissati, abbiamo
B(t) = ud(t)

e dunque .
1B(E)] = [a(t)]

su [tg,t1]. La lunghezza di una curva & dunque invariante per isometrie di R™.
Supponiamo ora che due curve

a;:J; — R™
(i =1,2) di classe C*, con k > 1 siano O;(n) congruenti e sia

JlL)Rn

(6] n
J —— R
un diagramma commutativo che descrive la congruenza, con ¢ : J; — Js un

diffeomorfismo di classe C* e g € O1(n). Per restrizione esso definisce una O1(n)
congruenza di qualsiasi arco di o sull’arco corrispondente di as e dunque avremo,

fissato tg € Ji: "
t o(t

[ lan©lde = [ las(lag
to a(to)

per ogni t € Jy.
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Sia ora
a:J —R?

una curva regolare di classe C* (k > 1). Allora, fissato ¢y € J, la funzione

t

s(t) = [ |a(&)|dg

to

¢ un diffeomorfismo di classe C*, strettamente crescente, di J su un intervallo J’
di R. La curva
B=aost:J - R"

si dice ottenuta riparametrizzando « per lunghezza d’arco. Essa gode della proprieta
che '
1B(s)|=1 Vs e J.

Una curva di classe C* con k > 1 che goda di questa proprieta si dice parametrizzata
per lunghezza d’arco. Useremo di solito la lettera s per il parametro lungo una
curva parametrizzata per lunghezza d’arco e la lettera t per indicare che non si
pongono speciali condizioni sulla parametrizzazione. Due diverse parametrizzazioni
per lunghezza d’arco si ottengono l'una dall’altra per trasformazioni di R della
forma:

s — +£s5+4 sg

(isometrie di R).
Da questa discussione segue il:

LEMMA 2.1 Siano o; : J; — R™ (i = 1,2) due curve parametrizzate per lunghezza
d’arco. Se esse sono O1(n) congruenti, ¢ possibile determinare g € O1(n), € = +1,
so € R tali che

as(s) = gaq(es + so).

Ricaviamo ora dalla decomposizione di Gram gli invarianti euclidei di una curva
sghemba. Sia
a:J — R"

una curva sghemba. Indichiamo con A(t) la matrice di GL(n):
A(t) = (Da(t), ..., D"a(t)).

Applichiamo ad A(t) la decomposizione di Gram: abbiamo

con

K(t) € Ki(n).

Osserviamo che, se « ¢ di classe C* con k > n, allora i coefficienti di E(t) sono
funzioni di classe C*~"*1 e quelli di K (¢) sono funzioni di classe C*~".
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La matrice E(t) si dice il riferimento di Frenet lungo la curva «. Le sue colonne
e1(t), ..., en(t) sono dette:

e1(t) versore tangente
ea(t) versore normale
es(t) versore binormale

en(t) versore (n — 1)-normale

Se dovremo considerare contemporaneamente il riferimento di Frenet di piu curve,
indicheremo la curva considerata a esponente. Scriveremo cioe E“, e invece di E ed
e;. Il riferimento di Frenet lungo una curva dipende soltanto dall’orientazione della
curva: abbiamo osservato che un cambiamento o della parametrizzazione cambia
A(t) in una matrice

Al ()T (¢)
ove T/ (t) & una matrice diagonale superiore con diagonale principale
(6(8), 6 ()2, .., 6" (1))

e dunque avremo

EY(t) = E%(a(t))

se ¢ > 0 (la riparametrizzazione conserva il verso della curva)

-1 0 0 ... 0

0o 1 0 ... 0
ET() = B°o(®) | 0 0 -1 .. 0

0 0 0 ... (=1

se 6 < 0 (la riparametrizzazione cambia il verso della curva). In quest’ultimo caso
sard e (o(t)) = (—1)%e®(t) per i = 1,...,n.

Se la curva a e parametrizzata per lunghezza d’arco, allora i coefficienti sulla
diagonale principale della matrice triangolare superiore K (t) nella decomposizione
di Gram di A(t) sono degli invarianti della curva. Osserviamo che k13 = 1 e
dunque gli elementi dalla diagonale di K (¢) definiscono lungo la curva n—1 funzioni
invarianti rispetto all’azione di O1(n). Definiamo a partire da essi le curvature di
a mediante:

a(s) = k7;+1,z'+1(8).
]{7“(8)

Se non supponiamo la curva parametrizzata per lunghezza d’arco avremo

Kiv1,ip1(t)

M Bl |

L’espressione trovata nel paragrafo precedente per i coefficienti k;; ci permette di
esprimere le curvature mediante la matrice A(t):

ki(t) = Dip1("A()A()) - Di—1 (*A(t) A(2))
Z DZ(*A(t)A()) - |a(t)|? ~
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Il Teorema 2.4. nel caso del gruppo ortogonale da:

LEMMA 2.2 (i) Se
J>t— 0O(n)

¢ una curva differenziabile di classe C', allora
E-Y(t)E(t) =t E(t)E(t) € o(n) Vt € J.

(ii) Assegnato un intervallo J in R, un punto ty € J, un elemento uy € O(n) e una
curva
X:J—o(n)

di classe C* con k > 0, la soluzione del problema di Cauchy:

{ Et)=Et)X(t) tedJd
E(to) = Up

¢ una curva di classe CkT1 a valori in O(n).

Dim. Diamo una dimostrazione indipendente dal Teorema 2.4. (i) Differenziando
I'identita
'E)E(t) = Id
troviamo
(*) 'E'(t)E(t) +" E()E'(t) =0,
cio¢, ponendo X (t) =t E(t)E'(t) = E(t)"1E'(t),
PX(t)+X(t) =0

che ci dice che X(t) € o(n).

(i) Poniamo M(t) =! E(t)E(t), ove E & la soluzione del problema di Cauchy in
(ii). Differenziando M abbiamo allora

M'(t) = M()X(t) — X(t)M(t).
Poiché M (tg) = Id ne segue che M (t) = Id per ogni t € J e quindi E(t) € O(n).

TEOREMA 2.3 Sia
a:J —=R"”

una curva sghemba e sia

E:J— O(n)

il suo riferimento di Frenet. Allora la matrice antisimmetrica

Q)= E~Yt)E'(t)
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e della forma:

0 —k(t) 0 0 0 0

kit) 0 —ka(t) O 0 0

0 ko(t) 0 —ks(t) 0 0

Q) = @) ]| O 0 ks(t) 0 0 0
0 0 0 0 ... 0 —k,a(t)

0 0 0 0 oo kna(t) 0

DiM. I coefficienti della matrice €2(¢) = (w;;) sono dati da

wij = (ei(t)|é;(2)).

Poiché e;(t) ¢ combinazione lineare di Da(t),..., D7a(t), €;(t) ¢ combinazione li-
neare di Da(t), ..., D?a(t), DI 1a(t) e dunque ortogonale a e; se i > j+ 1. Essendo
)(t) antisimmetrica, si conclude che w;;(t) =0 se |i — j| # 1.

Per calcolare i coefficienti di (), supponiamo dapprima che « sia di classe
C™t1. Allora la A(t) e quindi anche la K (t) nella decomposizione di Gram di A(t)
¢ di classe C. Posto

otteniamo:
(*) Qt) = K@M () K (t) — K'(H) K1 (1)

La matrice M (t) e della forma

00 0 0 M(b)
100 0 Xo(t)
01 0 0 As(t)
M(t) = .
000 ... 0 Aa(d)
00 0 ... 1 (¢

e quindi possiamo facilmente calcolare w;41,; usando (*). Il secondo addendo a
secondo membro & triangolare superiore e quindi non da contributo. Otteniamo
percio

kiv1it1(t)

Eii(t)

da cui segue la tesi. Se « e solo di classe C", possiamo approssimarla uniformemente
con le derivate fino all’ordine n sui sottoinsiemi compatti di J (per il teorema di
Stone-Weierstrass) con una successione «a,, di curve sghembe di classe C*°. Per
ciascuna di esse vale la conclusione del teorema e dunque ’enunciato segue per
passaggio al limite, in quanto sia i coefficienti delle matrici €2, (¢) che quelli delle
matrici K, (t) associate alle a,, convergono a quelli di Q(t) e di K(¢) per ogni punto
tedJ.

wit1,i(t) =

Il sistema di equazioni
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soddisfatto dal riferimento di Frenet della curva « si dice sistema di equazioni di
Frenet della curva. Esso e descritto completamente dalle funzioni di curvatura, che
abbiamo visto essere invarianti euclidei della curva. Esplicitiamo tale sistema di
equazioni:

él(t) = U(t)kl (t)eg(t
éa(t) = v(t)[—ki(t)ex(t) + ka(t)es(t)]
é3(t) = v(t)[—ka(t)ea(t) + k3(t)ea(t)]

en1(8) = V() [—hna(t)en—a(t) + kn1(Den(t)]
én(t) = —v()kn—1(t)en—1(t)

ove abbiamo posto

Otteniamo quindi:

TEOREMA 2.4 (i) Siano «; : J; — R™ due curve sghembe. Condizione necessaria
e sufficiente affinché siano O1(n) congruenti é che, avendole parametrizzate per
lunghezza d’arco, dette k;(s) le curvature delle due curve (i =1,2,j=1,...n—1)
risulti con e = +1 e un sg € R):

s — €S+ g

e bigettiva da Js su Jy e
ki(s) = k?(es + s0) Vs.

J

(ii) Assegnate n — 1 funzioni continue a valori positivi:
kj :J—R

di classe C* con k > 0, un punto tq € J, un punto g € R™ e un elemento u € O(n),
possiamo trovare una e una sola curva « : J — R"™, parametrizzata per lunghezza
d’arco, con a(ty) = xg, avente in ty riferimento di Frenet u, e avente le k;(t) come
funzioni di curvatura.

DiM. (i) La condizione ¢ ovviamente necessaria. Per dimostrare la sufficienza,
possiamo supporre che le due curve «; siano definite sullo stesso intervallo J e non
e restrittivo supporre che 0 € J e che le curvature delle due curve siano uguali per
uguali valori del parametro:

k?l (8) = ka2<8) = ]{jj(S) VS e J \V/j — 1, ...,n - 1.

J
Risultera allora associata alle due curve la stessa matrice
Q% (s) = Q*(s) = Q(s)
data da
Q(s) = (k;(8)[0i,j+1 — 65,i+1))ij=1,...,n-

Allora i riferimenti di Frenet £%i(s) delle due curve soddisfano lo stesso sistema di
equazioni differenziali ordinarie:

(*) E'(s) = E(s)Q(s) su J.
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Sia u = E“*(0) € O(n), w = E*?(0) € O(n). Allora per l'esistenza e unicita della
soluzione di (*) per una condizione iniziale F(0) = g € O(n) assegnata, troviamo
che deve essere

E*2(s) = wu ' E*(s) Vs € J.

1

Quindi, posto g = wu™", avremo in particolare

da(s) = gdu(s) Vse J

da cui
as(s) = gaa(s) +xg Vs e J

per un opportuno xg € R™. (ii) La curva cercata & I'unica soluzione delle equazioni
di Frenet e del sistema

a(t) = e1(t)
con le condizioni iniziali assegnate.

Questo teorema ci dice che la lunghezza d’arco e le curvature costituiscono
un sistema completo di invarianti indipendenti per le curve sghembe dello spazio
euclideo. Dalla discussione della O;(n) congruenza si deduce immediatamente
quella della SO;(n) congruenza. In questo caso dobbiamo prendere in conside-
razione un altro invariante delle curve parametriche sghembe: il segno del deter-
minante della matrice A(t) = (Dq, ..., D™a). Se questo ¢ positivo, diciamo che la
curva parametrica o ha torsione positiva, se € negativo diciamo che la curva ha
torsione negativa. Si dice torsione della curva la n — 1-esima curvatura con il segno
+ se la torsione e positiva e con il segno — se la torsione e negativa. Osserviamo che
il segno della torsione ¢ il determinante del riferimento di Frenet. Un cambiamento
dell’orientazione di una curva parametrica in R™ ne cambia il segno della torsione
se il numero n(n+ 1)/2 & dispari, mantiene inalterato il senso della torsione se esso
¢ pari. Abbiamo dunque:

TEOREMA 2.5 Sen(n+1)/2 é dispari, due curve sghembe sono SO1(n) congruenti
se e soltanto se sono O1(n) congruenti. Se n(n + 1)/2 e pari, due curve sghembe
sono SO1(n) congruenti se e soltanto se hanno torsione dello stesso segno e sono
O1(n) congruenti.

In uno spazio euclideo di dimensione n con n(n + 1)/2 pari si usano definire
levogire le curve con torsione positiva e destrogire le curve con torsione negativa. Il
significato geometrico del segno della torsione e diverso a seconda che la dimensione
n dello spazio sia pari o dispari. Nel caso della dimensione dispari ¢ il seguente: i
vettori ey, ..., e,—1 del riferimento di Frenet in un punto a(t) di una curva sghemba
a : J — R™ determinano univocamente un iperpiano e su di esso un’orientazione.
Risulta cioé¢ univocamente indviduato un vettore n tale che (eq,...,e,_1,n) €
SO(n). Diremo che i punti

r=at)+ e +.. .+ e, 1 +E™n

con £" = 0 appartengono all’iperpiano osculatore, quelli con £ > 0 appartengono
al semipiano superiore, quelli con £” < 0 al semipiano inferiore. Se la torsione di «
e positiva, allora potremo trovare un € > 0 tale che a(t') appartenga al semipiano
superiore se t < t' < t + €, al semipiano inferiore se t — € < t' < t. La situazione
si scambia nel caso la torsione sia negativa. Se la dimensione n ¢ pari, allora un
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arco della curva contenente a(t) sara tutto contenuto nel semispazio superiore se
la torsione ¢ positiva, nel semipiano inferiore se la torsione ¢ negativa.

Riscriviamo in particolare le equazioni di Frenet per curve piane e curve nello
spazio ordinario.

In R?, le equazioni di Frenet di una curva parametrizzata per lunghezza d’arco
sono date da:

{ 1 = h(s)es

és = —k(s)ey

In R3 le equazioni di Frenet di una curva parametrizzata per lunghezza d’arco
sono date da:

él = —k‘l(s)eg
ég = —]{7161 —+ ]{?2(8)63
ég = —k‘z(S)Gg

Esempi
1. In R? le curve con curvatura costante sono archi di circonferenza: infatti per
R 3 k > 0,il sistema
él = ]{?62
é2 = —k‘ez

con (e1(s),e2(s)) € O(2) ha soluzione generale
[ cos(ks + sg)
erls) = (sin(ks + 50) )

_( —sin(ks + sp)
ea(s) = < cos(ks + sp) )
e dunque le curve con curvatura costante k sono descritte da:

a(s) = k=1 sin(ks + so) + a
~ \ —k~tcos(ks+s9)+b

con a,b € R. Osserviamo che una curva che descrive una circonferenza risultera
avere torsione positiva o negativa a seconda che ne descriva la frontiera (per valori
crescenti del parametro) in senso antiorario o orario.

2. Consideriamo ora curve in R? con curvature ki, ko > 0 costanti. Fissiamo un
angolo 6 € (0,7/2) tale che
tanf = kl /]{72 .

Se (e1(s),ea(s),e3(s)) e il riferimento di Frenet lungo una curva con curvature
k1, ko > 0 costanti, consideriamo il vettore

w(s) = ey (s) cosf + e3(s) sin 6.
Abbiamo allora per le equazioni di Frenet:

(*) w(s) = kiea(s) cosl — koea(s)sinf =0
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e dunque w(s) = w € un vettore costante. Ricaviamo quindi:
(e1(s)|w) = cos § = costante.

1
Da questa otteniamo, se per esempio fissiamo w = | 0 |,
0

cosf
e1(s) = | sinfcos(hs + sp)
sin @ sin(hs + sg)

con
k1

sin 6

h:

e da questa ricaviamo che la curva cercata e isometrica a una curva della forma

(cosf)s
a(s) = | —h71(sinf)sin(hs)
h=1(cos #) cos(hs)

a meno di traslazioni del parametro s e dell’azione del gruppo O;(n).

Infatti la curva « si proietta in una curva piana 3, con riferimento di Frenet
(€1,€2) i cui vettori sono le proiezioni di ey, es sul piano (x2,x3), divise per sin 6.
Le equazioni di Frenet della curva f si ricavano da quelle della curva « e sono date

da: }
o 1
€1 = sin@e2
éQZ— .kl €1 .

La conclusione segue quindi dalla discussione delle curve piane a curvatura costante
dell’esempio 1.
Curve di questo tipo si dicono eliche circolari.

In generale la condizione che il rapporto tra le due curvature sia costante implica
che la tangente alla curva « in ogni punto forma un angolo costante con una
direzione assegnata w: infatti la (*) vale quando k;/ks = costante = tan . Curve
con questa proprieta si dicono eliche.

Consideriamo un’elica generale. Definiamo la curva:

B(t) = a(t) — twcosb.

Abbiamo J
E(Mﬂ) = (e1]w) —cosf =0

e dunque la curva [ € una curva piana su un piano affine
(w|z) = costante.

Indichiamo con
(617 62)
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il riferimento di Frenet della curva piana 3. Allora abbiamo:

e1 — wcos b
€L ="
sinb

e dunque la curva [ verifica le equazioni:
: _ ki(s)
(**) €1 = Sing €2
€0 = _kl(s)
2 = sin 6

dove s e ancora il parametro di lunghezza d’arco lungo la curva a.
Troviamo quindi I’equazione generale di un’elica nella forma:

a(s) = B(s) + swcos b

per una curva piana £ in un piano ortogonale a w, la cui forma si ricava dall’equa-
zione (*%).

63 COMPLEMENTI SULLE CURVE NELLO SPAZIO EUCLIDEO

Se o : J — R™ ¢ una curva di classe C" con
An—1 = (Da(t), ...,D”fla(t))

di rango n — 1 per tuttii ¢t € J, per mezzo del procedimento di ortogonalizzazione
di Gram-Schmidt risulta associata ad essa una curva

E:J— SO(n)
tale che
A(t) = (Da(t), ...,D"‘la(t),D”a(t)) = FE(t)K(t)

dove K (t) & una matrice triangolare superiore

K(t) = (ki (1))
con k;;(t) > 0 per i < n, mentre k,,(t) puo assumere qualsiasi valore reale. Come
abbiamo osservato nel §2, il numero

7(t) = ()] kL1 o1 () Knn (1)

n—1,n—1
e la torsione della curva « in t.

CURVE PIANE

Nel caso di una curva piana, la torsione si dice curvatura della curva orientata e
i punti in cui essa cambia di segno si dicono flessi della curva piana.

Nel caso di una curva piana, poiché SO(2) si puo identificare a S! mediante
I’isomorfismo di gruppi abeliani moltiplicativi:

cos —sinf

1 i0 _
S oe %p(g)_(sine cos 6

) € SO(2)



236 XIV. GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE CURVE
il riferimento di Frenet in SO(2) si puo identificare a una curva
J — S?
che si rialza al rivestimento universale R di S come una applicazione differenziabile:
0:J—R

univocamente determinata quando se ne fissi il valore in un punto ty € J.
Le equazioni di Frenet hanno allora la forma:

o0(1)) = pl0()A)
e, poiché
%9(9) =p (9 + g) =p(@)p (g)
otteniamo

Ora, possiamo scrivere

Q(t) = k()la(b)lo(5)

dove k(t) & la curvatura della curva orientata « in ¢, e dunque le equazioni di Frenet
si riducono all’'unica equazione scalare:

0(t) = lcu(t) k(2).

Se « & parametrizzata per lunghezza d’arco, otteniamo la formula per la curvatura
orientata:

Iz

E—= —
ds

Possiamo quindi determinare una curva piana, nota la sua curvatura orientata in
funzione della lunghezza d’arco, mediante due quadrature: avremo infatti

0@=%+/1@%

S0

e le componenti z(s) e y(s) di a rispetto alle coordinate cartesiane di R? si ottengono
da:

x(s) =9 + /8 cos(0(&))dE

S0

y@:m+/lmwm&.

s0

Esempio. Determiniamo una curva piana « con la proprieta che la sua tangente
in ogni punto «(t) formi un angolo costante ¢ € [0,7/2] con la retta uscente
dall’origine e passante per il punto «(t).
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E conveniente introdurre coordinate polari, cioe cercare la curva nella forma

{ x =7(t)cos(6(t))
y = r(t)sin(0(t)).

La tangente alla curva in t ¢ data da:
: cos(6(t)) . —sin(f(
") ( sin(6(t)) +ré cos(6(t

|6~ 7 (éla) = cos ¢

).
)
Dalla condizione:

ricaviamo:

= cos ¢\/ + 1202(¢).
Calcolando i quadrati delle due espressioni otteniamo:
(4 ‘
% sin ¢ = +0(t) cos ¢

e dunque integrando otteniamo, a seconda della scelta del segno, le due curve:
log () sin ¢ = costante + 6(t) cos ¢

log r(t) sin ¢ = costante — 0(t) cos ¢.

I due casi estremi sono rappresentati da ¢ = 0,7/2: nel primo 6 & costante e la
curva € una semiretta uscente dall’origine. Nel secondo r € costante e la curva e
una circonferenza con centro nell’origine. Se 0 < ¢ < /2, possiamo usare 6 come
parametro sulla curva, ottenendo:

r(8) = roe®
con a = F+cot ¢. In coordinate cartesiane, avremo cioe

{ x = 1( cos fe®?

y = 7 sin fe®

Una curva di questo tipo si dice una spirale logaritmica. La sua curvatura in ogni
punto ¢ data da

dg  db , da
&~ ao''as"
Abbiamo quindi:
|k(0)| = g * sin pe=*?

CURVE NELLO SPAZIO ORDINARIO

SU(2) ¢ un rivestimento a due fogli di SO(3). Se rappresentiamo un elemento
di SU(2) come un quaternione di modulo 1, la corrispondenza

SU(2) ~ S5 u—r, € SO(3)



238 XIV. GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE CURVE

associa al quaternione u, che scriveremo come u = cos #1 +sin fu’ con v’ puramente
immaginario, la rotazione di angolo 26 intorno all’asse u'.

Sia ora E : J — SO(3) un arco di classe C!. Fissato ty € J e un elemento
go € SU(2) tale che ry, = E(ty), possiamo rialzare in modo unico E a una curva
di classe C! g : J — SU(2) in modo che il diagramma:

J —Z 5 80(3)

H I

J — SU(2)
g

sia commutativo.
Differenziando la relazione g - ¢ = 1, otteniamo

Gg-9+q-9=0, ciot g-¢g=-g-¢,

e dunque g~'¢’ = g - ¢’ & puramente immaginario. Poniamo Q(t) = g~ (t)¢'(t) =

g(t)g'(t).
Differenziando la relazione:

E(t)(v) = g(t) - v - g(t)

(ove il vettore v € R3 si identifica a un quaternione puramente immaginario)
otteniamo

da cui

Q) () = Q1) -v—v-Qt) =2Q(t) x v

ove ” x” indica il prodotto esterno in R3. Il vettore 2 ha allora coordinate Euclidee
(%, 0, %), ovvero ¢ il quaternione #i+ gk. Le equazioni di Frenet si scrivono quindi
nella forma:

o) = g(0)- 20 = 5000+ (Fi+ 5k



