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CAPITOLO 1
Gruppi topologici

1.1. Definizioni principali

Dato un gruppo G e un elemento a di G, indichiamo con R,, L, e ad(a),
rispettivamente, le applicazioni bigettive di G in s¢:

(1.1.1) R,:G>g—gacG (traslazione a destra)
(1.1.2) L,:G>g—ageG (traslazione a sinistra)
(1.1.3) ad, :G > g—>aga_1 eG (aggiunta)

Se a € G e A € un sottoinsieme di G, scriveremo a volte aA invece di L,(A) e
Aa invece di R,(A).
Si verifica facilmente che, per ogni a, b € G, valgono le relazioni:

(1.1.4) R, o Rp = Ryq,

(1.1.5) L,oL, =Lg,

(1.1.6) L,oR, =Ry oL,

(1.1.7) ad; =R,10L,=L,0R 1.

Lemma 1.1.1. Le applicazioni
L:G>3a—L, € S(G)

R:G3a—R 1 € S(G)
sono rappresentazioni fedeli del gruppo G nel gruppo S(G) delle applicazioni
bigettive di G in se.
L’applicazione
ad : G 3 a—ad(a) € Aut(G)

¢ una rappresentazione di G nel gruppo dei suoi automorfismi El Abbiamo:
kerad = {a € G|ag = ga Vg € G}.

La rappresentazione ad : G—>Aut(G) si dice la rappresentazione aggiunta di
G. 1l suo nucleo ¢ il centro Z(G): esso ¢ un sottogruppo abeliano normale di G.

Se V ¢ uno spazio vettoriale su un campo k, I'insieme di tutte le applicazioni
lineari invertibili @ : V—V, con I’operazione di composizione, ¢ un gruppo. Esso
si dice il gruppo lineare di V e si indica con GLy(V).

'Un automorfismo di G & un’applicazione bigettiva ¢ : G—G tale che ¢(ab) = ¢(a)p(b) per
ognia,b €G.
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Se G ¢ un gruppo astratto, un omomorfismo ¢ : G—GLy(V) di G nel gruppo
lineare di uno spazio vettoriale V su k, si dice una rappresentazione k-lineare di G.

Una topologia 7 su un gruppo G si dice compatibile con la struttura di gruppo
se I’applicazione

GxG>(g1,8)—g 'e et

¢ continua (per la topologia prodotto su G X G).
Ci0 equivale al fatto che siano continue le due applicazioni

GxG>3(g1,8)—822€G e Gog—g'eG.

Definizione 1.1.2. Un gruppo topologico ¢ un gruppo G su cui si sia fissata una
topologia T compatibile con la sua struttura di gruppo.

Lemma 1.1.3. Se G ¢ un gruppo topologico, allora per ogni a € G le applicazioni
Ry, Ly, ad, sono omeomorfismi di G in sé. Se {e} é chiuso, allora il centro Z(G)
e chiuso in G. Se H e un sottogruppo di G, esso é un gruppo topologico con la
topologia di sottospazio indotta da G.

Osservazione 1.1.4. La topologia discreta e la topologia indiscreta sono entrambe
compatibili con la struttura di gruppo di un qualsiasi gruppo G. Quindi ogni gruppo
puo essere considerato come gruppo topologico.

1.2. 11 gruppo degli omeomorfismi di uno spazio topologico

Sia X uno spazio topologico con topologia 7. L’insieme S (X) di tutti gli
omeomorfismi di in sé ¢ un gruppo rispetto alla composizione di applicazioni.
Consideriamo su S;(X) la topologia Tx che ha come prebase % degli aperti gli
insiemi

U(K,A) = {¢ € S(X) | ¢(K) C A},
UK. A) = {p € S(X) | 7' (K) C A},

al variare di K tra i compatti e di A tra gli aperti di X.
Si ottiene una prebase della stessa topologia di S,(X) se si fa variare A in una
prebase degli aperti di X.

Teorema 1.2.1. Se X ¢ uno spazio di Hausdor{f localmente compatto, allora S;(X),
con la topologia Tx, é un gruppo topologico.

DmvosTrAZIONE. Chiaramente la S.(X) 3 ¢—¢~' € S,(X) & continua perché
scambia tra loro gli aperti U(K, A) e U1K, A) della prebase % .

Dimostriamo che anche la

A1 Gr(X) X So(X) 3 (d,Y)—¢ oy € S(X)

¢ continua. Siano K un compatto e A un aperto di X e siano ¢, ¥ due omeomor-
fismi in S;(X) tali che ¢o(¥o(K)) C A.

Poiché yo(K) ¢ un compatto di X contenuto in A, possiamo trovare un intorno
aperto relativamente compatto V di yo(K) tale che V € A.

Allora, se y €e UK, V)e ¢ € U(V, A), abbiamo ¢oy(K)CA.
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Quindi A7 (U(K, A)) > U(V,A) x UK, V) 3 (¢, ¥o) € un intorno aperto di
ogni suo punto e quindi un aperto.

In modo analogo, se (¢g o vo) U(K) C A, scegliamo un intorno aperto V del
compatto ¢;'(K) con V € A.

Allora A~ (U™'(K, A)) o UK, V)xU~(V, A) 3 (¢, o) dimostra che -1 (U1 (K, A))
¢ intorno di ogni suo punto e quindi aperto.

Pertanto A ¢ continua. O

Teorema 1.2.2. Se X = (X, tx) é uno spazio di Hausdor{f localmente compatto e
localmente connesso, allora la topologia Tx su S(X) coincide con la topologia
compatta-aperta.

DimvosTrAZIONE. Sara sufficiente dimostrare che, se K ¢ un compatto ed A un
aperto di X, I’insieme U™ (K, A) & aperto nella topologia compatta-aperta di S.(X).
Poiché per ipotesi gli aperti relativamente compatti di X formano una base di 7y,
possiamo limitarci a considerare il caso in cui A sia relativamente compatto in
X. Possiamo inoltre supporre che K abbia parte interna non vuota e connessa.
Infatti, fissato ¢ in U (K, A), possiamo trovare un ricoprimento finito {U1, ..., U,}
di K mediante aperti connessi e relativamente compatti con ¢; o j) C A per ogni
j=1,..,n. Allora

goe( \U(U,;,4) cU(K, A)

n
J=1
e sara allora sufficiente verificare che ciascuno degli insiemi U~!(U j»A) sia aperto
in S,(X) per la topologia compatta-aperta.

Supponiamo quindi che A sia un aperto relativamente compatto di X e che K
sia un compatto di X con parte interna connessa.

Sia ¢ un elemento di U~!(K, A); fissiamo un punto xo € A la cui immagine
¢o(xo) mediante @g sia un punto interno di K, e consideriamo 1’aperto

W =U({x0},X) N UMA\ A, X \ K)

della topologia compatta-aperta di S,(X). L’immagine della frontiera bA = A \ A
dell’aperto A mediante un omeomorfismo ¢ di W non interseca il compatto K;
quindi ¢~ (K) c AU (X \ A).
Osserviamo che K & connesso perché ha parte interna connessa. Qundi ¢~ (K)
& connesso e quindi contenuto o in A o nel complementare X \ A della sua chiusura.
Poiché ¢ € U({x0},X), otteniamo ¢~ (xo) € ¢~'(K) N A e dunque ¢~ '(K) c A. Cid
dimostrache W c U™!(K, A). Abbiamo dimostrato in questo modo che U I(K,A)e
intorno di ogni suo punto e quindi aperto nella topologia compatta-aperta di S(X).
O

1.3. Proprieta generali dei gruppi topologici

Teorema 1.3.1. La componente connessa G, dell’identita in un gruppo topologico
G ¢ un sottogruppo chiuso normale di G. Analogamente, la componente connessa
per archi dell’identita é un sottogruppo normale di G.
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DimvosTtrAZIONE. L’immagine di G, X G, mediante 1’applicazione
GxG>3(g,h)—gh'eG

¢ un connesso di G che contiene e e dunque ¢ contenuta in G,. Cido dimostra che
G, ¢ un sottogruppo di G. Se a € G, allora I'immagine di G, mediante ad(a) € un
connesso di G che contiene ¢ ed ¢ dunque contenuta in G,. Cio dimostra che G, ¢
un sottogruppo normale.

La seconda affermazione del teorema si dimostra in modo analogo, in quanto
immagini continue di sottoinsiemi connessi per archi sono ancora connesse per
archi. O

Teorema 1.3.2. Un sottogruppo aperto H di G é anche chiuso.

DmvosTtrAZIONE. Se H ¢ un sottogruppo aperto di G, allora il suo complemen-
tare G \ H ¢ aperto in G perché unione di aperti:

G\H = J{R,(H) | ¢ ¢ H).
O

Dato un sottogruppo H di un gruppo G, indichiamo con G/g I’insieme delle

sue classi laterali sinistre &}
G/u ={gH|g € G}.
Esso ¢ il quoziente di G rispetto alla relazione di equivalenza
g1 ~g ©g'geH

Se G ¢ un gruppo topologico, consideriamo su G/g la topologia quoziente.

Teorema 1.3.3. Sia G un gruppo topologico e sia H un suo sottogruppo. Allora la
proiezione nel quoziente

G —— G/u
e un’applicazione aperta.

DimosTRAZIONE. Se A ¢ un aperto di G, allora

7' x(A) = J{RyA) 1h e H)

¢ aperto perché unione di aperti. O

2si possono in modo analogo considerare le classi laterali destre
u\G = {Hg [ g € G}.
Ser: G 3 x—x7! € G & I'inversione, abbiamo un diagramma commutativo

G —— G

l l

1\G —r> G/u

in cui le frecce verticali sono le proiezioni nel quoziente. La 7 ¢ bigettiva e, nel caso in cui G sia un
gruppo topologico, un omeomorfismo. Potremo quindi nella discussione seguente limitarci a con-
siderare soltanto classi laterali sinistre, poiché i risultati ottenuti si applicheranno automaticamente
anche alle classi laterali destre.
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Teorema 1.3.4. Sia G un gruppo topologico e sia H un suo sottogruppo. Allora
anche la sua chiusura H é un sottogruppo di G. Se H e normale, anche la sua
chiusura H e un sottogruppo normale di G.

DmvostrAZIONE. Indichiamo con r 1’applicazione r : G 3 g—g~! € G che
ad ogni elemento di G fa corrispondere il suo inverso. La r € un omeomorfismo
e quindi #(A) = r(A) per ogni sottoinsieme A di G. Se H & un sottogruppo di G,
r(H) = H ed otteniamo: . .

r(H)=r(H)=H.
Analogamente, poiché per ogni g € G le applicazioni L, e R, sono omeomorfismi,
abbiamo Lg(Z) =L,A)e Rg(Z) = R (A) per ogni sottoinsieme A di G. Se g € H,
poiché L,(H) = H e R,(H) = H, avremo:
L,(H) =L, (H) = H, R,H) =R,H)=H VgecH
Queste relazioni implicano che
R,(H) cH, L) cH VgeH,

e pertanto, passando alle chiusure,

L,(H)=R,H)=H VgeH.
Quindi H & un sottogruppo di G.Poiché ad, ¢, per ogni g € G un omeomorfismo

di G in s¢, abbiamo adg(Z) = ad,(A) per ogni sottoinsieme A di G. Dire che H ¢
un sottogruppo normale di G equivale al fatto che ad,(H) = H per ogni g € G. Se
quindi H ¢ normale, risulta:

adH)=ad,(H) = H VYgeG
e questa uguaglianza dimostra che anche H & normale. O

Teorema 1.3.5. Se H ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
G/u e uno spazio regolare. In particolare, G é uno spazio regolare se e soltanto
se e uno spaziol’|T e cio equivale al fatto che {e} sia un chiuso di G.

DimostrazIONE. Se H € un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
tutte le sue classi laterali sinistre sono chiusi di G e quindi G/g € uno spazio
topologico T7.

Sia F un chiuso di G/g e sia g un elemento di G tale che n(g) ¢ F. Conside-
riamo I’applicazione continua

1:GxG 3 (a,b)—a'begG.
Poiché 7~ !(F) & un chiuso che non contiene A(e, g), possiamo trovare un intorno

aperto U, di e e un intorno aperto U, di g in G tali che

gflgz ¢ 7r_1(F) perogni g1 € U,, g € U,.

3Uno spazio topologico X soddisfa I’assioma di separazione 7 se tutti i suoi sottoinsiemi finiti
sono chiusi; soddisfa 1’assioma di separazione 73 se dati un punto a di X e un chiuso A di X che non
contiene a, esistono aperti disgiunti U e V cona € U e A C V; & regolare se soddisfa entrambi gli
assiomi T e T;.
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Consideriamo gli insiemi:
Uy =n"'(xU) e V = | JRo(Uo)|a e x” ()} = | JiLa™ (F))]a e U,

Poiché la proiezione & ¢ un’applicazione aperta, il primo € un aperto saturo che
contiene g e il secondo un aperto saturo che contiene 7~ !(F). Dimostriamo che
Ug NV = 0. Se cosi non fosse, potremmo trovare g, € U,, g2 € H, g3 € U,,
g4 € 7 1(F) tali che g1 8> = g384-

Da questa relazione troviamo g;l 81 = 848, ' e 771(F), che contraddice la
sceltadi U, e U,.

Cio dimostra che G /g soddisfa ’assioma T3 e quindi & regolare. O

Un gruppo topologico G in cui {e} sia un sottoinsieme chiuso si dice separato.
Per il teorema precedente, questa condizione equivale al fatto che G sia uno spazio

regolare. Se G € un gruppo topologico, per il teorema 1.3.4, {e} € un sottogrup-

po chiuso normale di G e quindi G/Q ¢, con la topologia quoziente, un gruppo
topologico separato. Esso si dice il separato di G e si indica con Gyep.

Teorema 1.3.6. Se G ¢ un gruppo topologico separato, allora la chiusura di un
sottogruppo abeliano di G e ancora un sottogruppo abeliano di G.

DimosTtrAZIONE. Sia A un sottogruppo abeliano di G. Fissato un elemento a di
G l'applicazione f, : G 3 x—ad,(x) x ! = axa ' x! € G & continua. Inoltre,
se a € A, abbiamo f,(A) = {e}, perché A ¢ abeliano. Poiché G ¢& separato, {e} ¢
chiuso e quindi f; I(e) & un chiuso che contiene A. Questo dimostrache ax = xa
per ogni x € A ed ogni a € A, ma questo equivale al fatto che f,(x) = e per ogni
a€AedognixeA.

Quindi, poiché {e} & un chiuso di G, per ogni a € A, I'insieme fe) & un
chiuso che contiene A: perciod f;!(e) > A per ogni a € A, ciog A & abeliano. O

Piu in generale, abbiamo:

Proposizione 1.3.7. Se G ¢ un gruppo separato ed E un sottoinsieme di G, il
centralizzatore di E in G:
ZG(E) ={g € G|ady(x) = x Yx € E}

e un sottogruppo chiuso di G.

DivosTrAZIONE. Infatti, con la notazione del teorema precedente:
-1
Zo(E) = () £\
xeE

¢ chiuso perché intersezione di chiusi. O

Proposizione 1.3.8. Se H ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
in normalizzatore di H in G

Ng(H) = {g € G|ad,(H) = H}
e un sottogruppo chiuso di G.
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DivosTrAZIONE. Per ogni g € G I'applicazione 4, : G 3 x—x gxleGe
continua. Quindi Ng(H) = (jen /IZI(H) ¢ chiuso perché intersezione di chiusi.
O

Proposizione 1.3.9. Sia H un sottogruppo di un gruppo topologico G. Allora:

(1) H e chiuso se e soltanto se é localmente chiuso in un punto;
(2) H e aperto se e soltanto se contiene un punto interno,
(3) H e discreto se e soltanto se ha un punto isolato.

Un sottogruppo discreto di un gruppo separato e chiuso.

DmosTtrAZIONE. Ricordiamo che H ¢ localmente chiuso in un suo punto £ se
esiste un intorno aperto U di / in G tale che H N U sia chiuso in U, cioc HN U =
H N U. Poiché le traslazioni a destra e a sinistra sono omeomorfismi, se H €
localmente chiuso in 4 ¢ anche localmente chiuso in e = Rj,-1 (k). Possiamo quindi
trovare un intorno aperto U di e tale che H N U sia chiuso in U. Poiché anche
HNUN U &chiusoin U N U~!, non & restrittivo supporre che U = U~!. Sia ora
x € H. Allora x U N H non & vuoto: possiamo quindi fissare un elemento y € H e
un g € U tali che xg = y. Osserviamo che

ylx=La(x)eL(H =L H=H
equindiy'x =g € HNnU=HNU implica che x = yg~! € H. Abbiamo cosi
dimostrato che H = H & chiuso.

Poiché ogni chiuso ¢ localmente chiuso, la (1) &€ completamente dimostrata. La

(2) e la (3) sono immediate e I’osservazione finale segue dalla (1). O

Teorema 1.3.10. Ogni intorno aperto dell’identita di un gruppo connesso ¢ un
insieme di generatori del gruppo.

DmosTtrAZIONE. Sia U un intorno aperto dell’identita del gruppo topologico
connesso G. Poniamo U~! = {g™!|g € U}. Alloraanche V = UNU~! & un intorno
aperto dell’identita di G. Poniamo

V" ={g1..g0 | &1, ..., gn € V}.
Allora

o0
H=| v
n=1
¢ un sottogruppo aperto di G. Esso ¢ anche chiuso per il Teorema I[1.3.2] e quindi
coincide con G perché G ¢ connesso. O

Teorema 1.3.11. Un gruppo topologico separato e localmente compatto e para-
compatto, e quindi, in particolare, uno spazio topologico normal

“4Ricordiamo che uno spazio topologico X ¢ paracompatto se ¢ di Hausdorff ed ogni suo ricopri-
mento aperto ammette un raffinamento chiuso localmente finito. Uno spazio di Hausdorff localmente
compatto & paracompatto se e soltanto se ¢ unione disgiunta di sottospazi che sono ciascuno un’unio-
ne numerabile di compatti. Lo spazio topologico X dice normale se ¢ di Hausdorff e chiusi disgiunti
hanno intorni aperti disgiunti. Ogni spazio topologico paracompatto ¢ normale.



14 1. GRUPPI TOPOLOGICI

DimosTrAZIONE. Sia G un gruppo topologico separato localmente compatto.
Fissiamo un intorno aperto V di e con V = V-! = {g7!|g € V} e V compatto. Per

ogni n, sia V' = {g1---gnlgl,....8n € V). Esso & compatto perché immagine del
compatto V X - -- X V mediante I’applicazione continua (g1, ...,g,) — &1 &n-
n copie
Poniamo V" = {g;---g,&1,-..,8n € V}. Osserviamo poi che V C V2: infatti

perogni g € Ve gV NV # 0; otteniamo percido gg; = g» con g1,g2 € V e quindi
g= gflgz e VZperché V1 = V.
Da questa relazione otteniamo che

Go=|JV'=Jv".

Quindi Gy & un sottogruppo aperto, e quindi anche chiuso, di G, ed ¢ paracompatto
perché localmente compatto e unione numerabile di compatti. Ne segue che G,
unione disgiunta delle classi laterali gGg (g € G) di Gy, ¢ paracompatto. O

Corollario 1.3.12. Se G ¢ un gruppo topologico separato e localmente compat-
to ed H un suo sottogruppo chiuso, allora lo spazio omogeneo G/H ¢ separato,
localmente compatto, paracompatto, ed é quindi uno spazio topologico normale.

DmmosTrAZIONE. Lo spazio omogeneo G/H ¢ regolare perché H ¢ compatto;
inoltre ¢ localmente compatto perché immagine di uno spazio localmente com-
patto mediante un’applicazione aperta. Infine, con la notazione introdotta nella
dimostrazione del teorema precedente, osserviamo che le orbite Gg - p (p € G/H)
di Gy in G/H sono aperte e paracompatte (i sottoinsiemi V. p formano una suc-
cessione di compatti la cui unione & I’orbita Gy - p) e quindi G/H ¢ paracompatto
perché unione disgiunta di spazi paracompatti. O

1.4. Omomorfismi di gruppi topologici

Teorema 1.4.1. Sia ¢ : G|—> Gy un omomorfismo di gruppi tra due gruppi topo-
logici G1 e Gy. Condizione necessaria e sufficiente affinché ¢ sia un’applicazione
continua ¢ che essa sia continua nell’identita di G.

DmosTrAZIONE. La condizione ¢ ovviamente necessaria. Dimostriamo la suf-
ficienza. Sia g € G e sia V un intorno aperto di ¢(g) in G,. Allora (¢(g))~'V & un
intorno aperto dell’identita e, di G, e possiamo quindi trovare un intorno aperto U
dell’identita e; di G tale che ¢(U) C V.

Allora gU ¢ un intorno aperto di g in G e risulta

$(gh) = p(p(h) € d(2) ((¢(g)'V) =V VheU,
onde ¢p(gU) C V. O

Un omomorfismo di gruppi topologici & un’ applicazione continua ¢ : G|— G
che sia anche un omomorfismo di gruppi. Se la ¢ & inoltre un omeomorfismo di
spazi topologici essa ¢ anche un isomorfismo di gruppi e si dice un isomorfismo
topologico. Un omomorfismo di gruppi topologici iniettivo (risp. surgettivo) si
dice un monomorfismo topologico (risp. epimorfismo topologico).
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Indichiamo con Aut.(G) I'insieme degli isomorfismi topologici di un gruppo
topologico G in se. Si verifica facilmente che Aut.(G) € un gruppo per I’operazione
di composizione di applicazioni. Se G ¢ localmente compatto, Aut.(G) € un gruppo
topologico con la topologia T¢ definita nel §2; questa coincide con la topologia
compatta-aperta se G & anche localmente compatto.

Teorema 1.4.2. Un epimorfismo topologico ¢ : G1—> G, e un’applicazione aperta
se e soltanto se il suo quoziente iniettivo

¢ : Gi/kerp—G2
e un isomorfismo topologico.

DmosTtrAZIONE. Ci0 ¢ conseguenza del fatto che la proiezione nel quoziente
G1—G /kerg € un’applicazione aperta. O

Teorema 1.4.3. Se G ¢ un gruppo topologico compatto e G, un gruppo topologico
separato, ogni epimorfismo topologico ¢ : Gi— G, e un’applicazione aperta.

DimvosTrAZIONE. Sia ¢ : G;—> G2 un epimorfismo topologico. Poiché G, &
separato, ker ¢ ¢ un sottogruppo normale chiuso di G;. Ne segue, passando al
quoziente iniettivo, che 1’applicazione

¢ : Gi/xers— G2

¢ continua e bigettiva tra spazi compatti di Hausdorff e dunque un omeomorfismo.
La tesi segue allora dal teorema precedente. O

Esempio 1.4.4. Sia H il corpo dei quaternioni, che possiamo identificare alla sot-
toalgebra dell’algebra delle matrici 2 X 2 a coefficienti complessi formata dalle
matrici:

( “ l_]), con a,beC.

-b a
Le matrici di H con determinante 1 formano un gruppo moltiplicativo, che ¢ un
gruppo topologico per la topologia definita dall’identificazione standard con la sfe-
ra §° ¢ C2. Esso & un gruppo topologico separato e compatto, che si indica con
SU*(2). 1I suo sottogruppo {I,—I} € un sottogruppo chiuso normale e il gruppo
quoziente SU*(2)/y; 1y € omeomorfo a RP3.

Teorema 1.4.5. Se H ¢ un sottogruppo normale di un gruppo topologico G, il
gruppo G/H e un gruppo topologico per la topologia quoziente e I’omomorfismo
G—G/H ¢ un omomorfismo di gruppi topologici. Inoltre:

(1) G/H e separato se e soltanto se H ¢ chiuso in G;

(2) G/H e discreto se e soltanto se H e aperto in G.

(3) Se H ¢ discreto, allora la proiezione nel quoziente G—G/H é un omeo-
morfismo locale.
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1.5. Caratteri

Un carattere di un gruppo topologico G ¢ un omomorfismo continuo y :
G—S' di G nel gruppo moltiplicativo S' dei numeri complessi di modulo 1. Indi-
chiamo con G’ I'insieme dei caratteri di G. Esso & un gruppo abeliano rispetto al-
I’operazione di moltiplicazione di funzioni: la funzione y¢g, costantemente uguale
a1l su @G, e l'identita di G’.

Si verifica facilmente che vale il:

Teorema 1.5.1. Se G ¢ un gruppo topologico, anche il gruppo G’ dei suoi caratteri
e un gruppo topologico per la topologia compatta-aperta. Se G ¢é separato, anche
G’ ¢ separato.

Teorema 1.5.2. Sia G un gruppo topologico localmente compatto e separato. Al-
lora anche G’ ¢ localmente compatto e separato. Inoltre, se G ¢ anche a base
numerabile, anche G’ ¢ a base numerabile. Se G ¢ compatto e separato, allora G’
e discreto. Se G ¢ discreto, allora G’ ¢ compatto.

DmosTrAZIONE. Se G & compatto, il carattere costante yg € 1’unico elemento
di U(G,S¢) = {x € G’ | Arg(x(g)) €] — €, €[} se € < /2. Quindi {y¢g} ¢ aperto e G’
ha la topologia discreta.

G
Se G ¢ discreto, allora I’applicazione G’ 3 y—(x(g))¢eG € [Sl] € un’immersione

di G’ in un sottospazio chiuso di [Sl] , € quindi G’ & compatto in quanto sottospa-
zio chiuso di uno spazio compatto. O



CAPITOLO 1II

Esponenziale di matrici

2.1. Spazi di matrici

Sia k un campo. Indichiamo con Mi(m X n, k) lo spazio vettoriale di dimensione
mn su k delle matrici a m righe ed n colonne a coefficienti in k. Data

al a2 ... din
any ay)y ... dp

A= . . | eMim x n,C)
aml Adm2 ... Amn

indichiamo con A* la coniugata della sua trasposta:

apjy az ... ami
a a “ee _m
. |an ax am?
A* = . . . €M x m,C).
aip Qp -.. G

La matrice A* si dice I’aggiunta della A. Date due matrici A = (a;;) e B = (b;;) in
Ni(m x n, C) poniamo

m n
(AIB) = trac (B*A) = > > bijaij.
i=1 j=1
L applicazione
N(m x n,C) x M(m xn,C) > (A, B)—(A|B) € C
definisce su M(m X n, C) un prodotto scalare Hermitiano. Indichiamo con
|A] = m per A€ M(m xn,C)
la norma associata e consideriamo su Mi(m X n, C) la relativa distanza:
d(A,B)=|A—-B|se A,B e M(mxn,C).
Teorema 2.1.1. L’applicazione M(m x n,C) 5 A—A* € M(n X m, C) e un’isome-

tria anti-C-lineare.
L’applicazione

M(m x n,C) 5 A—'A € M(n x m, C)

e un’isometria C-lineare.
La moltiplicazione righe per colonne definisce un’applicazione continua

M(m x n, C) x M(n x k, C) 3 (A, B)—AB € M(m x k, C)

17
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e si ha inoltre
|AB| < |A|-|B] YA € M@in xn,C), Be NMnxk,C).

DimosTrAZIONE. La verifica delle prime due affermazioni ¢ immediata.
Per verificare I’ultima, scriviamo

t

Ay

| - _ 1 k 1 k n
A= e B=(B,..,B) con A, .. ,A,;, B,.. B eC"
t
Am

Allora
|AB|2=§ [(AiIB )l < § |Al~|2§ |B/)? = |A”* - 1B,
i,j i J

ove abbiamo indicato con (+|-)c» € con |- | rispettivamente il prodotto scalare Hermi-
tiano standard di C" e la norma ad esso associata. Da questa diseguaglianza segue
la tesi. O

Lemma 2.1.2. Siano m,n interi positivi. Data una matrice A € N(@m X n,C)
poniamo

Il = sup{]Av| ; v e C", v =1} .
Allora
Min x n,C) > A—||Al| eR
e una norma equivalente a | - |.

Inoltre, se k e un altro intero positivo e A € M(m x n,C), B € M(n x k,C) vale
la diseguaglianza:

(*) lABI| < l|A]l - l|BI|.

DmvosTtrAZIONE. Poiché tutte le norme definite su uno spazio vettoriale di di-
mensione finita sono equivalenti, basta dimostrare che || - || € una norma su Mi(m X
n,C). A questo scopo osserviamo innanzi tutto che, per il teorema di Weierstrass,
poiché I’applicazione §27=1 5 y—5|Av| € R & continua e $2*~! = (v e C* |y = 1}
& compatto, per ogni A € M(m x n, C) possiamo trovare un vettore v4 € S>"~! tale
che

|Aval = [IAll.
Da questo si deduce che || - || € ben definita e si ricava immediatamente che
A >0 0+AeMimxnC), e [0]=0.

E ovvio che
[[AA|l = |1]]|A]] YA e C, YA € M(m X n, C).

Per concludere, dimostriamo la subadditivita. Fissate A, B € Mi(m X n, C) abbiamo,
per un vettore v4.p € §2n-1.

lA + Bl = [(A + B)Jva+pl < |Ava+pl + [Bvaspl < ||All + [1B]].
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Siano A € M(m x n,C), B € M(n x k,C). Se B = 0, la (%) ¢ banalmente vera. Se
B # 0, allora possiamo trovare un vettore wyp € Ck tale che |wag| = 1, Bwag £ 0 e
|AB|| = |(AB)wag|. Risulta allora:

B(wap)

AB|| = |(AB =1A
IABI| = [(AB)(wag)| ’(|B(WAB)|

)’ “[Bwap)l < ||All - IBII.

Fissato un campo k, nel seguito useremo le notazioni:

gl(n, k) = M(n X n,k)

sl(n,k) = {A € M(n X n,k) | trac (A) = 0}
GL(n,k) = {a € M(n x n,k)| deta # 0} (gruppo linerare su k)
SL(n,k) = {a € M@ X n,k)| deta = 1} (gruppo speciale linerare su k)

Se k € uno dei campi C o R, su ciascuno di questi insiemi consideriamo la topologia
2

di sottospazio di M(n x n,C) ~ C"".

Teorema 2.1.3. Con le operazioni di prodotto righe per colonne di matrici, GL(n, C)
e GL(n,R) sono gruppi topologici.

DivmosTrAZIONE. Per il Lemma|2.1.2] il prodotto
GL(n,C) x GL(n,C) > (a,b)—ab € GL(n,C)

¢ un’applicazione continua.
La topologia di gl(n, C) coincide con la topologia Euclidea di c”. In partico-
lare

gl(n,C) > A—>detA € C

¢ un’applicazione continua.

Indichiamo con M j.(A) il determinante della matrice (n — 1) X (n — 1) ottenuta
sopprimendo dalla matrice A € gl(n,C) la j-esima riga e la i-esima colonna. Le
applicazioni

al(n,C) > A—M(A) € C, 1 <i,j<n
sono continue. E allora continua 1’applicazione
GL(n,C) > a—(-1)"/(deta)”' Mi(a) € C

che associa a una matrice invertibile a il coefficiente sulla riga i-esima e la colonna
j-esima della sua inversa a~! e quindi I’applicazione

GL(1,C) 3 a—a~! € GL(n,C).

Questo dimostra che GL(n, C) € un gruppo topologico.
I gruppi SL(n, C), GL(n, R), SL(n, R) sono gruppi topologici perché sottogrup-
pi di GL(n, C). O
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2.2. L’applicazione esponenziale

Nella proposizione che segue descriviamo la decomposizione di Wedderburn
di un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo di
caratteristica zero.

Teorema 2.2.1 (Decomposizione di Wedderburn). Sia k un campo di caratteristi-
ca zero. Per ogni A € gl(n,k) sono univocamente determinate una S € gl(n,k)
semisempliceﬂe una N € gl(n, k) nilpotente tali che

A=S+N e [S,.N]=SN-NS =0.

Abbiamo S, N € k[A].
Se a € GL(n,k), sono univocamente determinate una matrice semisemplice
s € GL(n,k) e una matrice unipotenteﬂv € GL(n,k) tali che

a=s+v e SV=Vs.
Risulta s,v € k[a].

DivosTrAZIONE. Indichiamo con n I'ideale di k[A] generato dai suoi elementi
nilpotenti. Se ps(1) = pllcl A--- pf,;"(/l) ¢ la decomposizione del polinomio mi-
nimo p4(A) di A in prodotto di potenze di primi distinti, indichiamo con f(1) =
p1(A) - - p(A) il prodotto dei primi distinti contenuti in p4(1). Allora n ¢ I’ideale
principale generato da f(A) = p1(A) - - - pm(A).

Dimostriamo per ricorrenza che per ogni intero positivo k ¢ possibile determi-
nare un Ay € k[A] tale che

(%) Ar=A—-N; con N;en, f(Ak)enk

Per k = 1 possiamo scegliere A; = A. Supponiamo di aver ottenuto Ay, ..., Ax
che soddisfino (), e cerchiamo Ay, nella forma Ay = Ay + T, con T € k.

Utilizzando la formula di Taylor otteniamo:

fAks1) = f(Ax +T)
= fAY+ ffADT + T,

con T} € n* c nf*lin quanto f(Ag+1) — f(Ar) — ffA T = T°B per qualche
matrice B € gl(n, k). Osserviamo ora che poiché Ay differisce da A per una matrice
nilpotente di k[A], il suo polinomio minimo p4,(4) ha gli stessi fattori primi di
ua(d). Poiché f(1) contiene solo fattori primi semplici, f(4) ed f’(1), e quindi
anche pi4,(1) ed f’(4), sono primi tra loro. Quindi f"(Ax) ¢ invertibile. Otteniamo
percio la (x) per Ax+1 scegliendo

T = —(f'(A0)™" f(Ap) e .

'Un endomorfismo S si dice semisemplice, o completamente decomponibile, se ogni sottospa-
zio S -invariante ammette un complementare S -invariante. Un endomorfismo S & semisemplice se e
soltanto se il suo polinomio minimo g ¢ prodotto di fattori primi semplici.

2Una matrice v si dice unipotente se la matrice v — e ¢ nilpotente.
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Poiché n" = 0, otteniamo la decomposizione cercata con S = A,, N = N,. Infatti
f(Ap) € 0" = {0} ci dice che il polinomio minimo p4, di A, € proprio f(1) e quindi
A, ¢ semplice perché il suo polinomio minimo contiene solo fattori primi semplici.

Dimostriamo ora ’unicita. Se §’, N’ sono due endomorfismi, il primo semi-
semplice e il secondo nilpotente, con A = S’ + N' e S'N’ = N’S’, osserviamo
innanzi tutto che ciascuno di essi commuta con A e quindi anche con gli endomor-
fismi S, N € k[A] trovati in precedenza. Poiché S ed S’ sono due endomorfismi
semisemplici che commutano tra loro anche § — S’ ¢ semisemplice, e poiché N
ed N’ sono due endomorfismi nilpotenti che commutano tra loro anche N — N’ ¢
nilpotente. Quindi S — S’ = N’ — N ¢ al tempo stesso semisemplice e nilpotente
e quindi ¢ nullo. Cid dimostra I’unicita della decomposizione di Wedderburn. Sia

ora a € GL(n,k). Se scriviamo v = ¢ + N’, con N’ nilpotente, la decomposizione
cercata € a = s(e + N') = s + sN’ e si ottiene quindi dalla @ = S + N ottenuta in
precedenza osservando che in questo caso la parte semisemplice S = s ¢ invertibile
e quindi si pud definire N’ = s~!N. O

Se A = § +N ¢ una decomposizione di Wedderburn di A € gl(n, k), I’ endomor-
fismo semisemplice S si dice parte semisemplice di A e I’endomorfismo nilpotente
N parte nilpotente di A. Se a € GL(n,k),eda=sv =8 + N con s,S € k[a] semi-
semplici, N € k[a] nilpotente e v € k[a] unipotente, chiamiamo s = S la sua parte
semisemplice, N la sua parte nilpotente, v = I, + S "' N la sua parte unipotente.

Nel caso complesso, la decomposizione di Wedderburn si puo ricavare dalla
decomposizione di Jordan: in una matrice di Jordan la diagonale ¢ la sua parte se-
misemplice nella decomposizione di Wedderburn. Mediante il coniugio possiamo
quindi ricondurre la decomposizione di Wedderburn a quella di Jordan. Definiamo

innanzi tutto I’applicazione esponenziale per endomorfismi nilpotenti. Sia k un
campo di caratteristica zero e sia N € gl(n, k) un endomorfismo nilpotente. Poiché

N™ =0 se m > n, la serie:
exp(N) = Z T
=0 "

si riduce alla somma finita 271;(1) ZZ—? Indichiamo con .4 (n, k) I’insieme delle matri-
ci nilpotenti di gl(n, k) e con % (n, k) I'insieme delle matrici unipotenti di GL(n, k).
Abbiamo:

Teorema 2.2.2. L’applicazione N— exp(N) e una trasformazione bigettiva di
N (k) su % (n,k).

DmosTrAZIONE. L’esponenziale di una matrice nilpotente N ¢ I’endomorfismo
e+ N’ dove N’ = Z;} ’Z—f ¢ nilpotente perché somma di endomorfismi nilpotenti
che commutano tra loro. Quindi exp(N) € % (n,k) se N € A4 (n,k).

Indichiamo con p,(4) il polinomio p,(1) = ZZ;(I) A"/h! € k[A] e con gn(A) il
polinomio g,(2) = Y125 (=1 A"*1/(h + 1) € k[A]. Se k = R, essi sono i polinomi
di Taylor di grado (n — 1) di e! e di log(1 + A) rispettivamente. Poiché Q c k,
otteniamo perci0 che

Pn(qn(D) = 1+ 2+ A" f(2)
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per un opportuno polinomio f(1) € k[1]. Ne segue che, data v € % (n,k), la
N = g,(v — e) ¢ una matrice nilpotente per cui p,(N) = exp(N) = v. Cid dimostra
la surgettivita dell’applicazione esponenziale. Dimostriamo ora ’unicitd. Innanzi
tutto osserviamo che, se Nj, Ny € A4 (n,k) ed exp(N1) = exp(N3), allora ker N =
ker N,. Supponiamo infatti per assurdo che cid non sia vero e che, ad esempio, si
possa trovare un vettore v € ker N; \ ker Np. Poiché exp(Ny)(v) = exp(N)(v) = v,
otteniamo che Z;} Ng(v)/h! = 0. Avendo supposto che w = N,(v) non sia nullo,
avremo f(Np)(w) = 0 con f(1) = 1 + ZZ;% A"J(h+1)! € k[A]. Ma allora il
polinomio minimo uy,(4) di N2 dovrebbe contenere un fattore primo di f(4), e
quindi un fattore primo che non si annulla per 4 = 0, contro I'ipotesi che N, fosse
nilpotente.

Posto W = ker N = ker N,, possiamo considerare gli endomorfismi nilpotenti
N L e ]Vz definiti da Ny ed N su k"/W per passaggio al quoziente. Da exp(ﬁ 1) =
exp(ﬁg) ricaviamo, ripetendo il ragionamento precedente, che ker ]Vl = ker Ng,
cioe¢ ker N]2 = ker N22.

Per ricorrenza otterremo allora che ker Ni* = ker N}' per ogni intero positivo m.
Questo ci dice che per una scelta opportuna della base di k", i due endomorfismi
nilpotenti Ny ed N, si possono mettere entrambi in forma triangolare superiore.
Indichiamo con 1, (n, k) 'insieme di tutte le matrici triangolari superiori nilpotenti.

Esse formano un anello nilpotente e, posto
W5 (nX) = (N1 - Ne| Ni,..., N € ne(m, 1)},
risulta n} (n,k) = {0}.

Se N1, N, € ny(n,k) ed N; — N, € wi(n,k), allora N" — Nj* € n%*"~1(n, k).
Infatti questo ¢ vero se m = 1 e segue per ricorrenza dall’uguaglianza: N{' — N3’ =
(Ny = N)NPH+ Ny(NT=1 = N1y per m > 2.

Se exp(N1) = exp(N;2) con Ny, N, € ny(n, k), abbiamo

n—1

(t) Ny =Ny =" (N§ = NP)/h!.

h=2

Se fosse N; # N, dovrebbe essere Nj — Ny € n’i(n, k) \ n'i”(n, k) per qualche

k < n, ma questo contraddice la (1) perché allora il secondo membro apparterrebbe
k+1

ani " (nk). O

Osservazione 2.2.3. Dalla dimostrazione del teorema segue che, se f ¢ un poli-
nomio di k[4] con f'(0) # 0, I'applicazione n.(n,k) > N—f(N) € gl(n,k) ¢
iniettiva.

Teorema 2.2.4. Per ogni A € gl(n,C), la serie

expA = Z EA
h=0
converge in GL(n, C) e definisce un elemento di GL(n,C). L’applicazione
exp : gl(n,C) > A—expA € GL(n,C)
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e continua e surgettiva.
Se A1, ..., A, € C sono gli autovalori di A € gl(n,C), ripetuti con la loro mol-

teplicita, allora gli autovalori di exp A sono €Y, ...,e". In particolare vale la
formula

detexpA = "W,

Se A, B € gl(n, C) commutano tra loro, allora exp(A + B) = exp(A) exp(B).
Se a € GL(n,C) e A € gl(n,C), allora a o exp(A) o a’l = exp(aocAo a’!

DimosTtrAzZIONE. Osserviamo che la serie a termini positivi

i hiuAhn

e quindi la serie

¢ convergente in gl(n, C), uniformemente sui sottoinsiemi compatti di gl(n, C). Poi-
ché per ogni polinomio p € C[z] I’applicazione gl(n,C) 3 A—p(A) € gl(n,C) &
continua, la funzione exp : gl(n, C)—GL(n, C) ¢ continua perché limite uniforme,
su ogni compatto di gl(n, C), di una successione di applicazioni continue.

Se A, B € gl(n,C) e AB = BA, abbiamo:

— 1 o 1 h!
—(A+B"=) — Al gh
2B = 2 2

(59 1 0

= exp(A) exp(B).
Se A =S + N ¢ la decomposizione di Wedderburn della matrice A € gl(n, C), la
exp(A) = exp(S + N) = exp(S) exp(N)

da la decomposizione dell’esponenziale di A nel prodotto della sua parte semi-
semplice e di una matrice unipotente che con essa commuta. Osserviamo che, se

A € gl(n,C) e a € GL(n, C), allora
(aAa™V' = aA"a™' VheN.
Abbiamo quindi
exp(aAa™!) = a(expA)a™! VA € gl(n,C), Ya € GL(n, C).
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Questa formula ci da la possibilita di calcolare I’esponenziale di una matrice semi-
semplice S utilizzando la sua diagonalizzazione: se a € GL(n,C) e

A1
1

aoSoa =
avremo
A el
exp(S) = exp alo oal = a” oa.
Ay el
Chiaramente la matrice exp S ¢ invertibile, ed ha determinante
detexp § = Wittt = ptracd),
La matrice exp N ¢ unipotente ed ha dunque determinante 1. Quindi
detexp A = det(exp(S + N)) = det(exp$ - expN) = detexpS = €™ %0

ed expA € GL(n, C). Dimostriamo ora che exp : gl(n, C)—GL(n, C) & surgettiva.

Fissiamo un isomorfismo lineare a in GL(n,C), e siano s,v € Cla] la sua parte
semisemplice e la sua parte unipotente. Siano Ay, ..., d; gli autovalori distinti di s
e sia b € GL(n,C) tale che

/ll I}’l]
bosob ! =
Aklnk
con ny + --- + ng = n. Poiché i A; sono diversi da zero, possiamo trovare numeri
complessi yy, .. ., ug tali che e = A;. Allora la matrice
e.ul
S = b_l [¢] T . o b N
e:uk

poiché la sua restrizione ad ogni autospazio di s ¢ un multiplo dell’identita, appar-
tiene a C[s], e quindi a C[a], ed exp(S) = s. Sia N la matrice nilpotente tale che
exp(N) = v. Poiché S, N € Cla], le due matrici commutano tra loro e quindi

exp(S +N) = exp(S)exp(N) = sv = a.
La dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione 2.2.5. Se A € sl(n,C), allora exp(4) € SL(n,C), ma, se n > 2,

I’ applicazione sl(n, C) =, SL(n, C) non ¢ surgettiva. Consideriamo ad esempio
il caso n = 2. Allora

s12,0) = {(9 %))

a,B,y € C} .
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Per una matrice triangolare superiore in sl(2, C) abbiamo:

sinh &
- MM e gy £ ()
on(35) = (07) e s={[F 2T

Consideriamo ora la matrice a = (‘01 A ) € SL(2,C). Supponiamo per assurdo vi
sia A € sl(2,C) con exp(A) = a. La A ¢ coniugata di una triangolare superiore B,
e b = exp(B) ¢ allora una triangolare superiore coniugata ad a: poiché b ¢ della

forma b = (‘01 _"1) conk # 0,e B = (g _'60[ ) questo non ¢ possibile: dovrebbe

essere infatti « = (2h + l)mi con h € Z, e quindi ¢(a) = 0 ed exp(B) sarebbe
diagonale.

Osservazione 2.2.6. Il determinante dell’esponenziale di una matrice reale ¢ 1’espo-
nenziale della sua traccia e quindi ¢ un numero reale positivo. Quindi I’esponen-
ziale definisce un’applicazione di gl(n, R) nel sottogruppo normale GL..(n,R) delle
matrici reali invertibili con determinante positivo.

Come nell’osservazione precedente, si pud verificare che la matrice

(1) € SLQ.R) ¢ GL,(2,R)
non ¢ I’esponenziale di una matrice reale, e che quindi
exp : gl(n,R)—GL,(n,R)
non ¢ surgettivo.

Osservazione 2.2.7. Se A, B € gl(n, C) sono due matrici che non commutano tra
loro: [A,B] = Ao B—-BoA # 0, in generale non vale la formula di addizione: &
cioe in generale exp(A + B) # exp A o exp B.

Lemma 2.2.8. Per ogni A € gl(n, C) ’applicazione
R 3 t—> exp(tA) € GL(n,C)

e differenziabile di classe € e

d k
(E) exp(tA) = A¥ exp(tA) = exp(tA)A* Vk € N.

DivosTrAZIONE. Set, s € Red A € gl(n, C), abbiamo:
exp((t + s)A) = exp(tA) exp(sA) = exp(sA) exp(tA).

Quindi vale la

o h
exp((t + )A) = %Ah exp(7A)
h=0 "

G
= Z :7 exp(tA)Ah Vt,s € R
h=0 "

e la serie converge uniformemente in norma su ogni compatto di R x R. La tesi
segue allora dalla formula di Taylor. O
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Lemma 2.2.9. Sia A € gl(n, C) tale che exp(tA) € GL(n,R) per ogni t € R. Allora
A € gl(n, R).

DmosTtrAZIONE. Infatti, da exp(tA) € GL(n,R) c g¢l(n,R) per ogni t € R
ricaviamo, derivando rispetto a ¢ in t = 0, che

d tA tA)—1
A= &() = lim M € gl(n,R)
dt =0 t—0 t

perché gl(n, R) ¢ chiuso in gl(n, C). O

2.3. Matrici Hermitiane
Una matrice A € gl(n, C) si dice:
Hermitiana se A* = A,
antihermitiana se A* = —A.

Gli insiemi p(n) delle matrici Hermitiane e u(n) delle matrici antihermitiane for-
mano sottospazi vettoriali reali di dimensione n? di gl(n, C) (pensato come spazio
vettoriale reale di dimensione 2n?).

Infatti

* 1 gl(n, C)—gl(n, C)

¢ un’involuzione R-lineare, e quindi, poiché p(n) e u(n) sono gli autospazi corri-
spondenti agli autovalori 1 e —1, abbiamo la decomposizione spettrale: gl(n, C) =
p(n) ® u(n); inoltre la moltiplicazione per I’unita immaginaria i ¢ un isomorfismo
lineare che scambia p(n) con u(n), onde dimgp(n) = dimgu(n).

Una matrice u € GL(n, C) si dice unitaria se uu™ = e, dove e indica la matrice
identita.

Le matrici unitarie sono le matrici di cambiamenti di basi ortonormali per
il prodotto scalare Hermitiano standard di C". Esse formano un sottogruppo di
GL(n, C), che denotiamo con U(n) e chiamiamo gruppo unitario di ordine n.

Lemma 2.3.1. Ogni matrice Hermitiana ha autovalori reali ed ¢ diagonalizzabile
in una base ortonormale: se cioé A € (n), esiste a € U(n) tale che ao A o a™! sia

una matrice diagonale reale.

DimosTrAZIONE. Sia A € p(n), A un suo autovalore e v € C" \ {0} un autovettore
relativo a A. Abbiamo:

AP = (A = WA Ve = (AYer = (Ve = AP,
dacuid=1edeR.
Se w € C" & un vettore ortogonale a v, allora
WIAW)er = (Aviw)en = A (viw) = 0.

Quindi il sottospazio dei vettori di C" perpendicolari a v & A-invariante: da questo
fatto si ricava immediatamente che C" ammette una base ortonormale di autovettori
di A. O
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Indichiamo con P (n) I’insieme delle matrici Hermitiane definite positive, cio¢
delle matrici Hermitiane che hanno tutti gli autovalori positivi. Consideriamo su
tale insieme la topologia di sottospazio di gl(n, C).

Teorema 2.3.2. Se A € p(n), allora exp(A) € P.(n). L’applicazione esponenziale
definisce un omeomorfismo

p(n) 3 A—exp(A) € P.(n).

DimosTrAZIONE. Si verifica immediatamente che (exp(A))* = exp(A*). Quindi
I’ esponenziale di una matrice Hermitiana ¢ ancora una matrice Hermitiana ed ¢
definita positiva perché i suoi autovalori sono esponenziali di numeri reali.

Se a € P.(n), possiamo trovare una matrice unitaria u tale che

ki
- -1 . C
a= u( - Ju con ki,...,k, numerireali positivi.
k}l

log ki
Allora A = u( )u‘l € p(n) ed exp(A) = a. Questo dimostra che
logk,

I’esponenziale definisce un’applicazione surgettiva di p(n) su P, (n).

Dimostriamo ora che exp : p(n)—P.(n) ¢ iniettiva. Siano A, B € p(n) tali
che exp(A) = exp(B). Fissiamo una base ortonormale ey, ..., e, di autovettori di A.
Abbiamo

Aej=Aje; con A;€R per j=1,.,n
Allora
exp(B)ej =exp(A)e; = el ej per j=1,.,n

Sia ora v # 0 un autovettore di B relativo a un autovalore u € R. Se v =vle; + ... +

Vv'te,, otteniamo
n n
e'v = Ze"vjej = Z e’l-"v]ej.
=1 =1

Quindi, se v/ # 0,
e =eY = p=2A;
In particolare
uv’! =/ljvj Vi=1,...,n

e dunque
n n

Bv=uv= Z,uvjej = Z/ljvjej =Av.
J=1 J=1
Questa relazione vale per tutti gli autovettori di B e quindi, poiché C" ammette una
base ortonormale di autovettori di B, se ne deduce che A = B.

Abbiamo cosi dimostrato che exp : p(n)—P,(n) ¢ invertibile. Resta da
dimostrare che I’inversa ¢ continua.

A questo scopo osserviamo che per una matrice Hermitiana A il quadrato della
norma ¢ la somma dei quadrati dei suoi autovalori, ripetuti con la loro molteplicita:

2 _\yn 2
AP =3 2,
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Da questo possiamo dedurre che I’esponenziale definisce un’applicazione chiu-
sa di p(n) suP,.(n).

Sia infatti F un sottoinsieme chiuso di p(n) e sia {a,} una successione a valori
in exp(F) che converge a una matrice a € P,(n). Gli autovalori di a e delle a,
sono reali e positivi. Indichiamo con u il piu piccolo e con M il piu grande degli
autovalori di a e con u, e M, il piu piccolo e il pitt grande degli autovalori di a,.
Dico che ¢ possibile trovare un intero positivo vy tale che

u/2 <u, <M, <2M VNv 2=y

Infatti, se fosse w, < w/2 per infiniti indici v € N, potremmo trovare una sotto-
successione {ax,} di {a,} tale che ug, < u/2 per ogni v. Sia v, un vettore di C"
con
vi,l=1 e ag(vk,) = e, Vi,-
Poiché la sfera S?"~! ¢ C" & compatta, possiamo supporre, a meno di passare a
una sottosuccessione estratta, che
Vk,——V € sl
Avremmo allora
law)l = lim Jag, (ve,)| < p/2
y—>00
e questo di da una contraddizione perché
la(v)l > u essendo |v| =1.

In modo analogo si dimostraE]che M, < 2M definitivamente.
Siano ora {A,} C F tali che exp A, = a,. Allora per ogni v > vy le matrici A,
appartengono al compatto

K ={A € p(m) ||All < max{|log(u/2)l, |1og(2M)l}.

Poiché F ¢ un chiuso, K N F & compatto e possiamo quindi estrarre una sotto-
successione {Ag, } convergente a un elemento A € K N F. Poiché I’esponenziale
¢ un’applicazione continua, otteniamo che expA = a e quindi exp(F) ¢ chiuso
in P.(n). Quindi exp : p(n)—P.(n), essendo continua, chiusa e bigettiva & un
omeomorfismo. O

Denotiamo con
log : P, (n)—p(n)
I’applicazione inversa dell’esponenziale exp : p(n)—P. (n). Indichiamo con p(n, R)

il sottospazio vettoriale reale delle matrici simmetriche a coefficienti reali e con
P.(n,R) il sottoinsieme di GL(n, R) delle matrici reali simmetriche definite positi-
ve. Abbiamo allora

Teorema 2.3.3. L’applicazione esponenziale definisce un omeomorfismo

exp : p(n, R)—P,(n,R).

3In generale si puo dimostrare che gli autovalori di una matrice sono funzioni continue dei
coefficienti.
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DimosTtrAzZIONE. Infatti ogni matrice simmetrica reale n X n ammette una base
ortonormale in R*. Ripetendo la dimostrazione svolta per il caso delle matrici
complesse Hermitiane, si ottiene che exp : p(n, R)—P,(n,R) € continua, chiusa e
bigettiva e quindi un omeomorfismo. O

2.4. Decomposizione di Cartan delle matrici di GL(n, C)

Teorema 2.4.1. Ogni matrice a € GL(n, C) si puo scrivere in modo unico come il
prodotto
a=u°o p

di una matrice unitaria u € U(n) e di una matrice Hermitiana definita positiva
p € P(n).

DmostrAZIONE. Data a € GL(n,C), la matrice a*a ¢ Hermitiana e definita
positiva. Sia Q = log(a*a) e p = exp(Q/2). Poniamo

u=ao p_l.

Allora

uou* =aoploploag
=ao(a* o a)_l oa
=aoa o (@) a*
=e.
Quindi u* = u~' e u € Un).
Dimostriamo ora che la decomposizione & unica.
Sea=uopconuecUmn)e p e P(n), allora

# * 2
a*oca=pou‘ouop=p-.

Per dimostrare 1’unicita ¢ allora sufficiente verificare che due matrici Hermitiane
definite positive p,q € P(n) che hanno quadrati uguali sono uguali. Siano P, Q €
p(n) le matrici Hermitiane tali che exp P = p, exp Q = ¢g. Da exp(2P) = exp(20)
otteniamo 2P =2Qequindi P=Qe p =q. O

Se p € P(n) indichiamo con +/p la sua radice quadrata in P(n), cio¢ 'unica
matrice Hermitiana definita positiva g € P(n) tale che ¢* = p.

Lemma 2.4.2. L’applicazione P(n) > a— +Ja € P(n) ¢ un omeomorfismo.

DimosTrAZIONE. Abbiamo infatti il diagramma commutativo:

P(n) —i——> P(n)

expT Texp

p(n) W p(n)

in cui le frecce verticali e la p(n) > P—P/2 € p(n) sono degli omeomorfismi. O



30 II. ESPONENZIALE DI MATRICI

Teorema 2.4.3. L’applicazione
U(n) x P(n) > (u, p)—uo p € GL(n,C)
e un omeomorfismo. In particolare GL(n, C) ¢ omeomorfo al prodotto topologico

U(n) x R™.

DmvosTtrAZIONE. Lapplicazione € continua e bigettiva per il teorema preceden-
te. La sua inversa ¢ data da
GL(1,C) 3 a—(a(Va* ca)™", Va* o a) € U(n) x P(n)
ed ¢ quindi continua.
Per concludere basta ricordare (Teorema 11.3.3) che I’esponenziale definisce
un omeomorfismo di p(n) =~ R” su P(n). O

Indichiamo con pg(n) il sottospazio delle matrici Hermitiane a traccia nulla.
Lemma 2.4.4. L’applicazione esponenziale definisce un diffeomorfismo:
po(n) > A— exp(A) € P.(n) N SL(n,C).

DmosTtrAZIONE. Poiché tutti gli autovalori di A € p(n) sono reali, la sua traccia
¢ reale e quindi il determinante dell’esponenziale di A € p(n) ¢ uguale a uno se e
soltanto se la traccia ¢ nulla. O

Corollario 2.4.5. L’applicazione:
SU(n) X pg 3 (u, A)—u o exp(A) € SU(n, C)
e un omeomorfismo.

DimosTrAZIONE. Basta osservare che, se (1, A) € U(n) X p(n), allora condizione
necessaria e sufficiente affinché u o exp(A) sia in SUn,C) ¢ che u € SU®) e
A € po(n). O

2.5. Le decomposizioni di Gauss e di Iwasawa

Sia ey, ..., e, labase canonica di k". Un elemento a = (a;;);, j-1,...» del gruppo
lineare GL(n, k) si dice regolare se per ogni intero k = 1,...,n i vettori
a(€1), ey (l(Ek), €k+1, R3] en

sono linearmente indipendenti, cio¢ se e soltanto se i determinanti dei suoi minori
principali sono tutti diversi da zero:

ayr ... aik
Dy=|: .. |#0 per k=1,...,n.
a1l ... ik
Indichiamo con

T (n, k) il gruppo delle matrici n X n triangolari superiori invertibili;
T_(n, k) il gruppo delle matrici n X n triangolari inferiori invertibili;
To +(n,k) il gruppo delle matrici n X n unipotenti triangolari superiori;
Ty —(n,k) il gruppo delle matrici n X n unipotenti triangolari inferiori;
A(n, k) il gruppo delle matrici n X n diagonali invertibili.
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Teorema 2.5.1 (Decomposizione di Gauss). Se a € GL(n,k) é una matrice rego-
lare, allora sono univocamente determinate tre matrici
ty € To+(n, k), teTo_(n,k), 6 € A(n, k), tali che

a=tdot,.
I coefficienti di t.,t_, 6 sono funzioni razionali dei coefficienti di a.

DimosTtrAZIONE. Dimostriamo per ricorrenza sulla dimensione n che ogni a €
GL(n, k) regolare ¢ prodotto di una triangolare inferiore e di una triangolare supe-
riore unipotente:

©) a=T_oTy con 7_-€T_(nk), 74+ € Tp+(n k).
Se n = 1 questa affermazione ¢ banale, in quanto T_(1,k) = k \ {0} = GL(1,k) e
To+(1,k) = {1}. Supponiamo quindi che ogni matrice regolare (n — 1) X (n — 1)

ammetta una decomposizione ().
Fissiamo una a € GL(n, k) regolare. Scriviamo a nella forma:

ann 'u n—l
a=\", con u,vek" ', a eglln-1k).

Poiché Di(a) = a;; # 0, possiamo definire 1a matrice

(1 ufap o (1 “u/an
T]—(O I € To,(n,k), con 7 = 0 I .

Allora

(a _ -1 _fan O
aV =aoti! =
1 (V’ a’

conv ek lecona” € GL(n - 1,k) regolare, perché Dy(a”) = Dyy1(a)/ay;.
Per ’ipotesi di ricorrenza, possiamo trovare una matrice 7, € To+(n — 1,k)
tale che a’ o [7,]7! € T_(n — 1,k). Se quindi poniamo:

7”"—(1 O) e T, =% o1
+ — / + = '+ ’
0 7,

otteniamo che 7_ = a o Tjrl € T_(n,k) e quindi a ammette la decomposizione ().
Una matrice triangolare inferiore 7 = (#;;) € T_(n,k) si decompone nel prodotto

della matrice (¢;;/t;) € To-(n,k) e della matrice diagonale (z;;6;;) € A(n,k):

1 ;1 53]
21
b1 In el t
T-=1 . . . =1.
t t et LR | ¢
nl n2 nn nn

381 [55)

Questo completa la dimostrazione dell’esistenza della decomposizione di Gauss.
Resta da verificare I'unicita: sea =t_odot, =1t o ot, abbiamo:

('] ot 06 =68 of, oft,]7".
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Il primo membro ¢ triangolare inferiore, il secondo triangolare superiore e dunque
entrambi sono matrici diagonali. Esse coincidono allora con ¢ e ¢’ rispettivamente
ed otteniamo percio ¢, =t,,1 =1, =0".

Abbiamo ottenuto cosi I'unicita. Per costruzione i coefficienti delle matrici
ty, t— e ¢ sono funzioni razionali di quelli di a. Osserviamo in particolare che i
coefficienti della matrice diagonale ¢ sono dati da

Di(a) .

()] Oii D@ i=1,....n

ove si € posto Dy(a) = 1. O

Indichiamo con

A, (n,R) il gruppo delle matrici n X n diagonali reali invertibili con coefficienti
non negativi.

Abbiamo:

Teorema 2.5.2 (Decomposizione di Iwasawa). Ogni a € GL(n, C) si decompone
in modo unico in un prodotto:

€3} a=uodot
conu e Um), § e A,(n,R), t € Ty 4(n,C).

Osservazione 2.5.3. Abbiamo in particolare:

(1) Se a € GL(n,R), allora
u € Om) =Umn) NnGL®m,R),6 € Ar(n,R), t € To,(n,R).
(2) Se a € SL(n,C), allora
u € SU(n) = U(n) NSL(1n,C),d € A,(n,R),condetd = 1, ¢ € To.(n,C).
(3) Se a € SL(n,R), allora
u € SO(n) = O(n) N SL(n,R), § € Ay(n,R),condetd = 1,1 € To(n,R).

DmostrAZIONE. Sia a € GL(n,C). La a* o a ¢ una matrice Hermitiana definita
positiva e quindi & regolare. Consideriamo la sua decomposizione di Gauss:

a*oca=t_-ofot, con t.€Ty.(n,C), 8eAn,C).

Poiché a* o a ¢ definita positiva, per (f) la 6 ¢ il quadrato di un elemento § di
A,(n,R). Daa*oa = [a*oa]" =1} o &% o t* ricaviamo, per I'unicita della
decomposizione di Gauss, che 7_ = ¢} e quindi, posto ¢ = ¢, avremo:

[ao(@ot) T olac(@on]=e

onde u = ao (6 o1)~! € Un) ed otteniamo la decomposizione cercata.

L’unicita segue da quella della decomposizione di Gauss: infatti, se a = u o
8 o t & una decomposizione di Iwasawa di a, allora a* o a = " 0 6% o ¢ & una
decomposizione di Gauss di a* o a, onde t € T, (n,C) e 6> € A,(n,R) C P, (n)
sono univocamente determinati. Ma allora anche la radice quadrata 6 € A, (n,R) C
P. (n) ¢ univocamente determinata. La dimostrazione ¢ completa. O
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Osservazione 2.5.4. In modo analogo si mostra che per ogni a € GL(n, C) sono
univocamente determinate ¢ € Ty _(n,C), 6 € A1 (n,R) e u € U(n) tali che

a=todou.

Siano:

d(n, k) lo spazio vettoriale delle matrici diagonali n X n con coeflicienti nel
campo k;

do(n, k) lo spazio vettoriale delle matrici diagonali di d(n, k) che hanno traccia
nulla;

n4(n, k) lo spazio vettoriale delle matrici n X n nilpotenti triangolari superiori
di gl(n, k);

n_(n,k) lo spazio vettoriale delle matrici n X n nilpotenti triangolari inferiori di
gl(n, k).

L’ applicazione esponenziale definisce omeomorfismi:

dn,R) > H—exp(H) € A;(n,R)

p(n,R) > H—exp(H) € Ai(n,R)nSL(n,R)
n1:(n,C) > T—exp(T) € To+(n,C)
n-(n,C) > T—exp(T) € To-(nC)
n(m,R) > T—exp(T) € To+(n,R)
n(n,R) > T—exp(T) € To-(n,R)

Otteniamo quindi:

Teorema 2.5.5. Le applicazioni:
Ty -(n,C) x d(n,R) x U(n) > (T, H,u)— exp(T") o exp(H) o u € GL(n,C)
U(n) x d(n,R) X To+(n,C) 3 (u, H, T)—u o exp(H) o exp(T) € GL(n, C)
To-(n,R) X d(n,R) x O(n) > (T, H,u)— exp(T) o exp(H) o u € GL(n,R)
O(n) x d(n,R) X To+(n,R) 3 (u, H, T)—u o exp(H) o exp(T) € GL(n,R)
To.—(n,C) x dg(n,R) x SU(n) > (T, H,u)— exp(T) o exp(H) o u € SL(n,C)
SU(n) x do(n,R) X To+(n,C) 3 (u, H, T)—u o exp(H) o exp(T) € SL(n,C)
Ty —(n,R) X dg(n,R) x SO(n) > (T, H,u)— exp(T') o exp(H) o u € SL(n,R)
SO(n) x dg(n,R) X To +(n,R) 3 (u, H,T)—u o exp(H) o exp(T) € SL(n,R)

sono omeomorfismi.






CAPITOLO 1III

Gruppi lineari e loro algebre di Lie

Un gruppo lineare & un sottogruppo chiuso G di GL(n, C) (per qualche intero
positivo n). In questo capitolo iniziamo lo studio della struttura dei gruppi lineari.

3.1. Algebre di Lie
Definizione 3.1.1. Si dice algebra di Lie su un campo k un’algebra g su k il cui
prodotto E], che indichiamo con
gxg3 (X, Y)—[X,Y] g,
sia antisimmetrico e soddisfi I’ identita di Jacobi:
(X, [LZII+ [V [Z X1+ [Z,[X. Y]] =0 VXY, Zeg.
Osservazione 3.1.2. Se il prodotto in g & antisimmetrico, il primo membro del-

I’identita di Jacobi ¢ un’applicazione trilineare alternata. Per verificare che g sia
un’algebra di Lie sara quindi sufficiente verificare
(1) che [X,X]=0 VXeg
(2) che I’identita di Jacobi valga per ogni terna di vettori distinti di una base
di g come spazio vettoriale.

Esempio 3.1.3. Sia V un qualsiasi spazio vettoriale su un campo k. Allora V ¢
un’algebra di Lie con il prodotto

VXV>3((,m—0cV.

Un’algebra di Lie in cui il prodotto di due qualsiasi elementi sia O si dice abeliana.

Esempio 3.1.4. Sia V uno spazio vettoriale su k e sia gl (V) lo spazio vettoriale
su k di tutti gli endomorfismi lineari di V. Allora gl (V) ¢ un’algebra di Lie su k
rispetto all’operazione di commutazione di endomorfismi k-lineari:

gl(V) x gl (V)2 (X, Y)—[X, Y] =X oYY 0 X € gl(V).
Abbiamo infatti, se X, Y, Z € gl (V):
[X,[Y,Z]]=Xo(YoZ—-ZoY)YoZZoY)oX
=XoYoZXoZoYYoZoX+ZoYoX
e analogamente

[Y[Z,X]]=YoZoXYoXoZZoXoY+XoZoY,

IRicordiamo che un’algebra su un campo k ¢ il dato di uno spazio vettoriale A su k e di
un’applicazione bilineare A X A 3 (a,b)—a - b € A.

35
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[Z,[X,Y]]=ZoXoYZoYoXXoYoZ+YoXoZ

Sommando membro a membro, da queste tre uguaglianze otteniamo I’identita di
Jacobi.

In particolare, gl(n,k) ¢ un’algebra di Lie su k rispetto all’operazione di com-
mutazione di matrici:

gl(n,k) X gl(n,k) > (X, Y)—I[X, Y] = XY - YX € gl(n, k).

Se il campo k ¢ una estensione del campo F, considereremo a volte gl(n, k) come
un’algebra di Lie su F per restrizione del campo degli scalari. Un’applicazione

lineare ¢ : g—b tra due algebre di Lie g e §) sullo stesso campo k si dice un
omomorfismo di algebre di Lie se

o([X.Y]) = [6(X), (Y)] VX,Y €g.
Se g & un’algebra di Lie suk e V uno spazio vettoriale su k, si dice rappresentazione
lineare di g in V un omomorfismo di algebre di Lie
¢ g—k(V).

Se ker ¢ = {0}, la rappresentazione ¢ si dice fedele.
Una rappresentazione fedele permette di identificare g ad una sottoalgebra del-
I’algebra di Lie degli endomorfismi di uno spazio vettoriale.

Esempio 3.1.5. Sia A sia un’algebra associativa sul campo k, con prodotto A X A >
(a,b)—a - b € A. Otteniamo un’algebra di Lie A¢ considerando su A il prodotto:

[a,bl]=a-b — b-a Va,be€ A.

Supponiamo che g sia un’algebra di Lie di dimensione finita N su un campo k.
Fissata una base Ey, ..., Ey di g, si definiscono costanti di struttura dell’algebra g
in tale base gli scalari (c’j k)lsi, jk<n definiti da

N
[Ej,Exl = ) ciyE; Y1<jk<N.
i=1
Le costanti di struttura verificano le relazioni:
i .. .
Cip = —Crj (antisimmetria)
N
i i r i roo_ . T .

Z CixCin + CopCij + € jCix =0 (identita di Jacobi).

i=1
Viceversa, dato uno spazio vettoriale g su k, una sua base Ey, ..., Ex e coefficienti
(c’j W1<i k<N che verificano queste relazioni, vi ¢ un’unica struttura di algebra di

Lie su g per cui tali coefficienti siano le costanti di struttura nella base E1, ..., E.
Esempio 3.1.6. Sia R? lo spazio Euclideo di dimensione 3. Il prodotto vettore

R3XR3 5 (v,w)—vxweR>
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¢ definito dall’identita:
det(v,w,2) = (vXw|z) VYv,w,z € R3,

dove abbiamo indicato con (v, w, z) la matrice 3 X 3 che ha come colonne i vettori
v,w,z. Le regole di calcolo del prodotto vettore si esprimono nei vettori ey, e2, 3
della base canonica mediante:

eixe =0, e Xe;j=e€(,jke

per ogni i = 1,2,3 ed ogni permutazione (i, j, k) di {1,2,3}. Lo spazio Euclideo
R3 con il prodotto vettore & un’algebra di Lie reale. Infatti il prodotto vettore &
antisimmetrico perché, scambiando le prime due colonne di una matrice, il deter-
minante cambia segno. Infine, per verificare I'identita di Jacobi basta verificare
che
el X(62X63)+62X(83X€1)+€3X(€1 X€2)=0

Questa relazione ¢ banale perché ciascuno degli addendi a primo membro ¢ uguale
a zero.

In modo equivalente, possiamo identificare R? allo spazio vettoriale reale for-
mato dai quaternioni puramente immaginari. In questa identificazione, la par-
te reale e la parte immaginaria del prodotto di due quaternioni puramente im-
maginari sono rispettivamente il prodotto scalare e il prodotto vettore dei vettori
corrispondenti.

Se a e b sono sottospazi vettoriali di un’algebra di Lie g sul campo k, indichia-
mo con [a, b] il sottospazio vettoriale generato dagli elementi [X, Y] al variare di X
in a e di Y in b. Poiché il prodotto ¢ antisimmetrico, [a, b] = [b, a]. Un sottospazio

vettoriale a di g si dice una sottoalgebra di Lie di g se
[a,a] C a.

Un sottospazio vettoriale Iy di g si dice un ideale dell’algebra di Lie g se
[3,b] C .

Si verifica facilmente:

Lemma 3.1.7. Se ¢ : g—h e un omomorfismo di algebre di Lie, allora ker ¢ e un
ideale di g.

Se b e un ideale dell’algebra di Lie g, allora vi é un’unica struttura di algebra
di Lie su /Y che renda la proiezione nel quoziente

m:g—g/b
un omomorfismo di algebre di Lie.
Sia A un’algebra su un campo k. Un endomorfismo k-lineare
D:A—A
si dice una derivazione di A se verifica I’identita di Leibnitz:

D(a-b) = (Da)- b +a- (Db).



38 III. GRUPPI LINEARI E LORO ALGEBRE DI LIE

Lemma 3.1.8. L’insieme Der(A) di tutte le derivazioni di un’algebra A suk ¢ una
sottoalgebra di Lie di gl (A).

DimvosTrAZIONE. Osserviamo innanzi tutto che Der(A) ¢ un sottospazio vetto-
riale di glg(A) perché il prodotto A X A > (a,b)—a - b € A ¢ k-bilineare.
Se D, D, € Der(A), abbiamo:

[D1,Dy](a - b) =Dy(Dya-b+a-Dyb)Dy(Dia-b+a- Dib)
=Di1Dya-b+ Dya-D\b+ Dia-Dyb+a-DiDyb
—DyDia-b—-Dya-Dyb—Dra-Dib—a-DyDib
=(D1D; — DyDy)a-b+a-(D1Dy— DyDy)b
=[Di,Dsla-b+a-[Dy,Dy]b
e quindi Der(A) € un’algebra di Lie. O

Se A ¢ un’algebra associativa, allora per ogni a € A I’applicazione
D,:A>b—a-b—b-acA

¢ una derivazione di A.
Si verifica facilmente che vale il seguente:

Lemma 3.1.9. Sia A un’algebra associativa su'k. Allora I’applicazione
A>a—D, € Der(A)
e un omomorfismo dell’algebra di Lie Ay ;. nell’algebra di Lie Der(A) delle deriva-
zioni di A.
Data un’algebra di Lie g sul campo k, ed un elemento X € g, indichiamo con
ad(X) I’endomorfismo lineare
ad(X): g3 Y—adX)Y = [X,Y] € g.
Teorema 3.1.10. L’applicazione
ad : g > X—ad(X) € gli(9)

e una rappresentazione di g nell’algebra Der(g) delle derivazioni di g.
DivmosTrAZIONE. L’applicazione ad ¢ lineare perché il prodotto [ -, -] & bilineare.
Dall’identita di Jacobi ricaviamo:

ad(X)[Y. Z] =[X, [Y. Z]]
=-[YIZ X1 -[Z[X, Y]]
=[Y,ad(X)Z] + [ad(X)Y, Z]
VX, Y,Zeg
e quindi ad(X) &, per ogni X € g, una derivazione dell’algebra g. Abbiamo inoltre

[ad(X), ad(Y)]Z =ad(X)[Y, Z]ad(Y)[X, Z]

=[X, [Y, Z]I[Y, [X, Z]]
=X [V, Z]]1 + [Y[Z, X]]
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=-[Z[X.Y]]
=ad([X, Y])Z,
VX,Y,Z€g,

e quindi ad ¢ un omomorfismo di algebre di Lie. O

L’ applicazione
ad : g 3 X—ad(X) € gl (g)
si dice la rappresentazione aggiunta di g. Gli elementi dell’immagine Int(g) =
ad(g) si dicono derivazioni interne di g. Ogni algebra di Lie di dimensione finita

su un campo k si puo identificare a una sottoalgebra di Lie di gl(n, k) per qualche
intero positivo n: infatti ¢ stato dimostrato da I.D.Ado (Uspehi Mat.Nauk, 1947)
nel caso di campi di caratteristica zero e K.Iwasawa (Japan J.Math., 1948) nel caso
generale che vale il seguente:

Teorema 3.1.11. Ogni algebra di Lie g di dimensione finita su un campo k ammette
una rappresentazione lineare fedele.

Nel seguito potremo quindi limitarci a considerare algebre di Lie g che sono
sottoalgebre di gl(n, k).

3.2. Jacobiano dell’applicazione esponenziale

In questo paragrafo studieremo la relazione tra sottoalgebre di Lie di gl(n,C) e
sottogruppi di GL(n, C). Dimostriamo innanzi tutto il seguente:

Lemma 3.2.1. Per ogni X, Y € gl(n, C) valgono le seguenti formule di commuta-
zione:
(D) (i) adX)(XY) = Xad(X)Y.
@) (i) XV =YX+ 3t (’;)adf(X)YXk—f Vk > 1.
() (iii) YX* =Xty + 3k, (']‘.)(—l)ka‘fadj(X)Y Vk > 1.
DimostrAZIONE. Dimostriamo la (7). Abbiamo:
ad(X)(XY) = [X, XY] = X2YXYX = Xad(X)Y VX,Y € gl(n,C).La dimostra-
zione delle (ii) e (iif) sono simili. Mostriamo ad esempio che vale la (iii).
Ragioniamo per induzione sull’intero k > 1. Se k =1, la
YX = XYad(X)Y VX,Y € gl(n,C)

segue dalla definizione di ad. Fissiamo quindi un intero m > 2 e supponiamo che
la formula (iii) valga per k = m — 1. Allora

YX™ =yxm1x
m—1 m—1 . . .
=X"yx + Z( , )(—l)me_l_JadJ(X)YX
. J
j=1
m—1

-1 o
=X"YX"lad(X)Y + ) (m ; )(—I)JXm‘fadf(X)Y
=1
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m—1

2 (m X 1)(_1)ij_,-_1ad,-+1(X)Y
=

=X"YX" lad(X)Y + (-1)"ad™(X)Y

o m—1\ (m—1 o
™ ) ( )X’"—JdJXY
+;( ){(J [ pxrado
- (m 1_ 1)Xm1ad(X)Y

perché i due endomorfismi ad(X) e gl(n,C) 3 Y—XY € gl(n, C) commutano per
la (i), da cui, tenuto conto della formula di somma dei binomiali:

)00 =0)

otteniamo la (iii). O

Teorema 3.2.2 (Formula dello Jacobiano). L’applicazione esponenziale
gl(n, C) =, GL(n, C) e differenziabile in ogni punto e il suo differenziale
in A € gl(n,C) e dato da:

I — exp(—ad(A))

dexp(4) : gln, ©) 3 X——— 1 7

exp(A)X € gl(n,C),

ove
I-exp(-ad(4)) <~ (=D

h
add) L+ pd @

DimvosTrAZIONE. Fissiamo A € gl(n, C). Per ogni X € gl(n, C) abbiamo:

h
exp(A+ X) = Z M
h=0

Ora, risulta:
h—1

(A+X)" = AN+ Z ATXAPTT 4 o(X).
r=0
Per la formula di commutazione (iii) abbiamo:

ATXAS = Z (—1)j(;)Ah‘j‘1ad-’(A)X.

j=0
Sostituendo troviamo:
h-1 s
>oaxa=y (—l)j(s.)Ah‘j‘ladj(A)X
r+s=h—1 s=0 j=0 J
-1

h h/1J+k
= 1)/ AliTladi(A)x
. )(Z(])] (4)
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h—=1

= (—1)f(j f 1)Ah‘f‘1adf(A)X.
0

j=
Otteniamo percio:

00 o h-1 h—i—1 P4
1 A" —1)/ad’(A
DML EDIDY e ]),( (.)fl)(‘ Jx
h=1 """ r+s=h-1 h=1 j=0 J ’ J ’
I — exp(—ad(A)) I — exp(—ad(A))
= A X = A)X,
P @) add) P
e quindi:
I- —ad(A
exp(A + X) = exp(A) + TP vk + ogx),
ad(A)
che da la formula desiderata per il differenziale. O

Ricordiamo il

Teorema 3.2.3 (Teorema delle funzioni implicite). Sia Q un aperto di uno spazio
vettoriale R" e sia f : Q—R" un’applicazione differenziabile di classe Cont* (con
1 <k < ). Sia xy € Q un punto in cui

df(xg) : R"—R"
sia un isomorfismo lineare. Allora esiste un intorno aperto U di xqy in Q tale che
f(U) sia aperto inR" e
U
Y v— )

sia un omeomorfismo, con inversa [ f I{J(U)]_1 differenziabile di classe Cont*.

Un omeomorfismo tra due aperti di R” che sia differenziabile di classe Cont*
(con 1 < k < oo) ed abbia inversa differenziabile di classe Cont* si dice un
diffeomorfismo di classe Cont*. Dal teorema delle funzioni implicite ricaviamo:

Teorema 3.2.4. L’applicazione exp : gl(n, C)—GL(n, C) definisce un diffeomor-
fismo di classe Cont™ di un intorno aperto di 0 in gl(n, C) su un intorno aperto di
e in GL(n,C).

DimostrazIONE. Infatti il differenziale di exp in O € I’applicazione identica:
dexp(0) : gl(n,C) 3 X—X € gl(n, C).
O

Teorema 3.2.5 (Coordinate di seconda specie). Siano V, W due sottospazi vetto-
riali reali di gl(n, C), considerato come spazio vettoriale reale di dimensione 2n?,
tali che

Ve W =gln,C).
Allora possiamo trovare un intorno aperto Uy di 0 in V e un intorno aperto U, di
0in W tali che

Uy xU; > X, Y)—exp(X)exp(Y) € GL(n,C)
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sia un diffeomorfismo di classe Cont™ su un intorno aperto di e in GL(n, C).

DmvosTtrAZIONE. Sia X = X| + X3 € gl(n,C) con X; € Ve X, € W. Allora, per
la formula dello Jacobiano,

exp(X1) exp(X2) =(¢ + X1 + O(IXi|%)(e + X2 + O(IXal*)
=e + X + O(|IX|1*)
e quindi I’applicazione
gl(n,C) 3 X— exp(X1) exp(X») € GL(n,C)
ha in O differenziale uguale all’identita. La tesi segue quindi dal teorema delle
funzioni implicite. O
Osservazione 3.2.6. Se a € GL(n,C) e |la — ¢|| < 1, 1a serie
(e-a)
h

log(a) = log(e + (a — €)) = — Z
h=1

converge uniformemente su ogni aperto {|la — e|| < r} per 0 < r < 1 e definisce un
endomorfismo log(a) € gl(n, C) tale che

exp(log(a)) = a.
Lemma 3.2.7. Se A, B € gl(n,C) allora
exp(tA) exp(tB) = exp(t(A + B) + (*/2)[A, B]) + O(f’) VteR.
DivosTrAZIONE. Basta dimostrare che le due applicazioni
F1:R > t—exp(tA) exp(tB) € GL(n,C)

F» : R 3 t—exp(t(A + B) + (*/2)[A, B]) € GL(n,C)
assumono per ¢ = 0 gli stessi valori ed hanno uguali per ¢ = 0 le loro derivate prime

e seconde.
Abbiamo F1(0) = e = F»(0). Inoltre:

Fi(f) =(e + tA + (2 /2)A% + O())(e + 1B + (*/2)B* + O(£)
=e + (A + B) + 2(A%/2 + AB + B*/2) + O(#°)
ci da
Fi(0)=A+B,  F/'(0)=A>+2AB+ B>
D’altra parte:
Fa(1) =e + t(A + B) + (*/2)[A, B + (1/2)(t(A + B) + (*/2)[A, B))> + O(+*)
=e + (A + B) + (?/2)([A, B] + A> + AB + BA + B>) + O(+°)
=e + (A + B) + (?/2)(A? + 2AB + B> + O(+®)
e quindi anche

Fj(0)=A+B,  F}0)=A>+2AB+ B>
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Lemma 3.2.8. Se A, B € gl(n,C) allora
exp(tA) exp(tB) = exp(t(A + B) + (*/2)[A, B]) + O(£’) VreR.
DimosTrAZIONE. Basta dimostrare che le due applicazioni

F1 : R > t—exp(tA) exp(tB) € GL(n,C)

F» : R 3 t—sexp(t(A + B) + (*/2)[A, B]) € GL(1n,C)
assumono per ¢ = 0 gli stessi valori ed hanno uguali per ¢ = 0 le loro derivate prime

e seconde.
Abbiamo F{(0) = e = F»(0). Inoltre:

Fi(f) =(e + tA + (12 /2)A% + O())(e + 1B + (1*/2)B* + O(£)
=¢ + (A + B) + *(A%)2 + AB + B*/2) + O(%)
ci da
Fi(0)=A+B,  F/'(0)=A>+2AB+ B>
D’altra parte:
Fo(f) =e + 1(A + B) + (2/2)[A, B] + (1/2)(#(A + B) + (¥*/2)[A, B]))* + O(®)
=e + (A + B) + (*/2)([A, Bl + A2 + AB + BA + B*) + O(+°)
=e + (A + B) + (?/2)(A% + 2AB + B> + O(®)
e quindi anche

F)0)=A+B,  F}(0)=A?+2AB+ B~

Lemma 3.2.9. Se A, B € gl(n,C) allora
exp(tA) exp(tB) = exp((A + B) + (?/2)[A, B]) + O(t’) Vi eR.
DmosTrAZIONE. Basta dimostrare che le due applicazioni

F1:R > t—exp(tA) exp(tB) € GL(n,C)

Fy : R 3 t—sexp(t(A + B) + (*/2)[A, B]) € GL(n, C)
assumono per ¢ = 0 gli stessi valori ed hanno uguali per ¢ = 0 le loro derivate prime

e seconde.
Abbiamo F1(0) = e = F»(0). Inoltre:

Fi(0) =(e + tA + (*/2)A% + O())(e + 1B + (2 /2)B* + O(+)
=e + (A + B) + *(A%/2 + AB + B*/2) + O(+°)
ci da
F(0)=A+ B, F/(0) = A> + 2AB + B~
D’altra parte:
Fa(1) =e + t(A + B) + (*/2)[A, Bl + (1/2)(t(A + B) + (*/2)[A, B])* + O(+*)
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=e+ 1A+ B) + (*/2)([A, Bl + A> + AB + BA + B>) + O("°)
=e¢ + (A + B) + (?/2)(A? + 2AB + B®) + O(+%)
e quindi anche

Fj(0)=A + B, FJ(0) = A% + 2AB + B*.

3.3. Algebra di Lie di un gruppo lineare

Il Lemma [3.2.9] ci permette di esplicitare la relazione tra sottogruppi chiusi di
GL(n, C) e sottoalgebre di Lie reali di gl(n, C):

Teorema 3.3.1. Sia G un sottogruppo chiuso di GL(n, C). Poniamo
g={Xegl(n,C)| exp(tX) e GVt e R}.
Allora g ¢ una sottoalgebra di Lie reale di gl(n, C). Inoltre
exp : g—G

definisce un omeomorfismo di un intorno aperto di 0 in g su un intorno aperto di e
in G.

DimvosTrAZIONE. E chiaro che, se X € g, allora tX € g per ogni numero reale 1.
Dimostriamo ora che, se X, Y € g, anche X + Y € g. Abbiamo:

(exp(tX/n)exp(tY/n))" € G VYteR, VneN.
Per il lemma
exp(tX/n) exp(tY/n) = exp(t(X + Y)/n + O(#* /n?))

e quindi
(exp(tX/n) exp(tY/n))" = exp(t(X + Y) + O(1*/n)).

Passando al limite per n—>co, poiché G ¢ chiuso, troviamo exp(#(X + Y)) € G per
ognit € R. Quindi X + Y € g.
Poiché G ¢ un gruppo, avremo allora anche

exp(tX/n)exp(tY/n)exp(-t(X + Y)/n) e G VX,Yeg e neN.

Usiamo ancora il lemma
(ZX) (tY) (—z(X+ Y))
exp|— |exp|— |exp[ ———=
n n n

2 3 _
:exp(t(X; 1) + t—[X, Y]+ 0(t )) exp(@)

2n? n3

1 I
=exp (ﬁ[X, Y|+ 0 (;)) .

Otteniamo quindi

(exp(tX/n) exp(tY/n) exp(~1(X + Y)/n))" = exp (/2. Y]+ O /n))
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e, passando al limite per n— oo abbiamo
2
exp(E[X, Y]) eG
perché G ¢ chiuso. Poiché G ¢ un gruppo, e quindi contiene I’inverso di ogni suo
elemento, ricaviamo che anche exp(—(t2 /2)[X,Y]) € G e quindi exp(t[X,Y]) € G
per ognit € R e per ogni X,Y € g e quindi [X, Y] € g. Sia G’ il sottogruppo di G
generato da
exp(g) = {exp(X) | X € g}.

Dico che G’ ¢ un intorno di e in G. Se cosi non fosse, potremmo trovare una
successione {g,}yeny € G\ G’ tale che g,—e per v—> 0. Scegliamo un sottospazio

vettoriale reale V di gl(n, C) complementare di g in gl(n, C). Possiamo allora trovare
intorni aperti U di0in g e U’ di O in V tali che

UxU' > (X,Y)— exp(X)exp(Y) € GL(n,C)

sia un diffeomorfismo di classe Cont*™ su un intorno W di e in GL(n, C). In par-
ticolare, possiamo supporre, a meno di passare a una sottosuccessione estratta,
che

g =exp(X,)exp(Y,) con X,eU Y, eU, ¥YveN.
Abbiamo:
X,—0 e Y,—0 per v—oo.

Inoltre, Y, # 0 ed exp(Y,) € G per ogni v € N. Sia m, un intero tale che
my, < ||V |I7 < m, + 1.
A meno di passare a una sottosuccessione, possiamo allora supporre che

lim m,Y, =Y e V\{0}.

y—>00

Per ogni coppia di interi p, g con g > 0 poniamo
pm, =qs,+r, con 0<r, <gq.

Poiché
lim Y, =0

yV—>00
otteniamo
m ,
exp (BY) = lim exp (QYV) = lim (exp(Y,))” € G.
q y—>00 q y—>00

Quindi G contiene gli elementi exp(tY) per ogni razionale positivo t. Poiché G ¢
chiuso, exp(tY) € G per ogni ¢ reale non negativo, e poiché G & un gruppo cio vale
anche per i ¢ reali negativi. Abbiamo allora Y € g, che contraddice la scelta di V.
Ne segue che G’ & un intorno aperto di e in G e quindi coincide con la componente
connessa G, dell’identita in G. Inoltre, la dimostrazione mostra che 1’esponenziale

definisce un omeomorfismo dell’intorno aperto U di 0 in g sull’intorno aperto W N
G dell’identita in G. O
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Se G ¢ un sottogruppo chiuso di GL(n, C), chiamiamo
g={X€egln,C)| exp(tX) e G VteR}

I’algebra di Lie del gruppo G.
La dimensione di g come spazio vettoriale reale si dice dimensione del grup-
po G.

Teorema 3.3.2 (Rappresentazione aggiunta). Sia G un sottogruppo chiuso di GL(n, C)
e sia g C gl(n,C) la sua algebra di Lie. Allora
ad(9)X = gXg ' €g VgeG, VX €.
Per ogni g € G I’applicazione
ad(g) : g—g

e un isomorfismo di algebre di Lie.
L’applicazione
ad : G > g—ad(g) € GLr(g)

e un omomorfismo di gruppi.
DimosTrAZIONE. Se X € g e g € G, abbiamo
exp(thg‘l) = gexp(tX)g_] eG VteR
e quindi ad(g)X € g. L’applicazione ad(g) : g—g ¢ lineare.
Sianoora g € Ge X, Y € g. Abbiamo:
[Ad(g)X, Ad(g)Y] = (Ad(g)X)(Ad(g)Y) — (Ad(g)Y)(Ad(g)X)
= (sXg(g¥s™) ~ (g¥g (gXg™)
= g(XY - YX)g™' = Ad(®)[X. Y]

e quindi Ad(g) : g—g ¢ un automorfismo dell’algebra di Lie g.
Infine, abbiamo:

Ad(g1) © Ad(g2)X = g1 (82Xg5") 87" = (2182)X(2182)™" = Ad(g182)X
per ogni X € g ed ogni g1, g2 € G; questo dimostra che G 5 g—Ad(g) € GLr(9)
¢ un omomorfismo di gruppi. O

L’ applicazione
Ad: G 3 g—Ad(g) € GLr(9)

si dice rappresentazione lineare aggiunta di G.

3.4. Algebre di Lie dei gruppi lineari e dei gruppi lineari speciali

Poiché I’applicazione esponenziale ¢ definita per tutte le matrici di gl(n, C),
questa & per la nostra definizione 1’algebra di Lie del gruppo lineare GL(n,C).
Abbiamo anche osservato che in questo caso I’applicazione

exp : gl(n,C)—GL(n,C)

¢ surgettiva.
Abbiamo poi:
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Teorema 3.4.1. L’algebra di Lie del gruppo speciale lineare complesso SL(n,C)
e

sl(n,C) = {A € gl(n,C) |trac(A) = 0}.
L’algebra di Lie del gruppo lineare reale GL(n,R) ¢ gl(n, R).
L’algebra di Lie del gruppo lineare speciale reale SL(n,R) ¢

sl(n,R) = {A € gl(n,R) | trac(A) = 0} .

DivmostrAzZIONE. Sia A una matrice di gl(n, C) tale che detexp(tA) = 1 per ogni
numero reale . Allora ¢ - tracA € (2m)Z per ogni ¢t € R, e questo equivale al fatto
che tracA = 0.

Se A ¢ una matrice di gl(n, C) tale che exp(t A) sia reale per ogni f € R, allora
anche (d/dt) exp(t A)|;=0 = A € una matrice reale.

Da queste osservazioni segue la tesi. O

3.5. Sottogruppi di Lie del gruppo lineare

I gruppi lineari hanno una struttura naturale di varieta differenziabili e la di-
mensione della loro algebra di Lie ¢ uguale alla loro dimensione come sottovarieta
differenziabili.

In questo paragrafo consideriamo sottogruppi non necessariamente chiusi del
gruppo lineare.

Premettiamo alcune considerazioni di carattere generale.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Indichiamo con &(M) I’a-
nello delle funzioni reali di classe ¥ definite su M e con X(M) = €°(M, TM)
I’&(M)-modulo dei campi di vettori di classe € su M.

Una distribuzione vettoriale su M ¢ un sotto-&(M)-modulo & di X(M). Per
ogni punto x € M indichiamo con % il sottospazio vettoriale di 7,,M formato dai
valori in x dei campi di vettori di Z:

I ={Xx | X e I}

La sua dimensione si dice il rango di Z in x.

Una sottovarieta differenziabile connessa N di M si dice una sottovarieta inte-
grale di 9 se TyN C &, per ogni x € N. Chiaramente una tale N non puo avere
in alcun suo punto x dimensione maggiore del rango della distribuzione Z in x.
Se TN = %, per ogni punto x € N diciamo che N ¢ una sottovarieta integrale
completa di 9.

Vale il

Teorema 3.5.1 (Frobenious). Sia & una distribuzione vettoriale su X di rango
costante. Sono condizioni equivalenti:

(1) (i) per ogni punto x di M esite un intorno aperto U di x in M e una sotto-
varieta differenziabile chiusa N di U che contiene x ed é una sottovarieta
integrale completa di 9;
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(2) (ii) la distribuzione 2 ¢ formalmente integrabile: cioeﬂ
[9,9] c 9.

DmvosTRAZIONE. (i)Rightarrow(ii) Siano X,Y € &, sia x € M e sia N una
sottovarieta integrale completa di & passante per il punto x. Poiché le restrizioni di
X e Y a N sono per ipotesi campi di vettori tangenti a N, anche il loro commutatore
[X, Y] € un campo di vettori tangente a N. Questo dimostra che [X, Y], € %,.
Poiché questa proprieta ¢ verificata per ogni x € M, otteniamo che [X,Y] € Z.
(iDRightarrow(i) Dimostriamo, per induzione sul rango m della distribuzione Z,
che per ogni punto p di M possiamo trovare un intorno aperto U di p e coordinate
locali y',...,y" in U tali che 9|y sia generata dalle derivate parziali rispetto alle
prime m coordinate:

0 0

Fissato un punto xy di M, possiamo fissare un sistema di coordinate locali
con centro in xg tali che, se m ¢ il rango di &, I’€(M)-modulo & sia generato,
nell’intorno coordinato U di xg, da campi di vettori:

n

0 i 0 .
Xi=§+. ai(x)@ per i=1,...,m.
Jj=m+1
Cio ¢ vero per m = 1. Fissiamo infatti coordinate locali x', ..., %" in un intorno U
di p tali che Z sia generato in U dal campo di vettori:
-7 J(y)——
= + Z a (x) R
Consideriamo allora il problema di Cauchy:
¢l =1
Pt =al(¢() se j=2,....n
¢'(0)=0
#/(0) = x/ se j=2,...,n.
Esso ha una soluzione unica gbi (t:x%, ..., %" per (2%, ..., X" piccolo e la posizione:

X = gbi(yl;yz,...,y”) per i=1,2,...,n
definisce per il teorema delle funzioni implicite un nuovo sistema di coordinate in
cui X = 0/dy'. Supponiamo ora m > 1 e la nostra asserzione vera per distribuzioni

formalmente integrabili di rango minore di m. Possiamo fissare una carta coordi-
nata con centro nel punto p € M assegnato, in modo che nelle coordinate locali

x!,..., x" la distribuzione & sia generata in U da campi di vettori della forma:
d . .
Xi:(ﬁ_k Zai@ per l=1,...,m.
k=m+1

2Cio significa che [X,Y] = XY - YX € Zse X,Y € 9.
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Per la prima parte della dimostrazione possiamo ancora supporre che a’l‘ =0inU
perk=m+1,...,n,cioe X; = d/0x". L’integrabilitra formale di & ci da allora
[X;,X;]=0in U perognii, j=1,...,m, e questa ci dice in particolare che

aaf.‘/axlzo per i=2,....mk=m+1,...,n.

Percid X», ..., X, generano in U’ = {x’ € R"||x/| < R} una distribuzione for-
malmente integrabile di rango (m — 1). Per I'ipotesi induttiva possiamo trovare
nuove coordinate y?, ..., y" tali che X;=0/0y’ per j =2,...,m. Ponendo yl = x!

abbiamo dimostrato la nostra asserzione. Poiché nelle nuove coordinate abbiamo
0 .
X; = (9_y’ per i=1,...,m,
otteniamo la sottovarieta integrale completa di & passante per p nella forma
NnU={p"'=0, ..., y" =0
O

Ad ogni matrice A € gl(n,R) possiamo associare un campo di vettori sullo
spazio Euclideo gl(n, R), identificando A = (a;;) al campo costante

1—4> :Zaij%.

Assoceremo quindi ad ogni A € gl(n,R) un campo di vettori A su GL(n,R) ponen-
do

~ 0
A, = )ﬁ = Z inkakjg perogni x = (x;;) € GL(n,R).
ij k 1

Si verifica allora che [Z, E] =5 m dove le parentesi a primo membro rap-
presentano la commutazione dei campi di vettori e quelle a secondo membro il
commutatore di due endomorfismi lineari.

Otteniamo in questo modo un omomorfismo iniettivo di algebre di Lie:

gl(n,R) > A—A € X(GL(1,R)).

I campi di vettori A sono invarianti a sinistra su GL(n,R): abbiamo ciog Lg*(;f) =
A per ongi A € gl(n,R). Associamo a una sottoalgebra di Lie g di gl(n,R) la distri-

buzione vettoriale Z(g) su GL(n, R) generata dai campi di vettori A al variare di A
in g. La Z(g) ¢ allora formalmente integrabile e per il teorema di Frobenius esistera
una sottovarieta integrale completa massimale G di Z(g) che contiene 1’identita I,,.
Abbiamo:

Teorema 3.5.2. Se g ¢ una sottoalgebra di Lie reale di gl(n,R), allora la sotto-
varieta integrale massimale completa G di 2(g) che contiene identita I, é un
sottogruppo del gruppo lineare GL(n,R). Esso ¢ il sottogruppo G di GL(n,R)
generato dagli elementi exp(A) al variare di A in g.
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DivosTtrAZIONE. Osserviamo che G contiene exp(X) per ogni X € g, in quan-

to la curva R > t— exp(tX) ¢ tangente a exp(tX)X € Zexpux)(8) per ogni t €
R. Se fissiamo poi una coppia di elementi X,Y € g, allora G contiene anche
exp(X) exp(Y) in quanto la curva R > t— exp(X) exp(tY) € per ogni ¢ € R tangente

a exp(X) exp(tY)Y € Zexpx)expv)(9), € contiene il punto exp(X) di G. In modo
analogo dimostriamo che G contiene ogni prodotto finito exp(X;) - - - exp(X,,) con
X1,..., Xy € g e quindi il sottogruppo G’ di GL(n, R) generato da {exp(X)| X € g}.

Fissiamo ora un intorno aperto U di 0 in gl(n, R) tale che ’esponenziale de-
finisca un omeomorfismo di U su exp(U). Sia V = exp(U N g). Allora G’ ¢ il
sottogruppo di GL(n, R) generato da V.

Per dimostrare che G = G’, consideriamo su G la topologia di sottovarieta
differenziabile di GL(n, R), quella cio¢ per cui per ogni g € G I’applicazione

Ungs X—gexp(X) e gV

N

¢ un diffeomorfismo. E facile verificare allora che G’ & aperto e chiuso in G e che
quindi le due sottovarieta coincidono. O

Occorre osservare che in generale la topologia di sottovarieta su G che si consi-
dera nella dimostrazione del teorema ¢ piu fine della topologia di sottospazio topo-
logico: le due topologie coincidono quando G & un sottogruppo chiuso di GL(n, R).
Il gruppo G ottenuto nel teorema precedente, con la topologia di sottovarieta dif-

ferenziabile di GL(n,R), si dice il sottogruppo (di Lie) analitico associato alla
sottoalgebra di Lie g.

Un sottogruppo G del gruppo lineare GL(n, R) che abbia al pit un numero fi-
nito di componenti connesse e la cui componente connessa dell’identita G, sia un
sottogruppo analitico di GL(n, R) si dira un sottogruppo di Lie del gruppo linea-
re GL(n,R). Ad esempio, il sottogruppo analitico G di GL(4,R) corrispondente

all’algebra di Lie g = RA con

¢ la curva:
cost —sint
sint cost
G = . teR
cos(mt) — sin(rmt)

sin(zt)  cos(rt)
che ¢ densa nel sottogruppo chiuso:

cost —sint

— sint cost
G = . t,seR;.
coss —sins

sins Ccoss
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Osserviamo che possiamo sempre considerare GL(n, C) come un sottogruppo chiu-
so del gruppo lineare reale GL(2n, R). La discussione che abbiamo sopra svilup-
pato per semplicita nel caso di sottoalgebre di Lie reali dell’algebra di Lie gl(n, R),
si puo facilmente ripetere nel caso di sottogruppi di Lie reali di gl(n, C). Abbiamo:

Proposizione 3.5.3. Siano G, G, sottogruppi di Lie analitici del gruppo lineare
GL(n,R), con algebre di Lie g1 e g, rispettivamente. Allora: G C G, se e soltanto
se g1 C gr.

Osserviamo che un sottogruppo di Lie G di un gruppo lineare GL(n, C) & un
gruppo topologico con la topologia 7 di sottospazio. La sua topologia 7y di sot-
togruppo di Lie € comunque completamente determinata: essa ¢ la meno fine tra
le topologie localmente connesse che sono piu fini di quella di sottospazio: sono
aperti nella topologia 7y i tutte le componenti connesse degli aperti della topologia
7. Questi aperti connessi formano una base di 1y ;.. L'algebra di Lie ¢ di un sot-
togruppo di Lie G del gruppo lineare GL(n, C) ¢ caratterizzata, come nel caso dei
sottogruppi chiusi, da:

g={X€gl(n,C)| exp(tX) e GVt e R}.






CAPITOLO 1V

Gruppi lineari compatti

Esamineremo in questo capitolo la struttura dei principali gruppi lineari com-
patti. Ricordiamo la loro definizione:

Un) ={a € GL(n,C)|a*a =1,} (gruppo unitario)
SU(n) = U(n) N SL(n,C) (gruppo speciale unitario)
O(n) = {a € GL(n,R)|'aa = 1,} (gruppo ortogonale)
SO(n) = O(n) N SL(n,R) (gruppo speciale ortogonale)
Sp(n) ={a € UQn)|aJa = J} (gruppo simplettico compatto)

(0 1,
(55

Se G ¢ un gruppo lineare compatto e g la sua algebra di Lie, I’applicazione espo-

ove si ¢ posto:

nenziale g > X — exp(X) € G ha come immagine la componente connessa G,
dell’identita di G.

In questo capitolo non daremo la dimostrazione generale di questo teorema,
ma ne illustreremo la validita per ciascuno dei gruppi lineari compatti che conside-
reremo.

4.1. Proprieta topologiche di U(n)

Lemma 4.1.1. Ogni matrice di U(n) e diagonalizzabile in una base ortonormale
di C". [ suoi autovalori hanno tutti modulo uguale a 1.

DmostrazIONE. Sia u € U(n). Poiché il campo C ¢ algebricamente chiuso,
u ha almeno un autovalore 4; € C, con autovettore €; che possiamo prendere di
norma unitaria: |e;| = 1. Sev € ell, allora

wOle) = A ulu(e)) = 17 (vle) = 0.

Quindi u(e;") = € e la restrizione di u all’iperpiano € & ancora un’applicazione
unitaria su uno spazio vettoriale complesso di dimensione n — 1. Per ricorrenza
otteniamo che u ¢ diagonalizzabile in una base ortonormale.

Infine, se A € un autovalore di u € U#) e v # 0 un autovettore di u relativo
all’autovalore A, allora

V2 = () = ()u®)) = (W) = AP
implica che |4] = 1. O

53
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Teorema 4.1.2. Il gruppo U(n) e un sottogruppo chiuso, compatto e connesso per
archi di GL(n,C). La sua algebra di Lie u(n) é

4.1.1) un) ={X € gl(n,C)| X + X* =0}

ed ha dimensione reale n>. L’applicazione esponenziale

4.1.2) u(n) > X— exp(X) € U(n)

e surgettiva.

DimvosTrAZIONE. L’applicazione ¢ : GL(n,C) 3 a — a*a € GL(n,C) ¢ conti-
nua e quindi U(n) = ¢~ (e) & un chiuso, contenuto nel compatto {a € GL(n,C)|||al| =
1} e percio compatto.

Abbiamo gia osservato che [exp(A)]* = exp(A*) per ogni A € gl(n, C). Fissata
A € gl(n,C), I’applicazione:

a4 : R 21— exp(tA*) exp(tA) = [exp(tA)]* exp(tA) € GL(n, C)
¢ differenziabile e
@y (1) = exp(tA™) (A" + A) exp(tA) YteR.

Quindi: se A € u(n), allora as(t) = I, per ogni t € R; in particolare A* + A =
@, (0) = 0. Viceversa, se A" + A = 0, allora &/, () = 0; quindi a4(¢) ¢ costante ed
uguale ad I, e percio A appartiene all’algebra di Lie u(n) di U(n). Dimostriamo ora
che I’applicazione exp : u(n)—U(n) ¢ surgettiva. Fissiamo u# € U(n). Per il Lemma

4.1.1} possiamo trovare una base ortonormale di C", e quindi una matrice a € U(n),
tale che

o 0 .. 0 0
02 0 .. 0 0
_1 . 0 063 .. 0 0
aua = aua = . . .o . .
0 0 0 .. éf%1 0
0 0 0 0 e
Allora, posto

0 0 0 0 0

0ib 0 .. 0 0

0 0 it 0 0

A= . S
00 0 .. i 0
000 .. 0 ib

abbiamo A € u(n) e quindi uAu* € u(n) e
exp(uAu®) = uexp(Au”* = a.

Essendo immagine dello spazio vettoriale u(n) mediante I’applicazione continua
exp, il gruppo U(n) € connesso per archi. O



4.2. IL GRUPPO SPECIALE UNITARIO 55

4.2. 1l gruppo speciale unitario
L applicazione
U(n) > u—detucS' cC

& un omomorfismo continuo del gruppo unitario nel gruppo moltiplicativo S' dei
numeri complessi di modulo 1. 11 suo nucleo

SU(n) = {u e U(n)| detu = 1}

¢ un sottogruppo chiuso normale di U(n), che si dice gruppo unitario speciale di
ordine n.

Teorema 4.2.1. L’algebra di Lie di SU(n) ¢ la sottoalgebra di Lie su(n) di w(n),
formata dalle matrici di wW(n) che hanno traccia nulla:

su(n) = {X € u(n)|trac (X) = 0}.

L’applicazione

su(n) 3 X— exp(X) € SU(n)
¢ surgettiva. 1l gruppo SU(n) ha dimensione reale n*> — 1. Esso ¢ compatto e

connesso per archi.

DimvosTrAZIONE. La prima affermazione segue dalla formula: det(exp(X)) =
"X Infatti, se X € su(n), da exp(tX) € SU(n) per ogni numero reale ¢, segue
che:

X+X* =0
trac(tX) = t-trac(X) = 2kni VYteR, con k=k() €Z.

La seconda relazione implica che trac (X) = 0.
Sia ora u € SU(n). Allora possiamo trovare a € U(n) tale che

e 0 0 .. 0 0

02 0 .. 0 0

_1 . 0 0 €% .. 0 0
aua  =aua =| . . . . .
0 0 0 .. e%1 0

0 0 0 .. 0 ¢

La condizione detu = 1 da allora

exp(i(0; + ... + 6,)) = 1

e quindi
e = exp(=i(6) + ... + Op_1)).
Posto
0 0 0 0 0
0ih 0 .. 0 0
0 0if .. 0 0
U= ..
00 0 . 6 0
00 0 . 0 =i(Bi+.+0,-1)
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abbiamo U € su(n) e quindi aUa* = aUa™! € su(n) per 'invarianza della traccia
rispetto al coniugio in GL(n,C) e

exp(aUa®) = aexp(U)a" = u.

L applicazione u(n) > X—itrac (X) € R ¢ un funzionale lineare non identicamente
nullo su u(n) e quindi su(n) ha dimensione n*> — 1. Il gruppo SU(n) & compatto
perché ¢ un sottogruppo chiuso di U(n) e connesso per archi perché immagine
continua, mediante 1’applicazione esponenziale, della propria algebra di Lie su(n).

O

4.3. I gruppi O(n) ed SO(n)

Il gruppo O(n) (gruppo ortogonale di ordine n) ¢ il gruppo delle isometrie
lineari e SO(n) (gruppo speciale ortogonale o gruppo delle rotazioni di ordine n)
quello delle isometrie lineari di determinante 1 dello spazio Euclideo R".

Osserviamo che SO(n) ¢ un sottogruppo normale di indice 2 di O(n). Poi-
ché GL(n,R) & un sottogruppo chiuso di GL(#n,C), anche O(n) e SO(n) sono
sottogruppi chiusi di GL(n, C).

I gruppi O(n) e SO(n) sono compatti, in quanto valgono le:

O(n) = U(n) N GL(n,R) e SO(n) = U(n) N SL(n,R)
e quindi O(n) e SO(n) sono sottogruppi chiusi del gruppo compatto U(n).
Teorema 4.3.1. I due gruppi O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie
o(n) = {X € gl(n,R) | X +'X = 0}.

DimostrAzZIONE. Sia X un elemento dell’algebra di Lie o(n) di O(n). Poiché
exp(tX) € GL(n,R) N U(n) per ogni ¢ € R, il determinante di exp(¢X) sara reale e
di modulo 1. Poiché il determinante di una matrice reale ¢ positivo, avremo allora:

det(exp(tX)) = ™M = 1 VreR,

e quindi

exp(tX) € SO(n) VteR
dimostra che O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie. Abbiamo poi

I, = "(exp(tX)) exp(tX) = exp(t - 'X)exp(tX) VteR.
Poiché
ai’lt [t (exp(tX)) exp(tX)] = exp(t-'X) (tX + X) exp(tX) VteR,

la condizione ’X + X = 0 & necessaria e sufficiente affinché X € o(n). O
Teorema 4.3.2. L’applicazione

o(n) 3 X— exp(X) € SO(n)

e surgettiva.
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DimosTrAZIONE. Per ogni rotazione a € SO(n), possiamo trovare una decom-
posizione di R” in somma diretta di sottospazi a-invarianti e due a due ortogonali
Rt=VioV,d..0V,

tale che ogni sottospazio V; abbia dimensione minore o uguale a 2 e la restrizione
di a ai sottospazi V; della decomposizione che hanno dimensione 1 sia I’identita.

Su ciascuno dei sottospazi V; di dimensione 2 la a definisce una rotazione dello
spazio Euclideo R?. Sara quindi sufficiente dimostrare che

0(2) 3 X->S0(?2)

¢ surgettiva. Un elemento di 0(2) ¢ una matrice della forma

AO) =(59).

Poiché
2 _ [ (=D 0 ol 0 (1Y @21
A(Q) _( 0 (_1)h92h ¢ A(H) - _(_1)/192/1+1 0
otteniamo

exp(A(O)) — ( cosf siné ) )

—sin@ cos@

Ci0 dimostra che exp : 0(2)—S0O(2) ¢ surgettiva. La dimostrazione ¢ completa. O

Teorema 4.3.3. SO(n) ¢ un gruppo compatto e connesso per archi di dimensione
n(n — 1)/2. Il gruppo O(n) é unione di due componenti connesse, omeomorfe a
SO(n).

DmvosTrRAZIONE. Abbiamo gia osservato che i gruppi SO(n) e O(n) sono com-
patti, in quanto sottogruppi chiusi di U(n). Inoltre SO(n) ¢ connesso per archi
perché immagine mediante 1’esponenziale dello spazio vettoriale o(n). Questo ha
dimensione n(n — 1)/2, in quanto le matrici di o(n) sono le matrici antisimmetriche
e queste si parametrizzano con i coefficienti che sono al di sopra della diagonale
principale.

In quanto immagine dell’algebra di Lie di O(n) mediante 1’applicazione espo-
nenziale, SO(n) ¢ la componente connessa dell’identita in O(n). La moltiplicazione
a sinistra per la matrice

-100 .. 00

010 ..00

001 .00

.. 1€ 0m)

000 .10

000 .01
¢ un omeomorfismo di SO(n) su O(n) \ SO(n) e quindi O(n) ha esattamente due
componenti connesse, omeomorfe a SO(n). O

Osserviamo che SO(1) ¢ un punto, mentre I’applicazione
SO(2) > a—>a((1)) es!= {(;) eR? |+ = 1}

definisce un omeomorfismo di SO(2) su S .
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4.4. I’omomorfismo canonico SU(2)—SO(3)

Le algebre di Lie o(3) e su(2) sono algebre di Lie di dimensione reale 3.

Abbiamo

0 x vy

03)=<{|-x 0 —z||lx,y,z€eR

-y z O

e
_ ix y+iz
su(2) = {(—y Vi —ix ) |x,y,z € R}.

Poniamo

Allora Ay,A;, A3 formano una base di o(3) e Bj, By, B3 una base di su(2) e il
prodotto di Lie delle due algebre ¢ descritto nelle due basi dalle tabelle:
[Aj,An] = A, [Bj, Bn] = B
< (Jj, h, k) & una permutazione positiva di {1, 2, 3}.

Le due algebre sono quindi isomorfe e isomorfe all’algebra di Lie definita su R?
dal prodotto vettore.
Indichiamo con
s : 0(3)—su(2)
I’isomorfismo di algebre di Lie che fa corrispondere ad A; € o(3) I’elemento B; €
su(2).

Per descrivere una rappresentazione di SU(2) nel gruppo delle rotazioni di R,
introduciamo I’isomorfismo R-lineare:

X . .
1:R3 5|y —>( o er.lZ)esu(Z).
- —y+iz —ix

Abbiamo

_J{a B
- (3]

Facciamo operare SU(2) su su(2) mediante la rappresentazione aggiunta:
SUQ2) x su(2) 3 (u, X)—>Adw)X = uXu~" € su(2).
L’isomorfismo A ci permette di definire una rappresentazione lineare

0 : SU(2)>GL(3,R)

(@,B) € 53} ~ 83 cc

mediante
o)y = 17 (adw)A(v)) Vv eR>.
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Lemma 4.4.1. Per ogni u € SU(2), ¢ p(u) € SO(Q3).
DimosTrAZIONE. Osserviamo che
V? = detA(v) Vv eR’.
Abbiamo percid

lo@)v? = det(wAd(v)u~') = det A(v) = p* Vv e R

Teorema 4.4.2. L’applicazione
p : SU2)—>S03)
e un omomorfismo di gruppi surgettivo. Il suo nucleo ¢ il sottogruppo normale
(=1} c SU(Q2).
DimosTtrAZIONE. Siano a, b € SU(2). Allora
p(a) o p(b)y =p(a)(A™' Ad(D)A(v))
=1"" o Ad(a) o 1 0 AT Ad(D)A(v)
=1"" o Ad(a) o Ad(b)A(v)
=" o Ad(ab)A(v)
=p(ab)v Vv e R3.

Ci0 dimostra che p ¢ un omomorfismo. Calcoliamone il nucleo. Esso ¢ formato
dalle trasformazioni u € SU(2) tali che

Adw)X =X VX € su2),
cioe
[, X]=uX-Xu=0 VX esu®).
B

Scrivendo queste identita con X = Bj, (j = 1,2, 3), si ottiene, per u = ( —,CBK 5 ):
B=0, a==l.

Per completare la dimostrazione, basta osservare che la trasformazione p : SU(2)—SO(3)
puo essere definita dal diagramma commutativo:

exp
su(2) —— SUQR)
Tk
0(3) —— SO(@3).
exp
Da questo diagramma otteniamo immediatamente che p ¢ surgettiva in quanto

poexplua o8 ! =explys)

¢ surgettiva. O
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Teorema 4.4.3. Il gruppo topologico SO(3) ¢ omeomorfo allo spazio proiettivo
RP3.

DmosTrAZIONE. Il quoziente iniettivo della rappresentazione p : SU(2)—SO(3)
da un omeomorfismo
SU(Z)/{iIz}ﬁSO(:S)

1l quoziente SU(2)/(+1,) &€ omeomorfo al quoziente di S* ¢ C? rispetto alla mappa
antipodale

S35 -¢eS3
e quindi allo spazio proiettivo RP3. O

Osservazione 4.4.4. 1 omomorfismo canonico SU(2)—SO(3) ha un importan-
te significato fisico: il fattore 1/2 che compare nell’isomorfismo s tra 1’algebra
di Lie delle matrici 3 x 3 antisimmetriche e 1’algebra di Lie su(2) delle matrici
antihermitiane 2 X 2 a traccia nulla si puo interpretare come uno spin.

4.4.1. Angoli di Eulero. Per ricavare la surgettivita dell’applicazione p : SU(2)—SO(3)
possiamo utilizzare la rappresentazione di SO(3) mediante gli angoli di Eulero.
Consideriamo gli omomorfismi

7,0 : S'5S0(3)

definiti da
1 0 0 cosf 0 -—siné
(') = [o cos¢ —sin ¢] , o) = [ 0 1 0 ]
0 sing cos¢ sind 0 cosé

(rotazioni intorno all’asse x e rotazioni intorno all’asse y).
Lemma 4.4.5. L’applicazione

a:S'xSxs!s (eia1 ,e, ei03)—>T(ei9') o O'(eiez) ) T(€i03) € SO3)
e surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. Sia e, e2, e3 la base canonica di R3. Un’applicazione a €
SO(3) ¢ completamente determinata dall’immagine dei vettori ey, e;. Poniamo
€j = a(e;) per j = 1,2. Poiché || = 1, abbiamo per opportuni ¢, € R:

cos
€ = [sin ¢ sin w]

coS ¢ sin Y

(coordinate polari in R?). Una base ortogonale di € & data dai vettori

0 —siny
cosgb], V) :[singbcosw].

—sin¢ COs ¢ cos Y

V1 =

Quindi € = v; cos 8 + v, sin 8 per un opportuno § € R. Chiaramente

a=ae ™, e, ).
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O

Osservazione 4.4.6. In generale gli angoli di Eulero si riferiscono a una scelta di
o0, 0con0 <y <me0<¢,0<2nm.

Definiamo ora
2,6 S'5SUQ)
mediante

o i (€970 ~ ion _ [cos(8/2) —sin(6/2)
Tw)‘( 0 e-i¢/2)’ ole )_(sin(9/2) cos(6/2) |

Sia
a: ST xS xSt (e, e, ) —1(e) 0 6(e) 0 7(™) € SU(Q2).
Otteniamo allora il diagramma commutativo

SIxSixs!l — 5 §lxsixgs!

| b

SUQ2) —>  S0Q3).
P

4.5. 1l gruppo unitario simplettico Sp(r)
Abbiamo definito il gruppo Sp(n) come il gruppo di tutte le matrici complesse
unitarie a di ordine 2n che soddisfano ‘aJa = J, ove J = (_In I )

11 gruppo Sp(n) si puo identificare al gruppo delle matrici n X n a coeflicien-
ti quaternioni che preservano il prodotto scalare canonico di H". Ricordiamo

che il corpo (non commutativo) H dei quaternioni di Hamilton si puo identifica-
re all’anello associativo delle matrici 2 X 2 a coeflicienti complessi della forma

w .
q= ( —vTZ/ 7 ) con z,w € C. Un numero complesso z si rappresenta con la ma-
. (20 _— . . 0 1 . . .
trice (0 7 ) Indichiamo con j la matrice 10 /) Possiamo allora scrivere il

quaternione q mediante:
q=z+wj=2z+ jw.
Il prodotto di due quaternioni si puo esprimere mediante:
@1+ wi)) - (22 +w2)) = (1z2 —wiw2) + (w2 + wi22)j VYzi,22,wi,wy € C.
Questa formula si ricava immediatamente da:
jz=%j VzeC e  j=-1

Il coniugato di un quaternione (corrispondente all’aggiunta della matrice con cui &
definito) ¢ dato da:

Z+wj=7—wj.
Indichiamo con o I’isomorfismo:

o C s (W — @+ JW) e, € HP
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e con
¢:C" 5 (" wh—E, W) e .

il coniugio. Allora, indicando con (-j) la moltiplicazione a destra di un vettore di

H" per il quaternione j, abbiamo:

a_—lo(.j)oo':—Jog‘:(In _I")Og‘,
Consideriamo una matrice B = C + jD = (Cpx + jDpk)1<nk<n con coeflicienti
Cur + thk eH, Cpe, D € C. Seu=v + jW € H", con v,w € C", abbiamo
Bu = (Cv — Dw) + j(Dv + Cw).

Ad essa risulta dunque associata una B € 9i(2n, 2n; C) rappresentata dalla matrice:

34339.

Le matrici di questa forma sono tutte e sole le matrici 2n X 2n complesse A che
soddisfano la:

(*) AJ = JA.

Esse formano una sottoalgebra di Lie reale di gl(2n, C), che si indica con gl(n, H).
Gli elementi invertibili di gl(n, H) formano il gruppo lineare di ordine n sui qua-
ternioni, che indichiamo con GL(n, H). Consideriamo ora un elemento g € Sp(n).

Esso ¢ rappresentato da una matrice complessa unitaria (2n) X (2n), che verifica
g Jg =J. Poiché ‘g = g7!, sostituendo otteniamo ().

Abbiamo percio un’inclusione naturale: Sp(n) — GL(n, H).

Possiamo quindi caratterizzare Sp(n) come il gruppo delle trasformazioni H-
lineari su H", che lasciano invariato il prodotto scalare sui quaternioni:

(x%) (MMM—ZM%

Se scriviamo le componenti ul’ nella forma vl + jwl con v;‘,

troviamo per il prodotto scalare sui quaternioni I’espressione:

wheCperl=1,2,

(ulluz)H—Zv v2+w W2+JZW v2—\7hwg

=()%00+Hnwmﬂx

da cui segue che Sp(n, C) consiste esattamente delle matrici di GL(rn, H) che pre-
servano il prodotto (sx).

Teorema 4.5.1. Per ogni intero n > 1 il gruppo Sp(n) é compatto e connesso per
archi. La sua algebra di Lie ¢

sp(n) = {X €sl2n,C)|'XJ+JX =0, X*+X =0}.
L’esponenziale definisce un’applicazione surgettiva

exp : sp(n)—>Sp(n).
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DimosTRAZIONE. Sp(n) € compatto perché € un sottospazio chiuso di U(2n), che
€ compatto.

La caratterizzazione della sua algebra di Lie sp(n) si ottiene con argomenti
simili a quelli utilizzati in precedenza: si osserva che sp(n) C u(2n) e che, posto
y(t) = exp(t'X) J exp(tX), risulta:

Y () = expt'X)(J'X + X J) exp(tX).

Da questa si ottiene facilmente che la condizione J'X + X J = 0 & necessaria e
sufficiente affinché una X € u(2n) appartenga a sp(n). Moltiplicando a sinistra
per J e calcolando la traccia troviamo che tracX = 0 (e quindi X € su(2n)) e
moltiplicando a destra e a sinistra per J troviamo la condizione equivalente ‘XJ +
JX =0.

Osserviamo infine che per ogni g € Sp(n) possiamo trovare a € Sp(n) tale che

1
-1 i)
(%) aga ' = R

ot
Sia infatti A; un autovalore di g e sia v; un suo autovettore con |v{| = 1. Abbiamo
allora:

a(Jvy) = Jav, = J(/_hvl) = /_11(.]\71) .
Ragionando per ricorrenza, troviamo una base ortonormale di C** della forma:

Vi, «oos Vi, J(vl)a sy J(vﬂ)‘

I suoi vettori formano le colonne della matrice a € Sp(n) per cui a~! ga ha la forma
diagonale (*).
La matrice
i6)

" -6,
appartiene a sp(n) ed exp(X) = g.
Cio dimostra la surgettivita dell’esponenziale e quindi il fatto che Sp(n) &
connesso per archi.

4.6. Sfere e gruppi compatti

Sia k uno dei corpi R, C, H e indichiamo con ey, ey, ..., e, la base canonica di
k. Possiamo allora identificare O(n — 1) (risp. SO(n — 1), U(n — 1), SU(n — 1),
Sp(n — 1)) al sottogruppo di O(n) (risp. SO(n), U(n), SU(n), Sp(n)) delle trasfor-
mazioni che lasciano fisso il vettore e,. Abbiamo allora i seguenti omeomorfismi:
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Teorema 4.6.1.

U(l) ~S0Q2) =~S§!

SU2) ~Sp(1) =83
O(n)/O(n —1) ~SOn)/SO(n — 1) =~ §"! (n>1)
Un)/U(n—-1)~SUm)/SUn-1) =S m>1)
Sp(m)/Sp(n—1) =S* 1 (n>1)

DmosTtrAZIONE. Dim In ciascuno dei casi I’omeomorfismo cercato ¢ il quo-
ziente iniettivo dell’applicazione g—g(e,). O

Teorema 4.6.2. Per ognin > 2 il gruppo U(n) é omeomorfo al prodotto topologico
SU(n) x S

DmostrAZIONE. Indichiamo con D,(A) la matrice n X n:

4
Dn(/l)Z[ . ]
"

Definiamo allora I’omeomorfismo cercato mediante:
SU(n) xS' 3 (g, )—=Dy(1) g € Un);
il suo inverso ¢ dato da:

U(n) > g—(Dn(1/ detg) g, detg) € SUmn) x S'.

Abbiamo le successioni esatte di omotopia dei fibrati:
e om(ST) ——

—> m11(SO(n)) —— 7 (SO(n+1)) — m(S") —— 1

N n2(52n+1) N

—— m(SU®n) —— mSUm+ 1)) —— m((S7hH —— 1

- 71.2(33n+1)
—— m(Sp(n)) —— m(Sp(n + 1)) —— m (S 1
da cui si deduce:

Teorema 4.6.3. [ gruppi SU(n) e Sp(n) sono semplicemente connessi per ogni n >
1. Per ognin > 2 il gruppo SO(n) non e semplicemente connesso e 11(SO(2)) ~ Z,
m11(SO(n)) ~ Z, per ogni n > 3.
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4.7. Rivestimenti e gruppo degli spinori
Teorema 4.7.1. Sia G un gruppo topologico connesso e localmente connesso per
archi. 1l gruppo fondamentale m\(G) é commutativo.

oA T L . . R _ N

Sia G — G un rivestimento connesso di G. Fissato un punto e € Le), vi e
un’unica struttura di gruppo topologico su G per cui é sia ’identita di G e 7 sia
un omomorfismo di gruppi topologici.

DmosTRAZIONE. Se a, 8 : [0, 1]—G sono cammini continui con a(0) = a(1) =
B(0) = B(1) = e, consideriamo I’applicazione continua:

F:[0,1]1x[0,1] 3 (¢, s)—a(t) - B(s) € G.

Allora
F(2t,0) se 0<r<i
(a-p)(1) = 1 2
F(1,2t-1) se ;<tr<1
e
F(0,20) se 0<tr<4
(B : (X)(t) = 1 2
FQ2t-1,1) se 5;<t<1
e possiamo definire un’omotetia tra « - 8 e 5 - @ mediante:
F((1 = )21, 25t 0<t<i
Gis, ) = | F U = 9)20250) 0 2
F((1=s)+s@t-1),s+ (1 -s5)(Q2ft—1)) se ;<tr<1.

Cid dimostra che 711(G) & un gruppo abeliano.Sia ora 7 : G—G un rivestimento

connesso di G. Osserviamo che G & connesso per archi.
Per ogni ¢ € G indichiamo con 7 (G, 2) il gruppo fondamentale di G con punto
base 2. Dimostriamo innanzitutto il seguente:

Lemma 4.7.2. Sia g € G e sia § € n7'(g). Allora per ogni & € m,(n1(G, @) risulta
Lg (§) € m(m1(G, &)

DimosTtrAZIONE. Sia & : [0, 1]—>G un laccetto con &(0) = @&(1) = € e poniamo
« = m o a. Dobbiamo dimostrare che il laccetto L, o @ : [0, 1] 3 t—=Ly(a()) € G,
si rialza a un laccetto di punto iniziale g.

Sia % : [0,1]—G un cammino continuo con estremi 2 e g e siay = 7 o ¥.
Consideriamo I’applicazione continua:

[0, 1] x [0,1] > (£, s)>G(t, s) = y(s) - a(t) € G.

Essa si rialza ad un’applicazione continua G(t,s) e t—G(t, 1) rialza Ly o a. Per
dimostrare che questo & un laccetto, consideriamo 1’insieme A degli s € [0, 1]
tali che G(0, 5) = G(1,s). Esso contiene 0, & chiuso perché G & uno spazio di
Hausdorft, ed ¢ aperto perché m o G, s) = y(s) =mo G(l,s) e G@ >n>>G
¢ un rivestimento. Coincide quindi con [0, 1]: in particolare G0,1) = G(1,1) e
t—G(z, 1) & un laccetto. O
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CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 7.1

Siano 2; e 2, due elementi di G e siano &1,&2,31,[32 . [0, 1]—>C cammini
continui con &;(0) =,@,~(0) =¢;, a;(1) :ﬁi(l) = g;,peri = 1,2. Poniamo ¢; = mod;,
Bi=mo /Ai',' (i = 1,2). Consideriamo i cammini continui « : [0, 1] 3 t—a (), (?) €
Gep:[0,1] 3 t—B1(0)B2(1) € G e siano @ : [0, 1]—>G e,@ : [0, 1]—>G 1 loro
rialzamenti con punto iniziale &. Dimostriamo che &(1) = B(1). A questo scopo
osserviamo che

ay(t + st) - aa(t — st se 0<r<l
F(t,s) = 1( ) - ax( ) | 2
aj(s+1t—st)-ar(t+ st—s) se y<t<l1
¢ un’omotetia tra a e
1
a1(21) se 0<r<s5
a'/:a{]-(Lgloa'z): | 2
g1 -at-1) se ;<t<1.

Se indichiamo con &’ il rilevamento di o’ con punto iniziale &, avremo quindi
&’ (1) = @(1). Analogamente, posto

' _ 0B — B1(21) se 0<t
IB —Bl (Lgl ﬁZ) = {g1 'ﬁ2(2t— 1) e % <<

i rilevamenti 8 e &’ di 8 e 8/ con punto iniziale & hanno lo stesso punto finale in G.

Osserviamo ora che i punti finali di & e di 8 sono i punti finali dei rialzamenti
dei cammini Lg, o ap € Lg, o B> con punto iniziale g;. Questi coincidono perché
(Lg, 0 @2) - (Lg, © B! = Lg o (a2, 1 & 'immagine mediante la traslazione a
sinistra per g; del laccetto a3 - 8, I, che per ipotesi ¢ immagine mediante 7 di un
laccetto in G di punto iniziale &. Per il Lemma esso ¢ allora I’'immagine di
un laccetto di punto iniziale g; in G.

Possiamo quindi definire:

8182 = a(1)

in quanto la definizione non dipende dalla scelta dei cammini @ e 81 che congiun-
gono € ai punti 21, 2o rispettivamente.

Si verifica poi senza difficolta che con questa definizione di prodotto G eun
gruppo topologico con unita € e che 7 : G—G & un omomorfismo di gruppi. O

Il rivestimento universale di SO(n), per n > 3, ¢ un gruppo topologico che si
indica con Spin(n) e si dice il gruppo degli spinori di ordine n. 1l rivestimento

Spin(n) 5 SO(n) ¢ a due fogli ed &€ un omomorfismo di gruppi. Osserviamo che
Spin(3) = SU(2).



CAPITOLO V
La lista di Cartan dei gruppi classici

Un gruppo di Lie ¢ un gruppo topologico separato localmente isomorf(ﬂ ad un
sottogruppo di Lie del gruppo lineare reale.

La sua algebra di Lie g si identifica all’algebra di Lie del corrispondente sotto-
gruppo di Lie del gruppo lineare.

Ogni gruppo di Lie G con un numero finito di componenti connesse ¢ diffeo-
morfo ad una varieta prodotto K x R, ove K & un sottogruppo di Lie compatto
massimale di G. In questo capitolo introduciamo i gruppi lineari classici della lista
di Cartan e per ciascuno di essi descriviamo questa decomposizione.

Per una presentazione opportuna di G come gruppo lineare, cio¢ come sotto-
gruppo chiuso di GL(n, C), il sottogruppo compatto massimale K sara I’intersezio-
ne G N U(n) di G con il gruppo delle matrici unitarie.

5.1. Decomposizione di Cartan dei gruppi classici

Definizione 5.1.1. Un sottogruppo G del gruppo lineare GL(n, C) si dice pseu-
doalgebrico se puo essere definito mediante un sistema di equazioni:

(*) f](g,g*)ZO, cees fN(g,g*)ZO

dove fi, ..., fy sono polinomi a coeflicienti reali delle parti reali e immaginarie dei
coeflicienti di g € GL(n, C).

I sottogruppi pseudoalgebrici sono ovviamente chiusi.

I gruppi classici della lista di Cartan che introdurremo nel paragrafo seguente
sono tutti pseudoalgebrici.

Il seguente teorema ci mostra che possiamo rappresentarli come prodotto del
topologico del sottogruppo compatto G N U(n) e di uno spazio euclideo.

Teorema 5.1.2. Sia G un sottogruppo pseudoalgebrico connesso, di GL(n, C), con
albegra di Lie g C gl(n,C). Se

(5.1.1) g G, VgegG,
allora ’applicazione
(5.1.2) (GNUm) x (N pn)) > (u, B) — uexp(B) € G,

ove p(n) = {X € gl(n,C) | X* = X} ¢ lo spazio vettoriale delle matrici Hermitiane,
e un omeomorfismo.

IG ¢ un gruppo di Lie se esiste un sottogruppo di Lie G’ di un gruppo lineare GL(%, C) e un
omeomorfismo ¢ : U — U’ di un intorno dell’identita di G su un intorno dell’identita U’ di G’ tale
che, se g1, 82,8182 € U, allora ¢(g182) = ¢(g1)$(g2)-

67
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DmvostrAZIONE. Per il Teorema del Capitolo[II, ogni elemento ¢ € GL(n, C)
si scrive in modo unico come

g=uop con ueclUm), pepn).
Sia g € G. Poiché per ipotesi anche
g =pou =pou'eG,

il gruppo G contiene I’elemento g*g = p°.

Per il Teorema del Capitolo[II} vi & un unico elemento B € p(n) tale che
p = exp(B).

Sia a € U(n) tale che a o B o a* sia in forma diagonale:

6 0 0 ... 0
0 6 0 ... 0

doBoa' =0 0 65 ... 0]
0 0 0 ... 6,

con f; € Rper j = 1,..,n. Il gruppo ad(a)(G) ¢ ancora un sottogruppo pseu-
doalgebrico di GL(n, C) e quindi le matrici diagonali reali di ad(a)(G) formano un
sottogruppo pseudoalgebrico Q di GL(n, C). Possiamo percio trovare un insieme
finito di polinomi f7, ..., f; € R[x1, ..., x,] tali che la matrice diagonale reale

&£ 0 ... 0

0 &

: : ' : € GL(n,R)
0 0 .. &

appartenga a Q se e soltanto se

fité1,&,..,6n) =0 per j=1,..,N.
Abbiamo allora
(5.1.3) fi(e®0, 0 ey =0 VkeZ Vj=1,..,N.
Per concludere la dimostrazione, utilizziamo il seguente

Lemma 5.1.3. Sia f : R — R una funzione esponenziale-polinomiale della forma:
N
(5.1.4) (1) = Z cie’ teR
j=1
concj,bj e Reb; # bjsei # j. Se [ si annulla per ognit € Z \ {0}, allora f si
annulla per ogni t € R.

DimosTrRAZIONE. Poniamo exp(b;) = &;. Se f(r) = O per i valori interi t =
0,1,...,N — 1, otteniamo in particolare che

(5.1.5) (c1y...,en)V(Er, ... én-1) =0,
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ove V(&1,...,&n) ¢ la matrice di Vandermonde
1 1 1
A
V... én) =| € & N
égl\}—l é:]\}—l . 1\.7—1
| B o &y

11 determinanteE] della matrice di Vandermonde &

det V(& ...,én) = n (& — &),

1<i<j<N

e quindi diverso da zero perché gli &;,...,&y sono tra loro distinti. La (5.1.5)
implica dunque che ¢c; = ... = cy = 0. O

Concludiamo ora la dimostrazione del Teorema Per il Lemma
appena dimostrato, dalla otteniamo che

fie®, ..,y =0 VteR, j=1,..,N.
Quindi exp(2t(aBa*)) € Q per ogni ¢ € R e cido mostra che
B e gnp(n).
Allora p € G e percid u = go p~! € G N U(n). L’ applicazione
(GNUm)x(gnpn)>w,B) - uexp(B) e G
¢ quindi continua e surgettiva. La sua inversa
G3g—(go(g"9) "% (g"®)"» € (GNUMm) x (3N p(n))

¢ continua, onde & un omeomorfismo. |

Nello studiare i gruppi classici G ¢ GL(n, C) della lista di Cartan seguiremo
quindi il procedimento seguente:

(1) verificheremo che esso contenga 1’aggiunto di ogni suo elemento;

%Per dimostrare questa formula, ragioniamo per ricorrenza su N. La formula del determinante
di Vandermonde ¢ facilmente verificata nel caso N = 2. Supponiamo quindi N > 2 e la formula
vera per determinanti di Vandermonde di ordine N — 1. Sottraendo alla j + 1-esima riga &; volte la
j-esima, per j = 1,..., N — 1, otteniamo:

1 1 1
&€ &6 N1

1

0

0 &H&-&)  &E-6) . EnEn—€D

0 E&-6) BE-t) . &En-E)
det V(&1 ,...£n)=def]

0 V7268 )72 &-£1) . ENHEn-£1)

Raccogliendo il fattore (¢; — &) nella j-esima colonna, per j = 2,..., N, si ottiene

det V(&y,....&n) = (&2 = &1) - oo - (En — &1) - det V(& ..., En)

da cui la formula desiderata segue per 1’ipotesi di ricorrenza.
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(2) calcoleremo I’insieme g N p(n) delle matrici Hermitiane contenute nella
sua algebra di Lie g;

(3) studieremo il sottogruppo compatto G N U(n).
Osserviamo ancora che I’algebra di Lie di G N U(n) & g N u(n) e che I’applicazione
esponenziale

gNu@®) 3> X — exp(X) e GNU(n)

ha come immagine la componente connessa dell’identita in G N U(n). Abbiamo
infatti

Teorema 5.1.4 (Cartan-Weyl-Hopf). Sia G un sottogruppo compatto e connesso
di GL(n,C), con algebra di Lie g. Allora

g3 X —exp(X) e G
e surgettiva.

Non diamo qui la dimostrazione di questo teorema E], la cui validita ¢ stata
verificata per ciascuno dei gruppi classici compatti e connessi: SO(n), U(n), SU(n)

e Sp(n).
Osserviamo infine che gN p(n) € invariante per 1’azione aggiunta degli elementi
di HN U(n).

5.2. Alcuni gruppi di matrici e le loro algebre di Lie

Nel capitolo precedente abbiamo esaminato i gruppi classici compatti della li-
sta di Cartan. Completiamo ora la lista di Cartan dando I’elenco dei gruppi classici
non compatti, con le loro algebre di Lie.

1) ¢ il gruppo delle matrici complesse a € GL(p + ¢,C) che
soddisfano ¢* Ka = K per una matrice Hermitiana simmetrica K con
segnatura (p, q). Ad esempio, possiamo prendere K = (1” 1, ) La sua
algebra di Lie ¢

up,q) ={X€gl(p+¢C)|X'K + KX =0}.

(2) |SU(p,q)| ¢ il gruppo delle matrici complesse a € U(p, g) con deter-
minante 1: SU(p, g) = U(p, g) NSL(p + g, C). L’algebra di Lie corrispon-
dente ¢

su(p,q) ={X eu(p,q)|trX =0} =u(p,q) Nsl(p +4,C).

(3) |ISU*(2n)| & il gruppo delle matricia € SL(2n,C) tali che

aJ = Ja

3possiamo introdurre su G una metrica Riemanniana invariante per le traslazioni a destra e a
sinistra; allora le geodetiche per I’origine sono tutti e soli i sottogruppi a un parametro di G. La tesi
segue allora dal fatto che I’identita e di G si pud congiungere a un qualsiasi punto g € G mediante
una geodetica y : [0, 1] 3 t — exp(tX) € G di lunghezza minima per cui y(0) = ee y(1) = g.

4Quest0 gruppo si puo indicare anche mediante SL(n,H) e la corrispondente algebra di Lie
mediante sl(zn, H).
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dove a ¢ la matrice i cui coeflicienti sono i coniugati dei coeflicienti di a e
J € una matrice reale antisimmetrica di rango 2n. Ad esempio possiamo
fissare J = (—In b ) La sua algebra di Lie é&:

sw'(2n) = (X € 5l2n,C) |[XJ = JX VzweC"}.
4) ¢ il gruppo delle matrici a di SL(n, C) che lasciano invariata
una matrice simmetrica non degenere Q:
SO(n,C) ={a € SL(n,C)|[traQa = Q}.
La sua algebra di Lie ¢:
so(n,C) = {X esln,O)|uXQ + OX = 0}.

5) |SO(p,q)| ¢ il gruppo delle matrici reali a € SL(p + ¢,R) tali che

tra Ka = K per una matrice reale simmetrica K € M((p + q), (p + q); R)
di segnatura (p, g). La corrispondente algebra di Lie &:

o(p.q) ={Xeslp+qR)|cXK + KX =0}

(6) |SO*(2n)| ¢ il gruppo delle matrici a € SL(2n, C) tali che

aJa=J e traa = K

ove J ¢ una matrice antihermitiana di rango 2n e K ¢ una matrice simme-
trica di rango 2n con JK = KJ. Possiamo ad esempio fissare K = I, €
J= (_ I I ) L’algebra di Lie corrispondente &:

s0"(2n) = {X €sl2n,C) | X*'J+JX =0, r XK+ KX =0}.
(7 | Sp(n,C)| ¢ il gruppo delle matrici a € GL(2n,C) tali che traJa = J

per una matrice antisimmetrica J € M(2n, C) di rango 2n. La corrispon-
dente algebra di Lie e:

sp(n,C) ={X € gl2n,C) |r XJ + JX =0}.
®) |Sp(n,R)| ¢ il gruppo delle matrici a € GL(2n,R) tali che traJa = J

per una matrice antisimmetrica J € i(2n, R) di rango 2n. La corrispon-
dente algebra di Lie ¢:

sp(n,R) = {X € gl2n,R) [r XJ + JX =0}.
) |Sp(p,q)| ¢ il gruppo delle matrici a € Sp(n,C) (con p + g = n) tali

che a*Ka = K per una matrice Hermitiana K di segnatura (2p, 2q) che
commuta con J. Se J = (_ I, I ), possiamo fissare ad esempio

Iy
— —I
=
-1,

La corrispondente algebra di Lie &:
sp(p,q) = {X € sp(n,C) | X' K+ KX =0}.
Osserviamo che Sp(n) = Sp(n, 0) = Sp(0, n) = Sp(n, C) N U(2n).
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5.3. Igruppi U(p,q) e SU(p,q)

Fissiamo K =1, , = (1" _Iq) e poniamo n = p + q.

Lemma 5.3.1. Se g € U(p, q), allora g* € U(p, g).

DimostrAzZIONE. Per la definizione del gruppo U(p, g) , abbiamo

8'lpq = Ip,qg_l-
Da questa otteniamo, passando alle inverse:
8lpq = (&) Ipg = Ipg(8")™

e quindi g* € U(p, ¢). O
Lemma 5.3.2. U(p,q) N U(n) = U(p) = U(g).

DimMosTRAZIONE. Scriviamo un elemento g € U(p, g) N U(n) nella forma

a c
=(a 3
con matrici a di tipo p X p, b di tipo g X g, c di tipo p X g, d di tipo g X p. Poiché
g € U(p, q), abbiamo
aa-dd=1, ac=db, b’b-c’c=1,.
Essendo g € U(n), abbiamo anche:
aa+d'd=1, a’c+db=0, b’b+c'c=1,
Da queste uguaglianze ricaviamo
c=0, d=0

da cui segue la tesi. O

Corollario 5.3.3. SU(p, g) N U(n) é omeomorfo al prodotto topologico SU(p) X
SU(g) x S .

DimostrAZIONE. Se o € C, per ogni intero positivo 4 indichiamo con Dy(o) la
matrice diagonale & X h:
o
1
Dy(o) = ( . }
1

D
SU(p) x SU(q) x S 3 (a,b, o) —> ( P(O‘T) 4 Dq(o(')_l) b) e SU(p,q) N U(n)

L applicazione

¢ continua e bigettiva e dunque un omeomorfismo perché i due spazi sono compatti
di Hausdorff. O

Teorema 5.3.4. SU(p, q) e omeomorfo al prodotto topologico SU(p) x SU(g) X
S x CP4. U(p, q) ¢ omeomorfo al prodotto topologico SU(p, g) x S'. I due gruppi
sono pertanto connessi per archi ma non compatti se pq # 0.



5.4. 1 GRUPPI Sp(n,C) E SU*(2n) 73

DimvosTrAZIONE. Calcoliamo Iintersezione u(p, g¢)Np(n). Scriviamo X € u(p, g)N

p(n) nella forma X = (;l; igi ) con X11 € p(p), X2z € p(q) € X12 matrice complessa

di tipo p X g. Allora:
0 =X"1,,+1,,X
=X1,,+1,,X

— (2X|1 0 )
=l o 2xp
Quindi
0 X2
u(p,q) N p(n) = su(p,q) N () = {(x7, "6 )| X2 € M(pxq, C)}
La tesi & percio conseguenza dei lemmi precedenti e del Teorema V.1.1. O
5.4. 1 gruppi Sp(n, C) e SU*(2n)
Lemma 5.4.1. Se g € Sp(n,C), allora g* € Sp(n,C).

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo

‘glg =1

e dunque

Jg=trg”lJ
da cui, passando alle inverse:

g_lJ =Jtrg.
Passando ai coniugati, otteniamo:

g =Jg
da cui
e dunque g* € Sp(n, C). O

Teorema 5.4.2. Sp(n, C) ¢ omeomorfo a Sp(n) x R+ D,

DimostrAzZIONE. Sia g € Sp(n, C). Possiamo decomporre g in modo unico nella
forma:

g=ab con aecSpn,C)nURn) e beSphn C)nP.(2n).

La b si pud rappresentare in modo unico come esponenziale di una matrice B €
n,C) N p(2n). Scriviamo B nella forma

Bi1 B2
B= B}, Bx»
con By, matrici complesse nxn, B1| € By; Hermitiane. Da tr BJ+JB = 0 otteniamo
allora le uguaglianze:
Bii = —tr By,
B, = tr Bys.
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La matrice B ¢ dunque della forma
B Bip
(*) B =\ By, -B
con B;; Hermitiana e B, simmetrica. Le matrici Hermitiane della forma (x) for-

mano uno spazio vettoriale reale L di dimensione n?+n(n+1) =nCn+1)e dunque
la tesi segue dall’omeomorfismo del Teorema V.1.1:

Sp(n) X L 3 (a, B) — aexp(B) € Sp(n, C).

Teorema 5.4.3. Il gruppo SU*(2n) é omeomorfo a Sp(n) X R27*-n=1,
DimostrAZIONE. Ricordiamo che g € SU*(2n) se g € SL(2n,C) e
Jg =gl
Ne segue che, se g € SU*(2n) N U(2n) abbiamo
'eJg=1J

e dunque g € Sp(n).

Si verifica immediatamente che ¢g* € SU*(2n) se g € SU*(2n) e dunque pos-
siamo ripetere il ragionamento fatto nella dimostrazione del teorema precedente,
decomponendo g mediante

g=ab con acSU*(2n)NUQn)e b e SU*(2n) NPQ2n).

La b ¢ I’esponenziale di una matrice Hermitiana B in su*(2n): questo & lo spazio
vettoriale reale L di dimensione 2n> — n — 1 delle matrici della forma:

Bi1 Bz
B =1 -8, By
con Bp; matrice n X n Hermitiana con traccia nulla e B}, matrice n X n complessa
antisimmetrica: ‘B = —Bj,. Per il Teorema V.1.1 otteniamo un omeomorfismo:
Sp(n) X L > (a, B) — aexp(B) € SU*(2n),

che dimostra la tesi. |

5.5. I gruppi SO(n, C) e SO*(2n)
Teorema 5.5.1. SO(n, C) ¢ omeomorfo a SO(n) x R =112,

DimosTtrAzZIONE. Osserviamo in primo luogo che I’aggiunta g* di un elemento
g di SO(n, C) & ancora un elemento del gruppo. Infatti le equazioni che definiscono
il gruppo sono:
det(g)=1, trgg=1.
Quindi, poiché anche gtrg = I:

det(g) =det(g) =1 e ‘g'g"=(g's) =1.
Un elemento g di SO(n, C) N U(n) soddisfa

*

rg=g'=¢g
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e dunque ¢ una matrice a coefficienti reali. Otteniamo percio:
SO(n,C) N U(n) = SO(n).
Decomponiamo g € SO(n, C) in modo unico mediante
g=ab con aecSOMn,C)nUmn) e beSOMHn,C)nNPMHn).

Gli elementi di SO(n, C) N P(n) sono tutti e soli gli esponenziali delle matrici dello
spazio vettoriale reale L di dimensione (n”> — n)/2:

L = {B|B Hermitiana e tr B = —B} =i - 0(n)

cio¢ delle matrici a coefficienti puramente immaginari antisimmetriche. La tesi
segue dal Teorema V.1.1. O

Teorema 5.5.2. SO*(2n) ¢ omeomorfo a U(n) x R

DimosTrRAZIONE. Dimostriamo in primo luogo che il gruppo SO*(2n) N U(2n)
¢ isomorfo, come gruppo topologico, a U(n). Infatti, per un elemento g di tale
gruppo, valgono le equazioni:

trgg=1, g'Jg=J, g'g=1 det(g)=1.

La prima e la terza di queste equazioni ci dicono che g ¢ una matrice reale di
SO(2n). La seconda ci dice allora che g commuta con J e dunque ¢ C-lineare per
la struttura complessa su R>" definita da J. Si verifica facilmente che, se definiamo
I’isomorfismo R-lineare o : R* —s C" mediante

oer)=e per 1<k<n e o(Je)=o(exn) =iex
I’applicazione
SO*2n)NUQRn)3 g — ocogoo ' € Un)

¢ un isomorfismo di gruppi topologici. Per concludere la dimostrazione, osser-
viamo che il gruppo SO*(2n) ¢ chiuso rispetto all’aggiunzione e dunque, dalla
decomposizione

g=ab con acSO'2n)NUQRn) e beSO*2n)NPQ2n).

Troviamo allora che b = exp(B) dove B € s0*(2n) N p(2n) ¢ univocamente deter-
minata come un elemento dello spazio vettoriale reale L di dimensione n* — n delle
matrici:

(X Y
B =i Y —-X con X, Yeon).

L’ omeomorfismo cercato segue dal Teorema V.1.1. O
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5.6. I gruppi Sp(p, ¢;C)
Teorema 5.6.1. Abbiamo I’omeomorfismo
Sp(p. 9) = Sp(p) x Sp(g) X R*".
DmosTtrAZIONE. Ricordiamo che il gruppo Sp(p,q; C) ¢ caratterizzato dalle
equazioni:
w1 I
rglg=J e g (", )e=("",).
Come abbiamo visto in precedenza, possiamo considerare un elemento g dell’ in-
tersezione Sp(p, ¢; C) N U(2n) C Sp(n) come un elemento di GL(n, H). Scriviamo

g per la matrice a coefficienti quaternioni corrispondente a g. Troviamo allora: se
g € Sp(p, ¢; C), allora

§g=1
8lpg8 = Ipg-
Si ottiene quindi

g= (gl gz) con gi € Sp(p), g € Sp(g).

D’altra parte abbiamo al solito I’invarianza di Sp(p, g; C) rispetto all’aggiunzione.
Dal Teorema V.1.1 otteniamo un omeomorfismo

w@xw@xLﬂ&&ﬂweGI&%m®e®m¢©

ove in questo caso L =( P, q;C)N p(2n) ¢ uno spazio vettoriale reale di dimensione
4pq di matrici Hermitiane. Le matrici di L hanno la forma:

0 B, 0 Bps
po|Bn 0 B 0
“] 0 By 0 -Bp
B, 0 —'B 0

con By, e B4 matrici complesse di tipo p X g. O

5.7. 1 gruppi SO(p, q)

Teorema 5.7.1. Siano p,q due interi positivi con p + g = n. Allora il gruppo
SO(p, q) é omeomorfo a{—1,1} x SO(p) X S O(q) X RP4,

DimosTrAZIONE. Ragioniamo come nella dimostrazione dei teoremi precedenti.
Ricaviamo in primo luogo che SO(p, ¢) N U(n) ¢ formato dalle matrici:

0
g=(% o)
con g1 € O(p), g2 € O(g) e det(gy) - det(gz) = 1.
Quindi abbiamo I’omeomorfismo:

SO(p,q9) NU) = {-1,1} x SO(p) x SO(g).

Dr’altra parte SO(p, ¢) N P(n) ¢ I'immagine iniettiva mediante I’applicazione espo-

nenziale delle matrici
=0 Bn
“\'B 12 0
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ove B}, & una matrice reale p X g. Concludiamo utilizzando il Teorema V.1.1. O






CAPITOLO VI
Spinori

6.1. Rivestimenti

Vale in generale il seguente:

Teorema 6.1.1. 1] gruppo fondamentale di un gruppo topologico localmente con-
nesso per archi é commutativo.

Sia G un gruppo topologico localmente connesso per archi e connesso e sia
~ T . . . ~ - LN .
G = G un suo rivestimento connesso. Fissato un punto & € n~'(e), vi é un’unica

struttura di gruppo topologico su G per cui & sia I’identita e 1 un omomorfismo di
gruppi topologici.

DmosTrRAZIONE. Se @, : [0,1] — G sono cammini continui con a(0) =
a(1) = B(0) = B(1) = e, consideriamo 1’applicazione continua:

F:[0,1]x[0,1]>(t,s) = a(®) - B(s) € G.

Allora
F(21,0) se 0<tr<i
(a-B)1) = 1 2
F(1,2t-1) se ;<t<1
e
F(0,21) se 0<r<i
B-a)r) = 1 2
FQ2t-1,1) se ;<t<1
e possiamo definire un’omotetia tra @ - 8 e 5 - @ mediante:
F((1 - 5)2t,2st 0<t<4
G(s,1) = (1 = 5)21,2s1) 5¢ | 2
F((1=s)+s@t—-1),s+(1-s5)(2t—1)) se y<t<1I.
Ci0 dimostra che 711 (G) ¢ un gruppo abeliano. O

Sia ora 7 : G — G un rivestimento connesso di G. Osserviamo che G &
connesso per archi.

Per ogni g € G indichiamo con 71{(G, §) il gruppo fondamentale di G con punto
base g. Dimostriamo innanzitutto il seguente:

Lemma 6.1.2. Sianoge Geg e 1~ Y(g). Allora, per ogni ¢ € n.(n1(G, &), risulta
Lg, (&) € m(m1(G, §)).

DIMOSTRAZIONE. Sia @ : [0, 1] — G un laccetto con @(0) = @(1) = ée poniamo
@ = 7 o &. Dobbiamo dimostrare che il laccetto L, o a : [0,1] 3 1 — Lg(a(?)) € G,
si rialza a un laccetto di punto iniziale g.

79
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Sia ¥ : [0,1] — G un cammino continuo con estremi é e g e siay = mwo Y.
Consideriamo I’applicazione continua:

[0,1] X [0,1] > (t,s) = G(t,s) =y(s) - a(t) € G.

Essa si rialza ad un’applicazione continua g(t,s) e t — g(t,1) rialza L, o a. Per
dimostrare che questo ¢ un laccetto, consideriamo ’insieme A degli s € [0, 1]
tali che g(0,s) = g(1,s). Esso contiene 0, ¢ chiuso perché G & uno spazio di
Hausdorff, ed & aperto perché 7 o 3(0,s5) = y(s) = 7o 3(1l,s) e G 5 Geun
rivestimento. Coincide quindi con [0, 1]: in particolare g(0,1) = g(1,1) et —
2(t, 1) & un laccetto. O

CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA. Siano g| e g, due elementi di
G e siano dq,c”yz,[?l,ﬁz : [0,1] = G cammini continui con @(0) = Bi(0) = &,
@;(1) = Bi(1) = g;, peri = 1,2. Poniamo a; = mo &;, B; = mo f; (i = 1,2).
Consideriamo i cammini continui « : [O 112t - aq(t)a/z(t) eGep:[0,1]2t—
B1(1)B2(t) € Gesiano @ : [0,1] — Ge B:10,1] — G i loro rialzamenti con punto
iniziale &. Dimostriamo che @(1) = (1). A questo scopo osserviamo che

1+ st) -t — st se 0<r<}
SR LGSO RE Ry <1<y
ai(s+t—st)-ar(t+ st—s) se y<r=<l1

€ un’omotetia tra a ed
, a1(20) se 0<r<l
a =ay-(Lg oar) = ] 2
g1 a2t —1) se y<t<1.

Se indichiamo con &’ il rilevamento di o’ con punto iniziale &, avremo quindi
@’ (1) = @(1). Analogamente, posto

" =B - 0B = B1(21) se OSIS%
B =B (Lgl ﬁZ)_{g1'ﬁ2(2t—1) “ %SISI

i rilevamenti 8 e &’ di 8 e 8/ con punto iniziale & hanno lo stesso punto finale in G.

Osserviamo ora che i punti finali di & e di 8 sono i punti finali dei rialzamenti
dei cammini Lg, o a; e Lg, o > con punto iniziale g;. Questi coincidono perché
(Lg, oaz) - (Lg o B! = Lg o (a2, e I’immagine mediante la traslazione a
sinistra per g; del laccetto a; - ,851, che per ipotesi ¢ immagine mediante 7 di un
laccetto in G di punto iniziale &. Per il Lemma esso ¢ allora I’immagine di
un laccetto di punto iniziale g, in G.

Possiamo quindi definire:

8182 = a(l)
in quanto la definizione non dipende dalla scelta dei cammini @ e 81 che congiun-
gono é ai punti g, g, rispettivamente.

Si verifica senza difficolta che, con questa definizione di prodotto, G & un
gruppo topologico con unita é e che 7 : G — G ¢ un omomorfismo di gruppi. O
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6.2. 1l gruppo degli spinori

Definizione 6.2.1. Il rivestimento universale di SO(n), per n > 3, & un gruppo

topologico, che si indica con Spin(n), e si dice il gruppo degli spinori di ordine n.
Il rivestimento Spin(n) 5 SO(n) & a due fogli ed € un omomorfismo di gruppi.
Osserviamo che Spin(3) =~ SU(2).

6.3. Algebre di Clifford

Sia k un campo di caratteristica 0, V uno spazio vettoriale di dimensione n su
kesiaf:V xV — kuna forma bilineare simmetrica.

Indichiamo con 7 (V) = @;O:O T®" (V) I’algebra tensoriale di V.

Sia 7 (V, B) I’ideale bilatero in .7 (V) generato dai tensori

vOW+wev—LBwv,w)- 1,
al variare div,win V.
Definizione 6.3.1. L’algebra di Clifford E] CIiff(V, B) ¢ il quoziente
(6.3.1) Cliffi(v,p) = 7 (V) I (V. p).
Dati due elementi 71,7, € Cliff(V, ) indicheremo il loro prodotto mediante
71 O 13.

Identifichiamo V a .7 ®l(V) ed indichiamo con ¢(v) I’'immagine di un vettore
veV=7%(V)in CLff(V,f).

Proposizione 6.3.2. L’algebra di Clifford Clift(V,p) é caratterizzata, a meno di
isomorfismi, dalle proprieta:

esiste un’inclusione v : V — CIiff(V, B) tale che

(C1) v) © tw) + t(w) O (v) = B(v,w) 1 per ogniv,w € V;

(C2) (V) genera CIiff(V, B) come algegbra associativa unitaria;

(C3) Se N, con prodotto UXN > (ay,ay) = a; ©ay € N, e un’algebra associa-
tiva e unitaria per cui e definita un’applicazione lineare y : V. — U con
la proprieta che

YW OyWw) +yw) ©y(v) =B,w)- 1, VYv,wel,
allora vi é un unico omomorfismo di algebre associative unitarie
¥ : Cliff(V,p) - U

che renda commutativo il diagramma:

CILiff(V, B).

1Queste algebre furono introdotte da W.K.Clifford nel 1878 (Amer.J.Math. 1, 350-358) come
un’unificazione dei quaternioni di Hamilton e dell’algebra esterna di Grassmann.
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Poiché ¢ : V — CIliff(V, B) ¢ iniettiva, identificheremo nel seguito V a un sotto-
spazio di Cliff(V, 8), usando lo stesso simbolo per il vettore v € V e la sua immagine
t(v) in Cliff(V, B).

Indichiamo con Cliff¢(V, 8) il sottospazio vettoriale di Cliff(V, ) generato dai
prodottivi ®vo ® --- D vgcon s < ke vy, vy,..., Vs € V. Poiché

Cliffy, (V. )Clift, (V, 8) C Clifty, 1, (V. B)

per ogni coppia di interi non negativi ki, k, otteniamo in questo modo una filtra-
zione di Cliff(V,B). Vale il

Lemma 6.3.3. Siaey,...,e, una base di V. Allora, per ogni k > 1, 1 e i vettori
e, Ve, B---Be, con 1<s<k 1<ij<ip<---<ig<n

formano una base di Cliffy(V,5). In particolare Clift(V,B) = Clift,,(V,5) é uno
spazio vettoriale di dimensione 2".

Per la proprieta (C3), ’applicazione y : V 3 v — —v € CIliff(V, p) si estende ad
un automorfismo « : ClLiff(V,8) — CILff(V, ), con a* = 1. Otteniamo quindi una
decomposizione

Cliff(V, 8) = Cliff* (V, 8) @ Cliff (V. ),

dove CIiff*(V, B) & costituito dalla sottoalgebra unitaria degli elementi lasciati fissi
dall’involuzione a e Clift ™ (V, 5) dagli elementi 7 € CLiff(V, ) tali che a(7) = —7.

1l sottospazio Cliff*(V, ) ha dimensione 2"~! ed & generato dai prodotti di un
numero pari di elementi di V. Il sottospazio Cliff~(V, ) ha la stessa dimensione ed
¢ generato dai prodotti di un numero dispari di elementi di V.

Se g = 0, I’algebra di Clifford coincide con I’algebra di Grassmann A(V).
Nel seguito ci restringeremo al caso in cui 8 sia non degenere.

6.4. Spazi di Spinori

Supponiamo ora che V sia uno spazio vettoriale complesso di dimensione n e
che § sia non degenere. Studiamo le rappresentazioni di Cliff(V,5) come algebra
di endomorfismi lineari di uno spazio vettoriale complesso.

Definizione 6.4.1. Uno spazio di spinori per (V,5) ¢ la coppia formata da uno
spazio vettoriale complesso S e da un’applicazione y : V — Endc(S) che goda
delle proprieta:
(1) y(x) o y(y) +y(y) o y(x) = B(x,y) Is per ogni x,y € V;
(S82) Gli unici sottospazi di S invarianti rispetto a tutti gli endomorfismi y(x),
per x € V,sono {O}ed S.

Osserviamo che per le proprieta (C1), (C2) e (C3), la y si estende in modo
unico a un omomorfismo ¥ : Cliff(V,58) — Endc(S); viceversa ogni rappresenta-
zione lineare irriducibile di Cliff(V, 8) ¢ associata a un’applicazione y che verifica
la (S1).

Poiché Cliff(V,B) ha dimensione finita ed S = {y(x)(s)|x € CLff(V,B)} se
s € § \ {0}, lo spazio vettoriale S ha dimensione finita.
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Diremo che due spazi di spinori (S,y) ed S’,y") per (V, 8) sono equivalenti se
¢’¢ un isomorfismo lineare 7 : S — S’ tale che T oy(v) =y’ (v)o T perogniv € V.
Teorema 6.4.2. Sia n = dimc V. Allora:

(1) Se n e pari, allora vi e a meno di equivalenza un unico spazio di spinori

per (V,p3).
(2) Se n ¢ dispari, vi sono, a meno di equivalenza, esattamente due spazi di
spinori non equivalenti per (V, 5).

6.4.1. Costruzione di uno spazio di spinori nel caso n = 2m pari. Fissiamo
una decomposizione V = W @ W* di V nella somma diretta di due sottospazi
totalmente isotropi per 8. Osserviamo che 8 definisce un accoppiamento di dualita
tra W e W* con cui identifichiamo W* al duale di W:

(x, x*y = B(x,x"), perxeW, x"eW*
ed abbiamo:
Bx+x"y+y)=<(x|y)+{y|x"), perognix,yeW, x*,y" € W".

Indichiamo con AK(W*) lo spazio vettoriale delle k-forme multilineari alternate
suW. Sia A*(W*) = )., A*(W*) I'algebra di Grassmann delle forme multilinea-
ri alternate su W. Ricordiamo che il prodotto in A*(W*) ¢ definito sugli elementi
omogenei ¢ € AP(W*), y € AY(W*) da:

@ADL W) = Y SEOI V-V WV 2 Viry,)

ove sgn(o) = =1 ¢ la segnatura della permutazione o ¢ €, ¢ I'insieme delle
permutazioni o di{l,...,p+g}jtaliche oy <--- <oj,e0p11 <+ <O pig.
Per ogni w* € W* indichiamo con &(w*) I’operatore:

eW) A (W29 > w Ape A" (WH).
Per ogni w € W indichiamo con ¢(w) I’operatore di prodotto interno:
tw) : A*(W*) 2 ¢ — wlp € A*(W™).
Se ¢ € AK(W*), w|p € A*"1(W*) & definito da:
Wlp)wi, ..., wi—1) = dw,wi, ... o wim) YW, ..., wip € WL

Osserviamo che valgono le:

ewy) o e(wy) = —e(wy) o e(wy) e uwi)ouwz) = —u(wz) o u(wy)

Ywi,wy € W, Ywi,w; € W*.
Inoltre si verifica immediatamente che:
wlw* A @) = (w, w)p —w* A (w]p) perogniw € W, w* € W*e ¢ € A*(W¥),
cioe:
eW") o t(w) + tw) o eW™) = (w, W) Ine(w+ Ywe W, Yw" e W*.

Definiamo ora

y:V=WeW sWw+w") > ew") +1w) € Endc(A*(W")).
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Poiché
Y1) o y(v2) + ¥(v2) 0 y(v1) = B(v1, v2) Ia+(w+) per ogni vy, v € V
la y si estende a un omomorfismo ¥ : CLiff(V, 8) — Endc(A*(W™)).

Dimostriamo che A®*(W™) non contiene sottospazi propri invarianti rispetto a
Y(Clift(V,8)). Se E & un sottospazio ¥(Cliff(V, B8))-invariante di A*(W*) diverso
da {0}, fissiamo un elemento ¢ € E \ {0}. Decomponiamo ¢ nella somma del-
le sue componenti omogenee: ¢ = ¢g + - ¢p; + -+ + ¢, con ¢; € A(W*) e
¢q # 0. Siano wy,...,wg € W tali che ¢4(v,...,vqg) # 0. Allora y(wy) o

o yYW)(@) = ¢a(1....,va) € (A%W*)\{0}) N E. Quindi E contiene ele-
menti non nulli omogenei di grado zero, quindi contiene 1 e tutti gli elementi
Wi A A wz = ¢ewj)o---o E(W;)(l) al variare di p e di w?,...,w; in W* e
percio coincide con A*(W¥).

Quindi: Se n é pari, (A*(W*),¥) & uno spazio di spinori per (V,(3).

6.4.2. Costruzione di uno spazio di spinori nel caso n = 2m + 1 dispari.
Fissiamo un vettore ey € V con S(eg.ep) = 2. Sia U = Ceg e siano W, W* due
sottospazi totalmente isotropi di U~ tali che Ut = We W*,V=Weo U & W*.

Ripetiamo la costruzione del punto 1. Definiamo le applicazioni y. : V —
Endc(A°*(W*)) mediante:

yw+ deg +w) (@) =(w] £ (1P A+ w*'A) ¢ se ¢e AP(W").
Abbiamo

{y(v1), y(v2)} = y(v1) o y(v2) + ¥ (v2) o y(vi) = B(v1, v2) Ia=(w*) -
Per le proprieta (C1), (C2) e (C3) le applicazioni y. si estendono in modo unico ad
omomorfismi
¥+ @ Cliff (V, 8) = Endc(A*(WY)).

11 fatto che A*(W*) non abbia sottospazi propri non nulli che siano y.(Cliff(V, 8)-
invariante segue con lo stesso argomento usato nel caso pari.

Quindi: Se n é dispari, (A*(W*), %) e (A*(W™),y_) sono spazi di spinori per
(V,B8). Per completare la dimostrazione, utilizzeremo il seguente:

Lemma 6.4.3. Sia W un sottospazio totalmente isotropo massimale di V per la
forma B. Se (S’,y") é uno spazio di spinori per (V, ), poniamo

Z = ﬂ kery (w).

weWw
(1) Z ha dimensione 1, fissiamo zo € Z \ {0}.
(2) Se n ¢ pari, vi e un unico isomorfismo di spazi spinoriali
[ ) * T 4 ’
(A*(W7),y) — (§7,7)
tale che T(1) = zo.
(3) Se n e dispari, vi é un unico isomorfismo di spazi spinoriali
L[] * T ’ ’

con T(1) = zg ey’ (ep)(z0) = 6z9 con § = +.
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(4) Se n e dispari, i due spazi spinoriali (N*(W*),v+) e (A*(W*),y_) non
sono equivalenti.

DmostrAZIONE. Fissiamo una base eq,...,e, di W (m = [%]) Poiché
Y'(ej)? = 3B(ej, e )Insw+) = 0,
abbiamo kery’(e;) # {0}. Inoltre y'(e;) o ¥'(e;) = —y'(ej) o ¥'(e;) per ogni i, j
I,...,m e quindi ogni sottospazio kery’(e;) ¢ y’(e;)-invariante per ogni i, j
1,...,m. Abbiamo perci0d

Z = |kery'(e)) # {0}.

m
j=1
Definiamo ora un’applicazione lineare
T:AN°(W)— S’ mediante:
TV} A== AW5) =¥/ (W]) 0+ 0¥ (W))(z0)
Vw’f,...,w; e W*.
Dalle relazioni (S1) segue che I’'immagine ¢ invariante rispetto a y’(V) e quindi
I’applicazione T & surgettiva. Dimostriamo ora che T o y(w + w*) =y’ (w+w*)o T
perogniw € We w* € W*. Poiché per definizione T o y(w*) = y'(w*) o T per ogni
w* € W*, ¢ sufficiente verificare che
(*) T oyw)(¢) =Y W) oT(¢) YweW, Vo e AP(W)

per ogni p = 0,1,...,m. Questa uguaglianza ¢ verificata (ambo i membri sono
nulli) quando p = 0. Supponiamo per induzione di averla dimostrata per ogni
p <k <m. Siay € AK(W*) e w* € W*. Abbiamo allora

T(yw)w* Ay) = T(w, wHy —w" A (yw)(¥)))
= ((w, wIs = Y (W) 0y’ (W) o T(¥)
=Y W) oy W) oTwH)
=YW oo TW AY).
Questo dimostra che la () vale per p = k + 1 e quindi, per induzione, per ogni
=0,1,...,m.
s Se n ¢ dispari, se ¢ € AP(W™), abbiamo:
T(ys(eo)(@) = o(=1)" T($)
= 0(=D"Y'(#)(z0)
= (=DPY'(¢) o ¥'(e0)(z0)
=7'(e0) © ¥'($)(z0)
=7 (eo)(T(9)).

Questo dimostra che (S’,y’) & isomorfo allo spazio spinoriale (A*(W*), ys).
Rimane da dimostrare che (A*(W*),y,) e (A*(W*),y-) non sono equivalenti.

Se lo fossero ci sarebbe un isomorfismo R : A*(W*) — A*(W*) tale che Roy,(v) =

Yv) o R per ogni v € V. In particolare R commuta con g(w*) per ogni w* € W*
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e con ogni «(w) con w € W. Per lirriducibilita (Lemma di Schur) ne segue che
R = Alp«w+), con 4 € C\ {0}). Ma questo implica che y_(ep) = y,(ep) e ci da
quindi una contraddizione. O

C. STRUTTURA DELLE ALGEBRE DI CLIFFORD COMPLESSE

Teorema 6.4.4. Sia V uno spazio vettoriale complesso di dimensione pari n = 2m
e B una forma bilineare simmetrica non degenere su V. Se (S,vy) é uno spazio di
spinori per (V,B), allora ’applicazione y : V — Endc(S) si estende in modo unico
a un isomorfismo di algebre associative unitarie

% : Cliff(V, 8) — Endc(S).
In particolare CLiff(V, 8) é semplice.

DmostrAZIONE. Poiché la ¥ : CIiff(V, 8) . Endc(S) € una rappresentazione
irriducibile, per il Teorema di Burnside y(CLff(V, 8)) = Endc(S). Quindi, poiché
S ha dimensione 2 = 2"/2, la dimensione di Cliff(V, ) & > dimcEndc(S) = 2".
D’altra parte CLiff (V, 5), essendo generata dai prodotti e;, ® --- ® ¢;, con 1 < iy <

- < ix < n, per una base ey,...,e, di V, ha dimensione < 2". Ne segue che
Cliff(V, 8) ha dimensione 2" e la ¥ &€ un isomorfismo lineare. O

Teorema 6.4.5. Sia V uno spazio vettoriale complesso di dimensione dispari n =
2m+1 e B una forma bilineare simmetrica non degenere su'V. Se (S,v) ed (S,y-)
sono due spazi di spinori non equivalenti per (V, B), definiamo

v:V —> Ende(S)® Endc(S) mediante y(v) = y.(v)@y_(v) VYveV.

Allora la vy si estende in modo unico a un isomorfismo di algebre associative uni-
tarie y : ClLiff(V,8)@ > ~ >> Endc(S) @ Endc(S). In particolare CLiff(V,B) é
semisemplice ed ¢ somma diretta di due ideali bilateri semplici isomorfi ciascuno
a Endc(S).

DimvosTrAZIONE. Siano W, W* due sottospazi totalmente isotropi massimali di
V, posti in dualita dalla forma 8 e poniamo, come al punto B, S = A*(W™). Fissia-
mo una base wi, ..., wy, di Wesiawj,...,w,, labase duale in W*: B(w;,w;) =6,
per 1 < j,h < m. Siawg € (W@ W*)* tale che B(wy, wg) = 2. Si verifica allora che

[yswWi), yswW]l oo [ys(Wp), y+(wy)] = y+(wo).

Quindi I'immagine y(Cliff(V,)) contiene I’endomorfismo Is & Ig. D’altra parte
vy(wg) = Is @ (=Is) e quindi I'immagine y(Cliff(V,5)) contiene sia Is & 0 che
0 @ Is. Per il teorema precedente ne segue che ¥ ¢ surgettiva e quindi, ripetendo
I’argomento alla fine della dimostrazione del teorema precedente, ricaviamo che ¥
¢ anche un isomorfismo lineare. O

Corollario 6.4.6. Sia V uno spazio vettoriale complesso di dimensione dispari
n = 2m+ 1 e B una forma bilineare simmetrica non degenere su V; siano W e
W* sottospazi totalmente isotropi massimali di V con W N W* = {0} e sia Vy =
W e W* = {0}. Allora Cliff*(V, B) =~ Clff(Vy, Blv,)-



6.6. 1 GRUPPI O (V,), Piny(V, ), Spin,(V,5) 87

DivosTrAZIONE. Definiamo un’applicazione
0:Voav—iwy®veCLff"(V,p).
Essa soddisfa:

{e(v1), p(v2)} = e(v1) © @(v2) + @(v2) © p(vy)
=-wy D vi Owy D vy —wyg D vy O wy D vy
=(wo O wo) ® (vi ®Dv2+v2 O Vy)
=B, )1

e quindi si estende in modo unico a un’applicazione

@ : Cliff(Vo, Blv,) — Cliff*(V, B).

Abbiamo:
¢(V1@---@Vk)ZikW(J@vl@---@wo@vk
:ikz — WO@"'@W()@VI@..'@V](
k volte “~——— ———

Da questo, poiché wy ® wg = 1, si ricava immediatamente che la ¢ ¢ iniettiva e
quindi anche surgettiva, perché i due spazi hanno entrambi dimensione 2. O

6.5. Immersione dell’algebra di Lie ortogonale nell’algebra di Clifford

Supponiamo come in precedenza che V sia uno spazio vettoriale complesso di
dimensione finita n e 5 una forma bilineare simmetrica non degenere su V.

Definiamo 'algebra di Lie ortogonale complessa o(V,[3) come la sottoalge-
bra dell’algebra di Lie glc(V) degli endomorfismi complessi di V formata dagli
endomorfismi X tali che

BXW),w) +Bm,X(W) =0  Yv,weV.
Si puo facilmente verificare che o(V, ) ¢ I’algebra di Lie del gruppo lineare
OV, B) = {g € GLc(V) | B(g(v), ) = B(v,v) Vv € V' }.

6.6. I gruppi Ox(V,p), Ping(V, ), Spin,(V, 5)

Consideriamo fissata su V una forma bilineare simmetrica non degenere 8 e
definiamo il gruppo O (V, §) mediante

Ox(V,B) = {g € GLx(V) | B(g(v1), &(v2)) = B(v1,v2) Yvi,v2 € V}.

Se g € Ok(V,B), I'applicazione V > v — g(v) € CIiff(V, ) si estende per (C3)
a un automorfismo di Cliff(V,8). Definiamo su Cliff(V,B) la trasposizione 7 :

Clift(V, 8) — CIliftf(V, 8) mediante:
TWVIOVO V) =D v2OV Yvi,vo,..., 1 €V.
La sua composizione con I’involuzione « del punto A definisce un’involuzione:
Cliff(V,B) > u — u* € Cliff(V, B),
tale che VOO =D ® - ®vy)
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Yvi,...,vk € V.
Osserviamo che per ogni v € V:

*

1
Vi=—v, vV = —Eﬂ(v,v).

In particolare, se v & anisotropﬂe Bv,v) = =2, otteniamo: v O V' = v Qv =1,
cioe v = v, Se w € V otteniamo allora:
aW) OwOV = (=) O w D (-v)
=(vOw+wdvIOvV)—-wd VDV
=pv,w)v+w
= SV(W)
oves,(w) = w— 273((»::)) v = w+B(w,v) v e la simmetria rispetto al vettore anisotropo
v. Supponiamo ora che $ sia una forma bilineare simmetrica non degenere tale che
—B(u,u) € (k*|k € k) per ogni u € V. Definiamo

Ping(V,8) = {(x e Cliff (V,B) |[x B x" =1, a(x) Ow D x* € VNwe V}.

Lemma 6.6.1. Piny(V,B) ¢ un sottogruppo del gruppo degli elementi invertibili di
CILift(V, B).

DmMosTRAZIONE. Siano xi, x; € Ping(V,3). Allora:
X1 OXR)DxXOX)' =x1OxX0x,0x;=x10x; =1,
e se w € V abbiamo:
a(x1 ®x2) Ow D (x1 O x2)" = a(x1) O (A(x2) OwWO x3) O x; €V.

Se x € Ping(V,B), allora x~! = x* implica che x_'®(x™1)* = x*®x* = x¥*Ox =
1. Infine, osserviamo che CLiff(V,8) 3 y — a(x™") ® y ® (x"1)* € CIliff(V,B) &
I’inversa della: CLiff(V, 8) 3 y — a(x)®y® x* € Cliff(V, 8). Se quindi quest’ultima
¢ un isomorfismo di V in sé, anche la sua inversa trasforma V in sé. O

Indichiamo con Ox(V, B) il gruppo ortogonale:
O (V. B) = {a € Endw(V) | B(a(v), a(w)) = B(v,w) Yv,w € V}
e mediante SOy (V, B) il gruppo speciale ortogonale:
SOx(V.B) = {a € Ou(V,B) | det(a) = 1}.

Vale il seguente:
Teorema 6.6.2. Vi ¢ un unico omomorfismo di gruppi

p : Ping(V, ) — Ox(V,B)
tale che

p()W) =a(x) ®v O x* YxePing(V,B), YveV.

2Sek = C, 0 pilu in generale un campo di quadrati, per ogni u € V anisotropo, vi sono
esattamente due elementi +k € k tali che v = +ku verifica la condizione B(v,v) = —2. Lo stesso
succede se k = R e 8 ¢ definita negativa.
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L’ omomorfismo p é surgettivo e ker p = {£1}. Inoltre,

P~ (SOL(V. ) = Piny(V, ) N CIiff* (V. ) = =Spin(V.).

SeV=R'"eB=-( | )c¢loppostodel prodotto scalare, scriviamo Pin(n)
e Spin(n) invece di Ping(V, ) e Sping (V, 8). In questo caso p ¢ un rivestimento a
due fogli di O(n) e quindi i gruppi Pin(n) e Spin(n) sono gruppi topologici com-
patti. Il gruppo Spin(n) ¢ semplicemente connesso ed ¢ la componente connessa
dell’identita in Pin(n).






CAPITOLO VII

Algebre di Lie

Prima di proseguire lo studio dei gruppi di Lie ed in particolare dei gruppi di
Lie lineari, ¢ conveniente raccogliere in questo capitolo alcune delle definizioni
generali e delle proprieta pitt importanti delle algebre di Lie astratte.

7.1. Nozioni fondamentali

Sia k un campo. Un’algebra di Lie su k € uno spazio vettoriale g su k su cui ¢
assegnata un’operazione binaria (commutatore):

(7.1.1) gxg3X,Y) > [X,Y]€g

che gode delle seguenti proprieta:

(7.1.2) I’operazione (X, Y) — [X, Y] ¢ k-bilineare,

(7.1.3) [X,X]=0 VXegq,

(7.1.4) (X, [, Z]]+ [V, [Z, X]]+ [Z,[X,Y]]=0 VX, Y,Zeg

(IDENTITA DI JACOBI).
Osservazione 7.1.1. Osserviamo che (7.1.3)) implica che
(7.1.5) [X,Y]=-[V,X] VX, Yeg
e le due condizioni sono equivalenti se k ha caratteristica # 2.

Esempio 7.1.2. Sia V uno spazio vettoriale sul campo k. Se poniamo [v,w] = 0
per ogni v, w € V, questo prodotto definisce su V una struttura di algebra di Lie.

In generale

Definizione 7.1.3. Chiamiamo algebra di Lie abeliana o commutativa un’algebra
di Lie g in cui il commutatore di due qualsiasi elementi sia nullo.

Dati due sottospazi vettoriali U, B di un’algebra di Lie g, indichiamo con [, B]
il sottospazio vettoriale di g generato dai vettori della forma [X, Y] con X € A,
Y e B.

Per la (7.1.5)), abbiamo [, B] = [B, A].

Definizione 7.1.4. Un sottoinsieme a di g si dice una sottoalgebra di Lie di g se ¢
un sottospazio vettoriale di g e [a,a] C a; un ideale di g se € una sottoalgebra ed
inoltre [a, g] C a.

Osserviamo che {0} e g sono ideali (banali) di g.
Lemma 7.1.5. Se a,b sono ideali di g, anche a + b e [a, D] sono ideali di g.

91
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Lemma 7.1.6. Sono ideali di g sono il suo centro Zy(g) e il suo derivato a, definiti

da

(7.1.6) Zy(9) ={Xeg|[X,Y]=0 VYeg}

(7.1.7) o =g, 9]

Lemma 7.1.7. Se a ¢ una sottoalgebra di Lie di g, il suo normalizzatore in g
(7.1.8) Ny(o)={Xeg|[X,Y]€ea VYe€a}

e ancora una sottoalgebra di Lie di g: essa contiene a ed ¢ la piu grande sottoal-
gebra di g che contiene a come ideale.
Analogamente il centralizzatore di a in g

(7.1.9) Cy(0)={Xeg|[X.Y]=0 VYea}
e una sottoalgebra di Lie di g.
Definizione 7.1.8. Siano f, g due algebre di Lie sullo stesso campo k. Un’appli-

cazione ¢ : T — g si dice un morfismo di algebre di Lie se ¢ k-lineare e soddisfa
inoltre:

(7.1.10) (X, Y]) = [¢(X),p(Y)] VX, Y eF.

Lemma 7.1.9. Sia ¢ : | — g un morfismo di algebre di Lie su k. Allora ¢(f) é una
sottoalgebra di Lie di g e ker ¢ e un ideale di §.

Lemma 7.1.10. Se a ¢ un ideale dell’algebra di Lie g, allora vi é un’unica struttura
di algebra di Lie sul quoziente g/a che renda la proiezione naturale g — g/a un
morfismo di algebre di Lie.

Definizione 7.1.11. Con questa struttura g/a si dice 1’algebra di Lie quoziente di g
rispetto all’ideale a.

Definizione 7.1.12. Un’algebra di Lie g si dice semplice se non ¢ commutativa e
non contiene ideali non banali.

7.2. Algebre di Lie lineari, derivazioni, rappresentazione aggiunta

Sia V uno spazio vettoriale sul campo k. Lo spazio vettoriale Endi (V) di tutti
gli endomorfismi k-lineari di V ¢ un’algebra di Lie con il prodotto definito da

(7.2.1) [A,B]=AoB-BoA VA,Be€End(V).

Con la struttura di algebra di Lie, esso si indica con gl (V). Se V = k”, scriviamo
gl(n, k) invece di gl(k™). Ogni sottoalgebra di un’algebra di Lie gl (V) si dice
un’algebra di Lie lineare.

Un teorema di Ado-Iwasawa dice che ogni algebra di Lie di dimensione finita
e isomorta a un’algebra di Lie lineare.

Esempi importanti di algebre di Lie lineari sono i seguenti, ove V = k", 1 <
n < oo:

(Ap) slit+ 1,k) ={X e gl(¢{ + 1,k) | tr(X) = 0} ;
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(Bp) so(£, € + 1;k): trasformazioni antisimmetriche rispetto a una forma bili-
neare simmetrica con indice di Witt £ in uno spazio vettoriale di dimen-
sione dispari n = 2¢ + 1; qui dobbiamo suppore che k abbia caratteristica
* 2;

(Cy) sp(£,k): trasformazioni simplettiche, cioe che soddisfano

aX(),w)+alv,X(w))=0 VYv,weV

per una forma alternata non degenere a su uno spazio vettoriale V di
dimensione pari n = 2¢ su un campo k di caratteristica # 2;

(Dy) so({, €;k): trasformazioni antisimmetriche rispetto a una forma bilineare
simmetrica con indice di Witt £ in uno spazio vettoriale di dimensione
pari n = 2£; anche qui dobbiamo suppore che caratteristica(k) # 2;

I’algebra t (n, k) delle matrici triangolari superiori a coefficienti in k;

I’algebra n;(n,k) delle matrici triangolari superiori a coefficienti in k
con diagonale principale nulla;

I’algebra t_(n,k) delle matrici triangolari inferiori a coefficienti in k;

I’algebra n_(n,k) delle matrici triangolari inferiori a coefficienti in k
con diagonale principale nulla;

e T’algebra d(n, k) delle matrici diagonali a coefficienti in k.

Notiamo che
ty(n, k) = n.(n,k) ® d(n, k),
e (n,k) = [t (n, k), ti(n, )],
t_(n,k) = n_(n,k) ® d(n, k),
n_(n,k) = [t-(n,k), t_(n,k)].
Sia A un’algebra su k, con prodotto A X A 3 (a,b) = a-b € U.

Definizione 7.2.1. Una derivazione di U ¢ un’applicazione k-lineare D : A — A
che soddisfa 'identita di Leibniz:

(7.2.2) D(a-b) = (D(a)) - b+ a- (D)) Ya,b e AU.
Indichiamo con Der () I’insieme delle derivazioni di 2.
Si verifica facilmente che

Lemma 7.2.2. Dery () é una sottoalgebra di Lie di gly(N) e quindi un’algebra di
Lie lineare.

Consideriamo in particolare 1’algebra di Lie delle derivazioni di una k-algebra
di Lie g.

Lemma 7.2.3. Fissato X € g, ’applicazione
(7.2.3) adgX):g3Y — [X,Y]€g

e k-lineare ed ¢ una derivazione.
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DmostrAZIONE. Verifichiamo I’identita di Jacobi:
adX)([Y, ZD) = [X, [V, Z]] = -[Y, [Z,X]] - [Z,[X, Y]]
=[[X,Y],Z] + [Y,[X,Z]]
= [adg(X)(Y), Z] + [Y, ady(X)(2)] VY, Zeg.
O

Definizione 7.2.4. Le derivazioni della forma ad4(X), al variare di X in g, si dicono
derivazioni interne di g.

Lemma 7.2.5. L’applicazione
(7.2.4) ady : g 2 X — ady(X) € Derg(g)

e un morfismo di algebre di Lie. Le derivazioni interne formano un ideale dell’al-
gebra di Lie Dery(g).

DivosTrAZIONE. Infatti, se D € Dery(g) e X € g abbiamo, per ogni Y € g:
[D, ada(X)1(Y) = D([X, Y]) — [X, D(Y)]
= [D(X), Y] + [X, D(Y)] - [X, D(Y)]

=ady (D(X)) (Y).
Quindi
(7.2.5) [D, ady(X)] = ad, (D(X)) VD € Der(g), VX €g
dimostra che [Dery(g), ady(g)] C adgy(g). O

Definizione 7.2.6. La (7.2.4) si dice rappresentazione aggiunta di g.
Lemma 7.2.7. Il nucleo della rappresentazione aggiunta é il centro Zy(g) di g.

Definizione 7.2.8. Gli elementi di Dery(g) che non appartengono ad adgy(g) si
dicono derivazioni esterne di g.
L’ideale delle derivazioni interne di g si indica anche con intx(g).

Un ideale di g € un suo sottospazio vettoriale che & trasformato in sé da tutte le
derivazioni interne.

Definizione 7.2.9. Un ideale a di g si dice caratteristico se € trasformato in sé da
tutte le derivazioni di g.

Lemma 7.2.10. Il centro Zy(g) e il derivato aV sono ideali caratteristici di g.

DimostrAzIONE. Infatti, se D € Dery(g), abbiamo
[D(X), Y] =D(X,Y]) - [X,D(Y)] =0, VXeZyg), VY €g
- D(Zg(g)) - Zg(g)a

D(X, YD) = [DX), Y] +[X,D(Y)] € gV, VX, Yeqg
= D(g") c V.



7.3. RAPPRESENTAZIONI LINEARI 95
Osserviamo che, se g ¢ semplice, allora il morfismo ad; : g — intg(g) € un
isomorfismo: quindi

Proposizione 7.2.11. Ogni algebra di Lie semplice ¢ isomorfa in modo naturale
ad un’algebra di Lie lineare.

Esempio 7.2.12. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Lo spazio
& (M;R) delle funzioni differenziabili di classe ¥, a valori reali, definite su M &
un’algebra reale per il prodotto di funzioni. L’algebra di Lie reale Derg(&' (M, R))
¢ I’algebra X(M) dei campi di vettori (di classe €*°) su M.

7.3. Rappresentazioni lineari
Sia g un’algebra di Lie sul campo k.

Definizione 7.3.1. Una rappresentazione lineare di g ¢ il dato di uno spazio vetto-
riale V sul campo k e di un morfismo di algebre di Lie

(7.3.1) o8 — gl(V).
In questo caso diciamo anche che V, con la struttura data dall’operazione:
(7.3.2) axVas(X,v)— pX)(v) eV

¢ un g-modulo.
Quando cid non provochi confusione, scriveremo anche X - v oppure Xv invece
di p(X)(v).

La rappresentazione aggiunta, discussa nel paragrafo precedente, € un esempio
di rappresentazione.

Un altro esempio di rappresentazione lineare ¢ la rappresentazione banale:
dato un qualsiasi spazio vettoriale V su k si fa corrispondere ad ogni X di g I’
endomorfismo nullo di V.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k e (7.3.1)) una sua rappresenta-
zione lineare di dimensione finita.

Definizione 7.3.2. Diciamo che p (o il corrispondente g-modulo V) ¢ riducibile
se esiste un sotto-g-modulo proprio non banale W di V; altrimenti la p si dice
irriducibile o semplice.

Diciamo che p (0 il corrispondente g-modulo V) € decomponibile se V € somma
diretta di due sotto-g-moduli Wi, W, non banali: V = W; & W, con Wy, W, # {0}.
E indecomponibile se non & decomponibile.

Infine, diciamo che p (o il g-modulo V) € completamente riducibile o com-
pletamente decomponibile o semisemplice se V ¢ somma diretta di sotto-g-moduli
semplici.

Vale il:

Teorema 7.3.3 (Lemma di Schur). Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita
nsukep:g— glg(V) una sua rappresentazione lineare di dimensione finita
irriducibile. Se A € glx(V) e diversa da 0 e soddisfa:

(7.3.3) [A,p(X)] =0 VX € g,
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allora é un endomorfismo semisemplice invertibile.
Se k e algebricamente chiuso, allora A é un multiplo dell’identita.
In generale, il commutatore di p(g) in Endi (V)

(7.3.4) K, = {A € Endg(V) | [A, p(9)] = 0}

e un corpo (non necessariamente commutativo) ed ¢ un’estensione di dimensione
finita di k.

DimostrazIONE. Poiché A # 0, lo spazio vettoriale V ha dimensione positiva.
Sia p un fattore primo del polinomio minimo di A e poniamo

_ h _
V, = UheNker p(AY, W = ker p(A).

Allora W e V), sono sottospazi g-invarianti di V, di dimensione positiva, con W C
V. Per I'irriducibilita di p, deve essere W = V), = V e questo dimostra che A ¢
semisemplice e il suo spettro contiene un solo ideale primo di k[x].

Per la prima parte della dimostrazione ogni elemento diverso da 0 di K, ¢
invertibile e quindi K, € un corpo. O

Osservazione 7.3.4. Se k = C ¢ il campo dei numeri complessi e (7.3.1) una
rappresentazione irriducibile di g, allora Ky ~ C.

Osservazione 7.3.5. Se k = R ¢ il campo dei numeri reali, il commutatore K, per
una rappresentazione irriducibile p : g — glg(V) di g pud essere R, C, oppure H.
Le rappresentazioni irriducibili di un’algebra di Lie reale si dividono quindi nei tipi
reale, complesso, quaternionico.

Ad esempio, le rappresentazioni naturali di

o(n) C gl(n,R),
u(n) c gl(n,C) c gl(2n,R),
sp(n) C gl(2n,C) C gl(4n,R),
sono rispettivamente di tipo reale, complesso e quaternionico.

Per distinguere i diversi casi, si considera la complessificazione § = C®r g di g
e la corrispondente rappresentazione complessa g : § — gla(V), dove V = C@g V
¢ la complessificazione dello spazio vettoriale reale V.

La p ¢ reale se p ¢ irriducibile.

Altimenti la p si decompone nella somma diretta di due rappresentazioni com-
plesse irriducibili: se esse sono isomorfe, allora la p & di tipo quaternionico; se esse
non sono isomorfe, allora la p ¢ di tipo complesso.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finitak e p : ¢ — glg(V) una rappresen-
tazione lineare di dimensione finita. Allora anche la
(7.3.5) p a3 X — —p(X) € gl (VH),
ove V* = Homg(V, k) ¢ il duale dello spazio vettoriale V, & una rappresentazione
lineare di dimensione finita.

Definizione 7.3.6. La (7.3.5) si dice la rappresentazione controgradiente, o duale,
di p.
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A due rappresentazioni lineari di dimensione finita py : g — glp(V), pw
g — glx(W) possiamo associare il loro prodotto tensoriale
(7.3.6) pv®pw : g — gl(V e W),
definito da
pv @ pw(X)(v@w) = py(X)(v) @ w + v ® pw(X)(w)
VXeg VYveV, VYwe W.

Utilizzando la rappresentazione controgradiente e 1’identificazione dello spa-
zio Homy (V, W) con il prodotto tensoriale W ® V*, si ottiene la rappresentazione

(7.3.7) PHomy (VW) : 8 — gly(Homy(V, W))
definita da
(7.3.8) PHom (V,w) = pw(X) 0 A — A o py(X)

VX eqg, VAeHomg(V,W).
In particolare la py induce una rappresentazione pgpg,(vy su Endg(V) definita da

(7.3.9) PEnd,(v)(X)(A) = py(X) 0 A = A 0 py(X)
VX €q, VA € Endi(V).

7.4. Forme invarianti

Sia g un’algebra di Lie su k.

Definizione 7.4.1. Una forma bilineare 8 : g X g — k si dice invariante se soddisfa
(7.4.1) BUX, Y], Z2)+BY,[X,Z]) =0, VX Y,Zcag.

Una forma bilineare 8 : g x g — k si dice completamente invariante se soddisfa
(7.4.2) BDX),Y)+pB(X,D(Y)) =0, VX,Y eg, VYD € Der(g).
Esempio 7.4.2. L’applicazione
(7.4.3) B(X,Y) = traccia(XY), VX,Y € gl(n, k)

¢ una forma bilineare simmetrica, invariante su gl(n, k).
Abbiamo infatti

traccia([X, Y]Z) = traccia(XYZ) — traccia(YXZ)
= traccia(YZX) — traccia(YXZ) = —traccia(Y[X, Z]).
Dalla discussione dell’Esempio [7.4.2| otteniamo subito:

Proposizione 7.4.3. Se p : ¢ — glx(V) e una rappresentazione lineare di dimen-
sione finita di o, allora

(7.4.4) ky(X,Y) = traccia(p(X)p(Y)), VX, Y e€g

e una forma bilineare invariante su g. O
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Definizione 7.4.4. Se g ha dimensione finita, la forma invariante
(7.4.5) Ky(X, Y) = traccia(ad(X)ad(Y)), VX,Y eg
si dice la forma di Killing di g.

Lemma 7.4.5. Supponiamo che g abbia dimensione finita. Se a é un ideale di g,
allora la forma di Killing k, di a é la restrizione ad a della forma di Killing ¥, di g.

DimosTrAZIONE. Se infatti scegliamo unabase Ey, ..., E,digpercui Ey,...,E,
sia una base di q, le trasformazioni ad(X), con X € a, hanno matrici associate

o 3)

con A matrice m X m, e matrici nulle O di tipi m X (n —m), (n —m) x med (n —
m) X (n —m). Poiché la A ¢ la matrice di ad,(X) nella base E1, ..., E,;, la tesi segue
facilmente. O

Proposizione 7.4.6. Supponiamo che g abbia dimensione finita. La sua forma di
Killing e completamente invariante.

DimostrAzZIONE. Consideriamo § = g & Der(g). Possiamo definire su § una
struttura di algebra di Lie con il prodotto definito dalle:

[X, Yl =[X,Y] se X,Y €g,
[D, X] = D(X) se X € g, D € Der(g),
[D{,D;]| =DyoDy—DyoDy seDj,D, e Der(g).

Poiché g ¢ allora un ideale di §, la tesi segue dalla Proposizione [/.4.3|e dal Lemma
7.4.51 O

7.5. Automorfismi
Sia g un’algebra di Lie su k.

Definizione 7.5.1. Un automorfismo « di g ¢ un isomorfismo dell’algebra di Lie
g con se stessa. Con il prodotto di composizione, gli automorfismi dell’algebra di
Lie g formano un gruppo, che indicheremo con Auty(g).

Definizione 7.5.2. Un elemento X dell’algebra di Lie g si dice ad-nilpotente se
ady(X) ¢ nilpotente.

Se il campo k ha caratteristica 0, ed X € g ¢ ad-nilpotente possiamo definire
I’esponenziale di ady(X) mediante:

o (ady(X)"

(7.5.1) exp (ady(X)) = thoT'

Poiché abbiamo supposto X ad-nilpotente, la somma a secondo membro della
(7.5.1) contiene solo un numero finito di termini non nulli. Essa definisce quindi
un’applicazione k-lineare su g, che ¢ un automorfismo di g.

Pit in generale vale il:
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Lemma 7.5.3. Sia g un’algebra di Lie sul campo k di caratteristica 0 e D una
derivazione nilpotente di g. Allora

(7.5.2) em@D:Z}ﬁ
h=0

e un automorfismo di g.

DmostrAZIONE. Vale la formula di Leibnitz:
n
DX, YD) =) (”)[Dm(X), DY)l VX.Y €.
m=0 m
Quindi:
« DM([X,Y])
h=0 h!

exp(D)([X, Y]) = )

- 0.0 ()]
W=O R L) ’

= [exp(D)(X), exp(D)(Y)], VX, Y €g,

ove tutte le sommatorie hanno significato perché contengono soltanto un numero
finito di termini non nulli.

Infine exp(D) ¢ invertibile ed exp(D)‘l = exp(—D) mostra che anche I’inversa
¢ un morfismo dell’algebra di Lie g in sé. O

Definizione 7.5.4. Gli automorfismi che sono composizione di un numero finito
di automorfismi della forma exp (ady(X)), con X elemento ad-nilpotente di g, si
dicono elementari.

Indicheremo con Aut,(g) il gruppo degli automorfismi elementari di g.

Lemma 7.5.5. Il gruppo Aut.(g) degli automorfismi elementari di g é un sotto-
gruppo normale di Auty(g).

DimvosTrAZIONE. Infatti, se X € g ¢ un elemento ad-nilpotente ed @ € Auty(g),
allora a(X) ¢ ancora un elemento ad-nilpotente di g e

@ o exp(ady(X)) 0 ™' = exp(ady(a(X))).

7.6. Algebre di Lie risolubili

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

Definizione 7.6.1. La sequenza decrescente di ideali

(7.6.1) g=D%>D!go---oD'go>D"lgo--.
definita da

D% =
(7.6.2) -

D"tlg = [D™g, D™g] Ym>0.

si dice serie derivata di g.
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Definizione 7.6.2. Diciamo che g ¢ risolubile se D"*g = {0} per qualche intero non
negativo n.

Ad esempio, I’algebra t(n, k) delle matrici triangolari superiori con coefficienti
nel campo k ¢ un’algebra di Lie risolubile.

Teorema 7.6.3. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

(1) Se g e risolubile, allora ogni sottoalgebra a di g e risolubile ed ogni im-
magine di g mediante un morfismo di algebre di Lie ¢ un’algebra di Lie
risolubile.

(2) Se a e un ideale risolubile di g e I’algebra quoziente g/a ¢ risolubile,
allora g ¢ risolubile.

(3) Se a, b sono ideali risolubili di g, allora a + b ¢ un ideale risolubile di g.

Definizione 7.6.4. In particolare, ogni algebra di Lie g di dimensione finita contie-
ne un ideale risolubile massimale rispetto all’inclusione. Esso si dice il radicale di
g e si indica con rad(g).

7.7. Algebre di Lie semisemplici

Definizione 7.7.1. Un’algebra di Lie di dimensione finita g per cui sia rad(g) = {0}
si dice semisemplice.

Osserviamo che ’algebra quoziente g/rad(g) ¢ semisemplice.
Vale il fondamentale risultato:

Teorema 7.7.2 (Decomposizione di Levi-Malcev). Sia g un’algebra di Lie di di-
mensione finita. Allora g contiene una sottoalgebra semisemplice | tale che

(7.7.1) g = [®rad(g)

Definizione 7.7.3. Una sottoalgebra semisemplice [ di g per cui valga la (7.7.1)) si
dice una sottoalgebra di Levi di g.

7.8. Algebre di Lie nilpotenti

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k. Si dice serie centrale
discendente di g la sequenza di ideali di g

(7.8.1) g=C%>Clgo---oClgo Mg
definiti per ricorrenza da:

C% = g,
(7.8.2) S

C"'g=[C"g,g] per h20.

Diciamo che g ¢ nilpotente se C"g = {0} per qualche intero non negativo n. Poiché
D™g c C™g per ogni m € N, un’algebra di Lie nilpotente ¢ anche risolubile.
L’algebra di Lie lineare n(n, k) ¢ un esempio di algebra di Lie nilpotente.

Teorema 7.8.1. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.
(1) Se g e nilpotente, allora ogni sottoalgebra di Lie di g ed ogni immagine
di g mediante un morfismo di algebre di Lie e nilpotente.
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(2) g e nilpotente se e soltanto se g/Z,(g) é nilpotente.
(3) Se g # {0} ed e nilpotente, allora Zy(g) # {0}.

DmostrAZIONE. La (1) e la (2) sono immediate. Per la (3) osserviamo che se
g & nilpotente ed / ¢ il pill grande intero non negativo per cui C*g # {0}, allora
Chg c Zy(g). O

7.9. 1l teorema di Engel

Lemma 7.9.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita suk. Se A € glg(V)
e nilpotente, allora anche adgy, (v\(A) é nilpotente.

DmosTrRAZIONE. Siano Ls € R4 gli endomorfismi di glx(V) definiti rispettiva-
mente da:
Li(X)=AoX VX € glg(V)
Ri(X)=XoA VX € gl(V).
Chiaramente L4 ed R4 sono nilpotenti e commutano tra loro. Quindi anche
adgy,(v)(A) = La — Ry

¢ nilpotente. O

Teorema 7.9.2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finitan > 1 suk. Sia a
una sottoalgebra di Lie di gly(V) formata da elementi nilpotenti. Allora esiste un
vettore v € V \ {0} tale che A(v) = 0 per ogni A € a.

tesi ¢ banalmente vera. Supponiamo quindi m > 1 e il teorema valido per algebre
di Lie di dimensione < m di endomorfismi nilpotenti di uno spazio vettoriale di
dimensione finita.

Siab, con {0} € b & a, una sottoalgebra di Lie di a. Per il Lemma[14.2.2] ad.(b)
¢ un’algebra di Lie di endomorfismi nilpotenti di a. Per passaggio al quoziente, gli
elementi di b definiscono un’algebra di Lie di endomorfismi nilpotenti di a/b. Per
I’ipotesi induttiva esiste allora A € a\b tale che [b, A] C b. In particolare N,(b) 2 b.

Scegliamo ora la sottoalgebra b massimale tra le sottoalgebre di Lie propria-
mente contenute in a. Per le considerazioni precedenti deve essere N,(b) = ae
quindi b ¢ un ideale di a. Consideriamo il morfismo di algebre di Lie 7 : a — a/b.
Se a/b avesse dimensione maggiore di 1, I'immagine inversa 77! (I) di una retta [
di a/b sarebbe una sottoalgebra di a con b ¢ ¢ a Questo & assurdo per la
massimalita di b e quindi dimg a/b = 1.

Dunque, se A € a \ b, abbiamo

a=badkA.

Sia W ={v e V| By) =0, VB € b}. Per I'ipotesi induttiva dimgW > 0. Inoltre,
poiché b ¢ un ideale di a, abbiamo A(W) c W. Infatti B(A(w)) = A(B(w)) +
[B,A](w) = 0 per ogni w € W e B € b. Larestrizione di A a W ¢ ancora nilpotente
e quindi esiste v € W \ {0} tale che A(v) = 0. Questo implica che X(v) = 0 per ogni
X € a. La dimostrazione ¢ completa. O

DimostrAZIONE. Ragioniamo per induzione su m = dimg(a). Sem < 1, la



102 VII. ALGEBRE DI LIE

Dal Teorema si ottiene il

Teorema 7.9.3 (Engel). Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k. Con-
dizione necessaria e sufficiente affinché g sia nilpotente é che tutti i suoi elementi
siano ad-nilpotenti.

DimosTrAZIONE. La necessita ¢ ovvia. Per dimostrare la sufficienza ragioniamo
per ricorrenza su m = dimgg. Se m < 1 non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo
m > 1. Per il teorema precedente esiste X € g\ {0} tale che ad,(Y¥)(X) = O per ogni
Y € g. In particolare X € Zy(g) # {0}. Osserviamo a questo punto che a = g/Z4(g)
ha dimensione < m ed ogni elemento di a ¢ ad-nilpotente. Per I’ipotesi induttiva a
¢ nilpotente e questo implica che g ¢ nilpotente. O

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su k. Una bandiera completa
in V ¢ una successione di sottospazi vettoriali di V:

{VOCV1c~--cVn_1CVn

(7.9.1) . ) )
condimyV; =iper0<i<n.

Vale il seguente:

Teorema 7.9.4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su'k e sia g un’al-
gebra di Lie di endmomorfismi nilpotenti di V. Allora esiste una bandiera completa
{Vilo<i<n tale che X(V;) C Vi_1 perogni 1 <i < n.

DivmosTtrAZIONE. Se dimgV = 0 non ¢’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo quin-
di dimg(V) = n > 0 e il teorema vero per algebre di Lie nilpotenti di endomorfismi
di uno spazio vettoriale di dimensione < n su k. Per il Teorema , esiste
vi € V \ {0} tale che X(v;) = O per ogni X € g. Sia V| = k- v; e consideriamo
la rappresentazione p di g su W = V/V; ottenuta per passaggio al quoziente. Sia
n : V. — W la proiezione nel quoziente. Poiché p(g) consiste di endomorfismi
nilpotenti di W, esiste per 1’ipotesi induttiva una bandiera completa {W;}o<i<n—1 di
W tale che p(X)(W;) ¢ W;_;. Otteniamo allora la bandiera completa {V;}o<;<, de-
siderata aggiungendo a {0} = Vo ea V; = k- vy i sottospazi V; = 77! (W;_;) per
2<i<n. O

Applicando questo risultato alla rappresentazione aggiunta otteniamo:
Teorema 7.9.5. Se g é un’algebra di Lie nilpotente, allora esiste una successione
di ideali di g:

a@={0}caC-ap1Cap=g
tale che, per ogni 1 < h < m, l’algebra di Lie o, /ay—1 sia abeliana e di dimensione

uno.

Teorema 7.9.6. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo k e
sia g una sottoalgebra di Lie di gly(V) formata da endomorfismi nilpotenti. Allora
g e un’algebra di Lie nilpotente.

DimosTrAZIONE. Sia infatti {V;}o<;<, una bandiera completa tale che X(V;) C
Viciper 1 <i < n, per ogni X € g. Scegliamo una base ey, ...,e, di V tale che
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e; € Vi \ Vi_1. In tale base ogni elemento di g si rappresenta con una matrice di
n(n, k). Da questa osservazione segue la tesi. O

Lemma 7.9.7. Se g ¢ un’algebra di Lie nilpotente di dimensione finita ed a un
ideale di g, allora a N Zyg # {0}.

DmosTrAZIONE. Facciamo operare g su a mediante la rappresentazione aggiun-
ta. Tutti gli ady(X)ls, per X € g, sono nilpotenti e quindi esiste A € a tale che
[a,A] = {0}. E quindi A € a N Z,(q). O

7.10. 11 Teorema di Lie

Teorema 7.10.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 0 su un
campo k, di caratteristica 0 e algebricamente chiuso. Sia g una sottoalgebra di Lie
risolubile di gl (V). Esiste allora un vettore v € V \ {0} tale che

(7.10.1) VAeg JNA)ek taleche A®W)= AA).

DmosTrRAZIONE. Ragioniamo per induzione su m = dimg(g). La tesi ¢ banale
se m < 1. Supponiamo quindi m > 1 ed il teorema vero per algebre risolubili,
di dimensione minore di m, di endomorfismi lineari di uno spazio di dimensione
finita positiva sul campo k.

Osserviamo che g contiene un ideale a di codimensione 1: a questo scopo
basta scegliere a uguale a un qualsiasi iperpiano di g contenente [g, g]. Per I’ipotesi
induttiva, esiste una forma lineare A : a — k tale che il sottospazio

W={veV|VAe€a, J1,(A) € k tale che A(v) = 1,(A) v}

abbia dimensione positiva.
Dimostriamo ora che X(W) c W per ogni X € g. Sianow € Wed X € g. Se
Y € a abbiamo:

Y(X(W)) = X(Y(W)) + [Y, X](w) = 4,(¥)(X(W)) + 4, ([Y, XD)(W).

Bastera quindi dimostrare che A,,([X, Y]) = 0 per ogni X € ged Y € a. Fissiamo
X € gew € W. Sia kil pit grande intero non negativo tale che

(7.10.2) w, X(w), ..., XK(w)

siano linearmente indipendenti. Indichiamo con W; il sottospazio vettoriale di
dimensione i generato da w, X(w), ..., X'"'(w), per | < i < k + 1 e poniamo
Wo = {0}. Ogni Y € a lascia i sottospazi W; invarianti e quindi la sua restrizio-
ne a Wiy si scrive come una matrice triangolare superiore nella base .
Verifichiamo, per ricorrenza su i = 0, ..., k che

(7.10.3) wiy = Y(X'(W) = 4, (NX'(w)eW; VYea,

peri=0,...,k.

Per i = 0 questo ¢ conseguenza della definizione di W. Supponiamo ora che
la (7.10.3) valga per i = h, con 0 < h < k e dimostriamo che vale peri = & + 1.
Abbiamo:

Y(X"™ (w)) = Y(X(X"(w)))
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= XY(X"(w)) - [X, YI(X"(w))

= XX W) + wiy) — Lu([X, YDX" W) = whpxny
= L)X W) + X(way) = 2u([X, YDX" (W) = waxy)
= L)X W) + Wiy

e Whily € Whyt perché X(wpy) € X(Wi) € Wyy1, X"(w) € Wii1 e wixy) € Wy C
Wi41. In particolare, per ogni Y possiamo considerare la traccia try,,,(Y) della
restrizione di Y a Wiy e

try,,, (Y) = (k+ DA, (Y).

Ora, anche X opera su Wy, e la traccia della restrizione a Wy, del commutatore
[X, Y] € nulla. Da
0 = trw,,, ([X, Y]) = (k + DA,([X, Y])
segue che A,,([X, Y]) = 0 perché k ha caratteristica zero.
Quindi W ¢ g-invariante. Se A € g \ a, abbiamo g = a & kA. Osserviamo
che, essendo k algebricamente chiuso, W > w — A(w) € W ha un autovettore
v € W\ {0}. Tale v # 0 soddisfa la tesi del teorema. O

Come corollario del Teorema|7.10.1} otteniamo il TEOREMA D1 LIE:

Teorema 7.10.2 (Lie). Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un
campo algebricamente chiuso k di caratteristica 0. Sia g un’algebra risolubile di
endomorfismi di V. Allora esiste una bandiera completa {Vi}o<i<, di V tale che
A(V;) C V; per ogni A € g.

Se g ¢ un’algebra di Lie risolubile (di dimensione finita su un campo k alge-
bricamente chiuso di caratteristica zero) e p : ¢ — glg(V) una sua rappresentazione
lineare di dimensione finita, p(g) ¢ risolubile e quindi stabilizza una bandiera com-
pleta di V. Applicando questa osservazione alla rappresentazione aggiunta di g
otteniamo:

Teorema 7.10.3. Sia g un’algebra di Lie risolubile di dimensione finita n su un

campo k algebricamente chiuso di caratteristica zero. Allora esiste una catena di
ideali

(7.10.4) {OJ=apCayC--raqp_1 Ca,=g

di g condimg(a;)) =iperi=0,1,...,n—-1,n

Vale il seguente risultato relativo al cambiamento del campo di base:

Lemma 7.10.4. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k. Sia k
un’estensione del campo k. Sia § = kerg l’algebra di Lie di dimensione finita su
k ottenuta per estensione k-bilineare del commutatore di g. Allora

(1) g e risolubile se e soltanto se g é risolubile.

(2) § é nilpotente se e soltanto se g e nilpotente.

Utilizzando il lemma, dimostriamo il seguente:
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Teorema 7.10.5. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k di
caratteristica zero. L’algebra g ¢é risolubile se e soltanto se il suo ideale derivato
g =[g,9] ¢ nilpotente.

DmvosTrAzIONE. Chiaramente, se g1 & nilpotente, g & risolubile. Dimostriamo
il viceversa.

Per il lemma precedente, possiamo supporre che il campo k sia algebricamente
chiuso: infatti, detta k la chiusura algebrica di k e posto § = k @ g, abbiamo
50 = k@, g,

Sia dunque k algebricamente chiuso; sia {a;}o<i<, Una catena crescente di ideali
di g con dimga; = i. Fissiamo una base Xi,...,X,, di g con X; € a; \ a;_; per
1 <i < n. Perogni X € g, 'endomorfismo ady(X) si rappresenta nella base
Xj,..., X, mediante una matrice di t(n,k). Poiché ad,([X, Y]) = [ady4(X), ad4(Y)]

per ogni X, Y € g, gli elementi di ad,(g'") si rappresentano nella base X, ..., X,
come matrici di n(n, k) e sono quindi nilpotenti. Ne segue che g'" & nilpotente per
il teorema di Engel. O

Come corollario deduciamo il seguente:

Teorema 7.10.6. Sia g é un’algebra di Lie risolubile su un campo k di caratteri-
stica zero. Allora possiamo costruire una successione crescente di sottoalgebre di

g
{0}=aqyCa;C---Cay1 Cay =g,

tali che, per ogni h con 1 < h < m, a1 sia un ideale in ay, ed il quoziente aj,/aj_;
sia un’algebra di Lie abeliana di dimensione uno.

DIMOSTRAZIONE. Siano m = dimyg, m’ = dimggV en : g — g/g'V la proiezione
nel quoziente. Poiché g/g'" & abeliana, se

0}=VoC Vi C-C Vyp = g/g?

¢ una qualsiasi bandiera completa, le a; = 7 Vi), per h = m’,...,m sono
sottoalgebre di g di dimensione 4. Ciascuna ¢ un ideale di codimensione uno nella
successiva e aj,/a,—1 € abeliana di dimensione unoperh =m’ + 1,...,m.

Per concludere la dimostrazione basta osservare che a,, = gV & un’algebra di
Lie nilpotente e quindi per il teorema di Engel contiene una sequenza di ideali
{0}=ayCa; C- Cap_; Cay =g,
tali che aj,/ay— sia un’algebra di Lie abeliana di dimensione uno, perh = 1,...,m’".
O

Osserviamo che, a differenza del caso in cui avevamo supposto che k fosse
algebricamente chiuso, qui non possiamo in generale ottenere che gli aj, siano ideali
in g, ma soltanto ciascuno un ideale nella successiva sottoalgebra ay, di g.

7.11. 1l piu grande ideale di nilpotenza di una rappresentazione

Sia g un’algebra di Lie su un campo k.
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Lemma 7.11.1. Sia a un ideale di g e py : ¢ — alg(V) una rappresentazione
lineare irriducibile, di dimensione finita, di g, tale che, per ogni X € q, py(X) sia
nilpotente su V. Allora py(a) = {0}.

DmvosTtrAZIONE. Sia W = {v € V | py(X)(v) = 0, VX € a}. Per il teorema
di Engel, W # {0}. D’altra parte, poiché a ¢ un ideale, W & un sottospazio py(g)-
invariante di V. Per I'irriducibilita, W = V. O

Lemma 7.11.2. Sia py : g — alx(V) una rappresentazione lineare di g, e sia
(7.11.1) 0} =WocW,Cc---CcW, =V

una sua serie di Jordan-Hb'lderEl Per un ideale a di g sono equivalenti

(1) per ogni X € a, py(X) e un endomorfismo nilpotente di V;
) p(X)(Wy) Cc Wy perogni X € aedognih=1,...,v.

DimvosTrAZIONE. L’implicazione (2) = (1) ¢ ovvia. Mostriamo che vale anche
I’implicazione opposta.

Sia a un ideale di g tale che py(a) sia un’algebra di endomorfismi nilpotenti di
V.

Per tutte le rappresentazioni pw,,w, , indotte dalla py per passaggio al quo-
ziente gli endomorfimsi di pw,w,_, (a) sono nilpotenti su W/W;,_;. Poiché le rap-
presentazioni pyw,/w,_, sono irriducibili, per il lemma precedente pw,;w, ,(X) = 0

per ogni X € a, e cio equivale alla (2). O
Sia py : g — gl(V) una rappresentazione lineare di g, e sia (7.11.1) una sua

serie di Jordan-Holder. L’insieme

(7.11.2) ny ={Xeg|lpovX)Wy) CcW_1, YVh=1,...,v}

¢ un ideale di g, che non dipende dalla particolare scelta della serie di Jordan-
Holder utilizzata nella sua definizione.

Definizione 7.11.3. L’ideale ny definito dalla (7.11.2) si dice il pii grande ideale
di nilpotenza della rappresentazione py.

7.12. 1l radicale nilpotente e il nilradicale

In tutto questo paragrafo supporremo che il campo k abbia caratteristica zero.
Tutte le algebre di Lie considerate saranno algebre di Lie su k di dimensione finita.

Definizione 7.12.1. Si dice radicale nilpotente dell’algebra di Lie g I’intersezione
nil(g) dei nuclei delle sue rappresentazioni lineari irriducibili di dimensione finita.

Lemma 7.12.2. Sia V # {0} uno spazio vettoriale di dimensione finita suk e g una
sottoalgebra di Lie di gly(V). Supponiamo che V sia un g-modulo irriducibile. Se
a & un ideale abeliano di o, allora a N gV = {0).

1Ogni sottospazio W), & py(g)-invariante e le rappresentazioni indotte sui quozienti W,/W,_;
sono irriducibili.
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DimosTrAZIONE. Sia o7 la sottoalgebra unitaria (commutativa) di End(V) ge-
nerata da 1y ed a. Dimostriamo che

se b & un ideale di g contenuto in a e try(AB) = 0 per ogni A € &/ e B € b,
allora b = {0}.

Abbiamo infatti, se B € b,
try(BH =0 VYneN, n>0,

e quindi ogni elemento B € b & nilpotente. Per il teorema di Engel,

W = ﬂBeb ker B # {0}.
Poiché b ¢ un ideale di g abbiamo
BX(v))=X(B(Wv)-[X,BlJ(v)=0 VYXeg,VBeb, VveW.

Quindi W ¢ g-invariante e percio W = V in quanto avevamo supposo che V fosse
un g-modulo irriducibile. Cid implica che b = {0}.

Possiamo applicare questo risultato a b = [g, a]. Infatti: se X € g, Y € aed
A € &/, otteniamo:

try([X, Y]A) = try(XYA — YXA) = try(XYA — XAY) = try(X[Y, A]) = O

perch’e <7 & una sottoalgebra commutativa di Endg(V). Quindi [g,a] = 0. Da
cio segue che gli endomorfismi di g commutano con quelli di .27 Fissiamo quindi
X,Y eged A € &/. Abbiamo:

try([X, Y]A) = try(X[Y, A]) = 0

perché [Y,A] = 0. Quindi try(ZA) = 0 per ogni Z € g, A € «/. Applicando
quindi le considerazioni svolte all’inizio della dimostrazione all’ideale g’ Na c a,
otteniamo che gV N a = {0). O

Dal Lemma [/.12.2| otteniamo la seguente caratterizzazione del radicale nilpo-
tente:

Teorema 7.12.3. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k di
caratteristica zero. Allora

(7.12.1) nil(g) = ¢V N rad(g).

DimvosTtrAZIONE. Ogni funzionale lineare A : ¢ — k che si annulla su gD de-
finisce una rappresentazione unidimensionale, e quindi irriducibile, di g. Quindi
nil(g) c gV.

Consideriamo la rappresentazione aggiunta di g. Possiamo determinare una
sequenza di sottospazi vettoriali ad,(g)-invarianti di g:

go={0}CgiC---Can=g

tali che la rappresentazione indotta su ciascuno dei quozienti g;,/g5—1, per 1 < h <
m, sia irriducibile. In particolare ady(X) ¢ nilpotente per ogni X € nil(g), in quanto
[X,an] C gp—1 perogni h = 1,...,m se X € nil(g). Per il teorema di Engel nil(g) ¢
un ideale nilpotente di g e quindi & contenuto in rad(g).
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Abbiamo quindi ottenuto I’inclusione
nil(g) c ¢V Nrad(g).

Per dimostrare I’'inclusione opposta, consideriamo una qualsiasi rappresentazione
lineare irriducibile di dimensione finita p : ¢ — glx(V).

Sia k > 0 il piu piccolo numero naturale tale che p(Dk“rad(g)) = {0}. Poniamo
g = p(a) ed a = p(D*rad(g)). Allora V & un ¢’-modulo irriducibile ed a un ideale
abeliano di ¢’. Per il Lemmal[7.12.2]

p(g" N D*rad(g)) c Dy’ N a = {0}

Se fosse k > 0, avremmo D¥rad(g) c gV e quindi p(D*rad(g)) = p(s'"ND*rad(g)) =
{0} contraddirebbe la scelta di k. Deve essere percid k = 0 e quindi p(a'" Nrad(g)) =
{0}. Dunque kerp > g N rad(g) per ogni rappresentazione p irriducibile di
dimensione finita: la dimostrazione ¢ completa. O

Corollario 7.12.4. 1l radicale nilpotente nil(g) e un ideale caratteristico di g.

Corollario 7.12.5. Se g ¢ risolubile, allora il suo radicale nilpotente coincide con
il suo ideale derivato o'V = [g, g].

Per ogni rappresentazione semplice di dimensione finita p : g — gl(V) di
un’algebra di Lie risolubile g, la p(g) é commutativa e la sottoalgebra associativa
di Endy (V) generata dall’identita 1y e da p(g) e un’estensione algebrica di k.

DivosTrAZIONE. Poiché g coincide con il proprio radicale r, abbiamo nil(g) =
g nr = gM. Quindi [p(9), p()] = p([g.a]) = {0} e p(g) & commutativa. La
sottoalgebra associativa K, di Endy(V) generata da p(g) e da Iy € quindi un’algebra
commutativa in cui ogni elemento diverso da zero ¢ invertibile per il lemma di
Schur. Quindi K, € un campo. Poiché€ € uno spazio vettoriale di dimensione finita
su k, esso ne ¢ un’estensione algebrica. O

Corollario 7.12.6. Sia g un’algebra di Lie su k, con radicale v. Allora i seguenti
insiemi sono uguali:

(1) il piu grande ideale nilpotente di g;

(2) il piu grande ideale nilpotente di t;

(3) linsieme degli X € 1 tali che ady(X) sia nilpotente;

4) linsieme degli X € v tali che ad(X) sia nilpotente.

DimostrAzIONE. Indichiamo con a, b, ¢, d gli ideali descritti rispettivamente nei
punti (1), (2), (3) (4). Abbiamo chiaramente a C b C ¢ C d. Poiché ad,(X)(g) C v
per ogni X € 1, vale anche I’inclusione d C ¢ e quindi ¢ = d. Per dimostrare che
i quattro ideali sono uguali bastera quindi verificare che ¢ C a. Consideriamo la
rappresentazione aggiunta di r in g e sia

0}=VocVic---CVy1CVi=g
una serie di Jordan-Holder per ad,(r), cioe una catena massimale di sottospazi vet-
toriali ady(v)-invarianti di g. Indichiamo con pj la rappresentazione indotta sul
quoziente V;,/V}_; dalla restrizione a r della rappresentazione aggiunta. Poiché es-
sa ¢ irriducibile, abbiamo p;(X) = 0 per ogni X € t per cui ady(X) ¢ nilpotente.
Quindi d = (), ker py, ¢ un ideale nilpotente di g e quindi ¢ contenuto in a. O
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Definizione 7.12.7. L’ideale n formato dagli elementi ad,-nilpotenti del radicale r
di g si dice il nilradicale o il pin grande ideale nilpotente di g.
Corollario 7.12.8. Il nilradicale di g ¢ un suo ideale caratteristico.

Se indichiamo con ny il radicale nilpotenteﬂ nil(g) di g, abbiamo la catena di
inclusioni
goronong.

7.13. Automorfismi speciali

Proposizione 7.13.1. Sia g un’algebra di Lie su un campo k di caratteristica zero
e siano n il suo ideale nilpotente massimale ed 1 il suo radicale nilpotente. Allora

Aut, ={expX)|X en} ed Auty, ={exp(X)|X € np}
sono sottogruppi normali di Aut(g) contenuti in Aut,(g).

DimosTrRAZIONE. Basta osservare che sia n che 1y sono ideali caratteristici di g,
cioe invarianti per automorfismi di g. O

Definizione 7.13.2. Gli elementi di Aut,,(g) si dicono automorfismi speciali di g.
Vale la seguente precisazione del Teoremal7.7.2}

Teorema 7.13.3. Se [, I sono due sottoalgebre di Levi di un’algebra di Lie g su un
campo k di caratteristica zero, allora esiste un automorfismo speciale a € Auty,(g)

tale che U = a(l).

2 Anche I'inclusione 1y C 1 pud essere propria. Ad esempio, se g ¢ un’algebra di Lie abeliana,
abbiamo 1 = g e ny = {0}.






CAPITOLO VIII

Criteri di Cartan ed algebre di Lie semisemplici

8.1. La decomposizione di Wedderburn

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo k.

Un endomorfismo k-lineare A di V si dice semisemplice (0 completamente
riducibile) se ogni sottospazio A-invariante di V ammette un complemento A-
invariante.

Se k ¢ algebricamente chiuso, gli endomorfismi semisemplici sono tutti e soli
quelli diagonalizzabili.

Ad un endomorfismo A di V associamo il suo polinomio minimo p ed il suo
polinomio caratteristico ps. Essi sono i polinomi monici in k[x] caratterizzati da

(1a) = {f € klx] | f(A) =0},
pa(x) = det(x -idy — A).

Ricordiamo i seguenti risultati:

Lemma 8.1.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché un endomorfismo A di
V sia semisemplice é che il suo polinomio minimo ua sia prodotto di fattori primi
semplici distinti.

Lemma 8.1.2. I/ solo endomorfismo che sia al tempo stesso nilpotente e semisem-
plice é I’endomorfismo nullo.

Se k’ ¢ un’estensione di k, il prodotto tensoriale k’ ® V € uno spazio vettoriale
su k’ che ha su k’ la stessa dimensione di V suk. Ogni A € Endy(V) definisce un
endomorfismo k’-lineare 1 ®; A su k’ ®, V, che ha lo stesso polinomio minimo e
polinomio caratteristico di A.

Segue allora dal Lemma che

Lemma 8.1.3. Sia k' un’estensione del campo k. Un endomorfismo A di V ¢
semisemplice (rispettivamente: nilpotente), se e soltanto se il corrispondente en-
domorfismo 1 @, A dik’ @ V ¢ semisemplice (rispettivamente: nilpotente).

Ricaviamo allora facilmente il seguente

Lemma 8.1.4. Se S 1,5, € gl (V) sono semisemplicied [S1,S7] =0, allora S +S»
e semisemplice.

Utilizziamo i Lemmi ed per dimostrare il seguente teorema di
decomposizione:

111
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Teorema 8.1.5 (decomposizione di Wedderburn). Sia V uno spazio vettoriale di
dimensione finita n su un campo k di caratteristica zero. Allora ogni endomorfismo
A € glg (V) si decompone in modo unico nella forma:

A=S8S4+Ng conSy semisemplice, Ny nilpotente ed

[Sa,A] = [Na,A] = [Sa,Nal = 0.

Inoltre S 4, Ns € k[A] e possiamo esprimere S 4 ed Ny come polinomi di A privi di
termine costante.

(8.1.1)

DimosTtrAZIONE. Dimostriamo innanzi tutto 1’esistenza della decomposizione.

Sia py = pllCl e p,]j;” la fattorizzazione del polinomio minimo di A in prodotto
di potenze di polinomi primi distinti. Se k; = -+ = k,, = 1, allora A & semisemplice
peril Lemma[8.1.TJed S4 = A, N4 = 0 ci da la decomposizione desiderata.

Supponiamo quindi k; > 1 per qualche i. Sia f = p;--- p, e consideriamo
I’ideale n di k[A] generato da f(A). Dimostriamo per ricorrenza che ¢ possibile
determinare endomorfismi A; di V (1 < k < n) tali che

Ar € k[A],
(8.1.2) Ar=A+ N, con Npen,
f(Ap) € nk.

Per k = 1 ¢ sufficiente porre A; = A. Supponiamo ora di aver gia costruito Ay
per qualche k > 1. Cerchiamo di teterminare Ay nella forma Ag.; = Ax + T con
T € n*. Dalla formula di Taylor ricaviamo:

(8.1.3) fAks1) = f(Ax+T) = f(A) + f/(A) o T + T},

con T € nw**!, Poiché f & prodotto di fattori primi semplici, f ed f’ sono primi

tra loro. Poiché f(Ax) € n*, i fattori primi del polinomio minimo di Ay sono fattori
primi di f. Percio us, ed f’ sono primi tra loro e dunque f’(Ax) & invertibile.
Possiamo scegliere quindi

T = -[f' (A1 " o f(Ap) € 1.
Abbiamo allora
A1 =Ar+T=A+N+T) con Ny =N+Te€en,
{f(AkH) =Ty e nktl,

Perk=n¢ f(A,) =0equindi S4 = A, ¢ semisemplice ed otteniamo la decompo-
sizione desiderata ponendo Ny = —N,, € n.

Per dimostrare che S4 = p’(A) ed Ny = p”(A) per polinomi p’, p” € k[x]
privi di termine costante, osserviamo innanzi tutto che questo ¢ ovvio nel caso in
cui A non sia invertibile: il sottospazio kerA € S4 ed N-invariante. Poiché la
restrizione di N4 a ker A ¢ nilpotente, vi & allora almeno un elemento v € ker A \ {0}
tale che A(v) = Ng(v) = Sa(v) = 0 e quindi qualsiasi espressione di S 4 e di Ny
come polinomio di A non pud contenere termine costante. Se A ¢ invertibile, per
il teorema di Hamilton-Cayley I’identita si puo scrivere come un polinomio senza
termine costante di A, onde per ogni polinomio p € k[x] possiamo trovare un
polinomio g € k[x] privo di termine costante tale che p(A) = g(A).
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Dimostriamo ora I'unicita. Se A = § + N ¢ un’altra decomposizione con
S semisemplice ed N nilpotente che commutano con A, allora [S,S4] = 0 ed
[N,Na] = 0 perché S 4, Ng € k[A]. Quindi § — S4 ed N4 — N sono rispettivamente
semisemplice e nilpotente e quindi dall’uguaglianza S — S 4 = N4 — N segue che
S =Sped N = Ny in quanto S — S4 = 0 per il Lemma perché al tempo
stesso semisemplice e nilpotente. O

Se A € Endg(V), indichiamo con ad(A) € Endy(gl(V)) I’applicazione
(8.1.4) ad(A) : gh(V) 2 X — [A,X]=Ao0X —XoA € gh(V).

Teorema 8.1.6. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo k
di caratteristica zero. Sia A € glp(V) un endomorfismo lineare di Ved A = S5 +
Ny la sua decomposizione di Wedderburn, con S 4 semisemplice ed Ny nilpotente.
Allora ad(S 4) ed ad(Ny) sono rispettivamente la componente semisemplice e la
componente nilpotente della decomposizione di Wedderburn di ad(A).

8.2. 1l criterio di risolubilita di Cartan

Dimostriamo in primo luogo una semplice proprieta della traccia rispetto al
commutatore.

Lemma 8.2.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k. Allora
(8.2.1) try([X, Y1Z) = try(X[Y, Z]) VX, Y,Z € gl (V).
DimosTRAZIONE. Abbiamo:
try([X, Y1Z) = try(XYZ) — try(YXZ)
=try(YZX — ZYX)
= try([Y, Z1X) = try(X[Y, Z]),
VX, Y,Z € gl (V).

Otteniamo quindi il CRITERIO DI RISOLUBILITA DI CARTAN:

Teorema 8.2.2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo k di
caratteristica zero. Condizione necessaria e sufficiente affinché una sottoalgebra
di Lie g di gl (V) sia risolubile ¢ che

(8.2.2) try(XY)=0 VXegl, VyYeq.

DimosTtrAzZIONE. Possiamo supporre che il campo k sia algebricamente chiuso.
La necessita segue allora dal fatto che, in un’opportuna base ej,...,e, di V gli
elementi di g si possono rappresentare con matrici di t(n,k) e quelli di g con
matrici di n(n, k).

Supponiamo viceversa che valga la (8.2.2)). Sia X = S x+Ny la decomposizione
di Wedderburn di un elemento X € g. Per il Teorema Ad(Sx) ¢ la parte
semisemplice di Ad(X) e dunque, per il Teorema|8.1.5| un polinomio in k[Ad(X)].
Abbiamo percio Ad(S x)(g) c gV.
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Siano Ay, ..., 4, gli autovalori di X, ripetuti con la loro molteplicita, ed ey, .. ., e,
una base di autovalori di V, con Xe; = d;e;peri=1,...,n.
Sia E il Q-sottospazio vettoriale di k generato da 4i,..., 4, e consideriamo

un qualsiasi funzionale Q-lineare ¢ : E — Q. Ad esso associamo I’endomorfismo
Xy € Endy (V) definito da

X¢€,‘ = ¢(/l,')€,’, i= 1, P (X

Osserviamo che se A;—A; = A;, — A¢, anche ¢(4;) — d(4;) = ¢(Ap) — p(A¢). Possiamo
in particolare trovare un polinomio ¢ € k[x] tale che

Y(0) =0, Y(di—1)=¢)—¢(1;) se 1<i<j<m.
Abbiamo allora
Y(Ad(Sx)) = Ad(Xy).
In particolare,
[Xy, 0] € o

Siaora X € gV e siano X, ..., Xos € gtaliche X = Z?zl[ij_l,ij]. Applichiamo

ad X la costruzione precedente. Abbiamo, per ogni ¢ € E*, dove E* ¢ il duale del
Q-spazio vettoriale E generato dagli autovalori Ay, ..., 4, di X,

¢ ¢
ry(XeX) = ) vXolXajr. XojD) = 3 trv([Xp, Xaj11Xa) = 0
per la 8.2.2), perché [Xy, X>;_1] € gD ed Xoj € g, per j=1,...,¢ D’altra parte,
V(X X) = try(XySx) = D $ANA,
onde, applicando ¢ all’ultimo membro di questa uguaglianza, otteniamo che
Z;qs?(/li) 0= ) =0,Vi=1,....n, Vo€ E".

Ne segue che E* = 0, e quindi £ = {0}. Cio dimostra che S x = 0 e dunque X = Ny
¢ nilpotente. O

Teorema 8.2.3. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k di
caratteristica zero. Condizione necessaria e sufficiente affinché g sia risolubile e
che valga la:

(8.2.3) try(ady(X)ady(¥)) =0 VX € g, VY eq.

DimostrazZIONE. La necessita ¢ ovvia. Dimostriamo il viceversa. Se vale la
(8.2.3)), allora adg4(g) € risolubile per il teorema precedente. Poiché il nucleo Zy(g)
della rappresentazione aggiunta ¢ risolubile in quanto abeliano, ne segue che g ¢
risolubile. O
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8.3. La forma di Killing
Sia g un’algebra di Lie su un campo k.

Definizione 8.3.1. Un ideale a di g si dice caratteristico se D(a) C a per ogni
derivazione D € Dery(g).

Lemma 8.3.2. Sia g un’algebra di Lie suk ed a un ideale caratteristico di g. Allora
ogni ideale (risp. ideale caratteristico) di a e un ideale (risp. ideale caratteristico)
di g.

Se a, b sono ideali caratteristici di g, anche a + b, a N b e [a, b] sono ideali
caratteristici di g.

Osservazione 8.3.3. Gli ideali ©"g e "¢ sono caratteristici per ogni intero non
negativo m.

Definizione 8.3.4. Una forma bilinerare simmetrica 8 : g X g — k sull’algebra di
Lie g si dice invariante se:

(8.3.1) BUX.Y].Z) =BX,[Y,Z]) VXY Zeg,
completamente invariante se:
(8.3.2) BDX),Y)+BX, DY) =0 VX,Y € g, VYD € Derg(g).

Lemma 8.3.5. Sia g un’algebra di Lie suk e sia 8 una forma bilineare simmetrica
invariante su §. Sia a un ideale di g e poniamo

at ={Xeg|BX,Y)=0 VYe€a}.
Allora:
(1) a* e un ideale di g;
(2) se B é completamente invariante ed a caratteristico, anche a* ¢ caratte-
ristico;
(3) se B e non degenere, allora a N at & abeliano.

Lemma 8.3.6. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campokep : g —
ol (V) una rappresentazione lineare di dimensione finita. Allora

(8.3.3) Bp(X, Y) = try(p(X)p(Y)) VX, Y €g
e una forma bilineare simmetrica invariante su g.

Lemma 8.3.7. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita suk e siap : ¢ = glp(V)
una rappresentazione lineare di dimensione finita di g. Allora:

(8.3.4) By(X,Y)=0 VX eg, VY enil(g) = ¢ Nrad(g).
DmvosTtrAZIONE. Consideriamo una bandiera di sottospazi p(g)-invarianti di V:
Vo={0}cVic---CVy=V

tali che i g-moduli V;/V;_y siano irriducibili per ogni i = 1,...,m. Scegliamo
una base ey,...,e, tale che per ogni i = 1,...,m vi sia un intero positivo n; < n
tale che ej,..., e, sia una base di V;. Gli elementi di p(g) si rappresentano in

questa base come matrici triangolari superiori a blocchi e quelli di p(nil(g)) hanno
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blocchi nulli sulla diagonale principale. Quindi gli endomorfismi p(X) o p(Y) con
X € g, Y € nil(g) sono matrici triangolari superiori a blocchi con blocchi nulli sulla
diagonale principale e quindi hanno traccia nulla. O

Definizione 8.3.8. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k. La
forma bilineare simmetrica invariante:

(8.3.5) Ky(X,Y) = trg(adg(X)ady(Y)) ¥X,Yeg
si dice forma di Killing di g.

Teorema 8.3.9. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k e sia a un ideale
di g. Allora

(8.3.6) KX, Y) = k4(X,Y) VX, Y €a.

Teorema 8.3.10. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k. La sua
forma di Killing t, é completamene invariante.

DiMosTRAZIONE. Se g non ha derivazioni esterne, non ¢’¢ nulla da dimostrare.
Supponiamo quindi che g ammetta derivazioni esterne. Sia D una derivazione
esterna di g. Allora g = g® k D ¢ un’algebra di Lie che contiene g come un ideale
di codimensione uno. La tesi segue allora dal fatto che «gl; = «, per il teorema
precedente. O

Teorema 8.3.11. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k. 1l suo
radicale rad(g) é I’ortogonale di oV per la forma di Killing.

DIMOSTRAZIONE. Siano X,Y € g, Z € rad(g). Allora [¥,Z] € ¢V N rad(g).
Quindi
ky([X, Y], Z) = (X, [V, Z]) = 0.
Dunque, se r & 1’ortogonale di g/ per la forma di Killing, abbiamo rad(g) C r.

Draltra parte, per il criterio di risolubilita di Cartan, r € un ideale risolubile e quindi
r C rad(g) e i due insiemi sono uguali. O

In particolare, otteniamo:

Teorema 8.3.12. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k di
caratteristica zero. 1l suo radicale rad(g) e il suo radicale caratteristico nil(g) =
oV N rad(q) sono ideali caratteristici.

Poiché un ideale di un ideale caratteristico di g € un ideale di g, abbiamo:

Lemma 8.3.13. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k di
caratteristica zero. Allora g ¢ semisemplice se e soltanto se non contiene ideali
abeliani # {0}.

DmostrAZIONE. Infatti, rad(g) # {0} se e soltanto se contiene un ideale abelia-
no diverso da {0}. O

Possiamo quindi enunciare il:
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Teorema 8.3.14 (criterio di semisemplicita di Cartan). Sia g un’algebra di Lie di
dimensione finita su un campo k di caratteristica zero. Condizione necessaria e
sufficiente affinché g sia semisemplice é che la sua forma di Killing k, sia non
degenere.

DimmosTRAZIONE. Osserviamo che g* & un ideale risolubile per il criterio di ri-
solubilita di Cartan. Quindi, se g & semisemplice, deve essere g~ = {0} e percio &,
non degenere.

Supponiamo viceversa che g+ = {0} e sia a un ideale abeliano di g. Se X € q,
Y € g, allora ady4(X) oady(Y)(g) € ae quindi (adq(X) o adg(Y))2 (g) C [X,a] = {0} ci
dice che ad,(X) o ady(Y) ¢ nilpotente. Dunque, se X € a, abbiamo «4(X, Y) = 0 per
ogni Y € g e dunque X = 0 per I'ipotesi che «, fosse non degenere. Cido dimostra
che a = {0} per ogni ideale abeliano di g, cio¢ che g ¢ semisemplice. O

8.4. Alcune proprieta delle algebre di Lie semisemplici

Supporremo sempre in questo paragrafo che k sia un campo di caratteristica
zero e che le algebre di Lie considerate siano di dimensione finita su k.

Teorema 8.4.1. Tutte le derivazioni di un’algebra di Lie semisemplice g sono inter-
ne. Ogni ideale di un’algebra di Lie semisemplice é semisemplice e caratteristico.

DmvosTrAZIONE. Poiché «, € non degenere su g, se a ¢ un ideale di g, allora
an a’ ¢ un ideale abeliano. Poiché g & semisemplice, esso deve essere {0}. Quindi
la restrizione di k4 ad a, che coincide con «,, ¢ non degenere e a ¢ semisemplice
per il criterio di Cartan.

Poiché g ¢ un’algebra di Lie semisemplice, 1’applicazione ad, : g@ >>>
Deri(g) € un monomorfismo ed induce quindi un isomorfismo di g sull’algebra
inti(g) delle derivazioni interne di g. Questa ¢ dunque un ideale semisemplice di
Deri(g). Indichiamo con & la forma di Kiling di Dery(g). Essa ¢ non degenere su
intx(g) ed abbiamo quindi la decomposizione in somma diretta di ideali:

Dery(g) = inty(g) @ int(9)" .
Da
[intx(g), intx(a)"] = {0}
ricaviamo che ad,(D(X)) = [D, ady(X)] = 0 per ogni D € intx(g)* ed X € g. Ma ad,
¢ un monomorfismo e percid da D(X) = 0 per ogni X in g deduciamo che D = 0.
La dimostrazione ¢ completa. O

Teorema 8.4.2. Se g ¢ semisemplice, allora gV = g e per ogni ideale a di g si ha
[a,a] = [a, 0] = a

DmvosTrAzIONE. Infatti I’ortogonale di g1 rispetto alla forma di Killing & un
ideale abeliano e quindi zero. L’ultima osservazione segue dal fatto che tutti gli
ideali di g sono semisemplici. O

Teorema 8.4.3. Ogni algebra di Lie semisemplice g si decompone in modo unico
come somma diretta di ideali semplici.
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DmMoSTRAZIONE. Esistenza della decomposizione. Se a ¢ un ideale di g, al-
lora a N a* & un ideale abeliano di g e quindi uguale a {0}. Abbiamo percio la
decomposizione

g=ad®at
di g in somma diretta di ideali. Inoltre le forme di Killing di a e di at, che sono
le restrizioni ad a e ad a* della forma di Killing di g, sono non degeneri. Per il
criterio di Cartan, sia a che a* sono semisemplici.

Da queste considerazioni segue per ricorrenza I’esistenza della decomposizio-
ne. Infatti, se g ¢ semplice, non c’¢ nulla da dimostrare. Altrimenti scegliamo un
ideale proprio a; di g di dimensione minima. Chiaramente a; ¢ semplice perché,
essendo caratteristico, ogni suo ideale proprio sarebbe un ideale proprio di g di
dimensione inferiore a quella di a;. Se anche a;- & semplice abbiamo finito. Altri-
menti scegliamo un ideale non nullo a; di dimensione minima in af. Se (a; ® ap)*
¢ semplice o {0} abbiamo finito. Altrimenti ripetiamo il ragionamento svolto sopra,
definendo a3 come I’ideale non nullo di dimensione minima di (a; @ ay)*. Iterando
questo procedimento, poiché g ha dimensione finita otteniamo la decomposizione
di g in somma diretta di ideali semplici:

(8.4.1) g=0a; DD qy.

Unicita. Sia[8.4.Tuna decomposizione di g in somma diretta di ideali semplici.
Se a ¢ un ideale semplice di g, abbiamo:

a=[a,g]=[a,a]l® & [aya]

da cui segue che tutti tranne uno degli ideali a secondo membro sono uguali a zero,
ed uno di essi, diciamo [a}, a], € uguale ad a. Abbiamo quindi a = [a;, a] = a; per-
ché sia a che a; sono semplici e questo dimostra che gli ideali nella decomposizione
sono tutti e soli gli ideali semplici di g. Cid prova I’unicita. m|

Teorema 8.4.4. Sia g un’algebra di Lie semisemplice e sia p : ¢ — @glx(V) una
sua rappresentazione lineare di dimensione finita fedele, tale cioe che ker p = {0}.
Allora la forma bilineare invariante 3, e non degenere su g.

DimosTtrAzZIONE. Consideriamo in g 1’ideale
a={Xeg|By(X,Y)=0 VYeg}.

Per il criterio di risolubilita di Cartan, p(a), essendo ortogonale a Dp(g) = p(a"),
¢ risolubile. Poiché abbiamo supposto che p fosse fedele, questo implica che a &
risolubile, e quindi {0} perché g ¢ semisemplice. O

8.5. L’elemento di Casimir di una rappresentazione

Anche in questo paragrafo supporremo che k sia un campo di caratteristica zero
e tutte le algebre di Lie considerate si intendono di dimensione finita sul campo k.

Teorema 8.5.1. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita suk e siap : ¢ —
6l (V) una sua rappresentazione lineare di dimensione finita. Sia a un ideale di g
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su cui la forma bilineare simmetrica invariante 3, sia non degenere. Fissiamo una
base Xi,....XpdiaesiaYy,..., Y, la base di a tale che

(8.5.1) ﬁp(X,', Yj) = 6,"1' Vi<i,j<m.

Allora I’endomorfismo ¢ = ¢(p, a) di V definito da:

(8.5.2) c= ) p(Xj)op(Y;) € Endg(V)
i=1

commuta con tutti gli elementi di p(g) ed ¢ indipendente dalla scelta della base
X1yeooy X

DimostrAZIONE. Fissiamo un elemento Z di g e scriviamo:
8.53)  [ZX]=dalX; [ZYi]=blY;, conal,b€kperl<i,j<m.
I coefficienti alj e b{ si possono determinare mediante:
854)  d =BZXY) =X [ZY ) =-b, 1<ij<m.

Otteniamo quindi:

[e.p@)] = > (p(X;) 0 p(¥:) 0 p(Z) - p(Z) 0 p(Xi) © p(¥)
i=1

= Z (p(Xi) o [p(YD), p(D)] + [p(Xi), p(Z)] 0 p(Y1))

= > (p(Xi) o p(L¥:. Z1) - p(IXi, Z]) © p(¥y)

i=0

= ~blp(X) o p(Y)) ~ alp(X)) o p(¥;
2, (=blpXi) o p(¥)) = alp(X ) 0 p(¥))
ij=1

== > (blp(X;) 0 p(¥)) + dip(Xi) 0 p(Y))) = 0.
ij=1

Questo dimostra che ¢ appartiene al centralizzatore di p(g) in gl (V).
L’invarianza dell’elemento c¢ rispetto alla scelta della base Xi,...,X,, ¢ una
semplice verifica. O

Definizione 8.5.2. L’elemento ¢ = ¢(p, a) si dice elemento di Casimir della rappre-
sentazione p su a.

Teorema 8.5.3. Sia g — gl (V) una rappresentazione lineare di dimensione fini-
ta dell’algebra di Lie g, sia a un ideale di g su cui B, é non degenere e sia ¢ il
corrispondente elemento di Casimir di p su a. Allora

(8.5.5) try(c) = dimg(a).
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Se p e irriducibile, allora c ¢é invertibile. Se k e algebricamente chiuso, allora

i
(8.5.6) c= ( lmka) Idy.

dimyV

DimvosTrAZIONE. Infatti, con le notazioni del lemma precedente, abbiamo:

trv(p(X) 0 p(YD) = Y Bo(Xi ¥i) = m,

i=1 i=1

m
try(c) =
ove m = dimga. Se p ¢ irriducibile, per il lemma di Schur ¢ ¢ invertibile e, se k
¢ algebricamente chiuso, ¢ ¢ un multiplo dell’identita. Supponiamo ora che g sia

semisemplice e sia p : g — glx(V) una sua rappresentazione lineare di dimensione
finita. Il nucleo di p ¢ un ideale di g ed ammette quindi un complementare a =
(ker p)* (ortogonale rispetto alla forma di Killing «,), su cui la 8, & non degenere.
La g, ¢ non degenere su a per il Teorerna O

8.6. Il teorema di Weyl

Al solito supponiamo che il campo k abbia caratteristica zero e che tutte le
algebre di Lie (su k) considerate abbiano dimensione finita.

Lemma 8.6.1. Sia g un’algebra di Lie semisemplice. Se p : ¢ — gl(V) ¢ una
rappresentazione di dimensione finita di g, allora p(g) C sl (V).

DimostrAZIONE. Poiché g = [g, g], otteniamo

p(®) = [p(@), ()] C [8l(V), gl (V)] = sl(V).

Dimostriamo ora il:

Teorema 8.6.2 (Weyl). Ogni rappresentazione lineare di dimensione finita di un’al-
gebra di Lie semisemplice, di dimenisone finita su un campo di caratteristica 0, é
completamente riducibile.

DimosTtrAZIONE. Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita sul
campo k di caratteristica 0. Sia p : g — glx(V) una sua rappresentazione lineare di
dimensione finita.

Se dimg (V) < 1, la tesi ¢ banalmente vera. Supporremo quindi nel seguito che
n=dimgV > 1.

(1) Consideriamo dapprima il caso in cui V contenga un sottospazio g-invariante
W di codimensione uno in V. Ragioniamo per ricorrenza su n = dimy V.

(1a) Mostriamo che possiamo ricondurci al caso in cui W sia un g-modulo irri-
ducibile.

Se {0} # U ¢ W ¢ un sottospazio g-invariante, possiamo considerare la succes-
sione esatta di g-moduli:

0 —— W/U ViU k 0.
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Poiché dimy(V/U) < dimg V, per I’ipotesi induttiva esiste un sottospazio di dimen-
sione uno g-invariante W /U di V/U tale che
ViU = W/U & Wi/U.
Allora la

0 U Wy k 0
€ una successione esatta di g-moduli. Poiché dimyW; < dimyV ed U ha codimen-
sione uno in Wy, per I'ipotesi induttiva W; contiene una retta g-invariante L tale
che Wi = U & L. Da questa ricaviamo che V = W @ L e quindi abbiamo ottenuto
un complemento g-invariante di Win V.

(1b)  Supponiamo quindi che W sia un sottospazio di codimensione uno di V ed
un g-modulo irriducibile. Sia ¢, I’elelemento di Casimir della rappresentazione p.
Poiché ¢, commuta con gli elementi di p(g), € p()(V) C W in quanto le rappre-
sentazioni uno-dimensionali di un’algebra di Lie semisemplice sono banali per il
Lemma abbiamo ¢,(W) C W e ker ¢, ¢ un sotto-g-modulo di V. Inoltre ¢, ¢
invertibile su W e nullo su V/W. Quindi ker ¢, € una retta g-invariante di V tale che
V = Wekerc,.
(2) Consideriamo ora il caso generale.

Se V ¢ un g-modulo irriducibile, non ¢’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo che
vi sia un sotto-g-modulo W con {0} # W C V. Consideriamo la rappresentazione ¥
indotta da p su Homy(V, W). Sia 7 il sottospazio di Homy(V, W) che consiste delle
applicazioni lineari @ : V — W la cui restrizione a W sia un multiplo dell’identita
su W:

aw)=ky,-w YweWw.

SeXeg,we Weda € ¥, abbiamo:

Y(X)(@)(w) = p(X)(@(w)) — a(p(X)(w)) = 0.

Sia # il sottospazio delle a di ¥ che si annullano su W. Anch’esso & un sottospa-
zio W(g)-invariante; inoltre W(g)(¥') C # e ¥'/# ha dimensione uno. Per la parte
(1) della dimostrazione, esiste una retta W(g)-invariante . tale che ¥ = # & .Z.
Fissiamo un generatore g di .Z. Abbiamo

pX)oay—apop(X)=0 VXeg

perché tutte le rappresentazioni uno-dimensionali di g sono nulle. Quindi ker ag &
un sotto-g-modulo di Ve V = W & ker ay.
La dimostrazione ¢ completa. O

8.7. Algebre di Lie spezzabili
Sia k un campo di caratteristica zero.

Definizione 8.7.1. Un’algebra di Lie lineare g C gl (V) si dice spezzabile se per
ogni elemento X di g la sua componente semisemplice Sx e la sua componente
nilpotente Ny nella decomposizione di Wedderburn sono anch’esse elementi di g.

Lemma 8.7.2. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k. Allora I’algebra
Dery(q) delle sue derivazioni é spezzabile.
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DimosTtrAzZIONE. Possiamo supporre che k sia algebricamente chiuso. Sia D
una derivazione di g ed S ed N rispettivamente la sua componente semisemplice
e la sua componente nilpotente nella sua decomposizione di Wedderburn in gly(g).
Per ogni A € k, poniamo

o' = | ker(D - ).

m>0

Si verifica allora che
[qY, 2] c ghi+.
Ci0 deriva dall’identita:
5 (n
(D= (41 + )" (X, Y] = Z (m)[(D - )"(X), (D = )"(Y)]
m=0

¥Yn=0,1,2,..., X, Yegqg,
che si dimostra facilmente per induzione su n. Ne segue che
S(Xas X)) = (4 + )[Xa, Xay] - VX €91, Xy, € 0%,

e da questa formula segue facilmente che S, e quindi N = D —S, ¢ una derivazione
di g. O

In particolare, data un’algebra di Lie semisemplice g, poiché tutte le derivazio-
ni di g sono interne, potremo associare ad ogni suo elemento X gli elementi S x ed
Ny tali che

ady(X) = ady(S x) + ady(Nx)
sia la decomposizione di Wedderburn della derivazione ady(X) di g.

Definizione 8.7.3. Chiameremo S x ed Nx le componenti semisemplice e nilpoten-
te, rispettivamente, di X in g.

Teorema 8.7.4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k e sia g
una sottoalgebra di Lie semisemplice di gly(V). Allora g contiene le componenti
semisemplice e nilpotente di ogni suo elemento.

DmosTrAZIONE. Possiamo supporre che k sia algebricamente chiuso. Per ogni
sottospazio lineare W di V indichiamo con ay la sottoalgebra di Lie di gli(V)
formata dagli endomorfismi lineari X tali che X(W) c W e try(X) = 0. Poiché
g = gV, abbiamo in particolare g C ay per ogni sotto-g-modulo W di V. Sia
allora g I’intersezione del normalizzatore di g in gl (V) con le algebre di Lie ay al
variare di W tra i sotto-g-moduli di V. Sia X € g e siano S x ed Nx le componenti
semisemplice e nilpotente della sua decomposizione di Wedderburn. Poiché S x ed
Ny sono polinomi di X privi di termine costante, abbiamo S x, Nx € g.

Mostriamo che § = g. Osserviamo che g ¢ un ideale semisemplice di § e
quindi, detto g* 1’ortogonale di g in § rispetto alla forma di Killing di §, abbiamo
la decomposizione di § in somma diretta di ideali: § = g ® g*-. Sia W un sotto-
g-modulo irriducibile di V. Per il Lemma di Schur, la restrizione di un qualsiasi
elemento A di g* & un multiplo dell’identita su W. Poiché A ha traccia nulla su
W, ne segue che A = 0. Poiché V ¢ somma diretta di g-moduli semplici, da questa
osservazione deduciamo che g* = {0} e quindi § = g. O
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Teorema 8.7.5. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k. Sia X €
slg(V). Allora X = Sx + Nx ¢ la sua decomposizione di Wedderburn se e soltanto
se ads, (v)(S x) e adq, (v)(Nx) sono le componenti semisemplice e nilpotente nella
decomposizione di Wedderburn di adgy,v)(X).

DimosTrAZIONE. Osserviamo che, se X = S x+ Ny ¢ la decomposizione di Wed-
derburn di X, allora adg (v(S x) € adsy, (v)(Nx) sono rispettivamente semisemplice e
nilpotente. La tesi segue dall’unicita della decomposizione di Wedderburn. (Nota
che try(Sx) = try(X) — try(Nx) = 0 e quindi S x € slg(V)). O

Vale il seguente:

Teorema 8.7.6. Sia p : ¢ — glp(V) una rappresentazione lineare di dimensione
finita di un’algebra di Lie semisemplice. Allora p(X) = p(S x) + p(Nx) e, per ogni
X € g, la decomposizione di Wedderburn dell’endomorfismo p(X) di V.

DmosTrAZIONE. Possiamo ricondurci al caso in cui k sia algebricamente chiu-
so. Fissiamo X € ge sia g = @,9" la decomposizione spettrale di g rispetto
all’endomorfismo ady(X). Se ¥ € g abbiamo:

(S x), p(Y)] = p([X, Y]) = Ap(Y)

e quindi otteniamo la decomposizione

p(8) = Breep(8)' = Brerp(a’).
Chiaramente ad,4)(0(S x)) € ad,)(p(Nx)) sono le componenti semisemplice e nil-

potente di ad,g)(0(X)). Poiché p(g) ¢ semisemplice, abbiamo p(g) C sl(V). Ne
segue che p(S x) e p(Nx) sono la componente semisemplice e nilpotente di p(X)

per il Teorema o






CAPITOLO IX

Coomologia delle algebre di Lie e teorema di Levi-Malcev

9.1. Coomologia delle algebre di Lie

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

Sia p : g = gl(V) una rappresentazione lineare di g. Nel Capitolo [X]introdur-
remo I’algebra inviluppante universale & e mostreremo che & possibile considerare
V come un ®-modulo. Poiché ® & un anello associativo unitario, ha senso calcola-
re i gruppi Ext{;(k, V). Questi gruppi si indicano con H?(g, V) e si dicono i gruppi
di coomologia di g a coefficienti in V.

Ne daremo comunque qui una definizione intrinseca, che corrisponde alla rap-
presentazione che se ne otterrebbe a partire da una risoluzione del ®-modulo banale
k, evitando cosi il riferimento esplicito all’algebra omologica.

Utilizzeremo queste nozioni nella dimostrazione del teorema di Levi-Malcev.

Fissiamo una rappresentazione lineare p : ¢ — g¢l(V) di g e scriviamo per
semplicita

9.1.1) Xv=pX)(v), perXeg, veV.

Definizione 9.1.1. Sia A9(g, V) lo spazio vettoriale delle forme g-multilineari al-
ternate a coefficienti in V. Poniamo

)Xo, ., X) = 7 (=1 Xpa(..., X, )
9.1.2) n ZOSKM(—DHJQ([X,-,Xj], Xy Xy ),
VYa € N(g,V), VXo,..., X, €.
In questo modo definiamo un omomorfismo di g-moduli
(9.1.3) b, 1 A(g, V) — AT (g, V).
Si verifica facilmente
Lemma 9.1.2. b, o d, = 0 per ogni intero q > 0.

Otteniamo percio un complesso di spazi vettoriali ed applicazioni k-lineari

0 % 1
9.1.4) 0 —— A(g,V) — A'(g,V) —

D
—— A3, V) —— AT, V) —— -
Poniamo d_; =0:0 — A%g, V) =~ V.

125
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Definizione 9.1.3. Definiamo, per ogni intero non negativo ¢, il g-esimo gruppo di
coomologia di g a coefficienti in V come il quoziente

kerd,
(9.1.5) H(g,V) = ————.
Imm b,
1l primo gruppo di coomologia e le derivazioni. Osserviamo che
(o) (X)=Xv perveV, Xeq,

(d0)(X,Y) = XO(Y) - YOX) - 0([X.Y]) perfeA'(g. V), X.Y €.

In particolare:
kerdy = H(g, V) = {ve V| Xv =0, VX € g},

kerd; = {D € Homy(g, V) | D([X, Y]) = X D(Y) - Y D(X)}

= Der(g, V).
Definizione 9.1.4. Chiamiamo interna una derivazione a valori in V della forma
(9.1.6) D,(X)=Xv, VX eg, pervelV.
Sia
9.1.7) Derg(g, V) ={D, | v € V}.

Abbiamo allora

Lemma 9.1.5. H'(g, V) = Der(g, V)/Dery(g, V).
Se V ¢ un g-modulo banale, allora H'(g, V) ~ Homy(g/g'", V).

DimosTrAZIONE. La prima affermazione ¢ conseguenza diretta della definizio-
ne. Verifichiamo la seconda. Se Xv = 0 per ogni X € ge v € V, allora Immdy = 0
e kerd; ~ H'(g, V) consiste delle applicazioni k lineari 6 : ¢ — V per cui

(9.1.8) 01X, Y] = X6(Y) - YO(X) =0,

e quindi si identifica con Homy(g/g'", V). o
Derivazioni e prodotti semidiretti. Le derivazioni di un’algebra di Lie sono

legate ai prodotti semidiretti, cio¢ alle estenzioni spezzabili.

Sia q un’algebra di Lie di dimensione finita su k e V un g-modulo. Definiamo
sulla somma diretta

(9.1.9) g=q@V
una struttura di algebra di Lie, con prodotto [[ -, - ]|, ponendo
(9.1.10) [XeuYovl=[XY]®dXv-Yu, VX, Yeq Yu,velV.

L’inclusione naturale V 3 v — 0 @ v € g ci permette di identificare V ad un ideale
abeliano di g.

Definizione 9.1.6. L’algebra di Lie g = @ V, con la struttura definita da (9.1.10),
si dice I’ estensione abeliana banale di q mediante V.

Indichiamo con 7y : ¢ — g e my : g — V le proiezioni naturali.
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Proposizione 9.1.7. Sia g ’estensione abeliana banale di q mediante V. Allora lo
spazio Der(q, V) delle derivazioni di q a valori in 'V é isomorfo, in modo canonico,
allo spazio degli omomorfismi di algebre di Lie ¢ : q — q tali che my o ¢ sia
I’identita su q.

Se D € Der(q, V), 'applicazione
(9.1.11) Ap:g3Xdv—>Xd(W+DX))€eg
e un automorfismo di g.

DimosTrAZIONE. Se ¢ : g — g @ V ¢ un omomorfismo di algebre di Lie con
7y © ¢ = id,, definiamo

Dy(X) =1y 0 §(X), VX eq.

Poiché ¢ ¢ un omomorfismo di algebre di Lie, abbiamo

Dy([X, Y]) = nv(¢([¢(X), ¢(Y)))) = ny([¢(X), (Y]
ay([X ® my o ¢(X), Y &y o ¢(Y)1])
mv([X, Y] @ {X(my 0 ¢(Y)) — Y(mry o ¢(X))})
= X(ty 0 ¢(Y)) — Y(my o ¢(X)) = XDy(Y) — Y Dy(X),
e quindi Dy € Der(g, V).
Viceversa, se D € Der(g, V), possiamo definire

¢p:g3X->XeDX)ega V.

Poiché
[¢p(X), o] = [X & D(X),Y & D(Y)]|
= [X, Y] {XD(Y) - YD(X)} = ¢p([X,Y]),
questo ¢ un omomorfismo di algebre di Lie. Chiaramente I’applicazione ¢ — Dy

¢ bigettiva, con inversa D — ¢p.
Sia D € Der(q, V). Allora

[ApX @ u), Ap(Y ®v)]l = [X & (u+ D(X)),Y ® v+ DY)]
= [X,Y]® (Xv - Yu + XD(Y) — YD(X))
=[X,Y]® Xv-Yu+ D(X,Y])
= Ap([X, Y] ® (Xv — Yu))
=Ap(Xdu,YVv]), VX Yeq, YuvelV
Questo dimostra che Ap € un omomorfismo di algebre di Lie. Si verifica facilmente

che A_p ¢ I'inversa di Ap, che & quindi un automorfismo di g. O

1l secondo gruppo di coomologia e le estensioni. Se a ¢ un ideale di g, il
quoziente g = g/a ¢ un’algebra di Lie ed abbiamo una successione esatta

di algebre di Lie e di omomorfismi di algebre di Lie. L’omomorfismo ¢ ¢ I'inclu-
sione, m la proiezione sul quoziente.
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Osserviamo che ogni g-modulo V diviene un g-modulo mediante I’azione
(9.1.13) Xv=nX)y, VXeg, YveV
Consideriamo poi V come un a-modulo banale. Considereremo allora i differen-
ziali:
by 0 Al(a, V) — AT (0, V),
o 1 Als, V) — AT*(g, V),
b 1 Al(q, V) — AT (q, V).
Risultano definite applicazioni
n  A(q, V) — A(g, V),
A (q, V) — A, V),
caratterizzate da
70Xy, ..., Xy = 0n(X1),...,n(Xy), VOeAl(q,V), VXi,..., X, €q,
Xy, . Xg) =Xy, Xy), Vne A, V), VXi,...,X, €a
Osserviamo che le 7* : A9(q, V) — A4(g, V) sono iniettive.

Lemma 9.1.8. Valgono le

(9.1.14) ﬂ*ot)gzbgon*, L*obgzbeOL*, Vg €Z,.
In particolare, risultano univocamente definiti gli omomorfismi

(9.1.15) 7 Hi(q,V) >3 [0] — [770] € H(g,V),

(9.1.16) & HYg, V)3 [0] — ["0] € Hi(a, V).

Indichiamo con Homg(a, V) lo spazio vettoriale delle applicazioni lineari ¢ :
a — V che sono omomorfismi di g-moduli, tali cioe€ che risulti

9.1.17) a(X(A) = ¥([X,A]), VXeg, VAea.

Lemma 9.1.9. Per ogni ¢ € Homg(a, V) possiamo trovare ' € Homy(g, V) =
Al(g,V) e & € AX(q,V) tali che

(9118) f)ﬁ’ = ¢’|a = lﬁ, bggl = 0, 7T*0, = b?wl
La corrispondenza
(9.1.19) Homy(a, V) 3 ¢ —> [¢] € H(q, V),

ove abbiamo indicato con [6'] la classe di coomologia definta da ¢, definita da
(O.1.18) e un’applicazione lineare.

DmvosTtrAZIONE. Sia ¢ € Homgy(a, V) e sia y’ € A'(g, V) una qualsiasi esten-
sionedi . Se X € aed Y € g, abbiamo

DY (X, Y) = n(X'(Y) = n(V)y'(X) = ¢/ (X, Y1)
= —n(NY(X) + (Y. X]) =0
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per la (O:.I.T7). Quindi il nucleo di by’ contiene a, e dunque djy’ definisce una
forma @ € A2(q, V) tale che 76/ = b?w’. Poiché le 7* sono iniettive, da

ko0 _ O _*n/ _ 088 /7 _
7030 = o9 = bl = 0

segue che 03¢’ = 0.

Se " € Al(g, V) & un altro prolungamento di ¢, allora ' — ¢’ si annulla su a
e definisce quindi un elemento & € A'(q, V) con ¢’ — ¢ = n*a. Se 10"’ = b'cl‘;b",
abbiamo

@ -0 = b?(w' -y = b?ﬂ*(l = n*b‘;af =0 -0"= b?a.

La dimostrazione ¢ completa. O

Vale il

Teorema 9.1.10. Dalla successione esatta (9.1.12) otteniamo, per ogni g-modulo
V una successione esatta lunga

©.1.20) 0 —— Der(q, V) ——> Der(g, V) ——— Homy(a, V)
1. s .
—— Hq,V) —— Hg,V).
DmosTtrAZIONE. Alla derivazione D € Der(q, V) facciamo corrispondere la
derivazione D = n*D € Der(g, V), definita da

D(X) = D(n(X)), VX e€g.

Viceversa, una derivazione D € Der(g, V) definisce una derivazione in Der(q, V) se
e soltanto se si annulla su a. Questo dimostra I’esattezza della (9.1.20) in Der(g, V).
Sia ¢ € Homgy(a, V), con 6(y) = 0. Sia ¢’ € A'(g, V) un qualsiasi prolunga-

N

mento di ¥ e sia @ € A%(q, V) tale che 7°¢’ = bgl‘t//. Poiché @’ ¢ coomologa a 0,
possiamo trovare una a € Al(q, V) tale che @ = b?af. Allora

(Y — ") = 0.

Quindi ¥’ — " € Der(g, V) e la sua restrizione ad « € uguale a ¢. Questo dimostra
I’esattezza in Homg(a, V).

Sia ora 8 € A%(q, V), con bgé’ = 0 e n*[0] = [7*0] = 0, ove, come al solito,
abbiamo indicato con [6] I"elemento di H%(q, V) definito da 6 e con [7*6] I’elemento
di H?(g, V) definito da 7*6. Sian € A'(g, V) tale che dip = 7°0. Se X e ged Y € q,
abbiamo

a(Xm(Y) = (0{mX, Y) + 2(¥)n(X) + n([X, Y])
= 0(n(X), n(Y)) + n(Y)n(X) + n([X, Y])
=n([X, Y]).
Quindi la restrizione di ;7 ad a definisce un elemento ¢ di Homg(a, V) per cui 6(y) =

[6]. Cio completa la dimostrazione. O

Definizione 9.1.11. Chiamiamo una successione esatta (9.1.12)) un’estensione del-
I’algebra di Lie q.
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Estensioni abeliane. Supponiamo ora che I’ideale a in (9.1.12) sia abeliano.
Allora
[X,A] =[Y,A], VAe€a seX-Ye€an
Possiamo quindi definire su a una struttura di g-modulo ponendo
n(X)-A=[X,Al, VXeq.
Diciamo che la struttura di g-modulo di a & indotta dall’estensione (9.1.12).
Viceversa, dato un g-modulo se V, possiamo considerare le successioni esatte

(9.1.21) O V ‘ g T q O
tali che

(1) g siaun’algebra di Lie di dimensione finita su k,

(2) (V) sia un ideale abeliano di g,

(3) m: g — g sia un omomorfismo surgettivo di algbre di Lie,
@) r(X)v) = [X,t(v)] perogni X e g,v € V.

Definizione 9.1.12. Una successione esatta (9.1.21)) che soddisfi (1), (2), (3), (4) si
dice un’estensione abeliana di q mediante V.

Se

¢ un’altra estensione abeliana di g mediante V, diciamo che essa ¢ equivalente
alla (9.1.21) se esiste un isomorfismo di algebre di Lie @ : g — ¢’ che renda
commutativo il diagramma

0 \% ‘ g il q 0
(9.1.23) H “l ”
0 \% ‘ g’ i q 0.

Teorema 9.1.13. C’¢ una corrispondenza biunivoca tra H*(q, V) e I'insieme delle
classi di isomorfismo di estensioni abeliane di q mediante V.

DIMOSTRAZIONE. Sia 6 € A%(g, V), con d2(6) = 0. Abbiamo cioe
X0(Y,Z)+YOZ,X)+Z0(X,Y)
-0([X,Y].2) - 6([Y, Z], X) - 6([Z,X].Y) = 0,
VX, Y,Z € q.
Definiamo su q @ V una struttura di algebra di Lie ponendo
[XouYovl=[XY|oXv-Yu-0X,Y)), VX, Yeq, Yu,veV.

Dobbiamo verificare che vale I’identita di Jacobi. Siano X, Y,Z € qed u,v,w € V.
Abbiamo

[[XeuYev],Zewl =[[X,Y]®Xv-Yu-0(X,Y)),Z®w
=[[X,Y],Z]le (X, YIw-Z(Xv-Yu+06(X,Y)) - 60X, Y], Z2))
=[[X,Y],Z]® ({[X,YIw — ZXv + ZYu} — {ZO(X,Y) — 6([X, Y], Z)}).



9.1. COOMOLOGIA DELLE ALGEBRE DI LIE 131

Abbiamo
([X.YLZ] + [[Y.Z], X] + [[Z,X],Y] =0
per I'identita di Jacobi in q,
(X, YIw—=ZXv+ZYu + [V, Z]lu — XYw + XZv
+[Z,Xlv=-YZu+YXw =0
per la definizione di g-modulo,
(Zo(X,Y) - 01X, Y], Z) + (XO(Y, Z) - (Y, Z], X))
+(Y0(Z, X) - 0(Z,X],Y) =0
per la condizione d,(6) = 0.
Da questo segue che il prodotto [ -, - ]| soddisfa I’identita di Jacobi.
In questo modo abbiamo associato ad ogni 8 € A%(q, V) un’estensione abeliana
di g mediante V.
Sia @ € A'(q, V) e consideriamo la struttura di algebra di Lie su q & V definita
da¢ =6+ b?a.
11 prodotto di Lie definito da 8’ ¢
[XouYov] =[X,Y]eXv-Yu-0XY) - (b?a)(X, Y))
=[X. Y& (X(v - aY)) - Y(u — (X)) + «([X, Y]) = O(X, Y)).
L applicazione
dg:q@Va3Xbu—>Xdu—-aX)eqoV

¢ un isomorfismo di algebre di Lie tra la struttura definitada [ - , - ]’ e quella
definitada [[ -, - ]]. Abbiamo infatti:

A([X®uYav])

= (X, Y] (X(v - a(Y)) - Y(u - a(X)) + a([X,Y]) - 0(X, T))

=[X, Y]& (X(v—a(Y)) - Y(u - a(X)) - (X, Y))

=[X&@w-alX), Yo (-ad)]

=[AXDu), YOV, VX Yeq Yu,veV.
Viceversa, sia (9.1.21) un’estensione abeliana di q mediante V. Scegliendo un
qualsiasi isomorfismo lineare di ker con V, possiamo identificare, come spazio
vettoriale, g alla somma diretta g ® V. Poiché = : ¢ — g & un omomorfismo di

algebre di Lie ed «(V) un ideale abeliano di g, il prodotto di Lie [ - , - ] di g si
scrivera nella forma

XouYevl=[XYIoXv-Yu-60XY)), VX, Yeq, Vu,veV
per un elemento 8 € A2(q, V). L’identita di Jacobi
[X©0,Y®0],Zo 0]+ [[Y®0,Z80],X® 0], + [[X©0,X®0],Y®0], =0
cida
0=[[XY]®(-0(X,Y)),Z®0],
+[[Y,Z]1e (-0(Y,2)), X @ 0], + [[Z, X] & (-0(Z, X)), Y & 0],
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=[[X, Y], Z] ® (ZO(X, Y) - ([X, Y], 2))
+ Y. Z], X1 & (X0(Y, Z) - 6(1Y, Z], X))
+[[ZX].YIe (YOZ, X) - 0([Z,X].Y)), VXY Zeq.
In particolare questa relazione di da bgé = 0. Dunque ogni estensione abeliana

mediante V di q si ottiene, a meno di isomorfismi, da un elemento di H(q, V). La
dimostrazione ¢ completa. O

9.2. Una successione esatta lunga

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.
Siano V, W due g-moduli.

Definizione 9.2.1. Un’applicazione k-lineare @ : V. — W & un omomorfismo di
g-moduli se

(9.2.1) a(Xv) = Xa(v), ¥Xeg, YveV.
Proposizione 9.2.2. Sia
9.2.2) 0 U ", vy B W 0

una successione esatta di g-moduli ed omomorfismi. Vi e allora una successione
esatta lunga in coomologia:

0 —— HqU) —2 HV) 2 HO,U)

J 1 q-1
9.2.3) — H(@U) — — H77'(g, W)

3 - *
— HIGU) — HYGV) —S HiG,W)
L) H®(g,U) ——
DimosTrAZIONE. Osserviamo che la successione esatta (9.2.2) definisce, per
ogni intero non negativo g, una successione esatta
O24) 0 — Al U) — Ao, V) 2 A, W) —— 0,
ove
(CY*T]q)(Xl, s ’Xq) = a’(nq(Xl, e ’Xq))a vﬂq € AQ(g’ U)7 VXIa e an € g’
(ﬂ*gq)(Xl’ ce ,Xq) = ,B(Gq(Xh cee 7Xq))a ng € N(g, V), ¥Xi, ... ,Xq € g.

Definiamo innanzi tutto gli omomorfismi ¢ e, contestualmente, dimostriamo
I’esattezza in H9(g, W). Sia &, € A9(g, W), con d,&, = 0. Poiché B, ¢ surgettiva,
possiamo trovare una forma 6, € A%(g,V) tale che .6, = &,. Poiché g ¢ un
omomorfismo di g-moduli, commuta con d, per cui abbiamo

B«(d40,) = 0,4(B:0,) = d,E, = 0.
Per I’esattezza di (9.2.4), vi & allora un’unica 17,41 € A9"!(g, U) tale che

bng = UsMg+1,
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e da
@(Dg41Mg+1) = Dgi1(@iNg+1) = Dg11048, = 0
segue che d,.1774+1 = 0, per I'iniettivita di ... Se 9; e AN(g,V) eﬁ*(); =p.0, = &,
allora, per I’esattezza di (9.2.4) vi & n, € A%(g, U) tale che
0,1 = 0 + a1y

Definiamo allora n’q 1 mediante

@l = 0g(0 + @aig) = 0g6y + @ (dgny).
Abbiamo allora

a’*’I;H = a«(Ngs1 + Dy11y) = 77;+1 = Tg+1 + Dgng.

Questo dimostra che la catena

[£,]1 € HI(g, W) — (0, € A8, V), B.6, = &)
—_— (T]q+1 e Aq“'l(g’ U)’ a'*nq+1 = beq) RN [nq+1] c [1L]+1(g7 U)

definisce un’applicazione 6 : Hi(g, W) — H% (g, U). E chiaro altresi che la

composizione H4(g, V) ﬁ—) Hi(g,U) 2, Hi* (g, W) & nulla, (nella costruzione
precedente si puo prendere b6’ = 0).

Se [ng+1]1 = 6([&]) = 0, allora n,1 = dyn, per qualche n, € A%(g, U) ed
abbiamo percio

0,0, = a.dyn, = dy(0, — a.ny) = 0.

Poiché §.(0, — a.n,) = B0, = &,, in questo caso [£,] = B.([0, — a.n,]) € immagine
di una classe di coomologia di H9(g, V). Questo dimostra I’esattezza in H9(g, W).

Sia ora 6, € A(g,V), con d,0, = 0 e B.([6,]) = [B«0,] = 0. Esistera allora
&1 € A771(g, W) tale che

bq—lfq—l =ﬁ*0q-
Sia 6, € A%71(qg, V) tale che B+«04-1 = &;,-1. Abbiamo allora
:8*(911 - bq—leq—l) = ﬁ*gq - bq—l,B*Hq—l = ﬁ*gq - t)q—l‘_{:q—l =0.
Vi ¢ allora un unico elemento 7, € A(g, U) tale che
QMg =05 — Dg—10,4-1.
Da
@.(Dyng) = Dyasny = y(0y — 0y-1604-1) = 0

segue che d,n, = 0 e dunque 7, definisce una classe [n,] € H(g, U) con a.([n,y]) =
0,].
1l Sia infine n, € A9(g, U), con by, = 0 e a.([ny]) = 0. Esiste quindi 6,-; €
A% 1(g, V) tale che
xllq = Dq_lgq_l.
Abbiamo allora
Dy 1B:04-1 = Bidyg-104-1 = Butiny = 0.
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Quindi &1 = B.6,-1 € A971(g, W) soddisfa d4-1£4-1 = 0 e definisce percio una
classe di coomologia [£,-1] € H? (g, W). Abbiamo

9.2.5) £t = Puby1, @y = 010y
e quindi 6([§,-1]) = [n4]. Cid dimostra I’esattezza anche in H9(g, U) e completa
quindi la dimostrazione. O

9.3. Coomologia delle algebre di Lie semisemplici. I
Dimostriamo innanzi tutto la seguente

Teorema 9.3.1. Se g ¢ semisemplice e V ¢ un g-modulo semplice di dimensione
finita su cui § agisca in modo non banale, allora H1(g, V) = 0 per ogni g > 0.

DmvosTrAZIONE. Sia p : g — gl (V) ’'omomorfismo di rappresentazione. Poi-
ché g & semisemplice, 1’ideale ker p ha un ideale complementare a = kerp* che &
semisemplice e su cui p si restringe a una rappresentazione fedele. La forma della
rappresentazione

B(X,Y) = tracciay(o(X)p(Y))
¢ non degenere su a. Possiamo allora trovare due basi Xi,...,X,ed Yy,..., Y, dia
tali che
B(X;, Yj) = 5,',/', V1<i,j<n.
Ricordiamo che ¢ = 37, p(X;)p(Y;) & I’elemento di Casimir della rappresentazione

p.
Definiamo un’applicazione

oq: AU8, V) = AT (8, V)
ponendo
n
(@1 Zy) = ) XiOY X, Xg), V2,7, €.
Abbiamo:
(bq—lo—q + 0_q+lbq)(0)(zla cees Zq)
n q , —
= —Zi:lzjzl(—l)fzjxie(y,-, nZiy. )
n . —
- Z,‘:llei<h3q(_1)J+hXi0(Yi’ (Z,Zh)s - Zjs . 2.
n
£ XYO(Z,. . Zy)
n q . —~
D D CVXAZ)) . 2 )
n q , —
+ Zizlzj:l(—l)fxizje(yi, nZi)
" _1Vth vy, 17, 7 >
+ Zi:lzlsj<hsq( VX0 121 Zh)s o Zjo s Ze )
n q . —~
= D 2o VX ZO Y Z )
n
+ > XY, ..., Z,)
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D Do CVXBYZ ), 2 ).
Osserviamo ora che, se
(XiZil= ) chXn Wazid=) ) dy,
otteniamo ‘
¢l = BUXi 241, Y)) = BXi, [Z,Y)]) = —dj.
Abbiamo allora

Do Do CVIXZ0Y 2 )
=D I Xt )

S VXA 2 )
= Y I X0 )
- _ZZh:Iijl(_1)jcﬁin9(th o Zy. ).

Abbiamo cosi ottenuto 1’identita
(9.3.1) (Dg-10¢ + 04110 )ONZ1, ..., Zy) = ¢O(Zy, ..., Z,).

Poiché ¢ commuta con tutti gli endomorfismi di p(g) ed ¢ invertibile, otteniamo
che, se 6 soddisfa b6 = 0, allora @ = C_I(qu € Aq‘l(g, V) soddisfad,_ja =6. O

Osservazione 9.3.2. Se g ¢ semisemplice, ma la sua azione sul g-modulo V ¢ bana-
le, 1a coomologia puo essere non zero anche in dimensione positiva. Consideriamo
ad esempio k come un g-modulo banale e definiamo

03(X’ Y’Z) = Kg([X7 Y]’Z)’ VX9 Y;Z € g7
ove K, & la forma di Killing. Poiché
ky([X, Y1, Z) = &4([Y, Z], X) = ko([Z, X1, Y),

abbiamo 63 € A3(g,k). Inoltre d363 = 0 per I'identita di Jacobi. Ma si puo
verificare che [63] # O.

Teorema 9.3.3 (Primo lemma di Whitehead). Se g ¢ semisemplice, allora H' (g, V)
0 per ogni g-modulo di dimensione finita V.

DimosTrAZIONE. Supponiamo per assurdo che vi siano dei g-moduli di dimen-
sione finita per cui il primo gruppo di coomologia sia non nullo. Tra essi ve ne
sara allora uno, diciamo V, di dimensione minima. Se V non fosse semplice, con-
terrebbe un g-sottomodulo non banale U, con 0 # U ¢ V ed avremmo quindi, con
W = V/U, una successione esatta corta di g-moduli (9.2.2)). Da essa otteniamo la
successione esatta

Hl(geU) — H](Q,V) — H](Q’W)

Poiché sia U che W hanno dimensione minore di V, segue dall’ipotesi induttiva
che H'(g,U) = 0, H'(g, W) = 0. Ma cio6 implica che anche H'(g, V) = 0, dandoci
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una contraddizione. Percid V deve essere semplice. Inoltre, per il Teorema 9.3.1}
V deve essere un g-modulo banale. Ci siamo quindi ricondotti al caso in cui V = k.
Un elemento 6; € Al(g,k) soddisfa d6; = 0 se

0=@Wo)X,Y)=-6i([X,Y]) =0, VX, Yeaq.

Poiché g = [g, g] perché g ¢ semisemplice, questo implica che 8; = 0. La dimostra-
zione ¢ completa. O

9.4. 11 teorema di Weyl

Diamo in questo paragrafo un’altra dimostrazione del Teorema di Weyl sulla
decomponibilta delle rappresentazioni finite delle algebre di Lie semisemplici.

Ricordiamo che, se U e V sono due g-moduli di dimensione finita, lo spazio
Homg(V, U) ¢ anch’esso un g-modulo, per I’azione definita da:

94.1) X)) = X(a(v)) —a(Xv), VX eg, Ya € Hom(V,U), Yve V.
Gli elementi di H%(g, Homy(V, U)) sono i g-omomorfismi di V in U, ciog le appli-
cazioni lineari @ : V — U tali che

a(Xv) = X(a(v)), V¥Xeg, YveV.

Teorema 9.4.1 (Weyl). Se g é semisemplice, ogni g-modulo di dimensione finita e
somma diretta di g-moduli semplici.

DivosTtrAZIONE. Basta dimostrare che, se V & un g-modulo di dimensione finita
che contiene un sotto-g-modulo U, con 0 # U ¢ V, allora esiste un sotto-g-modulo
EdiVtaleche V=U®E.

Dati due g-moduli U e Vcon 0 # U C V, poniamo W = V/U. Abbiamo allora
una successione esatta di g-moduli:

0 —— Hom(W,U) —— Homy(V,U) —— Homy(U,U) —— 0.

Otteniamo una successione esatta
0 —— H%g,Homy(W,U)) ——  H°(g, Homy(V, U))

—— H°g,Homy(U,U)) —— H'(g, Homx(W, V) = 0,
dove I'ultima uguaglianza ¢ una conseguenza del primo lemma di Whitehead. Per
la surgettivita di H%(g, Homy(V, U)) — H%(g, Homy (U, U)), esiste un g-omomorfismo
V — U la cui restrizione ad U sia I’identita. Il suo nucleo definisce un sottospazio
g-invariante £ complementare ad U. O

9.5. Coomologia delle algebre di Lie semisemplici. II

Teorema 9.5.1 (Secondo lemma di Whitehead). Se g e semisemplice, allora H%*(g,V) =
0 per ogni g-modulo di dimensione finita V.

DimosTtrAZIONE. Ragionando come nella dimostrazione del primo lemma di
Whitehead, ci possiamo ricondurre al caso in cui V = k e I’azione di g su k &
banale.
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Sia 6 € A%(g,k), con
(X, Y1,2) +6([Y,Z],X) + 6([Z,X],Y) = 0.
Definiamo allora una struttura di algebra di Lie su g’ = g @ k ponendo
[Xok,Yokl=[XY]®0X,Y), VX Yeq, Vk,kyek.
Possiamo considerare g’ come un g-modulo, rispetto all’azione descritta da
X-(Yek =[X,Y]®0X,Y), VX, Yeq Ykek.

Osserviamo che 0@k ¢ un g-sottomodulo di g’. Per il teorema di Weyl vi & un sotto-
g-modulo E di ¢’ complementare di 0@k in ¢’. Esso ¢ della forma E = {X & a(X) |
X € g}, per un’applicazione lineare @ : g — k. Abbiamo allora

X, Y]oa(X. YD =X -Yeoa)=[XY]®0X,Y), VX Yeqg,
e dunque d;(—a) = 6. O
Osservazione 9.5.2. Sia ¢ € Al(g, k). L’equazione d;¢ = 6 significa che
9.5.1) do(X,Y) = —¢(IX, Y]) = (X, Y).
Poiché [g,a] = g, la determina completamente la ¢. In particolare quindi la
condizione 2,60 = 0, per g semisemplice, & equivalente all’implicazione

(X1, X2, Y1, Y2 € 6, [X1, V1] = [X2, Y2]) = 0(X1, Y1) = 0(X2, Y2),
cioe al fatto che 9(X, Y) sia funzione di [X, Y].

9.6. 1l teorema di Levi-Malcev

Sia g un’algebra di Lie su k, r il suo radicale, n il pit grande ideale nilpotente
di ged g = gV N c nil suo radicale nilpotente. Per ogni X € n
9.6.1 Y A1) = 3 Ladonyr
9.6.1) — exp( ())()—thoﬂ( X)"(Y)
¢ ben definita, quale sia il campo k di caratteristica 0, perché ha solo un numero
finito di termini diversi da O e 1’applicazione

(9.6.2) exp(Ad(X)):g— g

¢ un automorfismo dell’algebra di Lie g.

Ricordiamo che Aut,(g) (rispettivamente Aut,,(g)) indica il gruppo di auto-
morfismi di g generato dagli exp(Ad(X)), al variare di X in n (rispettivamente, al
variare di X in 1p). Entrambi sono sottogruppi normali del gruppo Aut(g) di tutti
gli automorfismi di g.

Auty, (g) si dice il gruppo degli automorfismi speciali di g.

Definizione 9.6.1. Si dice fattore di Levi di g una sua sottoalgebra s per cui I’ap-
plicazione composta

(963) I ! g il g/r’

in cui 1 ¢ I’inclusione e 7 la proiezione nel quoziente, sia un isomorfismo.
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Un fattore di Levi s ¢ semisemplice e da luogo ad una decomposizione di g in
prodotto semidiretto

(9.6.4) g=s5®1,
che si dice decomposizione di Levi di g.

Teorema 9.6.2 (Levi-Malcev). Ogni algebra di Lie g su un campo k di caratteri-
stica zero ammette un fattore di Levi. Il gruppo degli automorfismi speciali opera
transitivamente sui fattori di Levi di g.

DimosTrAZIONE. Dimostriamo in primo luogo 1’esistenza di un fattore di Levi.
Ragioniamo per induzione sulla dimensione di g.

Un’algebra di Lie di dimensione minore o uguale ad 1 ¢ abeliana. Quindi
coincide con il suo radicale ed ha pertanto fattore di Levi banale.

Supponiamo ora che dimyg = n > 1 e che il teorema sia vero per algebre di Lie
di dimensione minore di n. Se g non contiene ideali abeliani, allora ¢ semisemplice
e coincide con il suo fattore di Levi. Dunque, in questo caso, non c’¢ nulla da
dimostrare.

Supponiamo allora che g contenga un ideale abeliano a di dimensione positiva.
Per I’ipotesi induttiva, il quoziente ¢’ = g/a contiene un fattore di Levi s’. Sia
n:g— g laproiezione naturale e b = 771(s").

Il radicale di ¢’ € v’ = &(r). Quindi g = b + v e percio il quoziente g = b/a ¢
isomorfo a g/r. Consideriamo la successione esatta

(9.6.5) 0 . p q 0.

Poiché a ¢ un ideale abeliamo e q semisemplice, a ¢ in modo naturale un g-modulo.
Per i Teoremi e , la successione esatta si spezza: abbiamo cioe un isomorfi-
smo ¥ : g — s C bdi qsuuna sottoalgebra s di b, che inverte adestralanl, : s — q.
La s ¢ un fattore di Levi di b e quindi anche di g, perché da b = s@a segue la (9.6.4).

Resta da verificare che il gruppo degli automorfismi speciali opera transiti-
vamente sui fattori di Levi di g. A questo scopo, utilizziamo ancora I’induzione
sulla dimensione di g e la costruzione e le notazioni (g’, ¢, b, s) introdotte nel-
la prima parte della dimostrazione, corrispondenti ad una speciale scelta di a che
preciseremo nel seguito.

Al solito, se r = 0, oppure r = g, non c’¢ nulla da dimostrare.

Supponiamo sia 0 # v # g. Allora il centro 3 di r ¢ un ideale abeliano non
banale di g su cui opera in modo naturale 1’algebra di Lie semisemplice | = g/x.
Sia a un sotto-I-modulo irriducibile non banale di 3. Poiché a € un ideale abeliano
non banale di g, ad esso possiamo applicare la costruzione della prima parte della
dimostrazione.

Se f € un fattore di Levi di g, allora 7(f) & un fattore di Levi di ¢’. Osserviamo
che il radicale nilpotente nj di g & la proiezione n(np) del radicale nilpotente ng di
g. Per induzione, 7(f) si trasforma in " mediante un automorfismo speciale di g’.
Cio equivale ad affermare che esiste un automorfismo speciale di g che trasforma f
in un fattore di Levi f' di g contenuto in b. Bastera quindi verificare che il gruppo
degli automorfismi speciali di b & transitivo sui fattori di Levi di b.
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Poiché abbiamo supposto che [ operi su a in modo irriducibile, possono darsi
due casi. Nel primo caso, a ha dimensione uno e 1’azione di [ su a ¢ banale. Allora
b contiene un unico ideale semisemplice s = b‘", che & anche il suo unico fattore
di Levi, e la tesi ¢ dunque banalmente verificata.

Nel secondo caso, I’azione di | su a & non banale e quindi a = [b, a] coincide
con il radicale nilpotente di b. I fattori di Levi di b sono tutti della forma

59 ={X +d(X) | X €5}

per un’applicazione lineare ¢ : s — a. La condizione che s4 sia una sottoalgebra
di Lie di b ci dice che la ¢ & una derivazione di s a valori in a. Per il Teorema[0.3.3|
(primo lemma di Whitehead) la ¢ ¢ della forma

#X)=[A,X], ¥X€s, conAcEa.
Quindi
55 = exp(Ad(A))(5)
¢ immagine di s mediante un automorfismo speciale. La dimostrazione ¢ completa.
O






CAPITOLO X

Algebra inviluppante universale e Teorema di Ado

10.1. Algebra inviluppante universale
Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

Definizione 10.1.1. L’algebra inviluppante universale di g € 1’algebra associati-
va unitaria ® che si ottiene come quoziente dell’algebra tensoriale 7*(g) rispetto
all’ideale bilatero generato dagli elementi

XY -YX-[X,T],
al variare di X ed Y in g.

Abbiamo un’inclusione naturale g — ®, che ci permette di identificare g a un
sottospazio di ®.

Indicheremo con u - v, od anche uv per semplicita, il prodotto associativo in ©.

L’algebra inviluppante universale ¢ caratterizzata dalla proprieta universale:

Teorema 10.1.2. Sia U un’algebra associativa unitaria. Per ogni applicazione
k-lineare « : g — W tale che

(10.1.1) a([X, Y] = a(X)a(Y) — a(Y)a(X), VX, Yeg

esiste un unico morfismo di algebre associative unitarie & : ® — U che renda
commutativo il diagramma

g — 6

(10.1.2) al l@
A 9.

DimostrAzZIONE. Per la proprieta universale del prodotto tensoriale, ogni appli-
cazione k-lineare o di g in un’algebra associativa unitaria U si estende in modo
unico ad un morfismo di algebre associative unitarie

a: T (g) — W

Per (I0.1.T) il nucleo di & contiene I’ideale bilatero di 7*(g) generato dagli elementi
X®Y-YQ®X—[X,Y], al variare di X,Y € g, e quindi definisce per passaggio
al quoziente un morfismo di alebre associative unitarie @ : ® — A che rende
commutativo il diagramma (10.1.2)). o

In particolare

141
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Corollario 10.1.3. Ogni rappresentazione lineare p : g — gl (V) di g si estende in
modo unico ad una rappresentazione linearcﬂ p: 6 — Endg (V).

Ogni derivazione D € Der(g, g) si estende in modo unico ad una derivazione
di 6.

Teorema 10.1.4 (Poincaré-Birkhoft-Witt). Supponiamo che ¢ abbia dimensione
finita e sia X1, ...,X, una base di g come spazio vettoriale su k. Allora ogni ele-
mento di ® si rappresenta in modo unico con un’espressione polinomiale della

forma
Zd i in
(10.1.3) i i_lail,._,,inXl Xy, conay .
seeesin—

Di conseguenza, ® ¢ isomorfo, come spazio vettoriale su k, allo spazio k[ X1, ..., X,]
dei polimoni in » indeterminate con coeflicienti in k. Non lo ¢ come anello asso-
ciativo unitario, a meno che g non sia commutativa.

Definiamo una filtrazione di ®, ponendo

per d=0,1,2,....

Il graduato associato ¢ proprio 1’anello dei polinomi a coefficienti in k in # indeter-
minate.

Corollario 10.1.5. Se g ¢ un’algebra di Lie di dimensione finita suk, la sua algebra
inviluppante universale ® ¢ Noetheriana sia a destra che a sinistra.

10.2. Ideali cofiniti e rappresentazioni ideali

Siano g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k e ® la sua algebra
inviluppante universale.

Definizione 10.2.1. Un ideale bilatero 9t di ® si dice cofinito se il quoziente &/
€ uno spazio vettoriale di dimensione finita su k.

Proposizione 10.2.2. (1) Condizione necessaria e sufficiente affinché un idea-
le bilatero M di ® sia cofinito e che, per ogni x € ®, esista un polinomio
non nullo p, € k[T] tale che p.(x) € M.
(2) 1l prodotto M = M - - - My di un numero finito di ideali bilateri cofiniti
M, i=1,...,k di ® e ancora un ideale bilatero cofinito di ®.

DimosTrAZIONE. Se dimy ® /9N < oo, per ogni x € ® esiste un intero positivo d
per cui gli elementi 1, x, x%, ..., x¢ siano linearmente dipendenti su k e quindi un
polinomio non nullo p, € k[T], di grado < d, per cui p,(x) € .

Viceversa, supponiamo che Xi,...,X, generino g come spazio vettoriale su

k e che, per ognii = 1,...,n, vi sia un polinomio p; € k[T], di grado positivo

ndichiamo lo spazio degli endomorfismi lineri di uno spazio vettoriale V su k con gl (V),
quando vogliamo sottolinearne la struttura di algebra di Lie, e con Endi(V) quando vogliamo invece
considerarne la struttura di anello commutativo unitario.
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d;, tale che pi(Xi)' € M. . Allora, per ogni x € ® possiamo trovare un polinomio
P = Di<d,Gi.... i,lTil - Ty €Kk[Ty,...,T,], tale che

i in
X — E a;, ; X{ - X" e M.
ij<d; ILsees | n

Quindi & /M € uno spazio vettoriale di dimensione finita minore o ugualedid - - - d,

su k.

La (2) & facile conseguenza della (1). Se x € G e, perognii =1,...,k, p; x €
k[T'] € un polinomio non nullo tale che p; ((x) € M;, allora py = p1.x-pr.x €
k[T] € un polinomio non nullo tale che p,(x) € IN. O

Se M ¢ un ideale bilatero di ®, detta : & — Vo = G/M la proiezione nel
quoziente, la

(10.2.1) X -n(x)y=n(X-x), V¥Xeg, Yxe®
definisce una rappresentazione lineare pgy : ¢ — gl (Van).

Definizione 10.2.3. La rappresentazione lineare pyy definita dalla (I0.2.T) si dice
la rappresentazione ideale associata all’ideale bilatero M.

La rappresentazione ideale pgy € di dimensione finita se e solo se M & cofinito.

10.3. Rappresentazioni di dimensione finita ed ideali cofiniti

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k.

Per il Corollario [T0.1.3] ogni rappresentazione lineare py : g — al(V) si
estende ad una rappresentazione lineare gy : ® — Endg(V). Sex € Gev eV,
scriveremo a volte, per semplicita, x - v invece di py(x)(v).

Proposizione 10.3.1. Il nucleo M di py é un ideale bilatero di ®.
DmosTrRAZIONE. Se x € M,y € G, v € V, abbiamo

x-yv=x-y-v»=0, (-x)v=y-(x-v)=y-0=0.

Definizione 10.3.2. Il nucleo di py si dice I’annullatore di V.

Una rappresentazione lineare py : g — glg(V) ci permette di considerare lo
spazio vettoriale V come un ®-modulo sinistro.

Definizione 10.3.3. Diciamo che V ¢ di tipo finito se € finitamente generato come
$-modulo sinistro.

Se V ¢ di tipo finito, la scelta di un sistema finito vy, ..., v di generatori del
®-modulo V ci permette di dare una presentazione di V, cioe un epimorfismo della
forma:

w:(ﬁka(xl,...,xk)—>x1 cep+--+xp-e €V
Poiché ® ¢ Noetheriana, il nucleo di @ ¢ finitamente generato e possiamo includere
I’omomorfismo @ in una successione esatta

(10.3.1) G ek "y 0.
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di ®-moduli sinistri e di omomorfismi, ove

h h
(10.3.2) PGt = () Xibidseoos ) Xibik)
per una matrice (p;, ;) 1<i<n, di tipo h X k a coefficienti in ®.
1<j<k

Definizione 10.3.4. La (10.3.1) si dice una presentazione finita di V.
Osservazione 10.3.5. Se x € ®, I’endomorfismo gy (x) si descrive mediante
Pv()(@(xy, ..., x) =@(X - X1,..., X X), YX1,...,x € O
In particolare

Lemma 10.3.6. Sia x € . Condizione necessaria e sufficiente affinché py(x) sia
nilpotente é che esista un intero positivo p per cui xP € M. O

Proposizione 10.3.7. Sia V un ®&-modulo sinistro di tipo finito ed M C ® il suo
annullatore. Allora V ha dimensione finita su k se e soltanto se M ¢é cofinito.

DimmosTrAZIONE. Consideriamo una presentazione finita (10.3.1) di V. Poiché
M- G* ¢ P(®"), abbiamo un omomorfismo surgettivo

GX /(M - G5 = (G/MF - 65/PGM),
e dunque
k - dimy /M > dimy V.

Questo dimostra che V ha dimensione finita su k se /9t ha dimensione finita su k.
Supponiamo che, viceversa, V abbia dimensione finita su k e siano vy,...,v, ge-
neratori di V come spazio vettoriale su k. Allora per ogni x € ® esistono polinomi
pi € k[T] tali che p;(x) - v; = 0. Se p ¢ il minimo comune multiplo di py,..., py,
abbiamo allora p(x) € M. Per la Proposizione [10.2.2] questo implica che & /9 ha
dimensione finita su k. O

Proposizione 10.3.8. Sia py : ¢ — glx(V) una rappresentazione lineare di dimen-
sione finita, M C © Uannullatore di V e pyy : ¢ — a(Van) la corrispondente
rappresentazione ideale. Allora:

(10.3.3) ker pgy C ker py,
(10.3.4) o(X) nilpotente < pyy(X) nilpotente.

DimosTrAZIONE. Dalla presentazione finita (I0.3.1)) di V otteniamo un’applica-
zione lineare surgettiva

b1 V‘J]gt -V
tale che

pv(X)((vy, ..., vi) = m(emX)(V1), . . ., pa(X)(Vk)),
VX eg, Yvi,...,vr € Vg

Da questa segue la (10.3.3)). La (10.3.4) ¢ una conseguenza del Lemma o
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10.4. Estensione di rappresentazioni ideali

Siano g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k ed 1 un ideale di
g.
Lo spazio Der(g, 1) delle derivazioni di g a valori in n ¢ un’algebra di Lie per
il commutatore del prodotto di composizione:
(10.4.1) [D1, D2](X) = D1(D2(X)) = D2(D1(X)),
VYD, D, € Der(g,n), ¥X € g.

Proposizione 10.4.1. Siano n un ideale di g, M un ideale bilatero cofinito di ® e
o, definita da (10.2.1), la corrispondente rappresentazione ideale. Allora:

(a) L’applicazione D — D, che fa corrispondere a D € Der(g, 1) laﬂ
(10.4.2) D(n(x)) = n(D(x)), Vxe®,

e una rappresentazione lineare di Der(g, n) in Vo,
(b) Se x € 6 e D € Der(g, n), allora pam(D(x)) = [D, pam(x)];
(c) Se D € Der(g,n) e nilpotente, allora anche D e nilpotente.

DimvosTrAZIONE. La (a) ¢ di verifica immediata, perché il prodotto di Lie in
Der(g, n) € il commutatore.
Siano x,y € ®. Abbiamo allora:

P (D)) () = n(D(x)y) = n(D(xy) — xD(y))
= D(x(xy)) — pm(x)(Dy)) = (D o pm(x) = pm(x) © D)(x(y)).
Questo dimostra la (b).
(c). Se D' = 0, allora, per ogni intero positivo 4, la D annulla tutti i monomi
Yi---Y,conr<hedYy,...,Y, € g. Daquesto segue che per ogni v € V, esiste un

intero positivo k, tale che D*v = 0. Poiché V ha dimensione finita, questo implica
che D ¢ nilpotente. O

Su ¢’ = g® Der(g, n) possiamo definire una struttura naturale di algebra di Lie,
che rende le inclusioni naturali g < g’ e Der(g,n) — ¢’ morfismi di algebre di
Lie. Il prodotto [, ] : ¢’ X ¢’ — ¢’ ¢ definito da:

(X1, X1 = [X1,X2], D, X1 = D(X),
[D1,D:]] = Dy oDy —Dyo Dy,
VX|,Xa,X € g, YD, Dy, D5 € Der(g, ).

(10.4.3)

Osserviamo che, per ogni X, Y € g, D € Der(g, 1), x € ®,
P([X, YD) =n([X, Y] - x)=n((X-Y-Y-X)-x
= (Pm(X) o pm(Y) — pam(Y) o pp(X))(7(x)),
m(DX) - (x)) = 7(D(X - x) = X - D(x))
= (D o pm(X) = pm(X) o D)(x).

ZRicordiamo che D & ’estensione a & della derivazione D.
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Risulta percio definita una rappresentazione lineare ps,m 1 g’ — glg(V) tale che

{pZJR(X)(Jr(x)) =7(X-x), seXeg, xe0,

(10.4.4) -
p;m(D)(ir(x)) =a(D(x)) se D e Der(g,n), x€ ®,

Possiamo allora riformulare la Proposizione [10.4.T|nel modo seguente:

Proposizione 10.4.2. Siano M un ideale bilatero cofinito dell’algebra inviluppante
universale ® dell’algebra di Lie g, n un ideale di g e ¢ = g @ Der(g, n). Allora la
(10.4.4) definisce una rappresentazione lineare pj, : §' — gl (Van), che estende la
rappresentazione ideale pyy.

Se gli elementi pyw(X), al variare di X in n sono nilpotenti, allora anche gli
elementi p§; (D), al variare di D in Der(g, n), sono nilpotenti.

Possiamo ora formulare il seguente
Teorema 10.4.3 (di estensione). Sia a un’algebra di Lie di dimensione finita su k
e

(10.4.5) a=g®b

una decomposizione di a nella somma diretta di un ideale g e di una sottoalgebra
b. Sia ® ’algebra inviluppante universale di g ed M un ideale bilatero cofinito di
®.

Allora la rappresentazione ideale pyy di g si estende ad una rappresentazione
p:a— gl(Van) di q, tale che

(10.4.6) X €b, ad(X)l, nilpotente = p(X) nilpotente.

DimostrAZIONE. Sia ¢’ = g & Der(g, g). Definiamo un’applicazione lineare
a : a — ¢ ponendo
aX) =X, se X €g,
{a(X) =ad(X)|;, se X €b.
Si verifica facilmente che la @ & un omomorfismo di algebre di Lie. Per la Proposi-

zione(10.4.2} 1a pm si estende ad una rappresentazione pj, dig’su V. Lap = p’ o
¢ la rappresentazione cercata. O

10.5. Il teorema di Ado
Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k.

Definizione 10.5.1. Una rappresentazione lineare py : g — gl (V) si dice nilpo-
tente se, per ogni X € g, I’endomorfismo py(X) & nilpotente.

Osservazione 10.5.2. Se V ha dimensione finita e py ¢ nilpotente, anche gy ¢
nilpotente. Se infatti

0y=VocVicV,Cc---CVy=V

¢ una serie di Jordan-Holder di py, abbiamo py(X)(V;) C V;_; per X € ge j =
I,...,sequindi anche py(x)(V;) CV;_perxe Ge j=1,...,s.
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Esempio 10.5.3. Se g ¢ un’algebra di Lie abeliana di dimensione n, possiamo
costruire una rappresentazione lineare nilpotente fedele di dimensione finita nel
modo seguente. Indichiamo con V lo spazio vettoriale g @ kE, ove E ¢ un vettore
linearmente indipendente da g. Ad X € g facciamo corrispondere 1’endomorfismo
Ayx di V definito da

Ax(9) =0, Ax(E)=X.

Proposizione 10.5.4 (Caso nilpotente). Ogni algebra di Lie nilpotente ammette
una rappresentazione lineare nilpotente fedele di dimensione finita.

DivosTrAZIONE. Sia g un’algebra di Lie nilpotente su k.

Ragioniamo per induzione sulla dimensione di g. Se g ha dimensione 1 ¢ abe-
liana ed ammette quindi in modo banale una rappresentazione lineare nilpotente
fedele di dimensione finita.

Se dimgg > 1, per il Teorema di Engel g contiene un ideale a di codimen-
sione 1. Per I’ipotesi induttiva, a ammette una rappresentazione lineare nilpotente
fedele di dimensione finita. Per la Proposizione possiamo supporre che
questa sia una rappresentazione ideale. Per il Teorema d’estensione questa
rappresentazione si estende ad una rappresentazione lineare nilpotente di g.

Abbiamo quindi dimostrato che esiste una rappresentazione nilpotente p; :
g — glg(Vy) con kerp; N a = {0}. Se kerp; = {0}, la p; & fedele e la tesi ¢ ve-
rificata. Altrimenti, ker p; ¢ un ideale di dimensione 1 di g. Esso possiede una
rappresentazione lineare nilpotente fedele di dimensione finita, che, per la Propo-
sizione |10.3.8| ed il Teorema ci permette di costruire una rappresentazione
lineare nilpotente di dimensione finita p; : g — gl(V2) con ker p» N kerp; = {0}.
La somma diretta p = p1 ®p; delle due rappresentazioni ci da una rappresentazione
lineare nilpotente di dimensione finita e fedele di g. O

Proposizione 10.5.5 (Caso risolubile). Sia g un’algebra di Lie risolubile ed n il
suo nilradicale. La g ammette una rappresentazione lineare di dimensione finita e
fedele py : ¢ — gl (V) per cui ogni py(X) con X € n sia nilpotente.

DimMosTRAZIONE. Se g & nilpotente, la tesi segue dalla Proposizione In
particolare, la tesi ¢ verificata se g ha dimensione 1. Ragioniamo per induzio-
ne sulla dimensione di g, supponendo la tesi vera per algebre di Lie risolubili di
dimensione positiva minore della dimensione di g.

Possiamo fissare un ideale a, di codimensione 1 in g, con n C a. Chiaramente
il nilradicale di a contiene 1 e quindi, per I’ipotesi induttiva, esiste una rappresen-
tazione lineare fedele di dimensione finita di a che faccia corrispondere a tutti gli
elementi di n endomorfismi nilpotenti. Per la proposizione possiamo sup-
porre sia una rappresentazione ideale. Per il Teorema d’estensione questa
si estende ad una rappresentazione lineare di dimensione finita p; : g — gl (V})
tale che p;(X) sia nilpotente per ogni X € ne kerp; Na = {0}. Se kerp; = {0}
abbiamo finito. Altrimenti, osserviamo che kerp; ¢ un ideale di dimensione 1 di
g ed [n,kerp;] = {0}. Possiamo allora considerare una rappresentazione ideale
nilpotente fedele di kerp;. Per il teorema d’estensione, essa si estende ad una
rappresentazione lineare di dimensione finita pp : ¢ — gl(V>) tale che py(X) sia
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nilpotente per ogni X € n. La somma diretta p = p; ® p, delle due rappresentazioni
¢ una rappresentazione fedele di g che soddisfa la tesi. O

Teorema 10.5.6 (Teorema di Ado). Sia n il nilradicale di g. Esiste una rappre-
sentazione lineare fedele di dimensione finita py : ¢ — ali(V) tale che py(X) sia
nilpotente per ogni X € n.

DimosTRAZIONE. Sia g =t @ s una decomposizione di Levi-Malcev di g, in cui
r ¢ il radicale di g ed s una sua sottoalgebra di Levi. Per la Proposizione [10.5.
esiste una rappresentazione lineare fedele di dimensione finita di r per cui ad ogni
elemento di 1t corrisponda un endomorfismo nilpotente. Per la Proposizione [10.5.4
possiamo supporre che questa sia una rappresentazione ideale. Per il Teorema
d’estensione tale rappresentazione si estende ad una rappresentazione p; :
g — gl(Vy), con kerp; Nr = {0} e p(X) nilpotente per ogni X € n. La somma
diretta p di p; e della rappresentazione aggiunta di g soddisfa allora la tesi. O



CAPITOLO XI

Gruppi di Lie astratti

11.1. Gruppi e algebre di Lie astratte

Abbiamo definito un gruppo di Lie G come un gruppo topologico separato
localmente isomorfo a un sottogruppo di Lie del gruppo lineare reale.
Possiamo dare una definizione equivalente dicendo che

Definizione 11.1.1. Un gruppo di Lie € un gruppo topologico separato G su cui ¢
definita una struttura di varieta analitica reale tale che 1’applicazione

(11.1.1) GxG3(g1,8)—g'e2€G
sia analiticﬂ

Le traslazioni a destra e a sinistra in un gruppo di Lie G sono diffeomorfismi
analitici.

Denotiamo con X(G) lo spazio vettoriale reale dei campi di vettori di classe
€ suG.

Definizione 11.1.2. Un campo di vettori X € X(G) su G si dice invariante a sinistra
se Ly, X = X perogni g € G.

Chiaramente un campo di vettori invariante a sinistra ¢ analitico.

Indichiamo con ¥¢(G) I’insieme dei campi di vettori invarianti a sinistra su G.

Vale il:
Teorema 11.1.3. Con l’operazione di commutazione di campi di vettori:
(11.1.2) [X,Y]f = X(Y[) - Y(X)), VX, Y € X(G), Vf € €7 (G,R)

e con la struttura naturale di spazio vettoriale su R, 'insieme 2(G) dei campi di
vettori invarianti a sinistra é un’algebra di Lie.
L’applicazione 2(G) > X — X, € T,G ¢ un isomorfismo lineare.

Definizione 11.1.4. Indichiamo con g, o con Lie(G), lo spazio tangente nell’iden-
tita del gruppo di Lie G.

Per ogni X € g, indichiamo con Xil campo di vettori invariante a sinistra
definito da fg =L, X, perogni X € g.

Definiamo su g una struttura di algebra di Lie reale ponendo

(11.1.3) X,Y]=[X, 7], VX, Yeq.
111 teorema di Gleason, Montgomery e Zippin (cf. Montgomery, Zippin Topological Transfor-

mation Groups Interscience, N.Y., 1955) dice che un gruppo topologico localmente euclideo ha una
ed una sola struttura analitica in cui le operazioni di gruppo sono analitiche.

149
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Siar : TG — G la proiezione canonica.
Definizione 11.1.5. La forma di Maurer-Cartan di G ¢ la forma differenziale
(11.1.4) TG>v— L

ﬂ(V);l Vv E g

che associa, ad ogni vettore tangente v € TG, I'unico elemento X di g per cui
Xawy = v.

Proposizione 11.1.6. Siano —c0o <a <0 < b < +ooesiaA € €*((a,b), 8) una
curva di classe €*, con k > 1. Fissato un qualsiasi elemento gy € G, il problema
di Cauchy

(11.1.5) {9(;()") = A(1),

¥(0) = go
ammette una ed una sola soluzione iny € €' ((a, b), G).
DmosTrAZIONE. Per il teorema di esistenza e unicita per le soluzioni di sistemi
di equazioni differenziali ordinarie, il problema di Cauchy (11.1.5)) ammette una
soluzione unica in un intorno aperto connesso di 0 in (a, b). Sia (ag, by) C (a, b),
con ap < 0 < by, I'intervallo massimale di esistenza della soluzione y di (I1.1.3).
Vogliamo dimostrare che ag = a e by = b.
Se fosse by < b, poiché per ogni ¢ < b A([0, c]) &€ compatto in g, avremmo:
de € R, con 0 < € < b — by, tale che il problema di Cauchy
n € (gk+l ((_6’ 6), G),
0(1) = At +10),  sell <e,
n0) =e
ammetta soluzione per ogni #yp € R con g € [0, by+€]. Consideriamo una partizione
O=711=19<7T1<---<Ty<by<T,+€, con T,—Tp_1<€ YI<h<w

Definiamo allora per ricorrenza vy, € Er+ ((—€,€),G),perh=0,1,...,v, come la
soluzione del problema di Cauchy:

Oc(n) = At +71), seltl <e,
Yp(0) = e.

Allora la curva

Y@ = Ypa(pn(t — 1) per T, <t<t,+€, perh=0,1,...,v

¢ ben definita e prolunga la soluzione vy di (11.1.5) all’intervallo [0, 7, +€) D [0, bg].
Segue da cio che y ¢ definita su (ag, b). Ragionando in modo analogo per I’estremo
sinistro dell’intervallo di definizione, otteniamo che y ¢ definita su tutto I’intervallo
(a,b). O

Definizione 11.1.7. Se X € g, indichiamo con exp(rX) € €*(R, G) la soluzione
dell’equazione differenziale ordinaria
{% exp(tX) = X = Lexpux) X

) exp(0X) = exp(0) =e.
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Osservazione 11.1.8. Si verifica facilmente che
(11.1.6) exp(t1X) exp(t2X) = exp((t; + ) X), VX eg, Vi, eR.

Se G = GL(n,k), con k uguale aR o a C, allora Lie(G) = gl(n, k) ed otteniamo
il sistema:

4 exp(tX) = exp(tX) o X
exp(0 - X) = exp(0) = I,

che ha come soluzione I’esponenziale definito sulle matrici nel del Capitolo
Se G & un gruppo lineare, o un sottogruppo di lie di un gruppo lineare, la

definizione di algebra di Lie data in precedenza coincide con la definizione astratta
che abbiamo ora introdotto (cf. la discussione dei sottogruppi di Lie del gruppo
lineare nel §3.5|del Capitolo [ITI).

In modo analogo al caso dei sottogruppi di Lie dei gruppi lineari, anche per i
gruppi di Lie astratti vale il:

Teorema 11.1.9. Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. L’applicazione
esponenziale:

g3 X —expX) e G

definisce un diffeomorfismo tra un intorno aperto di 0 in g ~ R? e un intorno aperto
dell’identita in G.

Definizione 11.1.10. Un omomorfismo tra due gruppi di Lie G; e G, €& un’ap-
plicazione ¢ : G; — G che ¢ al tempo stesso un omomorfismo di gruppi ed
un’applicazione differenziabile.

Esso si dice un isomorfismo di gruppi di Lie se ¢ invertibile ed anche I’inversa
¢! : G, = Gy & un omomorfismo di gruppi di Lie.

Teorema 11.1.11. Sia ¢ : G — H un omomorfismo di gruppi di Lie. Allora:

(1) d¢,. : Lie(G) — Lie(H) ¢ un omomorfismo di algebre di Lie.

(2) ker ¢ e un sottogruppo chiuso normale di G, con algebra di Lie ker d@,.

3B) ¢(G) e un sottogruppo di Lie di H, con algebra di Lie d¢.(Lie(G)).

(4) Un isomorfismo di gruppi topologici tra due gruppi di Lie é anche un
isomorfismo di gruppi di Lie.

Definizione 11.1.12. Un omomorfismo locale tra due gruppi di Lie G ¢ H ¢ un’ap-
plicazione analitica ¢ : U — H, definita su intorno aperto U di eg in G tale che
Pleg = e e P(g1)P(g2) = #(8182) se g1, 82, 8182 € U.

I1 suo differenziale nell’identita d¢,, : Lie(G) — Lie(H) ¢ allora un morfismo
di algebre di Lie.

Due gruppi di Lie G e H si dicono localmente isomorfi se esiste un omeomor-
fismo analitico ¢ : U — V di un intorno U di eg in G su un intorno V di eg in H
tale che ¢(eg = en e P(g1)$(g2) = P#(g182) per ogni g1, g2 € U tali che g1g> € U.

In questo caso, il differenziale di ¢ nell’identita definisce un isomorfismo de,, :
Lie(G) — Lie(H) tra le loro algebre di Lie.
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Il fatto che ogni gruppo di Lie sia localmente isomorfo a un sottogrupo di Lie
del gruppo lineare ¢ conseguenza del teoremeﬂ (per la dimostrazione nel caso della
caratteristica zero, vedi Capitolo [X] Teorema [I0.5.6)

Teorema 11.1.13 (Ado-Iwasawa). Ogni algebra di Lie g di dimensione finita su un
campo k ammette una rappresentazione fedele di dimensione finita. Esiste cioe per
qualche intero positivo n un omomorfismo iniettivo di algebre di Lie g — gl(n, k).

Il gruppo di Lie G sara quindi localmente isomorfo al gruppo analitico asso-
ciato a una qualsiasi rappresentazione matriciale fedele della sua algebra di Lie.
Vale il seguente:

Teorema 11.1.14. Sia G un gruppo di Lie. Allora il suo rivestimento universale
G ammette > un’unica struttura di gruppo di Lie che rende la proiezione di rivesti-
mento © : G — G un omomorfismo di gruppi di Lie e un isomorfismo locale. In
particolare, 1, : Lie(G) — Lie(G) é un isomorfismo di algebre di Lie.

Data un’algebra di Lie reale g esiste unico, a meno di isomorfismi, un gruppo
di Lie connesso e semplicemente connesso Gg la cui algebra di Lie e isomorfa a g.

Se G ¢é un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso ed H un qualsiasi
gruppo di Lie, allora per ogni omomorfismo ®© : Lie(G) — Lie(H) delle loro
algebre di Lie esiste un unico omomorfismo ¢ : G — H tale che ® = d¢,,,.

Se G ¢ un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso ed H un qual-
siasi gruppo di Lie, allora ogni omomorfismo locale di G in H é restrizione di un
omomorfismo globale, univocamente determinato.

Definizione 11.1.15. Sia G un gruppo di Lie. Un sottogruppo di Lie di G ¢ un
suo sottogruppo H, dotato di una struttura di varieta analitica tale che I'inclusione
H — G sia un’applicazione analitica.

Osserviamo che la topologia di H &, in generale, piu fine della topologia di
sottospazio.
In modo analogo al caso dei sottogruppi del gruppo lineare abbiamo:

Teorema 11.1.16. Ogni sottogruppo chiuso H di un gruppo di Lie G ¢ un suo
sottogruppo di Lie con la topologia indotta.

Per ogni sottoalgebra di Lie Yy dell’algebra di Lie g di un gruppo di Lie G esiste
uno ed un solo sottogruppo di Lie connesso H di G che abbia algebra di Lie 1.

Definizione 11.1.17. Un’azione ¢ ﬂ (sinistra) di un gruppo di Lie G su una varieta
differenziabile M ¢ un’applicazione differenziabile:

GXM>3 (g,x) — ¢g(x) € M, tale che

2 La dimostrazione di questo risultato ¢ dovuta ad 1.D.Ado [Rappresentazione matriciale di
algebre di Lie (in russo) Usp. Math. Nauk 2 no. 6 (1947 pp.159-173)] per i campi di caratteristica
0, e a K. Iwasawa [On the representation of Lie algebras Japan J. Math 19, (1948), pp.405-426] per
campi di caratteristica qualsiasi.

3In modo analogo si definisce un’azione a destra di un gruppo di Lie G su una varieta dif-
ferenziabile M come un’applicazione differenziabile: M x G 3 (x,g) — x-¢, € M tale che
X gy = (X 0g) 0y, VE1,82€G, VxeM, x-¢=x VxeM.
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¢g1(¢gz(x)) = ¢g1g2(x)e Vg1,82€ 6, Vxe M.
Vale il seguente:

Teorema 11.1.18. Sia ¢ un’azione a sinistra di un gruppo di Lie G su una varieta
differenziabile M, sia xy un punto di M. Consideriamo ’applicazione differenzia-
bile: ¢, : G 3 g — ¢o(x0) € M. Allorac:
(1) Lo stabilizzatore Gy, = {g € G | ¢g(x0) = xo} & un sottogruppo di Lie
chiuso di G con algebra di Lie uguale a ker dgy,,.
(2) L'orbita Gxg = ¢,(G) = {¢g(x0) | g € G} & una sottovarieta differenzia-
bile di M.

11.2. Struttura dei gruppi di Lie astratti

Descriviamo in questo paragrafo alcune proprieta generali dei gruppi di Lie
astratti, che si ricollegano ai risultati sulla struttura delle algebre di Lie esposti nei

Capitoli X
Teorema 11.2.1. Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso, con

algebgra di Lie g. Sia a un ideale di g ed A il corrispondente sottogruppo analitico
di G. Allora A ¢ un sottogruppo normale chiuso di G.

DmosTtrAZIONE. Sia H un gruppo di Lie analitico con algebra di Lie ) = g/a.
Poiché G ¢ semplicemente connesso, esiste un omomorfismo di gruppi di Lie ¢ :
G — H il cui differenziale nell’identita d¢, : g — ) sia la proiezione canonica
nel quoziente. Allora A ¢ la componente connessa dell’identita del nucleo di ¢, e
quindi & un sottogruppo chiuso normale di G. O

11 sottogruppo A risulta essere semplicemente connesso ﬂ Vale infatti il se-
guente:

Teorema 11.2.2. . Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso e
sia A un suo sottogruppo analitico normale. Allora A é chiuso e sia A che G/A
sono semplicemente connessi.

. n . .
Inoltre il fibrato G — G/A ammette una sezione analitica globale.
Dividiamo la dimostrazione del teorema in una serie di lemmi.

Lemma 11.2.3. Sia g un’algebra di Lie su un campo k di caratteristica zero ed a
un suo ideale, massimale tra gli ideali propriamente contenuti in g. Allora esiste
una sottoalgebra b di g tale che g = a @ b.

DimvosTtrAZIONE. Poiché a ¢ massimale, ’algebra quoziente g/a ¢ semplice,
quindi o ha dimensione uno, o & semisemplice. Nel primo caso, ¢ sufficiente sce-
gliere b = kX per un qualsiasi X € g\ a. Nel secondo caso, osserviamo che il
radicale v di g € contenuto in a. Quindi, se § = t & s ¢ una decomposizione di
Levi-Malcev di g, a N s € un ideale di s e quindi s = (s N r) @ b per un ideale b di s.
Quindi b ¢ una sottoalgebra di g per cui risulta g = a @ b. O

4A. Malgev On the simple connectedness of invariant subrups of Lie groups Doklady Akademii
Nauk SSSR 34 (1942) pp.10-13.
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Lemma 11.2.4. Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso, con
algebra di Lie g. Siano a un ideale e b una sottoalgebra di g tali che g = a ® b,
e siano A e B i sottogruppi analitici generati da a e b rispettivamente. Allora
I’applicazione
AxB>(a,b) > abeG

e un isomorfismo di gruppi di Lie.

In particolare A e B sono entrambi chiusi e semplicemente connessi ed abbia-
mo:

AB=G, AnB={e}.
DIMOSTRAZIONE. Siano A e l} gruppi di Lie analitici semplicemente connessi
con algebre di Lie a e b. Poiché B ¢ semplicemente connesso, 1’applicazione
b> X — ad(X)|, € glp(a)
si estende a un’applicazione
ad: B 3b — ady € Aut(A)
e possiamo quindi definire il prodotto semidiretto G’ = A < B ponendo

(a1,b1) - (az,by) = (alé:ib,(az), b1b>)

se aj,apy € A ebl,b2 € ]~3

Poiché topologicamente G’ & prodotto cartesiano di connessi e semplicemente
connessi, ¢ connesso e semplicemente connesso, con algebra di Lie a =< b. Quindi
I’isomorfismo naturale tra a < b e g definisce un isomorfismo tra i gruppi di Lie G’
e G. Ne segue la tesi, in quanto A e B sono le immagini di A e B nell’isomorfismo
di G’ suG. O

Lemma 11.2.5. Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso, con
algebra di Lie g. Siano by, by, ..., by, sottoalgebre di Lie di g, tali che

(l) g= @Zl:o bh,

(if) ap_1 = ®0§j<hbj e un ideale di aj, = @Osjshbjperognih =1,...,m.
Allora, per ogni h = 0,1,...,m, il sottogruppo analitico By, di G con algebra di
Lie by, e semplicemente connesso e ’applicazione:

BOXBI ><"'XBm B(bO,bla---,bm) _)bO'bl"'bm €eG

e un diffeomorfismo.

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con Ay, i sottogruppi analitici di G con algebra di
Lie a5 (h =0, 1,...,m). Utilizzando il lemma precedente, si ottiene per ricorrenza
che per ogni & = 1,...,m i sottogruppi A,,—; € B,,—5+1 sono semplicemente con-
nessi ed A,,_p, X Byt 2 (a,b) = a-b € A,_jq € un diffeomorfismo. Poiché
A,, = G, otteniamo la tesi da

G=~A, 1 XB,~=A,2xB,, xB, ~A,, 3 XB,,, xB,, xB,
~..2AgXBy - xB, =By xB;---xB,.
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La dimostrazione del Teorema |11.2.2]si ricava dai lemmi precedenti: se a &
I’algebra di Lie di A, possiamo costruire una catena massimale di sottoalgebre

a=aq&cu& - ca1&a, =g
tale che ogni ay, sia un ideale in ;4. Usando il Lemma[T1.2.3] possiamo trovare

sottoalgebre by, tali che aj = a5 ® by, per ogni & = 1,...,m. Posto allora by = ag,
abbiamo g = @21:0 b, e possiamo applicare il Lemma |11.2.5|per ottenere la tesi
del Teorema[11.2.2] mi

Corollario 11.2.6. Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con
algebra di Lie g. Sia 3 il centro di g. 1l sottogruppo analitico Z. di G con algebra
di Lie 3 ¢ semplicemente connesso.

11.3. Il commutatore

Definizione 11.3.1. 1l commutatore GV di un gruppo G ¢ il sottogruppo generato
dagli elementi (a, b) = aba='b™', al variare dia e b in G.

Lemma 11.3.2. 1] commutatore GV & un sottogruppo normale di G ed é il suo
piil piccolo sottogruppo normale per cui il quoziente G/GV sia un sottogruppo
abeliano.

DimvosTRAZIONE. Se a,b, g € G, allora ad, ((a, b)) = (ad,(a), ady(b)). Quindi
G ¢ un sottogruppo normale. Se A & un qualsiasi gruppo abelianoe ¢ : G — A
un omomorfismo di gruppi, allora G ¢ ker¢, e quindi GV & il pit piccolo
sottogruppo normale di G per cui il quoziente G/G! sia abeliano. O

Ricordiamo che il commutatore di un’algebra di Lie g su un campo k ¢ il
suo ideale gV generato dagli elementi della forma [X, Y] al variare di X, Y in g.
Abbiamo:

Lemma 11.3.3. (1) Il commutatore ¢V di un’algebra di Lie g su k é il suo
pitt piccolo ideale §' per cui il quoziente g/g’ sia abeliano.
(2) Se g = Lie(G), allora gV é I’algebra di Lie di G'V.
(3) Se G ¢ connesso e semplicemente connesso allora il suo commutatore

GW ¢ chiuso in G e connesso, e coincide con il sottogruppo analitico di
1
gth.

DimostrAZIONE. Le prime due affermazioni sono di facile verifica e ne trala-
sciamo percio la dimostrazione.

Supponiamo ora che G sia un gruppo di Lie connesso e semplicemente con-
nesso. Consideriamo 1’algebra di Lie g/ oD, Essa & abeliana e quindi possiamo
considerarla come 1’algebra di Lie del gruppo additivo R* per qualche intero positi-
vo k. Peril Teorema ’omomorfismo canonico g — g/gV & il differenziale
nell’identita di un omomorfismo di algebre di Lie ¢ : G — R*. 11 suo nucleo & un
sottogruppo chiuso normale H di G, con algebra di Lie gV Poiché G/H =~ RF &
abeliano, H > G,

Dico che H ¢ connesso. Siano infatti a, b due punti distinti di H. Poiché G
€ connesso per archi, possiamo trovare un cammino continuo s : [0, 1] — G con
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s(0) = a, s(1) = b. Allora ¢(s(¢)) € un laccetto continuo in R¥, con #(s(0)) =
#(s(1)) = 0. Sia F : [0,1] x [0, 1] 3 (t,7) — F(t,7) € RF un’omotopia di ¢ o s con
il laccetto costante: F(0,7) = 0, F(1,7) = O per ogni 7 € [0,1] ed F(¢,1) = O per
ognit € [0, 1].

Poiché ¢ ¢ una fibrazione localmente banale, la F si rialza ad un’applicazione
continua F : [0,1] x [0,1] 3 (t,7) — F(t,7) € G con F(t,0) = s(t) per t € [0, 1],
FO,7) =aed F(1,7) = b per ogni T € [0,1], ¢ © F = F. Poiché F(t,1) = 0,
abbiamo F(1,1) € H per ogni t € [0,1] e quindi [0,1] 5 t — F(t,1) e He un
cammino continuo in H che congiunge a a b. Percio H ¢ connesso per archi.

Quindi H & il sottogruppo analitico con algebra di Lie g'"). Otteniamo cosi I’in-
clusione H ¢ G, e quindi, poiché vale anche I’inclusione opposta, concludiamo
che H= GO, O

Da questo lemma si ricava subito la:

Proposizione 11.3.4. Sia G un gruppo di Lie connesso, con algebra di Lie g. Se
g = [a, ], allora G coincide con il suo commutatore GV, O

Sia ora G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. Se b ¢ una sottoalgebra di
Lie di g, non ¢ detto che il sottogruppo analitico H generato da b sia chiuso in G.
Possiamo allora considerare il piu piccolo sottogruppo chiuso Q di G che contiene
H.

Definizione 11.3.5. La sua algebra di Lie q = Lie(H) si indica con b¥ e si dice la
chiusura di Malcev di b in g.

Vale il:

Teorema 11.3.6. Sia G un gruppo di Lie ed V) una sottoalgebra di Lie di ¢ =
Lie(G). I commutatori di b e della sua chiusura di Malcev B coincidono:

(11.3.1) pM D =y,
DIMOSTRAZIONE. Sia
H; = {g € G| (Ady - I)(®) c HV}.
Allora H; ¢ un sottogruppo chiuso di G e la sua algebra di Lie ¢
b1 = {X € g | adX)(H) c pV}.
Poiché b c b, abbiamo b™ c by, cioe [HY, ] c HD.
Consideriamo quindi il sottogruppo chiuso:
H; = {g € G| (Adg - (") c p'")
con algebra di Lie
b2 = {X € glad(X)(®") c p'P).
Da b C b, segue che h™ c by, cioe (H*)D = [p™ pM] c hD. Poiché h c b, vale
anche I’inclusione opposta: ! = [p,h] c [6M, Y], e dunque ’uguaglianza che
volevamo dimostrare. O

Utilizzando questo teorema, possiamo dimostrare la:
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Proposizione 11.3.7. Sia H un sottogruppo di Lie analitico di un gruppo di Lie
G. Se K ¢ la chiusuradiHin G, e K 2 K il suo rivestimento universale, allora
il sottogruppo analitico H = (ﬂ_l(H))e ¢ un sottogruppo chiuso di K, localmente
isomorfo ad H.

DmvosTrAZIONE. 11 gruppo K ¢ il sottogruppo analitico di G la cui algebra di
Lie f & la chiusura di Malgev b¥ di h = Lie(H). Il quoziente K/K" & un gruppo
di Lie semplicemente connesso con algebra di Lie abeliana, e quindi isomorfo al
gruppo additivo di uno spazio vettoriale R”. Poiché b1 = #1, il quoziente b/H"
& una sottoalgebra di Lie dell’algebra di Lie f/f1 di K/K". II corrispondente
sottogruppo analitico A & un sottospazio vettoriale di K/K" ~ R e quindi chiuso.

La sua immagine inversa in K rispetto alla proiezione K — K/K® & un
sottogruppo chiuso, di cui H & la componente connessa dell’identita. O

Definizione 11.3.8. Se G| e G; sono due sottogruppi normali di un gruppo G,
allora il sottogruppo (G1, G») generato dai commutatori g1>¢7'g," congi € Gy e
g2 € G, ¢ ancora un sottogruppo normale di G, che si dice il mutuo commutatore
di G] € Gz.

In modo analogo il commutatore [g1, g2] di due ideali di un’algebra di Lie g &
ancora un ideale dell’algebra di Lie g.

Enunciamo il seguente teorema, che ci sara utile per discutere la struttura dei
gruppi di Lie risolubili e nilpotenti.

Teorema 11.3.9. (1) Se G1, G; sono due sottogruppi di Lie normali connes-
si di un gruppo di Lie G, allora il loro mutuo commutatore (G, Gy) ¢
ancora un gruppo di Lie normale connesso, con

Lie((G1, G)) = [Lie(G1), Lie(G2)].

(2) Se by e by sono due ideali dell’algebra di Lie g di G ed h, I)lzw le loro
chiusure di Malcev, abbiamo:

[b1,b2] = [6Y, b))

11.4. Gruppi di Lie nilpotenti e risolubili
Dato un gruppo G poniamo:
2(G) = 2'(G) = (G,G),  ZMG) = (21 G), 21 (G)) per k>1
€G)=%€"(G)=(G,G), E“G)=E""G),G) per k>I.

Teorema 11.4.1. Sia G un gruppo di Lie connesso con algebra di Lie g. Allora,
per ogni k > 1, ZG) e €X(G) sono sottogruppi di Lie connessi e normali di G,
con

Lie(7G)) = D),  Lie(¢*(G)) = €X(g).
Se G ¢ semplicemente connesso, allora 2%(G) e €X(G) sono chiusi e semplice-
mente connessi.

Questo teorema ¢ un’immediata conseguenza del Teorema|11.3.9
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Definizione 11.4.2. Un gruppo G si dice nilpotente (o unipotente) se €™ (G) = {e}
per qualche intero m > 0. Un gruppo G si dice risolubile se se 2™(G) = {e} per
qualche intero m > 0.

Dal Teoremall 1.4.1|ricaviamo il corollario:

Corollario 11.4.3. (1) Un gruppo di Lie connesso é nilpotente se e soltanto

se la sua algebra di Lie é nilpotente.

(2) Un gruppo di Lie connesso é risolubile se e soltanto se la sua algebra di
Lie e risolubile.

(3) Se H ¢ un sottogruppo normale nilpotente di un gruppo di Lie G, anche
la sua chiusura H & un sottogruppo normale nilpotente di G.

(4) Se H ¢ un sottogruppo normale risolubile di un gruppo di Lie G, anche
la sua chiusura H & un sottogruppo normale risolubile di G.

Definizione 11.4.4. Un gruppo di Lie G si dice semisemplice se la sua algebra
di Lie ¢ semisemplice, cio¢ se ogni suo sottogruppo di Lie normale risolubile &
discretd’

Abbiamo:

Corollario 11.4.5. Se G ¢ un gruppo connesso semisemplice con algebra di Lie g,
allora (G,G)=Gelg,8] =g o

I gruppi di Lie connessi nilpotenti e risolubili hanno rivestimento universale
Euclideo. Abbiamo infatti:

Teorema 11.4.6. Se G ¢ un gruppo di Lie nilpotente connesso con algebra di Lie
g, allora Iapplicazione esponenziale

g3 X — expX) e G

é un rivestimento.

L’immagine inversa dell’identita mediante I’applicazione esponenziale e un
sottogruppo additivo discreto I di g, contenuto nel centro 3 di g, isomorfo al gruppo
fondamentale 71 (G), ed abbiamo un diffeomorfismo G ~ g/I.

DimosTrAZIONE. Per I’esponenziale vale la formula del differenziale che abbia-
mo dimostrato nel caso delle matrici:

I, — exp(—ad(X))
(dexp)(X) = d(Lexpix)(e) 0 - CZE(X?

VX eqg,

ove abbiamo identificato Txg con g.

Utilizziamo il teorema di Ado per rappresentare g come una sottoalgebra di
Lie di glg(V) per uno spazio vettoriale reale V di dimensione finita. Per il Teorema
di Engel possiamo, scegliendo un’opportuna base di V, identificare g ad un’algebra
nilpotente di matrici triangolari inferiori. Possiamo cosi verificare direttamente che
la trasformazione

(Iy — exp(=ad(X)))/ad(X))

5Questa definizione differisce da quella che si utilizza ad esempio nella teoria dei gruppi finiti,
in cui si richiede che G non contenga sottogruppi normali risolubili non banali.
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ha determinante 1 per ogni X ed & quindi invertibile: 1’esponenziale g 2oGe
quindi una sommersione differenziabile.
Siano A, B due elementi di g per cui exp(A) = exp(B). Poiché

Ad(exp(X)) = exp(ad(X)), VX egq,

avremo anche exp(ad(A)) = exp(ad(B)). L’ esponenziale di matrici ¢ iniettivo
sull’insieme delle matrici nilpotenti (Teorema [2.2.2] del Capitolo [[). Otteniamo
percio che ad(A) = ad(B), cioe C = A — B € 3. Poiché C € 3, abbiamo:

exp(B) = exp(A) = exp(B + C) = exp(B) exp(C) = exp(C) exp(B)

e quindi exp(C) = e.
Otteniamo percio la caratterizzazione:
I'={Zej3|exp(Z) = e}.
Osserviamo che I" ¢ un sottogruppo additivo di g perché ¢ contenuto in 3 e quindi,
se Z1,Zp €I, e exp(Z) + Zy) = exp(Z1) exp(£r) = e.
Per completare la dimostrazione osserviamo che I’esponenziale di matrici Exp :
glr(V) — GLg(V) definisce un diffeomorfismo tra g e il gruppo nilpotente di

matrici G = Exp(g). Esso si identifica quindi al rivestimento universale di G e
I’applicazione di rivestimento si ottiene dal diagramma:

exp
g — G,

da cui si ricavano le altre affermazioni del teorema. O
Teorema 11.4.7. Sia G un gruppo di Lie risolubile connesso e semplicemente con-
nesso. Sia Xi,...,X, una base di g adattata alla sequenza di sottoalgebre {a}
descritta nel Teorema[7.10.6| del Capitolo|VI]| Allora I’applicazione
R™ 3 (t,...,tm) — exp(t1 X1) - - - exp(tXm) € G
e un diffeomorfismo di R™ su G.
DivosTrAZIONE. La dimostrazione ¢ un’applicazione immediata del Lemma

Poiché le algebre di Lie b; = R X; soddisfano le ipotesi del Lemma [I1.2.5]
1 sottogruppi a un parametro B; = {exp(zX;) | t € R} sono semplicemente connessi

e I’applicazione By X --- x B, > (by,...,b,) — by ---b, € G & un diffeomorfi-
smo. O
Corollario 11.4.8. Se G ¢ un gruppo di Lie risolubile connesso e X1, ..., X, una

base di g adattata alla sequenza di sottoalgebre {a} descritta nel Teorema
del Capitolo Allora Iapplicazione

R™ 3 (t1,...,tm) — exp(t1 X1) - - - exp(tXm) € G
e un rivestimento di G.

Dal Teorema ricaviamo:
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Teorema 11.4.9. [ sottogruppi analitici di un gruppo di Lie risolubile semplice-
mente connesso sono chiusi e semplicemente connessi.

DimostraziONE. Sia G un gruppo di Lie risolubile, connesso e semplicemente
connesso, con algebra di Lie g, B un suo sottogruppo di Lie connesso, con algebra
di Lie b.

Fissiamo una bandiera completa di sottoalgebre di g:

() 0}=aCaC---Cap1Can=g

con a1 ideale in aj e a;/a;—; algebra di Lie abeliana di dimensione uno per ogni

N

h=1,...,m. Consideriamo le intersezioni b N a;. E
dim(® Nay) <1 +dim N a,_q)

e quindi possiamo fissare una base X, ..., X, di g, adattata alla bandiera () tale
che, per una sequenza 1 < hy < --- < hy, < m, i vettori Xj, ... ,Xhﬂ formino una
base di b. Allora B risulta uguale all’immagine del sottospazio vettoriale V = {t €
R™|t;j =0se j# hy,...,h,} mediante il diffeomorfismo

R™ 31t — exp(t1X1) - - - exp(t,Xin) € G
e quindi chiuso e semplicemente connesso. O

Teorema 11.4.10. Sia G un gruppo di Lie connesso, con algebra di Lie g. Siano v
il radicale ed s un fattore di Levi di g ed R, S i sottogruppi analitici di G generati
da x e s, rispettivamente. Allora:

(1) R ¢é un sottogruppo chiuso normale di G.

2) G=RS;

(3) Se S’ ¢ un altro sottogruppo di Lie analitico semisemplice massimale
in G, allora S ed S’ sono coniugati in G, ed S’ = gSg~' con g € Ny
dove Ny e il sottogruppo analitico che ha come algebra di Lie il radicale
nilpotente ng di g, ¢ G = RS’;

(4) Se G ¢ semplicemente connesso, allora R e S sono chiusi e semplicemente
connessi e I’applicazione

RXxS>(a,b)—abeG

e un diffeomorfismo.

DimosTRAZIONE. Osserviamo che, se t™ ¢ la chiusura di Maléev di r, da [xM, tM]
[, 1] segue che R & ancora risolubile e quindi, poiché la chiusura di un sottogruppo
normale & ancora normale, R = R & chiuso.

In modo analogo si ottiene che anche il sottogruppo analitico N la cui algebra
di Lie & I’ideale nilpotente massimale di g € chiuso.

Poiché R & un sottogruppo normale di G, il prodotto RS & un sottogruppo di
G. L applicazione R xS 3 (a,b) — ab € G ¢ differenziabile ed il suo differenziale
¢ surgettivo in (eR, es). Percio la sua immagine ¢ un sottogruppo di G che contiene
un intorno dell’identita. Poiché G ¢, essa coincide con G.

Se G ¢ semplicemente connesso, allora, per il Lemma S & semplice-
mente connesso e I’applicazione R X S 3 (a,b) — ab € G ¢ un diffeomorfismo.

La 3) & conseguenza del Teorema[7.13.3|del Capitolo i
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Corollario 11.4.11. Sia G un gruppo di Lie connesso, con algebra di Lie g. Siano t
il radicale di g, n lideale nilpotente massimale di g e 1 il radicale nilpotente di g.
Allora i sottogruppi analitici R con algebra di Lie x, N con algebra di Lie n, sono
chiusi. Se G ¢é semplicemente connesso, R, N e Ng sono chiusi e semplicemente
connessi.

DimosTtrazIONE. [l fatto che R e N siano chiusi € una conseguenza del Corolla-
rio in quanto R & ancora risolubile ed N & ancora nilpotente. Nel caso in cui
G sia semplicemente connesso, (G, G) ¢ chiuso e quindi anche Ny = N N (G, G)
¢ chiuso. Inoltre R & semplicemente connesso per il Teorema e quin-
di lo sono anche N ed Ny in quanto sottogruppi analitici di un gruppo risolubile
semplicemente connesso. O

11.5. Rappresentazioni lineari di gruppi di Lie

Definizione 11.5.1. Chiamiamo rappresentazione lineare di dimensione finita di
un gruppo di Lie G il dato di uno spazio vettoriale reale V e di un omomorfismo di
gruppi di Lie p : G —» GLR(V).

La rappresentazione p si dice

irriducibile se non esiste nessun sottospazio vettoriale p(G)-invariante W di V
con{0}CcWCV,

indecomponibile se non esistono due sottospazi lineari p(G)-invarianti Wy, W,
diversi da {0} e tali che V = W; & W5,

totalmente decomponibile se esistono sottospazi p(G)-invariante W, i = 1,... k,
taliche V = @L Wiepi: G 3 g— p(@lw, € GL(W,) sia irriducibile per ongi i.

Diciamo che un gruppo di Lie G ¢ linearizzabile se ammette una rappresenta-
zione lineare di dimensione finita fedele (cio¢ iniettiva).
Per le rappresentazioni lineari vale il

Teorema 11.5.2 (Lemma di Schur). Sia G un gruppo di Lie e p : G — GLg(V)
una sua rappresentazione di dimensione finita irriducibile. Se A ¢ un sottoanello
commutativo unitario di Endr(V) i cui endomorfismi commutano con tutte le ap-
plicazioni di p(G), allora A é un campo, isomorfo ad R, o al campo C dei numeri
complessi.

DivosTrAZIONE. Infatti, se T € A, allora ker T ¢ p(G)-invariante e quindi ugua-
le 0 a {0}, o a V. In particolare tutti gli elementi di A diversi da 0 sono invertibili e
quindi A & un’estensione algebricadi R. O

Per il Teorema di Ado, ogni gruppo di Lie ¢ localmente isomorfo ad un sot-
togruppo di Lie di un gruppo lineare GL(n, C), ma non tutti i gruppi di Lie sono
globalmente isomorfi a sottogruppi di Lie di un gruppo lineare.

Per costruire un esempio, possiamo utilizzare il:

Teorema 11.5.3. Se G ¢ un sottogruppo connesso semisemplice di un gruppo
lineare, allora il suo centro Z(G) é finito.
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DimosTrAZIONE. Supponiamo che G sia un gruppo di Lie connesso semisem-
plice e che la rappresentazione G ¢ GLg(V) sia irriducibile. Il centro Z(G) € un
sottogruppo chiuso discreto di G. Per il Lemma di Schur, il sottoanello unitario A
di Endg(V) generato da Z(G), ¢ isomorfo o al campo R o al campo C.

Poiché g = [g,g], ogni elemento X € g C glr(V) ha traccia nulla e dunque
ogni elemento di G ha determinante 1. Quindi gli unici multipli dell’identita che
possono essere contenuti in G sono +Idy. Supponiamo che Z(G) contenga un
elemento a che non sia un multiplo dell’identita. Esso ha due autovalori complessi
distinti A, A con |A] = 1. Poiché Z(G) & chiuso e discreto in G, A = ¢ (con 6 € R)
deve essere una radice di indice intero dell’unita e {a" | h € Z} isomorfo a un
sottogruppo finito di S ={z€C|lz = 1}. Inoltre V si decompone nella somma
diretta di sottospazi di dimensione due, V = €D W;, su ciascuno dei quali a si
rappresenta come una rotazione di angolo 6.

Per il Lemma di Schur Z(G) C R[a]. Quindi Z(G) si puo considerare come un
sottogruppo discreto del gruppo SO(2) e quindi ¢ un gruppo finito.

Se la rappresentazione fedele G ¢ GLg(V) non ¢ irriducibile, utilizziamo la
proprieta di totale decomponibilita delle rappresentazioni lineari dei gruppi di Lie
semisemplici’t scriviamo V = &;" , Vj, come una somma diretta di sottospazi vet-
toriali, ciascuno dei quali sia G-irriducibile. Indichiamo con pj;, la rappresentazio-
ne lineare su Vj, indotta dalla restrizione. Per la prima parte della dimostrazione,
Z(p;(G)) ¢ finito. Poiché I’applicazione

2(G)3a— (p1(a),....pm(a) € Z(p1(G)) X - - - X Z(pw(G))

¢ iniettiva per la fedelta della G ¢ GLg(V), ne segue che Z(G) ¢ finito. O

Se G = G @ un rivestimento connesso di un gruppo di Lie G, allora 77! (eg)
& contenuto nel centro di G. Infatti, se a € 7! (eg), I’applicazione adg(a) € un
automorfismo di G che coincide con I’identita in un intorno di eg e quindi su G.

In particolare, il rivestimento universale di un gruppo di Lie semisemplice che
abbia gruppo fondamentale non finito non ¢ linearizzabile.

Ad esempio, il rivestimento universale §Ij(2, R) di SL(2,R) non ¢ linearizza-
bile e il suo centro ¢ isomorfo a Z. In modo analogo non sono linearizzabili i
rivestimenti universali gﬁ(p, 2)di SO(p,2)se p > 1 ed gﬁ(p, q) di SU(p, q) se
p.q = 1.

La condizione di avere un gruppo fondamentale finito & necessaria ma non
sufficiente per la linearizzabilitd di un gruppo di Lie semisemplice: sappiam

6 Vedi il Capitolo per un gruppo di Lie semisemplice connesso la totale decomponibilita
delle sue rappresentazioni lineari ¢ facile conseguenza di quella delle corrispondenti rappresentazioni
lineari della sua algebra di Lie.

"Vedi V.V.Gorbatsevich, A.L.Onishchik, E.B.Vinberg Structure of Lie groups and Lie algebras,
in Lie groups and Lie Algebras Ill, Encyclopaedia of Mthematical Sciences 41, Springer, Berlin
1994, p.153.
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infatti che per ogni n > 1 il gruppo SL(2,R) ammette un rivestimento A, ad n
fogli, che non ¢ linearizzabile
Per i1 gruppi di Lie risolubili vale il criteri(ﬂ

Teorema 11.5.4. Un gruppo di Lie semisemplice connesso G ammette una rappre-
sentazione lineare fedele se e soltanto se (G, G) é semplicemente connesso.

Citiamo infine il seguente teorema di Djokoviﬂ

Teorema 11.5.5. Se un gruppo di Lie connesso ammette una rappresentazione
lineare fedele, allora ¢ isomorfo, come gruppo di Lie, ad un sottogruppo chiuso di
un gruppo lineare.

8Un gruppo di Lie connesso linearizzabile G ammette una complessificazione G: se G C
GL(n,R) & una linearizzazione di G, allora G & il sottogruppo analitico di GL(n,C) la cui alge-
bra di Lie ¢ la complessificazione C ®g Lie(G) dell’algebra di Lie di G. L’affermazione segue quindi
dal fatto che SL(2, C) ¢ semplicemente connesso: infatti ogni gruppo di Lie linearizzabile e connesso
con algebra di Lie isomorfa a gl(2,R) & generato in un SL(2, C) dall’immagine mediante I’esponen-
ziale di gl(2,R), ed ¢ quindi isomorfo a SL(2,R). Pil in generale: i rivestimenti non banali di una
forma reale di un gruppo di Lie complesso connesso, semplicemente connesso e linearizzabile non
sono linearizzabili.

° A.L.Mal&ev On piecewise connected locally closed groups Dokl. Akad. Nauk SSSR 40 (1943)
pp-108-110.

10D.Djokovic A closure theorem for analytic subgroups of a real Lie group Can. Math. Bull.
19 (1976) pp.435-439






CAPITOLO XII

Misura di Haar e rappresentazioni lineari

12.1. Richiami di teoria della misura

Cominciamo ricordando alcune nozioni di teoria della misura.

Sia E un insieme. Una tribit di E € una famiglia T di sottoinsiemi di £ che
contenga la differenza A \ B di ogni coppia A, B di suoi sottoinsiemi e le unioni ed
intersezioni | J A,, [ A, delle sue sottofamiglie {A,},epcn finite 0 numerabili.

Una misura su E & una funzione yu, definita su una tribu T di £

u:T3A — u(A) €[0,+00] C RU {400}

che sia completamente additiva, ciog:

) A =D A

se {Auluemen €T ed A,NA, =0 Vm+neM,

e che goda inoltre della proprieta:

VA € T, A lnew C T con pu(A,) < +00, Yn e N, taliche A = UA,,.
neN

Gli insiemi di T si dicono misurabili.

La misura u si dice completa se tutti i sottoinsiemi di un insieme misurabile di
misura nulla sono misurabili.

Ogni misura si pud completare a una misura completa, estendendone la defi-
nizione alla piu piccola tribu T che contenga sia T che tutti i sottoinsiemi degli
insiemi misurabili di misura nulla.

Una funzione reale f : E — R, a valori non negativi, si dice misurabile rispetto
a u se per ogni numero reale ¢+ > 0 I'insieme {x € E | f(x) > ¢} ¢ misurabile.
Sono allora misurabili tutti gli insiemi E(f;s,1) = {x € E | s < f(x) < t} con
0 < s <t £ 4+00. Definiamo il suo integrale mediante:

Lf(x)dﬂ(x)
= sup {Zj_zll‘j,u(E(f; l‘j,l‘j+1)) O<ti < - <ty <ty = +OO} .

Se il suo integrale ¢ finito, la f si dice integrabile.
Una funzione f : E — R si dice misurabile se f* = max{f,0} ed f~ =
max{—f, 0} sono entrambe misurabili, ed integrabile se sono entrambe integrabili.

165
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In questo caso si pone

f OO du(x) = f £ () - f £ () du(x).
E E E

Una f : E — C si dice misurabile (risp. integrabile) se lo sono sia la sua parte
reale Re f che la sua parte immaginaria Im f. Se ¢ integrabile poniamo

fE J) du(x) = fE Re f(x) du(x) + i fE Im f(x) du(x) .

Supponiamo ora che E sia uno spazio topologico localmente compatto e sia 6,(E, C)

lo spazio delle funzioni continue a valori complessi nulle fuori da un compatto di
E. Indichiamo con %.(E,R*) C %.(E,C) il sottoinsieme delle f che assumono
valori reali non negativi.

Sia p una misura su E per cui tutte le funzioni di 6.(E,C) siano integrabili:
allora

GED> f—10) = [ fodut e
¢ un funzionale lineare tale che :
I(f)>0 perogni fe€%.(ER").
Vale il Teorema di Riesz-Markofif'}

Teorema 12.1.1. Sia E uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff
esial : 6.(E,C) - C un funzionale lineare tale che I(f) > 0 per ogni f €
C.(E,R"). Allora risulta univocamente determinata una misura u, definita sulla
piut piccola tribu B(E) di E che contiene tutti i sottoinsiemi compatti di E, tale che

w(K) =inf{I(f) | f € C€.(E,R") ed f(x) >1Vx €K}, VY compattoK C E.
Le funzioni f € 6.(E,C) sono integrabili rispetto a u e

fE FOdu) = 1) VS € Gu(E.C).

La tribu B(E) generata dai compatti di E si dice la tribit di Borel di E ¢ la
misura definita nel Teorema[I2.1.1]si dice una misura di Radon su E.

12.2. La misura di Haar
Sia G un gruppo topologico.

Definizione 12.2.1. Si dice misura di Haar su G una misura di Radon g non nulla
e invariante a sinistra su G.
L’invarianza a sinistra di u significa, in modo equivalente, che

g -A)=puA), VYAeBG), YgeG,

ovvero che

fEf(g~X) du(x) = fEf(X) du(x), Vf € %(G,0), Vg €G.

IWedi: S.Berberian, Measure and integration, Chelsea, New York, 1965; p.227
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In questo caso chiamiamo il funzionale I(f) = fE f(x)du(x) un integrale di Haar
su G.

Dimostriamo il seguenteﬂ

Teorema 12.2.2. Ogni gruppo topologico localmente compatto ammette una mi-
sura di Haar. Essa e unica, a meno di moltiplicazione per una costante positiva.

DmosTtrAZIONE. Sia G un gruppo topologico localmente compatto. Indichiamo
con & I'insieme delle funzioni f € %.(G,R*) non identicamente nulle. Se f €
¢:(G,C) e g € G, indichiamo con f, la funzione di 6.(G,C) definita da f,(x) =
f(g™" - x) per ogni x € G.

Per dimostrare 1’esistenza di una misura di Haar su G, basta costruire un
funzionale Iy : & — R che goda delle proprieta &:

(1) (f)>0 VYfeZ,

(2) lo(fi + f2) = Io(f1) + Io(f2) Yfi.fre P,
3) Iokf) =klp(f) YkeR, k>0, Vfe P,
4) lo(fy) = 1o(f) VfeP.

Si verifica facilmente infatti che, posto Ip(0) = 0, ed

I(f) = Io(IRe f17) = Io([Re f17) + i {Io([Im f17) = Io([Im 1)},
I’applicazione C-lineare:
1:6(G,C)> f—I(f)eC
¢ allora un integrale di Haar, cui per il Teorema risulta associata un’unica

misura di Haar su G.
Dividiamo la dimostrazione del Teorema in diversi lemmi.

Lemma 12.2.3. Se f, ¢ € &2, allora esistono un numero finito di elementi g, . . ., gn
di G e numeri reali non negativi ky, . . . , k, tali che

F) <Y kidg (1) VxeG.
i=1

DmosTrAZIONE. Sia U la parte interna del supporto di ¢. Osserviamo che U #
0 perché ¢ € . Fissiamo un elemento sy € U e un intorno aperto W di Ay in
U con W compatto e contenuto in U. Allora V = Lhal (W) & un intorno aperto di
e, relativamente compatto in G. Gli aperti Lg(V), al variare di g in G, ricoprono
il compatto K = supp f. Possiamo allora fissare un numero finito di elementi
hi,...,h, di G taliche K C U}_, L,(V). Sia c¢ il minimo di ¢(x) sul compatto w.
Poiché W & contenuto nella parte interna del supporto di ¢, il numero cg & positivo.
Perognii=1,...,n,siak; = (maXLh,(V) fcoesiag; = hihal. Allora

FX) < sup ki, (¥) < ) Kihg () Vx € supp £,

1<i<n =1

ZA.Haar, Der Maassbegriff in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Comp. Math. 34
(1933), 147-169
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da cui segue la tesi. O

Siano f, ¢ € &. Definiamo il rapporto tra f e ¢ come il numero:

(f : ¢) = inf {Z ki
i=1

Vale poi il seguente:

g1 1 8q € G tali che £(x) < ) kidhg,(x) Vx € G} .
i=1

Lemma 12.24. Se f,¢ € &, allora (f : ¢) = maxg f

maxg ¢

DivosTrAZIONE. Infatti, se f(x) < 37, kidg,(x) Vx € G, abbiamo:

n

fx) < (Z k,-] m§x¢.

i=1
Passando agli estremi superiori dei due membri, otteniamo la tesi. O

Nel lemma seguente elenchiamo alcune proprieta del rapporto tra due funzioni
positive la cui verifica &€ immediata:

Lemma 12.2.5. Sia ¢ € &. Valgono allora le proprieta ¢:

(@) (fe:p)=(f:9) VfeP VgegG,

(@) (kf :9)=k(f:¢) VkeRconk>0,VfeP,

(iii) it <(fi:+(HL:PVfi,re P,

(iv) fuheZefi<h=U:9<(fr:9)
Abbiamo poi:

Lemma 12.2.6. Se f, ¢,y € &, allora
f<(f:d)@:y).

DivosTrRAZIONE. Infatti, se f < 3 kigg, € ¢ < 3y, allora f < 3% i kil ;.-
O

Corollario 12.2.7. Se f, ¢,y € &, allora

L U9
i wee Y
E(f: f) = 1perogni f e 2. Infatti (f : f) < maxg f/maxg f = 1 e da
(f: ) S(f: O+ f)ricaviamo che ¢ anche 1 < (f : f), da cui 'uguaglianza.
Fissiamo ora una ¥ € & con y(e) > 0 e per ogni coppia di funzioni f,¢ € &

poniamo:

: 1
Avpy= Y ¢>€[

W:o) [W:))

x=[] [(w—f) (f w>]

fez

(f lﬂ)} .
Sia
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Per il teorema di Tychonoff X ¢ uno spazio topologico compatto. Consideriamo
I’applicazione

A:G3¢— AlP) = (As(@)fer € X.
Per ogni intorno aperto V di e in G, definiamo

Fy={A@) ¢ P, ¢@=¢(g')VgeG e suppgcC V).

E Zv # 0 per ogni intorno V di e in G. Infatti W = V N {g‘1 |g € V} ¢ ancora un
intorno di e in G e, per ogni funzione n € & con supporto contenuto in W, posto
#(g) = n(g) + n(g™"), I'’elemento A(¢) appartiene a .Fy.

Osserviamo che, se V| C V; sono intorni aperti di e in G, allora .%y, C Zy,.

Indichiamo con .% y la chiusura di .#y in X. Poiché X & compatto e I’intersezione
di un qualsiasi numero finito di insiemi .%# y, al variare di V tra gli intorni aperti di
e in G non & vuoto, ne ricaviamo che

S = ﬂ §V =0
V aperto > e
Lemma 12.2.8. Un punto I = (If) e di & definisce un funzionale
I:Z>fI(f)=1feR

che soddisfa le condizioni 9:

(1 I(f)>0 VfeZ,

(2) I(fi+ L) <If)+1(f) Yh.LheP,
3) I(kf) =kI(f) YO<keR VfeZ,
4 I(fg) = I(f) Vfe Z,VgeG.

DimosTrAZIONE. La tesi € una conseguenza immediata del Lemma VII.1.5. In-
fatti le condizioni (¢) valgono per ciascuna delle f — Ar(¢) e quindi per continuita
valgono le () per la f — I(f). O

Per completare la dimostrazione dell’esistenza della misura di Haar, bastera
verificare che nella (2) di () possiamo sostituire I’'uguaglianza alla diseguaglianza.
Fissiamo due funzioni iy, 7, € &2, con n1(g) + m2(g) < 1 per ogni g € G. Poiché
esse sono uniformemente continue, per ogni € > 0 possiamo trovare un intorno V
di e in G tale che, per ogni g € G ed h € Lg(V), risulti

Im(h) = i)l + Im2(h) — ma(g)l < €.

Fissiamo una ¢ € & con supporto contenuto in V e ¢(g~") = ¢(g) per ogni g € G.

Sia f € & e siano g1,...,8, € G e ky,...,k, reali positivi tali che f(x) <
2y kigpg,(x) per ogni x € G. Osserviamo che ¢, ha supporto contenuto in L, (V)
e quindi

FG) <) ki ()

ove ) significa che la somma ¢ ristretta agli indici i per cui x € Lg,(V). Poiché
ni(x) < ni(g;) + € se x € Lg,(V), avremo anche

Feomi) < > killni(gi) + €lg, (x)
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per i = 1,2. Otteniamo percio

n

(fm 2¢)+(f?72$¢)£[ ki) (1+2e)

i=1

da cui segue che:

Um:p+Um:d)<(f:9)1+2e)

per un € arbitrariamente piccolo, purché ¢ abbia supporto in un opportuno intorno
V di e in G. Da questa relazione ricaviamo

(*) I(fn) + I(fm2) < I1(f).

Se fi, f» € &, fissiamo una f € & che sia uguale a 1 in un intorno di supp (f] + f>)
€ poniamo

_ )i/ fx) se f(x0)>0
ni(x) =
0 se X ¢&supp f;

peri = 1,2. Allora dalla (x) e dalle (©) segue che
I(fi+ ) =1(f)+1() Vfi.heP.

Cio completa la dimostrazione dell’esistenza dell’integrale di Haar. Dimostriamone

ora ’unicita, a meno di moltiplicazione per uno scalare.
Sia p una misura di Haar e indichiamo con I(f) = fG f(x) du(x) il corrispon-
dente integrale di Haar. Se f,¢ € P e f < 3\ | ki¢,, integrando ambo i membri

otteniamo:
n

1) < Z kil(¢g,) = (Z k,-) 1),
i=1

i=1
da cui ricaviamo che
1IN/ <(f:¢).

Fissiamo ora una f € & e sia € > 0. Per ’'uniforme continuita di f, esiste un
intorno V di e in G tale che |f(x) — f(gx)| < eperognix e Gege V. Sia¢ € &,
con ¢(x) = ¢(x~') per ogni x € G e supporto contenuto in V. Consideriamo
Vintegrale [, f(x) $(x~'g)du(x). Poiché ¢(x~'g) = ¢(g™'x) si annulla quando x
non appartiene a gV = Lg(V), e f(x) > f(g) —€ se x € gV, otteniamo:

fG F)p(x"g) du(x) > [f(g) — €] fG o(x '@ du(x) = [f(g) — €] I(9).
Quindi:
fl®)—e< (1/1($) fG FO¢(x"g) du(x) .

Poiché ¢ ¢ uniformemente continua, per ogni ¢ > 0 possiamo trovare un intorno W
di e in G tale che |¢(x) — ¢(y) < Sse yx~' e W.
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Siano gi,..., g, € G tali che supp f C | Lg, (W) e sia {¢}1<i<n € <2 una
partizione dell’unita su supp f subordinata al ricoprimento {Lg,(W)}i<i<n. Poiché
Y ha supporto contenuto in Lg,(W), otteniamo:

[ reone g dut) = Y [ feownon! o) duo)
i=1

< 21 (80 +3]

i=1
Posto k; = I(fy)/1(¢), abbiamo 3.1, k; = I(f)/1(¢) e

f(x)<e+o Z ki + Z kihg,(x) .

i=1 i=1

n

Se f € & & maggiore o uguale di 1 sul supporto di f, avremo:

n n
fx) < (e +6 ) ki) FG)+ > kit ().
i=1 i=1
Poiché 6 > 0 puo essere scelto arbitrariamente piccolo, abbiamo:

(+) (f:9) < e(f: )+ UN/1(9)).

Sia fy un’altra funzione di &. Essendo (fp : ¢) > I(fy)/1(¢), abbiamo (dividendo

i due membri di (%) per (fy : @) e tenendo conto del fatto che (I(f)/I1(¢))/(fo : ¢) <

UHT@N/U(fo)/1(#) = 1())]1(fo)):
KNI < 5 < e lE28 11 < ol < i+ 1O,

Ora, possiamo prendere € > 0 arbitrariamente piccolo purché il supporto di ¢

sia contenuto in un opportuno intorno V di e. Questo dimostra che il rapporto

I(f)/1(fp) & univocamente determinato e quindi I’integrale di Haar ¢ unico a meno
di un fattore moltiplicativo. O

12.3. Gruppi unimodulari

Sia G un gruppo topologico localmente compatto e ¢ una misura di Haar su G.
Fissato un elemento g € G, consideriamo il funzionale

€GO — 1= [ flxg) dutn e

Poiché esso ¢ un integrale di Haar, otteniamo:

Io(f) = A(g) - fo(X) du(x) = A(g) - 1(f)

(ove abbiamo indicato con I(f) I'integrale di Haar associato alla misura y) per una
funzione A : G — R* \ {0}. Osserviamo che

Ag18I(f) = Ig 4, (f) = A, (f) = A(g1)A(g2) I(f),
Vg1,82 € G, Yf € 6.(G,C)
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e quindi 4 : G — R* \ {0} & un omomorfismo di gruppi. Poiché per f € %.(G,C)
fissata, I’applicazione G > g — R;_lf € 6.(G,C) (ove R;_lf(x) = f(xg‘l) per
ogni x € G) ¢ continua, I’applicazione A & continua.

Se G ¢ connesso, ci sono solo due possibilita: o A(G) = R* \ {0}, oppure

AG) = {1}.

Teorema 12.3.1. Vale la formula di cambiamento di variabile nell’integrale:
23 [ e = [ o v ehGR.
G G

DmostrAZIONE. Consideriamo il funzionale J(f) = fG Fx DA™Y du(x). Ab-
biamo:

HLyf) = fG & DA dut)
= fG Sxg™' T HAG dux)
- [ 7070y e

= fG FOTHIAEHAHI ) du)] = J(f)

Quindi J(f) & un multiplo dell’integrale di Haar. Scegliendo delle f € £ con
f)=f x DHe supporti che variano in un sistema fondamentale di intorni di e in
G, si verifica facilmente che il rapporto J(f)/I(f) approssima, e quindi ¢ uguale ad
1. O

Definizione 12.3.2. Il gruppo topologico localmente compatto G si dice unimodu-
lare se A(G) = {1}, cioe se la misura di Haar u su G ¢ invariante sia a sinistra che a
destra:

fG £ dux) = fG £ (g ) du(x) = fG £x-g) du(x)
Vfe%.(G,C), VgeiG.

Teorema 12.3.3. Ogni gruppo topologico compatto e localmente compatto e uni-
modulare.

DimvosTrAZIONE. Se G ¢ compatto e localmente compatto, allora A(G) ¢ un

sottogruppo compatto di R* \ {0} e quindi ¢ uguale a {1}. O

In generale, U = A7!(1) & un sottogruppo normale chiuso di G, e il quoziente
G/U ¢ isomorfo a un sottogruppo additivo del gruppo additivo R dei numeri reali.
Se G ¢ connesso e non ¢ unimodulare, allora G/U ~ R.

12.4. Misure relativamente invarianti sugli spazi omogenei

Sia G un gruppo topologico localmente compatto.
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Definizione 12.4.1. Una misura di Radon 7 su G si dice relativamente invariante
se vi ¢ una funzione k;, : G — R* \ {0} tale che

(12.4.1) fG Fle™ Ddn() = x,(9) fG FWdn, VS € GG, C), Vg € G.

Osserviamo che la «;, ¢ necessariamente continua ed ¢ un omomorfismo di G
nel gruppo moltiplicativo R* \ {0}.
Data f € 6.(G, C), consideriamo la funzione x — F(x) = Ky 1(x) f(x). Risulta

F(g'x) = K;I(g_lx) flg™'x) = Kn(g) K,;I(X) flg™'%)

e quindi il funzionale lineare f — I(f) = fG Ky '(x) f(x) dn(x) soddisfa I (LZ, f) =
I(f) per ogni f € ¢.(G,C) ed & dunque un integrale di Haar.
Abbiamo quindi ottenuto:

Teorema 12.4.2. Sia G un gruppo topologico relativamente compatto e sia y una
sua misura di Haar. Gli integrali di Radon relativamente invarianti su G sono
allora tutti e soli i funzionali della forma:

(12.4.2) J(f)=k fG Jkx) du(x)  f € 6(G,C)

ove k é un numero reale positivo e k : G — R* \ {0} un omomorfismo continuo. 0O

Estendiamo ora la nozione di misura relativamente invariante al caso degli
spazi omogenei.

Sia H un sottogruppo chiuso di un gruppo topologico G, e sia X = G/H il
corrispondente spazio omogeneo. Indichiamo con 7 : G — X la proiezione nel
quoziente.

Definizione 12.4.3. Si dice misura relativamente invariante su X una misura di
Radon v su X per cui esista una funzione «, : G — R* \ {0} tale che v(g(A)) =
ky(g) - v(A) per ogni compatto A di X: per il corrispondente integrale di Radon
avremo:

(12.4.3) f Flg™" %) dv(x) = Kky(g) f f(x)dv(x), VgeG, VfeE(G,C).
X X

Poiché H ¢ un sottogruppo chiuso di G, esso ¢ a sua volta un gruppo localmente
compatto. Su di esso vi & quindi una misura di Haar ug.

Possiamo definire un’applicazione %.(G, C) — %.(X, C) mediante integrazio-
ne lungo la fibra: ad f € 6,.(G, C) associamo

(12.4.4) f(&) = fH fxhydug(h) sem(x) =€ €X.

Il valore dell’integrale a secondo membro non dipende infatti dal particolare rap-
presentante x di £ € X in G.

Lemma 12.4.4. L’integrazione lungo la fibra é un’applicazione surgettiva
%(G,C) — 6.(X,C)
ed associa a funzioni di 2 (G) funzioni di P (X).
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DimostrAZIONE. Sia f € %.(X,C). Poiché la proiezione 7 : G — X ¢ aperta,
per ogni & € supp f esiste un aperto U relativamente compatto in G tale che n(Uy)
sia un intorno aperto di £ in X. Poiché supp f € un compatto, esisteranno un numero
finito di punti &,. .., &, tali che supp f C |, m(U,). Fissiamo ora una funzione
reale non negativa F' con supporto compatto in G e che sia uguale a 1 in un intorno
del compatto J, ﬁgi. La funzione F(&) & continua e strettamente positiva in un
intorno di supp f: ne segue che la f(x) = F(x) f(nA(x))/F (m(x)) ¢ ben definita e
continua con supporto compatto in G, ed abbiamo f = f. L’ultima affermazione
del lemma ¢ evidente. O

Supponiamo ora vi sia su X una misura di Radon relativamente invariante v, e
indichiamo con J(f) = fx f(&) dv(¢) il corrispondente integrale sulle f € 6.(X, C).
Mediante I’integrazione sulla fibra possiamo associare ad esso un funzionale I’ su
%.:(G,C), ponendo I'(f) = J(f) per ogni f € 6.(G,C). Abbiamo

I'(Lyf) = JLyf) = k(87N = k(87O (f).

Quindi, per la discussione sulle misure relativamente invarianti su G, avremo, per
una misura di Haar ug su G:

J

Indichiamo con Ag e Ag gli omomorfismi, relativi ai gruppi H e G, definiti come
all’inizio del §2. Applicando la formula (#) sia ad f che ad R,_, f otteniamo:

dv(m(x))

f f(xh) dun(h)
H

(#)
= j(;f(x)KV(x)d,u(;(x), vfG%c(G’C)

An(h) fG FOm, () diag (0 = Aa(h) fx ( fH Fock) d,UH(k)) dv(r ()

= f(f f(xkh_l)duH(k)) dv(r(x))
X \JVH

= f FCch™ Mo (xh™ ey () dig (x)
G

= ky(h) Ag(h) fG Jr () duc(x), V[ e C(G,C),

da cui ricaviamo la relazione:
(12.4.5) Au(h) = k,(h) Ag(h) Yh € H.
Da queste considerazioni segue il:

Teorema 12.4.5. Condizione necessaria e sufficiente affinché esista una misura di
Radon relativamente invariante sullo spazio omogeneo X = G/H é che vi sia un
omomorfismo continuo k : G — R* \ {0} tale che

) k() Ag(h) = Ag(h), VheH.
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Le misure di Radon relativamente invarianti su X sono tutte e sole quelle che
soddisfano

@ ([ e )i = & [ .
Vf € €.(G,0),
per una k che soddisfa (1) ed una costante positiva k € R.

DmosTtrAZIONE. Per completare la dimostrazione, occorre dimostrare la suf-
ficienza: a questo scopo bastera provare che, data una ¢ € %.(X,C), il secondo
membro della (1) dipende solo da ¢ e non dalla scelta di una f € %.(G,C) con
f = ¢. Bastera, per la linearita, mostrare che, se f € 6.(G,C) e f =0, allora

fG k(x) f(x)dug(x) = 0. Da f 0 ricaviamo (vedi Teorema i che anche
f feh™) Aau(h™) dun(h) = 0
H

Sia F € &. Scambiando I’ordine d’integrazione otteniamo:

) fG (fH f(Xh_])/lH(h_])dﬂH(h)) F(x) k(x) dpc(x)

= L(L F(X)f(Xh_l)K(x)d,uG(x)) /lH(h_l)dﬂH(h),
Ponendo y = xh™" otteniamo:

0= [ ([ Fomsoducom | o duncn
i fH (fc d (y”>f<y>K<y>duG(y>) dyan(h)

- fG K(x)f(x)( fH F(xh)d#H(h)) duc ().

Per concludere, ¢ sufficiente scegliere una F tale che fH F(xh) dug(h) = 1 per ogni
x € supp f. A questo scopo fissiamo una p € & uguale a | in un intorno U di
supp f e una ¥ € &, uguale a 1 in un intorno di supp f e con supporto contenuto
in U e poniamo

_ Jw@p)/ fypxh)ydunh)  se xeU,
F(x) =
0 se X ¢&suppy.
O
Applicando il Teorema [12.4.5] osserviamo che, in particolare, se H & un sot-
togruppo normale di G, si puo prendere x(g) = 1 per ogni g € G. Ne segue che

U= /l(‘;l (1) & un gruppo unimodulare, e tutti i suoi sottogruppi normali chiusi sono
unimodulari. In particolare U ¢ il piu grande sottogruppo unimodulare di G.
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Osserviamo infine che se H ¢ un sottogruppo chiuso unimodulare di G, allora
possiamo scegliere « uguale a 1/4g, e quindi X = G/H ammette una misura di
Radon relativamente invariante.

12.5. Misura di Haar nei gruppi di Lie

Ricordiamo che un gruppo di Lie ¢ un gruppo topologico G, con una struttura
differenziabile per cui 1’applicazione GXG > (x,y) — x~'y € G sia differenziabile.

In un gruppo di Lie G le traslazioni a sinistra L,, a destra R, e 1’aggiunzione
ad, sono diffeomorfismi. Indichiamo con £(G) lo spazio vettoriale dei campi di
vettori invarianti a sinistra, cio¢ delle sezioni globali X € (G, TG) tali che
Le (X) = X per ogni g € G. 1l differenziale della traslazione a sinistra definisce un
isomorfismo Lg, : T.G — T,G e ci permette di associare ad ogni vettore X € TG

un campo di vettori invariante a sinistra x — X v = Ly (X).
Indichiamo con g lo spazio tangente a G nell’identita e. L’ applicazione

g5 X - X € 2G)

¢ un isomorfismo di g con lo spazio dei campi di vettori invarianti a sinistra su
G. Possiamo allora definire un prodotto su g mediante il commutatore di campi di
vettori invarianti a sinistra:

[X,Y] := (XY - YX),.
Con questo prodotto g € un’algebra di Lie reale, che si dice associata al gruppo di
Lie G. L’applicazione ¥ : TG — g che associa av € T,G I'elemento X = ¥¢(v)

tale che X; = L, (X) = v sidice la forma di Cartan su G. Per definizione essa &
invariante a sinistra: L, = ¢ per ogni g € G.

Essa ci permette di associare ad ogni prodotto scalare reale b su g una metrica
Riemanniana invariante a sinistra g su G mediante:

(12.5.1) g(v,w) = bI(), d(w)).

Chiaramente E] la misura associata é una misura di Haar su G. Indichiamo con
Ad(a) : g — g il differenziale nell’identita dell’automorfismo interno ad(a) : G 3
x — axa~' € G. Esso & un automorfismo dell’algebra di Lie g.

Lemma 12.5.1. Se G ¢ un gruppo di Lie, abbiamo:
(12.5.2) Ag(a) = |detAd(a)”! Va e G.

Cio significa che, se ug é una misura di Haar di G, allora

fG Fora™) dug(x) = fG F)duc(xa) = (1/]det Ad(@)) fG £ dug()
Yae G, Vf e %.(G,C).

3Se g ¢ una metrica Riemanniana sulla varieta differenziabile G di dimensione m, la metrica
associata si definisce in coordinate locali x', ..., X" mediante dug = 4/det(g; ;) dA, ove A & la misura

di Lebesgue in R e la matrice (g; ;)1 j<n & definitada g;; = g (8/6x’, 0/0x/ )
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DimosTrAZIONE. Abbiamo infatti per la forma di Cartan:
R9 =R, oL 9 =Ada")od.

Localmente la misura di Haar dug ¢ proporzionale alla forma 9 A --- A 9 (dove n
——

n volte
¢ la dimensione di g). Per la definizione del determinante otteniamo:

Ad(a_l) oA A Ad(a_l) o) = [detAd(a‘l)] DA AND.

n volte n volte

Da questa formula segue la tesi. O

Esempio 12.5.2. Consideriamo GL(n,R) come un aperto dello spazio vettoriale
delle matrici reali nxn. Nelle coordinate canoniche, la forma di Cartan di GL(#n, R)
& ¥ = x~'dx. Possiamo fissare il prodotto scalare b(X, Y) = traccia(’X Y) per X, Y €
gl(n,R). Allora la metrica Riemanniana invariante a sinistra associata & definita da:

g.(X, ¥) = traccia((a~' X)(a"'Y)) = traccia(X(a'a)"'¥).

Utilizzando la metrica Riemanniana possiamo calcolare la misura di Haar. Rispetto
alla misura di Lebesgue dV(x) sull’aperto GL(n,R) di gl(n,R) ~ R"z, essa ¢ data
da du(x) = |det x| dV(x).

Per verificare quest’uguaglianza, ricordiamo che, se A, B sono due endomorfi-
smi dello spazio vettoriale V, di dimensione finita # su K, il determinante del loro
prodotto tensoriale A ® B, (I’endomorfismo di V ® V tale che (A @ B)(v ® w) =
A(v) ® B(w) per ogni v,w € V), ¢ il prodotto delle potenze n-esime dei loro
determinanti: det(A ® B) = (detA)" - (det B)".

Le matrici E; ; = (6, 0 1) 1<hk<n fOrmano una base ortonormale per b. Abbia-
mo:

traccia(’E; j(a'a)™' Epy) = traccia(E j;Epx(a'@)™) = 6 xl(@'a) " in
VY1<ijhk<n.

Quindi, rispetto alle coordinate cartesiane globali su GL(n, R) C gl(n,R) =~ an’ ab-
biamo g, j)mx(a@) = djkl(a @)™H] i.n € quindi la matrice (g, j) k) (a)) ¢ il prodotto
tensoriale (a'a)™! ® I,. Quindi:

1
det(g, . (@) = |detal”

cidadugrLur)(x) = |det x| dV(x) ove V ¢ la misura di Lebesgue su R”. Osserviamo
infine che, identificando gl(n, R) al prodotto tensoriale R" ® R”, abbiamo Ad(a) =~
a® a' e quindi detAd(a) = 1 per ogni a € GL(n,R) e quindi GL(n,R) &
unimodulare.

0
le matrici reali 2 X 2 triangolari superiori invertibili. Si verifica allora che

detAd(“ b) -
c c

Esempio 12.5.3. Sia T.(2,R) = {(“ i’ )

a,b,ceRcon ac# O} il gruppo del-

0
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e quindi il gruppo lineare T, (2, R) non ¢ unimodulare.

Esempio 12.5.4. Piu in generale, se n > 1 e G ¢ il sottogruppo di GL(n,R) di
tutte le trasformazioni a che mandano in se¢ il sottospazio vettoriale generato dai
primi m vettori della base ey, ...,e,, con 1 < m < n, né G, né G N SL(n, R) sono
unimodulari.

Esempio 12.5.5. Sia T, (n,R) il gruppo delle matrici reali n X n triangolari supe-
riori. In questo caso abbiamo

an ap ... d

ay ... Ay B _ B

det Ad ) | =dtd? e
Unn

e quindi il gruppo lineare T*(n, R) non & unimodulare.

Esempio 12.5.6. Se G ¢ un gruppo lineare, possiamo supporreﬂ che G c GL(n,R).
La forma di Cartan di G & la restrizione a G della forma di Cartan x~'dx di
GL(n,R).
Se esiste una forma bilineare simmetrica non degenere b su g tale che
b(Ad(a)(X), Ad(a)(Y)) = b(X,Y) perogni X, Y € g,

allora G & unimodulare.

Esempio 12.5.7. Se g ¢ un’algebra di Lie sul campo k, per ogni X € g possiamo
definire una derivazione interna Ad(X) di ¢ mediante:

AdX):g3Y - AdX)(Y) =[X,Y] €g.

Se g ¢ I’algebra di Lie del gruppo lineare G, I’endomorfismo Ad(X) ¢ il differen-
ziale in e € G dell’automorfismo ad(exp(X)). Abbiamo quindi:

Se G ¢ un gruppo lineare connesso, condizione necessaria e sufficiente affinché
sia unimodulare & che

traccia(Ad(X)) =0 VX eg.

12.6. Rappresentazioni dei gruppi topologici
Sia G un gruppo topologico.

Definizione 12.6.1. Una rappresentazione di G su uno spazio di Hilbert complesso
V & un omomorfismo @ : G — ¥4(V) di G nel gruppo ¥4(V) degli isomorfismi
lineari di V in V che sono continui con i loro inversi, tale che I’applicazione GXV >
(g,v) = O(g)(v) € V sia continua.

Osserviamo che vale il seguente

. . . . Rea —Im . .
4Facendo corrispondere ad ogni matrice a € GL(n, C) la matrice (ImZ Re a") possiamo associare

ad ogni gruppo lineare G ¢ GL(n, C) un sottogruppo chiuso G’ di G ¢ GL(2n,R), isomorfo a G
come gruppo topologico.
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Lemma 12.6.2. Siano G un gruppo topologico, V uno spazio di Hilbert complesso
e ®: G > Y(V) un omomorfismo. Condizione necessaria e sufficiente affinché ®
sia una rappresentazione nel senso precisato sopra é che siano soddisfatte le due
condizioni:
(i) Perogniv eV l'applicazione G > g — O(g)(v) € V e continua in g = e;
(ii) Esistono un intorno aperto U di e in G ed una costante C tali che
(12.6.1) 1PNl = supy— @M < C, VgeU.

DimosTtrAZIONE. Le condizioni (i) ed (ii) sono chiaramente necessarie. Vice-
versa, la (ii) implica che la @ ¢ continua in e e quindi, essendo G e ¥ (V) gruppi
topologici, € continua. Resta da verificare la continuita della G X V > (g,v) —
d(g)(v) € V. Siano g, g0 € G e v,vg € V. Abbiamo:

[D(2)(v) — D(go)vo)l < Do)l - 1D (25" ) () = woll
< (g0l - 19 (25" €) (v = vo)ll
+ (o)l - 1 (85" ) (v0) — vl
< l1D(go)l - 10 (25" 8) 11 - v = voll
+ (g0l - 1 (25" g) (vo) = vl

Sotto le ipotesi (i) ed (ii) i due addendi nelle ultime due righe della diseguaglianza
tendono a zero quando g = gpinGev — vyin V. O

Definizione 12.6.3. Una rappresentazione @ di G su uno spazio di Hilbert V si
dice unitaria se ||®(g)|| = 1 per ogni g € G.

Se G c GL(n, C), la rappresentazione
(12.6.2) GxC">(g,v) — glv) e
si dice la rappresentazione standard.

Esempio 12.6.4. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi complessi in n indeter-
minate, omogenei di grado k. Otteniamo una rappresentazione di GL(n,C) su V
ponendo:

D(Q(p)(x) = p(g~'(x)) per x="(x',...,x").

Esempio 12.6.5. Sia V lo spazio vettoriale complesso dei polinomi omogenei di
grado k di 2n variabili reali xy, ..., x5, y1,. .., y,. Utilizzando le variabili complesse
Zj = Xj+1iyj, Zj = xj — iyj, poniamo z = '(z1,...,24), Z = '(Z1, ..., Zx) € scriviamo
ogni p € V come un polinomio p(z,7). Definiamo allora un’azione di U(n) su V
mediante:

D(g)(p)(z.2) = p(g™' (2), '8(2)).

Esempio 12.6.6. Sia AKC”" la potenza esterna k-esima di C*. Vi ¢ allora un’unica
azione di GL(n, C) su A*C” per cui risulti:

D1 A= Avp) =g A Aglw) Yy, ..., €C".
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Esempio 12.6.7. Consideriamo il gruppo additivo G = R”. Sia L*>(R") lo spazio
vettoriale delle funzioni a valori complessi su R” che sono di quadrato sommabile
in R, Allora R” x L*(R") > (v, f) = f(- + v) € L*(R") & una rappresentazione
unitaria.

Esempio 12.6.8. Piu in generale, sia G un gruppo topologico localmente compatto,
sia u una misura di Haar su G. Risulta allora definita una rappresentazione unitaria
® su L*(G, du) mediante ®(g)(f)(x) = f(gx) per ogni g,x € G, per ogni f €
L*(G, dy).

Esempio 12.6.9. Sia X = G/H uno spazio omogeneo del gruppo topologico lo-
calmente compatto G, con sottogruppo di isotropia chiuso H, e sia v una misura
di Radon relativamente invariante su X. Allora ® : G x L*(X,v) 3 (g, f) —
(Lg)* (f) € L*(X, v) & una rappresentazione di G. Essa & unitaria se la funzione «,
¢ identicamente uguale a 1.

Sia @ : G —» ¥(V) una rappresentazione di un gruppo topologico G su uno
spazio di Hilbert complesso V.

Definizione 12.6.10. Un sottospazio W di V si dice invariante ®(g)(W) ¢ W
per ogni g € G; in questo caso EL se W ¢ chiuso in V, otteniamo una sottorap-
presentazione di G su W ed una rappresentazione quoziente su V/W nel modo
ovvio.

La rappresentazione ® si dice irriducibile se non esistono sottospazi invarianti
non banali.

Due rappresentazioni @ : G —» 4(V)e ¥ : G — ¥(W) si dicono equivalenti
se esiste un isomorfismo lineare, continuo e con inversa continua, ¢ : V — W tale
che ¥(g) o ¢ = ¢ o O(g) per ogni g € G.

Esempio 12.6.11. Sia k un intero positivo e sia V lo spazio vettoriale dei poli-
nomi complessi delle variabili reali x,...,x,, omogenei di grado k. Poniamo
x=%xq,...,x,) e definiamo ® : SO(n) —» GLc(V) mediante:

()P =p(g7' )  VYgeSOMm), YpeV.
Introduciamo 1’operatore di Laplace A = ((92 /(9x%) +oe ((92/ axﬁ) e definiamo
(12.6.3) A:Vap— (x+-+xD)-(Ap) e V.
Si verifica che ®(g) o A = A o O(g) per ogni g € SO(n). Ne segue che ker A e A(V)
sono due sottospazi invarianti per ©.
12.7. Rappresentazioni dei gruppi lineari
Consideriamo ora il caso in cui il gruppo G sia un sottogruppo chiusolﬂ di un

gruppo lineare GL(n, C).

3Osserviamo che, se W & invariante, anche la sua chiusura W in V & invariante.
611 teorema seguente vale piu in generale per un qualsiasi gruppo di Lie.
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Teorema 12.7.1. Ogni rappresentazione di dimensione finita di un gruppo lineare
e di classe €.

DmostrAzIONE. Sia G € GL(n, C) un gruppo lineare e sia 7 : G — GL(N, C)
una sua rappresentazione lineare di dimensione finita.

Fissiamo un intorno U di e in GL(N, C) tale che ogni elemento g € U abbia in
U un’unica radice quadrata g'/? € U: a questo scopo ¢& sufficiente fissare un intorno
aperto 2V di 0 nell’algebra di Lie gl(N, C) di GL(#, C) tale che X — exp(X) sia un
diffeomorfismo di 2V su un intorno aperto di e in GL(N, C) e porre U = exp(V).
Possiamo supporre che U sia una palla aperta di C" contenuta in GL(n, C).

Dimostriamo il teorema nel caso particolare in cui G sia il gruppo moltiplica-
tivo dei reali positivi. Scegliamo e sufficientemente piccolo in modo che n(e) € U
per ogni t € [—€,€]. Sia Y € gl(V, C) tale che m(e€) = exp(€Y). Otteniamo allora,
per Iunicita della radice quadrata in U, che n(e€/>") = exp(z= ¥) per ogni intero
m > 0 e quindi che exp(e//?") = exp(zf—,i Y) per ogni £ € Z ed m € N. Poiché n ¢
continua, ne segue che n(e’) = exp(tY) per ogni ¢ € R. Chiaramente la rappresen-
tazione R* \ {0} 3 ¢’ — exp(tY) € GL(n, C) & differenziabile di classe €, perché
composta di applicazioni differenziabili di classe €

+ log(-)Y exp
R*\ {0} —— gl(N,C) —— GL(n,C).

Il ragionamento che abbiamo svolto nel caso particolare in cui G = R* \ {0} ci
permette, in generale, di definire un diagramma commutativo:

95 —— gl(N,C)
(*) expl lexp
G — GL(N,C)

in cui I’applicazione I1 ¢ lineare. Ne segue che la x € di classe € in un intorno di
e = exp(0) (perché exp ¢ un diffeomorfismo in un intorno di 0) e quindi dappertutto.
O

Dalla dimostrazione del Teorema segue il:

Corollario 12.7.2. Se ® : G — GL(n,C) ¢ una rappresentazione di dimensione
finita di un gruppo lineare G, allora il suo differenziale nell’origine:

d®, : g — gl(n,C)
e un omomorfismo di algebre di Lie.

Definizione 12.7.3. Un omomorfismo ¢ : g — gl(n, C) di un’algebra di Lie reale g
si dice una rappresentazione di dimensione finita di g.

Dalla dimostrazione del Teorema|12.7.1]| segue ancora il

Corollario 12.7.4. Sia G un gruppo lineare connesso e semplicemente connesso
e sia § la sua algebra di Lie. Ad ogni rappresentazione di dimensione finita di g
corrisponde un’unica rappresentazione lineare di G.
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DimosTrAZIONE. Basta osservare che in questo caso all’omomorfismo IT di al-
gebre di Lie corrisponde un omomorfismo n di gruppi di Lie che rende (*) com-
mutativo. O

12.8. Operatori di Radon
Sia G un gruppo ed & una famiglia di funzioni su G.

Definizione 12.8.1. Un’applicazione lineare T : § — § € un operatore (a sinistra)
del gruppo G se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

(i) & € G-invariante: cioe {x — R;f(x) = f(xg)} € & perogni f € &.

(if) T commuta con I’azione del gruppo: ciog R;(T( ) = T(R; f), ovvero

(T(N(xg) = Tx(f(xg)).

Osserviamo che se f € § ¢ costante sulle classi laterali sinistre gH di un
sottogruppo H di G, anche T'(g) sara costante sulle classi laterali sinistre di G:
quindi ogni operatore del gruppo G induce un operatore sulla corrispondente classe
di funzioni definita su un qualsiasi spazio omogeneo G/H.

Per ogni g € G, la traslazione a destra R;, definisce un operatore del gruppo G
su una qualsiasi classe G-invariante di funzioni complesse § su G.

Se poniamo S, = LZ"" le S, (con il prodotto di composizione) formano un
gruppo isomorfo a G e la trasformazione g — S ¢ un isomorfismo di gruppi.

Le loro combinazioni lineari a coefficienti complessi

(%) T = Z kiS g,
i=1

formano un anello.
Se v ¢ una misura a valori complessi definita su G, possiamo associare ad essa
un operatore

() T,f(x) = fG FOT ) dv(y).

Osserviamo che 7', ¢ della forma () nel caso di una misura a valori complessi con
il supporto concentrato in un numero finito di punti.

Definizione 12.8.2. Se G ¢ localmente compatto e v una misura complessa di Ra-
don, e allora T, si dice un operatore di Radon. Se la misura v ha massa finita,
diremo che T, € un operatore di Radon limitato.

Se f ¢ limitata e uniformemente continua a destra (se cioe per ogni € > ( esiste
un intorno aperto U di e in G tale che |f(xg) — f(x)] < e perogni g € U ed x € G)
e v una misura di Radon limitata, allora

T,f(xg) = T,f(x) = | (O 'x0) - O %) dv(y)
G

e quindi

T, f(xg) = Ty f(x)] < fG lfo"'xg) = fO7 )| dv(y) < € fG dv(y)| VxeG,
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e T, f ¢ anch’essa uniformemente continua a destra.

Se v; e v, sono due misure di Radon complesse di massa finita, abbiamo
chiaramente 7', + T,, = T,,,, € vale inoltre:

R&RMMFILGWﬁEWMMMMM-

Il secondo membro di quest’uguaglianza ¢ un integrale di Radon, rispetto a una
misura di Radon di massa finita v:

mommm=LﬂWmmm

per cui risulta: v(G) = v{(G) - v2(G).
In particolare,

Proposizione 12.8.3. Sia G un gruppo topologico localmente compatto. Con il
prodotto di composizione gli operatori di Radon limitati formano un anello. O

Sia ora ug la misura di Haar su G. Indichiamo con LP(G) lo spazio di Banach
delle funzioni misurabili di potenza p sommabile su G:

(12.8.1) LP(G) = {f ¢ ug-misurabile e f lf ()P dug(x) = ||f||§ < +oo} .
G

Se v ¢ una misura di Radon complessa di massa totale finita abbiamo:

fG Ty()(x) - p(x) duc(x) = J(; dv(y) fG FO10) ¢(x) dpg (x)

fGTv(f)(X)-tb(X) dug(x)| < (fG IdV(Y)I) WA 1lp Nl

VfelLP(G),Ype LV (G)(ovel < p,p’ < +o0e % + [} =1).
Abbiamo ottenuto:

e quindi

Teorema 12.8.4. L’anello degli operatori di Radon limitati opera sugli spazi LP(G)
per ogni p €]1, +ool.

12.9. Prodotto di convoluzione

Sia G un gruppo topologico localmente compatto. Allora anche il prodotto
diretto G >« G € un gruppo topologico localmente compatto. Siano ug € g~ le
loro rispettive misure di Haar. Per i corrispondenti integrali di Haar abbiamo:

[ renduscen = [ duco) [ Feydusen
GG G G
=fmmwaw%w@mw
G G
Quindi: la trasformazione

G=<G>3(xy) — 0 '%)eG=G
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¢ un omeomorfismo che lascia invariata la misura di Haar di G »< G. In particolare,
se ¢, ¥ sono due funzioni pg-misurabili su G, il loro prodotto tensoriale

(@ ®Y)(x,y) = p(X)(y)

& misurabile, e risulta misurabile anche la ¢(y ' x)y(y), e la y — ¢y x)W(y) &
misurabile per quasi tutti gli x di G.

Supponiamo ora che ¥ € LY(G). Allora y(x)dug(x) definisce una misura di
Radon di massa finita su G e quindi un corrispondente operatore di Radon -+ del
gruppo G.

Definizione 12.9.1. Data ¢ € L?(G) la funzione di LP(G):

W p(x) = fG v 60 %) duc(y) = fG w(xy) 60" dug(y)

si dice prodotto di convoluzione di Y e ¢.
Osserviamo che vale la

I = Bllir) < Wl elldllre) -

Data una qualsiasi funzione f su G, sia f la funzione su G definita da f(x) = f(x~1)
per ogni x € G.
Vale la

Proposizione 12.9.2. Se d € LP(G) ey € LP (G), con1 < p,p’ < +x e 117+# =1,
allora  * ¢ é una funzione continua e

s p(OI < Wl )lIdllre) Yx€G.

Nel caso di un gruppo unimodulare, 1’applicazione f — f & un’isometria su
ciascuno degli spazi L”(G), per 1 < p < +co. Abbiamo:

Teorema 12.9.3. Sia G un gruppo topologico unimodulare. Allora il prodotto di
convoluzione gode delle proprieta:

() Sepe LP(G)ey e LV (G), con1 < p,p’ <+ e %+ # = 1, allora y + ¢
e una funzione continua e limitata e

W = @l < Wl )l1dllrG) -

(ii) Siano p, q,r numerireali > 1 e tali che % = %+$—1. Allora, se ¢ € LP(G)
e ¥ € LYUG), il prodotto di convoluzione ¢ = ¢ é una funzione di L'(G) e
vale la maggiorazione:

= @llr) < IWlLae)dllr) -

(#ii) 1l prodotto di convoluzione gode della proprieta associativaﬂ‘

(1 % 2) * p3 = @1 * (P2 * h3) 1= @1 * P2 x P3.

Seil gruppo G non ¢ commutativo, non lo ¢ in generale nemmeno il prodotto di convoluzione.
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12.10. Operatori associati a una rappresentazione

Sia G un gruppo topologico localmente compatto ed unimodulare e sia ug
una sua misura di Haar. Se @ ¢ una rappresentazione di G sullo spazio di Hilbert
V, associamo ad ogni f € L'(G), con supporto compatto, un operatore lineare
O(f) : V - V mediante la formula

(#) O(f)(v) = fG JOPX)W) dug(x) YveV.

Se f € L'(G) ha supporto compatto, abbiamo
DM < sup PN - lIfllpie) - IMlv - YveV

xesupp f

e quindi @(f) ¢ un operatore limitato.

Osserviamo che, se W C V & un sottospazio chiuso invariante ®(G)-invariante
di V, allora W & anche ®( f)-invariante.

Se @ ¢& unitaria, allora ©(f) ¢ definito, mediante la formula (#), per tutte le
feL'(G). E un operatore limitato su V con:

IPON < M1 A1l -

Osserviamo ancora che:

Lemma 12.10.1. Se ® ¢ una rappresentazione unitaria di un gruppo topologico
localmente compatto e unimodulare G, allora:

12.10.1)  [OO) = DY) con  fx)=fx L), cioe f'=f,

ed inoltre

(12.10.2) D(fi) o (o) = ©(fi = ) Vfi, o € L(G).

DiMOSTRAZIONE. Poiché @ & unitaria, abbiamo [®(x)]* = ®(x~!). Tenuto conto
del fatto che su un gruppo unimodulare fG h(xY dug(x) = fG h(x) dug(x) per ogni
h € L'(G) (vedi Teorema VIIL.2.1), abbiamo:

[P () = fG FOOGH) dug(x) = fG FEH®OW) duc(x) = O(F)(V).

Risulta poi:
®(f1)°¢’(f2)(V)=fol(y)‘I’(y)(foz(X)q)(X)(V)dX) dy
= [ Aom00e00dyas
GxG

- f f FOAG™ OO00) dy dx
GxG

= f ( f fl(y)fz(y_lx)dy) D(x)(v) dx
G G
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= fG(fl * [2)(0)D(x)(v) dx
= O(f1 * L)).



CAPITOLO XIII

Rappresentazioni dei gruppi compatti

13.1. Relazioni di ortogonalita di Schur

Sia G un gruppo compatto. Indichiamo con dx la sua misura di Haar, norma-
lizzata in modo che risulti fG dx =1.

Proposizione 13.1.1. Se ®@ ¢ una rappresentazione di G su uno spazio vettoriale V
di dimensione finita, allora esiste un prodotto scalare Hermitiano su V che rende
@ unitaria.

DimostrAzZIONE. Sia (| )p un qualsiasi prodotto scalare Hermitiano su V.
Definiamo su V un nuovo prodotto scalare ponendo

Vw)ow = fG (@XM [DEW)g dx Vv, we V.

Questo nuovo prodotto scalare ha chiaramente le proprieta richieste. O

Corollario 13.1.2. Ogni rappresentazione ®© di un gruppo compatto G su uno
spazio vettoriale di dimensione finita V si decompone in una somma diretta di
rappresentazioni irriducibili.

Abbiamo cioeé una decomposizione V.=V ®---@®V,, di V in una somma diretta
di sottospazi ©(G)-invarianti irriducibili.

DmvosTrAZIONE. Possiamo infatti fissare su V un prodotto Hermitiano che ren-
da la @ unitaria. Basta osservare allora che se il sottospazio W ¢ ®(G)-invariante,
lo & anche il suo ortogonale W+. O

Teorema 13.1.3 (Lemma di Schur). Siano ® e @' due rappresentazioni lineari
irriducibili non banali del gruppo compatto G sugli spazi vettoriali di dimensione
finita V e V' rispettivamente. Supponiamo esista un’applicazione lineare L : V —
V' tale che L o ®(x) = ®'(x) o L per ogni x € G. Allora L é o un isomorfismo
lineare oppure I’applicazione nulla.

DimostrazIONE. Infatti ker L ed L(V) sono sottospazi invarianti di V e di V’
rispettivamente, e quindi o ker L = {0} ed L(V) = V’, oppure ker L = V ed L(V) =
{0}. O

Corollario 13.1.4. Sia ® una rappresentazione irriducibile del gruppo compatto
G sullo spazio vettoriale di dimensione finita V. Allora ogni endomorfismo L di V
che commuti con tutte le ®(x), al variare di x in G, é un multiplo dell’identita:

(13.1.1) {L € Homa(V, V)| Lo ®(x) = D(x) o LYx € G} = C - Iy.

187
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DimosTtrAZIONE. Sia L un endomorfismo di V che commuta con tutte le ®(x),
al variare di x in G, e sia 4 € C un autovalore di L. Per il Lemma di Schur
L—-AIy=0. O

Teorema 13.1.5 (Relazioni di ortogonalita di Schur). Siano ®, @ due rappresen-
tazioni unitarie irriducibili e non equivalenti del gruppo compatto G sugli spazi
vettoriali di dimensione finita V, V', rispettivamente. Allora per ogni u,v € V e
u',v' e V' le due funzioni x — (©(x)(w)|v)y e x — (O’ (x)(u')|V' )y sono ortogonali
in L*(G):

(13.1.2) f (O(x)WW)y (@ (x)W)V)y dx =0
G
Abbiamo inoltre, per ogni uy, uy,vi,vy € V:

_ (uluz)y (viva)y
dim(cV
DmmostrAzZIONE. Sia L : V' — V una qualsiasi applicazione lineare e definiamo
una nuova applicazione lineare L : V' — V mediante:

(13.1.3) L (@)(uDvy (P)(u2)v2)y dx

i:f(D(x)oLOGD'(x_l)dx.
G

Chiaramente ®(y) o L = L o ®’(y) per ogni y € G e quindi, poiché ® e ®’ non sono
equivalenti, L = 0 per il Lemma di Schur.

Consideriamo allora I’applicazione L € Homc(V’, V) definita, per u € V ed
u’ € V' fissati, dav’ — L(V') = (vV'|u’) u. Allora:

fG (@ D), D) w) dx = fG (@ W)Wy D)) dx = 0

e facendo il prodotto scalare in V per v otteniamo (13.1.2).

Per ottenere la (I3.1.3), ripetiamo il ragionamento precedente: partendo da
una qualsiasi applicazione lineare L : V — V,la L = fG ®(x)o Lo ®(x")dx &un
multiplo dell’identita: L = Aly. Calcolando la traccia di ambo i membri, abbiamo:

traccia(L) = AdimcV = traccia(L).
Da questa uguaglianza ricaviamo che
traccia(L)

13.1.4 L = : :

( ) (L(v2)Ivv dimeV (viv2)y
Fissati uy,u; € V, poniamo ora L(v) = (vlup)yu;. Allora traccia(L) = (ujlup)y e
quindi la (I3.T.4) da la (13.1.3). O

Sia {®@} un insieme massimale di rappresentazioni unitarie irriducibili, due
a due non equivalenti, del gruppo topologico compatto G. Per ogni indice « sia
n'® il grado della rappresentazione @@, cioe la dimensione dello spazio vettoriale
(@) (@)
e u
1 b

complesso V(@ su cui operano le @@ (x) (x € G); per ogni a sia e c € )

na
base ortonormale di V@ . Allora le funzioni

(13.1.5)  ¢2(x) = Vn@ (q><“>(x)e§‘”|ej.“)) Lo x€G 1<ij< n®
s, V(I/



13.1. RELAZIONI DI ORTOGONALITA DI SCHUR 189

per le relazioni di ortogonalita di Schur, formano un sistema ortonormale di vettori
di LX(G).

Definizione 13.1.6. Data una rappresentazione unitaria ® : G — GLc(V) di grado
finito di un gruppo compatto G, si dice coefficiente (matriciale) della rappresenta-
zione una funzione della forma:

G>3x— (D(x)u|v)y eC.

Si dice carattere della rappresentazione @ la funzione

neo

G 3 x - yo(x) = traccia(®(x)) = Z (D(x)eil er)y
i=1

(dove ng e il gradodi ® ed ey, .. ., e,, una base ortonormale di V).

Proposizione 13.1.7. [ caratteri yo e xo di due rappresentazioni unitarie irridu-
cibili di grado finito di un gruppo compatto G soddisfano:

(i) xo(x™") = Yo(x) per ogni x € G;
(@) xo * xor = 0 se ® e @’ non sono equivalenti;
(i) Xo * Xo = Ng'Xo.

DivmosTrAZIONE. (i) Con le notazioni introdotte in precedenza abbiamo:
_ no _ ne
xo(x™) = 37" (@G Neiler), = D (el d()edy
ny ————
= D @@ede)y = Yol
Per verificare (ii) e (iii), osserviamo che

Yo xor () = f Yora (- )dy

Z f (@(xy)(ei) Iez)v(q”(y)(e e’ dy

v
n‘() P ——
=D f (@)@l (@ G)(EIe)), ,dy .
Se ® e @’ sono irriducibili e non equivalenti, otteniamo la (if) dalle relazioni di

ortogonalita di Schur.
Se ® = @', otteniamo invece:

Xo*xo® =" fG (@@l (PO le), dy
= D e (@eDle v eilev

ngye(x),

e quindi la (iif). O
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13.2. 1l teorema di Peter-Weyl

Dimostriamo in questo paragrafo il teorema di Peter-Weyl, che ¢ di importanza
cruciale nella teoria delle rappresentazioni:

Teorema 13.2.1 (Peter-Weyl). Sia G un gruppo compatto. Valgono allora:

(A) I coefficienti matriciali delle sue rappresentazioni unitarie di grado finito
generano un sottospazio vettoriale denso in L*(G).

(B) Se {®D},en & una famiglia massimale di rappresentazioni unitarie di
grado finito di G, due a due non equivalenti, la famiglia

(13.2.1) (¢ laeA, 1<i,j<n®),

dove le ¢f(;) sono defininite dalle (13.1.5), ¢ una base ortonormale di
L*(G).

(C) Ogni rappresentazione irriducibile di G ha grado finito.

(D) Ogni rappresentazione unitaria di G su uno spazio di Hilbert V si de-
compone nella somma diretta di rappresentazioni irriducibili di grado
finito.

(E) Sia ® una rappresentazione unitaria di un gruppo compatto G su uno
spazio di Hilbert V. Per ogni rappresentazione unitaria irriducibile T di
G, sia E; la proiezione ortogonale di V sulla chiusura della somma diret-
ta di tutti i sottospazi invarianti irriducibili di 'V su cui la ®© e equivalente

at. Allora
(13.2.2) E: = n:O(y),
ove n; e il grado della rappresentazione 7 e . il suo carattere.
Abbiamo
(13.2.3) E:o0Ey =0 setet nonsono equivalenti

e vale la decomposizione ortogonale

(13.2.4) v= ) Ed),

ove la somma e fatta rispetto a tutte le classi di equivalenza [7] di rap-
presentazioni unitarie irriducibili di G.

DiMoSTRAZIONE. (A) Sia U la chiusura in L2(G) dello spazio vettoriale generato
dai coefficienti matriciali delle rappresentazioni unitarie irriducibili di G.

Osserviamo che, se h(x) = (O(x)(V)|lu)w ¢ il coefficiente matriciale di una
rappresentazione unitaria ® di grado finito, allora anche

() = h(x1) = @@@)y ,

Lyh(x) = h(gx) = (@0)I0g ),

Ryh(x) = h(xg) = (P()[P()w)]v)y
sono coefficienti matriciali della stessa rappresentazione.

Ne segue che U ¢ invariante rispetto alle operazioni h — h*, h — Lyh ed
h — Ryh.



13.2. IL TEOREMA DI PETER-WEYL 191

Supponiamo per assurdo che U # L*(G). Allora U+ & un sottospazio chiuso
non banale di L?(G), anch’esso invariante per le operazioni di aggiunzione e di
traslazione sinistra e destra.

Dimostriamo che U~ contiene allora una funzione continua non banale. Se
f € U*, per ogni intorno aperto w di e in G consideriamo la funzione caratteristica
Yo di w. Indichiamo con |w| la misura di Haar di w. Allora |13| Yo * f ¢ unafunzione

continua perché convoluzione di due funzioni di L>(G). Ne segue che f & limite in
L*(G) di una successione di funzioni continue.
Infatti, per ogni € > 0 fissato, esiste un intorno w di e in G tale che

f )= Fo WP dr < 2, Vyew,
G

perché la traslazione a sinistra & una rappresentazione unitaria di G su L*(G)). Con
tali € ed w abbiamo:

1
‘ f (f (X)) — —xo*f (X)) -v(x)dx
G |l

=’ fG (f<x>—|13|[ fw f(y—lxmy])-v(x)dx

w| f(;dy[f(;(f(x)—f(y_IX))-v(x)dx]

1 -1
<o [a fG (0= £O~ )] - v dx

1 *
< m f ”f - Ly—lf”LZ(G) . ||V||L2(G) dy < EHVHLZ(G)
w

Quindi, se tutte le funzioni continue |13| Yo * [ appartenessero ad U, anche f appar-
terrebbe ad U. Cid dimostra che U+ contiene una funzione f; continua e diversa
da 0. Possiamo supporre che fj(e) = 1. Definiamo

A = fG fiom ™ dy.

Questa funzione & ancora continua, appartiene ad U~ perché tutte le x — f(yxy™'),
al variare di y in G, appartengono ad U~. Inoltre f>(e) = fi(e) = 1 ed fr(gxg™!) =
Jf2(x) per ogni x, g € G. Poniamo finalmente:

F(x) = % (L@ +£0) = (A® + AGD).

Allora:
F € U+ ed & continua,

F(gxgH)=F(x) Vx,geG,
F(x) = F*(x) = F(x™"),
Fle)=1.
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Poniamo «(x,y) = F(x~'y). Abbiamo (ricordiamo che la misura di Haar & stata
normalizzata, in modo che fG dx =1):

k(y,x) = k(x,y) e f f k(x, y)|>dx dy = f |F(x)]? dx < +co.
GxG G
Quindi I’ operatore
To(x) = fG K6, )90) dy

¢ un operatore di Hilbert—Schmidtﬂ T : L*(G) — L*(G). Osserviamo che T non
¢ nullo perché F # 0. Questo operatore ha dunque un autovalore reale non nullo
A ed il corrispondente autospazio V,; = {¢ € L*(G) | T($) = A¢} ha dimensione
finita (Ia somma dei quadrati degli autovalori di 7', ripetuti con la loro molteplicita,
¢ uguale a fG |[F(x)P? dx < +0c0).

1l sottospazio V), ¢ invariante rispetto alla rappresentazione regolare a sinistra
L;l , che & una rappresentazione unitaria di G; infatti 7 commuta con L;l per ogni

geG:

T = [ Foree ' dy
- [ e ay

= fG F(x™'g)¢(y) dy
= (TP)g™' %) = Ly ((TP)x).

Poiché ha dimensione finita, V, contiene un sottospazio invariante irriducibile W,.
Sia ¢1, ..., ¢, una base ortonormale di W,. I suoi coefficienti matriciali sono:

Yij(x) = (L1 $ild e = L%(x_]y)(bi()’) dy

e per definizione stanno in U. Quindi otteniamo:

0= f F(xii(x) dx
G

_ f f FOOGi(r1y)i(y) dy dx
GxG

_ f f F)By)i(y) dx dy
GxG

I'Sia H uno spazio di Hilbert. Se A : H — H & un’applicazione lineare di rango finito, possia-
mo definire la traccia di A mediante traccia(A) = Zle(A(e,-)Ie,») per una qualsiasi base ortonormale
ey,...,e;di A(H) (il valore traccia(A) non dipende dalla scelta della base). Se A ha rango finito, anche
la sua aggiunta A* ha rango finito, la composizione A*A ha rango finito e ||A||ys#) = (traccia(A*A))'/?
& una norma sullo spazio vettoriale .% degli endomorfismi lineari di rango finito di H. Si chiamano
operatori di Hilbert Schmidt su H gli endomorfismi lineari di H che appartengono alla chiusura di
Z nello spazio degli endomorfismi rispetto alla norma || - ||zs).
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= ff Fyxgi(x)¢i(y) dx dy
GxG

-l

= fG (T ) (x)pi(x) dx

2 f 6P dx
G

e questo contraddice il fatto che 4 # 0 e W, # {0}.

Questo mostra che U+ = {0} e quindi U = L*(G).

Abbiamo chiaramente (A)&(B). (C) ¢ conseguenza di (D). Dimostriamo quin-
di che vale (D).

Sia @ una rappresentazione unitaria di G su uno spazio di Hilbert V. Per il
Lemma di Zorn, possiamo trovare una famiglia massimale di sottospazi invarianti
di dimensione finita, due a due ortogonali, di V. Sia U la chiusura della loro
somma. Allora U+ & un sottospazio invariante chiuso. Per dimostrare che U =
V, bastera dimostrare per contraddizione che se U # V, allora U+ contiene un
sottospazio invariante di dimensione finita.

Sia v un vettore non nullo di U+. Per ogni intorno aperto w di e in G possiamo
considerare

fG F(x'y)gi(y) dy] $i(x) dx

1

Vy = —
T wl

Dy, = L f DO(x)(v) dx.
lwl Jo

Tutti i v,, appartengono ad U+, e poiché v appartiene alla chiusura di {v,,}, esiste
un intorno aperto w di e in G per cui v,, # 0.

Se h ¢ una combinazione lineare di coefficienti matriciali di rappresentazio-
ni irriducibili di grado finito di G, allora appartiene ad un sottospazio di dimen-
sione finita W, invariante per la rappresentazione regolare sinistra, di L>(G). Sia
hi,...,h, una base di un tale sottospazio W C L*(G). Se g ¢ un qualsiasi elemento
di G, abbiamo L;lh = 2.i,cih; per opportuni ¢; € C. Allora:

B(g)D(h)y = D(g) fG hDC(Y) dx
. f h()D(g) () dx
G

= f h(g™ ' x)D(x)(v) dx
G

:Z’f ci f hi()®(x)(v) dx,
i=1 G

e quindi il sottospazio di dimensione finita }. ,C ®(h;)(v) & un sottospazio ®(G)-
invariante. Se quindi possiamo dimostrare che ®(h)(v) # O per qualche com-
binazione lineare & di coefficienti matriciali, troveremo una contraddizione, che
dimostrera il punto (D).
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Per (A), possiamo trovare una combinazione lineare 4 di coefficienti matriciali
tale che

1
o — Al < o = Al < 57— 1P M)llv.
2|vllv

Abbiamo allora:

[P0 w)(V) = @(M)W)lly < [P w =Wl < o = Allie)lIVIv

1
< o = Allzg)lVllv <SP0l

e quindi

1
[Py 2 [PU L)W = [Plr)(v) = Wl 2 FIPCW)W)lly > 0.

Questo dimostra (D) e quindi anche (C).

Dimostriamo infine il punto (E).
Per le proprieta dei caratteri, posto, per ogni rappresentazione unitaria di grado
finito T,

E: =nD(x,) .

abbiamo:

E: =n®(¥;) = n®(x,) = E;

E:Er =nny®(yr + xv) =0 se e 7 non sono equivalenti

E} = n20(y # x7) = ne® (x,) = Ex .
Quindi le E; sono delle proiezioni ortogonali e due di queste proiezioni che cor-
rispondano a rappresentazioni unitarie irriducibili di grado finito non equivalenti
commutano.

Sia U un sottospazio irriducibile di V per cui ®|y sia equivalente a 7. Sia
ui,...,u, una base ortonormale di U e consideriamo i coeflicienti matriciali
¢ij(x) = (P(X)uiluj), perl <i,j<n.
Allora . ;
X =) ¥ e D) = D b (0.

Per le relazioni di ortogonalita di Schur otteniamo:

E:(uj) = n; fG X (x) ©(x)(uj)dx

=n; fG Zi,k¢k,k(x)¢i,j(x)(ui)dx

Zuj.

Se u & un vettore di un sottospazio irriducibile di tipo 7/ non equivalente a 7, allora
E.(u) = E; o Ex(u) = 0. Considerando una decomposizione di V in una somma
diretta di sottospazi ®(G)-invarianti irriducibili, si verifica infine facilmente che E;
¢ proprio la proiezione sulla somma diretta di quei sottospazi della decomposizione
che sono di tipo 7.

La dimostrazione ¢ completa. O
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13.3. Applicazioni del Teorema di Peter-Weyl

Ricordiamo che la norma di Hilbert-Schmidt di un operatore T : V—V definito
su uno spazio di Hilbert V & definita da

I lls oy = D NT (eI

dove {e;} € una qualsiasi base ortonormale di V. Come conseguenza della parte (B)

nell’enunciato del teorema di Peter-Weyl, otteniamo il

Teorema 13.3.1 (formula di Parceval-Plancherel). Se f € L*(G), allora

1330 Wi = [ 0P dr= Y ol e,

ove la sommatoria é estesa a tutte le classi di equivalenza di rappresentazioni
unitarie irriducibili ®, ed ng ¢ il grado di ®©, cioe la dimensione dello spazio di
Hilbert di dimensione finita V®.

Abbiamo ancora, per la rappresentazione regolare a sinistra:

Teorema 13.3.2. Sia T una rappresentazione unitaria irriducibile del gruppo com-
patto G. Allora ogni decomposizione di L*(G) in sottospazi irriducibili per la rap-
presentazione regolare sinistra di G contiene esattamente n, sottospazi di tipo T,
ciascuno di dimensione n.. La somma diretta dei sottospazi di tipo T di L*(G) ¢ un

sottospazio L*(G)-invariante di dimensione n%.

DimostrAzIONE. Siainfatti V7 lo spazio della rappresentazione 7. Fissiamo una
base ortonormale uy, . ..,u,, di V7. Allora i coeflicienti matriciali

(T))lu;) 1<1i,j<n;

formano una base di un sottospazio L*(G)-invariante di L?>(G), che generano I’im-
magine della proiezione E; per le relazioni di ortogonalita di Schur. O

Corollario 13.3.3. Sia © una qualsiasi rappresentazione unitaria del gruppo com-
patto G. Sia T una rappresentazione unitaria irriducibile di G. Allora il nu-
mero di sottospazi irriducibili di tipo T in una decomposizione di V® in somma
diretta di sottospazi ®(G)-invarianti irriducibili é indipendente dalla scelta della
decomposizione.

Definizione 13.3.4. Esso si indica con [® : 7] e si dice la molteplicita di T in ®.

Definizione 13.3.5. Se @ e 7 sono due rappresentazioni lineari dello stesso grup-
po G, indichiamo con Homg(V®, V™) lo spazio vettoriale di tutte le applicazioni
lineari 7 : V®—V7 tali che 7(g) o T = T o d(g) per ogni g € G.

Lemma 13.3.6. Siano ® e 1 due rappresentazioni unitarie dello stesso gruppo
compatto G e supponiamo che 1 sia irriducibile. Allora

(13.3.2) [@ : 7] = dimcHomg(V®, V) = dimcHomg(V™, V®).
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DimosTtrAZIONE. Per il Lemma di Schur ed il teorema di Peter-Weyl, ogni ap-
plicazione in Homg(V?®, V7) si annulla sul sottospazio (ET(V‘D))l. Decomponiamo
il sottospazio E.(V®) nella somma diretta di sottospazi irriducibili V(. Ciascuno
di essi ¢ equivalente a V* (punto (E) del Teorema di Peter-Weyl). Utilizzando il
Lemma di Schur, otteniamo che, per ogni «, lo spazio Homg(V®, V7) ha dimen-
sione 1 (uguale alla dimensione di Homg(V7", V7)). Da questa osservazione segue
che [® : 7] = dimcHomg(V®, V7). L'ultima uguaglianza segue dal fatto che gli
elementi di Homg(V7, V?®) sono gli aggiunti di quelli di Homg(V®, V™) e quindi i
due spazi vettoriali hanno la stessa dimensione. O

Sia H un sottogruppo chiuso di G e sia o una rappresentazione unitaria di H
su uno spazio di Hilbert W°.

Definizione 13.3.7. Chiamiamo rappresentazione indotta la rappresentazione
@ = ind(0)
che opera sul completamento V® in L?(G, W) dello spazio delle funzioni f :

G—W? continue, tali che f(xh) = o(h)~'(f(x)) per ogni x € G ed ogni 1 € H,
mediante la formula ]

(13.3.3) D(e)(f(x) = f(g™'x) VYx.g€G.

Teorema 13.3.8 (Teorema di reciprocita di Frobenius). Sia H un sottogruppo chiu-
so di un gruppo compatto G e o una rappresentazione unitaria irriducibile di H
su uno spazio di Hilbert W°. Sia T una rappresentazione unitaria irriducibile di G
su uno spazio di Hilbert V™ e sia ® = indg((r), che agisce sullo spazio di Hilbert
V®. Allora:

(13.3.4) lind§(o) : 7] = [tlu : o] .

DimosTrRAZIONE. Osserviamo che V® & contenuto in L2(G, W7), e quest’ultimo
spazio ¢ la somma diretta di n, copie di L*(G) = L*(G, C). Percid 7 ha molteplicita
ngny in L4(G, W%), e quindi al pill nyn, in V®. Per il lemma di Schur, I’immagine
di ogni elemento di Homg(V?, V®) & formata da funzioni continue. In particola-
re, ha senso considerare il valore in e € G di una funzione nell’immagine di un
elemento di Homg(V", V®). Poniamo &.(f) = f(e).

Per ogniv e V', A € Homg(V7®, Vq’), h € H, abbiamo:

a(h)(e(AW))) = o(WI(AWM))()] = (AW)h™")
= (@(M)(AW))(e) = (AT(M)())(e) = g(A(T(R)(V))) .

2 Osserviamo che, se H = G, allora la relazione f(xy) = o-(y~")(f(x)) per ogni x,y € G implica
che f(x) = o(x")(f(e)) per ogni x € G. Otteniamo in questo modo un isomorfismo lineare

W7 3 wolx— f,(0) = o(x H(w)) € VO
che ¢ un’equivalenza di rappresentazioni unitarie. Abbiamo infatti
Trtwun®) = o™ )((@)w) = o(x' W) = f,(g™ %) = P (fi)(x).

Quindi: indg((r) ¢ equivalente a o~ per ogni rappresentazione unitaria o di G.
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Qundi ,(A) € Homg(V", W) ed otteniamo cosi un’applicazione lineare
&, : Homg(V", V®)—Homg(V", W7).

Per dimostrare il Teorema, utilizzando il Lemma precedente, bastera dimostrare
che quest’applicazione ¢ un isomorfismo.

Dimostriamo che &, ¢ iniettiva. Sia A € Homg(V", V®) e supponiamo che
risulti A(v)(e) = O per ogni v € V7. Posto v = 7(x~')(v’) per un qualsiasi v/ € V7 e
x € G, abbiamo:

0 = (AW)(e) = (AT (x H)e) = (@AW N)(e) = (AV))(x).
Questo dimostra che A(v") = 0 e quindi, per I’arbitrarieta di v/, che A = 0.

Rimane da dimostrare che &, ¢ surgettiva. Fissiamo B € Homg(V", W7).

Definiamo allora

A()(x) = B(T(x_l)(v)) Yve V', VxeG.
Poiché per ogni x e Ged h € H:
(AW)(h) = Ba(h™") o (™ () = o (h™") (Br(x"H(v))
= o(h™) (AV) (),
abbiamo A(v) € V®. In effetti A € Homg(V7, V?) perché
(D(x0)(AMN)(X) = (AW)(x' x) = Br(x=D)(T(x0)(v)) = A(T(x0)(W))(x),
da cui ®(xg) o A = A o T(xp). Infine, £,(A) = B perché
A(v)(e) = B(t(e)(v)) = B(v).
Questo dimostra che €, ¢ surgettiva e completa quindi la dimostrazione del teore-

ma. O

13.4. Gruppi di Lie compatti
I gruppi di Lie compatti sono lineari. Abbiamo infatti:

Teorema 13.4.1. Un gruppo di Lie compatto G ammette una rappresentazione
unitaria fedele di grado finito ® : G—GL(n, C).

DimvosTrAZIONE. Per il punto (A) del Teorema di Peter-Weyl, per ogni x €
G \ {e}, esiste una rappresentazione unitaria irriducibile 7, tale che 7.(x) # Iyr.
Fissiamo x| # e in G e consideriamo il sottogruppo G| = kerty,: esso ¢ un sot-
togruppo di Lie di G di dimensione strettamente minore di quella di G. Se G ha
dimensione positiva, scegliamo x; € (G1). \ {e} e consideriamo la rappresentazione
unitaria Ty, ® Ty,. 1l suo nucleo & un sottogruppo di Lie di dimensione minore di
quella di G;. Procedendo per ricorrenza, otteniamo una rappresentazione unitaria
@y : G—>GL(ng, C) il cui nucleo ha dimensione zero. Poiché G & compatto, ker @y

e finito. La
Oy B @ Ty

xeker @
¢ allora la rappresentazione unitaria cercata. O






CAPITOLO XIV

Sistemi di radici delle algebre di Lie semisemplici

14.1. Potenze tensoriali, simmetriche e alternate di una rappresentazione

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo k. Indichiamo
con T(V) la sua algebra tensoriale e con 7" (V) il sottospazio vettoriale di 7'(V)
formato dai tensori omogenei di grado m: abbiamo la decomposizione T(V) =
@0@ T™(V). Sia .# I’ideale bilatero di 7(V) generato dai tensori della forma

m=0
v®w —wval variare di v, win V. .Z ¢ un ideale omogeneo e quindi 1’algebra

quoziente S (V) = T(V)/.# & un’algebra graduata:
(14.1.1) sy =P smw).
m=0

Definizione 14.1.1. L’algebra S (V) si dice algebra simmetrica di V; gli elementi
di S™(V) si dicono tensori simmetrici omogenei di grado m.

Definizione 14.1.2. Sia _# I’ideale bilatero di 7(V) generato dai tensori della for-
ma vQ® v, al variare di v in V. Esso ¢ un ideale graduato di T(V) e quindi ’algebra
esterna A(V) = T(V)/_# di V, ¢ un’algebra graduata:
n
— m
(14.1.2) A= A"
Essa ¢ un’algebra di dimensione finita 2".
Osserviamo che, in modo naturale,

V) =SO%V) = A°(V) ~k e

T' (V) =S V)=~ Al (V) = V.
Abbiamo:

Lemma 14.1.3. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita suk e p : g — gl(V)
una sua rappresentazione lineare di dimensione finita. Allora esiste un’unica
rappresentazione lineare T(p) di g su T(V) che goda delle seguenti proprieta:

(@) T(p)(X) € Derg(T(V)) VX eg,

(ii) T(p)(X)(k) = 0 VX eg, Ykek=T%V),
(iif) T(P)(X)v) = p(X)(v) VX eg YveV=T\(V).
Abbiamo inoltre:

(14.1.3) T()(a)(T™ (V) c T"(V) VYmeN,

(14.1.4) TE)aXF)c I, T fF)c 7.

199
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In particolare, per ogni m € N la p induce rappresentazioni lineari di dimensione
finita

(14.1.5) T"(p) : g = gl (T™(V)),
(14.1.6) S™(p) 1 g = gl (S"™(V)),
(14.1.7) A"(p) : g — gl (A™(V)).

Esempio 14.1.4. Se scegliamo una base ey, ...,e, di V, vi € un unico isomorfismo
naturale dell’algebra S (V) con I’algebra k[xy, ..., x,,] dei polinomi in » indetermina-
te, che fa corrispondere agli elementi della base i monomi xy, ..., x,, rispettivamente.

14.2. Rappresentazioni lineari di sl(2, k)

Sia k un campo algebricamene chiuso di caratteristica 0. Consideriamo I’alge-
bra di Lie sl(2, k) delle matrici 2 X 2 a coeflicienti in k con traccia nulla. Conside-
riamo la base standard di sl(2, k):

(14.2.1) X=(8 é) Y=((1) 8), H=((1) _01)-
Le regole di commutazione si esprimono nella base standard mediante:
(14.2.2) [X,Y]=H, [HX]=2X, [HY]=-2Y
Abbiamo quindi, nella base standard:
00 -2
adg,[(z,k) (X) ={0 O 0 .
01 0
0 00
adsl(z’k)(Y) =10 0 2 s
-1 0 0
2 0 0
adso X)) =0 -2 0f,
0 0 O
e quindi la forma di Killing ha, come matrice associata nella base X, ¥, H la
040
(14.2.3) [Ks12.0] = (4 0 O].
0 0 8

Per il criterio di Cartan sl(2,k) & semisemplice ed ¢ ovviamente semplice perché
ha dimensione 3.

14.2.1. Pesi e vettori massimali di una rappresentazione. Sia V un sl(2, k)-
modulo di dimensione finita. La H definisce un elemento semisemplice di gl (V)
e quindi, avendo supposto k algebricamente chiuso, V si decompone in somma
diretta

(14.2.4) V= @kkvb con Vy={(veV|H-v=av).
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Definizione 14.2.1. 1 A € k per cui V; # {0} si dicono pesi della rappresentazione
V e il V, corrispondente spazio di peso o autospazio di V corrispondente a A. La
dimensione di V si dice la molteplicita del peso A della rappresentazione V.

Dalle formule di commutazione (14.2.2)), otteniamo:
H X-vww=X-(H-v+[HX]-v=X-(H-v)+2X -v,

(14.2.5) H- Y- vw=Y-(H-v)+[H,Y]-v=Y-(H-v)-2Y v,
YveV.

Vale percio:
Lemma 14.2.2. Sia V un sl(2,k)-modulo di dimensione finita. Allora
(14.2.6) X-Vic Vi, Y-VicCcVio.

Definizione 14.2.3. In particolare, se V # {0}, vi € un 4 € k tale che V; # {0}
e Vo = {0}. Un tale A si dice peso massimale della rappresentazione V e ogni
v € V1 \ {0} un vettore massimale di V.

14.2.2. Classificazione delle rappresentazioni irriducibili di s1(2,k). Sia V
(con 0 < dimgV < o0) un sl(2,k)-modulo irriducibile, A un peso massimale e
v € V, \ {0} un vettore massimale. Definiamo:

w_1 =0,
(14.2.7) wo =V,
wj=%Y-wj_1=%Yj-v per j>1.

Lemma 14.2.4. Con le ipotesi e le notazioni itrodotte sopra abbiamo:

@) H-w;=(1-2)w;,
(ii) X-wi=@A-j+ Dwj,
(iii) Yowi=(+Dwjp. YjeN.

DiMOSTRAZIONE. (iii) segue dalla definizione ed (i) dal Lemma Dimo-
striamo la (i) per induzione. Essa ¢ vera per j = 0. Supponiamo i > 0 e la (ii)
valida per 0 < j <i. Allora

@+DX w1 =X-Y-w
=Hw;+Y X -w;
=@-20w+(A—-i+ DY -wi
= (G+ DA=2i =2 + i) w,
=0+ DA -dw;.
Questo completa la dimostrazione. O
Poiché V ha dimensione finita, vi & un pill piccolo intero non negativo m tale

che w,, # 0 e w; = 0 per j > m. Il sottospazio W generato da wo, wi, ..., w;, € un
sotto-sl(2, k)-modulo di V e quindi coincide con V perché V ¢ irriducibile. Esso ha
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dimensione (m + 1) in quanto i w;, essendo autovettori corrispondenti a differenti
autovalori di H-, sono linearmente indipendenti. Dalla (i) otteniamo, per j = m+1:
0=X -wpys1 = A —mwy,
e quindi A = m perché w,, # 0. Quindi il peso massimale A & un intero non negativo
m e gli autovalori di H sono:
{(m=-2j10< j<m}.

Otteniamo quindi:

Teorema 14.2.5. Le rappresentazioni irriducibili di sI(2,k) di dimensione positiva
sono isomorfe alle rappresentazioni S™(k?): in particolare ogni rappresentazione
irriducibile di sI(2,k) e completamente determinata, a meno di equivalenza, dalla

sua dimensione e per ogni intero m > 0 vi e, a meno di equivalenza, una e una sola
rappresentazione irriducibile di dimensione m. O

14.2.3. Rappresentazioni di dimensione finita di sl(2, k).

Teorema 14.2.6. Sia V un sl(2,k)-modulo di dimensione finita. Allora i pesi di
V formano un sottoinsieme di Z, simmetrico rispetto a 0. 'V si decompone nella
somma diretta di dimyVy + dimy V| sotto-s1(2, k)-moduli irriducibili.

Esempio 14.2.7. Consideriamo T?(k?). Scelta la base canonica {¢; ® e il1<i,j<
2}, abbiamo:
T*(H)(e1 ® e1) = 2e1 @ ey,
T*(H)(e1 ® ) =0,
T*(H)(e2®e1) =0,
T?(H)(e; ® e3) = —2e, @ ey ;
e quindi otteniamo T2(k?) ~ §0(k?) & S2(k?).

Esempio 14.2.8. S%(k?) ® S2(k*) ~ S°(k?) @ S2(k?) @ S*(k?).

I pesi dell’sl(2, k)-modulo S 2(k?) ® S2(k?) sono le somme di tutte le coppie
dei pesi della rappresentazione S ?(k?): otteniamo quindi +4 con molteplicita 1, +2
con molteplicita 2, 0 con molteplicita 3: avremo quindi una decomposizione nella
somma diretta dei tre moduli irriducibili di pesi massimali rispettivamente 4, 2 e 0.
Esempio 14.2.9. A*(S°(k?)) =~ SO(k?) @ S*(k?) @ S3(k?).

I pesi del sl(2, k)-modulo A%(S>(k?)) sono le somme di tutte le coppie di pesi
distinti di §3(k?): otteniamo quindi +8 con molteplicita 1, +4 e +2 con molteplicita
2 e 0 con molteplicita 3. Quindi A%(S (k) si decompone nella somma diretta di
tre moduli irriducibili, di pesi massimali rispettivamente 0, 4 e 8.

14.3. Sottoalgebre torali

In questo paragrafo g indica un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione
positiva finita su un campo algebricamente chiuso k di caratteristica 0. Sia .
I’insieme degli elementi semisemplici di g. Osserviamo che, per il teorema di
Engel, .# contiene elementi non nulli.
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Definizione 14.3.1. Chiamiamo torale una qualsiasi sottoalgebra di g contenuta in
.

Lemma 14.3.2. Ogni sottoalgebra torale di g ¢ abeliana.

DmvosTtrAZIONE. Sia a C . una sottoalgebra torale di g. Se a non fosse abe-
liana, vi sarebbe un X € a tale che [X, a] # {0}. Quindi ad,(X) dovrebbe avere
un autovalore A # 0 e vi sarebbe percio Y € a tale che [X, Y] = AY # 0. Poiché
ad,(Y) ¢ semisemplice, ed Y & un autovettore di ad,(Y) corrispondente all’autova-
lore 0, possiamo trovare una base Xi, ..., Xy di a formata da autovettori di ad,(Y)
con X; = Y. Sia [Y,X;] = A;X;. Esprimiamo X come combinazione lineare di
elementi della base {X;}: da X = Zle fiXi ricaviamo:

0#-1Y = [¥,X] = > A&'X;,
i>2
e quindi una contraddizione perché ¥ = X; e X», ..., X; sono linearmente indipen-
denti. O

Lemma 14.3.3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k e sia a una
sottoalgebra di gl (V) formata da endomorfismi semisemplici. Per ogni @ € a* =
Homy(a, k) poniamo:

(14.3.1) VE={veV|AW) = a(A)y VYAca)
Allora
(14.3.2) v=Ep v

DimostrAZIONE. Ragioniamo per induzione su ¢ = dimga. Se £ = O non c’¢
nulla da dimostrare e se £ = 1 la tesi si riduce al fatto che un endomorfismo
semisemplice ¢ diagonalizzabile in quanto k ¢ algebricamente chiuso.

Supponiamo ora che n > 1 e la tesi sia vera per algebre di endomorfismi se-
misemplci di dimensione < n. Poiché a & abeliana, un iperpiano b di a ¢ una
sottoalgebra abeliana di endomorfismi semisemplici di V. Avremo quindi

V=W con W={veV|B(v)=pB)y VBeb).

Fissiamo A € a \ b. Poiché [A, b] = {0}, i sottospazi WP sono A-invarianti. Poiché
A & semisemplice, abbiamo W = &, (Wﬂ)A per ogni 3 € b*.

L’applicazione a* > @ — (aly, (A)) € b* @ k ¢ bigettiva ed abbiamo V* =
(W“"‘)Q(A), da cui la tesi. O

Fissiamo ora una sottoalgebra torale massimale §) di g.
Per ogni @ € h* poniamo

(14.3.3) 0" ={Xeqg|[H X] =a(H)X, YH € b}.

Definizione 14.3.4. Gli « € oa* \ {0} tali che g* # {0} si dicono radici di g rispetto
ad b, o della coppia (g, b).

Indicheremo con Z(g,b), o con % quando cid non ingeneri confusione, il
sistema delle radici della coppia (g, b).
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Per i Lemmi [14.3.2|e|14.3.3|abbiamo una decomposizione di g:
(14.34) a=a"® (PHo".

174
Osserviamo che ¢° ¢ il centralizzatore di b in g. Poiché ovviamente [b, %] = ¢ se
@ € Z, se ne conclude che g° & anche il normalizzatore di b in g.

Teorema 14.3.5. Sia V) una sottoalgebra torale massimale di 9. Allora
(i) [6% &1 C a**P per ogni @, € b*;
(ii) Se a € Z, ogni elemento X di g* ¢ nilpotente;
(iii) isottospazi ¢%, per a € X, sono totalmente isotropi rispetto alla forma di
Killing k4,
(iv) sea,B € a* eda+pB # 0, i sottospazi g% e §° sono ortogonali per la forma
di Killing k4,
(v) perogni a € Z la forma di Killing é non degenere su ¢* ®g
un accoppiamento di dualita tra g% e g%,
(vi) la forma di Killing k4 é non degenere su qv.

~ e definisce

Lemma 14.3.6. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su k e siano
A, N endomorfismi di V tali che [A,N] = 0 ed N é nilpotente. Allora try(AN) = 0.

DmosTrAZIONE. Infatti (AN)" = A N™ per ogni intero non negativo m e quindi
anche AN ¢ nilpotente. O

Teorema 14.3.7. Ogni algebra torale massimale di g coincide col suo normalizza-
tore in g.

DmosTrRAZIONE. Sia b una sottoalgebra torale massimale di g. Dobbiamo di-
mostrare che ¢° = .

SiaXeg’ edSy,Ny €gle componenti semisemplice e nilpotente di X. Poi-
ché ady(S x) ed ady(Nx) sono polinomi senza termine costante di ady(X), abbiamo
S x, Ny € ¢°. Inoltre, poiché la somma di endomorfismi semisemplici che commu-
tano tra loro & ancora un endomorfismo semisemplice, [) contiene tutti gli elementi
semisemplici di g°. Per il Lemma kq(HN) = 0 per ogni elemento nilpoten-
te N di g°. Quindi, per il punto (vi) del Teorema Ky € non degenere su b
ed abbiamo una decomposizione ortogonale @ =pe (I)L N go), in cui il secondo
addendo diretto ¢ o {0} o un sottospazio di dimensione positiva su cui la forma
di Killing € non degenere. Ma quest’ultima possibilita ¢ da scartare perché per il
Teorema di Engel ad, (l?)l Al go) ¢ un’algebra di Lie nilpotente di endomorfismi di
g. O

Definizione 14.3.8. Una sottoalgebra ¢ di una sottoalgebra di Lie a che sia nil-
potente e coincida col suo normalizzatore si dice una sottoalgebra di Cartan di
a.

Quindi il Teorema|14.3.7|si puo riformulare:

Teorema 14.3.9. Ogni sottoalgebra torale massimale di un’algebra di Lie semi-
semplice g, di dimensione finita su un un campo k, algebricamente chiuso e di
caratteristica zero, e una sottoalgebra di Cartan.
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Osservazione 14.3.10. E vero viceversa che tutte le sottoalgebre di Cartan di un’al-
gebra di Lie semisemplice sono torali massimali; 1’enunciato rimane vero anche
senza I’ipotesi che k sia algebricamente chiuso.

Abbiamo quindi ottenuto:

Teorema 14.3.11. Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita su un
un campok, algebricamente chiuso e di caratteristica zero, e sia 'ty una sottoalgebra
torale massimale di g. Sia Z il sistema di radici della coppia (g,1). Abbiamo allora
la decomposizione:

(143.5) s=hePq".

acX
Poiché k4 e non degenere sul), per ogni elemento @ € h* vi é uno e un solo elemento
T, inh tale che

(14.3.6) a(H) = k;(H,Ty) Yaeb®, VHeD.

14.4. Alcune proprieta del sistema delle radici

Teorema 14.4.1. Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita su un
un campo k, algebricamente chiuso e di caratteristica zero, e sia ly una sottoalgebra
torale massimale di g. Sia X il sistema di radici della coppia (g,b). Allora

(a) Z generaby*;

b)) aeZ —= —a e X,

(c) seax € ZedX, €g¥ X_o €g% allora

(14.4.1) [Xo» X_o] = Kg(Xm X o) Tq,
equindi [g% a7 =k-T,;
(d) (Ty) = k4(To, To) # 0 per ogni @ € X;
(e) sia a € #. Poniamo
2T,

(14.4.2) H, = o
¢ KQ(T(IM T(Z)

Fissato X, € ¢* \ {0}, possiamo trovare X_, € a"“ tale che:
(1443) [Xaa X—a] = Ha’ [HaaX(x] = 2Xm [H(x,X—w] = _2X—a~

1l sottospazio s, generato da Xy, X_q, Hy € una sottoalgebra semplice di
g, isomorfa a sl(2,k).

DiMOSTRAZIONE. (a)  Se Z non generasse h*, potremmo trovare H € [ tale che
a(H) = 0 perogni @ € Z. Da [H,h] = 0 ed [H, g*] = 0 per ogni a € Z seguirebbe
allora che H € Z(g), e questo di da una contraddizione in quanto Z(g) = {0} perché
g ¢ semisemplice.

(b) & conseguenza del punto (iv) del Teorema [14.3.5]

(c) SeX,€9% X_,€qg%edH e, abbiamo:

Kg(H, [XQ’X—(I]) = Kg([X7 Xa]’X—(l) = Q(H)Kg(XmX—a) .
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Poiché [Xy, X o] € b, a(H) = ky(H,T,), il punto (c) segue dal fatto che «; ¢ non
degenere su .

(d)  Supponiamo per assurdo che k(7. To) = a(Ty) = 0 per qualche @ € Z.
Siano X, € g% ed X_, € g7 tali che «4(X,, X—o) = 1. Allora per (c) il sottospazio
vettoriale r di g generato da X,, X_,, T € una sottoalgebra risolubiledige k-7, =
D, Per il teorema di Lie ady(T,) sarebbe allora un endomorfismo nilpotente di g.
Ma, essendo al tempo stesso semisemplice, dovremmo avere ady(7,) = 0, che ci
da una contraddizione.

La verifica di (e) ¢ a questo punto immediata. O

Teorema 14.4.2. Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita sul
campo k di caratteristica zero ed algebricamente chiuso. Sia V) una sottoalgebra
torale massimale di ¢ ed % = Z%(3, 1) il corrispondente sistema di radici. Allora:

(1) dimgg® = 1 per ogni a € %;

(2) se a € Z, allora =« sono i soli multipli di a contenuti in X%,

3) sea,Be X, alloraB(H,) € ZeB —B(Hy)a € X%,

@) se a,B,a+p €%, allora [%, ¢°] = g**P;

(5) siano a,B € %, con B + *a e siano r,q i pin grandi interi positivi tali
che B—ra € %, B+ qa € Z. Allora Z contiene tutte le radici B+ ha con
—-r<h<gqgef(Hy) =r—gq,

(6) g ¢ generata dai sottospazi §* con @ € A.

DimosTRAZIONE. Sia a € Z e sia s, la sottoalgebra di g isomorfa a sI(2, k) del
punto (e) del Teorema[I4.4.1] Consideriamo il sotto-s,-modulo di g:

M=be @ gke.
1

kek\{0

I pesi di M sono 0 ed i numeri ka(H,) = 2k con k € k\ {0} per cui gk £ {0}. Poiché
i pesi delle rappresentazioni finite di sI(2,k) sono interi, otteniamo che 2k € Z se
gk {0}. Inoltre s, opera banalmente sull’iperpiano ker a di f) ed s, € un sotto s,-
modulo irriducibile di M, di peso massimale 2. Quindi i pesi pari dell’s,-modulo
M sono 0 e 2; in particolare ha ¢ % se h € Z \ {£1}. Chiaramente da questo segue
che nemmeno «/h puo‘ appartenere ad &% se h € un intero non nullo diverso da +1.
In conclusione M = ker a & s, e da questo otteniamo (1) e (2).

Fissiamo ora 8 € # non proporzionale ad . Consideriamo 1’a@-stringa per f3:

essa € I’s,-modulo:
Mj = @ P
heZ

I pesi di Mg sono {B(H,) + 2h|h € Z, ¢#*" % {0}}  Z. Poiché B + ha # 0 per
ogni h € Z, tutti i pesi di Mg hanno molteplicita uno e quindi My ¢ irriducibile.
Otteniamo percid Mz = EP7__ o#*" con ¢?*" # {0} per ogni intero h con —r <

h < g. Inoltre

B(Hy) = 2r = —m
B(Hy) +2g=m
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per qualche intero non negativo m, e quindi
(14.4.4) B(Hy) =r—qeZ.
Infine, poiché —r < —r + g < g, otteniamo che
(14.4.5) B—-PBHya e Z%.

Abbiamo cosi dimostrato (3), (4) e (5).
La (6) segue dal fatto che [9%,37%] = k- T, per ogni @ € R, e le T,, al variare
di a in #Z, generano b. O

14.5. Proprieta di razionalita del sistema delle radici

Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita su un campo k
algebricamente chiuso di caratteristica zero.

Fissiamo una sua sottoalgebra torale massimale § ed indichiamo con % il
corrispondente sistema di radici.

Per ogni a € h* sia T, I’elemento di [ tale che

a(H) =ky(H,T,) VYHE€ED.
Possiamo allora definire una forma bilineare simmetrica su h* ponendo

(14.5.1) @|B) = ky(Te Tg) VB €D,

Poiché % genera h*, possiamo fissare una base {a1, ..., a,} di h* contenuta in Z.

Lemma 14.5.1. Ogni a € Z ¢ una combinazione lineare a coefficienti razionali
degli elementi della base {ay, . ..,ar} C Z.

¢
i

DIMOSTRAZIONE. Sia @ = Y_, d'a;, con a' € k. Abbiamo per ognii = 1,...,{:

¢
(alo)) = )" al(ejlen)
j=1
e quindi
¢
2ade) _ Z“jm 1y
(aila;) & (ailay) Y
cioe:
¢
Z3a(Hy) = ) dlaj(Hy), i=1,...,¢.
j=1
Questo ¢ un sistema lineare, nelle incognite al,...,a’, acoefficienti interi. Poiché

Ky ¢ non degenere su b, la forma bilineare simmetrica (-|-) ¢ non degenere su h*
e quindi anche la matrice a coefficienti interi (a;(Hy,))1<i j<¢ € non degenere. Il
sistema lineare ha percid un’unica soluzione razionale a', ..., a’. O

Sia Eq il sottospazio Q-lineare di h* generato da %. Per il Lemma |[14.5.1] la
dimensione di Eg su Q ¢ uguale alla dimensione di h* su k. Poniamo E = R®q Eq.
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Lemma 14.5.2. La forma bilineare simmetrica
(14.5.2) EqgXEqg > (a,f) —Q
si prolunga a un prodotto scalare su E.

DimosTrAZIONE. Scegliamo una base di g i cui elementi siano o in f) oppure
in g* per @ € Z. Ogni Tg, per & € b, si scrive in tale base in forma diagonale.
Abbiamo percio:

(14.5.3) &) =ky(Te, Tyy) = Z a(Te)a(T).
374
In particolare, se B € Z:

(14.5.4) BB) = ) (@lp).

aER

% => (aHp) €z

aER
e quindi otteniamo che (B|B) &, per ogni B € 4, un numero razionale positivo.
Poiché 2(a|B)/(B|B) € Z, concludiamo che (@|8) € Q per ogni «,B € Z, e quindi
(éln) € Q per ogni &, € Eg. Poiché () € Q perognia € Z e & € Eg,

(&€ = Z (a/|§)2 ¢razionale >0 V¢ € Eg )\ {0}.

1374
Essendo (- |-) definita positiva, essa si estende ad un prodotto scalare su E. O

Abbiamo

Possiamo riassumere i risultati ottenuti nel

Teorema 14.5.3. Siano g, b, %, E, (-|-) definiti come sopra. Allora E ¢ uno spazio
Euclideo e:

(R1) Z c E \ {0} é un sistema di generatori di E;

(R2) per ogni a,B € %, so(B) =B — 20 o e %;

(ala)
(R3) perognia,B e % 280 ¢ 7.

> (o)

RA) aeZ = 2a¢A.

Definizione 14.5.4. Le proprieta (R1), (R2), (R3) caratterizzano i sistemi di radici
in E. Quando vale anche la (R4) il sistema di radici si dice ridotto.

Per la classificazione delle algebre di Lie semisemplici (di dimensione finita
su un campo k algebricamente chiuso di caratteristica 0), classificheremo prima
tutti i sistemi di radici di uno spazio Euclideo E e mostreremo poi che ad ogni tale
sistema corrisponde effettivamente un’algebra di Lie semisemplice.



CAPITOLO XV

Sistemi astratti di radici

15.1. Definizioni principali

Sia E uno spazio vettoriale reale, di dimensione finita £ > 1. Sia a@ € E.
Chiamiamo riflessione di vettore « una trasformazione lineare di E che lascia fissi
i punti di un iperpiano di E e trasforma « in —a.

Una riflessione o di vettore @ determina univocamente una forma lineare V' €
E* \ {0} tale che

(15.1.1) ocB)=B-a'B), VBEE, (@) =2.
Se o & una riflessione, abbiamo o> = e, ove ¢ indica I’identita di GLg(E).

Lemma 15.1.1. Sia Z un sistema finito di generatori di E e sia a € Z\{0}. Allora
vi & al pii una riflessione o di vettore « tale che (%) = %.

DiMosTRAZIONE. Supponiamo che s e o siano due riflessioni, di vettore @ € %,
tali che s(#Z) = o(#) = %. Consideriamo la composizione T = s o 0. Abbiamo
7(a) = a e la 7 definisce, per passaggio al quoziente, I’identita su E/R - a. Il suo
polinomio minimo ¢ quindi una potenza di (x — 1): ur = (x — 1)k per un intero
positivo k. D’altra parte la T agisce come una permutazione sugli elementi di #
e quindi potremo trovare un intero positivo 4 tale che 7"(8) = S8 per ogni 8 € Z.
Poiché Z ¢ un sistema di generatori di E, ne deduciamo che h=ce dunque il
polinomio minimo di 7 divide x*—1. Il massimo comun denominatore dei polinomi
(x-DFex'—1ex-1; quindi g (x) = x—1 e T = e. Otteniamo percid s = ol =0,
e quindi la tesi. O
Definizione 15.1.2. Un sistema di radici di E € un sottoinsieme & di E che gode
delle proprieta:

(R1) Z ¢ finito, 0 ¢ # ed Z genera E;

(R2) per ogni @ € Z esiste un funzionale @V € E* tale che aV(a) = 2 e la

riflessione
(15.1.2) seé)=¢—-a'(Ea YEEE
trasforma % in sé;

(R3) perognia € #Z, ¢ a"(X) C Z.

Osserviamo che la (R3) ¢ ben posta, in quanto, per il Lemmal|l8.1.7] la s, in
(R2), e quindi la @", & univocamente determinata.

Definizione 15.1.3. Gli elementi a di Z si dicono radici e 1la dimensione di E il
rango del sistema di radici Z.

209
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Definizione 15.1.4. Dato un sistema di radici %, indichiamo con A(%) il gruppo
delle trasformazioni lineari di E che lasciano & invariante e con W(Z) il sotto-
gruppo di A(Z) generato dalle riflessioni s, di (R2), per @ € Z. 1l gruppo A(Z%)
si dice il gruppo degli automorfismi dii # e W(Z) il suo gruppo di Weyl.

Osserviamo che A(Z) e W(Z) sono gruppi finiti.
Ricordiamo il seguente:

Lemma 15.1.5. Sia G un gruppo finito di trasformazioni lineari dello spazio vetto-
riale di dimensione finita E su R. Possiamo allora definire su E un prodotto scalare
G-invariante, tale cioé che gli elementi di G siano trasformazioni ortogonali di E
rispetto a tale prodotto scalare.

DimosTrAZIONE. Sia g : E X E—R un qualsiasi prodotto scalare su E. Definia-
mo allora

(15.1.3) (&ln) = Z gla(§),a(n)  VéEnekE.
aeG
Chiaramente (- |- ) & un prodotto scalare G-invariante su E. O

Utilizzando il lemma [I5.1] considereremo fissato nel seguito un prodotto sca-
lare W(Z)-invariante su E. In particolare potremo identificare E con il suo duale
E*. Essendo le s, simmetrie ortogonali, avremo:

(15.1.4) =22 eea.
lll?
Teorema 15.1.6. Sia % un sistema di radici in E, su cui pensiamo fissato un
prodotto scalare A(X)-invariante. Allora:
(i) W(Z) ¢ un sottogruppo normale di A(Z);
@) ZY ={a" |a € #)} e un sistema di radici in E;
(iii) @V = a per ogni a € %;

(iv) W(ZY)=W(Z) e A(Z) = AZ).

1

DmvosTRAZIONE. (i) Siaa € Z esiao € A(%). Allora o o s, o0~ € una

riflessione che trasforma % in sé, di vettore o (). Otteniamo:
(15.1.5) Tosq00 =5,y VYaeR, VoeAR).

Poiché le s,, per @ € %, generano W(Z), ne segue che cW(#)o~! ¢ W(Z) per
ogni o € A(Z) e quindi W(Z) & un sottogruppo normale di A(Z).
(ii),(iii) Chiaramente %" ¢ finito, contenuto in E\{0} e genera E. Se a,8 € #

abbiamo: 250(8) 250(8)
vy _ “Sa _ _“Sa _ v
B =8 T @ - P

perché s, € un’isometria. Quindi #Z" soddisfa (R2) e W(Z") = W(Z); poiché
Sq¢ = Sqv, Si ha chiaramente "’ = a; quindi anche (R3) & verificata ed Z" & un
sistema di radici.

(iv) Poiché abbiamo scelto un prodotto scalare A(Z)-invariante, gli a € A(Z)
sono isometrie. Quindi a(BY) = (a(B)) per ogni B € #. Questo dimostra che
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A(Z) c A(Z"). Ma, essendo Z"" = Z, vale anche I’inclusione opposta e quindi
i due gruppi coincidono. O

Osservazione 15.1.7. Se fissiamo su E un prodotto scalare che sia soltanto W(Z%)-
invariante, il punto (iv) pud non essere pill verificato: il teorema ci dice comunque
che i gruppi A(%) e A(Z") sono canonicamente isomorfi.

11 sistema di radici Z" si dice inverso o duale di %. Fissato un sistema di
radici #Z, porremo

_ (@B)

15.1.6 B) = (@|p’) = )
(15.1.6) (@.p) = (@) = 1

Ya,B € Z.

Otteniamo

{a,a) =2 Yo e X,

(-a.B) ={a,-p) = ~a.p) Ya.,pEZ,

(a,B) € Z, Ya,B € X

sea,BeZ, (a.f)=0 (af)=0c sy058=25305,.

15.1.7)

15.2. Relazioni tra coppie di radici

Sia & un sistema di radici in E, su cui ¢ fissato un prodotto scalare W(Z)-
invariante.
Se «, 8 € # abbiamo:

(15.2.1) (@, BB, @) = 4cos’ af € Z.

Quindi (@, B){B, @) puo assumere solo i valori 0, 1,2, 3, 4. Elenchiamo nel seguito
le diverse possibilita:

TaBELLA 1

1) (a,B) = (B,a) =0 Ey,E =n/2 Sq © g ha ordine 2
2) (a,B) = B,a)=1 EB =x/3 ol = |8l Sa © S ha ordine 3
3) (a,B) =B, a) = -1 EB =2nr/3 ||l = ||Bl| Sq © sg ha ordine 3
4) (@B =1@a)=2 aB=x/4 V2ol =Bl sao sshaordine 4
5) (a,B)=-1(B,a)=-2 &B =31/4 V2|a| = I8l sq © sg ha ordine 4
6) (a,By=1{B,a)=3 EB =71/6 V3|l =Bl seo sg ha ordine 6
7 ALa,By=-1{B,a)=-3 é\/\B =57/6 V3|lall =Bl se o sg ha ordine 6

8) (a,B) =(B,a) =2 af =0 a=p Sqaosg=e
9) (a,B) =B, a) = -2 5/23=7r a=-4 Sqosg=e¢e
0) (@B =1Ba =4 aB=0 2a =B SaOSp=e
) (@p)=-1Ba)=-4 af=n 20 = —B SaOSp=e

In particolare abbiamo:

Teorema 15.2.1. Sia # un sistema di radici in E.
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(i)  Sedue radici di % sono proporzionali, il loro fattore di proporzionalita
non puo essere che uno dei numeri £1, +2, i%.

(ii)  Se a, B sono due radici non proporzionali e ||a|| < ||B]l, allora {a,B) €
{0,1,-1}.

Teorema 15.2.2. Sia % un sistema di radici in E. Siano «, B due radici di % con
a # 6.

@) Se(alp) >0, alloraa — B € %;

@)  Se(alp) <0, alloraa+B e Z%.

DimosTrAZIONE. (i) Possiamo supporre |||l < ||5]]. Allora, se @ e 8 non sono
proporzionali, (@, 8) = 1 e quindi @ — 8 = sg(a) € Z. Se a e § sono proporzionali,
alloraB=2aef—-a=a€X.

(if) segue da (i) sostituendo —f a 3. O
Corollario 15.2.3. Sea,pe Zea—-LB ¢ %, a+p ¢ X%, allora (a|B) = 0.

Due radici «, 8 che soddisfino le condizioni del Corollario [15.2.3] si dicono
fortemente ortogonali.

Proposizione 15.2.4. Sia Z un sistema di radici in E. Siano «a, € X% due radici
non proporzionali. Allora:

() {JeZ|B+ ja € Z} é un intervallo [-r, q] di Z contenente 0;
(i) siaS ={B+ jal—-r < j<q, jeZ}) Allora so(S) =S e so(B + qa) =
B —ra;

(iii) B,a)=r—q.

DmosTRAZIONE. Siano r, g i pit grandi interi non negativi tali che 8 — ra, 8 +
qga € Z. Se la (i) fosse falsa, potremmo trovare interi mj,my con —r < my < my <
gtaliche B+ ma,B+mya € Z, maf+(m + )a¢ Z,B+(my—a ¢ Z. Peril
Teorema|[15.2.2] avremmo:

B+ mala) 20,
B+ mala) <0.
Sottraendo membro a membro troviamo
2
(my —mp)llel|” =0

e quindi una contraddizione perché (m; —my) < 0, ||e|| > 0. Questo dimostra (7).
(ii),(iii) ~ Chiaramente s,(S) C S e vale I'uguaglianza perché S ¢ finito.
Abbiamo

seB+jo)=p-(B.a)+2))a VjeZ
e quindi j— — ({8, @) +2j) ¢ una bigezione decrescente dell’intervallo {j € Z| —r <
J < g}. Otteniamo percio

Sa(B+qa) =B - (B.a)+2¢)a = —-ra
dacui (B,a)=r—gq. O
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Proposizione 15.2.5. Siano «,B € % due radici non proporzionali. Allora 'a-
stringa per f3:
B+ jaecR|jel}

contiene al pint 4 elementi.

DmosTtrAZIONE. Con le notazioni della proposizione precedente: siay = S—ra
e consideriamo la a-stringa per y. Abbiamo (y,a) = —(r + g). Poiché [(y,a)| €
{0, 1,2, 3} per la Tabella 1, otteniamo la tesi. O

Teorema 15.2.6. Se % ¢ un sistema di radici in E, anche
(15.2.2) X =laeX|2a¢ R
e un sistema di radici in E.

DimosTRAZIONE. E chiaro che % soddisfa la (R1) ela (R3). La (R2) segue dal
fatto che le s, sono isometrie, e che per ogni radice @ € Z il sistema %’ contiene
soltanto i vettori di & proporzionali ad @ di lunghezza massima. O

Un sistema di radici # che soddisfi la proprieta:
R4) aeZ—=2a0¢%
si dice ridotto.

Teorema 15.2.7. Sia Z un sistema di radici in E e sia ® un qualsiasi sottoinsieme
di %Z. Sia &' il sottospazio vettoriale di E generato da ®. Allora #' = # N E’ ¢
un sistema di radici in E’.

DimosTrRAZIONE. La verifica &€ immediata: per costruzione %’ C E’ \ {0} € un
sistema di generatori di &”; le restrizioni ad E’ delle simmetrie s, di %, al variare di
ain Z’, sonoriflessioni di #’ e chiaramente (@, 8) € Zquando o, € #Z' C %Z. O

15.3. Basi e camere di Weyl di un sistema di radici
Sia Z un sistema di radici in E. Un sottoinsieme % di & si dice una base di
X se:

(B1) % € unabase di E;
(B2) se B = ez b¥a € Z, allora b® € Z e i coeflicienti b* sono o tutti > 0 o
tutti < 0.

Fissata una base 4 di # poniamo
R(B)={) baeR|b" N},
acPB
R (B)={) b"aeR| -b"eN).
acPB

(15.3.1)

Perle (B1) e (B2) abbiamo:
(15.3.2) RN B)YU R (B) =X, RN B)YNR(B) =0.

Le radici di Z* (%) (risp. %~ (%)) si dicono positive (risp. negative) rispetto alla
base 4.
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Fissata una base 4, introduciamo un ordinamento parziale sulle radici: se
B =Yacabaey =3 4 c*a sonoradici distinte, diciamo che 8 ; v se b <

per ogni @ € 4.

Definizione 15.3.1. Questo ordinamento parziale si dice 1’ordinamento lessicogra-
fico associato alla base 4.

Lemma 15.3.2. Sia % una base del sistema di radici Z in E. Se a + B € A,
allora («|B) < 0.

DimosTrAZIONE. Per la proprieta (B2), 8 — a ¢ R e quindi (¢|B) < 0. O

Fissato il sistema di radici # in E, chiamiamo regolare un elemento & di E
tale che (¢]a) # O per ogni a € Z. Gli elementi regolari formano un aperto denso
(aperto di Zariski) di E.

Fissato un elemento regolare £ di E, poniamo

(15.3.3) HE) ={a e Z|(alé) >0}, % (&) ={aeZ|(lé) <0}
Abbiamo ovviamente:
(15.3.4) FEVR () =R, FENA (&) = 0.

Una radice a € Z*(¢) si dice &-decomponibile se esistono aq, @y € Z*(€) tali che
a = @ + ap; altrimenti si dice &-semplice. Indichiamo con Z(¢) I’insieme delle
radici &-semplici di Z7* ().

Teorema 15.3.3. Sia Z un sistema di radici in E e sia & un elemento regolare di E
rispetto ad %. Allora B(€) é una base di %. Viceversa, ogni base B di X# ¢ della
forma B = B(€) per un elemento & di E regolare rispetto ad X.

DimosTtrAZIONE. Sia & € E un elemento regolare. Se Z(£) non fosse una base,
potremmo fissare 8 € Z7(¢) \ {Xoese a®ala® € Z, a® > 0} con (B€) minimo.
Poiché B non & &-semplice, avremo 8 = 1 + B2 con B, 52 € Z*(£). Allora

(BI&) = (B1l6) + (B21¢)

con 0 < (B11€) < (BI&), 0 < (B2l6) < (BI€). Per la scelta di B, sia 81 che B, sono
combinazioni lineari a coefficienti interi non negativi di elementi di Z(¢); quindi

lo & anche 8 e questo di da una contraddizione: dunque Z(¢) soddisfa (B2) ed ¢ un
sistema di generatori.

Resta da dimostrare che Z(¢) ¢ linearmente indipendente. Osserviamo innanzi
tutto che (a|B) < 0 se @ # B € HA(¢). Infatti, se fosse (a|B) > 0, allora @ — B ¢
B — a sarebbero radici. Uno dei due, diciamo a — S, apparterra allora a Z*(&) e
quindi @ = B8 + (@ — B) non sarebbe semplice. Sia ora Z(¢) = {1, ..., a,} e siano
A1,..., A, € Rtaliche }I_, 4;; = 0. Allora

r r
Z Afa; = Z A ove A7 = max{4; 0}, A; = max{-2;,0}.
i=1 i=1
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Allora
r r
+ 012 + 93—
1 el = " AF A5 (aile)) <0
i=1 i,j=1

U o S o
Ta; = Y A a; = 0. Quindi

2 A (ilé) = Zr: A (ailé) = 0
= i=1

implica che A7 = A7 = A; = O perognii = 1,...,r e quindi #(é) ¢ anche
linearmente indipendente.

mostra che 3}, 4

Viceversa, data una base & = {«1, ..., a,} di #Z, & sempre possibile trovare un
elemento regolare £ tale che (¢l;) > Operi = 1,...,¢. Allora Z*(B) = Z* (&) e
B = B(E). |

Indichiamo con %' (%) le componenti connesse dell’aperto E \ Ugcpa™ degli
elementi regolari di E rispetto ad #. Gli elementi C di € (%) si dicono came-
re di Weyl di Z%. Per il teorema appena dimostrato, le camere di Weyl sono in
corrispondenza biunivoca con le basi di Z.

Se C € €(#) e & € C, porremo

(15.3.5) B(C) = BE), RNC)=RH (&), A (€)=A ().

Osserviamo che valgono le relazioni:
(15.3.6)

FZ(C)={lae Z|(aft)>0 VéeCl;
C={€E|(Ea)>0Va e Z(C)} = (&€ E|(&a) >0 Va € BC)}.

Lemma 15.3.4. Sia % una base del sistema di radici #. Se B € #*(HB) non e
semplice, allora esiste a € X tale che (a|B) > 0; in particolare esiste « € A tale

che B — a € Z*(P).

DiMosTRAZIONE. Sia & = {ay,...,ar} e supponiamo sia (Bla;) < 0 per ogni
i=1,...,{. Abbiamo g = Zle blajconb € Z,b' >0 per ogni i. Allora

14
0 <IBIP = > b (Bler)
i=1

ci da una contraddizione, perché ogni addendo del secondo membro ¢ < 0. O

Definizione 15.3.5. Fissata una base % di %, chiamiamo altezza di una radice
B = X wez b*a il numero naturale positivo

(15.3.7) ht(B) = Z 7.
aER

Lemma 15.3.6. Sia % una base del sistema di radici Z#, e sia Z* = %#*(RB) il
corrispondente sistema di radici positive. Sia f € Z* e sia m = htz(B). Allora
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esiste una m-upla («ay, . . ., a,,) di elementi di B (non necessariamente distinti) tale
che
m J
(15.3.8) B = Zah e, perognil < j<m Z a € #*.
h=1 h=1

DimostrazIONE. Si applica I’induzione rispetto all’altezza della radice g e il
Lemma precedente. O

Lemma 15.3.7. Sia 9 una base del sistema di radici # e sia Z* = % (P) il
corrispondente sistema di radici positive. Allora per ogni a € % abbiamo:

(15.3.9) S ZT) = (%" \ {a}) U{-a}.
DIMOSTRAZIONE. Se 8 € Z* \ {a}, allora

B=0b‘a+ Z b’y con b’ >0 perqualchey e £\ {a}.

yeB\{a
Allora
sa(B) = — [b" £ P, a/)] + by
yeRB\{a} yeB\{a}
Poiché b > 0 per qualche y € £ \ {a}, abbiamo allora s,(8) € Z*. O

Corollario 15.3.8. Sia % una base del sistema di radici Z e sia Z* = Z*(A) il
corrispondente sistema di radici positive. Poniamo 6 = Y, cq+ @. Se 8 € B, allora
s5g(0) =6 — .

Lemma 15.3.9. Sia % un sistema di radici ridotto in E. Ogni radice di % appar-
tiene a una base di X.

DmmosTRAZIONE. Sia @ € Z#. Possiamo allora trovare un elemento regolare &
tale che 0 < (a|¢) < |(B|€)| per ogni B € Z \ {xa}. Chiaramente @ € H(¢). O

15.4. Gruppo di Weyl e camere di Weyl

Consideriamo fissati in questo paragrafo lo spazio vettoriale E, un sistema di
radici ridotto Z in E e un prodotto scalare W(Z)-invariante su E.

Lemma 15.4.1. Sia % una base di % e sia (ay, ..., a;) una t-upla di elementi di B.
Se 5o, 00584, () € Z™(P), allora esiste un indice k, con 1 < k < t, tale che

Say O 0S8q,_; OS8Sq, = Sa; ©° " Say_; ©Sayy OO Sayy -
DimosTRAZIONE. Scriviamo per semplicita so, = §;, 0 = 510+ 0 §;, € poniamo:
Bi=sipio-os (), se 0Li<t-2, Bi=a.
Per ipotesi By € #~ (%), mentre B;-; € #*(H). Vi sara quindi un pit piccolo
indice k, con 1 < k < -1, tale che By € #* (). Abbiamo Br_1 = sp(Br).
Poiché s; permuta tutti gli elementi di Z* (%) diversi da @y, ne segue che B = ay
efr-1 = —ay. Sek =1t—1, abbiamo @, = a; e quindi o = sy 0---0 s5.5. Se
k <t—-1, allora:
@ = Sk+1 0 -+ 0 S—1(ay)
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e dunque
Sk = Sap = (Sgr1 0+ 84-1) 0 8,0 (841 0+ Sgx1) -
Sostituendo, otteniamo:
O =510 8k10(Sks1 0 8-1) 085 0(S-1 0"+ 0 8ks1) O Sg1 0" 8
=810 "8k-10S8k+1 90" 081

O

Corollario 15.4.2. Sia % una base di % e sia o € W(Z) un elemento esprimibile
come prodotto di simmetrie s, con @ € B. Se

O =8¢, 0+ 08, con q€AB e t minimo
allora o(a;) € #~(B).

Teorema 15.4.3. Sia A una base di %.

(1) Per ogni elemento regolare vy di E esiste un elemento oo € W(Z) tale che
(o(@)ly) > 0 per ogni a € AB.

(2) Se %' é un’altra base di %, esiste un elemento o € W(X) tale che
o(B) =L .

(3) Per ogni a € X esiste o € W(Z) tale che () € .

(4) Le riflessioni s,, con a € B, generano W(X%).

(5) Se o0 € W(Z) e 0(AB) = B, allora o ¢ lidentita.

DmvostrazIONE. Sia W’ il sottogruppo di W(Z) generato dalle riflessioni ri-
spetto agli elementi della base 4. Dimostreremo innanzi tutto che (1), (2) e
(3) valgono con W’ al posto di W(Z); dimostreremo poi (4) e (5). (1) Sia
0= % Dees+(#) @ € scegliamo oo € W’ tale che

(o()]6) = max(t(y)|o) .
TeW’
Abbiamo allora, per ogni a € %:

(TNB) = (sa © c(YIB) = (T (Y)lse(8)) = (¢(V)I6) — (o (P)le)
e quindi (o(y)|l@) > 0 per ogni @ € A. Poiché y ¢ un elemento regolare, vale la
maggiorazione stretta. Poiché o ¢ un’isometria, (o(y)la) = (o (@)ly) ed ottenia-
mo la tesi. (2) Sia %’ un’altra base di Z. Allora %’ = %(y) per un elemento
regolare y di E. Utilizzando il punto (1), esiste o € W’ tale che (o (a@)ly) > 0
per ogni @ € 9. Ma questo implica che (%) = B(y) = #’. (3) Siaa € Z.
Possiamo fissare un elemento regolare y tale che

0 <(aly) <IBMI VBeZ\{+a}.

Bastera a questo scopo fissare y in una palla di centro « la cui chiusura non conten-
ga altri elementi di # U {0}. Chiaramente « ¢ una radice y-semplice ed appartiene
quindi a #(y). Per il punto (2) possiamo trovare o € W’ tale che 0(#) = A(y)
e quindi o~ !(@) € %. (4) Siaa € Z. Per il punto (3) possiamo trovare o € %"

e € % tale che o(f) = a. Allora s, = 0 o sgo o~! € W’. Quindi W’ contiene
tutte le riflessioni di % e quindi coincide con il suo gruppo di Weyl W(Z). (5)
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Sia o € W(Z) tale che (%) = H. Se o non fosse I’identita, potremmo scriverla
come prodotto di un numero minimo ¢ di riflessioni rispetto ai vettori della base %:

O = Sg, 0" "0 Sg,

cont > 1ea; € 4. Ma, per il Corollario [15.4.2] avremmo o(a;) € Z~($), e
quindi una contraddizione. O

Da questo teorema si ricava:

Teorema 15.4.4. I gruppo di Weyl W(Z) opera in modo semplicemente transitivo
sull’insieme € (%) delle camere di Weyl di Z%.

DimostrAzZIONE. Per la corrispondenza biunivoca tra I’insieme delle camere di
Weyl e I’ insieme delle basi di #, la (2) del Teorema ci dice che W(Z%)
opera in modo transitivo sulle camere di Weyl e la (5) che la sola trasformazione
di W(Z) che fissi una qualsiasi camera di Weyl & I’identita. O

Lemma 15.4.5. Sia Cy € € (%) una camera di Weyl e sia Cy la sua chiusura.
Allora Cy é un dominio fondamentale di W(Z): cio significa che per ogni & € E,
I’orbita W(Z) - € interseca Cy in uno e un solo punto.

DimosTtrAZIONE. Osserviamo che {C | C € €(%)} & unricoprimento di E. Quin-
di ogni ¢ € E appartiene alla chiusura di una camera di Weyl di . Fissiamo un
elemento £ € E \ {0}. Esso appartiene alla chiusura di una camera di Weyl Cg.
Poiché W(Z) opera in modo semplicemente transitivo su € (%), vi € un unico
o € W(Z) tale che o(C¢) = Co. Risultera allora anche Cp = 0(Cg¢) = 0/(Ce) €
quindi o (¢) € Cy.

Per concludere la dimostrazione, bastera verificare che, se &, € Cy ed esiste
o € W(Z) tale che o (¢) = n, allora ¢ = . Ragioniamo per ricorrenza sul minimo
numero ¢ di riflessioni rispetto a vettori della base %(Cy) in cui si pud decomporre
o.Set =0, allora o ¢ I'identita e £ = . Supponiamo che ¢ > 0 e che due elementi
di Cy trasformati I’'uno nell’altro dal prodotto di meno di ¢ riflessioni rispetto a
vettori di Z(Cy) coincidano. Sia o = sy, © - -+ 54, con @; € HB(Cop) e t minimo. Per

il Corollario o(a;) € Z7(Cp) e quindi:
0> (lo(@)) = (™' (lar) = Elar) = 0.

Quindi s4,(€) = € perché & e a; sono ortogonali ed 7 = 54, ©- - -S4, ,(£) implica che
& = n per I'ipotesi induttiva. O

Lemma 15.4.6. Sia C € €(%). Allora C c Z*(C).

DiMosTRAZIONE. Sia € CNZ esiaa = 2B B(C) aPB. Abbiamo (a|8) > 0 per
ogni B € B(X)e

0<la? > p),

BEB(C)

da cui ricaviamo che @ > 0 per qualche 8 € %(C) e quindi @ € Z*(C). O
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15.5. Sistemi di radici irriducibili
Osserviamo in primo luogo che vale il seguente:

Lemma 15.5.1. Ogni rappresentazione lineare di un gruppo finito é completamen-
te riducibile.

DmosTrAzZIONE. Sia G un gruppo finito, £ uno spazio vettoriale reale di di-
mensione finita e p : G—GLR(E) una rappresentazione lineare. Possiamo fissa-
re su E un prodotto scalare p(G)-invariante. Allora, per ogni sottospazio p(G)-
invariante W di E, anche W+ & p(G)-invariante. Da questa osservazione la tesi
segue facilmente per induzione sulla dimensione di E. O

Lemma 15.5.2. Sia &% un sistema di radici in uno spazio vettoriale reale E. Se
E| # {0} e un sottospazio W(Z)-invariante di E, allora %\ = % N E| ¢ un sistema
di radiciin E|. Esiste un sottospazio W(Z)-invariante E, di E tale che E = E|\®E,
e

(15.5.1) KX =% UX%, con % =ANE\, % =%NE,.

DimosTrAZIONE. Possiamo limitarci a considerare il caso E; # E. Fissiamo su
E un prodotto scalare W(Z)-invariante e sia £ = Ell Allora E = E| ® E; ed ogni
radice @ di # si decompone in modo unico in una somma:

a=&(4+7 con £€E, nek,.
Poiché ||o|]* = (el¢) + (alnp) > 0, sara o («|¢) > 0 oppure (a|n) > 0. Supponiamo
per fissare le idee che sia («|¢) > 0. Allora:
5(§) = (1 —(& a))E—(Eam € E; .
Poiché (¢, a) # 0, questa relazione implicache n =0e a = ¢ € E;. Quindi
X =(ZNE)U(ZNE,)

e da questa & facile ricavare che Z| = ZNE| e %> = % N E, sono sistemi di radici
in E| ed E; rispettivamente. O

Teorema 15.5.3. Sia Z un sistema di radici in uno spazio vettoriale reale E, su
cui pensiamo fissato un prodotto scalare W(Z)-invariante.
Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(1) esiste una partizione
K=K VR, con BN =0, % #0, % +0
tale che
(@B)=0 YaeZ, VBeR,.
(2) Esiste un sottospazio W(Z)-invariante E| di E con {0} # E| # E.
DimosTrRAZIONE. (1)=(2).  Siano E; ed E; i sottospazi di E generati da %

e da %, rispettivamente. Chiaramente essi sono sottospazi W(Z)-invaranti di %,
diversi da {0} e da E.

2)=(1). E una conseguenza del Lemma|15.5.2 O
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Un sistema di radici # per cui valgano le condizioni equivalenti del Teorema
si dice riducibile. Chiamiamo irriducibile un sistema di radici % che non
sia riducibile.

Lemma 15.5.4. Siano E,, ..., E,, sottospazi vettoriali di dimensione finita dello
spazio vettoriale reale E tali che E = @?i | Ei e sia, per ogni i, Z; un sistema di
radici in E;. Allora Z = \JL, %; é un sistema di radici in E.

DiMOSTRAZIONE. Se a ¢ una radice di %; ed sf,i) la corrispondente riflessione in
E;, estendiamo sg) a una riflessione s, in E ponendo:
o= 10O s gek,
¢ é se E€Ej, j#i.

Si verifica che Z € un sistema di radici in E, con riflessioni s,. O

Definizione 15.5.5. Nella situazione del Lemma [15.5] diciamo che il sistema di
radici Z & la somma diretta dei sistemi di radici Z; (1 <i < m).

Lemma 15.5.6. Sia Z un sistema di radici irriducibile in E. Sia @ una qualsiasi
radice di Z. allora {o(a)| o € W(Z)} ¢ un sistema di generatori di E.

DimosTrAZIONE. Infatti il sottospazio vettoriale di E generato da {o(a)|o €
W(Z)} ¢ W(Z)-invariante e # {0}. Esso deve quindi coincidere con E. O

Teorema 15.5.7. Sia Z un sistema di radici in E. Allora Z si decompone in modo
unico nella somma diretta di sistemi di radici irriducibili in sottospazi di E.

DmvosTrAZIONE. Sia E = P, una decomposizione di E in somma diretta di
sottospazi W(Z)-irriducibili. Per i risultati precedenti #; = Z N E; €, per ogni
i = 1,...,m un sistema di radici irriducibile in E; ed # & la somma diretta dei
sistemi di radici ;. Resta da verificare che la decomposizione € unica. Ma questo
¢ conseguenza del Lemma [T5.5] perché ogni sottospazio E; & uno dei sottospazi
generati da {o (@) |0 € W(Z)} per qualche @ € Z. O

Questo risultato riduce il problema della classificazione dei sistemi di radici a
quello della classificazione dei sistemi di radici irriducibili.

15.6. Proprieta dei sistemi di radici irriducibili

In questo paragrafo indicheremo con E uno spazio vettoriale reale di dimen-
sione finita e con Z un sistema di radici irriducibile in E. Su E penseremo fissato
un prodotto scalare W(Z)-invariante.

Lemma 15.6.1. Sia % una base di %. Se Z ha rango > 2, allora per ogni a €
esiste B € A tale che (a|B) < 0.

DimosTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che o € & sia ortogonale a tutti gli
altri elementi 8 di #. Allora E; = Ra e il sottospazio generato E, da £ \ {«a}
sono mutuamente ortogonali ed invarianti rispetto ad sg per ogni § € %. Poiché le
riflessioni rispetto ai vettori di % generano W(%), ne concludiamo che E; ed E;
sono sottospazi W(Z)-invarianti, contraddicendo 1’irriducibilita di Z. O
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Lemma 15.6.2. Sia & una base di %#. Allora esiste un unico elemento & di % tale
che

(15.6.1) a<a  YaeZ\l(a)

e inoltre

(15.6.2) a=) KB con ¥>0 VpeR
peA

DmmosTtrAZIONE. Sia @ massimale in % rispetto all’ordinamento parziale <.
'(Z

Chiaramente @ € #Z*(%). Sia (15.6.2) I'espressione di @ come combinazione
lineare di elementi della base. Poniamo

B ={a € Bk > 0}, P ={a e Bk =0}.

Chiaramente % = % U %, (unione disgiunta) e %, # (). Supponiamo per assurdo
che anche %, # 0. Poiché @ — a ¢ Z se a € %, abbiamo (@|a) < 0 per ogni
@ € %,. D’altra parte, poiché Z & irriducibile, per il Lemma [15.6.1] esisteranno
a € By e € P, tali che (a|B) < 0. Quindi

@p =) Koy <0
yeRB)

implica che @ + 8 € Z, contraddicendo la massimalita di &.
Per la massimalita di & abbiamo quindi (&|a) > 0 per ogni @ € Z* (%) e quindi
@ appartiene alla chiusura della camera di Weyl C corrispondente a %.
Dimostriamo I'unicita di @ Se y fosse un altro elemento massimale di %
rispetto a 2, avremmo

@)= > Kaly) >0

acPB
edunquen =@ -y € #. Sen € #*,da @& = y +  avremmo y ; &, contrad-
dicendo la massimalita di y, sen € Z (#H),day = @ + (-n) avremmo & ;3 v,

contraddicendo la massimalita di @. La dimostrazione ¢ completa. O

Lemma 15.6.3. Sia & una radice massimale di Z rispetto a una base %. Allora
la]l > ||| per ogni a € Z.

DmmosTrRAZIONE. Sia @ € Z. A meno di sostituirla con o-(@) per qualche @ €
W(Z) possiamo supporre che @ € C, ove C ¢ la camera di Weyl corrispondente a
AB. Poiché @ — a ;g» 0, abbiamo contemporaneamente:

@ad-—a)=20 e (adla-a) =0,
da cui sommando membro a membro si ricava |@||> > ||a]|?. O

Lemma 15.6.4. Supponiamo Z ridotto. Allora I’insieme {||a||| @ € X} contiene al
piu due elementi.
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DiMOSTRAZIONE. Siano a, 8 due elementi di &%. Possiamo supporre che ||| <
IIBIl. Poiché {o(a)|o € W(Z)} genera E, possiamo supporre (a|8) > 0. Allora
11811/l € {1, V2, V3. Sia y un terzo elemento di &%. Possiamo supporre che ||8]| <
[lyll. Allora i tre numeri [|8]|/||l, I[¥Il/llll, 1I¥Il/I|B]] devono tutti e tre appartenere
all’insieme {1, V2, V3}. Ma questo non & possibile se ||| < [|BI] < |lyll. O



CAPITOLO XVI

Classificazione dei sistemi di radici

In questo capitolo classificheremo i sistemi astratti di radici. A ciascuno di
essi assoceremo un diagramma di Dynkin. Troveremo prima condizioni necessa-
rie affinché un diagramma sia il diagramma di Dynkin di un sistema di radici e
mostreremo in seguito che queste condizioni sono anche sufficienti.

16.1. Grafi

Definizione 16.1.1. Si dice grafo (combinatorio) una coppia I' = (V, L) in cui V
sia un insieme ed L una famiglia di sottoinsiemi di V, composti ciascuno da due
elementi.

Gli elementi di V sono i verticie quellidi LilatidiT.

Dato un grafo I' = (V, L) e un sottoinsieme W di V, indichiamo con Ly la
famiglia degli elementi di L che sono contenuti in W.

Definizione 16.1.2. 11 grafo I'ly = (W, Ly) si dice il sottografo di I' generato da
w.

Definizione 16.1.3. Un cammino in I" = (V, L) ¢ una sequenza finita ¢ = (@;)o<<n
di elementi di V tali che {a;_1,;} € Lperogni j=1,...,n.

In numero 7 si dice lunghezza del cammino.

Un cammino ¢ = (@;)o<j<n S dice aperto se ag # a, € chiuso se ap = .

I cammini di lunghezza zero sono esempi di cammini chiusi.

Definizione 16.1.4. Un cammino aperto ¢ = (@;)o<j<n ha sempre lunghezza n > 1
e si dice semplice quando «; # ajperogni0 <i < j<n.
Un cammino chiuso ¢ = (@;)o<j<n si dice semplice se o0 ha lunghezza zero,
oppure se ha lunghezza positiva e ¢’ = (@;)o<j<s—1 € un cammino semplice aperto.
Un cammino semplice chiuso di lunghezza positiva ha lunghezza > 3 e si dice
un ciclodiT.

Definizione 16.1.5. Due vertici @, 8 € V si dicono

legati se {a,B} € L,

connessi se esiste un cammino ¢ = (a;)o<j<n tale che @y = @, @, = B.

Diciamo in questo caso che ¢ connette « a 3.
La relazione di essere connessi ¢ una relazione di equivalenza tra i vertici V di
un grafo I' = (V, L); le classi di equivalenza si dicono le componenti connesse del
grafo.

223
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Un sottoinsieme W di V si dice totalmente sconnesso se Ly = 0, e si dice
connesso se due qualsiasi dei suoi vertici sono connessi da un cammino in I'y.

Un vertice « di un grafo I' = (V, L) si dice:

isolato se a ¢ UL;

estremo se appartiene al piu ad un elemento di L;

interno se appartiene ad almeno due elementi di L;

di ramificazione se appartiene ad almeno tre elementi di L.

Chiaramente un punto isolato ¢ un estremo; un punto di ramificazione ¢ anche
interno e un punto interno non ¢ un estremo di I'.

Definizione 16.1.6. Un grafo si dice una foresta se non contiene cicli; un albero se
¢ una foresta connessa.

Teorema 16.1.7. (i) Ogni foresta finita e non vuota contiene un estremo.
(ii) I vertici di una famiglia non vuota si possono ripartire in due insiemi
totalmente sconnessi.

DimostrAzZIONE. (i) SiaI' = (V, L) una foresta non vuota. Se I' contiene un
punto isolato, allora questo € un estremo. Possiamo quindi supporre che I' non con-
tenga punti isolati. Fissiamo allora in I' un cammino semplice aperto ¢ = (@)o<<n
massimale. Dico che a;, € un estremo di I'. Infatti, se cosi non fosse, ptremmo
trovare un 8 € V con 8 # a, tale che {a,, 8} € L. Ma non puo essere 8 # «; per

i=0,...,n— 2 perché allora il cammino semplice aperto (@;)o<i<n+1 Ottenuto po-
nendo @, = S avrebbe lunghezza n+ 1 maggiore di quella di ¢, né 8 = a; per qual-
che 0 < i < n— 1 perché altrimenti I" conterrebbe il ciclo: (¢; = 8, @11, - .., an, B).

Quindi @, € un estremo e la (i) &€ dimostrata.

Possiamo dimostrare la (ii) per induzione sul numero m di elementi di V. Fis-
sato un estremo «a di I, e posto W = V '\ {a}, per I'ipotesi induttiva applicata alla
foresta I'ly potremmo ripartire W in due sottoinsiemi totalmente sconnessi W e
W;. A meno di scambiare gli indici, possiamo supporre che {a,[} ¢ L per ogni
B € Wy, Allora Vi = W, U {a} e V, = W, ¢ una partizione di V in due insiemi
totalmente sconnessi. O

Definizione 16.1.8. Un grafo I' = (V, L) si dice una catena se ¢ finito ed esiste un
cammino semplice aperto (@ ;)o<j<, tale che V = {a;|0 < j < n}.

Lemma 16.1.9. Un albero I = (V, L) é una catena se e soltanto se non contiene
punti di ramificazione.

DimosTRAZIONE. Supponiamo che I' sia una catena e sia ¢ = (@)o< <, Un cam-
mino semplice aperto massimale in I'. I vertici @ e a, sono estremi; se ci fosse
quindi un punto di ramificazione esso sarebbe un @, con 0 < r <n. Sia0 < j<n
tale che j # r+ 1 e {a,,a;} € L. A meno di cambiare I’ordine nel cammino ¢
possiamo supporre 0 < j < j+ 1 <r. Allora (@, @, @41, ..., a,) sarebbe un ciclo
inT.

Viceversa, supponiamo che I sia un albero privo di punti di ramificazione e sia
(@j)o<j<n una catena aperta massimale in I'. Se V # {a;|0 < j < n}, esisterebbe
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un $ € V non appartenente alla catena, ma tale che {8, «;} € L. Dovrebbe essere
B # o, a, perché questi sono estremi. Allora @; sarebbe un punto di ramificazione
di I, perché {a;, a;_1},{aj, a1} (@), B} € L. m|

16.2. Matrici di Cartan

Sia E uno spazio vettoriale reale di dimensione £ > 1 e sia & un sistema di
radici in E. Su E consideriamo fissato un prodotto scalare W(Z%)-invariante.
Fissata una base % di %, associamo a % la matrice € X {:

(16.2.1) Mz = (. B))q pez

Essa si dice la matrice di Cartan di Z.

Osserviamo che, se %’ & un’altra base di Z#, allora 8’ = 0-(%) per un elemento
o del gruppo di Weyl W(Z). Poiché (o (a), o(B)) = {(@,pB) per ogni @, € A, in
quanto o & un’isometria di E, la matrice di Cartan non dipende dalla particolare
scelta della base Z di Z.

La matrice di Cartan caratterizza completamente un sistema di radici ridotto:

Teorema 16.2.1. Siano % un sistema di radici ridotto in E, %’ un sistema di radici

ridotto in E’. Supponiamo che dimgE = dimgrE’ = € e siano {ay, ..., ar} una base
di % ed {0/1, .. ,az,} una base di #’. Se <a/;,oz}> = {aj,a;) perognil <i,j<{,
e ¢ : E — E’ ¢ lisomorfismo lineare tale che ¢(a;) = a peri = 1,...,¢, allora

HX) =K' e ($(a), p(B)) = {a.B) per ogni a,B € Z.

DivosTrAZIONE. 1l teorema segue dal fatto che il gruppo di Weyl di un sistema
di radici ¢ generato dalle riflessioni rispetto ai vettori di una base e che ogni radice
di un sistema di radici ridotto ¢ immagine, mediante il gruppo di Weyl, di una
radice della base. O

16.3. Diagrammi di Dynkin

Sia E uno spazio vettoriale reale di dimensione finita £ > 1 e sia &% un sistema
di radici in E. Fissiamo una base % di & e un prodotto scalare W(Z%)-invariante
in E.
Associamo ad Z un diagramma nel modo seguente:
(1) gli elementi della base % sono i vertici del diagramma;
(2) congiungiamo due radici distinte @, di % con

(@,B)B, @) = 4cos’ af lati;
(3) se due vertici a,8 € % sono connessi da lati, e ||a|| < ||B]| aggiungiamo
una freccia che indica la radice piu corta a.
Osserviamo che
e due radici di Z possono essere connesse al pit da tre lati;
e quelle non connesse da alcun lato sono tra loro ortogonali;
e quelle connesse da un solo lato hanno la stessa lunghezza; quelle connes-

se da due lati hanno lunghezze il cui rapporto & V2,
e quelle connesse da tre lati hanno lunghezze il cui rapporto & V3.
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Dal diagramma di Dynkin possiamo ricavare la matrice di Cartan e quindi i sistemi
di radici ridotti sono completamente determinati (a meno di isomorfismi) dai loro
diagrammi di Dynkin. Chiaramente il diagramma di Dynkin non dipende dalla
particolare scelta della base % di Z.

Indicheremo nel seguito con A(%) il diagramma di Dynkin del sistema di ra-
dici ridotto %. Indicheremo ancora con I'(%) il grafo associato al diagramma di
Dynkin: fissata una base % di Z, il grafo I'(%) ha come insime di vertici % e i lati
sono

LZ)={a,Bfc Bla+B e (ap) +0}.
Il numero di lati in A(Z) che congiungono due radici ,8 € 4 legate in I'(Z) si
dice anche la molteplicita di {«, B} € L(Z).

Nel seguito considereremo fissato lo spazio Euclideo E, un sistema di radici %

in E e una base & di #; il prodotto scalare in E & W(Z)-invariante.

Lemma 16.3.1. Sia %’ un sottoinsieme di P, sia E’ il sottospazio vettoriale di E
generato da B’ ed Z#' = ZNE’'. Allora Z’ ¢ un sistema di radici in E', ' ¢ una
base di #’ ed il diagramma di Dynkin A(Z") di %’ si ottiene da A(Z) cancellando
iverticidi B\ A’ eilati che escono da essi.

DmmosTrRAZIONE. Basta osservare che s,(Z') C %’ se a € %’ . O

Lemma 16.3.2. Se Z ha rango ¢, allora il numero di lati del grafo I'(X) ¢ stretta-
mente minore di €.

DmMoSTRAZIONE. Sia B = {ay,...,ar}. Poiché i vettori della base % sono
linearmente indipendenti,
YL
7= Diag
=1l

Qundi abbiamo:

2aila)
0<Iyl> =€+ o
4 Lrcicsetl] ol
Abbiamo
(ilaj) <0 perognil <i< j<U{,
4(ap)’
———— ¢e{1,2,3}, sef{a;a;} € L(ZX).
lalPI1II? o
Quindi
2(ala;
2eda)) lai,aj} € L(R).
llevill llev I
Da questa osservazione segue la tesi. O

Lemma 16.3.3. Il grafo I'(#Z) associato ad un sistema di radici non contiene cicli.

DimosTrAZIONE. Per il Lemma [16.3.1] un ciclo di I'(%) sarebbe il grafo asso-
ciato ad un sistema di radici. Cid non & possibile per il Lemma[16.3.2] mi

Lemma 16.3.4. In nessun vertice del diagramma di Dynkin A(Z) di un sistema di
radici # concorrono piii di tre lati.
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DimosTRAZIONE. Sia @ € £ e siano S, ..., B le radici di £ connesse ad a,
in A(%), da almeno un lato. Utilizzando il Lemma[16.3.1] possiamo supporre che
B = {a,B1,....0). Peril Lemma[16.33] (8.8} ¢ LX) se 1 <i < j<k
Quindi ”gﬁ, ..., -2 & un sistema ortonormale in E. Completiamolo ad una base

> 1Bkl
ortonormale di E con I’aggiunta di un vettore Sy. Allora (a|Bg) # O e

a=13" (@Bups.

Otteniamo:

2= (@) =1 (@B )
A (@ BB ),

onde k
Zh:]<a’ﬁh><ﬁh’ a) < 4.

Poiché il primo membro di questa uguaglianza ¢ il numero dei lati del diagramma
di Dynkin che escono da a, otteniamo la tesi. O

Lemma 16.3.5. Sia (ay,...,a;) un cammino semplice aperto in I'(%Z). Allora:
(0 ay=ay+--+ap€X;
(i) B =RB\lai,...,a}Ulag} e la base di un sistema di radici ' C X#;
(iii)y Il diagramma di Dynkin A(Z") si ottiene da A(X) sostituendo ai vertici
ai,...,q e ai lati che li uniscono 'unico vertice , e facendo conver-
gere in g tutti i lati che congiungevano uno dei vertici a; (1 <i < k) con
ivertici in B\ {ay, ...,

DiMosTRAZIONE. (i) Se S; = Zzzlai, peri=1,...,k, abbiamo:
Bilair1) = (@ilaiy) <0 VI<i<k-1.

Quindi per ricorrenza 3; € % perogni i = 1,...,k ed in particolare a¢ = S € %.
(if) Sia E’ il sottospazio vettoriale di E generato da #’. Allora #' = Z N E’

¢ un sistema di radici in E’. Chiaramente %’ ¢ un sistema di radici semplici in
X (PB) N X e quindi una base in Z’.

(iii) Poiché I'(#) non contiene cicli, ogni radice in £ \ {ay,...,a;} ¢ legata
ad al pill una delle radici aj, . . ., @. Quindi

(@0, B)(B, o) = gg(mﬁ)(ﬂ, @), VBeB\lai,...,a,
da cui segue (iii). O
Otteniamo percio:
Lemma 16.3.6. Sia A(Z) il diagramma di Dynkin di un sistema di radici % ridotto

e irriducibile. Si hanno allora le seguenti alternative:

(1) 1l grafo T'(Z) possiede un solo punto di ramificazione; allora due radici
di % sono connesse da al pint un lato in A(%).

(2) 1l grafo T'(X) ¢ una catena e AN(Z) contiene al pint una coppia di vertici
legati da pin di un lato.
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DimosTtrAZIONE. (1) Ragioniamo per ricorrenza sul rango £ di %. Supponia-
mo che le radici in 4 siano «ay,...,a, e che @ sia un punto di ramificazione di
I'(Z%) legato alle radici a», a3, a4. Se £ = 4, non c¢’e nulla da dimostrare. Altrimen-
ti, poiché T'(#) & connesso, possiamo supporre che {ay, as} € L(Z). 1l lato {a4, as}
ha molteplicita 1 in A(%), perché altrimenti nel diagramma di Dynkin del sistema
di radici generato da a1 + @4, @, @3, a5 dalla radice @ + a4 uscirebbero piu di tre
lati.

Consideriamo ora il sistema di radici &#’, con base

/
KB ={a1, a2, a3, 04 + @5, 06, . .., Q).

Per I’ipotesi induttiva I'(%’) ha il solo punto di diramazione «; e per ogni coppia
di radici legate 8,8’ € %’ ¢ (B,8) = —1. Ma questo implica che anche tutte le
coppie di radici legate di I'(%) sono collegate da una sola linea nel diagramma di
Dynkin A(Z).

Resta da dimostrare che @4 e a5 non sono punti di diramazione di I'(#). Se
a4 fosse di diramazione, a meno di cambiare gli indici potremmo supporre che
{ag, ag} € L(Z). Ma nel diagramma ottenuto identificando a un punto i vertici @
ed a4 avremmo allora quattro lati che escono da @ + a4, € questo ci darebbe una
contraddizione. Analogamente si esclude la possibilita che a5 sia di diramazione,
considerando il diagramma ottenuto identificando a un vertice i vertici a1, a4, @s:
nel vertice @] + @4 + a5 convergerebbero almeno quattro lati.

(2) Se I'(#) non contiene punti di diramazione, allora ¢ una catena. Sia
(a1,...,ar) un cammino semplice aperto massimale in I'(#). Possiamo ragionare
per ricorrenza su £. Il caso £ < 2 ¢ ovvio. Poiché non piu di tre lati del diagramma
di Dynkin possono uscire da uno stesso vertice, ci sara un indice i, con 1 <i < ¢,
tale che | ed @; siano legati da un solo lato in A(%). Applichiamo allora 1’ipotesi
induttiva al diagramma A(Z”’) del sottosistema di radici #’ con base

%”z{ai+al~+1}u{aj|1§jsf, jELi+1},
ottenendo la tesi. O

Lemma 16.3.7. Se I'(Z) ¢ una catena, allora possono darsi i casi seguenti:
(1) ogni lato di T(Z) ha molteplicita 1 in A(Z) (tipo A¢);
(2) ¢’¢ un solo lato di T(Z) di molteplicita 2 in A(Z), cui appartiene uno
degli estremi (tipi By e C¢);
(3) Z ha rango quattro, un solo lato di molteplicita 2 e i vertici che gli

appartengono non sono estremi (tipo Fy);
4) Z ha rango 2 e il lato in T'(#Z) ha molteplicita 3 in A(Z) (tipo G»).

DimosTrRAZIONE. Se I'(#) ha un lato di molteplicita 3 in A(%), allora ha neces-
sariamente rango due e un solo lato per il Lemma[16.3.4]

Supponiamo quindi che vi sia in T(Z) un lato di molteplicita due in A(Z).
Abbiamo gia dimostrato che vi ¢ al pit un lato di I'(%) di molteplicita maggiore di
uno in A(Z). Una catena aperta massimale in T'(#) sara quindi della forma:

(@1,...ap,By,...P1)
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con
(@i, @ip1) = (@is1, @) = —1 se 1<i<p,

Bi-Bi+1) = Bir1,Bi) = ~1 se 1<i<gq,

(ap.By) =-1, Bg.ap)=-2,

(aj,aj = {a;,Bn) = BnPr) =0 altrimenti ,

1Bill = V2l se 1<i<q 1<j<p.

Consideriamo i due vettori

f=ZZ:1h“h © ’7=Zzzlhﬁh'

Possiamo supporre per semplicita che ||o;]| = 1 perogni 1 <i < pe||Bill = V2 per
1 <i<gq. Allora:

I€lP = Ty = S+ 1) = P2

lll? = 230 h* = 230" h(h + 1) = g(g + 1).

Otteniamo poi
&l = pa(aylBy) = —pq .-

Per la diseguaglianza di Cauchy, tenuto conto del fatto che £ ed i non sono propor-
zionali, risulta:

202> < p(p+ g(g+ 1), ovvero (p—1)g—1)<2.
Avremo allora le seguenti possibilita:
p = 1, g arbitrario (tipo By),
q = 1, p arbitrario (tipo Cy),
p=2,q=2(tipo Fy).
Il Lemma ¢ dimostrato. O

Lemma 16.3.8. Supponiamo che T'(Z) sia connesso e contenga un punto di di-
ramazione. Allora ogni lato di T'(%) ha molteplicita 1 in A(XZ) e possono darsi i
seguenti casi:

(1) 1l punto di diramazione ¢ legato a due estremi di I'(Z) (tipo Dy);

2) il rango di # ¢ 0 6, 0 7 0 8 e il punto di diramazione é connesso a
uno degli estremi da un cammino semplice di lunghezza 2 e ad un altro
estremo da un cammino semplice di lunghezza 1 (casi E¢, E7, Eg).

DimostrAzZIONE. Sia ¢ il punto di diramazione e siano

(alla"-aalhlﬂ)’ (ﬁl""aﬂq’w)’ ('Yl,---ayr,lp),

con r < g < p, i cammini semplici che lo connettono agli estremi di ['(%).
Consideriamo i vettori:

&= Zizlhah’ = Zzzlhﬁh’ 0= Z:z:lhwl'

Essi sono due a due ortogonali e inoltre &, 7,6,y sono linearmente indipendenti
in E. Poiché tutti i vettori della base % hanno la stessa lunghezza per il Lemma
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16.3.6] possiamo senz’altro supporre che ||u|| = 1 per ogni u € 4. Abbiamo allora:

» _ plp+1) 2> _qlg+1) 2 _rr+1)
15 == (171l =5 6l =

Inoltre:

Wlé) = p(lay) = -4,
Wl = qWlBy) = -3,
W10) = r(glyr) = -5 .

Dalla diseguaglianza:
cos? g,?;; + cos? 7]@2 + cos? ég\b <1
ricaviamo allora che
2 /4 2/4 2 /4
S i e SR s SR ’
pPip+1D/2  qlg+1D/2  r(r+1)/2

1 N 1 N 1
p+1 g+1 r+1
Poiché 1 < r < g < p, otteniamo che r = 1. Le soluzioni della diseguaglianza
1 1 1

p+1l g+1 2

da cui ricaviamo:

> 1.

sono allora
g = 1 e p > 1 arbitrario (tipo Dy);
g=2ep=23,4(tipi Es, E7, E3).

16.4. Costruzione dei sistemi di radici ridotti irriducibili

In questo paragrafo dimostriamo 1’esistenza di sistemi dei radici di tipo A, By,
C¢, D¢, Eg, E7, Es, Fy4, G descritti nel paragrafo precedente.

Tipo A,.

ay %) as3 ap-1 g

La matrice di Cartan:

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1

-1 2 -1

Ap =
-1 2 -1

-1 2 -1

-1 2
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In Rf*! fissiamo la base canonica eq, e ..., e e, posto e = ey +e; + ...+ e,
definiamo E = e*. Poniamo

(16.4.1) A ={acZacE, |af =2}
Allora
(16.4.2) R=1lei—ej|l0<i# j<l)

Dimostreremo che % ¢ un sistema di radici di rango ¢ e che una base di Z ¢
costituita dalle radici:

(16.4.3) ay=e; —ey, @r=€ry—e€y, ..., Qg = €r—ep_|.
Osserviamo che

(16.4.4) (a,B) € {1,0,—1} Yo+ eX
echeperogni0<i# j< ¢

e se h#i,j,
(16.4.5) Sei—ej(€n) = {€;j se h=i,
e; se h=j.

Quindi 5,(#Z) = % per ogni @ € Z%. Da queste osservazioni segue che & ¢ un
sistema di radici e che il suo gruppo di Weyl W(Z) ¢ isomorfo al gruppo Sy
delle permutazioni dei vettori della base canonica di R,

La cardinalita di Z ¢ £(€ + 1). 1l fatto che £ sia una base di # segue dal fatto
che, se 0 < i # j < ¢, abbiamo:

J

1@ se 1>7],
(16.4.6) ei—ej= Zh_JH h . J
~2ip=ip1 ¥h se 1< .

La piu grande radice rispetto alla base % ¢

{
(16.4.7) er—ep = Z,-zlo‘i'

Chiaramente il diagramma di Dynkin di & ¢ una catena di lunghezza € — 1, con lati
tutti di molteplicita 1 e quindi di tipo Ag.

Il gruppo quoziente A(%)/W(Z) ¢ isomorfo al gruppo degli automorfismi del
diagramma di Dynkin: esso consiste quindi dell’identita e della trasformazione
a; = ay_iy1. Quindi A(Z)/W(X) ~ Z, ed abbiamo

S, se £=1,

16.4.8 A(Z) ~
( ) ) {6[+1><ZZ se £>2,
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Tipo By.
(03] (%) as dp-2 Ap-1 =>— Q¢
Matrice di Cartan:
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
B, =
-1 2 -1
-1 2 =2
-1 2

In E = RY, ¢ > 2, con base canonica ey, . . ., ¢z, consideriamo

(16.4.9) <@={QGZMWWG{L2}
Abbiamo:
(16.4.10) R ={rej|1 <i<llUfxeixej|l <i<j<l)

Quindi Z contiene 2¢ + 4@ = 2£? radici. Chiaramente Z c R’ {0} genera R’.
Inoltre

(16.4.11) (a,B) €{0, 1,2} VYa,BeZX.
Abbiamo poi
hti
So.(en) = {eh se * l.,
—e; se h=1i;

ey se h#i,],

Sei—e;(€n) = 1 €; se h=i,
e; se h=j;
e se h+i,j,
Seivej(€n) = {—€; se h=i,
—e; se h=j;

Quindi 5,(Z) = Z per ogni a € Z ¢ quindi Z ¢ un sistema di radici. Poniamo

(16.4.12)

ay=e —e, ar=ey—es3, ...

> Ap—1 = €p—1 — €é¢, Ay = €y.
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Allora # = {ai,...,as} € unabase di Z. Infatti £ = (€, -1, ..., 1) & un elemento
regolare di R per Z e:

(16.4.13) Z* () ={e;|1 <1< fYUlej—ej|1 <i< j<lUlei+e;|1 i< j<E).
Abbiamo Z* (&) = #*(%). Infatti:

{
(16.4.14) e = Zh an, Y1<i<e,

=J

i1
(16.4.15) ei—e;= ZZ a, Vl<i<j<d,

=i

j-1 ¢ o

(16.4.16) eitej= ) ap+ ZZh:ja/h, Vi<i<j<t.

La piu grande radice rispetto alla base Z ¢
¢
(16.4.17) el t+er=a) + 2Zh:2ah.

11 gruppo di Weil di Z ¢ il prodotto semidiretto del sottogruppo normale generato
dagli s,,, isomorfo a Zg, e del gruppo S, delle permutazioni degli elementi della
base canonica. L'unico automorfismo del diagramma di Dynkin & I’identita ed
abbiamo quindi:

(16.4.18) AR) = W(R) =75~ .
Tipo Co.
ai a2 a3 s Qg2 Qp-| =<— Q¢

Matrice di Cartan:

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1

-1 2 -1

-1 2 -1

-1 2 -1
-2 2

Otteniamo i sistemi di tipo C; come inversi dei sistemi di tipo By. Quindi, con
E = R! abbiamo:

(16.4.19) RB={+2e;|1 <i<OU{te;xej|1<i<j<b).
Quindi Z contiene 2£ radici e

(16.4.20) ar=e —e, ap=ey—e3, ..., Qp_] = er_] — ep, g = ey
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sono gli elementi di una base 4 di Z. Le radici di Z* (%) sono quelle della forma
2ei,perl <i<{l elee;+ejperl <i< j<{. Abbiamo:

16.4.21 2, =25 Vi<i<t
(16.4.21) e = Zh:j“““f’ <isd,
i—1
(16.4.22) ei—ej= 2,%, Vi<i<j<d,
=i
j-1 (-1 o
(16.4.23) ei+ej:Zh:1ah+ZZh:jah+ag, Vi<i<j<Ct

La radice massimale &

-1
(16.4.24) 2er=2) an+ar.

Abbiamo ancora
(16.4.25) AR) =75 = &

Osserviamo che per £ = 2 i sistemi Cy e B sono isomorfi: possiamo quindi
limitarci a considerare i sistemi di tipo Cy per £ > 3.

Tipo Dy.
ae-1
aq (0%} a3 L /)
ay
Matrice di Cartan:
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
Dy =
-1 2 -1 0 O
0o -1 2 -1 -1
o 0 -1 2 0
o 0 -1 0 2
Poiché un grafo con un punto di ramificazione ha almento quattro vertici, deve
essere £ > 4.
Sia E = RY, con base canonica ey, ..., es e poniamo
(16.4.26) Z={aecZ||al* =2} = {xe; tej|1 <i< j<C)
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Quindi Z contiene 2¢€(£ — 1) radici. La verifica del fatto che Z sia un sistema di
radici ¢ immediata:
& chiaro che % genera RY; abbiamo poi
(16.4.27) {a,B) € {0, 1} Va £ B € X,
ed inoltre da
e se h#i,j,
Sei—e;(€n) = {€; se h=i,
e se h=j;

(16.4.28)

e se h#1i,],
Sei+e;(€n) = {—€; se h=1i,

—e; se h=j;

segue che s,(Z) = Z per ogni a € %.

Il vettore ¢ = (£ —1,£-2,...,2,1,0) ¢ regolare e |(é|a)| = 1 per ogni a € Z.
Abbiamo Z*(¢) ={e;+e;| 1 <i < j < (). Labase Z relativa alla camera di Weyl
che contiene & ¢ costituita dagli @ € & per cui (¢|a) = 1, ciog dai vettori:

(16429) aj=e1—ey, an=er—e€3, ..., Qp_1 =€r_1 —€p, Qg = €p_1 + €y.
Abbiamo:
Jj-1 .
ei—ej:E ay, 1<i<j<t,
h=i
j-1 -2 ..
ejtej= Eh.ah+25hah+a{»_1+a5, 1<i<j<t-2,
=i =j
t’ .
€i+€€—1=§].0/h, 1<i<t-1,
n=1i
f .
e ter= i h 1<i<t-2,
=i

er—1 tep=aqy
Osserviamo che a,-; ¢ I'unico punto di diramazione e quindi il diagramma di
Dynkin di Z ¢ effettivamente di tipo Dy.
Per ogni 1 <i < j < { poniamo:
a—i,j = Se,-—ej © se,-+ej-

Abbiamo:

e se h+#i,j,
(16.4.30) oijlen) =4 —ei se h=i,

—e; se h=j.
Queste trasformazioni generano un sottogruppo normale di W(Z), isomorfo a
Zg‘l , mentre le s,,_,; generano un sottogruppo isomorfo a S;. Abbiamo quindi

(16.4.31) W(Z) = 75" = &
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Se £ > 5, il gruppo di automorfismi del diagramma di Dynkin si riduce all’identita
e quindi

(16.4.32) AR =W(R) =25 =S se €25,

Nel caso ¢ = 4, le permutazioni dei vertici ay, @3, @4 sono isomorfismi del dia-
gramma di Dynkin e quindi, nel caso ¢ = 4, otteniamo

(16.4.33) A%p,) = (257" < &) x &s.
Tipo Eg.
ay 3 4 as e a7 ag
a?

Matrice di Cartan:

SO OO O O

SO DODO = O NO
|
SO OODO—=NDO -
|
—_

=)
I

N
|
SO =N = OO0
S =N = OO OO
—_ N = OO OO0
|
N—= OO0 O OO

Sia E = R8, con base canonica ey, . . ., eg. Consideriamo il sottogruppo additivo A
di R® definito da:

a =35 ke,
2kieZ VY1 <i<8§,

(16.4.34) aeENS o
ki—kjeZ V1<i<j<8g,
>3 ki€2Z.

Sia

(16.4.35) X ={aeA|l|al? =2).

Z contiene tutti i vettori della forma +e; + e¢; con 1 < i < j < 8 e quindi genera
R3. Scriviamo un elemento @ di % nella forma:

=5
a = et 26;,

conty,..., I3 € Z. Poiché t; —t; € 2Z per ogni i, j = 1,...,8, i coeflicienti #; sono
o tutti pari o tutti dispari.
Nel caso siano tutti pari, scriviamo ¢, = 2r,conr, € Zperh=1,...,8 e dalla

condizione che Zrﬁ = 2 deduciamo che « ¢ della forma +e; +ejcon 1 <i < j <8.
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Se i t;, sono tutti dispari, poniamo t, = 2r,+1conr, € Zperognih =1,...,8.
Dalla Y (2r, + 1)> = 8, deduciamo che gli r;, devono essere tutti uguali o a 0 o a
—1, cioe i t; sono tutti uguali a +1 ed otteniamo quindi:

8
ax=Ze,-e,- con €¢€f{l,-1} perogni i=1,...,8 e Z

Posto € = (—1)¥, 1a condizione 21.8: |€ € 4Z equivale a Zfz:lki € 27.
Gli elementi di & sono quindi:

16,' € 47.

(16.4.36) {iefief' per 1<i<j<8,

Iy8 (=Dfe, con ky€{0,1}, X3_ ks €2Z.

Quindi il numero di elementi di Z ¢
(i)-4+27 =28 -4+ 128 =240.

Se a = Yanen, 8 = Y.bpey, appartengono a #, e a # £f3, abbiamo

(16.4.37) (@,B) = 2(lB) =2 anby € {0, £1},

come si verifica facilmente utilizzando le (16.4.36).
Se @ = Yapen, B = X.bpey, appartengono a %, abbiamo:

(16.4.38) sqo(B) = Zi:l(bh - (Zilaibz‘)ah) en

ed esaminando le varie possibilita in (16.4.36) si ricava che s,(#) = % per ogni
a € #. Consideriamo il vettore ¢ = (0,1,2,3,4,5,6,23) € R®. Esso & regolare
perché:

Elxeixe)=x(i-1Dx(-1)#0 per 1<1<;<8

(flxeteg)=x(1—-1)£23#0 per 1<i<7

€l xes+ Y, &nen =23+ Ye(h—1)

Y- <[, n

Chiaramente |(¢]a)| > 1 Ya = Z e (£la) = 1 per le radici:

<21.

) = %(61 +eg) — %(62+€3 +eq4+e5+ e+ e7),
ay = e te,
a3 = ey — ey,
(16.4.39) m=ame
5 = €4 — é€3,
Q6 = €5 — €4,

@7 = €6 — és,

ag =e7—eq.

Esse formano quindi una base % di %.
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La radice a4 ¢ legata alle radici a;, a3 e as ed ¢ dunque il vertice di dira-
mazione di T'(#). Si verifica facilmente che il diagramma di Dynkin ¢ di tipo
Es.

Chiaramente (¢|a) per @ € % ha un massimo per a = e7 + eg, che risulta quindi
il vettore di peso massimo:

(16.4.40) e7 +eg =2a; + 3an + 4asz + 6y + Sas + dag + 3a7 + 2asg.

Il gruppo di Weil W(Z) coincide con il gruppo A(Z#) degli automorfismi di # e
ha ordine 24 -3%.5% . 7.

Tipo E7.

(03] a3 4 a5 ae a7

@2

La matrice di Cartan ¢&:

2 0 -1 0 0 0 O

0o 2 O0-1 0 0 O

-1 0 2 -1 0 0 O

E; = 0o -1 -1 2 -1 0 O
o 0 o0 -1 2 -1 O

o 0 o0 o0 -1 2 -1

o 0 0 0 0 -1 2

Consideriamo R®, in cui & fissato un sistema di radici % di tipo Eg, con base
ai, . ..,ag descritta da (16.4.39).

Consideriamo il sottospazio E generato da a1, ..., a7. Questa ¢ la base di un
sistema di radici Z = # N E di tipo E7. I suoi elementi sono

e+ e per 1<i<j<6,
(16.4.41) +(e7 — eg),
+1(e7—es+ 25 @nen) con e €{£l), T e ¢2Z.

Il numero di radiciin E € 2 + (g) -4+ 20=126.

1l gruppo di Weyl coincide con il gruppo degli automorfismi e ha ordine 2! -
3t.5.7.

Tipo Es.

aq a3 (07} a5 Qg
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Matrice di Cartan:

2 0 -1 0 0 0
0 2 0 -1 0 0

-1 0 2 -1 0 0
Es= o -1 -1 2 -1 o
0 0 0 -1 2 -1

o 0 0 0 -1 2

Consideriamo R®, in cui & fissato un sistema di radici % di tipo Eg, con base

ai,...,ag descritta da (16.4.39)).
Consideriamo il sottospazio E generato da a7y, ..., as. Questa & la base di un
sistema di radici Z = # N E di tipo E¢. I suoi elementi sono
ite; per 1<i<j<5,
5
i%(€8—€7—86+22:16h€h) con ¢, € {1}, thlfh € 27.

(16.4.42) {

Il numero di radici & (3) - 4 + 2% = 72.

Il gruppo di Weyl W(Z%) ha ordine 27 - 3* - 5 e il quoziente A(Z)/W(Z) &
isomorfo a Z,.

Tipo Fj.
aq Q) —>=— A3 a4
Matrice di Cartan:
2 -1 0 O
-1 2 -2 0
Fa=l o 1 2 2
0O 0 -1 2

Consideriamo in R* la base canonica ey, e, €3, ¢4 € poniamo e = e + ey + €3 + ea.
Il sottogruppo additivo A di R* generato da ey, es, €3, e4, %e si caratterizza come
I’insieme dei vettori @ = kje; + kaes + kzes + kaes di R* tali che:

2kieZ per i=1,2,3,4,
(16.4.43) o

ki—k;eZ per i,j=1,2,3,4.
Sia
(16.4.44) Z={aeA]||al=1U{aeAllef =2}
Allora Z consiste dei vettori:

+e; per i=1,2,3,4,

(16.4.45) tejteper 1<i<j<4,

%(iel +e)+ey+ey).
Si verifica che Z € un sistema di radici e che
1
(16.4.46) a1 =er—e3, ax =e3—e4, @3 = €4, A4 = 5(61 —ey—e3—ey)

¢ una base di Z#.
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Poiché la matrice di Cartan di & ¢ la F, data sopra, questo € un sistema di
tipo F4. Poiché le radici di lunghezza massima formano un sistema di tipo Dy,
otteniamo

(16.4.47) A(R) = W) = (23 < S4) x Cs.

Tipo G».
)] — a2

2 -1
(33

Consideriamo in R3 I’iperpiano E ortogonale a e = e; + e; + e3. Sia

(16.4.48) Z={aeZ’|(ale) =0, |lal’ € {2,6}}.

Matrice di Cartan:

Gli elementi di & sono della forma kje;+kyer+kzes conky, ky, kz € Z, ky +ky+k3 =
0 e k? + k3 + k% € {2,6}. Otteniamo quindi i 12 elementi:

+(e) — €2), (e — e3), (e — e3), di lunghezza V2
;'-(261 —ey—e3), £2ery — 11 — e3), 1(263 —e1 — 62), di lunghezza \/6

Si verifica direttamente che (@, € {+1,+3} se @ # B € Z e che §,(Z) = Z per
ogni @ € Z. Quindi Z & un sistema di radici. Una sua base &

(16.4.49) a] =e; —ey, ap = ey +e3—2ey.

11 gruppo di Weyl coincide con il gruppo degli automorfismi di # ed & isomorfo al
gruppo diedrale di ordine 12, definito dai generatori a, b e dalla relazione (ab)® = 1.

16.5. Sistemi di radici non ridotti

Fissiamo uno spazio vettoriale reale F, su cui consideriamo fissato un prodotto
scalare (-|-). Considereremo in E sistemi di radici per &% il cui gruppo di Weyl
sia un gruppo di trasformazioni ortogonali rispetto al prodotto scalare assegnato.
Ricordiamo che, se #Z C E & un sistema di radici, due radici proporzionali di %Z
possono avere, come fattore di proporzionalita, solo uno dei numeri +1, +2, J_r%.
Una radice a € & tale che /2 ¢ Z si dice indivisibile.

Teorema 16.5.1. Sia # C E un sistema di radici irriducibile, non ridotto, di rango
> 2.
(i) L’insieme Z' = {a € Z|«a/2 ¢ X} é un sistema di radici irriducibile e
ridotto di E e W(Z%') = W(Z).
(ii) Sia o/ C X Uinsieme delle radici di lunghezza minima A in %Z. Allora
due qualsiasi radici non proporzionali di &/ sono ortogonali.
(iii) Sia D Uinsieme delle radici di # di lunghezza AN2. Allora 9 # 0 ed
abbiamo:

(16.5.1) R =dUD ed X =9UPU2d.
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DmmosTrAZIONE. (i) %’ C E \ {0} contiene un multiplo di ciascuna radice di Z e
quindi genera E. Inoltre 5,(%’) = %’ per ogni @ € Z e quindi & chiaro che le pro-
prieta (R1), (R2) ed (R3) che definiscono i sistemi di radici sono soddisfatte.(if),
(iii)  Poiché Z non & ridotto, contiene almeno una radice « tale che 2« sia ancora
una radice. Poiché Z ¢ irriducibile e di rango > 2, vi & almeno una radice 8 € Z
tale che (8, @) > 0. Abbiamo %(ﬂ, a) = (B,2a) € Z. L'unica possibilita ¢ quindi
che (8, @) >= 2, e dunque ||B]| = |||| V2. Poiché #’ & ridotto e irriducibile le pos-
sibili lunghezze di elementi di %’ possono essere solo A e 1 V2, ove A & la minima
lunghezza di un elemento di Z. 1l gruppo di Weyl W(Z%”’) opera transitivamente
sulle radici di lunghezza minima A e quindi: per ogni @ € &/ anche 2« & una radice
ed otteniamo percio le decomposizioni: Z' = U P e X =4 U P U2A . O

Viceversa, abbiamo:

Teorema 16.5.2. Sia Z un sistema di radici ridotto e irriducibile. Supponiamo che
(llll | € Y = {4, AV2). Sia o = {a € Z||lall = A). Se due qualsiasi elementi di
&/ sono tra loro ortogonali, allora #' = % U 2.4/ ¢ ancora un sistema di radici,
non ridotto, di cui Z é il sistema di radici indivisibili.






CAPITOLO XVII

Costruzione delle algebre di Lie semisemplici

17.1. Algebra inviluppante universale
Sia A un’algebra associativa su un campo k. Lo spazio vettoriale 2, con il
commutatore definito da
(17.1.1) [a,b] = ab - ba Ya,b e A

¢ un’algebra di Lie su k.
Sia g un’algebra di Lie ed U un’algebra associativa sullo stesso campo k.
Chiamiamo rappresentazione di g in A un omomorfismo di algebre di Lie:

(17.1.2) p:g— A
per la struttura di algebra di Lie di 2 definita dalla (17.1.1). Cio significa che
(17.1.3) Pp([X, Y] = p(X)p(Y) — p(Y)p(X) VXY € g.

Sia g un’algebra di Lie su k.
Definizione 17.1.1. Chiamiamo algebra inviluppante universale di g il dato di
un’algebra associativa unitaria ® su k e di una rappresentazione u : g — © tale che

(i) u(g) genera ® come k-algebra associativa unitaria;

(i) per ogni rappresentazione p : g — U di g in un’algebra associativa
unitaria 2 su k esiste un omomorfismo di k-algebre associative unitarie
p: ® — U che renda commutativo il diagramma:

g
N
- A

Iz

(17.1.4)

®

Osserviamo che, per la condizione (i), I’estensione p di p ¢ unica.

Teorema 17.1.2. Ogni algebra di Lie ammette un’algebra inviluppante universale,
unica a meno di isomorfismi.

DmosTrRAZIONE. Sia g un’algebra di Lie sul campo k. Indichiamo con T'(g) =
®,_,T"(g) I'algebra tensortiale del k spazio vettoriale g. Siap : g — U una rappre-
sentazione di g in una k-algebra associativa unitaria 2. Per la proprieta universale
del prodotto tensoriale, la p si estende a un unico morfismo di algebre associative
unitarie

(17.1.5) T(p) : T(g) —> .

243
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Poiché p € una rappresentazione, il nucleo di T'(p) contiene I’ideale bilatero .#(g)
generato dagli elementi della forma

(17.1.6) X@Y-Y®X-[X,Y], per X, Yeaq
Il quoziente

T(9)
(17.1.7) U(g) = ——=

J(9)

¢ un’algebra associativa unitaria e per passaggio al quoziente otteniamo una rap-
presentazione u : g—(g) definita dal diagramma commutativo:

g \ : T(9)
U(g)

ove la ¢ & I’inclusione associata all’isomorfismo g ~ T!(g) e lax ¢ la proiezione
nel quoziente. Osserviamo che .Z(g) N u(g) = {0}, quindi u : g—U(g) ¢ iniettiva
e u(g) genera U(g) perché T'(g) genera 7T'(g) come algebra associativa unitaria. In
particolare u : g—2I(g) verifica la condizione (i).

Poiché .#(g) € contenuto nel nucleo di 7'(p), otteniamo un diagramma commu-
tativo:

(17.1.8)

W) —2 W
(17.1.9) T Tr@
g — T(g)

che definisce la p. Quindi u : g—(g) soddisfa anche (ii) ed ¢ un’algebra invilup-
pante universale di g.

Dimostriamo ora 1’unicita. Se u’ : g—® ¢ un’algebra inviluppante universale
di g, otteniamo estensioni & : ®—-U(g) ed &’ : UG-G diu : g — U ed
w : g—®. Osserviamoche w’' = i ou : g>® edu = o u : g—Ug) sono
rappresentazioni e la prima si estende all’identita su ®, la seconda all’identita su
U(g): quindi i’ o it ed @t o i’ sono rispettivamente 1’identita su ® ed U(g) e dunque

® e U(g) sono isomorfi. O

Quindi, a meno di isomorfismi, 1’algebra (g) costruita nella dimostrazione
del Teorema [I7.1.2]& I’algebra inviluppante universale di g. Essendo il quoziente
dell’ algebra graduata T'(g) rispetto all’ideale bilatero .#(g), I’algebra inviluppante
universale ¢ dotata di una filtrazione canonica

(17.1.10) UO@G) cuVg) c--- cu™(g) c---
ove
(17.1.11) u™(g) = 7(T™(g)).

Ricordiamo che vale il
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Teorema 17.1.3 (Poincaré-Birchoff-Witt). Sia g un’algebra di Lie su 'k e sia U(g)
la sua algebra inviluppante universale, su cui si considera la filtrazione canonica.
Allora il graduato associato all’algebra filtrata U(g):

o A
(17.1.12) s =P u(m_—l()‘z;)

e isomorfo all’algebra simmetrica di g.
In particolare, se {X;}ic; € una base di ¢ come spazio vettoriale su k e fissiamo
su I un ordinamento totale <, gli elementi

(17.1.13) X, ®---®X;) con i1 <<y

formano una base di 2(g) come spazio vettoriale su k.
Per la dimostrazione, vedi Bourbaki: Groupes et algebres de Lie 1, §2, n. 7.
Una conseguenza del Teorema|18.1.8[& la seguente:

Proposizione 17.1.4. Sia g un’algebra di Lie su k e sia u : 3—0(g) la sua algebra
inviluppante universale. Sia a una sottoalgebra di Lie di g e sia u, : a : =U(a) la
sua algebra inviluppante universale.

(i) Vi e un monomorfismo canonico di algebre associative unitarie: T :
U(a)—>U(g) che rende il diagramma:

L
a — g

(17.1.14) l l
U(a) —[> U(g)
commutativo (L : a—g & linculsione).
(ii)) Se aé unideale di g e ug), : g/a—2U(g/a) la sua algebra inviluppante

universale, vi é un unico epimorfismo canonico di k-algebre associative
unitarie 7 : U(g)—>U(g/a) che renda commutativo il diagramma:

Ve
g —— g/a

(17.1.15) a e
U(g) — U(g/a).

1l suo nucleo e ’ideale bilatero di 1(g) generato da u(a).
(ii)  Se g = ®ica; ¢ una somma diretta di ideali g; C g, i € I, allora:

(17.1.16) W(g) = (X) W)
i€l
DimosTtrAzZIONE. (i) L’incusionet : a—g si estende a un’inclusione 7'(¢) : T(a)—>T(g)
tra le algebre tensoriali. Basta allora osservare che . (g)NT ()(T(a)) = T(1)(Z(a)).
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(i) L’epimorfismo lineare 7 : g—g/a induce un epimorfismo 7'(x) : T(g)—7T(g/a).
Poiché I’immagine inversa di .#(g/a) in T(g) contiene .#(g), chiaramente ottenia-
mo un epimorfismo 7 : U(g)—U(g/a) che rende il diagramma (I7.1.15) commuta-
tivo. Utilizzando il Teorema [18.1.8] si dimostra facilmente che il nucleo & I’ideale
bilatero generato da u(a) in U(g).

(iii) Si verifica che anche questa & una facile conseguenza del Teorema [I8.1.8]

O

Proposizione 17.1.5. Sia g un’algebra di Lie suk e sia u : g—U(g) la sua algebra
inviluppante universale. Se I C g é un sistema di generatori di g come algebra di
Lie, allora g e isomorfa alla sottoalgebra di Lie di 1(g) generata da u(I').

Se ® ¢ una k-algebra associativa unitaria, chiamiamo rappresentazione lineare
di 6 il dato di uno spazio vettoriale V su k e di un omomomorfismo di algebre
associative unitarie p : ®—Endg (V).

Sia ora g un’algebra di Lie su k e sia p una rappresentazione lineare di g su uno
spazio vettoriale V. Essa si prolunga in modo unico a una rappresentazione lineare
p di U(g) su V, che rende commutativo il diagramma:

u

g —— Wy
(17.1.17) pl lﬁ

gl (V) ——— Endg(V).

17.2. Algebre di Lie libere
Sia V uno spazio vettoriale sul campo k.

Definizione 17.2.1. Chiamiamo algebra di Lie libera di V il dato di un’algebra di
Lie a su k e di un monomorfismo k-lineare

17.2.1) t:V—>a

tale che:
Per ogni algebra di Lie g su k ed ogni applicazione k-lineare ¢ : V—g
esiste un unico omomorfismo di algebre di Lie ¢ : a—g che renda com-
mutativo il diagramma:

(17.2.2) V———m9

Teorema 17.2.2. Per ogni spazio vettoriale V su k esiste, unica a meno di iso-
morfismi, un’algebra di Lie libera su V. La sua algebra inviluppante universale e
isomorfa a T(V).

DivosTrAZIONE. Sia T'(V) I’algebra tensoriale di V. Consideriamo su T(V) la
struttura di algebra di Lie definita da (I7.1.1) e sia £(V) la sottoalgebra di Lie di
T(V) generatada V =~ T' (V).
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Sia g una qualsiasi algebra di Lie su k e ¢ : V—g un’applicazione k-lineare.
Essa si estende a un omomorfismo di algebre:

T(@) :T(V)-T(9)
che da, per passaggio al quoziente, un’applicazione:
moT(¢): T(V)-Ug),

ove u : g—U(g) & 'algebra inviluppante universale di g e 7 : T(g)—U(g) la
proiezione canonica. Identifichiamo g a u(g), utilizzando la Proposizione

Definiamo ¢ come la restrizione di 7o T'(¢) a 2(V). L’immagine di ¢ & contenu-
tain g ed € un omomorfismo di algebre di Lie che rende commutativo il diagramma
(con a = (V). L’unicita di ¢ segue dal fatto che V genera £(V) come
algebra di Lie.

L’unicita, a meno di isomorfismi, dell’algebra di Lie libera di V segue dalla
proprieta universale espressa dal diagramma commutativo (I7.2.2)). Se ¢, : V—a ¢
un’algebra di Lie libera di V, otteniamo diagrammi commutativi:

— (V) V————2(V)

\/ \/

elol, =idgw), la oI = id, perché estendono rispettivamente t =T otq €t =g 0 L.

Sia ora U un’algebra associativa unitaria e sia p : £(V)— una rappresentazio-
ne di £(V). Identifichiamo V a «(V) c £(V). La restrizione p|V : V—U si estende
in modo unico a un omomorfismo di k-algebre unitarie:

T(l|V): T(V)->U.

Larestrizione di T'(p|V) a £(V) c T(V) coincide con p perché V genera £(V) come
sottoalgebra di Lie di T(V). O

Sia ora g un’algebra di Lie su k e sia {X;};e; un sistema di generatori di g come
algebra di Lie. Sia V il sottospazio vettoriale di g generato da {X;};e;. L’inclusione
V < g definisce un unico epimorfismo:

(17.2.3) (V) —ag.

Indichiamo con _Z(V,g) il nucleo di n. L’algebra di Lie g ¢ allora isomorfa al
quoziente £(V)/_#Z(V, g). Osserviamo ancora che I’algebra inviluppante universale
di g ¢ isomorfa al quoziente di T(V) rispetto al suo ideale bilatero generato da

IV, g).

Viceversa, dato uno spazio vettoriale V su k ed un ideale .# di £(V), I’algebra
di Lie g = &(V)/.# risulta univocamente determinata da una base (X;);c; di V e da
un sistema di generatori (Z)) jes di ..

I generatori Z; si possono a loro volta scrivere come polinomi di Lie P(... X; ...)
nei vettori X; della base assegnata di V. Diremo allora che I’albebra di Lie g ¢
definita dai generatori (X;);c; € dalle relazioni

(17.2.4) Pi(.X;.)=0 per jel
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17.3. Una costruzione preliminare

Sia Z un sistema di radici nello spazio vettoriale reale E, di dimensione finita
¢ > 1. Fissiamo una base % di %, e sia (nq8), con ngg = {@,), la matrice di
Cartan di Z. Fissato un campo k di caratteristica zero, sia B lo spazio vettoriale
libero su k con base %. Sia T(B) I’algebra tensoriale di B. Per ogni @ € £
definiamo degli endomorfismi k-lineari x4, iy, yo di T(B) ponendo:

xo(1) = @,

(17.3.1) X1 ® - ®ay) =a®a® - Qay,
Yai,...a, € B,

ho(1) =0,

(17.3.2) ho(a1 @ ®ay) = (Z;”am)a’l ® - Qay
Yai,...a, € B,
e definiamo y, per ricorrenza ponendo
ya(l) = Oa

(17.3.3) yo(B) =0 Vpe A,

Yol@1 ® - ®@ay) = (xal O Yo — 5a,a1)(a’2 ®: - ®ay)
Yai,...a, € B, n>2.
Lemma 17.3.1. Per ogni @ € 2, ’endomorfismo x, ha grado 1, I’endomorfismo
hy ha grado 0, I’endomorfismo y, ha grado —1. Valgono le relazioni:
(1) [xq,Yal = hy per ogni a € B,
(2) [hqsxg] = ngoxg per ogni a,B € HB;

() [ha»ypl = —ngqyp per ogni a,B € %;
4) [hq,hgl = 0 per ogni a,8 € %B;
(5) [xa,¥8] = 0 perognia # g € %.

DmosTtrAZIONE. 11 fatto che x, abbia grado 1 e &, grado O segue immedia-
tamente dalla definizione. La relazione y,(T™(B)) ¢ T™ '(B) si verifica ancora
facilmente per induzione su m. La (4) ¢ ovvia dalla definizione.

Osserviamo che:

(xq 0y — yp © Xo)(1) = yp(a) =0
se a, B € %, se y ¢ un’altra radice in & otteniamo:
(Xa 0 yg = yp © Xa)(¥) = =Yg © Xo(¥)
= -)ypl@®y)
= —(xq © yg = Og.aha)(¥)
= 6[%,0”7,&7

e quindi la (1) e la (5) valgono per la restrizione di [x,,ys] a T°(B) @ T'(B).
Abbiamo poi, per ogni @1, ...,qa, € A:

ypoXe(a1® - ®ay) =ygl@a®@a; ®- - ®ay)
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= (xg 0 yg — Oap)@1 @+ ®ay)
e quindi:
[xa, ypl(a1 ® -+ - ®@ @) = Saphp(a1 ® -+ ® ay)
dimostra (1) e (5).
Verifichiamo la (2). Siano «, 8, a1,...,a, € 9. Allora:

(1> Xg1(1) = ho 0 xp(1) = ngoff = ngaxp(l),

[hmxﬁ](al Q- ®ay) = h(,(,8®a/1 Q- ®ay) — (Z”

lzln"i"’)'8® a1 Q- Qay

= ngaxg(a1 ® - ®@ay).
Per dimostrare la (3), consideriamo per @, 3,y € £.
0 = [ha’ [xﬁr )’y]]
= [nﬁ,axﬁ’ yy] + [-xﬁ’ [hq, yy]]
= [x,B’ Ny oYy + [N yy]] .
Osserviamo che ([hq, yy] +n,4y,)(#) = 0set € T°%B) @ T'(B). Abbiamo poi, se
at,...,a, € B:
([hqs Yy] + ny,rxyy)(a'l ® - ®ay) = ([ha, yy] + ny,ayy) 0 Xo, (@2 ® - ® @)
= Xq; © ([7a, yy] + ny,aYy)(“Z ®- - ®ay)
da cui si dimostra per ricorrenza su n che
([hqs yy] + ny,ayy)(Tn(B)) =0 YneN
e quindi vale la (3). O

Lemma 17.3.2. Gli endomorfismi {xy, ho, Vo | @ € B} sono linearmente indipen-
denti.

DmmosTrAZIONE. Gli x4, per @ € Z sono linearmente indipendenti perché gli
xo(1) = « sono linearmente indipendenti. Gli h,, @ € %, sono linearmente
indipendenti perché le loro restrizioni a B sono definite da:

ha/(ﬂ) = nﬁ,afﬁ’ a,’ﬁ €A

e la matrice di Cartan ¢ invertibile.
Consideriamo una combinazione lineare nulla degli y,:

Zae@kaya =0.

0=Dxg, ), KaYal = kghg
e quindi kg = O per ogni § € #.
La tesi segue infine dal fatto che gli x4, /4, Yo hanno rispettivamente gradi 1,
Oe-1. O

Abbiamo allora
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Sia ora a I’algebra di Lie definita dai generatori H,, X,, Y, (@ € £) e dalle
relazioni:

[Ho-Hgl =0 VYa,pe A,
[Ha,X,B] = nﬁ,axﬁ VCL',,B (S ,@,
[H(lv Yﬁ] = _nﬂ,(xYﬂ Va/,ﬁ S %,
[X(Y’ Yﬂ] = 6(1/’[3Hﬁ Va’,,@ € % .

Indichiamo con R I’ideale delle relazioni.

(17.3.4)

Lemma 17.3.3. Vi ¢ un’unica rappresentazione

(17.3.5) p : a—Endi (T (B))
definita da
PXe) = Xa,
(17.3.6) pa) = o
p(Ho) = he ,

perogni @ € A.

In particolare gli elementi {Xy, Yy, Hy | € A } sono linearmente indipendenti
in a.

Lemma 17.3.4. Esiste un unico isomorfismo involutivo 0 : a—a tale che

0Xy) =Y,

(17.3.7) 0(Yo) = Xa
0(H,) = -H,

Ya € A.

Sia Q c R! lo Z-modulo libero generato da #. Possiamo definire su a una Q-
graduazione, in cui gli elementi X,, Y, ¢ H, abbiano rispettivamente gradi @, —a e
0. Poiché gli elementi di R sono omogenei, I’ideale .#, generato da % ¢ omogeneo
e quindi a ¢ un’algebra di Lie Q-omogenea:

(17.3.8) a= @ a.

Lemma 17.3.5. Sia Z € a. Condizione necessaria e sufficiente affinché Z € a9,
q € Q,eéche

(17.3.9) [Hy,Z) ={q,a)Z Ya e A.
DimvosTrAZIONE. Poniamo per ogni g € Q:
0P =(Zea|[HyZl ={q.0)Z NacAB.

Chiaramente a9 N a9 = {0} se ¢ # ¢’. Bastera quindi verificare che a? c a@
per ogni g € Q. Ora, per ogni @ € %, I’endomorfismo di a definito come moltipli-
cazione per (g, a) su a?, per ogni g € Q, ¢ una derivazione di grado zero di a che
coincide con la derivazione interna ad,(H,). Poiché per ogni ¢ # 0 & (g, @) # 0 per
qualche a € %, otteniamo la tesi. O
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Poniamo
(17.3.10) Q" = {Zocsk®alke € N, Tocrk® >0},
0™ = [Suesk®@| —ky €N, Toegk® <0} .

Poiché Q* + Q* c Q* e O~ + O~ C Q7, i sottospazi
(17.3.11) a+:@aq e a—z@aq
qeQ* qeQ”

sono sottoalgebre di a.

Proposizione 17.3.6. (1) a* ¢ la sottoalgebra di a generata da (Xy)aes;
(2) a” ¢ la sottoalgebra di a generata da (Yy) ez,
(3) (Hy)ges ¢ una base di a°;
@ a=a"@®d®a.

DimosTRAZIONE. Sia d* (risp. @~) la sottoalgebra di a generata da (X, )gez (risp.
(Ya)aes). Indichiamo poi con I il sottospazio vettoriale di a generato da (Hy)qc 2.
Esso ¢ una sottoalgebra abeliana di a.

Osserviamo che @* sono sottoalgebre Q-graduate, con & c a*, & C a”.
Inoltre abbiamo:

[Yo,a"]Ch+a",
[Yo,0a7]Ch+a™,
perognia € A.

Posto @ = @* + b + @, la @ ¢ stabile per ad(X,), ad(H,), ad(Y,) per ogni @ € A.
Quindi ¢ una sottoalgebra di a, che contiene un sistema di generatori di a e quindi
coincide con a. Otteniamo quindi o™ = &, a= = a7, a% = . O

Proposizione 17.3.7. Siano V, e V_ i sottospazi vettoriali di a generati da (Xy)oec
e (Yo)acs rispettivamente. Allora a, e a_ sono le algebre di Lie libere degli spazi
vettoriali V.., V_ rispettivamente.

DimosTtrAZIONE. Ricordiamo che B ¢ lo spazio vettoriale su k con base Z. Sia
L(B) c T(B) I'algebra di Lie libera di B. Definiamo 1’applicazione lineare ¢ :
B—a* ponendo ¢(a) = X,. Essa si estende a un morfismo di algebre di Lie ¢ :
(B)—a*. Utilizziamo la rappresentazione p di a su 7(B). La composizione p o ¢
& una rappresentazione di a* su T(B) e p o ¢(X,) coincide con la moltiplicazione
a sinistra per @. Quindi p o @ & iniettiva e percid ¢ & iniettiva. E un isomorfismo
perché {¢(a) = X, | @ € A} genera a*.

Utilizzando I’ involuzione 6, si dimostra che lo stesso vale per a™. O

17.4. Costruzione dell’algebra di Lie semisemplice

Utilizziamo le notazioni del paragrafo precedente.
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Per ogni coppia di elementi distinti @, 8 € £ definiamo:
Xap = (ada(Xa)) 7" (Xp),
(17.4.1) Yo = (ado(Ya))' ™ (Yp) ,
a,peB, azp.
Lemma 17.4.1. Per ogni «,8 € B, con a # 3, abbiamo:
(17.4.2) [a", Yapl =0  [a7,Xap] =0

DimvosTrAZIONE. Per verificare la prima uguaglianza, ¢ sufficiente verificare che
[X,, Yo 5] = 0 per ogni y € %. Consideriamo i tre casi possibili:
@ v#ap
In questo caso [X,, Y, ] = [X,, Y3] = 0 e da questa segue immediatamente che
[Xy, Ya/,beta] =0
@ y=p
In questo caso [X,, Y,] = 0 e quindi:
[Xp, Yap] = (ada(Ya))' ™" ([Xp, Yal)
= (ado(Ya))' ™" (H,)
= ngp (ada(Ye)) ™ (Ya).

Se ng, # 0, allora [Xg, Y, g] = 0 perché [Y,, Y,] = 0; se ng, = 0, anche n,g =0e
dunque [X3, Yo 5] = 0.
(iii) vy =a.

Abbiamo:

ada(X,) © ada(Ye)' ™ (Yp) = [ada(X,), ade(Yo)' #1(Yp)

perché ad.(Yp) = [X,, Yg] = 0. Utilizziamo ora 'uguaglianza:
[ada(Xy), ada(Ye)' ]
= > M ady(Ya)" © [ada(Xa), ada(Ye)] 0 adg(Ye) 7"
= D ado(Ya)" 0 ady(Hy) o adg(Y) "o

Tenuto conto del fatto che:
ady(Hy) 0 ada(Ye)* = ada(Ya)* o ada(H,)
k-1
+ ) ada(Yo)" 0 [adg(Hy), ada(Ye)] © ady(Ye) ™!

k-1
= ado(Yo)" 0 ady(Hy) =2 |~ ado(Yo) ade(Ye)™
= ady(Yo)" 0 ada(H,) — 2k - ada(Yo)"
otteniamo:
[ada(X,), ada(Ya)' <]
= > ady(Ye)" (ada(Yo) ™ ady (o) + 21 + W)ado(Ye) ™ 7")
= (1 = ngaladq(Ye)""ad.(Hq)
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_nﬁ,a(l + nﬂ,(l)

B ) ada(Ya)_nﬁ'a

+2 (nﬂ,(,(l +ngq) +

= (1 = np.a)ado(Yo) ™" (ada(Ho) + ngold,).

Poiché (ada(Ha) + ngald,) (Yg) = 0, otteniamo [X,, Yo = 0.
Cio dimostra la prima uguaglianza. La seconda si ottiene utilizzando I’ invo-
luzione 6:

[Yy’ Xa,ﬁ] = [O(Xy)a Q(Y(l,ﬁ)] = 0([Xy, Ya,ﬁ]) =0.

Lemma 17.4.2. L’ideale n, di a, generato da (Xop)a+pes € un ideale di a.
Analogamente, l’ideale n_ di a_ generato da (Yq g)ozpes € un ideale di a.

DmvosTtrAzIONE. Sia 11, il sottospazio vettoriale di a generato da

(Xa)azpes-

Poiché gli X,z sono elementi Q-omogenei, [h, ] C n’. Sia U(a) I’algebra in-
viluppante universale di a e sia p la rappresentazione di U(a) su a indotta dalla
rappresentazione aggiunta. Allora I’ideale di a generato da 1/, ¢ p(2(a))(1,). Dalla
decomposizione a = a, ®hda_, per il Teorema di Poincaré-Birchoff-Witt abbiamo:

pU(@)(}) = p(U(a)pUH)eU(a-) (=) = pQU(a))(n}) = n.

e questo dimostra la prima asserzione del lemma. La seconda si ricava dalla prima

utilizzando 1’isomorfismo 8 e il fatto che 6(n,) = n_. O
Poniamo
(17.4.3) n=n;dn_.

Otteniamo cosi un ideale di a, che ¢ Q-graduato, perché ammette un sistema di
generatori omogenei. Quindi anche 1’algebra quoziente:

(17.4.4) g=a/n

¢ Q-graduata:

(17.4.5) 9=«

q<Q

Inoltre, poiché a? = {0} se ¢ ¢ Q" U Q™ U {0}, anche g7 = {0} se ¢ ¢ Q" U Q™ U{0}.
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Tenuto conto della definizione di a e dell’ideale n, I’algebra di Lie g su k &
definita dai generatori (X, Hy, Yo)aez € dalle relazioni:

[He, Hg] = 0 Va,B e B,
[HaaXﬂ] = nB,aX,B Ya,B € A,
[Ho, Ypl = —ngoYp VYa,f € B,
(17.4.6) (X, Yol = H, Va € B,
[X(,,Yﬁ]:O Ya+Be A,
(ady(X,))' ™ (Xg) =0  Va#Be B,
(ad(Ya))' " (Y5) =0  VazBeB.

Poiché ® Nn = hnn = {0}, la proiezione di ) = a’ in g & un isomorfismo:

indicheremo ancora con b la sua immagine: essa ¢ una sottoalgebra abeliana che
coincide con il sottospazio vettoriale di g generato da (Hy)eec. Poiché n ¢ 6-
invariante, I’ismomorfismo 6 definisce per passaggio al quoziente un isomorfismo
di g, che indicheremo ancora con 6.

Lemma 17.4.3. Per ogni « € %, gli endomorfismi ady(X,) e ady(Y,) per a € A
sono localmente nilpotenti. EI

DmmosTrRAZIONE. Sia @ € 4 e sia b il sottoinsieme di g formato dagli elementi
Z € g tali che ady(X,)?(Z) = 0 per qualche p € N. Poiché ady(X,) ¢ una derivazio-
ne di g, il sottoinsieme b ¢ una sottoalgebra di g. Ma X, Hg, Y3 € b per ogni 5 € #
equindi b = g. O
Lemma 17.4.4. Siano q,q4' € Q e supponiamo che o(q) = q’ per qualche o €
W(Z). Allora esiste un automorfismo  di g tale che y(g?) = a7

DimostrAZIONE. Poiché W(Z) ¢ generato dalle riflessioni rispetto agli elemen-
ti di una base, possiamo limitarci a considerare il caso in cui o = s, per una radice
a € A. Definiamo

(17.4.7) Yo = e o pmadiTa) o padi(Xa),
Per il lemma precedente, i, € ben definita ed ¢ un automorfismo di g. Per ogni
B € % abbiamo:
ead*‘(x”)(ng) = Hﬁ - nmﬁXa .
Otteniamo percio:
Woz(H,B) = ¢?d(Xe) o e_ad“(Y“)(Hﬁ _ na,ﬁXa)
= WS (Hg — 1o pYo = nop(Xa + Ho = Yo))
= ead“(x")(Hﬁ - I’laﬁHa — na,ﬁXQ)
= Hﬁ — I’La’ﬁXa + anﬁXa - I’laﬁXa
= ng - naﬁH(, .
'Un endomorfismo 7' di uno spazio vettoriale V si dice localmente nilpotente se per ogni v €

V \ {0} esiste un intero positivo m(v) tale che T7"""(v) = 0. Chiaramente un endomorfismo nilpotente
¢ anche localmente nilpotente e i due concetti coincidono se V ha dimensione finita.
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Quindi:
[Hp, 3" (Z)] = ¥ ([Wa(Hp), Z]) = (sa(q). BN, (Z) VZ eg!, VBe RB.

Ci0 dimostra che w;l(gq ) C g%@, Applicando nuovamente w;l si ottiene I’ inclu-
sione opposta e quindi I’'uguaglianza. O

Lemma 17.4.5. Supponiamo che q € Q non sia multiplo di un elemento di X.
Allora esiste o € W(Z) tale che 0(q) = Y gezk®a con i coefficienti k* € Z non
tutti dello stesso segno.

DiMOSTRAZIONE. Per ipotesi, 1’iperpiano ¢+ & distinto dagli iperpiani y* per
v € #Z. Possiamo quindi trovare un elemento regolare & € E tale che (¢|g) = 0.
Sia C¢ la camera di Weyl che contiene &. Poiché W(Z) opera transitivamente
sulle camere di Weyl, esiste oo € W(Z) tale che 07(C¢) = C(%). Abbiamo quindi
(o(&)|a) > 0 per ogni @ € A. Sia 0(q) = Y, yczk®a. Abbiamo:

0=(Elg) = (@@lo@) = ), __K(@@la).

Poiché (o(¢)|a) > 0 per ogni a € & e i coeflicienti k* non sono tutti nulli, ne segue
che essi non possono avere tutti lo stesso segno. O

Lemma 17.4.6. Sia q € Q. Allora:

(1) se 0 # g ¢ Z, allora g7 = {0};
(2) se q € Z, allora dimyg? = 1.

DiMOSTRAZIONE. Se g non ¢ multiplo di un elemento di &, allora esiste o €
W(Z) tale che o(q) ¢ Q* U Q™. Poiché a”“@ = {0}, ne segue che ¢°? e quindi g¢
sono uguali a {0}.

Se @ € % ed m un intero positivo, abbiamo a”® = {0} e quindi ¢"* = {0}. Cio
segue dal fatto che a, ¢ I’algebra di Lie libera con generatori (X )eez. Non puo
essere g = {0} perché questo vorrebbe dire che X, € n, Cio non ¢ possibile in
quanto [Xy, Yo] = Hy e h N1t = {0}. Quindi dimig® = dimga® = 1 per ogni @ € A.
La tesi segue quindi dal fatto che ogni elemento y di % & immagine di un elemento
di % mediante una trasformazione o di W(%). O

Abbiamo quindi il

Teorema 17.4.7. g ¢ un’algebra di Lie semisemplice su k; V) e una sua algebra
torale massimale (una sua algebra di Cartan) e #(8,9) = Z.

DimosTrAZIONE. Per il lemma precedente, g ha dimensione finita, uguale alla
somma delle cardinalita di Z e di 4.
Sia t un ideale abeliano di g. Poiché [t,b] C t, 'ideale t ¢ Q-graduato. Quindi

t=tnpe@PHtng.
vERX
Per ogni @ € %, ¢° ® g7* @ k - H, & una sottoalgebra di g isomorfa a sl(2,k).
Utilizzando gli automorfismi di g corrispondenti agli elementi del gruppo di Weyl,
otteniamo che ogni g7, y € %, € contenuto in una sottoalgebra di g isomorfa a
sl(2,k). Da questo segue che t N g” = {0} per ogni y € %. Quindi t C ). Ma per
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ogni H € b\ {0} esiste un @ € A tale che [H, X, ] = a(H)X, # 0. Cio dimostra che
t = {0}: quindi {0} & 'unico ideale abeliano di g e g ¢ semisemplice.

Le stesse considerazioni ci dicono che I & torale massimale in g ed abbiamo
(g, D) per la costruzione precedente. O

Osservazione 17.4.8. L’algebra di Lie g ¢ semplice se e soltanto se il grafo I'(%)
corrispondente al diagramma di Dynkin del suo sistema di radici & € connesso.
Infatti, se g non fosse semplice, % si spezzerebbe nell’unione #’ U %" di due
sottoinsiemi non vuoti di radici mutuamente ortogonali. Viceversa, dato un tale
spezzamento, g risulterebbe uguale alla somma diretta dei due ideali semisemplici
g’ e g” corrispondenti ai sistemi di radici Z’ e Z’’ rispettivamente.



CAPITOLO XVIII

Sottoalgebre di Cartan e di Borel

18.1. Elementi regolari e algebre di Cartan

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo k.
Se A € Endg(V) ¢ un endomorfismo lineare di V, indichiamo con p4(x) il suo
polinomio caratteristico:

(18.1.1) pa(x) = det(x — A) = Zzzoah(A)xh.

Ricordiamo che il coefficiente a,(A) ¢, a meno del segno, la traccia della rappre-
sentazione di A sulla potenza alternata (n — h)-esima di V, definita da AP A A
o AVnep) = A1) A -+ A A(vy—p) sui monomi di A"V

(18.1.2) an(A) = (=1 (A A).
Quindi, per ogni 0 < & < n, ’applicazione
(18.1.3) an i Bndg(V) 3 A — ap(A) € k

¢ polinomiale ed omogenea di grado n—h.

Sia v(A) il piu piccolo intero non negativo & per cui an(A) # 0. Questo numero
¢ la molteplicita algebrica di 0 come autovalore di A (¢ 0 se A ¢ invertibile), cioe la
dimensione del sottospazio vettoriale

(18.1.4) VO(A) = U:_OkerAh.
Per ogni A € k porremo ancora:
(18.1.5) viay = | ker(a- A"

Supporremo nel seguito che il campo k abbia caratteristica O.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finitan > 1 su k.

Consideriamo la rappresentazione aggiunta ad, : ¢ — glk(g) = Endy(g). Per
X € g useremo le notazioni semplificate: px(x) = paq,x)» an(X) = ap(ady(X)),
V(X) = W(ady(X)), g°(X) = ¢°(ady(X)).

Se £ & un sottoinsieme di g, porremo

0rqy — 0
(18.1.6) o°(©) = (), "X
e, piu in generale, se @ : & — k ¢ una qualsiasi applicazione:
(04 _ _ n
(18.1.7) g% Q) = ﬂXEler(a(X) ady(X))".

257
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Osservazione 18.1.1. Sia A € g. Poiché ad,(A) ¢ una derivazione di g, la
{0} C kerad,(A) C ker(ady(A))? C - - - ker(ady(A))* C - -

¢ una successione crescente di sottoalgebre di g. Quindi q°(A) e ¢°() per £ C g
sono sottoalgebre di Lie di g.

Definizione 18.1.2. L’intero positivo £ = min{v(X) | X € g} si dice il rango
dell’algebra di Lie g e si indica con rk(g).
Gli elementi X di g tali che v(X) = € = rk(g) si dicono regolari in g.

Osserviamo che, se g # {0}, il suo rango ¢ maggiore o uguale ad uno.

Gli elementi regolari in g sono I'insieme degli X € g con a,(X) # 0, e formano
percid un aperto di Zariski non vuoto di g. In particolare, sono un aperto denso per
la topologia Euclidea di g, nel casok siaR o C.

Lemma 18.1.3. Siano k' un’estensione del campo k, g un’algebra di Lie su k e
g =k’ ® g l’algebra di Lie suk’ ottenuta da g per estensione del campo. Allora g
e §' hanno lo stesso rango.

DimostrazIONE. Poiché ogni aperto di Zariski di g’ contiene elementi di g, I’af-
fermazione del lemma segue dal fatto che, se A € g, i polinomi caratteristici di
ady(A) e di ady (A) sono uguali. O

Esempio 18.1.4. Il rango di un’algebra di Lie nilpotente & uguale alla sua dimen-
sione.

Esempio 18.1.5. Sia tr*(n, k) I’algebra di Lie risolubile delle matrici n X n triango-
lari superiori con coefficienti in k. Gli elementi regolari di tr*(n, k) sono le matrici
che hanno sulla diagonale n elementi distinti. Esse sono diagonalizzabili. Per
calcolare il rango di tr*(n,k) sara quindi sufficiente calcolare v(ady+, 1) (H)) per
una matrice H = diag(4y,...,4,). Se X = (x;;), con x;; = 0 per i > j, abbia-
mo [H, X] = ([4; — 4;]x; ;). In particolare, adi+(,x)(H) si diagonalizza nella base
canonica {E; ;};<; di tr*(n, k) che consiste delle matrici E;, j che hanno uguale ad
1 il coefficiente dell’i-esima riga e j-esima colonna e tutti gli altri uguali a zero.
Abbiamo
Padys o (H)(X) = X" ﬂ(x - A+ 45
i<j

e quindi il rango di tr* (n, k) & n.

Esempio 18.1.6. Verifichiamo che il rango di sl(n, k) & (n— 1). Per il Lemmd18.1.3]
possiamo supporre k algebricamente chiuso. Ogni X € sl(n,k) si decompone in
modo unico nella somma X = X + X, di un X; semisemplice ed un X,, nilpo-
tente, che commutano tra loro. Le loro rappresentazioni aggiunte adsj,x)(X;) ed
ad.,k)(X,,) sono ancora semisemplici e nilpotenti € commutano tra loro. In par-
ticolare, adg,x)(X) ed ads,x)(Xs) hanno lo stesso polinomio caratteristico. Per
calcolare il rango di sl(n, k) possiamo quindi ricondurci al caso degli endomorfismi
H semisemplici, e quindi diagonalizzabili, perché abbiamo supposto k algebrica-
mente chiuso. Sia H = diag(dy,...,4,) con A1 + -+ + A, = 0. L'adgix)(H) €
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diagonale nella base {E; j};x; U {E;; — Ep,}1<i<n, €d ha polinomio caratteristico

Paduuon@) = X[ J0x= 2+ 2)).
i+
Da questo ricaviamo che il rango di sl(n, k) & maggiore o uguale ad n—1, e verifi-
chiamo che ¢ proprio uguale ad n—1, scegliendo un elemento regolare H con tutti
gli n autovalori distinti. In particolare, tutti gli elementi regolari di sl(n, k), come
endomorfismi di k", hanno tutti gli autovalori distinti, e sono quindi semisemplici.

Lemma 18.1.7. Sia a una sottoalgebra di Lie di g. Se a contiene un elemento A
regolare in g, allora tale elemento A e anche regolare in a.

DimosTrAZIONE. Se X € a, allora ady(X)(a) C a, ed ady(X) definisce percio, per
restrizione, un endomorfismo X’ di a e, per passaggio al quoziente, un endomorfi-
smo X” di g/a. B px(x) = px(x) - px(x) e quindi v(X) = v(X') + (X”"). Se £’ &
il rango di a ed ¢” il minimo dei v(X”’) al variare di X in a, abbiamo v(X") = ¢’ e
v(X"") = €” per X in un aperto di Zariski non vuoto di a. Inoltre, per la definizione
del rango ¢ di g, abbiamo £’ + ¢”/ > £. Se A € a & regolare in g, allora da v(A") > ¢,
v(A") = " e v(A) = v(A’) + v(A”") = ¢, otteniamo che v(A’) = ¢/, v(A”) = ¢”. In
particolare A ¢ regolare in a. O

Teorema 18.1.8. Sia g un’algebra di Lie su k, di dimensione finita n > 1 e di
rango ¢.

(1) Se H ¢ un qualsiasi elemento regolare in g, allora
0y — k
o"(X) = |, ker (fady (1)

e una sottoalgebra nilpotente massimale di g, di dimensione €, e coincide
con il proprio normalizzatore in g

(2) Viceversa, se by e una sottoalgebra nilpotente di g che coincide con il

proprio normalizzatore in g, allora) = a°(H) = ¢°(h) per un elemento H
di by regolare in g.

DimvosTtrAZIONE. (1) Sia H un elemento regolare di g. Allora}) = q°(H) & una
sottoalgebra di g di dimensione ¢. Per il Lemma([I8.1.7] H & regolare in §). Poiché
ady(H) ¢ nilpotente, ne segue che ady(X) ¢ nilpotente per ogni X € bh. Quindi b &
nilpotente per il Teorema di Engel. Abbiamo percio rk(h) = dimbh = € = rk(g).

Se Y & un elemento del normalizzatore di b in g, allora [H,Y] € § = q°(H)
e quindi ad4(H)"(Y) = 0 per m € N sufficientemente grande: quindi ¥ € hed b
coincide con il proprio normalizzatore in g.

Per dimostrare che [) & nilpotente massimale, possiamo ricondurci al caso in
cui k sia algebricamente chiuso. Sia

m
(18.1.8) a=be P a"H),
h=1
ove Ai,..., 4, € k sono gli autovalori non nulli distinti di ad,(H), la decomposi-

zione spettrale di g rispetto ad ady(H).
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Una qualsiasi sottoalgebra a di g contenente ) ¢ ad,(H)-invariante e quindi si
decompone nella somma diretta

a=b@EBLx¢wme)

Poiché ad,(H) ¢ invertibile su gV (H), ne segue che, se a & nilpotente, allora a = b.

Questo dimostra che ) ¢ massimale nilpotente e completa la dimostrazione di (1).

(2) Supponiamo ora che b sia una sottoalgebra di Lie nilpotente di g che
coincida con il proprio normalizzatore:

h={Xeg|[X,b]CD}.

Poiché b ¢ nilpotente, a°(h) contiene il normalizzatore di b in g.

Dimostriamo ora I’inclusione opposta. Consideriamo la rappresentazione di b
su W = ¢°(h)/b indotta per passaggio al quoziente dalla rappresentazione aggiunta.
Se fosse ¢°(h) # b, per il Teorema di Engel potremmo trovare X € q°(®) \ b tale
che [X, H] c b. Ma un tale X apparterebbe allora al normalizzatore di f in g, contro
I’ipotesi che h) = Ny(h). Abbiamo quindi q°(h) = b.

Per completare la dimostrazione di (2), possiamo limitarci a considerare il caso
in cui k sia algebricamente chiuso. Abbiamo allora una decomposizione:

m
— aj
(18.1.9) a=he (D a0
conai,...,ay € h*\ {0}. Bastera quindi scegliere un elemento H € b con aj(H) #
Operj=1,...,mper ottenere ) = go(b) = gO(H). O

Definizione 18.1.9. Chiamiamo sotfoalgebra di Cartan di g una sottoalgebra di
Lie b di g che sia nilpotente e coincida con il proprio normalizzatore in g.

Il Teorema|18.1.8|ci dice quindi:

Teorema 18.1.10. Ogni algebra di Lie g di dimensione finita n su k ammette
sottoalgebre di Cartan.

Ogni sottoalgebra di Cartan di g ¢ della forma b = q°(H) per un elemento
regolare H di g.

Tutte le algebre di Cartan di g hanno la stessa dimensione, ed essa e uguale al
rango di g.

Osservazione 18.1.11. Se g ¢ nilpotente, allora ) = g & 'unica sottoalgebra di
Cartan di g.

Abbiamo dimostrato in precedenza che, se g ¢ semisemplice, allora le sue sot-
toalgebre di Cartan sono abeliane e coincidono con le sottoalgebre torali massimali
di g.

18.2. Coniugazione delle sottoalgebre di Cartan di un’algebra di Lie
risolubile

Siano k un campo di caratteristica zero, g un’algebra di Lie di dimensione finita
sukep : g — gl(V) una sua rappresentazione lineare di dimensione finita.
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Definizione 18.2.1. Un elemento H di g € regolare per la rappresentazione p se

(18.2.1) dimy VO(p(H)) = min{dim(V(p(X)) | X € g}.

Notazione. Quando cid non possa creare confusione, ometteremo di esplicitare la
rappresentazione p, scrivendo ad esempio Xv invece di p(X)vse X e gev e V. In
particolare, se [ C g, W C V e k ¢ un intero positivo, porremo

W = {p(X))o---opXw | X1,...,Xr €1, we W).

Lemma 18.2.2 (Lemma di Fitting per le algebre di Lie nilpotenti). Siano V) un’al-
gebra di Lie nilpotente, di dimensione finita su 'k e V un Y-modulo di dimensione
finita. Posto

/ _ X h
(18.2.2) Vi) =), bW,
abbiamo la decomposizione di V:
(18.2.3) V=V eV

in somma diretta di sotto-h-moduli.
Se H e un elemento regolare della rappresentazione, allora Vo) = VO(H) e
V() = V'(H).

DmvosTrAZIONE. Per il Lemma di Fitting, ¢ V = VO(A) ® V’(A) per ogni endo-
morfismo A di V. Sara quindi sufficiente dimostrare 1’ultima affermazione dell’e-
nunciato.

Se H € 1), abbiamo:

Vi) > VIH) = (), H' W),
Vo) c VO(H) = U;o:oker H",
inoltre  VO(h) N V’(p) = {0}.

Basta quindi dimostrare che, se H ¢ regolare in 1), allora Vo) = VO(H) per avere
anche V’(h) = V/(H) e completare la dimostrazione.
Se X ¢ un qualsiasi elemento di b, allora, per ogni intero positivo m:

H". X = Z::O(’Z )adb(H)h(X) CHMh,

Poiché b & nilpotente, otteniamo che X - VO(H) ¢ VO(H) per ogni X € h. Quindi
VO(H) & un sotto-h-modulo di V. Gli elementi regolari della rappresentazione V
sono anche elementi regolari della sottorappresentazione VO(H). Quindi, poiché
I’elemento regolare H ¢ nilpotente su VO(H), tutti gli X € ) definiscono endomor-
fismi nilpotenti di VO(H) ed otteniamo percio VOm) = VO(H). Cid completa la
dimostrazione del lemma. O
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Lemma 18.2.3. Sia }) un’algebra di Lie nilpotente, di dimensione finita suk. Siano
V, W due Y-moduli di dimensione finita. Se ¢ : V — W e un epimorfismo di
b-moduli, allora

(18.2.4) (V1) = WO ().

DmvosTrRAZIONE. Osserviamo che ¢(VO(h)) € WO(b), ¢(V’(h)) € W’ (D). Quindi,
se ¢ ¢ surgettiva, devono valere le uguaglianze ¢(V0(b)) = W) e o(V' (D)) =
W' (D) . O

Lemma 18.2.4. Sia Yy un’algebra di Lie nilpotente, di dimensione finita sul campo
k di caratteristica zero. Sia V un Y-modulo tale che V°(h) = {0}. Se p:h—-Ve
una derivazione dil) in 'V, cioé se
¢([Hy, H2]) = Hi¢(H>) — Hy¢p(H1) VH,Hy €D,
allora esiste unv €'V tale che
¢(H) = Hv YHeD.
DivmosTrAZIONE. Consideriamo lo spazio vettoriale W = V @ k e poniamo
() Hv,k) = (Hv — k¢(H),0)  V(v,k) € W.
Abbiamo allora:
[Hy, Ha](v, k) = ([Hy, H2lv — ké([H 1, H>]),0)

= (H\Hyv - kH1¢(H>),0) — (H2Hyv — kHy¢(H1), 0)

= Hi(Hyv — k¢(H>),0) — Ha(H, — kép(H1), 0)

=H]H2(V,k)_H2H](V,k), VH]’HZEE)’ V(V9k)€W
Quindi la (%) definisce su W una struttura di h-modulo. La proiezione naturale
m:W>s k) — k € ke un epimorfismo di h-moduli, di W sull’h-modulo banale
k. Quindi 7(W(h)) = k = k°(b). Poiché V&{0} & un sotto-h-modulo di W isomorfo

aVeVOn) =1{0},il sottospazio WO(h) ha dimensione 1 ed & generato da un vettore
della forma (v, 1). Esso ¢ isomorfo all’-modulo banale k e quindi

H(v,1)=(Hv-¢(H),0)=(0,0), VHEeD,
cioe ¢(H) = Hv per ogni H € }. O

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k di caratteristica zero.
Consideriamo la sua serie centrale discendente {€"(g)}, ove

@) =g
(1825) {Gh(g) — [g’ @h—l(g)] se h > 0,
€ poniamo
(18.2.6) @) =),

Osserviamo che €*(g) ¢ {0} quando g ¢ nilpotente ed ¢ in un ideale nipotente di g
se g ¢ risolubile: infatti in questo caso €!(g) = [g, g] & un ideale nilpotente di g che
contiene € (g).
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Quindi, se g ¢ risolubile, per ogni X € € (g) la serie
o 1

(18.2.7) a(X) = exp (ady(X)) = tho A

contiene solo un numero finito di addendi non nulli e percio ¢ convergente e defi-
nisce un automorfismo di g.

(ady(X))"

Definizione 18.2.5. I sottogruppo S(g) di Aut(g) generato dagli a(X), al variare di
X in €%(qg), si dice il gruppo degli automorfismi speciali di g.

Teorema 18.2.6. Sia g un’algebra di Lie risolubile, di dimensione finita sul campo
k di caratteristica zero. Se 1), Iy sono due sottoalgebre di Cartan di g, allora esiste
un automorfismo speciale a € S(g) tale che

(18.2.8) a(h) = 1.

DimosTrAZIONE. Ragioniamo per induzione sulla dimensione ndig. Sen < 1,
allora g ¢ nilpotente e quindi ogni sottoalgebra di Cartan di g ¢ uguale age nonc’e
nulla da dimostrare.

Supponiamo ora che n > 1 e che il teorema sia vero per algebre di Lie risolubili
di dimensione < n.

Siano 1y, )’ due sottoalgebre di Cartan di g. Poiché g ¢ risolubile, contiene idea-
li abeliani non banali. Fissiamo un ideale abeliano di g, di dimensione minima tra
tutti gli ideali abeliani non banali contenuti in g. Sia 7 : ¢ — g/a la proiezione
nel quoziente. Allora n(h) e n(h’) sono sottoalgebre di Cartan di g/a. Poiché g/a
¢ un’algebra risolubile di dimensione < n su k, possiamo applicare I’ipotesi indut-
tiva. Tenuto conto del fatto che €*(g/a) = 1(€*(g)), gli automorfismi speciali di
g/a si ottengono per passaggio al quoziente dagli automorfismi speciali di g: esiste
quindi un automorfismo speciale ag di g tale che

ap(h+a)=ap(h) +a=b" +a.

A meno di sostituire ad b la sottoalgebra di Cartan ag(h), potremo supporre nel
seguito della dimostrazione che

hb+a=b +a.

Se g’ =bh+a+#g,allorahe b’ sono sottoalgebre di Cartan di un’algebra risolubile
g’ di dimensione < 7n su k. Osservando che €*(g") c €%(g), otteniamo in questo
caso la tesi per I’ipotesi induttiva.

Supponiamo percio, nel seguito della dimostrazione, che

g=bh+a=0 +a.

Poiché a ¢ minimale, avremo o [g,a] = 0, oppure [g,a] = a. Nel primo caso a
¢ contenuta nel centro di g e quindi in ogni sottoalgebra di Cartan di g: abbiamo
allorah = b’ = g e la tesi ¢ dimostrata. Consideriamo poi il caso in cui

[g9,a] = a.
Poiché [a, a] = {0}, essendo a abeliana, questa relazione equivale ad

a = [b,a],
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e dunque a N ) = {0}. Analogamente & a N Y’ = {0} e quindi
g=h®a=hH @a.

In particolare, possiamo definire un’applicazione ¢ : ) — a associando ad ogni
elemento H € [) I’'unico elemento ¢(H) € a tale che H — ¢(H) € §)’. Osserviamo
che,se Hi,H, €D,

[Hi, Hy] — [Hy, ¢(H2)] - [¢(H1), Ho) = [H — ¢(Hy), Hy — ¢(Hp)] € 1.
Quindi
¢([Hy, Hy]) = [Hy, ¢(H2)] + [¢(H)), H3] VHi,Hy €,

e ¢ : h — ac¢ una derivazione. Poiché a%(h) = {0}, essa & interna: esiste cioé un
elemento A € atale che ¢(H) = [A, H] per ogni H €}, cioe:

H-[A Hlel VH €.
Chiaramente A € €*(g) ed
a(-A)X) = X - [A, X] VX €g,

in quanto (adg(A))2 = 0. Quindi i’ = a(-A)(H) per un automorfismo speciale
a(—A) € S(g). La dimostrazione ¢ completa. O

18.3. Automorfismi elementari

Sia g un’algebra di Lie, di dimensione finita su un campo k. Se X € g & un
elemento nilpotente di g, tale cioe che ad,(X) sia un endomorfismo nilpotente di g,
allora solo un nunero finito di termini della serie

(18.3.1) e = 37" L (adx))!

h=071

¢ diverso da zero e quindi la serie ¢ convergente e la e(X) definisce un automorfismo
dell’algebra di Lie g.

Definizione 18.3.1. Gli elementi del sottogruppo E(g) di Aut(g) generato dagli
automorfismi e(X) al variare di X tra gli elementi nilpotenti di g si dice il gruppo
degli automorfismi elementari di g.

Poiché, se a € Aut(g) e X ¢ un elemento nilpotente di g, abbiamo:
(18.3.2) aoe(X)oa ' = e(a(X)),

gli automorfismi elementari formano un sottogruppo normale di Aut(g).
Osserviamo che, se g € risolubile, allora S(g) c E(g).
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18.4. Sottoalgebre di Borel e coniugazione delle algebre di Cartan
Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k.

Definizione 18.4.1. Si dice sottoalgebra di Borel di g una sua sottoalgebra di Lie
risolubile massimale.

Osserviamo che ogni sottoalgebra di Borel di g contiene il radicale di g, e
quindi le sottoalgebre di Borel di g sono in corrispondenza biunivoca con quelle
dell’algebra semisemplice g/x.

Lemma 18.4.2. Le sottoalgebre di Borel coincidono con il proprio normalizzatore.

DmosTrAZIONE. Sia b una sottoalgebra di Borel di g. Il suo normalizzatore in
g € una sottoalgebra risolubile di g che contiene b, e quindi coincide con b perché
b & massimale. O

Supponiamo ora che k sia algebricamente chiuso, di caratteristica zero. Sia g
un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita »n su k. Sia I) una sua sottoal-
gebra di Cartan, Z = Z(g,}) il sistema di radici corrispondente. Fissiamo una
base # di Z e consideriamo il sistema delle radici positive Z* = Z*(A).

Lemma 18.4.3. Con le notazioni introdotte sopra:

(18.4.1) b:b@@g“

aER*

e una sottoalgebra di Borel di g.

DimvosTtrAZIONE. Chiaramente D ¢ risolubile. Se non fosse massimale, poiché
) C b, la sottoalgebra b conterrebbe uno dei sottospazi g con @ € #Z™ e quindi una
sottoalgebra isomorfa a sl(2,k). Ma, contenendo una sottoalgebra semisemplice,
non potrebbe essere risolubile. O

Proposizione 18.4.4. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campok, che
supponiamo di caratteristica zero ed algebricamente chiuso. Ogni sottoalgebra di
Borel b di g contiene una sua sottoalgebra di Cartan.

DimvosTrRAZIONE. Sia b una sottoalgebra di Borel di g. Per ogni X di b, indi-
chiamo con X’ I’endomorfismo lineare di g/b definito da ady(X) per passaggio al
quoziente. Per il Teorema di Lie, gli endomorfismi X’ possono essere simultanea-
mente triangolarizzati: esistono quindi dei funzionali lineari vy, ..., y,, € b* tali che,
in una base opportuna di g/b, ogni X’ sia rappresentato da una matrice della forma:

X o ox * .. *
0 »nX = .- *
0 0 X

0 0 0 - YuX)
Ogni y;(X) & autovalore di X’. Se fosse, per qualche i con 1 < i < m, y;(X) = 0 per
ogni X € b, allora esisterebbe per il Teorema di Lie un Y € g \ b tale che [Y,b] C b.



266 XVIII. SOTTOALGEBRE DI CARTAN E DI BOREL

Ma cio non € possibile perché allora b’ = bek-Y sarebbe una sottoalgebra risolubile
di g che contiene propriamente b e cio contraddirebbe la massimalita di b. Quindi
b\ U;lnzlker v, € un aperto di Zariski non vuoto di b. Esso contiene percid un
elemento H regolare in b; essendo invertibile su g/b, esso ¢ anche regolare in g e
quindi g’(H) & una sottoalgebra di Cartan contenuta in b. O

Lemma 18.4.5. Siano Z un sistema astratto di radici ridotto nello spazio Euclideo
E ed . un sottoinsieme di % che goda delle proprieta:

1) Sea,pe Y ea+peRX aloraa+pe.S;
2) Sea € .Y, allora —a ¢ .&.

Allora esiste una base B di % tale che S C X" (B).

DmosTtrAZIONE. Ragioniamo per induzione sulla dimensione di E. Il caso in
cui £ abbia dimensione 1 ¢ banale.

Possiamo allora supporre che .¥ generi E: altrimenti consideriamo il sistema
di radici #Z’ che si ottiene intersecando % con il sottospazio E’ di E generato da
.. Possiamo allora, per ’ipotesi induttiva, trovare un elemento regolare & di E’
tale che (¢|a) > 0 per ogni @ € . e bastera quindi scegliere un elemento regolare
& di E sufficientemente vicino a & per avere . C Z7(£).

Supponiamo quindi, nel seguito della dimostrazione, che . generi E. Divi-
diamo I’argomento in tre punti.

(a) Mostriamo che nessuna somma aj + ... + @, di elementi di . & nulla.
Ragioniamo per induzione su m. Il caso m = 1 & banale. Supponiamo quindi
m > 1 e I’enunciato vero per una somma qualsiasi di meno di m elementi di .. Se
@)+ ...+, =0, allora (a)|az + ...+ am) = —llaa+...+aul> <0e quindi esiste un
indice j, con 2 < j < m, tale che (@]e;) < 0. Ma questo implica che | + a; € #Z
e dunque a; + a; € ¥ perché somma di radici di .. Dalla

(a’1 +cyj)+a/2 t..ta 1 tqj . ta, = 0

otteniamo una somma di m — 1 radici di .¥ uguale a zero, e quindi una contraddi-
zione.

(b) Mostriamo ora che esiste un elemento y € . tale che (yla) > 0 per ogni
a € .. Se cosi non fosse, potremmo trovare una successione {ay}y,en C -7 tale
che 8, = Z;zoav sia un elemento di . per ogni v € N. Infatti, se «o,..., @,
sono stati gia costruiti in modo che By,...,B, € ., abbiamo B, # 0 e quindi
esisterebbe un @, € . tale che (8,|a,+1) < 0. Ma questa condizione implica che
Byi1 = By + ayr1 € Z e quindi B, € & per la proprieta (1). Ma % contiene
un numero finito di elementi e dunque dovrebbe essere B; = B, per due indici
0 <i < jecio contraddirebbe il punto (a), perché §; — §; sarebbe una somma nulla
di elementi di .7

(c) Fissiamo quindi y € . con (y|la) > O per ogni @ € .. Consideriamo
S =S Nyted Z = % Ny Per I'ipotesi induttiva sulla dimensione, esiste
un y’ € y* tale che (y'|a) > 0 per ogni @ € .¥ Ny*. Allora & = y + €y’ &, per
€ > 0 sufficientemente piccolo, un elemento non nullo di E tale che (¢la) > 0 per
ogni « € .. Bastera quindi scegliere un 7 regolare sufficientemente vicino a & per
ottenere . C Z*(n). O
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Proposizione 18.4.6. Sia g un’algebra di Lie semisemplice sul campo k, di ca-
ratteristica zero ed algebricamente chiuso. Ogni sottoalgebra di Borel b di g si
rappresenta nella forma (I8.4.1)) rispetto ad un sistema di radici # = %(a, 1) re-
lativo ad una sottoalgebra di Cartan Y contenuta in b e ad un suo ordinamento
lessicografico.

DimosTRrAZIONE. Per la Proposiziond18.4.4] una sottoalgebra di Borel b contie-
ne una sottoalgebra di Cartan ) ed ¢ quindi somma diretta di [) e di autospazi g%,
al variare di « in un sottoinsieme . di %. Poiché b ¢ risolubile, se a € ., allora
—a ¢ .&; inoltre, poiché b € una sottoalgebra, se a,8 € . e a + B € X, allo-
raa+pB € .. Peril Lemmdl8.4.3 . & contenuto in un sottoinsieme di radici
positive Z* di #: quindi b & contenuta in una sottoalgebra risolubile della forma
(18.4.1) e quindi, essendo massimale, coincide con essa. o

Da questa proposizione otteniamo:

Proposizione 18.4.7. Sia g un’algebra di Lie semisemplice sul campo k, algebri-
camente chiuso e di caratteristica zero. Sia € = 1k(g) e sia 2n la cardinalita di un
sistema di radici Z di g rispetto a una sua sottoalgebra di Cartan V). Allora g ha
dimensione 2n + € ed inoltre:

(1) Ogni sottoalgebra di Borel b di g ha dimensione n + ¢€;

(2) per ogni algebra di Borel b di g, il suo derivato n = [b,b] é un ideale
nilpotente di b di dimensione n;

(3) per ogni sottoalgebra di Borel b di g, la sottoalgebra n = [b,b] e ortogo-
nale a b rispetto alla forma di Killing di g.

Proposizione 18.4.8. Sia g un’algebra di Lie, di dimensione finita su un campo k
algebricamente chiuso. Siano b e V' due sottoalgebre di Borel di g. Allora b NV’
contiene una sottoalgebra di Cartan di g.

DimostrAzZIONE. Consideriamo dapprima il caso in cui g sia semisemplice.
Sia ¢ = rk(g) e, posto n = [b,b], W’ = [b/,b’], sian = dimn = dimn’. Per la
proposizione precedente, dimb = dimb’ = n+ £ e dimg = 2n + £.
Poniamo a = b N b’ e dimostriamo che
(18.4.2) b=a+mn
Per la formula d’intersezione di Grassmann abbiamo:
dima > dimb +dimb —dimg=2(n+¢)—-2n+ ) =¢.
Gli elementi di a N 1t sono nilpotenti e appartengono a b’; essi appartengono percio
ad n’ e quindi:
anncnnn’.
D’altra parte, 1 C b+ e n’ C n’*, ove gli ortogonali sono calcolati utilizzando la
forma di Killing di g, che ¢ non degenere. Abbiamo percio:
nnw cbtNb’t =(b+0)".
Per la formula d’intersezione di Grassmann:
dim® +0") =2(n+¢) —dima
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e quindi
dim(b + 0)* = 2n+£) — (2(n + ¢) — dima) = dima - ¢.
Otteniamo percio:
dim(ann) <dima-¢.
Utilizzando ancora la formula d’intersezione di Grassmann otteniamo:
dim(a+n) =dima+dimn —dim(aNn) >dima+n—(dima—¢)=n+¢.

Poiché a + n C b e dim(a + 1) > dim b, ne segue che a + 1 = b.

Fissiamo ora un elemento H di b regolare in g. Possiamo allora scrivere H =
A+Zcon A € a,Z € n. Poiché b ¢ risolubile, e Z & nilpotente, ad,(H) e ady,(A)

hanno allora lo stesso polinomio caratteristico e quindi A € b N b’ ¢ un elemento
regolare in g. ’algebra di Cartan ) = 9°(A) & allora contenuta sia in b che v’. Cid

completa la dimostrazione nel caso di una g semisemplice.

In generale, siano v il radicale di g e 7 : ¢ — g/ la proiezione nel quoziente.
Allora m(b) e n(b’) sono sottoalgebre di Borel di g/r e, per la prima parte della
dimostrazione, esiste un’algebra di Cartan f di g/r contenuta in 7(b)Nx (V). Bastera
allora considerare la sottoalgebra ﬂ_l(f)) D 1 e scegliere in essa un elemento H tale
che n(H) sia regolare in g/r e ad,(H) ristretto ad r abbia nucleo di dimensione
minima: allora H ¢ regolare in g e q°(H) & una sottoalgebra di Cartan contenuta in
bNo. O

Teorema 18.4.9. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k, di
caratteristica zero e algebricamente chiuso. Il gruppo E(g) degli automorfismi
elementari agisce transitivamente sulle algebre di Borel di g.

DmosTtrAZIONE. Poiché tutte le algebre di Borel di g contengono il radicale v
di g ed esso ¢ trasformato in sé da ogni elemento di Aut(g), possiamo limitarci a
considerare il caso in cui g sia semisemplice.

Siano b e b’ due sottoalgebre di Borel di g. Fissiamo un’algebra di Cartan ) di
g contenuta in b N b’. Sia Z = Z(g, D) il sistema di radici di b in g. Allora, per due
camere di Weyl C, C’ € €(Z) risulta:

- (04 ’ _ a
b_b®@ae%+(6)g’ b=bo @ g

ae#+(C")

L’elemento o € W(Z) che trasforma C in C’ corrisponde a un automorfismo a, €
E(g) che lascia fissa I e trasforma b in b’ O

Teorema 18.4.10. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k, alge-
bricamente chiuso e di caratteristica zero. Allora il gruppo E(g) degli automorfismi
elementari di g agisce transitivamente sulle sottoalgebre di Cartan di g.

DimostrazIONE. Siano f) e Iy’ due sottoalgebre di Cartan di g. Possiamo allora
costruire due sottoalgebre di Borel b e b’ di g che contengano rispettivamente b ed
. Sia b”” una sottoalgebra di Cartan di g contenuta in b N b’. Poiché ) ed )" sono
sottoalgebre di Cartan dell’algebra risolubile b, esiste un automorfismo speciale a
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di S(b) tale che a(h) = bh”. Analogamente, esiste un automorfismo speciale a’ di
S(v’) tale che a’(h’) = b”. Poiché S(b) e S(b”) sono sottogruppi di E(g), abbiamo
b=a'od €E() e b®’) = .
O

Osservazione 18.4.11. Se g ¢ un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo
k non algebricamente chiuso, due sottoalgebre di Cartan di g possono non essere
coniugate. Consideriamo ad esempio I’algebra di Lie reale sl(2, R). Le due matrici:

b ) e (40)

generano due sottoalgebre di Cartan di sl(2, R) che non sono coniugate da nessun
automorfismo di sl(2, R).






CAPITOLO XIX

Forme reali

19.1. Sistemi di Chevalley

Sia g un’algebra di Lie semisemplice complessa, ) una sua sottoalgebra di
Cartan e & il sistema di radici di g rispetto ad b.

Per ogni a € Z indichiamo con H, I’elemento di hr per cui B(H,) = (Bla"),
cioe [H,, X] = (Bla¥)X se X € ¢P. Fissiamo poi X., € ¢*® in modo che siano
verificate le

(1911) [Xm X—a] =-H,, [Ha, Xa] = 2X(y » [Hm X—a] = _2X—a

Osserviamo che, se g = sl(2,C), Z = {+a}, allora le

01 0 O 1 0
XQ:(O 0)’X—a:(_1 O)’H(I:(O _l)’

soddisfano le relazioni ((19.1.1)).
Definiamo i coeflicienti N,, g mediante:
[Xa/, Xﬁ] = N(y,ﬁx(l_'.ﬂ Se a{,ﬂ, 04 +ﬁ € %,
Nop=0 se a,feX,B+t-aea+PEX.

Chiaramente abbiamo N, g = —Ng,, per I’antisimmetria delle parentesi di Lie. Vale
inoltre:

(19.1.2) {

Lemma 19.1.1. Se o,8,ye Zea+B+vy =0, allora:

N, N, N
(19.1.3) “/23 - /39; _ %Z '
byl lledl> 1Bl
DimosTRAZIONE. Scriviamo 1'identita di Jacobi per i vettori X,,, Xg, X,. Abbia-
mo

[[Xa»> Xgl, Xy] = NopgH,y = [[Xo, Xy ], Xg] + [Xe, [ X3, X, 1]
= —N, oHp — Ng,H, .

Osserviamo ora che 1’applicazione  — ||r]||2H,7 si estende a un’applicazione li-

neare di b* su . Quindi ||y||2Hy = —||le|*H, - IWIIZH/;. Inoltre, H, e Hg sono
linearmente indipendenti. Da questo segue la (19.1.3). o
Lemma 19.1.2. Se o,B,a+B € Z e B —qa,...,B+ pa ¢ ’a-stringa di « per f3,
allora:
2
+ +1
(19.1.4) la+AlI° _g+1

R p
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DivosTrAZIONE. Consideriamo i vari casi possibili.

Abbiamo (Bla") € {0, -1, -2, -3}.

Se (Bla¥) = 0, allora p = g. Poiché p + ¢ < 3, abbiamo p = ¢ = 1. Poiché
I8 + all> > ||8I%, 1a condizione che (a + B|BY) = 2 ci dice che ||8 + all*> = 2||8]1%,
dimostrando la validita di (I9.1.4) in questo caso.

Quando (Bla¥) = —1, abbiamo k||8|I> = |lall* se (a|8Y) = k € {-1,-2,-3}.
Allora:

lla + B> = KIBIP + IBIP +2(e1B) = 18P

perché 2(a|B8) = —k||B||>. Poiché g — p = —1, abbiamo p = ¢ + 1 e ne deduciamo la
(19.1.4).

Se (Bla") = -2, allora ||8|I> = 2llall e (a|8Y) = —1. Quindi :

1
lla + BII* = llel® + 1BI* + 18I (@lB”) = Emfnz.

Poiché g — p = =2 e g = 0, otteniamo anche in questo caso la (19.1.4).
Consideriamo ora 1’ultimo caso, in cui (8la") = —3. Abbiamo allora ||8]|> =
3llall? e (a|8Y) = —1. Quindi:

1
lla + I = lldl* + 1IBI1* + 118I*(@l8") = §II,6’II2-
Poiché g — p = =3 e g = 0, otteniamo la (19.1.4). o

Lemma 19.1.3. Siano o, € Z e siaB—qa,...,B,...,B+ pa, con p,q interi non
negativi, la a-stringa per B in Z. Allora:

. 1
(l) Kg(X(t,X—w) = _EKQ(H(UH(Z)
(@) N(t,ﬁN—a,a+,8 = —P(q + 1)
(iii) NopN_o—p = (g+1)%.

DiMOSTRAZIONE. Abbiamo:
2Kg(Xaa X—a) = Kg([Haa Xa]7 X—a) = Kg(Ha: [Xa, X—a]) = _Kg(Ha/, Ha) 5
da cui (1).

Consideriamo il sottospazio vettoriale V = 3,7 ¢?* = iz_q @#he dig. La

restrizione a V dell’endomorfismo T = ad(H,) ha traccia nulla. Poiché T (Xg4q) =
[Hy, Xginal = ((Bla") + 2h) Xg. 4 otteniamo che :

(p+q+DBa)+pp+1)—qlg+1)=0 = Bla')=qg-p.
Abbiamo poi :
[X_q, [Xa» Xgl] = N_g.0+8Na pXp
= [Ho, Xg] + [Xo, [X-a, Xpl]
= (Bla’) Xg + No-a+pN-a s Xp

Dimostriamo la (ii) per induzione su g. Quando ¢ = 0, 8 — a ¢ Z e quindi
N_op =0, Bl@”) = —p = —p(0 + 1) ci danno la (ii). Altrimenti, se 8 —a € %
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osserviamo che la a-stringaperf—ae (B-a)—-(g—Da,...,(8—a)+(p+ Dae
quindi, supponendo per ricorrenza che la (ii) valga per « e (8 — @), abbiamo :

N_ga+pNap=(@q@—p)—(p+1)g=-plg+1).

Per le ((19.1.3)) e la (19.1.4) abbiamo:

lla +BI> g+1

N—(t,—ﬁ = Na+ﬁ,—a
Quindi, utilizzando anche (i) :
qg+1 qg+1
Na,ﬁN—a,—ﬁ = _Na,ﬁN—a,a+ﬁ_ = P(CI + 1)_ = (q + 1)2 .
p p
La dimostrazione ¢ completa. O

Si dice Sistema di Chevalley di (g, 1) una famiglia (X )qez tale che:

D  X,eq” Vo e #
(]I) [X(Z’ X—a] = _H(y Va' € %
(IIr) 0O € Aute(g) con OH)=-HVYHelh, OX,) =X_oVaeZ.

Teorema 19.1.4. Esistono sistemi di Chevalley di (g, ).

DmosTtrAZIONE. Dalla costruzione di algebre di Lie complesse associate a un
sistema di radici ridotto ricaviamo il seguente fatto :

Siano %, %’ due basi di Z. Per ogni « € A sia X, un elemento non nullo di
g% e per ogni @' € A’ sia Y, un elemento non nullo di g% . Allora esiste uno ed un
solo automorfismo ® di g tale che ®(H) = h e O({X, | € B}) = (Y | € £'}.
Fissiamo quindi un sistema di vettori non nulli (Y,).ecs per cui sia soddisfatte le
(D), (). Sia ® € Autc(g) tale che ©(Y,) = Y_, per ogni @ € %. Necessariamente
avremo anche ®(Y_,) = Y, e quindi ® ¢ un’involuzione. Per ogni a € & avremo
O, =t,Y_ocont, € C"etyt_, = 1 perché ® ¢ un’involuzione. Scegliamo per
ogni @ € Z un elemento u, € C* con ui =ty €U_g = u;l. Allora X, = u,Y, € un

sistema di Chevalley per (g, b)). O
Proposizione 19.1.5. Se (X,)qc% € un sistema di Chevalley per (g,0), se o, € #
sono linerarmente indipendenti e B—qa, . .., B+ pa ¢ ’a-stringa di « per B3, allora:
(19.1.5) Nop=N_qp==(g+1).

DimMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti

N—a,—,BX—(x,—,B = [X-q» X—B] = [0(Xq), ®(X,B)]
= ®([Xa)’x,6]) = N(t,ﬁX—(x,—,B'

da cui Nog = N_q,p. Poiché NygN_o g = (g + 1)2, otteniamo la tesi. O
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19.2. Forma compatta e forma split

Sia g un’algebra di Lie semisemplice complessa, b una sua sottoalgebra di
Cartan e (X, )qe un sistema di Chevalley di (g, b).

Proposizione 19.2.1. [ due sottospazi reali di g

(19.2.1) g = bp & Z RX,
11374

(19.2.2) U = ibp @ Z (R(Xy + X-0) + IRXy — X_0))
aER

sono sottoalgebre di Lie reali semisemplici di . Abbiamo g = C Qg gr € § =
C ®g u. Le restrizione a gr e ad u della forma di Killing k4 sono a valori reali e
coincidono con le forme di Killing di gr e di v, rispettivamente. La forma di Killing
e definita negativa su u. Se T e il coniugio definito su g dalla forma reale 1, se cioe
T(X +iY) = X —iY per ogni X, Y €, la forma Hermitiana:

(19.2.3) aXxg3(X,Y) - —k(X,7(Y)) € C
e un prodotto scalare Hermitiano su g.

DimvosTrAZIONE. La prima affermazione segue dal fatto che i coefficienti N, g
rispetto al sistema di Chevalley (X, )4 sono reali.
Se Y1 =H| + Yy chXa, Yo=Hy+ e cha, allora:

ky(V1, Y2) = ky(H1, Ho) + ) 03X Xo)
aER

1 _
= Kkg(Hy, Hp) — 3 Z c{e;%ky(Hy, H-) .

aEX

Abbiamo poi 7(X,) = X_, e quindi si verificano facilmente le altre affermazioni
della proposizione. O

Definizione 19.2.2. Una forma reale di g & una sua sottoalgebra di Lie reale g tale
che g = g9 ® igp.

Lao = oy, : ¢ — g, definita da o(X + iY) = X —iY per ogni X,Y € gp &
un automorfismo involutivo ed anti-C-lineare di g, che si dice indotto dalla forma
reale gp.

Una forma reale g di g si dice:

split se contiene una sottoalgebra di Cartan by con adg,(H) diagonalizzabile
perogni H € b ;

compatta se la forma di Killing «,, ¢ definita negativa.

Se u ¢ una forma compatta di g, allora:
(Zi12y) = —ky(Z1,7(Zy)) per Zi,Zp €9

¢ un prodotto scalare Hermitiano su g.
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19.3. La decomposizione di Cartan

Teorema 19.3.1. Sia g la complessificazione di un’algebra di Lie semisemlice reale
go e o il coniugio in g definito da gy. Allora esiste una forma compatta u di g con
o) =1

DimosTrAZIONE. Fissiamo una qualsiasi forma compatta ug di g e sia 7 il co-
niugio di g definito da 1. La composizione v = o o7 ¢ un automorfismo dell’alge-
bra di Lie complessa g, e lascia quindi invariata la sua forma di Killing. Indicando
con (XY) il prodotto scalare Hermitiano (X, Y) = —k,(X, 79(Y)), abbiamo allora :

(XIN(Y)) = —ky(X, Tg 0 0 0 T(Y)) = —ko(X, v 0 70(Y))

—k;(V(X), 70(Y)) = W(X)IY) VX,Y €g.

Quindi v ¢ una trasformazione autoaggiunta per il prodotto scalare Hermitiano
che abbiamo definito su g. Consideriamo allora la trasformazione autoaggiunta
positiva p = v2 = y o v*. Essa ha autovalori reali positivi e g = @,59F,, ove
E, = {X € g| p(X) = AX}. Abbiamo [E,, E,] C E,, per ogni A,u > 0, perché p ¢
un automorfismo di g. Poiché p ¢ una trasformazione Hermitiana definita positiva
su g, per ogni ¢ € R possiamo definire la sua potenza p’ come una trasformazione
Hermitiana definita positiva, caratterizzata da p'(X) = ’X se X € E,,con A, A" > 0.
Essendo :

PAX YD = (W' (X YD) = (XX, 1Y = [p'(X), p'(Y)] se XE€E, YeEE,,

anche p’ & un automorfismo di g. Consideriamo ora, per ogni 7 € R, I’automorfismo
anti-C-lineare 7, = p’ o 79 o p~' di g. Per ogni ¢ € R, esso € il coniugio rispetto alla
forma reale compatta 1, = p(11p). Da

7'()01/07'51 =1go(cotg)oTg=T900 =V !

-1

otteniamo che g o p o 79 = p~" e, in generale, 79 o p’ o 79 = p~'. Quindi:

gor=goplorgop=0omo(rop orgopT)=vop™

1

T,OO‘:(O‘OT,)_1 :p2tov_ :V_lop2t

perché v commuta con tutte le potenze reali di p in quanto v, p € p’ sono tutte
diagonalizzabili rispetto ad una stessa base di g.

Poiché p = v?, abbiamo v~! o p!/2 = v o p~1/2 e quindi 71,4 0 0 = 7 0 7y 4.
Otteniamo percio la tesi con u = Y4 p). O

Osserviamo che la r — p' & un gruppo a un parametro di automorfismi di g.
Abbiamo quindi p’ = exp(rady(P)) per un elemento P di g. Ricaviamo quindi dalla
dimostrazione del teorema precedente :

Proposizione 19.3.2. Se 1y, u; sono due forme reali compatte della stessa algebra
di Lie complessa semisemplice g, allora esiste un automorfismo interno ¢ € Intc(g)
tale che ¢(11p) = uy.
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DimMosTRAZIONE. La dimostrazione del Teorema ci dice che, data una
forma reale go, luogo di punti fissi di un coniugio o di g e una forma compatta 1
di g, possiamo trovare un automorfismo interno ¢ € Intc(g) tale che ¥(1p) = u sia
una forma compatta o-invariante, cioe¢ con o(u) = u. Utilizziamo questo fatto nel
caso speciale in cui gg = u; sia anch’essa una forma compatta. Indichiamo con 7
e 7)1 = o i coniugi rispetto alle forme compatte 1, 1y, rispettivamente e sia i €
Intc(g) tale che 71 (¥ (119)) = ¥(up). Allora 1//‘1 oT oy & un automorfismo involutivo
di g, con zp‘l o T o Y(up) = ug. Consideriamo la forma bilineare simmetrica :

b(X,Y) = ~.y(X.¢™ o1y 0 Y(Y))

—kg(Y(X), T1 (Y () .

Essa ¢ definita positiva su 1y. Poiché z//‘l ot oy ¢ un’inovoluzione che trasforma 11
in sé, 1y si decompone nella somma diretta dell’autospazio relativo all’autovalore

1 e dell’autospazio relativo all’autovettore —1. Se ¢~ o 71 o ¥(X) = —X per un
X € 1y, otteniamo :

0 >ky(X, ! o 71 0 (X))
= ky(X, —X) = —ky(X, T0(X)) = 0.

Quindi X = 0, e questo prova che o 71 o !, essendo I’identita su 119, & proprio
uguale a 79. Ne segue che y(1p) ¢ il luogo dei punti fissi di 71 ed & percid uguale
ad uy. O

Sia gg un’algebra di Lie semisemplice reale. Ricordiamo che una sottoalgebra
fo di go € compattcﬂ se la restrizione a fp della forma di Killing di go & definita
negativa.

Un’involuzione di Cartan di un’algebra di Lie semisemplice reale gp ¢ un
automorfismo involutivo 9 di gg per cui:

(19.3.1) (X|Y)g = —koo (X, 9(Y))  per X,Y €go

sia un prodotto scalare (definito positivo) su gp.

Il luogo Ty dei punti fissi di un’involuzione di Cartan ¢ una sottoalgebra di Lie di
go su cui la forma di Killing «,, € definita negativa. Indichiamo con pg I’autospazio
di gg corrispondente all’autovalore —1 di . Poiché ¢ &€ un automorfismo involutivo,
po ¢ 'ortogonale di fj rispetto alla forma di Killing. In particolare:

e Ty & una sottoalgebra di Lie compatta di gg (in particolare & riduttiva);

® kg, ¢ definita positiva su pg e ad(fp) opera su pg come un’algebra di tra-
sformazioni antisimmetriche rispetto al prodotto scalare definito su pg
dalla forma di Killing g, .

Iper il criterio di Cartan, un’algebra di Lie compatta £, cio¢ con ki, definita negativa, & semi-
semplice. La compattezza di un’algebra di Lie semisemplice reale t ¢ equivalente al fatto che il
gruppo di Lie lineare Intg(t) degli automorfismi interni di , che ha algebra di Lie f, sia compat-
to. Piu in generale, una sottoalgebra di Lie compatta ¥, di g ¢ riduttiva, ma non necessariamente
compatta. B compatto il sottogruppo analitico di Int(g,) con algebra di Lie ad,, (f,) e I’applicazione
fo 3 X — ad,y,(X) € ad,,(fo) ¢ un isomorfismo di algebre di Lie.

%0

90



19.3. LA DECOMPOSIZIONE DI CARTAN 277

La decomposizione :
(19.3.2) g0 =To @ po

associata ad un’involuzione di Cartan si dice una decomposizione di Cartan di g.
Osserviamo che, poiché «,, ¢ definita positiva su po, la fp € una sottoalgebra
compatta massimale di gg.

Teorema 19.3.3. Se g ¢ la complessificazione di un’algebra di Lie semisemlice
reale gg e 1 una forma reale compatta di g invariante rispetto al coniugio o as-
sociato a g, allora g = (go N u) & (g9 N i) e una decomposizione di Cartan di
90.

Viceversa, se (19.3.2) ¢ una decomposizione di Cartan di gy, allora v = fo@®ip
e una forma reale compatta di g.

Date due decomposizioni di Cartan di gy, vi e un automorfismo interno di g
che le trasforma l'una nell’altra.

DmosTrRAZIONE. Siano o il coniugio rispetto alla forma reale gg e 7 quello ri-
spetto ad una forma reale compatta 1t di g e supponiamo che 7 o o = ¢ o 7. Allora
la restrizione ¥ di T o 0~ a gg ¢ un’involuzione di Cartan. Infatti :

Kgo (X, H(Y)) = k5(X, 7(Y)) VX, YegyCg.

Viceversa, osserviamo che se (19.3.2)) & una decomposizione di Cartan di go, allora
u = fy @ ip ¢ una forma reale di g. Il coniugio rispettoau e v = oo = oo}, dove
si ¢ indicato con lo stesso simbolo ¢ I’estensione C-lineare di ¥ a g. Se X € o,
Y € py abbiamo :

Ky(X + 1Y, 7(X + i) = oy (X, X) — koo (1, Y) .

La forma Hermitiana «4( -, 7(-)) & definita positiva su g, essendo un’estensione di
un prodotto scalare definito sulla forma reale 1 e quindi u ¢ una forma compatta di
g.

Siano ora ¥ e ¥ due involuzioni di Cartan su gy. Siano fy = {X|3(X) = X},
po = {XIHX) = =X}, t; = {X|¥'(X) = X} e p; = {X|¢"(X) = —X}. Indichiamo
con (X[|Y)y = —kg, (X, 9(Y)) il prodotto scalare su go associato a ©. Se vo = ¢ o ¥V,
abbiamo :

XIvo(Y))g = —kg(X, ¥ (¥)) = —kgy (' (X), ¥) = (vo(X)I¥ )y -

Questo dimostra che vg ¢ una trasformazione simmetrica rispetto al prodotto sca-
lare (-] )g su gg. Quindi pg = v% ¢ simmetrica e definita positiva. Possiamo quindi
inserire pg = p(l) in un gruppo a un parametro pj, = exp(t - [ady,(Po)]) di automor-
fismi interni di g, tutti simmetrici e definiti positivi per (-|-)g . Utilizzando gli
argomenti della dimostrazione del Teoremd19.3.1|, possiamo allora dimostrare che

p(l)/ Yo o p(;l/ 4 commuta con 9. Allora p(l) 4(f(’)) ¢ una sottoalgebra compatta di

go invariante per 1, ed il suo ortogonale p(l)/ 4(p6) un sottospazio invariante per ¥ su

cui la forma di Killing ¢ definita positiva. Ne segue che p(l)/ 4(f6) = fo, p(l)/ 4(pé) = po
e quindi anche p(l)/ Yoo p(;l/ o, O

Osserviamo che vale la:
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Proposizione 19.3.4. Sia g un’algebra di Lie semisemplice complessa. Indichiamo
con g* Ualgebra di Lie reale ottenuta da g per restrizione del campo degli scalari.
Allora la decomposizione di Cartan (19.3.2) di 6" ¢ della forma

(19.3.3) ¢ =udin
ove Ty = u e una forma reale compatta di g e po = iu.

DiMosTRAZIONE. Infatti, se u ¢ una forma reale compatta di g, 1a (19.3.3)) & una
decomposizione di Cartan di g*, e tutte le decomposizioni di Cartan di g® sono
coniugate ad essa da un automorfismo interno. Poiché gli automorfismi interni di
g® trasformano forme reali compatte in forme reali compatte di g, otteniamo la tesi
della proposizione. O

19.4. Le algebre semisemplici classiche

19.4.1. Tipo A;. Sian = £ + 1 e consideriamo 1’algebra di Lie sl(n,C). La
forma bilineare simmetrica

B(X,Y) = traccia(XY)

¢ non degenere su gl(n, C) perché B(X, X*) > 0 per ogni X € gl(n,C) \ {0}. Quindi
gl(n, C) ¢ riduttiva. Il suo centro ¢ costituito dalle matrici che sono multiple della
matrice identica [, e quindi sl(n, C) ¢ I’ideale semisemplice di gl(#, C).
Definiamo, per ogni coppia diindici 1 < i, j<n:
E; j =matrice con coefliciente dell’i-esima riga e j-esima colonna uguale a 1 e
tutti gli altri coefficienti uguali a zero.

Posto H; = E;; — Eix1+1 per 1 <i <{=n—1,le matrici
{Eijll1 <i# j<n}U{H;|1 <i< ¢} formano una base di sl(n, C).

Sia § il sottospazio di sl(n, C) generato da Hy,...,H,. Indicando con e;(H)
I’i-esimo elemento della diagonale di H € b, abbiamo, perogni 1 <i,j < n:

ad(H)(E; ;) = [H,E; ;] = (ei(H) — e;(H))E; ;.
Otteniamo percio :

ksnoy(H, H) = " (ei(H) — e (H))?
1<i#j<n
= 2n - (traccia(H?)) — 2(traccia(H))*> = 2n - B(H?).
Osserviamo che b ¢ formato da tutte le matrici diagonali di sl(n, C). Se X € sl(n, C)

& un endomorfismo semisemplice, esiste una g € GL(n, C) per cui H = goXog™! €
b. Poiché Ad(g) ¢ un automorfismo di sl(n, C), abbiamo allora:

Ksi(n,C) (X, X) = Ksi(n,0)(Ad(g)(X), Ad(8)(X)) = kein,c)(H, H)
=2n- traccia(Hz) =2n- traccia(Xz).

Poiché le matrici semisemplici di sl(n, C) formano un sottoinsieme denso di sl(n, C),
le due forme quadratiche kq,,c)(X, X) e 2n - traccia(X o X) sono uguali per ogni
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X € sl(n,C) e quindi lo sono anche le forme bilineari simmetriche associate.
Abbiamo percio :

(19.4.1) Ksino)(X. Y) = 2n - traccia(X oY) YX,Y € sl(n, C).
Abbiamo ancora :

(19.4.2) #=He—epll<i<jsnl

Inoltre i vettori

(19.4.3) Xij= {_E,}fj z: i;:iz

formano un sistema di Chevalley di sl(n, C). L’automorfismo di Chevalley ¢ :
(19.4.4) 0: sl(n,C) 3 X —» -X € sl(n,C).

La forma compatta di sl(n, C), che si ottiene da questo sistema di Chevalley, ¢ la
sottoalgebra su(n) delle matrici X € sl(n, C) che soddisfano X +X* = 0, ove X* = X
¢ la trasposta coniugata, ¢ cio¢ 1’algebra di Lie reale delle matrici Hermitiane anti-
simmetriche. La decomposizione di Cartan di sl(n, C), considerata come un’alge-
bra di Lie reale, ¢ la decomposizione sl(n, C) = su(n) @ isu(n), ove isu(n) = p(n) &
lo spazio vettoriale delle matrici Hermitiane simmetriche. Il coniugio rispetto alla
forma reale su(n) ¢ X — 7(X) = -X".

La forma split di sl(n, C), con la scelta del sistema di Chevalley che abbiamo
fatto, ¢ I’algebra di Lie sl(n, R) delle matrici reali n X n con traccia nulla.

19.4.2. Tipo B,. Sian = 2¢ + 1 un numero dispari e consideriamo 1’algebra
di Lie delle matrici complesse n X n antisimmetriche. E conveniente introdurre la
matrice simmetrica :

(19.4.5) Sy =

e identificare 1’algebra di Lie delle matrici antisimmetriche a
(19.4.6) so(n,C) = {X € sl(n,C) | XS, + S, X = 0}.
Abbiamo :
X = (xi)1<ij<n € 50(1,C) & Xij = —Xps1-jn+1-i perl1<i,j<n.

Osserviamo che, se X € so(n, C), anche X* = X € so(n, C), e quindi la restrizione
a so(n,C) di B(X,Y) = traccia(X o Y) ¢ non degenere.
Con le notazioni introdotte sopra, definiamo le matrici :
Hi=E;;—Ep1-ips1-i> i=1,...,0C,
Fij=Eij—Epn1-jn+1-i» 1 <i,j<n.
Osserviamo che F;j =0sei+ j=n+1e Fyp1-jupr1-i = —F; ;. Quindi gli H;, con
I<i<fegliF;jconi+ j<n=2¢+1,formano una base di so(n, C).
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Indichiamo con } il sottospazio delle matrici diagonali di so(n, C), che ¢ gene-
ratoda Hy, ..., Hy. Abbiamo:

ad(H)(F;j) = [H,F; ;] = [H,E;j — Epy1-jn+1-i]
= (ei(H) — e;(H)E; j — (en+1-j(H) — ens1-i(H) Eps1-jn+1-il
= (ei(H) — e;(H))(E;j — Ens1-jn+1-i) = (ei(H) — ej(H))F; ;.
Risulta allora, per H € :
Kson 0y (H, H) = " (ei(H) = e (H))?

i+j<n

1 < 1<
=3 2, lH) — () = 5 )" (e H) = ewer-i(H))’
ij=1 i=1

—n Z (ei(H)? =2 ) (ei(H))?

i=1 i=1
n
=Q0-1) ) (ei(H)).
i=1
Otteniamo allora

Ksonc)(H, H) = 2¢ - l)traccia(Hz),

e quindi, poiché la formula vale allora, per il coniugio, per tutte le matrici diago-
nalizzabili di so(2¢ + 1, C), che formano un aperto denso, abbiamo infine:

(19.4.7) Kso(n,c)(X,Y) = (20 — Dtraccia(X o Y) VX, Y € s0(2¢ + 1,C).
Il sistema di radici £ associato a I &€ formato da:
(19.4.8) K =A{xe;li=1,...,00Ulte;+e;|1 <i# j< ()

ove gli Fipy1,coni =1,...,¢egli Fpy1; sono autovettori che corrispondono alle
radici +e;,e gli F; j,coni+ j<nedi,j# {+1,alleradici ¢; — e; (identificando ¢;

con —eu1—; peri = €+1,...,n). Definiamo un sistema di Chevalley in so(2€+ 1, C)
ponendo :

X =Fipn1 1<i<?

Xoe; = —Friri l<i<t?

Xe,-—eszi,j 1<i<j<¢

Xeive; = Figs1-j l<i<j<t

X—e,-+ej:_Fj,i 1<i<j<¢

Xogime; = —Frar-igr1-j 1Si<j<{.

Utilizzando questo sistema di Chevalley, otteniamo la forma compatta :
U={Xenl+1,0)|X+X =0} =020+ 1,C)Nnsu(2 + 1).

Quest’algebra di Lie reale ¢ isomorfa all’algebra di Lie delle matrici reali antisim-
metriche :
5020+ 1) ={X e€sl2n+ 1,R)| X +X = 0}.
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A partire dal sistema di Chevalley sopra descritto, otteniamo la forma split. Essa ¢
la sottoalgebra delle matrici reali di so(2¢ + 1,C):

(5020 + 1,C)F = s0(€, € + 1) = (X € sI2€ + 1,R)|’XSap41 + Sar1X = 0} .

19.4.3. Tipo C,. Consideriamo la matrice antisimmetrica (2£) X (2£)

S
Je= (—Sg g)

e sia sp(n, C) I’algebra di Lie delle matrici complesse :
(19.4.9) sp(n, C) = {X € sl(2¢,C)|'XJ, + J, X = 0}.
Se X = (x; )1<i,j<2¢ € $p({, C), abbiamo
= {_x2€—j+1,2€—i+1 seli—jl<¢,
Xoe—jr120-iv1 seli—jl>¢.
Possiamo quindi definire una base di sp(¢, C) mediante
H; =Ei;j—Ex1-ipe+1-i per 1<i<{
Fij=E;;j—Eyi1-joe+1-; per 1<i,j<¢
Fij=E;j+Eyy—je+1—i per 1<i<{ 0<j<20+1-i
Fij=E;j+Eyq_j+1—; per €<i<20, 1<j<20+1-i.

Indichiamo con ) Ia sottoalgebra complessa abeliana di sp(¢, C) generata da Hj,
..., Hp. Essa contiene tutte le matrici diagonali di sp(¢, C). Se H € [, abbiamo :

(e,-(H)—ej(H))Fi,j 1<i#j<¢
adsp([’c)(H)(F,"j) =< (e;(H) + €2(+1_j(H))Fi,j 1<i<l < j<20+1-i
—(€2¢>+1_,’(H)+€J'(H)) (<i<20, 1<j<20+1—-1i

Abbiamo percio :

¢
ke (Hy H) = > (ei(H) = ej(H)? +2 > (ei(H) + ej(H)Y?

ij=1 I<i<j<t
14 ¢
= > ((eitH) = ej(HDY + (ei(H) + e;(HD)*) + > (2ei(H))*
ij=1 i=1

(40 +4) ) (ei(H))* = (2 + 2)traccia(H?) .

13
i=1

Poiché ogni elemento regolare di sp(¢, C) & coniugato a una matrice di b, otteniamo
che le due forme quadratiche ksp,c)(H, H) e (2¢ + 2)traccia(H o H) coincidono su
tutti gli elementi regolari di sp(¢, C), e quindi su tutto sp(¢, C), perché gli elementi

regolari formano un aperto denso. Da questa osservazione ricaviamo :

(19.4.10) Kene.0)(X, Y) = (2€ + traccia(X o Y) VX, Y € sp(, C).
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Poiché X* = X € sp(£,C) se X € sp(£,C), la forma di Killing & non degenere su
sp(¢, C) e quindi questa ¢ un’algebra di Lie semisemplice (complessa) per il criterio
di Cartan.

Osserviamo che b € un’algebra di Cartan di sp(£, C). 1l corrispondente sistema
diradici e:
(19.4.11) E={t(eitej)|1 <i<j<l}U{2¢|1 <i< ().
Le matrici reali di sp(n, C) sono una sua forma split:
(19.4.12) sp(€,R) = {X € sl(2¢,R) | X J, + JoX = 0}.
La forma compatta ¢ :

(19.4.13) sp(£) = sp(L, C) N su(20).

19.4.4. Tipo D,. Sia n = 2¢ > 8 un numero pari e consideriamo 1’algebra
di Lie delle matrici complesse n X n antisimmetriche. E conveniente identificare
I’algebra di Lie delle matrici antisimmetriche a

(194.14) so(n,C) = {X € sl(n,C)|’XS, + S,X = 0)}.
Abbiamo :
X = (xij<ij<n € 90(n,C) & Xij = —Xpt1-jn+1-i perl <i,j<n.

Osserviamo che, se X € so(n, C), anche X* = X € so(n, C), e quindi la restrizione
a so(n,C) di B(X,Y) = traccia(X o Y) ¢ non degenere.
Con le notazioni introdotte sopra, definiamo le matrici :
Hi = El,l - En+1—i,n+1—i’ l = 1’ s 55’
Fij=Ej—Ewn1-jn+1-i» 1 <i,j<n.
Osserviamo che F;j =0sei+ j=n+1e Fyp1-jur1-i = —F; ;. Quindi gli H;, con
I<i<flegliF;jconi+ j<n=2¢ formano una base di so(n, C).
Indichiamo con } il sottospazio delle matrici diagonali di so(n, C), che ¢ gene-
rato da Hy, ..., Hy;. Abbiamo:

ad(H)(F;j) = [H,F; ;] = [H,E;j — Epy1-jn+1-i]
= (ei(H) — ej(H)E; j — (ens1-j(H) — epr1-i(H)Epy1-jnr1-i
= (ei(H) —ej(H))(E;j — Eny1-jn+1-i) = (ei(H) — e;(H))F; ;.
Risulta allora, per H € J):

Ksonoy(H, H) = D" (ei(H) — e(H))?

i+j<n
1 < 1<
=3 2, lH) ~ () = 5 )" (e H) = ewer-i(H))’
ij=1 i=1

=n ) (e(H)? =2 (ei(H)Y
i=1 i=1
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= (20-2) ) (ei(H)).
i=1

Otteniamo allora:

Kso(n.cy(H, H) = (2€ — 2)traccia(H?)
e quindi, poiché la formula vale allora, per il coniugio, per tutte le matrici diago-
nalizzabili di so(2¢ + 1, C), che formano un aperto denso, abbiamo infine :

(19.4.15) Kso(n,C)(X, Y) = (2€ — 2)traccia(X o ¥Y) VX,Y € s0(2¢,C).
Il sistema di radici & associato a I & formato da:
(19.4.16) K ={teitej|l <i#j<{}

ove gli F;j, con i+ j < n sono associati alle radici e; — e; (identificando e; con
—ep+1-i per i = £+ 1,...,n). Definiamo un sistema di Chevalley in so(2¢ + 1,C)
ponendo :

Xei—e; = Fij I1<i<j<t
Xeve; = Figr1-j I<i<j<t¢
Xoeive; = —Fji l<i<j<t
Xoeime; = —Frar-ipr1-; 12i<j<t.

La forma compatta di so(2¢, C), calcolata a partire da questo sistema di Chevalley,
e

u={Xes02(,C)| X+ X" =0} =02, C)Nsuf+1).
Quest’algebra di Lie reale ¢ isomorfa all’algebra di Lie delle matrici reali antisim-
metriche:

s0(20) = (X € sl2n+ 1,R) | X + X = 0}.

A partire dal sistema di Chevalley sopra descritto, otteniamo la forma split. Essa &
la sottoalgebra delle matrici reali di sn(2¢, C):

(s0(2¢, C)F = s0(L, €) = {X € sI(26,R) | XS 2 + S2¢X = 0} .






CAPITOLO XX
Spazi simmetrici

20.1. Spazi affini localmente simmetrici

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, con una connessione affine
definita dalla derivazione covariante V. Fissiamo un punto p di M ed intorni Vy(p)
di0inT,M, ed U, di p in M tali che I’esponenziale in p sia definito su Vo(p) e sia
un diffeomorfismo di Vo(p) su Up. Ricordiamo che I’esponenziale exp,, : Vo(p) —
U, ¢ definito da exp,(X) = ¢px(1), se ¢ x(?) ¢ la geodetica di punto iniziale p e
velocita iniziale X € T,M. Possiamo supporre che V(p) sia simmetrico rispetto
all’origine e definire quindi la simmetria geodetica rispetto al punto p mediante la
corrispondenza :

(20.1.1) Up 3 q = exp,(X) Ly = exp,(—X) € U,

Osserviamo che s, ¢ un diffeomorfismo di U, con ds,(p) = —I (I ¢ qui I’identita
2 .
suT,M)ed Sy = Spo sy = idy,.
Diciamo che (M, V) ¢ una varieta affine localmente simmetrica se per ogni
punto p di M esiste un intorno aperto U, di p in M su cui la simmetria affine sia
definita e sia una trasformazione affine.

Ricordiamo brevemente la definizione di trasformazione affine. Consideriamo in primo luogo
il concetto di trasporto parallelo. Se (M, V) & uno spazio affine ed o : [0,1] — M, con a(0) = pp e
a(1) = p;, una curva differenziabile, per ogni vettore Xy € T, M indichiamo con [a].(X)) il vettore
X, € T, M, definito dal valore X; = X(1) del campo di vettori [0,1] 3 t — X(¢) € TM lungo a,
con valore iniziale X(0) = X,, definito dal problema di Cauchy per il sistema lineare di equazioni

differenziali ordinarie :
{%t([) = Vo X@®) =0,
X(0) =Xo.
Se ora (N, V') ¢ un’altra varieta affine, un’applicazione differenziabile f : M — N si dice affine se
preserva il trasporto parallelo, se ciog, per ogni coppia di punti pg, p; di M che siano estremi di un
cammino differenziabile a : [0, 1] — M, per ogni X, € T, M risulta:

df(p)([al.(Xo)) = [f o al.(df(po)(Xo)) -

Se f: M — N ¢ un diffeomorfismo, esso definisce un’applicazione bigettiva X(M) > X — f.(X) €
X(N). In questo caso, la f € una trasformazione affine se e soltanto se preserva la derivazione
covariante, cio¢ se e soltanto se f, (VxY) = V. f.(Y) per ogni coppia X, Y di campi di vettori
di M.

Teorema 20.1.1. Uno spazio affine (M, V) e localmente simmetrico se e soltanto se
il suo tensore di torsione T e il suo tensore di curvatura R soddisfano le equazioni :

(20.1.2) T =0, VxR =0 VX e X(M).

285
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DimosTrAZIONE. Supponiamo che (M, V) sia localmente simmetrica. In parti-
colare, per ogni punto p € M, il differenziale in p della simmetria rispetto al punto
p ¢ il differenziale di un’affinita. Preserva quindi torsione e curvatura. Ricordiamo
che la torsione 7' ¢ definitada: T(X,Y) = VxY-VyX—[X, Y] perogni X, Y € X(M).
In un qualsiasi punto p avremo, applicando il differenziale ds;, = —I:

T(Xp,Yp) = —(T(=Xp,-Y),) = -T(Xp,Y)p)

e quindi T'(X,, Y,) = 0 per ogni X, Y € X(M) ed ogni p € M. Cio dimostra che la
torsione ¢ nulla. Analogamente, se X, Y,Z, T € X(M) e p € M, otteniamo :

[(VXR)(Y,2)T], = = [(VxR)(-Y, -2)(-T)], = - [(VxR)(Y,2)T],
e quindi anche VxR = 0. O
Per concludere la dimostrazione, proveremo piu in generale il:

Lemma 20.1.2. Siano (M, V) ed (M’,V’) due spazi affini. Supponiamo che, dette
T ed R torsione e curvatura di (M,V) e T' ed R" quelle di (M’, V"), risulti :

VxT =0, VyxT’'=0, VxR=0, V/R =0 VXeXM), VX €X(N).

Siano p € M, q € N due punti per cui esista un isomorfismo lineare L : T,M —
TyN tale che :

L(T(v1,v2)) = T"(L(v1), L(v2)),
L(R(v1,v2)v3) = R'(L(v1), L(v2))L(v3)
VV],Vz,V3 € TpM.

Allora esistono intorni aperti U, di pin M, W, di q in N ed un diffeomorfismo affine
f:Up, > Uycondf(p) = L. Tale f é essenzialmente unica, é cioe univocamente
determinata da L nella componente connessa di p dell’intorno aperto di p in M su
cui e definita.

DivosTrAZIONE. Sia U, = exp »(Vo(p)) un intorno normale di p in M. Siano
X1, ..., X,, campi di vettori in U, ottenuti mediante il trasporto parallelo, lungo le
geodetiche uscenti da p, di una base X;(p),...,X,(p) di T,M. L’ipotesi che cur-
vatura e torsione abbiano differenziale covariante nullo ci dice che le componenti

della torsione T e della curvatura R, calcolate rispetto ai campi Xy, ..., X,,;, sono
costanti in U),.
Siano ora Xi, ..., X, 1campi di vettori, definiti in un intorno normale U’, =

exp, (V(p")), paralleli lungo le geodetiche uscenti da p’, con X;.(p’) = L(X;(p)).
Per I'ipotesi che torsione e curvatura abbiano differenziale covariante nullo, le
componenti della torsione 7’ e della curvatura R’, calcolate rispetto ai campi X7, . . .,
X;,, sono costanti. Poiché tali componenti coincidono con quelle di 7 e di R in p’,
esse coincidono, essendo costanti, su tutto U;),. Siano ®, ¢ @, le applicazioni
@11, ... tm) = exp, (1 X1(p) + ... + tnXim(p)) € Dy (t1,..., 1m) = exp, (L1 X[ (p) +
...+ 1,X7(p)). A meno di restringere gli intorni normali U, e U ;,,, posto A =

{ ;Z | tl.z < r2} c R™, I’affinita locale cercata si puo definire mediante il diagramma
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commutativo :

D,
A *>Up

U,
P

Il fatto che la f cosi costruita sia un’affinita, segue dall’unicita della soluzione delle
equazioni di strutturéﬂ O

Definizione 20.1.3. Diciamo che una varieta Riemanniana (M, g) ¢ localmente
simmetrica se ogni punto p di M ammette un intorno normale in cui la simmetria
geodetica (rispetto alla connessione di Levi-Civita) sia un’isometria locale.

Teorema 20.1.4. Una varieta Riemanniana (M, g) ¢ localmente simmetrica se e
soltanto se la sua curvatura sezionale é invariante rispetto al trasporto parallelo.

DmosTrRAZIONE. Se (M, g) ¢ localmente simmetrica, allora il suo tensore di cur-
vatura, e quindi a maggior ragione la sua curvatura sezionale, & invariante per
trasporto parallelo. Il viceversa segue dalle proprieta algebriche del tensore di
curvatura: se s, ¢ la simmetria geodetica rispetto al punto p, consideriamo il ten-
sore B(X,Y,Z,T) = RXX,Y,Z,T) — R(s)(X), s,(Y), s,(Z), s,(T)), definito quando
X,Y,Z,T € X(Up) per un intorno normale simmetrico U, di p € M. Esso ¢ anti-
simmetrico rispetto alla prima e alla seconda coppia di indici e simmetrico per lo
scambio della prima con la seconda coppia di indici. Quindi esso si annulla identi-
camente perché, per I’ipotesi dell’invarianza rispetto alla simmetria geodetica della
curvatura sezionale, abbiamo B(X, Y, X,Y) = 0 per ogni X, Y € X(U,). Da questo
si deduce I’invarianza di R rispetto al trasporto parallelo. Resta da verificare che
le simmetrie geodetiche di una varieta Riemanniana, quando siano trasformazioni
affini, sono anche isometrie. Questo ¢ il contenuto del lemma seguente. O

Lemma 20.1.5. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa e sia ¢ : M —
M un’affinita per la connessione di Levi-Civita. Se, per un punto py di M, il
differenziale d¢(po) : Tp,M — Ty)M e un’isometria di spazi Euclidei, allora
¢: M — M e un’isometria.

DimosTRAZIONE. Sia g un qualsiasi punto di M e siay : [0,1] — M una curva
differenziabile con y(0) = ¢, ¥(1) = po. Siat : T;M — T M il trasporto parallelo
lungo la curvay. Se X,Y € T, M, abbiamo :

84X, Y) = gpy(7(X), 7(Y))

IRicordiamo che le equazioni di struttura sono le:

{dwi = —wl A"+ %T;hwi AW

dw', = —wj A+ %Ri.’hykwh N
con Vy X; = Ff.ijh, TX;, X)) = T,.’ijh, RXy, X)X = Ri,;n X (X)) = 6’} wj. = l";lvjwh. Le forme '
ci consentono di calcolare le coordinate normali nell’intorno del punto p, quando i campi di vettori

X; siano scelti come nella dimostrazione del lemma.
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perché il trasporto parallelo preserva il prodotto scalare,

= &o(po)(dP(Po)(T(X)), dp(po)(7(Y)))

per 'ipotesi che d¢(pg) sia un’isometria,

= o) (dP(q)(X), dp(q)(Y))

perché, essendo una trasformazione affine, la d¢ commuta con 1’operazione di tra-
sporto parallelo, trasporta cio¢ vettori paralleli lungo la curva 7y in vettori paralleli
lungo la curva ¢ o y. O

20.2. Alcuni risultati sui gruppi di trasformazioni

Premettiamo allo studio del gruppo O(M, g) delle isometrie di una varieta Rie-
manniana (M, g) alcuni risultati generali sui gruppi di trasformazioni di una varieta
differenziabile. Vale il

Teorema 20.2.1. Sia M una varieta differenziabile numerabile all’infinito e sia G
un sottogruppo del gruppo dei diffeomorfismi di M in sé. Sia ® C X(M) l’insieme
di tutti i campi di vettori X di M che generano gruppi a un parametro di trasforma-
zioni di G. Se la sottoalgebra di Lie reale di X(M) generata da ® ha dimensione
finita, allora ® e un’algebra di Lie e possiamo definire su G una struttura di gruppo
di Lie di trasformazioni di M, con algebra di Lie (isomorfa a) ©®.

DimostrazIONE. Indichiamo con R 3 ¢+ — exp(tX) € G il gruppo a un para-
metro di diffeomorfismi generato da X € ®. Sia £(®) I’algebra di Lie generata da
® ed indichiamo con G il gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con
algebra di Lie £(®). Per ogni X € £(®) possiamo considerare il gruppo locale a
un parametro da esso generato: vi € un intorno aperto Vy di ({0} X M) in (R X M),
in cui ¢ definita un’applicazione differenziabile, che indicheremo con

Vx 3 (t,p) - eX(p)e M,
tale che :

(d/dr) [ (p)] = X, perogni (t.p)€ Ux.
Osserviamo che possiamo scegliere Vy = (R x M), e risulta e’ = exp(tX), se
Xe®CLb®).

Poiché abbiamo supposto che £(®) sia un’algebra di Lie di dimensione finita,
possiamo trovare un intorno aperto 7/ di ({e} X M) in (G X M) tale che, se (g, p) €
Y , allora vi sono X € £(®) et € R tali che (¢, p) € Vx e g = Exp(tX). (Indichiamo
qui con Exp : &(®) — G I’esponenziale, definito sull’algebra di Lie £(®), a valori
nel gruppo di Lie G .)

Per dimostrare quest’affermazione, consideriamo un ricoprimento aperto lo-
calmente finito {U;} di M mediante aperti relativamente compatti € un suo raffi-

namento {U/}. Introduciamo poi una norma sullo spazio vettoriale di dimensione
finita £(©®).
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Per i teoremi di esistenza, unicita e dipendenza continua dai parametri, potremo
allora determinare numeri reali positivi ¢ tali che il problema di Cauchy per il
sistema di equazioni differenziali ordinarie :

Xe&®), peU;, ¢t p,X)eU;

d
(*) LELY = Xppx)
¢0,p,X)=p

abbia una ed una sola soluzione, definita per [f| < ¢, se || X|| < 1. Potremo allora
considerare 7 = | J; ({EXp(X) [1X]] < g} % Ul’)
Risulta allora definita un’azione locale di G su M, dalla :
U > (Exp(tX),p) — ¢X(p)e M.

Osserviamo che quest’applicazione ¢ ben definita per I'unicita della soluzione di
().

Per completare la dimostrazione, proviamo ora alcuni lemmi. O
Lemma 20.2.2. Siano X,Y € ®. Allora Z = Ad(Exp(X))(Y) € 6.
DiMosTRAZIONE. Abbiamo

e“(p) = eX o e o e™¥(p) = exp(X) o exp(tY) o exp(-X)(p)

e quindi t — ¢'Z & un gruppo a un parametro di trasformazionidiGeZ € &. O

Lemma 20.2.3. ® genera £(®) come spazio vettoriale su R.

DmostrazIoNE. Indichiamo con V il sottospazio vettoriale di £(©®) generato da
®. Per il lemma precedente, abbiamo Ad(exp(®))(®) c ® e quindi, per linerarita,
abbiamo anche Ad(exp(®))(V) c V. Poiché ® genera £(®), anche Exp(®) genera
G. Poiché I’insieme degli elementi g € G per cui Ad(g)(V) C V & un sottogruppo
di G, ne segue che Ad(G)(V) C V. Otteniamo in particolare che Ad(Exp(V))(V) C
V, che ci da, differenziando, [V, V] c V. Quindi V & un’algebra di Lie e percio

coincide con L(®). O
Lemma 20.2.4. £(®) = 6.
DimosTRAZIONE. Siano Xi,..., X, € ® una base di £(®) come spazio vettoria-

le. Allora I’applicazione :
nhXi+---+6,X, - Exp(t1 Xy) - - - Exp(¢,X;,)

¢ un diffeomorfismo di un intorno Vj di 0 in £(®) su un intorno W, dell’identita e
di G. Quindi, se Y € £(®), possiamo trovare un € > 0 e funzioni g; : (—€,€) - R
tali che 377, a;(H)X; € Vp e

Exp(tY) = Exp(a1(H)X1) - - - Exp(a,(H)X,) se |t <e€.
Questa uguaglianza cidala:
e’V = exp(a|(HX)) o --- o exp(an(H)X,) se || <e.

N .
Definendo /¥ = (e(’/N )Y) se |t| < Ne, otteniamo che Y € 6. Questo completa la
dimostrazione del lemma. O
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Sia ora G* il gruppo di diffeomorfismi di M generato da exp(®). Poiché G* ¢
generato dai sottogruppi a un parametro contenuti in G, abbiamo G* c G. Poiché
per ogni g € G ed ogni sottogruppo a un parametro R 3 ¢t — a; € G anche
R >t — ad(g)(a;) € G ¢ ancora un sottogruppo a un parametro di G, il sottogruppo
G* ¢ normale in G. Inoltre, I’applicazione ad(g) : G* — G* & continug| per la
topologia di gruppo di Lie di G*, perché trasforma sottogruppi a un parametro in
sottogruppi a un parametro.

Dimostriamo ora il

Lemma 20.2.5. Sia G* un sottogruppo normale di un gruppo G. Se G* ¢ un
gruppo topologico e le applicazioni ad(g) : G* — G* sono continue per ogni
g € G, allora vi é un’unica topologia di gruppo topologico su G per cui G* sia
aperto in G.

DimostrazIONE. Definiamo su G la topologia meno fine per cui sono aperti tutti
gli insiemi Lg(A) con A aperto di G*. Si verifica facilmente che questa topologia ¢
I’unica con le proprieta richieste nell’enunciato del lemma. O

Osservazione 20.2.6. In generale la topologia su G ¢ piu fine della topologia
compatta-aperta. Inoltre, non ¢ detto che le componenti connesse di G, con la
topologia che abbiamo definito, formino un insieme di cardinalita al pil numera-
bile. Possiamo ad esempio considerare I’azione sul gruppo additivo R, che identi-
fichiamo alla varieta M, di un qualsiasi suo sottogruppo G totalmente sconnesso:
in questo caso ® = {0} e la costruzione che abbiamo fatto di da su G la topologia
discreta.

Ricordiamo che un parallelismo assoluto su una varieta differenziabile M &
una sezione o € € (M, F(M)) del fibrato dei suoi sistemi di riferimento. In modo
equivalente, ¢ il dato di m campi di vettori Xi,...,X,, che definiscono in ogni
punto p € M una base (Xi(p), ..., Xu(p)) di T,M. Un diffeomorfismo f : M — M
definisce un diffeomorfismo di fibrati principali f M) — F(M). Se (M, o) ¢
la coppia formata da una varieta differenziabile M e da un parallelismo assoluto
o assegnato su M, chiameremo automorfismi di (M, o) i diffeomorfismi f : M —
M tali che f o o = o o f. Gli automorfismi di (M, o-) formano un gruppo, che
denoteremo Aut(M, o).

Teorema 20.2.7. Sia (M, o) la coppia formata da una varieta differenziabile con-
nessa M numerabile all’infinito e da un parallelismo assoluto o su M. Allora
Aut(M, o) e un gruppo di Lie di trasformazioni con dimgpAut(M,o) < dimgM.
Piu precisamente, per ogni p € M, I’applicazione

(*) Aut(M,0)>g > g(p)eM

e iniettiva e la sua immagine é una sottovarieta chiusa di M. Vi é un’unica struttura
di gruppo di Lie su Aut(M, o) per cui la (*) sia un diffeomorfismo.

2 Un teorema di Chevalley ([Theory of Lie groups. Princeton Univ. Press, 1946], p.128) ci dice
che, se G e G’ sono due gruppi di Lie, un omomorfismo algebrico ¢ : G — G’ ¢ un omomorfismo di
gruppi di Lie se e soltanto se trasforma sottogruppi a un parametro di G in sottogruppi a un parametro
di G'.
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DimvosTrAZIONE. Sia o(p) = (X1(p),...,Xm(p)) e sia B il sottospazio vetto-
riale reale di X(M) generato da Xi, ..., X,,. Per definizione, le trasformazioni di
Aut(M, o) lasciano B invariante. In particolare gli elementi di Aut(M, o) commu-
tano con gli elementi dei sottogruppi a un parametro ¢,(t) di diffeomorfismi di M
generati dagli elementi v di 8. Poniamo 7, = ¢,(1). Osserviamo che, per ogni
punto p € M, 1,(q) ¢ definita per v in un intorno di 0 in B e ¢ in un intorno di p
in M. O

Lemma 20.2.8. Per ogni p € M applicazione Aut(M,oc)> g —> g(p)eM ¢
iniettiva.

DimvosTrAZIONE. Per ogni g € Aut(M, o) I'insieme Fy = {qg € M| g(q) = g} dei
punti fissi di g € un sottoinsieme chiuso di M. Fissato un punto g € M, al variare di
v in un intorno di 0 in B, gli elementi 7,(g) sono definiti e formano un intorno di ¢
in M. Poiché, come abbiamo osservato, g o 7, = 7, o g, otteniamo che F, contiene
un intorno di g. Dunque F, risulta aperto e chiuso in M e quindi o ¢ vuoto, o
coincide con M per I’ipotesi che M sia connesso. O

Siay : [0,T] - M (T > 0) una curva differenziabile. Risultano allora de-
terminate / funzioni scalari @, : [0,T] — R tali che y(r) = X%, al()Xi(y(1)) per
ogni t € [0, T]. Due curve differenziabili yy,y; : [0, T] — M si diranno parallele
nel parallelismo completo o se afy] (= “;2 (t) per ogni t € [0, T]. Osserviamo che,
data una curva differenziabile y : [0, 7] — M ed un punto ¢, vi € al pit una curva
differenziabile y’ parallela a y ed uscente dal punto g; esistera poi comunque, per
qualche 0 < € < T sufficientemente piccolo, una y’ : [0, €] — M uscente da pg e

parallela alla restrizione di y a [0, €].
Lemma 20.2.9. Per ogni pg € M, ’'insieme Aut(M, 0)(pg) e chiuso in M.

DmosTrAZIONE. Sia {a;} una successione di elementi di Aut(M, o) tali che
{ax(po)} converga a un elemento gg € M.

Dimostriamo che ogni curvavy : [0, 1] — M uscente dal punto py ammette una
parallelay’ : [0, 1] — M uscente da qy.

A questo scopo, indichiamo con T 1’estremo superiore dei numeri reali a > 0
per cui la restrizione di y a [0, a] ammette una parallela y/, con punto iniziale go.
Vogliamo dimostrare che esiste la parallela y7.. A questo scopo, osserviamo che
esistono le parallele y7, per ogni 0 < 7" < T e che per ogni con 0 <t < T,
abbiamo limy e ar(y(t)) = vy, () per0 <t <T" <T.

Fissiamo poi un intorno By di 0 in B e un intorno U di y(T) in M tali che 7,(p)
sia definita per v € By e p € U. Allora 7, ¢ anche definita, per v € By, su tutti gli
insiemi ax(U). Sia #p < T tale che ax(y(tp)) € U perogni k > 1 e y(T) = 7,,(y(t0))
per qualche vy € By.

Possiamo allora definire y7. ponendo y7.(f) = y;,(1)se 0 <t < T' < Te
Vo(T) = 10,V (t0)) se g < TV < T

Se fosse T < 1, potremmo prolungare /. con una parallela a y(t — T) uscente
dal punto y7.(T), contraddicendo la definizione di 7. Quindi 7 = 1 e questo di-
mostra I’esistenza della parallela. Poiché y’(1) = limg_c ax(y(1)), I’estremo y’(1)
non dipende dalla scelta del cammino y, ma soltanto dal suo punto finale y(1).
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Dimostriamo in questo modo che {ax(q)} converge per ogni g € M e otteniamo
quindi un’applicazione a : M — M mediante a(q) = limy_,., ar(q) per ogni g € M.
Poiché 7,(a(q)) = a(r,(g)) per ogni ¢ € M, la a ¢ chiaramente differenziabile.
Si pud dimostrare che ¢ invertibile, ripetendo i raginamenti appena svolti per la
successione delle applicazioni inverse {a]:1 }. O

Abbiamo facilmente:

Lemma 20.2.10. Sia [ I’algebra di Lie dei campi di vettori X € X(M) tali che
[X, 8] = {0}. Per ogni p € M, I’applicazione 1 5 X — X(p) € T,M ¢ iniettiva.

DmosTrAZIONE. I generatori di sottogruppi a un parametro di Aut(M, o) sono
gli elementi di I che generano sottogruppi a un parametro di diffeomorfismi di M.
Quindi, per il Teorema [20.2.1] il gruppo Aut(M, o) & un gruppo di Lie, e I’appli-
cazione Aut(M, o) > a — a(p) € M definisce per ogni p € M un diffeomorfismo
di Aut(M, o) con una sottovarieta differenziabile chiusa di M. O

Completiamo ora la dimostrazione del Teorema[20.2.7] L’insieme ® dei campi
di vettori X € I che generano sottogruppi a un parametro di trasformazioni di M
¢ una sottoalgebra di Lie di [, e quindi ha dimensione finita. Possiamo percio
applicare il Teorema al gruppo G = Aut(M, o) e a ®, e concludere che G
ha una struttura di gruppo di Lie con algebra di Lie ®. Poiché I’azione GXM — M
¢ differenziabile, fissato un qualsiasi punto pg € M, I'immersione differenziabile
G > g — g(po) € M ¢ un diffeomorfismo di G con una sottovarieta differenziabile
chiusa di M.

Ricordiamo che vale il teorema:

Teorema 20.2.11 (Bochner-Montgomery). Sia G un gruppo topologico localmente
compatto e numerabile all’infinito di trasformazioni differenziabili di una varieta
differenziabile paracompatta M. Allora G é un gruppo di Lie.

Ricordiamo ancor:ﬂ il:

Teorema 20.2.12 (Dantzig-van der Waerden). Sia (E, d) uno spazio metrico local-
mente compatto. Sia Isom(E,d) il gruppo delle isometrie di (M, E) e, per x € E,
indichiamo con Isom(E, d) lo stabilizzatore di x in Isom(E, d). Consideriamo su
Isom(E, d) la topologia compatta-aperta. Allora Isom(E, d) e localmente compat-
to e Isom,(E, d) e compatto per ogni x € M. Se M e compatto, anche Isom(E, d)
e compatto.

Osservazione 20.2.13. Ricordiamo ancora che, se (M, g) ¢ una varieta Riemannia-
na e d ¢ la distanza nella metrica corrispondente, allora le isometrie f : M — M

3S.B0chner, D.Montgomery Locally compact groups of differentiable transformations, Ann. of
Math. 47 (1946), pp.639-657.

4D.Dantzig, B.L.van der Waerden Uber metrish homogene Riume, Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg 6 (1928) pp.374-376. Una dimostrazione completa si puo trovare anche in: Kobayashi-
Nomizu Foundations of Differential Geometry, New York: John Wiley & Sons, vol.1, 1963, alle
pagine 46-50.
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per la metrica d sono applicazioni differenziabili che preservano il tensore g del-
la metrica. Indicheremo nel seguito con O(M, g) il gruppo delle isometrie della
varieta Riemanniana (M, g), cio¢ :

OM,g)={feC M M)|f'g=g}.
Se d ¢ la distanza su M definita dalla metrica g, allora Isom(M, d) = O(M, g).

20.3. Automorfismi affini e isometrie

Per utilizzare i risultati del nella discussione del gruppo delle affinita
di una varieta affine (M, V) e delle isometrie di una varieta Riemanniana (M, g), ¢
conveniente riformulare le nozioni di varieta affini e riemanniane nel contesto della
teoria delle G-strutture.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Indichiamo con :
Ve
M)y — M
E(M) GL(m,R)

il fibrato principale dei sistemi di riferimento su M.
Gli elementi della fibra & ,(M) = = (p) sono le basi (vi,...,vy) di T,M. 11
gruppo GL(m, R) opera a destra su (M) mediante :

m m

_ i i, _ i
Wiy sV ra= Z ayvi,..., Z a,,vi se a= (aj)lsi,jSm € GL(m,R).
i=1 i=1

Se o = (Xi,...,Xy,) ¢ una m-upla di campi di vettori che definiscono una base di
T, M in ogni punto p di un aperto U di M, allora I’applicazione :

U x GL(m,R) 3 (p,a) = o(p)-a € i (U)

¢ un diffeomorfismo per la struttura differenziabile di F(M).

In modo equivalente, possiamo definire la fibra ,(M) sopra il punto p € M
come I'insieme di tutte le applicazioni lineari invertibili £ : R" — T,M, iden-
tificando una base (vi,...,v,) di T,M all’isomorfismo lineare & : R" — T,M
che associa al vettore ¢; = 10,...,0,— 1,0,...,0) della base canonica di R™ il

1
vettore v; di T,M. Definiamo allora in modo affatto naturale la forma canonica
6 € Q' (F(M), R™) mediante :
0v) = & (dn(v))  YEE€FM), Vv € TeFEM).
Osserviamo che :
(R)*0 =a'o6 VYaeGLm,R).

Infatti, se v € T¢§(M), allora dR,(v) € T¢.,F(M) e dn(dR,(v)) = dr(v). Quindi :
(Ro)" 6(v) = 8(dR,(v) = (¢ - @)™ (dn(dR,(v))) = a™" 0 & (dr(v)) = a™' 0 6(v).
Proposizione 20.3.1. Ogni diffeomorfismo f : M — M si solleva in modo uni-
co ad un diffeomorfismo f : F(M) — F(M) che lascia 0 invariante. Viceversa,

ogni automorfismo di GL(m,R)-fibrato principale F : (M) — F(M) che lasci 6
invariante é il sollevamento di un diffeomorfismo f : M — M.
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DivosTrAZIONE. Sia f : M — M un diffeomorfismo. Definiamo allora il suo
sollevamento f mediante :

fiM) s> dfmé)oé e FM).
Abbiamo allora, se § € F(M) ev € TF(M):

0(df(v) = (df(R(©)) 0 &) (dndf(E)V))
= (&7 o @f@@) ") (df (x(€)) o dr(v)) = ().

Infatti, poiché f preserva le fibre, abbiamo for = 7o f e quindi df odr = drodf.

Viceversa, se F : §(M) — §(M) preserva le fibre e lascia 6 invariante, detto
f : M — M il diffeomorfismo definito da 7o F = for, osserviamoche ® = f 1o F
¢ un automorfismo differenziabile di F(M) che preserva la fibra, lascia 6 invariante
e induce I’identita su M. Percio abbiamo :

&1 dn(v) = () = O*(6(v)) = H(dD(v))

= (©(©)™! (dr(@d(v))) = (D)™ (dr(v))
VéEe (M), Yv e Tg%(M).

Otteniamo dunque (CI)(f))‘1 (w) = & 1(w) per ogni w € Tr)M, e questo dimostra
che © ¢ I’'identita su F(M). O

Per ogni A € gl(m, R), definiamo il campo di vettori fondamentale A* € X(F(M))
associato ad A come il generatore infinitesimale del gruppo a un parametro di
diffeomorfismi F(M) X R 3 (&,1) — & - exp(tA) € F(M).

Una connessione affine su M si puo definire, oltre che per mezzo della deri-
vazione covariante, mediante 1’assegnazione di una forma di connessione, cio¢ di
una forma differenziale w € Q' (M, gl(m, R)) che goda delle proprieta :

(1) wAY) =A VA € gl(m,R)
(2) Riw=Ada)ow VaeGL(mR).

Un vettore v € TzF(M) con w(v) = 0 si dice orizzontale. Poiché w(¢) :
T¢&(M) — gl(m,R) ha rango m? e ker dn(€) N ker w(€) = {0} per la proprieta (1),
la forma di connessione w ci permette di decomporre lo spazio tangente a F(M) in
un punto & nella somma diretta dei due sottospazi B(M) = kerdn(&) dei vettori
verticali in £ € H¢(M) deiﬂ vettori orizzontali in £.

Poiché dn(&) : H¢(M) — TreM ¢ per ogni & € F(M) un isomorfismo lineare,
possiamo associare ad ogni campo di vettori X definito su un aperto U di M un
campo di vettori orizzontale X su 7~!(U), caratterizzato dalle :

wX) =0
dn(X) =X.

5 Un modo equivalente di definire una connessione affine ¢ quello di assegnare una distribuzione
vettoriale $ su F(M), complementare della distribuzione verticale.
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La derivazione covariante associata alla connessione affine € definita dalla formula:
(1) VxY(@@) =0 Xe (67'(1)) =£0R(OT) VXY € X(M), VE € (M),

dove osserviamo che, fissato ¥ € ¥(M), la ¢ — Py(&) = &Y ((£))) & una
funzione differenziabile su F(M) a valori in R™. Chiaramente :

R)Yy(€) =¥y a) = (¢ o) ' Y- ) = a '€ Y@(©) = a ¥y
VY € ¥(M), V¢ € F(M), Ya € GL(m,R),

e quindi :
R}(£ 0 X(Py)) = (€ 0 @) o (RauX) (¥y) = (£ 0 @) 0 X(RWy)
=¢o0aoX(a'Wy)=¢oaoa o X(¥y) = £0 X(¥y)

mostra che la derivata covariante VxY ¢ ben definita dalla (), perché il valore del
secondo membro ¢ costante quando £ varia sulla fibra & ,(M) del punto p € M.

Viceversa, si pud dimostrare che, data di una derivazione covariante V, vi &
un’unica forma di connessione w per cui vale la ().

Abbiamo infatti :
Eo (X = [wX)])NO()) = Varx)Y VX € X(F(M)), VY € X(M).
Quindi
@ [w@OIOF) = XOF) - 'VaxY VX € X(FM)), VY € X(M)

ci permette di calcolare w utilizzando la forma canonica 6 e la derivazione cova-
riante.

Teorema 20.3.2. Sia M una varieta differenziabile, dotata di una connessione affi-
ne definita dalla forma di connessione w € QY(F(M), gl(m, R)). Un diffeomorfismo
f M — M éun’affinita se e soltanto se il suo sollevamento f lascia invariante la
forma di connessione w.

Viceversa, un diffeomorfismo di fibrati principali F : §(M) — F(M) ¢ il sol-
levamento di un’affinita se e soltanto se lascia invarianti la forma canonica 6 e la
forma di connessione w.

DivosTtrAZIONE. Le (F) e (F) ci dicono che le trasformazioni affini di M sono
tutte e sole quelle il cui sollevamento lascia w invariante. L'ultima affermazione
segue dal fatto che un diffeomorfismo di F(M) in sé ¢ un sollevamento di un dif-
feomorfismo di M in sé se e soltanto se preserva le fibre e lascia invariante la forma
canonica 6. O

Teorema 20.3.3. I/ gruppo delle affinita di una varieta differenziabile M, dotata
di una connessione affine, é un gruppo di Lie di dimensione minore o uguale a
m(m + 1).

DIMOSTRAZIONE. Sia w € QN (F(M), al(m, R)) la forma della connessione. Allo-
ra la forma
0@ w e Q' (FM),R" @ gl(m,R))
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definisce un parallelismo completo su F(M). La tesi ¢ allora conseguenza del

Teorema[20.2.7] O

Sia G un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL(m,R). Una G-struttura
su M ¢ il dato di un fibrato principale P@ > @w > G > M e di un’immersione
differenziabile 1 : P — §(M), in modo che sia commutativo il diagramma :

Px G — FM)XGL(m,R)

! !

P — F(M)
’ZD'JV l?‘(
M — M

in cui la prime due frecce orizzontali sono definite dalle inclusioni 7 : P <— §(M)
e G — GL(mn,R).

Osserviamo che P é una sottovarieta chiusa di §(M). Infatti, fissata una se-
zione differenziabile o di P, definita in un aperto U di M, abbiamo P N N (U) =
(€ € 77‘1(U)|§‘1 o o(n(£)) € G} e I’applicazione ~\(U) > & - g—l oo(n(¢)) €
GL(m, R) & continua. Quindi P N 7~ 1(U) & chiuso in 771 (U) per I'ipotesi che G
fosse chiuso in GL(m, R). Poiché gli insiemi 7~ !(U), al variare di U tra gli aperti
di trivializzazione di P, formano un ricoprimento aperto di (M), otteniamo che P
¢ chiuso in F(M).

Gli elementi X dell’algebra di Lie g di G definiscono campi di vettori su P
che sono la restrizione dei corrispondenti campi di vettori verticali X* definiti su
&(M), e che indicheremo ancora con X*. Una G-connessione affine su M ¢ il dato

di una G-struttura P % M su M, e di una forma differenziale o’ € Q'(P, g) con le

proprieta :
(1) WA = A VA € g
() Riw =Ad(a)ow’ Vaeg.

Indichiamo con $’ = ker«w’ C X(P) la distribuzione orizzontale associata alla
G-connessione affine. Abbiamo:

dRu(Sf)é:) = g)fa Vf eP, VaegG.

Possiamo quindi estendere la distribuzione orizzontale £’ su P a una distribuzione
orizzontale $ su F(M) ponendo

Dea = dRa(Sjé) se £€P, aeGL(mR).

Estendiamo cosi la «’ € Q'(P,g) a una forma di connessione affine di Cartan
w € QYFM), gl(m, R), ponendo :

wX)=A seXeT{&(M)eX:A2+YconAeg[(m,R)eYebg.

Possiamo quindi definire in modo equivalente una G-connessione affine mediante
il dato di una forma di connessione affine w su F(M) tale che, per una G-struttura
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P %) M, detta: : P — (M) I'inclusione, risulti i*w € Q' (P, g), tale cioé che la

sua restrizione a P sia una forma a valori nell’algebra di Lie g di G.

Lemma 20.3.4. Siano P % M una G-struttura, ' € Q' (P, o) una G-connessione

affine e w € QUFM), gl(m,R)) la sua estensione a FM). Sia f : M — M un
diffeomorfismo. Supponiamo che M sia connessa. Sono equivalenti:

(@) f*w = w ed esiste & € P tale che f(&)) € P.
(b) f(P) =P e, detta fS : P — P la restrizione di f a P, abbiamo

(fAG)* W =w.

DimmosTRAZIONE. (a) = (b). Sia pr : gl(m,R) — V = gl(m,R)/g la proiezione
nel quoziente. Consideriamo la forma differenziale pr o w € QNI M),V) e la
corrispondente distribuzione vettoriale © = ker(pr o w) in F(M). Ricordiamo che
una varieta integrale di © ¢ una sottovarieta differenziabile N di (M) con T¢N C
D¢ per ogni & € N. Poiché f lascia fissa la forma w, essa lascia fissa a maggior
ragione la forma pr o w e trasforma quindi varieta integrali di D in varieta integrali
di ®. La tesi segue allora dal fatto che P & una sottovarieta integrale massimale
di D.

(b) = (a). Segue dal fatto che f(£ - a) = fC(&)-ae w& - a) = Riw' (£) se
¢&ePeac GLm,R). O

Un diffeomorfismo f : M — M che soddisfi le condizioni equivalenti (a) e (b)
del Lemma?20.3.4|si dice una trasformazione G-affine, o una G-affinita, di M.

Sia P —G—> M una G struttura su M. Indichiamo ancora con @ la restrizione a P

della forma canonica di &(M). La forma di connessione w’ di una G-connessione
affine definisce un parallelismo completo, mediante la forma 8@ w € Q!(P,R" ®q).
Per il Teorema abbiamo :

Corollario 20.3.5. 1l gruppo delle trasformazioni G-affini di M, per un’assegnata
connessione affine ' € Q' (P, ) realtiva a una G-struttura P@ > w > G > M, ¢
un gruppo di Lie di dimensione < dimgxM + dimrG.

Corollario 20.3.6. Due trasformazioni G-affini f, g di M, per un’assegnata con-
nessione affine ' € QU(P, g) realtiva a una G-struttura P@ > w > G > M,
coincidono se sono uguali con i loro differenziali in un punto py € M.

Una metrica Riemanniana g su M definisce una O(m)-struttura O(M) su M,
in cui gli elementi della fibra ©,(M) sono le basi ortonormali di 7, M rispetto al
prodotto scalare g,. Viceversa, una O(m)-struttura su M definisce univocamente
una metrica Riemanniana g su M.

Il Lemmd20.1.5] ci dice che le isometrie di (M, g) sono tutte e sole le trasfor-
mazioni affini f rispetto alla connessione di Levi-Civita per cui df(po) : TpyM —
T ¢(py)M ¢ un’isometria in qualche punto py € M.
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La restrizione «’ della forma w della connessione di Levi-Civita ¢ una O(m)-
connessione affine.
Otteniamo percio :

Teorema 20.3.7. Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Un’isometria di M ¢ un
automorfismo differenziabile f : M — M il cui sollevamento é un’affinita per la
connessione di Levi-Civita e per cui f(D(M)) = O(M).

1l gruppo delle isometrie O(M, g) ¢ un gruppo di Lie di dimensione minore o
uguale di m(m + 1)/2.

Lo stabilizzatore O (M, g) di un punto p € M nel gruppo O(M, g) delle isome-
trie di (M, g) e un gruppo compatto.

DmosTrAZIONE. 1l teorema ¢ una conseguenza delle osservazioni precedenti e
del Corollario ??. Infatti dimgro(m) = m(m — 1)/2 e quindi O(M) ¢ una varieta
differenziabile di dimensione [m(m — 1)/2] + m = m(m + 1)/2. O

Citiamo a questo punto, senza dimostrazioneﬁ il seguente :

Teorema 20.3.8. Sia (M, g) una varieta Riemanniana di dimensione m. Se il suo
gruppo delle isometrie O(M, g) ha dimensione massima m(m + 1)/2, allora (M, g)
e isometrico a uno dei seguenti spazi a curvatura costante :

(a) Lo spazio Euclideo R™ ;

(b) La sfera m-dimensionale S™ ;

(¢) Lo spazio proiettivo m-dimensionale RP™ ;

(d) Lo spazio iperbolico semplicemente connesso m-dimensionale H™.

Descriviamo brevemente un modello dello spazio iperbolico m-dimensionale H™. Consideriamo
I'ipersuperficie regolare di R"™*! :

H" = {x = (X0, X1y -+ .y X) € R™!

m
x5 = 1+in2
i=1

Abbiamo :

T.H" = {v = (Vo, Vi, ..., V) € R

m
=1

XoVo = Z vai}

e definiamo la metrica iperbolica g su H" ponendo :
g, =c- (—v(z) + Z vf) Vxe H" ,NveT.H"
i=1
per una costante ¢ > 0. Osserviamo che H™ & I’orbita del punto (1,0,...,0) rispetto al gruppo
O(1,m) delle trasformazioni lineari di R”*! che preservano la forma bilineare simmetrica definita

dalla matrice diag(—1, 1,..., 1). Il gruppo O(1, m) ¢ il gruppo delle isometrie di H™, che si identifica
allo spazio omogeneo O(1,m)/(O(1) X O(m)), dove :

O(1) x O(m) ~ {(il a)

ae O(m)}

¢ lo stabilizzatore in O(1, m) del punto (1,0,...,0).

Vedi ad esempio: [S.Kobayashi Transformation groups in Differential Geometry, New York,
Springer 1972] a pag.46.
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20.4. Spazi Riemanniani globalmente simmetrici

Sia (M, g) uno spazio Riemanniano. Diciamo che (M, g) ¢ uno spazio Rie-
manniano globalmente simmetrico se, per ogni punto p € M esiste un’isometria
involutiva s, € O(M, g) che abbia p come punto fisso isolato.

Osserviamo che vale il seguente :

Lemma 20.4.1. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano e p € M. Allora esiste al
piut un’isometria involutiva s, che abbia p come punto fisso isolato. Se una tale
sp esiste, allora dsp(p) = —1d su T,M ed s, coincide, in un intorno di p, con la
simmetria geodetica rispetto alla connessione di Levi-Civita.

DimMosTRAZIONE. Sia s, un’isometria involutiva di (M, g) con p come punto fis-
so isolato. Abbiamo (dsp(p))2 = Id su T,M e quindi T),M si decompone nella
somma diretta dei sottospazi corrispondenti agli autovalori 1 e —1 di (ds,(p)). Se
ci fosseunv € T,M \ {0} con ds,(p)(v) = v, allora s, lascerebbe fissi tutti i punti
della geodetica uscente da p con vettore tangente v e quindi p non sarebbe punto

fisso isolato. Percio ds,(p) = —Id. Poiché, essendo un’isometria, s, trasforma
geodetiche in geodetiche, essa ¢ allora, in un intorno di p, la simmetria geodetica
rispetto a p. O

Lemma 20.4.2. Ogni spazio Riemanniano globalmente simmetrico é completo.

DimosTrAZIONE. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetrico.
Siay : (a,b) — M una geodetica massimale. Se fosse ad esempio b < +oo, fissato
econ0 < 2e < b—a,posto p = y(b - €), la simmetria s, ci permette di prolungare
la geodetica y a una geodetica ¥ definita su (a,2b —a — 2¢):

S(1) = y(1) se a<t<b
PO\ s, 0@b—2e-1))  se b<t<2b-a-2e,

contraddicendone la massimalita. Deve quindi essere b = +o0, € con ragionamento
analogo si dimostra che a = —co. O

Osserviamo che, se y R — M ¢ una geodetica massimale con y(0) = p, allora
sp o y(t) = y(=t) per ogni t € R. Da questo fatto ricaviamo subito che :

Teorema 20.4.3. Il gruppo delle isometrie di uno spazio Riemanniano globalmente
simmetrico connesso e un gruppo transitivo di trasformazioni.

DimosTrAZIONE. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano connesso globalmente sim-
metrico. Indichiamo con d, la distanza definita dalla metrica g. Siano po, p; due
qualsiasi punti di M. Poiché (M, g) & completo, esiste una geodetica y : [0,1] —
M, di lunghezza {(y) = dq(po, p1). Abbiamo allora p; = sy(%)(po). Infatti Sy(hy e
la simmetria geodetica rispetto al punto y(%) e quindi trasforma la geodetica ()
nella geodetica y(1 — ¢). O

Teorema 20.4.4. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetrico, con-
nesso. Indichiamo con G la componente connessa dell’identita nel gruppo di
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Lie O(M, g) delle isometrie di (M,g). Fissiamo un punto po € M e sia K lo
stabilizzatore di pg in G.
(i) Lo stabilizzatore K di py in G é un sottogruppo di Lie compatto di G e il
diagramma commutattivo :

G—M

LA

G/x

in cui la freccia orizzontale é I’applicazione 1 G 3 a — a(py) € M e la
[freccia verticale la proiezione nel quoziente, definisce un diffeomorfismo
f dello spazio omogeneo G/K su M.

(ii) L’applicazione o = ad(s,,) G 3 a — sp, 0caos,, € G éun automorfismo
involutivo di G tale che, detto K, Uinsieme dei punti fissi di o e K% la
componente connessa dell’identita in K, risulta :

K) cKcK,.
1l gruppo K non contiene sottogruppi normali non banali di G.
(iii) Siano g et le algebre di Lie di G e K, rispettivamente. Allora

t={X e gldo(po)X) = X}
e, posto

p={X € gldo(po)(X) = -X}
abbiamo

g=tdp.

Abbiamo poi dn(e)(t) = {0} e dn(e) : p — Tp,M & un isomorfismo. Se X € p,
allora :
R>t— exp(tX)(po) e M

e la geodetica uscente da po con velocita dn(e)(X). Per ogniv € T, M, il vettore
[d exp(tX)](po)(v) e il traslato di v parallelamente lungo la geodetica.

DmosTtrAZIONE. L affermazione (i) & conseguenza del Teorem

(ii) Per ogni k € K, le due isometrie k € o7(k) = ad(s),)(k) = (5p, 0 ko 5p,) di
(M, g) coincidono con il loro differenziale in py. E quindi, per il Corollari
o(k) = ad(sp,)(k) = k per ogni k € K. In particolare, do(e)(t) = Ad(s,,)(1) =,
e do(e) ¢ I’identita su . D’altra parte, se X € g ¢ un punto fisso di do(e), avremo
anche :

Spy © €xpg(tX) o 5,5, = ad(sp,)(expg(tX)) = expg(ady(sy, (X)) = expg(tX),

onde s, (expg(tX)(po)) = expg(tX)(po) per ogni ¢t € R e quindi expg(tX)(po) =
Po, perché pg € un punto fisso isolato di s,,. Quindi t € proprio I’insieme dei punti
fissi di do(e). Poiché il gruppo delle isometrie O(M, g) e G operano su G/K in
modo effettivo, K non contiene sottogruppi normali non banali di G.
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(iii) Poiché do(e) ¢ un’involuzione e f ¢ il sottospazio dei suoi punti fissi,
abbiamo la decomposizione g = @ p.

Poiché dn(e) ha nucleo uguale a f, ne segue che la sua restrizione a p ¢ un
isomorfismo su 7', M.

Siaora X € pesiay : R — M la geodetica uscente da py con velocita
dn(e)(X). Consideriamo, per ogni numero reale 7, 'isometria u; = sy(;/2) © Sp,.
Dicoche R 3 t —» u, € O(M, g) ¢ un sottogruppo a un parametro di O(M, g).
Infatti, se 71, € R, abbiamo :

gy © Uy (P0) = Uny © Sy(/2)(P0) = Sy(11/2) © Spo(¥(12))
= Syn,/2)(¥(=12)) = y(t; + 12)
= Sy(in+1/2)(P0) = Uz +1,(Po) -

Inoltre, du; : Ty — Ty+s definisce, per ogni coppia di numeri reali 7, s, il
trasporto parallelo lungo la geodetica 7.

Per verificare questo fatto, osserviamo in primo luogo che, per ogni numero
reale s, la —ds,,(y(s)) definisce il trasporto parallelo da T'y) a T,y lungo la geo-
detica y. A questo scopo, indichiamo con 7}, , : Tys)M — Ty, M il trasporto
parallelo da y(s1) a y(s2) lungo y. Abbiamo allora un diagramma commutativo :

Y

TO,S
Tpo M > TV(S) M
dsp (Po)l ldsp0 0)

TM —— TyoyM
-

,—S

Da questa ricaviamo che

T0,—5 © dSpy(P0) = dsp,(¥(s)) 0 T?;O e, poiché —ds,,(po) =1,

Y

Ty = ~dspy(y(s)) o7}, dacuiotteniamo:

-1
_ Y Y —_ Y Yy o _ Y
—dsp(y(s) =71y _ oty | =1 _ ol =7l

Analogamente, —ds, ) definisce, per ogni coppia di numeri reali s, ¢, il trasporto
parallelo da T, )M a T,25—M lungo la geodetica y. Quindi, per composizione,
du; = (=dsy)2) © (—dsp,) definisce il trasporto parallelo lungo y da y(s) a y(z + s).
E percio du;, o du;, = duy,14,, perché il trasporto parallelo da y(s) a y(s + 11 + t2)
si puo ottenere componendo il trasporto parallelo da y(s) a y(s + t2) con quello da
y(s+t)ay(s+t + ).

In particolare (u;, o u;,) ed uy 4, coincidono con i loro differenziali in pg ed,
essendo isometrie, coincidono dappertutto : u;, ou;, = 4+, e R 3t = u; € O(M, g)
¢ un gruppo a un parametro di isometrie. Possiamo quindi trovare Y € g tale che
u; = expg(tY) per ogni t € R. Risulta poi

0O U = Spy © Sy(1/2) = Sy(~1/2) © Spy = U -

Da questa ricaviamo che do(e)(Y) = —Y, quindi Y € p e percio ¥ = X. O
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20.5. Coppie simmetriche e simmetriche Riemanniane

Sia G un gruppo di Lie connesso ed H un suo sottogruppo chiuso. La coppia
(G, H) si dice una coppia simmetrica se esiste un automorfismo analitico involutivo
o:G — Gcon
G cHCcG,,
ove G, ={ae Glo(a)=ale Gg ¢ la componente connessa dell’identita di G-
Se Ady(H) ¢ compatt(ﬂ in Ady(G), la coppia (G, H) si dice simmetrica Rie-

manniana.

Teorema 20.5.1. Sia (G, K) una coppia simmetrica Riemanniana e sia M lo spazio
omogeneo M = G/K. Siano n : G — M la proiezione naturale nel quoziente e
7 : G — Aut(M) la rappresentazione di G come gruppo di diffeomorfismi di M,
indotta dalla traslazione a sinistra su M :
(a.b)—(a,m(b))
GxG — GxM
(@by-ab | | @@

G M.

a—n(a)

Sia o un automorfismo analitico involutivo di G tale che Kg. c K c K, (ove K,
¢ il sottogruppo dei punti fissi di o e K. la sua componente dell’identita). Allora
esistono metriche Riemanniane G-invarianti g su M. Rispetto a una qualsiasi me-
trica G-invariante g, lo spazio (M, g) e globalmente simmetrico Riemanniano. Sia
0 = ni(e) e sia sq la corrispondente simmetrica geodetica. Essa soddisfa :
SoOom=moC
T(0(a)) = 5o o T(a) © 5o YaeG.

Osserviamo che, in particolare, la simmetria geodetica s, ¢ indipendente dalla scelta della me-
trica Riemanniana G-invariante. In effetti, la connessione di Levi-Civita su M risulta indipendente
dalla particolare scelta della metrica G-invariante su M.

DmostrAzIONE. Indichiamo con g e T le algebre di Lie di G e K, rispettivamen-
te e poniamo p = {X € g|do(e)(X) = —X}. Allorag=1t®p. Se X e pek € K,
abbiamo :

o (expg (tAdy(k)(X)) = o(ad(k)(expg(#X))) = ad(k)(expg(—1X))
expg(—1Ady(k)(X)),
da cui otteniamo subito che do(e)(Ady(k)(X)) = —Ad,(k)(X). Quindi p ¢ invariante
rispetto ad Ady(K). L’ applicazione dn(e) manda g su Tp, M ed ha come nucleo t.
Se X € p, abbiamo:
m(expg(Ady(k)(tX)) = n(ad(k)(exp(tX))) = t(k)(exp(tX)).

Differenziando quest’espressione per ¢ = 0, otteniamo :

dn(e) o Ady(X) = dt(k) o dn(e)(X) Vke K VX ep.

7 Questo ¢ vero in particolare se H & un sottogruppo compatto di G.
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Poiché Ady(K) & compatto il GLg(g), esiste un prodotto scalare b su p, invariante
rispetto alla restrizione a p di Ady(K). Allora gpne = b o (dn(e)| p)_1 ¢ un prodotto
scalare su Tp, M, invariante rispetto a (k) per ogni k € K. Definiamo allora una
metrica Riemanniana su M ponendo :

Erm(en(dT(®)(V), dT(g)(W)) = gpn(v,w) Vg € G, Yv,w € TpnM.

Questa definizione ¢ consistente perché b ¢ invariante rispetto ad ady(K).
Viceversa, ogni metrica Riemanniana G-invariante su M = G/K ¢ di questa
forma per qualche prodotto scalare invariante b su p.
Definiamo ora la simmetria s,y di M mediante la condizione :

Spnt © T =M O O

Chiaramente spy € un diffeomorfismo involutivo di M in s€, con dspy(pnt) = —Id
su TpnM.

Dimostriamo che spy ¢ un’isometria. Sia p = n(a) = 7(a)(pnt) € M. Se
X,Y € T,M, allora Xy = dT(a‘l)(p)(X), Yo = dr(a H(p)(Y) € TpnM. Per ogni
x € G abbiamo:

Spnt © T(@)((x)) = spni(m(ax)) = m(o(ax)) = n(o(a)o(x)) = (t(0(a)) © spn)(7(x)) .
Quindi spy © 7(a) = 7(0(a)) © Spn. Ricaviamo :

8(dspnt(X), dspni(Y)) = g(dspnt © dt(a)(Xo), dspn © dt(a)(Yo))
= g(dr(o(a)) o dspn(Xo), dt(c(a)) o dspn(Yo))
= g(dspnt(Xo), dspnt(Y0)) = g(Xo, Yo) = (X, Y).

Quindi s,y € un’isometria e, poich€ spn(pnt) = pnt € dspne(pnt) = —Id su TppM,
coincide con la simmetria geodetica rispetto a pnt. Per un qualsiasi punto p = n(a),
la simmetria geodetica rispetto a p ¢ I'isometria s, = 7(a) o Spn © 7(a™"). Questo
dimostra che M = G/K ¢ globalmente simmetrico.

LaG 3 a —» 1(a) € O(M,g) ¢ un omomorfismo di gruppi di Lie. Il suo
nucleo N ¢ un sottogruppo chiuso normale di G, contenuto in K. Se Z ¢ il centro
di G, i gruppi Ady(K) e K/(K N Z) sono isomorfi. Poiché KN Z c N, ne segue
che K/(K N N) ¢ compatto. Chiaramente la (G/N, K/(K N N)) ¢ un’altra coppia
simmetrica Riemanniana, che definisce lo stesso spazio simmetrico della coppia
(G,K). O

Teorema 20.5.2. Sia (G, K) una coppia simmetrica Riemanniana. Sia t I’algebra
di Lie di K e 3 quella del centro Z. di G. Se t N3 = {0}, allora esiste un unico
automorfismo involutivo o : G — G tale che Kg c K c K, (dove K ¢ il
sottogruppo dei punti fissi di o e K(OT la sua componente connessa dell’identita).

DimostrazIONE. Osserviamo che il differenziale in e dell’involuzione o cercata
¢ I’identita su f, e I’opposto dell’identita su un sottospazio di g complementare di {
in g, e trasforma in sé 1’ortogonale t di f rispetto alla forma di Killing «, di g.

Poiché t N 3 = {0}, la forma di Killing «, ¢ definita negativa su f. Infatti, poiché
Ady(K) ¢ un sottogruppo compatto, gli elementi ady(X), per X € , si esprimono
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come matrici antisimmetriche (a; (X)), in una opportuna baseﬂ di g. Quindi, se
Xet:
Ky(X, X) = = > a1 <0
ij

e vale I'uguaglianza se e soltanto se a; ;(X) = O per ogni i, j, cio¢ se X € tN 3.
Quindi g = t@t, dove t* & I’ortogonale di { rispetto alla forma di Killing e do(e) &
completamente determinato perché & I’identita su f e —Id su . A sua volta do(e)
determina completamente o O

Un’algebra di Lie ortogonale simmetrica € una coppia (g, o), formata da
(1) un’algebra di Lie reale g di dimensione finita;
(2) un automorfismo involutivo o : ¢ — ¢ il cui insieme di punti fissi =
{X € g | o(X) = X} sia compatto.
La coppia (g, o) si dice effettiva se, detto 3 il centro di g, €
tn3={0}.

Ricordiamo che il fatto che t sia immersa in modo compatto in g significa che la sottoalgebra
ad,(f) di ady(g) genera un sottogruppo compatto del gruppo Intg(g) degli automorfismi interni di g.
Nel caso in cui la coppia (g, o) sia effettiva, la condizione ¢ equivalente al fatto che la forma di
Killing «4 di g sia definita negativa su f.

Abbiamo osservato che, ad una coppia simmetrica Riemanniana (G, K), a
cui sia associato un automorfismo involutivo o di G, ¢ associata 1’algebra di Lie
ortogonale simmetrica (g, o), ove g ¢ I’algebra di Lie di G e o = do(e).

Sia (g, 0) un’algebra di Lie simmetrica ortogonale e sia f il luogo dei punti fissi
dio.

Una coppia (G, K) di gruppi di Lie associata a (g, o) ¢ una coppia formata da
un gruppo di Lie connesso G ed un suo sottogruppo chiuso K con algebre di Lie
uguali a g e a {, rispettivamente.

Abbiamo :

Teorema 20.5.3. Sia (g,0) un’algebra di Lie ortogonale simmetrica e sia t la
sottoalgebra di Lie dei punti fissi di o

(@) Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con al gegbra
di Lie g e sia K il suo _So1t0gruppo analitico con algebra di Lie t. Allora K é un
sottogruppo chiuso di G e (G, K) é una coppia simmetrica Riemanniana. Lo spazio
simmetrico M = G/K é semplicemente connesso.

() Se (G,K) é una qualsiasi coppia di gruppi di Lie associata a (g,0),
allora M = G/K é uno spazio Riemanniano localmente simmetrico rispetto a
qualsiasi metrica G-invariante.

(¢) M é il rivestimento universale di M.

DivosTrAZIONE. Poiché G ¢ semplicemente connesso, 1’involuzione o di g de-
finisce univocamente un automorfismo & di G con dé(e) = o. Il luogo Ky dei

8 sufficiente considerare una base ortonormale di g rispetto a un prodotto scalare invariante per
Ad,(K).
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punti fissi di 6 ¢ chiuso in G e quindi ¢ tale anche la sua componente connessa del-
I’identita K. Poiché Ad, (K) ¢il sottogruppo analitico di ad,(g) generato da ad,(%),
& compatto e quindi (G, K) & una coppia Riemanniana simmetrica e M = G/K
€ uno spazio globalmente simmetrico Riemanniano rispetto a qualsiasi metrica
G-invariante su M, definita a partire da un prodotto scalare Ad,(K)-invariante su
TpnM.

Se G ¢ un gruppo di Lie con algebra di Lie g e K un suo sottogruppo chiuso
con algebra di Lie K, il rivestimento G — G definisce per passaggio al quozien-
te il rivestimento universale ¥ — M = G/K. La simmetrie geodetiche globali
di M definiscono, per diffeomorfismi locali, simmetrie Riemanniane locale di M,
rispetto a qualsiasi metrica G-invariante di M. O

COMPLETIAMO ORA LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.6. L’insieme ¢ dei campi
di vettori X € [ che generano sottogruppi a un parametro di trasformazioni di M
¢ una sottoalgebra di Lie di [, e quindi ha dimensione finita. Possiamo percio
applicare il Teorema 2.1 al gruppo G = Aut(M, o) e a ®, e concludere che G ha
una struttura di gruppo di Lie con algebra di Lie ®. Poiché I’azione G X M — M
¢ differenziabile, fissato un qualsiasi punto pg € M, I'immersione differenziabile
G > g — g(po) € M ¢ un diffeomorfismo di G con una sottovarieta differenziabile
chiusa di M. O

Ricordiamo che vale il teoreméﬂ:

Teorema 20.5.4 (Bochner-Montgomery). Sia G un gruppo topologico localmente
compatto e numerabile all’infinito di trasformazioni differenziabili di una varieta
differenziabile paracompatta M. Allora G é un gruppo di Lie.

20.6. Automorfismi affini e isometrie

Per discutere il gruppo degli automorfismi affini di una varieta differenziabile
dotata di una connessione affine e quello delle isometrie di una varietd Riemannia-
na, cominciamo dalla discussione delle nozioni di connessione affine e di metrica
Riemanniana nel contesto della teoria dei fibrati principali.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Indichiamo con:

Us
M)y——M
M) GL(m.R)

il fibrato principale dei sistemi di riferimento su M.
Gli elementi della fibra §,(M) = = '(p) sono le basi (vi,...,v,) di T,M. 1l
gruppo GL(m, R) opera a destra su (M) mediante :

m m

— i, i, = (4
Viy.oo V) -a = Zlalv,,...,zlamv, se a= (aj)lsi,jSm € GL(m,R).
= =

9S.B0chner, D.Montgomery Locally compact groups of differentiable transformations, Ann. of
Math. 47 (1946), pp.639-657.
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Se o = (Xi,..., X)) ¢ una m-upla di campi di vettori che definiscono una base di
T, M in ogni punto p di un aperto U di M, allora I’applicazione :

U x GL(m,R) 3 (p,a) = o(p)-a € n'(U)

¢ un diffeomorfismo per la struttura differenziabile di F(M).

In modo equivalente, possiamo definire la fibra §,(M) sopra il punto p € M co-
me I'insieme di tutte le applicazioni lineari invertibili £ : R" — T, M, identificando
una base (vq,...,v,) di T,M all’isomorfismo lineare & : R" — T, M che associa
al vettore ¢; = 10,...,0,1,0,...,0) della base canonica di R" il vettore v; di T, M.

l

Definiamo allora in modo affatto naturale la forma canonica 6 € QY (F(M),R™)
mediante :

0(v) = ¢ (dn(v) V€€ TM), Vv e TeHM).
Osserviamo che :
(R)*0 = a' o6 VYaeGL(m,R).
Infatti, se v € T¢§(M), allora dR,(v) € T¢.,F(M) e dn(dR,(v)) = dr(v). Quindi :

(Ro)* 0(v) = B(dR,(v)) = (£ - @) (dn(dR,(v)) = a0 &M (drn(v)) = a™' 0 H(v).

Proposizione 20.6.1. Ogni diffeomorfismo f : M — M si solleva in modo uni-
co ad un diffeomorfismo f  §M) — F(M) che lascia 6 invariante. Viceversa,
ogni automorfismo di GL(m,R)-fibrato principale F : (M) — §(M) che lasci 6
invariante e il sollevamento di un diffeomorfismo f: M — M.

DimostrAzZIONE. Sia f : M — M un diffeomorfismo. Definiamo allora il suo
sollevamento f mediante :

M) 3é - df(R(€) o€ € FM).
Abbiamo allora, se § € F(M) ev € TF(M):

0(df(W) = (df(x(©) 0 &) (dn(df&)(v)))
= (€7 o df @) ™) (@f (@) 0 dr(v)) = 6(v).
Infatti, poiché f preserva le fibre, abbiamo for = 7o f e quindi df odr = drodf.
Viceversa, se F : §(M) — §(M) preserva le fibre e lascia 6 invariante, detta
f: M — M il diffeomorfismo definito da 7o F = four, osserviamoche ® = f ' oF
¢ un automorfismo differenziabile di F(M) che preserva la fibra, lascia 6 invariante
e induce I'identita su M. Quindi :

£ dr(v) = 6(v) = O*(O(v)) = O(dD(v))

(@) (dr(dD(v))) = (D))" (dn(v))
VE € FM), Vv € TeH(M).

Otteniamo quindi (d)(f))_1 w) = & 1(w) per ogni w € Ty M, € questo dimostra
che ® ¢ I’identita su F(M). O
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Per ogni A € gl(m, R), definiamo il campo di vettori fondamentale A* € X(F(M))
associato ad A come il generatore infinitesimale del gruppo a un parametro di
diffeomorfismi F(M) X R 3 (§,1) — £ - exp(tA) € F(M).

Una connessione affine su M si pud definire, oltre che per mezzo della deri-
vazione covariante, mediante 1’assegnazione di una forma di connessione, cio¢ di
una forma differenziale w € Q! (M, gl(m, R)) che goda delle proprieta :

(1) wAH) = A VA € gl(m,R)
) Riw=AdlaH)ow VaeGL(mR).

Un vettore v € T¢F(M) con w(v) = 0 si dice orizzontale. Poiché w(¢) : T¢F(M) —
gl(m, R) ha rango m? e ker dn(€) N ker w(¢) = {0} per la proprieta (1), la forma di
connessione w ci permette di definire una decomposizione dello spazio tangente a
&(M) in un punto & nella somma diretta dei due sottospazi B(M) = ker dn(¢) dei
vettori verticali in & e H¢(M) dei vettori orizzontali in &. Poich€ dn(§) : H:(M) —
Tr@eM ¢ per ogni & € F(M) un isomorfismo lineare, possiamo associare ad ogni
campo di vettori X definito su un aperto U di M un campo di vettori orizzontale X
su 7~ (U) mediante :

wX) =0

dn(X)=X.
La derivazione covariante si puo definire allora mediante la formula :
(1) Vx¥ =0 X (67(N) = £ XOY) VXY € X(M),

dove osserviamo che, fissato ¥ € X(M), la & — Yy(¢) = f‘l(Y(zr(f))) € una
funzione differenziabile su (M) a valori in R™. Chiaramente :

{RZ‘I’Y@ =Wy -a)= (¢ -a) Y- a) =a & Y(RE) = a Py
VY € X(M), Y& € (M), Ya € GL(m,R),
e quindi :
Ri(& 0 X(¥y)) = (¢ 0 a) o (Re.X) (¥y) = (€ 0 a) o X(R;Wy)
=¢oaoX(a'Wy)=¢£oaoa o X(¥y) = £0X(¥y).

mostra che la derivata covariante VxY ¢ ben definita dalla (), perché il valore del
secondo membro € costante quando £ varia sulla fibra §,(M) del punto p € M.

Viceversa, si puod dimostrare che, data di una derivazione covariante V, vi ¢
un’unica forma di connessione w per cui vale la ().

Abbiamo infatti :
&o (X = [wXI)NON)) = Varxpdr(Y) VXY € X(FM)).
Quindi:
() [wX)]*(O(Y) = X(OY)) = £ ' Varodn(Y) VX, Y € X(F(M))

ci permette di calcolare w utilizzando la forma canonica 6 e la derivazione cova-
riante.
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Teorema 20.6.2. Sia M una varieta differenziabile, dotata di una connessione affi-
ne definita dalla forma di connessione w € QY(F(M), gl(m, R)). Un diffeomorfismo
f: M — M éun’affinita se e soltanto se il suo sollevamento f lascia invariante la
forma di connessione w.

Viceversa, un diffeomorfismo di fibrati principali F : §(M) — F(M) ¢ il sol-
levamento di un’affinita se e soltanto se lascia invarianti la forma canonica 6 e la
forma di connessione w.

DmostrAZIONE. Le (1) e (f) ci dicono che le trasformazioni affini di M sono
tutte e sole quelle il cui sollevamento lascia w invariante. L'ultima affermazione
segue dal fatto che un diffeomorfismo di F(M) in sé ¢ un sollevamento di un dif-
feomorfismo di M in sé se e soltanto se preserva le fibre e lascia invariante la forma
canonica 6. O

Teorema 20.6.3. I/ gruppo delle affinita di una varieta differenziabile M, dotata
di una connessione affine, é un gruppo di Lie di dimensione minore o uguale a
m(m + 1).

DmMoSTRAZIONE. Se w la forma della connessione, la forma
9w e QUFM),R" & gl(m,R))

definisce un parallelismo completo su §F(M). La tesi ¢ allora conseguenza del
Teorema 2.6. O

Una G-struttura su M, con G ¢ GL(m,R) ¢ il dato di un fibrato principale
P@ > w > G > M e di un’immersione differenziabile 1 : P — &(M), in modo che
sia commutativo il diagramma :

PxG —— FWM)XGL(m,R)

! !

P — JIWM)

nl lw

M — M
in cui la prime due frecce orizzontali sono definite dalle inclusioni ¢ : P — F(M)
e G — GL(mn,R).

In particolare, una metrica Riemanniana g su M definisce una Q(m)-struttura
O(M) su M, in cui gli elementi della fibra O,(M) sono le basi ortonormali di 7, M
rispetto al prodotto scalare g,.

Utilizzando il Lemma 1.4, otteniamo :

Teorema 20.6.4. Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Un’isometria di M e un
automorfismo differenziabile f : M — M il cui sollevamento é un’affinita per la
connessione di Levi-Civita e per cui f(D(M)) = O(M).

Il gruppo delle isometrie O(M, g) ¢ un gruppo di Lie di dimensione minore o
uguale di m(m + 1)/2.
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DimosTtrAZIONE. La restrizione della forma di connessione w a O(M) € una
forma w, a valori in o(m). La 6 & w, definisce allora un parallelismo completo su
D(M), e i sollevamenti delle isometrie sono gli automorfismi di tale parallelismo
completo. La tesi segue allora dal Teorema 2.6, tenuto conto che dimgo(m) =
m(m — 1)/2 e quindi O(M) ¢ una varieta differenziabile di dimensione [m(m —
/2] +m =m(m + 1)/2. O






CAPITOLO XXI

Complementi su connessioni e spazi omogenei

21.1. G-connessioni principali

Sia G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g e sia P % M un fibrato principale

con gruppo strutturale G. Indichiamo con
B(P) = {X € X(P) |dn(&)(Xe) = 0, V¢ € P}
la distribuzione verticale su P e con

VP = UfeP{Xng € B(P)} C TP

il corrispondente sottofibrato del fibrato tangente di P.

Ogni A € g definisce un gruppo a un parametro di diffeomorfismi R 3 ¢ —
Rexpiay € €< (P,P) di P. I suo generatore infinitesimale A* € X(P) ¢ il campo di
vettori fondamentale A* € B(P) associato ad A € g.

La corrispondenza g > A — A* € X(P) ¢ un omomorfismo di algebre di Lie.
Vale infatti il :

Lemma 21.1.1. Sia P % M un fibrato principale con gruppo strutturale G su M
e siano A, B € g. Abbiamo:
[A, B]" = [A", B"].

DimostraziONE. Il campo fondamentale A* ¢ il generatore infinitesimale del
gruppo a un parametro r — Rexpa) di diffeomorfismi di P. Per la definizione di
derivata di Lie abbiamo:

[A*, B*] = La-(B*) = —lim, 0t [B* — dRexp(ua)(B*)]

d d
= Tt [dReXP(tA)(Bzxp(_m))]tzo = T [Ad(exp(—tA))(B)]*

oo = A, BT".
O
Una connessione principale T" sul fibrato P % M ¢ il dato di una forma
differenziale wg € Q! (P, g) (LA ForMA DI CARTAN) che goda delle proprieta:
(1) wG(A")=A, perogni Ac€g
) Riwg = Adl@a Hwg perogni a€G,
ciod  wg((R)«(X)) = Ad(a ) (wg(X)) perogni X € X(P).

311
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La wg definisce in ogni punto ¢ € P una proiezione :
TP —— q —_— VP
Xe —— we(Xy) —— [wG(xf)]f

La wg definisce la distribuzione orizzontale
kerwg = H(P) = {X € X(P) |wg(§)(Xe) =0 VE€ P} C X(P).

Indichiamo con:

$P = | JiX;1X € 5(P)} c TP

&eP

il corrispondente sottofibrato del fibrato tangente di P.
La distribuzione orizzontale di una G-connessione affine I' ¢ caratterizzata
dalle proprieta

(1) TP=VPOHP VeecP
2') (Ra)+ (9P) = He.aP VéeP, VaeG.

Dato un sottofibrato HP del fibrato tangente di P che verifichi le (1”) e (2”), possia-
mo definire una forma wg € Q'(P, g) mediante :

wg(Xé.-) =A se fEP, Xg € TfP,A S geX§:—A§ 63551).
Si verifica immediatamente che vale la:

Proposizione 21.1.2. La wg «— 9P = s ker wg () definisce una corrispon-
denza biunivoca tra le connessioni principali I su P % M e i sottofibrati HP che

soddisfano le condizioni (1") e (2). O

Proposizione 21.1.3 (estensione). Sia P —g—> M un fibrato principale con gruppo

strutturale G; sia G’ un sottogruppo di Lie di G, con algebra di Lie ¢, e sia

’

.8 . . . T . . .
P’ ? M un sottofibrato principale di P ? M. Data una qualsiasi connessione
.. 4 . . s
principale T su P’ o M, con forma di Cartan wg € Q'(P’,g"), esiste un’unica

. . T .
connessione principale T su P —G—> M, con forma di Cartan wg, tale che, detta

1: P’ — P Uinclusione, risulti wg = 1" wg.

DmostrAZIONE. Indichiamo con $'P’ il fibrato orizzontale della connessione
I". L applicazione P’ X G 3 (£,a) — & - a € P ¢ surgettiva. Possiamo quindi
definire il sottofibrato orizzontale HP corrispondente alla connessione I ponendo
Dea = (Ra)*(béP’) per ogni & € P’ ed ogni a € G. Chiaramente HP verifica le

condizioni (1”) e (2’) e definisce quindi una connessione principale su P % M. Si

N

verifica facilmente che la forma di Cartan della I'” ¢ il pullback della connessione
di Cartan dellaT". O
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Assegnata una connessione I sul fibrato principale P % M, per ogni & € P
I’applicazione H:P > Xy — dn(£)(Xg) € TreM € un isomorfismo lineare. Indi-
chiamo con hrtg : Tr)M — H¢P la sua inversa. Otteniamo cosi un’applicazione :

hrt: X(M) > X > X € X(P) definitada  Xg = hrta(Xp(e) -

Il campo di vettori X € X(P) si dice il rialzamento orizzontale di X € X(M) ed &
caratterizzato dalle proprieta :

(0 we(X)=0

(if) dn(X) =X

e queste due proprieta implicano che :
(iii) (R):X)=X VYaeG.
Si verifica facilmente che vale il seguente :

Lemma 21.1.4. Le condizioni (i) e (iii) sono necessarie e sufficienti affinché un
campo di vettori X € X(P) sia il rialzamento orizzontale di un campo di vettori X
in X(M). O

1l rialzamento orizzontale ¢ un’applicazione R-lineare hrt : X(M) — H(P) che
soddisfa:
(a) fX=n"(HX VfeEM), VX € X(M)
(b) dn([X, Y1) = [X,Y] VX,Y € X(M).

Osserviamo che, in generale, il commutatore di campi di vettori orizzontali
puo non essere orizzontale. Il commutatore del sollevamento orizzontale a P di
due campi di vettori su M & un campo di vettori invariante rispetto alle traslazioni

a destra su P definite dagli elementi di G, soddisfa cio¢ la proprieta (iii), ma in
generale non sara orizzontale, non soddisfera cioe la (7).

21.2. Equazioni di gauge

Un atlante di trivializzazione del fibrato principale P % M ¢ il dato di un

ricoprimento aperto % = {U,} di M e, per ogni aperto del ricoprimento, di una
sezione differenziabile o, € €,;°(Uy,P) = {f € €°(M,P)|mo f(p) = p, Vp €
U,}. Per ogni indice «, I’applicazione :

Yo : Uy XG> (p,a) —>a'(p)~a€7r_1(Ua)CP

¢ un diffeomorfismo.
. . . . T . .
Sia I" una connessione principale su P — M e sia wg la sua forma di Cartan.
G

La decomposizione T(, 4 (U, X G) = T,M & T,G da una decomposizione dello
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spazio cotangenteE]
% 0 " "
T, Ue X G) = (T.G) & (T,M) =~ T,M > T;G

permette di decomporre il pullback della forma di Cartan wg di I' mediante ¥,
nella somma diretta di una forma @, (p, a) = Ad(a™") o wu(p), ove w, = oLwe €
Q'(U,,q), e di una forma differenziale su G, che, per la condizione (1) nella
definizione di wg, coincide con la forma di Maurer-Cartan wg del gruppo G :

() PiWe) = De ® WG, OVE Wy = THwG € De(p,a) = Ad(a@™") o wa(p).

E chiaro dalle () che, viceversa, la forma wg ¢ completamente determinata dalle
forme w, sugli aperti dell’atlante di trivializzazione.

Determiniamo quindi le condizioni di compatibilita per cui una collezione
{we € QY (U,, g)} di 1-forme, definite su un atlante di trivializzazione {(Uy, 05)},

.. . . . T
determinino una connessione principale I" su P ? M.

Indichiamo con Y, = 0, 05 € €= (U, N Ug, G) le funzioni di transizione
dell’atlante di trivializzazione {(U,, 0y)}:

03(p) = ca(PWap(p) VYpeU,NUg.

Consideriamo il pullback su U, N Ug della forma di Maurer-Cartan rispetto alla
funzione di transizione:

(%) Oap = U508 € Q' U,y N Up, g).

Lemma 21.2.1. Sia {U,, o,} un atlante di trivializzazione di P % M, con funzioni
di transizione (Y, = 0';10',3}. Se wg ¢ la forma di Cartan di una connessione
principale T su P % M, Le forme w, € Ql(U,,9) e Oup € Qlw,n Up, g) definite
da (%) e (xx) soddisfano le relazioni di compatibilita :

(@) wg = Ad(tﬁ;é)wa +60p su Uy,NUg. (Equaziont b1 GAUGE)

Viceversa, una famiglia {w, € QY (U,, a} che soddisfi le relazioni di compatibilita
. ., . .. n
(1) definisce un’unica connessione principale wg su P ? M tale che w, = o,wg.

DmostrAZIONE. Consideriamo il diffeomorfismo
Wop : (Ue N Up)X G 3 (p.a) = (p.Yap-a) € (Us N Up) X G

Condizione necessaria e sufficiente affinché @, ®wg € Wp®wg definiscano la stessa
forma di connessione wg su 7~ (U, N Up) € che risulti g ® wg = ‘P(*yﬁ (Do ® 0g) .
SeXeT,M,conpeU,NUgeY eT,G,cona € G, abbiamo:

d¥ep(X,Y) = (X,dLy, ,(Y) + dRa(dYro p(p)(X))
Dato un sottospazio vettoriale W di uno spazio vettoriale di dimensione finita V, indichiamo

con WO I’annullatore di W in V*, ciog il sottospazio del duale V* di V che consiste dei funzionali
lineari su V che si annullano su W.
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e quindi :
W, 5 (@0 ® 06) (X, Y) = (@0 @ 06) (. Yap(p)a)(d¥ep(X, Y))

= Ad(a™"y, () 0 Wa(X) + 0G(dLy, 4p)(V))
+ mG(dRa © d'ﬁw,ﬁ(p)(x))

= Ad(a™") 0 Ad(¥, ) © wa(X) + 0G(Y)
+Ad(a™) o ¢} 4(06)(X)

= Ad(a™") o (Ad(, ) 0 wa(X) + b 5(X))
+ (Dg(Y )

Percio le (7) sono condizioni necessarie e sufficienti perché le forme w, rappresen-
tino la connessione nella trivializzazione assegnata. O

Teorema 21.2.2 (esistenza). Ogni fibrato principale P % M ammette una connes-

sione principale.

DimostrAzZIONE. Fissiamo una trivializzazione locale {U,,o,} e indichiamo
con¥, : Uy xG 3 (p,a) = 0o(p)-a € n1(Uy) i corrispondenti diffeomorfismi
locali. Per ogni « la (‘P;l)* (0g) & una forma w/, in Q'(x7'(U,), g) che soddisfa
R:w!, = Ad(a M/, e w],(A*) = A per ogni campo di vettori fondamentale A* per
A € g. Fissiamo ora una partizione dell’unita {y,} su M subordinata al ricoprimen-
to {U,} e definiamo wg = X, (xq © 7) - w,,, dove le forme (y, o 7) - w,, si intendono
estese con la forma nulla fuori dell’aperto aY(U,). Si verifica facilmente che la

N . . . v
forma wg ¢ la forma di Cartan di una connessione I" su P ? M. O

21.3. Forme tensoriali e pseudotensoriali

Sia P % M un fibrato principale con gruppo strutturale G. Sia V uno spazio

vettoriale e p una rappresentazione lineare di G su V. Una r-forma pseudotenso-
riale su P di tipo (p, V) ¢ una r-forma alternata definita su P e a valori in V tale
che

Ri¢p=pa!-¢ VaecG.
La ¢ si dice tensoriale se ¢ anche orizzontale, cio¢ se ¢ psuedotensoriale e inoltre
#(X1, ..., X;) = 0 quando almeno uno dei vettori X; sia verticale.

Esempio 21.3.1. Se G ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL(m, R) (dove
m ¢ la dimensione di M) e P % M ¢ un sottofibrato principale del fibrato dei

sistemi di riferimento F(M) ﬁ M, larestrizione 6g a P della forma canonica
m,

0(¢) = £7'dn(¢) € QU(F(M),R™) & una 1-forma tensoriale per la rappresentazione
canonica di G suR”, ottenuta considerando G come sottogruppo del gruppo lineare

GL(n,R).
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Esempio 21.3.2. La forma di connessione wg € Q!(P,g) di una connessione
principale I' su P % M ¢ una 1-forma pseudotensoriale su P, di tipo (Ad, g).

Fissata una connessione principale I" sul fibrato principale P % M, e data

una r-forma pseudotensoriale ¢ € Q"(P, V), definiamo il suo differenziale esterno
covariante D € Q*1(P, V) mediante

{ D¢(Xo, X1, ..., X,) = dp(hor(Xp), hor(Xy),. .., hor(X;))

(21.3.1) VéeP, VXo,Xi,...,X, TP

Teorema 21.3.3. Sia ¢ € Q' (P, V) una r-forma pseudotensoriale di tipo (o, V).
Allora:

(a) ¢ o h e una r-forma tensoriale di tipo (p,V);
(b) d¢ é una (r + 1)-forma pseudotensoriale di tipo (p, V),
(¢) D¢ = (d¢) o h e una (r + 1)-forma tensoriale di tipo (o, V). O

Data una forma pseudotensoriale ¢ € Q"(P, V), di tipo (V, p), indichiamo con
wG Np @ € Q*1(P, V) laforma:

() (@6 A OXos-- X) = Y (=1 [dpel@aXi)] (9(Xo, -, K-, X))

h=0

Vale il seguente

Lemma 21.3.4. Sia ¢ € Q" (P, V) una r-forma tensoriale di tipo (V, p). Allora:

() D¢ =dp +wg Np ¢
DmvosTrAZIONE. Basta dimostrare la
(%) D¢(Xo, ..., X,) = dp(Xo, ..., X,) + (wg Ay §)(Xo, ..., X))
quando i campi di vettori X, ..., X, sono o campi fondamentali associati ad ele-

menti dell’algebra di Lie g, oppure rialzamenti orizzontali di campi di vettori su M.
La formula ¢ banalmente vera quando gli X; sono tutti orizzontali ed anche quando
almento due di essi siano campi fondamentali corrispondenti ad elementi di g.

Bastera dunque dimostrare che la formula (x) ¢ valida quando Xy = A* con
A € g ¢ un campo fondamentale ed X; = Z; con Z; € X(M) sono rialzamenti
orizzontali per 1 < i < r. Abbiamo:

Do(A*,Zy,...,7Z) =0
deo(A*, 71, ..., Zy) = A*(p(Z1,..., 7))

= (L) 21 Z) + D B [A 2,
i=1

d ~ ~
- [E‘t—o Rpr(tA)(¢)] “Zi,...,2Z)



21.4. FORMA DI CURVATURA ED EQUAZIONI DI STRUTTURA 317

(perché dR(Z) = Z; per ogni a € G e quindi [A*,Z]1=0 per ogni A € g)

d - ~
= [E Op(exp(_tA)) ¢:| (Zl’---,Zr)

= —dp(e)(A)(¢(Zl IR Zr))
= —wg A P(A" 21, ..., Z)).

1=

Otteniamo percio

DYA",Zy,....2,) = 0 =|dg + we Ay 9| (A", Z1..... Z,) .

La dimostrazione ¢ completa. O

Introduciamo per la rappresentazione canonica j : G <— GL(m,R) di G su R”
e per la rappresentazione aggiunta Ad : G — GLg(g) le notazioni :

wg A ¢ invece di wg A; ¢ se ¢ € una forma pseudotensoriale di tipo (R™, j) ;

[wg A @] = —[d A wg] per (wg Aad @) se ¢ ¢ pseudotensoriale di tipo (g, Ad).

Piu in generale, se ¢ € Q"(P, g), ¥ € Q°(P, g) sono forme pseudotensoriali di
tipo (g, Ad), porremo, per ogni X1, ..., X, € X(P):

[¢ AYIX1, -y Xrrs) = Z NI Keys s X )0 K is s X )]
1301(:-6-‘-?3@“
1011 < <O <rts

dove le parentesi quadre nella sommatoria a secondo membro sono le parentesi di
Lie nell’algebra g.

21.4. Forma di curvatura ed equazioni di struttura

Sia I' una connessione principale su un fibrato principale P < M e sia wg la

forma di Cartan della connessione.
La forma di curvatura della connessione y & la 2-forma tensoriale di tipo
(9,Ad):
Qg = Dwg € Q*(P,g).
La forma di curvatura Qg ¢ una 2-forma tensoriale di tipo (Ad, g) :
(a) RQc=AdlaH)oQg VYaeG
(b) Qc(X,Y)=0 se X oppure Y ¢ verticale.

Teorema 21.4.1. Le forma di curvatura soddisfa | 'EQUAZIONE DI STRUTTURA.
(A) Q¢ =dwg + %[wg Awgl.

DimosTrAZIONE. Basta dimostrare che
(*) Qe(X,Y) = (da)(; + %[w(; ANwgl|(X,Y)

quando X, Y € X(P) sono o campi di vettori fondamentali, oppure sollevamenti
orizzontali di campi di vettori su M.
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Distinguiamo i diversi casi.
Se X = A*, Y = B* con A, B € g sono entrambi campi di vettori fondamentali,
allora Qg(X,Y) = 0 e la (x) si riduce a

dwg(A*, BY) = A*(B) - B*(A) — wg[A*, B'] = —[A, B] = %[w A W|(A*, BY).

Siano ora X = A*con A € ge Y = Z con Z € X(M). Ancora, Qg(X,Y) =
QG(A*,Z) = 0. Poiché ora anche [wg A wgl(X,Y) = [wg A wgl(A*,Z) = 0, in
quanto wg(Z) = 0, la (+) swi riduce a:

dwg(A*,Z) = A*(0) — Z(A) — wg([A", Z]) = —wa([A*,Z]) = 0,
in quanto [A*, Z] = Ls+(Z) = 0 perché Z & invariante rispetto all’azione a destra di
G.

Infine, nel caso in cui X = Z,, Y = Z,, con Z,Z, € X(M), otteniamo 1’u-
guaglianza desiderata osservando che [wg A wcl(Z1,Z,) = 0 e Dwg(Z,,2,) =
dwg(Zy, Zy). o
Teorema 21.4.2 (identita di Bianchi). La forma di curvatura Qg di una connes-
sione principale T su P % M soddisfa :

DQg =0.

DIMOSTRAZIONE. Poiché Qg € Q*(P, g) & una 2-forma tensoriale di tipo (g, Ad),
abbiamo per il Lemma|21.7.2|e per I’equazione di struttura:

DQg = dQg + [wg A Q¢

= d(da)G + %[Q)G A a)(;]) + [wg A Q(;]
1
=5 ([dwg AN wg] = [wg A dwg]) + [we A Q¢

1
=§[a)(;/\[a)(;/\w(;]]:0

per I'identita di Jacobi. Infatti:

1
5 [we Nwe A well (X1, X2, X3) = [we (X)), [w6(X2), we(X3)]]

—[wc(X2), [wg(X1), wG(X3)]] + [we(X3), [wWG(X1), wG(X2)]] = 0.

(Osserviamo che quest’ultima uguaglianza segue anche dal fatto che DQg ¢ una 3-
forma tensoriale e [wg A [wg A wg]] si annulla sui campi di vettori orizzontali.) O

21.5. Connessioni principali e derivazione covariante

Sia P 5 M un fibrato principale con gruppo strutturale G e sia (p, V) una
rappresentazione lineare di G. Scriveremo per semplicita a - v invece che p(a)(v)
per indicare 1’azione dell’elemento a € Gsuv € V.

Mostriamo innanzi tutto come alla rappresentazione lineare (o, V) si puo far
corrispondere in modo canonico un fibrato vettoriale E, % M su M con fibra

tipica V.
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Facciamo agire a destra il gruppo G sulla varieta prodotto P X V mediante :
PxVxG>s (¢ via) — (f-a,a_l v ePxV
e definiamo E,, come il quoziente di P x V rispetto a tale azione di G:

L) ~ Em) & nE) =a&) e va=(E'E) .

(Nota che se (&) = m(&>) vi € un’unico elemento a € G, che denotiamo con fl‘]fz,
tale che & - a = &.) Indichiamo con pr : P X V — E, la proiezione nel quoziente.

Per passaggio al quoziente otteniamo un’applicazione surgettiva E, — M, che
indicheremo ancora con r:

axid

PXV —— MxV

| [

E, s M
(abbiamo indicato con pr, la proiezione sulla prima coordinata).
Si verifica facilmente che E, ha una struttura di fibrato vettoriale su M. Le
trivializzazioni locali si ottengono nel modo seguente: se o € %, (U,P) ¢ una
sezione differenziabile del fibrato principale P su un aperto U di M, ’applicazione :

UXV - pr(c(x),v) € E,
definisce una trivializzazione locale del fibrato vettoriale E, % M. In particolare,

per ogni & € P risulta definito un isomorfismo lineare :
-1
Vov— & pré,v)€E,.
Possiamo associare a una r-forma differenziale n a valori su M a valori in E,,

una forma tensoriale 7, di grado r e tipo (p, V) su P, estendendo per linearita la
corrispondenza:

s®a/—>(§_los0(7r(§)))®7r*a/, £eP,
se s€EC, (MEy)), aecQM).

Indichiamo con Q( (P, V) lo spazio delle forme tensoriali di grado r e tipo (o, V)
su P. Abbiamo:

()

Teorema 21.5.1. La (*) definisce un isomorfismo lineare
Q" (M,E) - Q(P, V). O

. .. . . . n
La differenziazione covariante V (o connessione lineare) sul fibrato E, 7 M

. . . . s < . .
definita dalla connessione principale wg su P e M ¢ descritta dal diagramma

commutativo: o
AN (M,E,) —— A™'(M,E,)

zl lz

AGR. V) —— AG'P.V)
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in cui le frecce verticali sono gli isomorfismi del Teorema21.5.1]
Proposizione 21.5.2. Valgono le formule:
V(fs)= s®df + fVs, Vfed&M), VseC;(ME),),
Vis®p)= s®dB + Vs®p Vs €€, (MEy)), VBeQ(M).
Se X € X(M) e s € €;°(M,E,), indichiamo con Vys la sezione Vs(X) di E,

(derivazione covariante di s rispetto ad X).

Lemma 21.5.3. Sia s € 6;°(M,E,) e poniamo 3(&) = &L s(n(&)) per € € P.
Otteniamo in questo modo una sezione in Q%(P, V). Sia X € X(M) e sia X = hor(X)
il suo sollevamento orizzontale su P. Allora :

Vys=X5,  cioe:  (X5)@)=¢"Vxs(n(®) VEeP. O

21.6. Forme di Christoffel

Consideriamo un fibrato principale P % M e sia E, % M il corrisponden-
te fibrato vettoriale, associato ad una rappresentazione lineare (o, V) di G. Fis-

siamo una trivializzazione {(U,,0,)} di P — M, con funzioni di transizione
G

Vap = 0';1(73 € 6, (Uy N Ug, G). Utilizziamo le notazioni introdotte nei paragrafi

precedenti. In particolare wg € Q'(P, g) & la forma di Cartan di una connessione I'
b . % *

suP ? M e poniamo : w, = o,wg € 2Uqy,9), Oup = waﬁwg e Q" (U, N Ug, 9).

Aduna f € €% (U,, V) possiamo far corrispondere la sezione oo f € €;°(Uy, E,)
definita da:

oo - f(p) = pr(o(p). f(p))  per peUs.

Per calcolare il differenziale covariante di o, - f, utilizziamo le formule del para-
grafo precedente. Poiché

Ta - f&) = p& TalmE(f((£)),
otteniamo : -
V(@0 NE) = X (pE To@ON ) .
Indichiamo con ¥, : U, X G — n~'(U,) la trivializzazione locale. Allora
¥ (00 ) (p0) = pYS(P))  V(p, ) € Uy XG.
Se poi X € X(U,), abbiamo d‘P;l(f() = X — (we(X))*. Otteniamo percio :
Vx(aa- H(p) = ¥, X)(p, &) [p(x™ ()]

= (X = @a (X)) (P, ) [
= (XH)(p) + dp(e)(@a XN f(P))

La forma dp(e) o w, ¢ la forma di Christoffel della differenziazione covariante V
nella trivializzazione (U, 0y).
Abbiamo dimostrato la seguente :
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Proposizione 21.6.1. Sia I" una connessione principale su P o M e sia wg €

QYP, g) la sua forma di Cartan. Sia {U,, 04} una trivializzazione locale del fibrato
principale P ? M e consideriamo, per ogni indice «, la forma w, = o,wg. Se

p: G — GLgr(V) e una rappresentazione lineare di G e f € €*°(U,, V), allora :
(*) V(oo - ) = e ®@df + dp(e)(wa)(f).

21.7. Connessioni lineari

Consideriamo ora il caso particolare di una connessione principale definita su
N . . . T N
una G-struttura, cio¢ quando G ¢ GL(m,R) e il fibrato principale P < M & un

sottofibrato del fibrato (M) — M dei sistemi di riferimento su M. Come abbia-
. . T . .
mo osservato, una qualsiasi connessione I" su P ? M determina univocamente

una connessione I su F(M) %, M. Possiamo dunque, nello svolgere gli argomenti

di questo paragrafo, supporre che la connessione I' sia assegnata su F(M) 5 m.
Indicheremo semplicemente con w la relativa forma di Cartan della connessione.

Una connessione lineare su M ¢ una connessione principale I' sul fibrato prin-
cipale F(M) — M dei sistemi di riferimento di M.

Indichiamo con 8 € Q'(P,R™) la forma canonica su P, definita dﬂ:
0X) =& (dn(X)  VEEP, VXp € TP,

Assegnata una connessione lineare I' su M, possiamo associare ad ogni vettore
v € R™ il campo di vettori orizzontali standard B(v) associato a v :

B()(&) = &) VéEeP.

Proposizione 21.7.1. [ campi di vettori orizzontali standard sono caratterizzati
dalle seguenti proprieta (a) e (b):

(a) 0BW) =v Yy e R™

(b) dR,(B(v)) = B(a~'(v)) ¥y € R", Ya € GL(m,R)
inoltre :

() BWw)¢) #0 VéePsev+#0.

Lemma 21.7.2. Sia assegnata una connessione lineare I su M. Se A € gl(m,R) e
v e R™ allora :

[A",B(v)] = B(A(W)).

2 ridordiamo che i punti di P sono gli isomorfismi lineari £ : R" — T,M, con n(¢) = p, al
variare di p in M.
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DmMOSTRAZIONE. Abbiamo :
d

= - E -0 dRexp(tA)(B(V))
=-——| B —tA
il (exp(=1A)(v))
=B(A(W)
perché B : R" — X(P) ¢ un’applicazione lineare e quindi commuta con la deriva-
zione. O

Indichiamo con Q € Q?(P, gl(m, R) la forma di curvatura Dw della connessione
lineare I'. Indichiamo ancora con ® la forma di torsione della curvatura I, che si
definisce come il differenziale covariante della forma fondamentale 6 :

©® = DO = df o hrt € Q*(P,R™).
Teorema 21.7.3 (equazioni di struttura). Le forme di curvatura e di torsione di una

connessione lineare y su M soddisfano le EQUAZIONI DI STRUTTURA
O=D0=d0+wAb

1
Q:Dw:dw+§[w/\a)].

DimosTtrAZIONE. La formula di struttura per la forma di torsione ¢ conseguenza
del Lemma perché 6 & una forma tensoriale di tipo (z,R™), dove 1 & la
rappresentazione canonica di GL(m, R). L’equazione per la forma di curvatura ¢
un caso particolare dell’equazione di struttura dimostrata nel Teorema21.4.1L O
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