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Parte 1

Complementi di Topologia
Generale






CAPITOLO 1

Spazi normali

L’esistenza di funzioni continue a valori reali non banali su uno spazio
topologico X & naturalmente legata alle proprieta della struttura topologi-
ca. In questo capitolo esamineremo alcuni degli assiomi di separazione e
numerabilita collegati a questo problema e le loro conseguenze.

1. Assiomi di separazione

Un intorno di A di uno spazio topologico X € un qualsiasi sottoinsieme
B di X tale che A C int B.

Definizione 1.1. Diciamo che uno spazio topologico X soddisfa 1’assioma
di separazione T; (i = 1,2,3,4) se:
(Th)  Perogniz # y € X, esiste un intorno di x in X che non contenga
Y.
In modo equivalente: Per ogni punto x € X, linsieme {z} é
chiuso in X.

(Ty)  Due qualsiasi punti distinti di X ammettono intorni disgiunti:
per ogni x # y € X, possiamo trovare un aperto U, > = e un
aperto Uy > y tali che U, N U, = 0.

(T3) Se F ¢ un chiuso di X e x un punto di X non appartenente ad
F, esiste un aperto A D F e un aperto U > x tali che ANU = ().
Questa prorieta e equivalente al fatto che: Ogni punto x di X
ha un sistema fondamentale di intorni chiusi.
(Ty)  Ogni coppia di chiusi disgiunti di X ammette una coppia di
intorni disgiunti.
Se cio¢ F, G sono due chiusi di X con F'NG = 0, allora esistono
due aperti A D F e BD G di X tali che AN B = 0.

Uno spazio topologico che soddisfi I’assioma 75 soddisfa anche 1’assioma T}
e si dice di Hausdorff o separato.

Uno spazio topologico che soddisfi gli assiomi 77 e T3 soddisfa anche
I’assioma 15 e si dice regolare.

Uno spazio topologico che soddisfi gli assiomi 77 e Ty soddisfa anche gli
assiomi Ty e T3 e si dice normale.

Esempio 1.2. Un qualsiasi insieme X che contenga almeno due punti, con
la topologia indiscreta, soddisfa T3 e T, ma non 17 e 1.

11



12 1. SPAZI NORMALI

Esempio 1.3. La topologia dell’ordine su un insieme X linearmente ordi-
nato soddisfa T5.

Siano infatti £ < y due punti distinti di X. Se esiste a € X tale che
x < a <y, allora le semirette {z € X |z < a} e {z € X |a < z} sono intorni
aperti disgiunti di x e y rispettivamente. Se non esiste nessun elemento a
per cui sia z < a < y, allora {z € X |z <y} e {z € X |z < a} sono intorni
aperti disgiunti di x ed y rispettivamente.

Esempio 1.4. Sia X un insieme che contenga almeno due punti, a un
punto di X. La topologia 7 = {0, X, {a}} rende X uno spazio T) ma
non 73. Infatti se A e B sono due chiusi disgiunti di X, uno dei due &
necessariamente vuoto. Il chiuso X \ {a} e il punto a non hanno intorni
disgiunti, in quanto X & 'unico aperto di X che contiene X \ {a}.

Esempio 1.5. Sia X lo spazio topologico ottenuto considerando sull’inter-
vallo [0,1] di R la topologia 7 che ha come prebase degli aperti la famiglia
I' formata dagli insiemi [0, b[, ]b, 1] al variare di b in ]0, 1 e dall’insieme

U={zel0,1]|z(1+n)¢N-{0} VneN}

al variare di b in ]0, 1[. Lo spazio topologico cosi ottenuto soddisfa T» ma non
Ts. La topologia che si ottiene su [0, 1] & piu fine della topologia Euclidea e
quindi € separata. Mostriamo che essa non soddisfa I’assioma 7T3: 'insieme
F={(1+n)"! n &N} e&un chiuso di ([0,1],7) che non contiene il punto
0. Ma 0 ed F non hanno intorni disgiunti: infatti gli aperti U, = [0, b[NU
di 0, al variare di b in )0, 1], formano un sistema fondamentale di intorni di
0 nella 7. Fissato b €]0, 1], possiamo trovare v € N tale che (1 +v)~! < b.
Un qualsiasi aperto contenente F' contiene un intervallo J(1 +v)~! — ¢, (1 +
v)~! + €[ per qualche € > 0 sufficientemente piccolo e quindi ha intersezione
non vuota con Uyp.

Esempio 1.6. Lo spazio vettoriale K", con la topologia di Zariski, soddisfa
T1, ma, se K contiene infiniti elementi e n > 1, non soddisfa gli assiomi 75,
T3, Ty.

Teorema 1.7. Un sottospazio di uno spazio topologico che soddisfa l’as-
sioma di separazione T; soddisfa ancora l’assioma di separazione T; se i =
1,2,3. Un sottospazio chiuso di uno spazio topologico che soddisfi l’assioma
Ty soddisfa l'assioma Ty.

DIMOSTRAZIONE. Sia Y un sottospazio topologico dello spazio topolo-
gico X.

Se X soddisfa 17, i sottoinsiemi di Y formati da un solo punto sono
chiusi in X e quindi a maggior ragione nella topologia di sottospazio di Y.
Quindi anche Y soddisfa T7.

Supponiamo che X sia di Hausdorff. Se x # y € Y, esistono due intorni
aperti disgiunti U, di z e U, di y in X. Allora U, NY e U, NY sono intorni
aperti disgiunti di x e y in Y. Quindi Y & anch’esso di Hausdorff.
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Supponiamo ora che X soddisfi T3. Siano F' un chiuso di Y e y un punto
di Y non appartenente ad F'. Per la definizione della topologia di sottospazio,
esiste un sottoinsieme chiuso A di X tale che ANY = F. Allora A & un
chiuso di X che non contiene il punto y e possiamo trovare aperti B ed U
in X tali che

ACB, yeU BnNnU-=.

Allora BNY e UNY sono intorni disgiunti di F ed y in Y.

Supponiamo infine che X soddisfi I’assioma T e che Y sia un chiuso
di X. Se Fi ed Fy sono chiusi disgiunti di Y, allora essi sono anche chiusi
disgiunti di X e vi sono quindi due aperti Ay, Ao di X tali che

FICAl, Fy C Fy, AlﬂAgzw.
Allora A1 NY e A, NY sono intorni aperti disgiunti di £} ed F5 inY. [

Osservazione 1.8. Vedremo nel seguito che un sottospazio chiuso di uno
spazio normale puo non essere un sottospazio normale.

Teorema 1.9. Ogni spazio metrizzabile é normale.

DIMOSTRAZIONE. Sia X uno spazio metrizzabile e sia d : X x X — R
una distanza che definisce la topologia di X.

Dimostriamo innanzi tutto che X & di Hausdorff: se x # y € X, le palle
aperte B(x, %d(x, y)) e B(y, %d(:ﬁ,y)) sono due intorni aperti disgiunti di x
ey.

Siano ora A e B due chiusi disgiunti di X. Poiché le funzioni X > z —
d(z,A) e Re X 52 — d(z, B) € R sono continue, i due insiemi

U={ze€ X|dz,A) <d(z,B)} e V={zxeX|dz, A >d(z,B)}
sono aperti disgiunti X, che contengono rispettivamente A e B. ([
Teorema 1.10. Ogni retratto di uno spazio di Hausdorff é chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Sia Y C X un retratto dello spazio topologico di Hau-
sdorff X. Sia p: X — Y una retrazione. Se Y = X, la tesi & banalmente
vera. Supponiamo quindi Y # X esia z € X — Y. Poiché X & di Hausdorff,
x e p(x) hanno intorni aperti disgiunti U e V. Poiché p & continua, possia-
mo trovare un intorno aperto U’ di = contenuto in U tale che p(U’) C V.
Ma questa inclusione implica in particolare che p(y) # y se y € U’, cioe
U'NY =0. Quindi X \ Y & intorno di ogni suo punto, percid aperto e Y &
chiuso. (]

Teorema 1.11. Condizione necessaria e sufficiente affinché uno spazio to-
pologico X sia di Hausdorff é che la diagonale Ax = {(z,z) |z € X} sia
chiusa nel prodotto topologico X x X.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che X sia di Hausdorff e siano = # y
due punti distinti di X. Se U,, U, sono intorni aperti disgiunti di z e y
rispettivamente, allora U, x U, € un intorno di (z,y) in X x X che non
interseca Ax. Questo dimostra che X x X \ Ay ¢ aperto in X x X.
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Supponiamo viceversa che Ax sia chiusa in X x X. Se x,y sono punti
distinti di X, allora (x,y) ¢ Ax e possiamo trovare un intorno aperto U =
Uz x Uy, con U, e Uy aperti di X, che non interseca Ay. Chiaramente U,
e Uy, sono in X intorni disgiunti di x e di y rispettivamente. O

Proposizione 1.12. Siano f,g: X — Y due applicazioni continue definite
su uno spazio topologico X e a valori in uno spazio di HausdorffY . Allora

{r e X|[f(z)=g(z)}

e chiuso in X.

DIMOSTRAZIONE. L’applicazione
(f,9): X2z = (f(z),9(x)) €Y XY

e continua. La diagonale Ay = {(y,y)|y € Y} & chiusa in Y x Y perché Y
¢ di Hausdorff e dunque la sua immagine inversa mediante (f,g) € un chiuso
di X. O

Teorema 1.13. Sia h uno degli interi 1,2,3. 1l prodotto topologico X di
una I-upla (X;);c; di spazi topologici non vuoti soddisfa l'assioma Ty, se e
soltanto se ogni spazio topologico X; soddisfa l’assioma T},.

DIMOSTRAZIONE. La condizione € necessaria perché ogni spazio X; am-
mette un’immersione topologica nel prodotto X.

Il prodotto di spazi T7 & T perché il prodotto di chiusi & un chiuso.

Supponiamo ora che tutti gli X; siano separati. Se x, y sono punti distinti
di X, vi & almeno un indice i € I per cui x; # y;. Se A, B sono intorni
aperti disgiunti di x;, y; in X;, allora 7; ' (A) e m; '(B) sono intorni aperti
disgiunti di z e y in X.

Supponiamo ora che tutti gli X; soddisfino ’assioma 73. Sia x un punto
di X. Vogliamo dimostrare che esso ammette un sistema fondamentale di
intorni chiusi. Sia U un qualsiasi intorno di z in X. Esso contiene un intorno
aperto di x della forma

(75 '(4))

JeJ
ove J C I ¢ finito e Aj, per j € J, un intorno aperto di z; in X;. Poiché X
e T3, possiamo trovare chiusi B; tali che

l’jEintBjCBj:BjCAj Vje J.
Allora
UDB=(]"(Bj) > ()7 (intB;) 3«
jeJ jeJ

e quindi B ¢ un intorno chiuso di xz contenuto in U. Cio dimostra che X
soddisfa ’assioma, T35. O

Osservazione 1.14. In generale il prodotto di spazi normali puo non essere
uno spazio normale.
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2. Funzioni di Urysohn

Lemma 2.1. Siano A e B due chiusi disgiunti di uno spazio topologico X
che soddisfa l'assioma Ty. Sia T la famiglia degli intorni aperti di A che
non intersecano B e sia A l'insieme di tutti i numeri razionali della forma
m-27" conm ed n interi e 0 < m 27" < 1. FEsiste una applicazione

¢o:A—T
tale che

o(r1) C od(re) Vri,ra €A con rp <.
DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con A,, 'insieme
Ay, ={m2™"|meN,0<m< 2"}

Osserviamo che A, C Apy1. Dimostriamo per induzione su n che & possibile
definire ¢, : A,, — I tale che

(1) ¢nlr1) C gnlre) Vri,ra € Ay con 711 <7y,

(2) ¢n+1|An =¢nsen > 0.
Sian = 0. Allora Ay = {0,1}. Definiamo ¢o(1) = X \ B. Poiché X soddisfa
Ty, A ammette un intorno chiuso F' contenuto in X — B. Possiamo porre
allora ¢o(0) = int F.

Supponiamo di aver definito ¢, per un n > 0. Definiamo allora ¢,41
sugli elementi (2m) - 27""1 = m - 27" mediante ¢,11(2m -27""1) = ¢ (m -
27™). Per ogni intero dispari 0 < 2m + 1 < 2"l dopo aver scelto un
intorno chiuso F, di ¢,(m -27") in ¢, ((m+1)-27"), poniamo ¢, 41 ((2m +
1) - 27" Y = int Fy,. La ¢,41 cosi definita soddisfa le condizioni (1) e
(2). Ottenuta la successione delle ¢,,, definiamo l'applicazione ¢ : A — T°
mediante

éla, = dn VneN.
Tale applicazione soddisfa la tesi. [l
Teorema 2.2 (Lemma di Urysohn). Siano A e B due chiusi disgiunti di

uno spazio topologico X che soddisfa l’assioma Ty. Allora esiste una funzione
continua

f: X —10,1]
tale che
f(z)=0 VzeA, flz)=1 Vzxe B.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ : A — I D'applicazione definita nel lemma
precedente. Definiamo una funzione f : X — I = [0, 1] ponendo:

_)inf{r e Afz c ¢(r)} se x€¢(l)
@) = {1 se x¢ (1),

Questa funzione vale 0 su A e 1 su B. Inoltre
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(1) (i) f7Y[0,7]) = — Ue(s) & aperto in X per ogni r € [0,1];

s€e A
s<r

(2) (i) f7H(0,7) = = Ne(s) = = Nols)
se A se A
s>r s>r

& chiuso in X per ogni r € [0, 1];

quindi f~1(Jr,1]) = X — f71([0,r]) & aperto per ogni r € [0, 1].
Poiché gli aperti della forma [0, r[ e |r, 1] formano una prebase della topologia
di I = 10,1}, ne segue che f: X — I & continua. O

Una funzione continua f : X — I = [0,1] che valga 0 su A e 1 su B si
dice una funzione di Urysohn della coppia (A, B). Abbiamo quindi il

Teorema 2.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché uno spazio to-
pologico X soddisfi I’assioma Ty é che ogni coppia di chiusi disgiunti di X
ammetta una funzione di Urysohn.

Osservazione 2.4. Sia X uno spazio topologico che soddisfa ’assioma di
separazione Ty e sia (A, B) una coppia di chiusi disgiunti di X. Se A &
ritagliabile, possiamo trovare una funzione di Urysohn della coppia (A, B)
strettamente positiva su X \ A: se infatti f : X — I & una funzione di
Urysohn della coppia (A,B) e g : X — I una funzione continua tale che
g(x) =0perz e Aeg(z)>0sex¢ A, allora la funzione

max(f,g): X 2 x = max(f(z),g(x)) €I

¢ ancora continua e gode delle proprieta desiderate.

Se A e B sono due chiusi disgiunti ed entrambi ritagliabili, allora possia-
mo trovare una funzione di Urysohn della coppia (A, B) tale che A = f~1(0)
e B = f~Y(1). Se infatti f; : X — I una funzione di Urysohn della coppia
(A,B) con A = ffl(()) e fo : X — I una funzione di Urysohn della coppia
(B, A) con f;1(0) = B, allorala f: X >z — fi(z) (1 — fa(z)) € I & una
funzione di Urysohn della coppia (A, B) con le proprieta desiderate.

Osservazione 2.5. Componendo funzioni di Urysohn con le trasformazioni
affini
R>t—at+beR

(ove a € R\ {0}, b € R) si possono ottenere funzioni continue che assumano
arbitrari valori reali @ # [ su una coppia di chiusi disgiunti (A, B) di uno
spazio topologico X che soddisfi Tjy.

La caratterizzazione di Urysohn degli spazi che godono della proprieta
di separazione T suggerisce di introdurre la seguente nozione:

Uno spazio topologico X si dice completamente regolare se per ogni
chiuso A di X ed ogni punto x ¢ A di X esiste una funzione continua
f: X — I tale che

f(z) =0, fly)=1 VyeA.
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Uno spazio topologico che sia completamente regolare e T3 si dice di Ty-
chonoff.

Teorema 2.6. Un sottospazio topologico di uno spazio normale ¢ di Tycho-

noff.

DIMOSTRAZIONE. Siano Y un sottospazio topologico di uno spazio nor-
male X, F un chiuso di Y e y un punto di Y non appartenente ad F'. Se B
¢ un chiuso di X tale che BNY = F, posto A = {y}, osserviamo che A &
chiuso in X perché X & normale e dunque in particolare 77, ed € disgiunto da
B. La restrizione a Y di una funzione di Urysohn della coppia (A, B) ci da
una funzione continua f : Y — I che vale 0 in y e 1 nei punti di F'. Questo
dimostra che Y & completamente regolare. E anche T} perché sottospazio di
uno spazio 17 e quindi di Tychonoff. O

Teorema 2.7. Un prodotto topologico di spazi completamente regolari é
completamente regolare.

DIMOSTRAZIONE. Sia X il prodotto topologico della I-upla di spazi to-
pologici completamente regolari (X;);c;. Fissato un punto x di X e un
chiuso F' di X che non lo contenga, possiamo trovare un sottoinsieme finito
J di I ed aperti A; > x; = 7m;(x) di Xj, per j € J, tali che

77 (4;) N F=0.
jeJ
Per ogni j € J sia f; : X; — I una funzione continua tale che fj(x;) =1 ed
fily) =0 per y € X; \ A;. Allora
F:Xsy—= ] film) el
jeJ

¢ una funzione continua che vale 1 in z e 0 su F. O

3. Estensione di funzioni continue

Teorema 3.1 (Teorema di estensione di Urysohn). Sia A un chiuso non
vuoto di uno spazio topologico X che soddisfa l’assioma di separazione Ty.
Per ogni funzione continua

f:A—=R
possiamo trovare una funzione continua

f: X >R
che prolunga f: tale cioé che risulti

fla=F.
Inoltre possiamo fare in modo che f(X) sia contenuto nell inviluppo convesso

di f(A).

Per dimostrare questo teorema utilizzeremo il seguente
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Lemma 3.2. Sia X uno spazio topologico Ty e F un chiuso non vuoto di
X. Sia L un numero reale positivo e

¢ F—[-L, L]

una funzione continua. FEsiste allora una funzione continua
v: X —[-L, 1]

tale che

(2) [W(x)| < L/3 VeeX

(i) [(x) — o(x)| <2L/3 Vzx e F.

DIMOSTRAZIONE. I sottoinsiemi:
A={z e F|¢(x) <—-L/3} e B={xec F|¢(x)>L/3}.

sono due chiusi disgiunti di X. Per il Lemma di Urysohn esiste una funzione
continua ¢ : X — [-L/3,L/3] che valga —L/3 su A e L/3 su B. Tale
funzione soddisfa le condizioni (7) ed (i7). O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA Supponiamo inizialmente che la fun-
zione f sia a valori nell’intervallo [—1,1]. Dico che allora possiamo trovare
una successione {g,} di funzioni continue g, : X — [—1,1], per n > 0, tale
che

) {\gn@:)r <371(2/3)"

|f(z) =25 gi(x) < (2/3)"  Vre A

La successione {gy} puo essere definita per ricorrenza: poniamo gyg = 0 e
supponiamo di aver costruito gy, ..., gn che soddisfino le (). Allora

Asa— i Zgj (/3" (2/3)"]

¢ una funzione continua e per il lemma precedente possiamo trovare una
funzione continua g,11 : X — [—(2/3)", (2/3)"] che soddisfi:
|gns1()] < (1/3)(2/3)" Va € X,

n+1
Zg] )| < (2/3)" vz e A

La serie Z}io gn converge allora uniformemente a una funzione continua
g : X — R ed abbiamo:

Zgn 1/3)

gla=

NE

(2/3)" =

<.
Il
o

e
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Consideriamo ora il caso generale. Sia J l'inviluppo convesso di f(A) in R.
Se J & un intervallo della forma [a, b] con —co < a < b < oo, ci riconduciamo
al caso precedente componendo la f con la trasformazione affine
Rat%h(t):meﬂ%.
b—a

La ho f ¢ una applicazione continua su A a valori in [-1,1]. Se g: X —
[—1, 1] & una sua estensione continua, la f = h~'og & una estensione continua
di f a valori in [a,b]. Se J ¢ un intervallo limitato, consideriamo la sua
chiusura J in R. Per le considerazioni appena svolte, possiamo supporre
J = [-1,1] e trovare un’estensione g : X — [~1,1] di f. Allora F e
g 1([~1,1] — J) sono chiusi disgiunti di X e possiamo trovare una funzione
continua y : X — I = [0,1] che valga 1 su F e 0 su g~'([-1,1] — J). La
f:X 3z — g(x)-x(z) € J ¢ allora 'estensione cercata. Infine, se .J non &
un intervallo limitato di R, ci riconduciamo ai casi precedenti componendo
f con I'omeomorfismo

R>t—

€l —1,1[.
1+ |t ] [

4. Partizione dell’unita negli spazi normali

Sia f : X — R una funzione a valori reali definita su uno spazio topolo-
gico X. Si dice supporto di f la chiusura in X dell’insieme dei punti x di X

in cui f(x) #0:

suppf = {z € X'| f(x) # 0}.
Sia I' un ricoprimento di X. Una partizione continua dell’unita su X
subordinata al ricoprimento I' € il dato di una famiglia

{¢64: X 5> R|AeT}

di applicazioni continue tali che
(1)  ¢alzr) >0 VAeT, VzelX;
(i)  {supp¢a|A € I'} & un ricoprimento localmente finito di X;
(ii1) Yo perda(z) =1 Vre X.

Lemma 4.1. Sia X uno spazio topologico che soddisfa l’assioma Ty e sia
I'={A;|i € I} un ricoprimento aperto localmente finito di X. Possiamo
allora trovare un ricoprimento aperto A = {B; |i € I} di X tale che B; C A;
per ogni i € I.
DIMOSTRAZIONE. Introduciamo su I un buon ordinamento E| <. Co-

struiremo la famiglia A per induzione transfinita, in modo che

(1) B;C A; Viel,

(2) Vjel, {B;|i<j}U{A;|j <i} e un ricoprimento aperto di X.

1cio significa che I e totalmente ordinato rispetto a < e che ogni sottoinsieme non
vuoto di I ammette minimo rispetto a <.
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Fissiamo jg € I e supponiamo di aver costruito i B; per ¢ < jg in modo che la
(1) valga per i < jo e che per ogni h € I con h < jo {B;|i < h}U{A;|h < i}
sia un ricoprimento aperto di X.

Allora
Ajo ={Bili < jo} U{Aili < jo}
& un ricoprimento aperto di X. Infatti, se x € X, allora J = {i € I'|x € A;}
e finito per I'ipotesi che I' fosse un ricoprimento localmente finito. Se qualche
i €J e > jo, allora Aj; contiene un aperto A; che contiene . Altrimenti,
indichiamo con j’ il pilt grande elemento di J. Poiché per I'ipotesi induttiva

{Bili<j}u{dilj’ <i}

¢ un ricoprimento aperto di X, x € B; per qualche ¢ < j' < jy e dunque
appartiene a un B; € Aj,.
Consideriamo ora l’insieme

F=x\({JBjul 4
J<jo Jo<j
Esso ¢ un chiuso contenuto in Aj, in quanto Aj; ¢ un ricoprimento di X.
Essendo X uno spazio Ty, il chiuso F' ha un intorno chiuso G contenuto in
Aj,. Posto Bj, = int G, chiaramente

{Bili < joyU{Ai]jo < i}

¢ un ricoprimento aperto di X e vale la (1) per j < jo.

Per induzione transfinita otteniamo quindi una famiglia A = {B; |i € I}
tale che valgano le (1), (2). Chiaramente A ¢ un ricoprimento aperto di X:
se x € X e j ¢ il minimo indice in I tale che x ¢ A;, la (2) ci dice che x € B;
per qualche ¢ < j.

La dimostrazione ¢ completa. ([

Teorema 4.2. Sia I' un ricoprimento aperto localmente finito di uno spa-
zio topologico X che soddisfi l'assioma di separazione Ty. Allora esisteuna
partizione continua dell’unita subordinata a I.

DIMOSTRAZIONE. SiaI' = {4;|i € I'}. Utilizzando il lemma precedente,
otteniamo due ricoprimenti aperti B = {B; |l € I} ¢ D = {D;|i € I} tali
che

D;,CB;CB,CA; Viel.
Per ogni i € I sia 9; : X — I una funzione continua tale che
1 per z€D;
bj(@) = '
0 per ze€X\B;.

La somma

V(@) = dilx)

el
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¢ localmente finita e quindi definisce una funzione continua su X. Inoltre
¥(x) > 1 per ogni z € X. Ponendo quindi

¢i(z) = i(x)/p(x) VeeX, Viel
otteniamo la partizione dell’unita continua cercata. O

Osservazione 4.3. Nel caso in cui il ricoprimento aperto I' sia numerabile
o finito, possiamo dimostrare il teorema sull’esistenza di partizioni conti-
nue dell’unita subordinate a I' facendo uso del solo assioma di induzione di
Peano.

5. Funzioni semicontinue e spazi normali
Indichiamo con R la retta reale estesa:
R=RU{—00, +o0}

con la relazione d’ordine usuale.
Una funzione

f: X =R

definita su uno spazio topologico X si dice

semicontinua superiormente se {x € X | f(z) < a} & aperto in X per ogni
a € R;

semicontinua inferiormente se {x € X | f(x) > a} & aperto in X per ogni
a € R.

Osservazione 5.1. In modo equivalente: f : X — R & semicontinua
superiormente se {z € X |f(z) > a} ¢ chiuso in X per ogni a € R;

¢ semicontinua inferiormente se {z € X |f(z) < a} & chiuso in X per
ogni a € R.

Osservazione 5.2. Una funzione f : X — R per cuila X 5 2 — f(z) €
R sia contemporaneamente semicontinua superiormente e inferiormente &
continua. [

Indichiamo con SCS(X) (risp. SCI(X)) I'insieme delle funzioni semicon-
tinue superiormente tali che f(X) C [—o0, +00][ (risp. inferiormente tali che
f(X) C] — 00, 400]) sullo spazio topologico X.

Indichiamo con C(X) I'insieme di tutte le funzioni continue a valori reali
sullo spazio topologico X.

Per 'osservazione precedente,

SCS(X) N SCI(X) = C(X).
’In questo paragrafo, per semplificare le notazioni, non faremo distinzione tra una

funzione f a valori in un sottoinsieme A di R e la funzione a valori in R che si ottiene
componendola con l'inclusione A — R.
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Esempio 5.3. Sia X un insieme e A un sottoinsieme di X. Si dice funzione
caratteristica dell’insieme A la funzione x4 : X — I C R definita da:

(z) = lsexec A
XAl = Osex ¢ A.

Se X e uno spazio topologico, la funzione caratteristica y 4 € semicontinua su-
periormente se e soltanto se I'insieme A & chiuso, semicontinua inferiormente
se e soltanto se I'insieme A & aperto.

Infatti: se x4 € semicontinua superiormente,

A={z e X|xa(z) =21}
¢ un chiuso. Viceversa, se A & un chiuso, x4 ¢ semicontinua superiormente
perché:
Xsea<0
{reX|xalr)>a} =< Asel0<a<l1
Dsea>1
€ chiuso per ogni a € R.
Se x4 € semicontinua inferiormente, allora
A={z € X|xalx) >0}
¢ un aperto. Viceversa, se A ¢ aperto:

Xsea<0
{reX|xalz)>a}=< Ase0<a<1
Bsea>1

e aperto per ogni a € R e quindi x4 € semicontinua inferiormente.

Lemma 5.4. Siano f,g € SCS(X) e A€ R, A > 0. Allora
(1) f+ g€ SCS(X),
(2) Af € SCS(X),
(3) max{f, g} € SCS(X)
(4) —f € SCI(X).
Analogamente: Siano f,g € SCI(X) e A € R, A > 0. Allora
(1) f+ g€ SCIX),
(2") Af € SCI(X),
(3") min{f, g} € SCI(X)
(4") —f € SCS(X).
DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo la (1). Siano f,¢g € SCS(X). La fun-

zione f +¢g : X — R & a valori in [~0o0,+oo[. Inoltre, per ogni a €
R,

{reX|f@)+g@)<a}= |J (reX|fl@)<sin{zeX|g(x)<t})

s+t<a

¢ aperto perché unione di aperti.



5. FUNZIONI SEMICONTINUE E SPAZI NORMALI 23

La verifica della (2) e della (4) sono immediate.
Mostriamo che max{f,g} € SCS(X) se f,g € SCS(X). Intanto

—o0 < max{f,g}(z) < oo per ogni x € X
perché —oo < f(x), g(x) < +00. Se poi a & un qualsiasi numero reale,
fr e X | max{f,g}(z) < a} = {z € X | f(z) < a} " {x € X | g() < a}

¢ aperto perché intersezione di due aperti.
Le affermazioni relative a SCI(X) si verificani in modo analogo. O

Lemma 5.5. Sia A un sottoinsieme di R e ¢ : A — R una funzione non
decrescente.

Se ¢ € SCS(A), f€SCS(X) e f(X)C A, allora ¢po f € SCS(X).

Se ¢ € SCI(A), f € SCI(X) e f(X) C A, allora ¢ o f € SCI(X).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f € SCS(X). Per ogni a € R, conside-

riamo l'insieme:
E, = U {x e X| f(x) <t}
#(t)<a
Esso & aperto perché unione di aperti e
E,C{rzeX|¢o f(z)<a}
perché ¢ e non decrescente.

Per dimostrare che ¢ o f € SCS(X), mostriamo che questi due insiemi
coincidono. Sia xg € X tale che ¢ o f(x¢) < a. Posto f(zp) = s, abbiamo
¢(s) < a e, poiché abbiamo supposto la ¢ semicontinua superiormente,
possiamo trovare un € > 0 tale che ¢(t) < ase s —e < t < s+ €. Allora
ro € {r € X|f(x) <s+ §} C By Questo dimostra che

{xreX|pof(x)<a} CE,
e quindi i due insiemi coincidono.
La dimostrazione dell’enunciato che riguarda le funzioni semicontinue

inferiormente ¢ analoga. ([

Teorema 5.6. Sia {f;|i € I} una qualsiasi famiglia di funzioni di SC'S(X).
Allora la -
f:XBx%in?fi(x)ER
(S
¢ ancora una funzione semicontinua superiormente della classe SCS(X). Sia
{fili € I} una qualsiasi famiglia di funzioni di SCI(X). Allora la
f: X >z —supfi(zr) €R
iel
é ancora una funzione semicontinua inferiormente della classe SCI(X).
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo {f; |i € I} C SCS(X)e f(z) = infies fi(x)
per ogni x € X. Fissato un qualsiasi numero reale a I'insieme:

{zeX|flx)<a}=|J{reX|filx) <a}

il
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¢ aperto perché unione di aperti. Quindi la f ¢ semicontinua inferiormente
e chiaramente ¢ a valori in [—oo, +00[ se tutte le f; sono a valori in tale
insieme.

La dimostrazione della seconda parte del teorema & del tutto analoga.

O

Lemma 5.7. Siano {f,} e {gn} due successioni di funzioni continue a valori
in I, definite su uno spazio topologico X. Supponiamo che inf, f, = f <
g = sup,, gn- Possiamo allora trovare una funzione continua h : X — 1 tale
che f < h<y.

DIMOSTRAZIONE. Sostituendo a f,, la funzione continua min{ fo, ...., fn}
e a gy, la funzione continua max {go, ..., gn } possiamo supporre che f,, > fn41
€ gn < gnt1 per ognin € N,

Definiamo ora due successioni di funzioni continue {c, } e {5, } ponendo

g = 0
ay, = max;j<, min{f;,g;} sen >0

Bo=1

Bn = max{an—h fn} sen > 0.

Le funzioni

hi: X 3z —=supay(z) €1,

he : X 3 x — inf B, (x) € 1,

sono la prima semicontinua inferiormente e la seconda semicontinua supe-
riormente su X. Inoltre «a,, < g, € B > f, per ogni n ci dicono che h; < g
e hy > f.

Vogliamo dimostrare che hy = hg = h: la h risultera continua e soddi-
sfera la tesi del lemma.

Sia R 3 ¢t < hy(x) per un punto € X. Poiché la successione delle a,
¢ non decrescente, possiamo trovare un intero v > 1 tale che «a,(x) > t per
ogni n > v. In particolare, per un indice p con 1 < pp < v abbiamo f,(x) >t
e gu(x) > t. Quindi

fi(@) > fo(z) > ... > fu(z) >t < au(zr) < app(z) <.

e quindi anche (3, (x) > t per ogni n. Cio dimostra che hy < hg.

Sia ora ¢t un numero reale con t > hy(z). Scegliamo un altro nume-
ro reale s tale che hi(z) < s < t. Allora ay,(z) < s per ogni n e quindi
min{ f,,(x), gn(x)} < s per ogni n. Se fosse f,(z) > ¢ per ogni n, avremmo
gn(x) < s per ogni n e dunque g(x) < s <t < f(z) ci darebbe una contrad-
dizione. Deve quindi essere f,(x) < t per qualche intero positivo v e dunque
Bu(x) < t. Allora ha(z) < t. Ne segue che ¢ anche hy < hy e dunque le due
funzioni sono uguali. La dimostrazione ¢ completa. O
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Lemma 5.8. Sia X wuno spazio topologico Ty e siano f € SCS(X), g €
SCI(X) due funzioni tali che

0< flz)<g(z) <1 VeeX.
Esiste allora una funzione continua h : X — R tale che
flx) <h(z) <g(x) VrelX.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni coppia di interi positivi m,ncon1 <m <n
sia ¢nm : X — [2,1] C R una funzione continua che valga * sul chiu-
so {z € X|g(z) < 2} e 1 sul chiuso {z € X |f(z) > 2}. Abbiamo
Onm(z) > f(x) su X. Per ogni intero positivo n consideriamo allora la
funzione continua

X i R.
bn >z min Pnm(T) €
Abbiamo allora ¢,(z) > f(z) su X e inoltre ¢,(z) < ™H se g(z) < 2.
Posto

fo(z) = inf ¢, (x) per x € X,
n
otteniamo una funzione semicontinua superiormente tale che
f(z) < folz) < g(x) VrelX.

Applicando lo stesso ragionamento alle funzioni z — 1 — g(z) e 1 — fo(x),
che sono la prima semicontinua superiormente e la seconda semicontinua
inferiormente, possiamo trovare una successione {1} di funzioni continue
¥y, X — I tali che, posto Gy = inf,, ¢y, risulti 1 —g(z) < Go(x) < 1— fo(x)
per ogni z € X. Allora go(z) = 1 — Go(z) € l'estremo superiore di una
successione di funzioni continue e risulta

f(z) < fo(z) < go(z) < g(x) VrelX.

Per il lemma precedente possiamo trovare una funzione continua h : X — I
tale che fo(x) < h(x) < go(x) per ogni z € X. Tale funzione h soddisfa la
tesi. [l

Osservazione 5.9. La proprieta espressa dal Lemma 77 caratterizza gli
spazi topologici Ty. Siano infatti A e B due chiusi disgiunti dello spazio
topologico X. Dette x4 e xp le loro funzioni caratteristiche, le funzioni 1 —
XA € Xp sono la prima semicontinua inferiormente, la seconda semicontinua
superiormente e

xB(x) <1—xa(z) VrelX.
Una funzione continua h : X — I tale che
xB(x) < h(z) <1—xa(x) VeeX

¢ una funzione di Urysohn della coppia (A, B).
Quindi, uno spazio topologico X per cui valga I'enunciato del Lemma
77 soddisfa necessariamente 1’assioma di separazione Tjy.
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Teorema 5.10 (Teorema di interpolazione). Sia X wuno spazio topologico
Ty ed f € SCS(X), g € SCI(X) due funzioni tali che

—o0 < f(z) < g(x) < 400 Vre X.
Esiste allora una funzione h : X — R continua tale che
flx) <h(z) <g(x) VrelX.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione « : R — I definita da:

1 t
t)y==-4+-—"— VteR.
o) =3+ 19y
Essa definisce un omeomorfismo crescente di R sull’intervallo aperto int I =
10, 1], che ha inversa

25—1
—per0<s < 1/2
B(s) ={ ¥

42&:; per 1/2 <s < 1.

Consideriamo la funzione a o f. Essa € ancora semicontinua superiormen-
te perché composta di una funzione semicontinua superiormente e di una
funzione continua e crescente.

Analogamente aog & ancora semicontinua inferiormente perché composta
di una funzione semicontinua inferiormente e di una funzione continua e
crescente.

Per il lemma precedente possiamo trovare una funzione continua A :
X — I tale che

ao f(z) < ANz) <aog(x) VrelX.
La funzione continua h = o X soddisfa allora le condizioni del teorema. [J

Teorema 5.11. Sia X uno spazio normale. Allora

(1) Ogni f € SCS(X) limitata superiormente é estremo inferiore di
una famiglia di funzioni continue.

(2) Ogni f € SCI(X) limitata inferiormente é estremo superiore di una
famiglia di funzioni continue.

DIMOSTRAZIONE. Sia f € SCS(X) e supponiamo che f(z) < ¢su X per
una costante ¢ € R. Supponiamo vi sia un punto zp € X in cui f(xg) < c.
Fissato un qualsiasi numero reale s con f(z¢) < s < ¢, la funzione

_ Jssex =g
vl = {CSG:L’EX\{$0}

¢ semicontinua inferiormente perché X \ {zg} € aperto in quanto abbiamo
supposto che X soddisfi ’assioma 737. Per il teorema di interpolazione,
possiamo trovare una funzione continua h : X — R tale che

max{f(z),s} < h(z) <¢Y(x) VreX.
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Da questa osservazione segue che, detto F l'insieme di tutte le funzioni
continue h : X — R tali che h > f, abbiamo

f(z) = inf{h(x)|h € F}.

La dimostrazione della (2) ¢ analoga. O

6. Assiomi di numerabilita e di separabilita

Uno spazio topologico X si dice separabile se contiene un sottoinsieme
D denso e numerabile.

Esempio 6.1. La retta reale R con la topologia euclidea e separabile, in
quanto I'insieme Q dei numeri razionali ¢ denso in R e numerabile.

Definizione 6.2. Diciamo che uno spazio topologico X soddisfa al primo as-
sioma di numerabilita se ogni punto di X ammette un sistema fondamentale
di intorni numerabile.

Diciamo che uno spazio topologico X soddisfa al secondo assioma di
numerabilita o che ¢ a base numerabile se ammette una base numerabile di
aperti.

Teorema 6.3. Uno spazio topologico X che soddisfa il secondo assioma di
numerabilita soddisfa anche al primo ed é separabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia B = {A,, |n € N} una base numerabile degli aperti
della topologia 7x di X. Fissato un punto z di X, la famiglia {4, € B|z €
Ay} € una base numerabile di intorni di x in X.

Per ogni n appartenente all’insieme N’ dei numeri naturali per cui 4,, #
0, scegliamo un elemento z, € A,. Allora D = {z, |n € N'} & un sottoin-
sieme denso e numerabile di X. (]

Teorema 6.4. Uno spazio topologico metrizzabile soddisfa al primo assio-
ma di numerabilita. Esso soddisfa al secondo assioma di numerabilita se e
soltanto se ¢ separabile.

DiMOSTRAZIONE. Sia X uno spazio topologico metrizzabile e d una di-
stanza su X che ne definisca la topologia. Per ogni x € X le palle aperte
By(x,27™) di X per la distanza d formano un sistema fondamentale di intorni
numerabile di X.

Abbiamo gia osservato che se X soddisfa al secondo assioma di nume-
rabilita allora e separabile. Supponiamo ora viceversa che X sia separabile.
Sia D = {z,|n € N} un sottoinsieme denso e numerabile di X. Dico che
allora

B ={Bg(xn,27™)|m,n € N}
¢ una base numerabile di X. Sia infatti A un aperto di X e x € A. Possiamo
allora trovare un € > 0 tale che By(x,€) C A. Scegliamo un intero positivo
m tale che 27 < €/2. Poiché D ¢ denso in X, esiste z, € D tale che
d(xz,z,) < 27™. Allora x € Bg(zy,27™) C A. Quindi ogni punto di un
aperto A & contenuto in un elemento di B contenuto in A. Questo dimostra
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che B ¢ una base di X. Chiaramente la base B che abbiamo ottenuto &
numerabile. O

Si verifica facilmente la:

Proposizione 6.5. Un sottospazio di uno spazio topologico che soddisfi al
primo (risp. al secondo) assioma di numerabilita soddisfa anch’esso al primo
(risp. al secondo) assioma di numerabilita.

Esempio 6.6. Un sottospazio di uno spazio topologico separabile non e
necessariamente separabile. Sia X = (R, 7) ove 7 ¢ la topologia che ha come
base degli aperti gli intervalli chiusi a sinistra e aperti a destra della forma
[a, b] con a < b. Lo spazio topologico prodotto X x X & separabile, in quanto
Q x @ ne & un sottoinsieme denso e numerabile. D’altra parte la topologia
indotta sul sottospazio Y = {(z, —x) | x € R} ¢& la topologia discreta e quindi
Y non é separabile con la topologia di sottospazio.

Teorema 6.7. Sia X, con topologia T, il prodotto topologico di una I-upla

(Xi);er di spazi topologici, ciascuno dei quali contenga almeno due punti.
Allora

(1) X soddisfa al primo assioma di numerabilita se ogni X; soddisfa al
primo assioma di numerabilita e I ¢ finito o numerabile.

(2) X soddisfa al secondo assioma di numerabilita se ogni X; soddisfa
al secondo assioma di numerabilita e I € finito o numerabile.

(3) X ¢ separabile se e ogni X; é separabile e I ha al pit la potenza del
continuo.

DIMOSTRAZIONE. (1) Sia z € X e per ogni ¢ € [ sia U; un sistema
fondamentale numerabile di intorni di x; = m;(z) in X;. Allora

U= {Niesr; "(U;)|J CT efinito e U; €U}

€ un sistema fondamentale di intorni numerabile di z.
(2) Per ogni i € I sia B; una base numerabile di X;. Allora

B:{ﬂiejﬁ;l(Ai)|JCI ¢ finito e AZEBz}

€ una base numerabile di 7.

(3) Se I ha al piu la potenza del continuo, possiamo supporre che I C
[0,1[C R. Indichiamo con A linsieme di tutte le partizioni finite di [0, 1] in
intervalli chiusi a sinistra e aperti a destra con estremi razionali. L’insieme
A & numerabile. Per ogni indice i € I sia D; = {zip}nen un sottoinsieme
numerabile e denso di X;. Consideriamo il sottoinsieme di X:

DI{%EX’H{El,...,Ek} eAN, niy...,n.€eN
tali che m(x) =xip, sei € EsNI 1<s <k}
L’insieme D ¢ numerabile. Esso € denso in X. Se infatti J € un sottoinsieme

finito di I e, per ogni j € J, A; un aperto di X, possiamo trovare una
partizione { E1, ..., Ex} € A tale che ciascun insieme della partizione contenga
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al pit un elemento j di J. Per ogni j € J l'aperto A; di X; contiene un
elemento Tjn,; di D;. Allora I'elemento x di D definito da

{xhnj seh,j € Es per qualche 1<s<k
Ty =

Tpo altrimenti
appartiene a ﬂjeJWj_l(Aj). O

Teorema 6.8. Ogni spazio topologico che soddisfi l’assioma T3 e sia a base
numerabile soddisfa anche l’assioma Ty.

DIMOSTRAZIONE. Sia B una base numerabile di aperti di uno spazio
topologico X, che soddisfi anche ’assioma di separazione T5. Siano A e B
due chiusi disgiunti di X. Per ogni punto z € A esiste un intorno aperto
U, € B di z tale che U, N B = {) e per ogni y € B un intorno aperto V, € B
di y tale che Vy N A = (. Poiché B ¢ numerabile, possiamo trovare due
successioni {x,} C A e {y,} C B tali che

{Up|z e A} = {U,, |neN}, ={V,|lye B} ={V,,|neN}

Poniamo Uy, = U, e V,, = V,,,. Allora {U,} e {V,} sono due ricoprimenti
aperti di A e B rispettivamente che sono numerabili e hanno la proprieta:

U,NB=0, V,NA=0 YneN.

Poniamo
Uy = Uy
n—1
U, =U\ | JV;
j=1
Ve =vu\JT;
=0
Allora

[e.9]
U= U U, & un aperto contenente A
7=0

(e 9]
V= U V! & un aperto contenente B.
j=0

Dico che i due aperti U e V sono disgiunti. Se infatti fosse © € U NV,
avremmo x € U], NV, per due interi m,n > 0. Non pud essere n < m
perché in questo caso U}, NV, C U, N (Vy, \ Uyp) = 0, né n > m in quanto
in questo caso U/ NV, C (U, \ Vin) NV, = 0. Quindi UNV = 0. La

dimostrazione ¢ completa. O
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7. Un teorema di immersione e metrizzabilita

Teorema 7.1. Ogni spazio regolare a base numerabile ammette un’immer-
stone topologica in ls.

DIiMOSTRAZIONE. Sia X uno spazio topologico regolare a base numera-
bile e sia B una base numerabile degli aperti di X. Sia

A={UV)|UVeB, UcV}.

L’insieme A & numerabile e possiamo quindi trovare una applicazione sur-
gettiva
N>n— (U, V) € A.

Per il Teorema [Bl? X & uno spazio normale. Per ogni n € N esiste quin-
di una funzione di Urysohn f, della coppia (U,,X — V;,). Consideriamo
I’applicazione

f: X2z = (27" fn(2))nen € Lo
L’applicazione f & iniettiva: se & # y sono due punti distinti di X, possiamo
trovare una coppia di aperti A, B € B talichex € AC A C B ¥ y e quindi
un indice n € N tale che z € Up, ey & V,,. Allora fp(x) =0, fo(y) =1e
dunque f(z) # f(y).

Dimostriamo che f € continua: fissiamo zg € X ed € > 0. Possiamo
scegliere m € N sufficientemente grande, in modo che

o0
Yo o<
n=m+1
Poiché ciascuna delle funzioni f,, & continua, possiamo poi trovare un intorno
aperto W di zg tale che
‘fn(x)_fn(w())‘ <6/2 pern:oa“'am-
Allora

1f () = fl@o)* =D 27" ful@) = fulwo)[?
n=0

m oo
< (2/4) 22727‘ + Z 272 < 2
n=0

n=m-+1

Yy e W.

Sia ora g : f(X) — X la funzione inversa dell’abbreviazione f\g((X) X —
f(X). Stayy = f(zo) € f(X) esia W un intorno di zp in X. Possiamo allora
trovare una coppia (U, V,) € Aconz € U, CV,, CW. Sey € B(y0,27™)N
7(X) = {£@) | 17(z) — ol < 27} avremo in particolare | fu(z) — fn(z0)| =
fn(x) <1 e quindi z € V,, € W. Questo dimostra che anche g & continua e
quindi f € un’immersione topologica. O
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Poiché un sottospazio di uno spazio metrizzabile ¢ metrizzabile, abbiamo
ottenuto il

Teorema 7.2. Uno spazio topologico a base numerabile é metrizzabile se e
soltanto se ¢ regolare.






CAPITOLO 2
Spazi di Baire

1. Definizione ed esempi di spazi di Baire

Sia X uno spazio topologico. Ricordiamo che un sottoinsieme D di X
si dice denso in X se la sua chiusura D ¢ uguale a X, ovvero se ogni aperto
non vuoto di X contiene punti di D.

Viceversa, chiamiamo raro o da nessuna parte denso un sottoinsieme A
di X la cui chiusura non abbia punti interni, tale cioe che risulti

(1.1) int(A) = 0.

Definizione 1.1. Uno spazio topologico X si dice di Baire se l'interse-
zione di una sua qualsiasi famiglia numerabile di aperti densi & ancora un
sottoinsieme denso.

Osservazione 1.2. Un’intersezione finita di aperti densi & ancora un aperto
denso. Seinfatti Ay, ..., A, sono aperti densi di X ed U & un qualsiasi aperto
non vuoto di X, allora AgNU # () perché Ag ¢ denso in X . Sia m il piu grande
intero non negativo e minore o uguale ad n per cui U,, = U N ﬂ;-nzo A; #0.
U,, e aperto perché intersezione finita di aperti. Quindi, se fosse m <
n, avremmo U,, N Apy1 # 0 perché A, 11 ¢ denso in X. Ma questo ci
darebbe una contraddizione perché U,, N A, 11 =UN ﬂ;”;gl Aj=Uns1 #0
contraddirebbe la nostra scelta di m.

Per caratterizzare e studiare gli spazi di Baire ¢ utile introdurre il con-
cetto di categoria topologica.

Definizione 1.3. Un sottoinsieme A di X si dice di prima categoria se &
unione numerabile di insiemi rari.
Un sottoinsieme di X che non sia di prima si dice di seconda categoria.

Osservazione 1.4. Un’unione numerabile d’insiemi di prima categoria & di
prima categoria.

Lemma 1.5. Sia X uno spazio topologico. Sono equivalenti:

(1) X é di Baire.

(2) Se {Fy,|n € N} ¢éuna famiglia numerabile di chiusi e F = J;2  F,
¢ tale che int F # 0, allora esiste v € N tale che int F,, # ().

(3) Gli insiemi di prima categoria hanno parte interna vuota.

(4) Ogni aperto non vuoto di X é di seconda categoria.

(5) 1l complementare in ogni aperto non vuoto di X di un sottoinsieme
di prima categoria di X e di seconda categoria.

33
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DIMOSTRAZIONE. (1) = (2).  Supponiamo che X sia uno spazio di
Baire e sia { F}, } una qualsiasi successione di chiusi ciascuno con parte interna
vuota. Allora A, = CF,, ¢ per ogni n un aperto denso di X. Quindi:

D= ﬁoAn:EGOFn

¢ denso in X. Se U fosse un aperto non vuoto contenuto in | J;- , F,, sarebbe
DN U = (), ma questo non & possibile perché D ¢ denso in X.

(2) = (3). Se A ¢ un insieme di prima categoria, allora A = |J;7 ; Ay,

per una successione di insiemi {A,} con int(4,) = 0. Per la (2) abbiamo
int (Up” An) = 0, e quindi a maggior ragione int(A) = 0.

(3) = 4). Per la (3) nessun aperto non vuoto puo essere di prima
categoria.

(4) = (5). E ovvia, perché P'unione di due insiemi di prima categoria & di
prima categoria.

(5) = (1).  Supponiamo valga (5). Sia {A,} una successione di aperti
densi di X. Vogliamo dimostrare che D = (>° A, & denso in X. Per
n, linsieme F,, = CA, & un chiuso con parte interna vuota. Quindi F =
UoZ F ¢ di prima categoria in X e CF = D. Quindi, per la (5), per ogni
aperto non vuoto U di X il complemento U NCF di F in U & di seconda
categoria e in particolare non vuoto. Poiché U NCF = U N D, otteniamo la
tesi. O

Da (4) segue subito che:

Corollario 1.6. Ogni sottospazio aperto di uno spazio di Baire € uno spazio
di Baire.

Teorema 1.7. Ogni spazio di Hausdorff localmente compatto é di Baire.

DIMOSTRAZIONE. Sia X = (X, 7x) uno spazio di Hausdorff localmente
compatto. Sia {A,} una famiglia numerabile di aperti densi di X e sia
D = N2y An. Per I'Osservazione possiamo supporre che A,+1 C A,
per ogni n > 0.

Vogliamo dimostrare che per ogni aperto non vuoto U di X interseca D.
A questo scopo, costruiamo induttivamente una successione {B,,} di aperti
non vuoti tali che

B, ¢ compatto Vn €N,
(%) B,CU VneN,

Bn+1 Cc BN An+1 Vn € N.

Infatti, poiché X ¢ localmente compatto, un punto zg di U N Ay # () ha un
intorno aperto non vuoto By con chiusura compatta contenuta in U N Ayp.
Supponiamo di aver costruito By, ..., By, in modo che le siano soddisfatte
per n < m. Allora B, N A,,+1 ¢ un aperto non vuoto, e bastera scegliere un
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intorno aperto B),+1 di un suo punto x,,+1 con chiusura compatta contenuta
in By, N Apt1, perché le siano soddisfatte per ogni n < m.

La famiglia {B,,} ¢ una famiglia di sottoinsiemi chiusi del compatto By
che gode della proprietd dell’intersezione finita. Quindi 0 # ("2, B, C
D NU e la tesi ¢ dimostrata. O

Teorema 1.8. Ogni spazio metrico completo € uno spazio di Baire.

DIMOSTRAZIONE. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia { 4,,} una
successione di aperti densi di X. Per I’Osservazione [1.2], possiamo supporre
che A,+1 C A, per ogni n > 0. Fissiamo un aperto non vuoto U di X.
Costruiamo per ricorrenza una successione {B,} di palle aperte di X tali
che

B, CcU VYneN,
() B, = B(xp,m,) con z,€X e 0<r,<2™™ VneN

Bniy1 CBy,NA,1 VneN
A questo scopo osserviamo che AgNU € un aperto non vuoto e quindi, fissati
ro € AgNU e 0<rg <min{1,d(:zo,[:(A0ﬁU))}

e posto By = B(xg,70) abbiamo By C AgNU. Supponiamo di aver costruito,
per n > 0, le palle By, ..., B,, in modo che valgano le (x) per n < m. Fissato
un punto Z,,a1 di By, N A1 C U, possiamo trovare 0 < 11 < 9~ (m+1)
tale che, posto Byi1 = B(Tma1, Tma1) tisulti By, 1 C Aps1 N By,. Allora
le (%) sono verificare per n < m.

Ottenuta cosi una successione che verifica le (x), la successione {z,}
dei centri delle palle B, ¢ una successione di Cauchy. Il suo limite zo,
appartiene a B, per ogni n € N e quindi ad A, N U per ogni n. Dunque
Too € DNU # 0. O

2. Alcuni teoremi sulle funzioni reali continue e semicontinue
Dimostriamo in questo paragrafo alcuni teoremi sulle funzioni reali.

2.1. Punti di continuita di un limite puntuale di funzioni con-
tinue.

Teorema 2.1 (Baire). Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico e sia {fn} una
successione di funzioni continue a valori reali definite su X. Supponiamo
che per ogni x € X esista il limite della successione {f,(x)} C R. Allora
linsieme dei punti x € X in cui la funzione

f:X3z— lim fo(z) eR
n—oo
non € continua e di prima categoria in X.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni intero positivo n ed ogni numero reale € > 0
poniamo

Po(e) = {z € X[[f(x) = fa(z)] < €}
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Poniamo
oo

G(e) = | int Py(e).
n=0

Dimostriamo che
oo
y=[)G2™"
n=0

e il sottoinsieme dei punti di X in cui f € continua. Supponiamo infatti che
f sia continua in zg € X. Fissato € > 0, possiamo trovare un indice v € N
tale che

| fu(zo) — f(z0)| < €/3 ¥n >w.

Poiché sia f che f, sono continue in g, esiste un intorno aperto U di x¢ in
X tale che

If(z) — f(zo)| < €/3 e |fu(z)— fo(z0)| <e€/3 VzeU.
Allora

[fo(@)=f(@)] < |fo(x)=fu(@o)[+]fo(x0) = f (z0)[+|f(x0)—f(x)] <€ Vzel.

Cio dimostra che A C P,(¢) e quindi zg € int P,(e) C G(€). Poiché ¢ > 0 ¢
arbitrario, ne segue che zg € Y.

Sia viceversa z¢g € Y. Fissiamo ¢ > 0. Poiché zyp € G(¢/3), avremo
xo € int P,(e/3) per qualche indice n € N. Esistera dunque un intorno
aperto U di z¢ in cui

|fu(x) — f(2)| <€/3 VaeU.

Poiché n ¢ continua in x ossiamo trovare un intorno aperto 1)/ di zg, che
0 0
possiamo supporre contenuto in Z), in cui risulti

‘fn(zv) - fn(mO)‘ < E/3'
Avremo allora:
|f(@)=f(@o)| < 1f (@)= ful@) |+ fu(@) = falzo) [+ fulzo)— f(w0)| <€ Vo e U’

e cio dimostra la continuita di f in xg.
Poniamo ora, per ogni intero non negativo n e ogni numero reale € > 0:

Fo(e) ={z € X[[fn(z) — fm(2)] <€ Vm =nj.

Per la continuita delle f,, questi insiemi sono chiusi. Inoltre, per la conver-
genza puntuale della successione {f,}, abbiamo

X = Fulo).
n=0

Inoltre risulta
Fy(e) C Pale),
quindi
int F,(e) C int Py (€),
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e dunque
L(e) = U int F,(e) C G(e).
n=0
Ma per il complementare di L(e) abbiamo allora
CL(e) = | (Fu(e) N Clint(Fre))],
n=0

unione numerabile di chiusi con parte interna vuota. Quindi CL(¢) & di prima
categoria e lo & anche, a maggior ragione, CG(¢). Quindi I'insieme

Cy = fj Cae™),
n=0

dei punti in cui f e discontinua, ¢ di prima categoria. ([

2.2. Funzioni semicontinue. Ricordiamo che una funzione reale f,
definita su uno spazio topologico X, & semicontinua inferiormente se, per
ogni numero reale ¢, 'insieme

{reX | f(z)<ch
¢ chiuso in X.

Teorema 2.2. Sia X uno spazio di Baire ed f : X — R una funzione
semicontinua inferiormente. Allora ogni aperto non vuoto U di X contiene
un aperto non vuoto V' su cui f é limitata superiormente.

DiMOSTRAZIONE. Ogni aperto U di X e uno spazio di Baire. Poniamo,
per ogni intero non negativo n:

F,={xecU]| fu(z) <n}.

Tali insiemi sono chiusi in U perché f & semicontinua inferiormente e

oo

UFr.=U

n=0
perché la f e a valori reali. Possiamo quindi trovare v € N tale che V =
int F, # (. O

Lemma 2.3. Sia (X, d) uno spazio metrico compatto ed f : X — R una fun-
zione semicontinua inferiormente. Possiamo allora trovare una successione
non decrescente { f,} di funzioni continue su X a valori reali tale che

f(x) = lim f,(z) =sup f(z) VzeX.

DIMOSTRAZIONE. Sia a = miny f(z) € R. Per ogni intero non negativo
n siano Tp 1, ..., Tne, punti di X tali che
L
X = B(zn,,27).
j=1
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Per ogni j =1, ..., ¢,, poniamo

fn,; = min{ f(z) |d(x, z, ;) < 27"}
Per il lemma di Urysohn possiamo trovare funzioni continue wy,; : X — R
tali che
a < wpj(x) <pny; VeeX
Wy j(T) = pin,; Vx € B(xp,j, 2~ (n+1))
wp () =a Vo ¢ B(zy;,27").
Poniamo
gn () = max{w, 1(z), ..., wn e, (x)} VreX.
Allora
gn: X232 —gp(zr)eR

€ continua per ogni n € N e
gn < su X

Poniamo
fn(z) = max{go(x), g1(x),...,gn(x)} Vze X.
Allora
fn: X3z — fo(x) eR

sono continue per ogni n € N e
fan<f o osu X

La successione {f,} ¢ una successione non decrescente di funzioni continue.
Dico che

f(x)= lim f,(z)=sup fn(zx) Vze X.
n,— oo neN
Infatti, per ogni x € X ed ogni n € N sia z,, ;, tale che z € B(z,, j,,2~ ™).
Possiamo allora trovare x, con d(z,Znj,) < 2-("+1) tale che Hnj, =
f(xn) = wnj, (xn). Allora fo(xn) = f(an) e fu(z) > f(x,) perché f(z) >
Wnj, () = fin,j,. La successione {x,} converge a = e dunque abbiamo,
poiché f e semicontinua inferiormente,

sup fo(v) 2 lim f(2n) = f(2).

Poiché d’altra parte sup,, fn(z) < f(x), vale 'uguaglianza e il lemma &

dimostrato. O

Teorema 2.4. Sia X = (X, 7x) uno spazio metrizzabile localmente compat-
to. Se f: X — R ¢é semicontinua inferiormente, allora l’insieme dei punti
in cui la f non e continua € di prima categoria.

DIMOSTRAZIONE. La tesi segue dal Lemma 2.3 e dal Teorema O
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2.3. Esistenza di funzioni reali continue su R non derivabili in
nessun punto.

Teorema 2.5. Esiste una funzione continua f : R — R che non é derivabile
in nessun punto di R.

DIMOSTRAZIONE. —Sia I 'intervallo [0, 1] della retta reale. Indichiamo
con Cy(I) I'insieme di tutte le funzioni continue ¢ : I — R, che si annullano
in 0 e 1, con la topologia indotta dalla distanza

Con questa distanza, Cy(X) € uno spazio metrico completo e quindi di Baire.
Per ogni intero positivo n sia

F, = {g e Co(I) lg(z) = 9(y)]

P <n VyGI\{:z:}}.

Dico che F}, & un chiuso. Sia infatti g € Cy(I) una funzione continua a valori
reali definita su I tale che esista una successione {g,} ey in F), tale che
d(gy,,9) — 0 per v — co. Per ogni v € N indichiamo con z,, € I un punto
per cui valga

Jdx € I tale che

|90 (y) — gv (@)
|y - ml/’
Poiché I & compatto, passando a una sottosuccessione possiamo supporre
che z, = %oo € I per v — 00. Sey € I\ {z}, allora z, # y per v
sufficientemente grande e otteniamo quindi

l9@) —g(@eo)| _ - lov®) —gul@)l
Y — oo vooo Yy — @

Dimostriamo ora che per ogni intero positivo n il chiuso Fj, ¢ raro.

Se cosi non fosse, potremmo trovare, per un intero positivo n, una g € F,
tale che per qualche € > 0 ogni h € C(I) con d(h,g) < € appartenga ad F,.

Mostriamo in primo luogo che le funzioni lineari a tratti sono dense
in Co(I).

Sia g € Co(I). Allora

IxI>(z,y)—g(x)—g(y) €R

<n Vyel\{z,}.

¢ una funzione continua e quindi esiste un intorno aperto U di {(z,z) |z € I}
in I x I tale che |g(x) — g(y)| < € per ogni (z,y) € U. La topologia prodotto
in I x I & definita dalla distanza euclidea di R? e quindi, se 26 > 0 ¢ la
distanza da {(x,z) |z € I} al complementare di U, avremo |g(z) — g(y)| < €
se |z —y| < 0.

Consideriamo una partizione

O=axo<1 <... <zny=1
dell’intervallo I tale che

rj—xj—1 <6 per j=1.,N
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e definiamo la funzione lineare a tratti:

Y(x) = g(xj—1) + (9(z5) — g(zj-1)) ———
.%'] — xj_l
s€  Tj-1 <z < Zj, j = 1,...,]\7.

Abbiamo:
Tj— T
z) —YPlx)| < —L—|g(x) — g(x;_1)| + —L—
o) — @) < S gl) — gty )+ T2
per zj_1<x<wzjj=1,..,N,
e quindi ¢ € B(g,€) = {f € Co(1) | d(f.9) < e}.
Quindi, se fosse int(F,) # (), esso conterrebbe una funzione lineare a

tratti ¢, e quindi una palla aperta B(,r), con r > 0. Poiché le funzioni
lineari a tratti sono Lipschitziane, esiste una costante L > 0 tale che

[(x) —d(y)
[z —y|

Consideriamo, per un intero positivo M > 0 fissato, la funzione lineare a
tratti

<L Vx#yel

rM(z - /M) & j/M < < (2 +1)/(2M)
om(z) = qrM((G+1)/Mz) < (2j+1)/2M) <2z <j+1/M
j=0,1,...,M—1.
Abbiamo
oy ()| <r/2 Vrxel

e inoltre per ogni « € I abbiamo

sup |oa(y) — dm(@)| _

yel ly —

y#T
Chiaramente hyr = ¢+ ¢pr € B(¢, 1), ma hy ¢ Fy, se rM — L > n. Questo
dimostra che gli F;, sono rari. Quindi

o0

UFn:F

n=1

e di prima categoria e dunque F # Co(I) perché questo & uno spazio di
Baire. Una qualsiasi funzione k € Cy(I) \ F non ¢ derivabile in alcun punto
di I. Si ottiene una funzione f : R — R non derivabile in nessun punto di R
estendendo la k per periodicita:

f@)=k(z—q) o qeZeq<z<q+1.
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3. Alcune applicazioni agli spazi normati

Sia V' uno spazio vettoriale reale. Una norma su V' & un’applicazione
Vov— v eR

che gode delle proprieta:
(i) o =0e v >0 = 0#veV;
(i) [[Av]| =Ml fjv]] YA ER YoeV;
(iii) flv+wll < [[vll + [Jw]  Vo,w e V.
Consideriamo sullo spazio normato V' la struttura di spazio metrico definita
dalla distanza:
VxVs3(w)—dvw)=|v—w|]eR.

Definizione 3.1. Uno spazio normato che sia completo rispetto alla distan-
za definita dalla norma si dice uno spazio di Banach.

Due norme || - || e || - || sullo stesso spazio vettoriale V' si dicono equivalenti
se vi € una costante positiva c tale che

ol < foll < cllvll Vo e V.

Norme equivalenti definiscono distanze che inducono la stessa topologia
sullo spazio vettoriale V. Abbiamo:

Teorema 3.2. Sia V uno spazio vettoriale reale. Due norme su V rispetto
alle quali V' sia uno spazio di Banach sono equivalenti fra loro.

DIMOSTRAZIONE. Siano || - ||1 e || - ||2 due norme sullo spazio vettoriale
V rispetto alle quali V sia uno spazio di Banach. Definiamo una nuova
norma || - || su V ponendo

[oll = llvlly + flofl2 Yo eV.
Osserviamo che V' & uno spazio di Banach con la norma || - ||. Indichere-
mo con di, dg e d le distanze associate alle norme || - ||1, || - 2 e | - [
rispettivamente.

Indichiamo con X lo spazio metrico completo che si ottiene considerando
su V la distanza relativa alla norma || - ||;. Poniamo, per ogni numero reale
positivo 7:

F.={veV]|v| <r}.
Poiché

n=1

per il teorema di Baire possiamo trovare un intero positivo v tale che F),
contenga punti interni di X (la chiusura si intende rispetto alla topologia
associata alla norma || - ||;. Poiché le omotetie e le traslazioni sono omeo-
morfismi di V, ne segue che F| contiene un intorno aperto dell’origine in
X:

Fio{veV]l|v| <e€}
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per qualche € > 0.
Avremo allora
F.o{veV]|v|i<e} Vr>o0.

Fissiamo un qualsiasi vettore v € V' con |Jv||; < 1.
Costruiamo per ricorrenza una successione {vy, },en tale che

—n

2
lon]l < =—— Vn =0

lv =30y vjll < 27D vn > 0.
Poiché Fy ;. D {w € V| |lw|y < 1}, possiamo trovare vy € F /. tale che
HU — Uo||1 < 1/2.

Supponiamo di aver costruito vg, vy, ..., v,. Poiché

n
o= vl <27 e Fyquin D {w € V| uwlly <27},
j=0
possiamo trovare v,41 € F27<n+1)/€ tale che

n+1

Jo—3 vl < 272,
7=0

Abbiamo allora

v = Z'U] ln (X7 dl)
§=0

D il < (1/e)) 277 =2/e
j=0 j=0

Da questa relazione ricaviamo che la serie Z;io v; converge a un elemento

0 di V nella metrica definita dalla norma || - ||. Abbiamo inoltre
. 2
o]l < =
€
Poiché

n n
1o = il <115 = will,
j=1 j=1

segue per l'unicita del limite in (X, d) che v = 9. Otteniamo quindi
2
ol < 1= flofl < 2.

Per 'omogeneita della norma abbiamo allora:

2
Il < Z ol YoeV,
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da cui si ricava: )
ol < 2ol woev

In modo analogo si dimostra che esiste una costante positiva c tale che
lolp < clvll YoeV
e quindi le due norme sono equivalenti. O

Teorema 3.3. Tutte le norme su uno spazio vettoriale reale di dimensione
finita sono equivalenti.

DIMOSTRAZIONE. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita.
Possiamo supporre sia V' = R". Indichiamo con [v] = (3 7, v?)1/2 la norma
Euclidea. Sara sufficiente mostrare che una qualsiasi norma || - || su R" ¢
equivalente alla norma Euclidea.

Se v = (v1, ..., v,) € R™, abbiamo

[oll < Jorl flex]l + - + Jonl [len]] <

Da questa disuguaglianza segue che
R"sv—|v|€eR

¢ un’applicazione continua per le topologie Euclidee usuali. Poiché

Sl — fy e R"||v| = 1}
¢ un compatto di R", la funzione

S sy ]| eR
ammette su S”~! un minimo positivo p. Quindi, se v € R e v # 0, abbiamo
[0/l = p.

Da questa si ricava

vl < @/w)llvl Vo e R"
La dimostrazione & completa. O
Corollario 3.4. Sia V uno spazio vettoriale reale normato e sia f : R® —
V' un’applicazione lineare iniettiva. Allora f é una immersione topologica.

Ogni sottospazio vettoriale di dimensione finita di uno spazio vettoriale reale
normato é chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che un’applicazione lineare iniettiva
f : R®™ — V & una immersione topologica, basta osservare che, indicando
con | - | la norma Euclidea di R" e con || - || la norma su V, le norme

e [[f@) e x— |z

sono equivalenti su R"™.
In particolare, se W € un sottospazio di dimensione finita di V', esso € uno
spazio metrico completo per la restrizione a W della distanza indotta dalla
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norma di V. Chiaramente, un sottospazio completo di uno spazio metrico ¢
chiuso. 0

Teorema 3.5. Sia V uno spazio vettoriale reale normato, su cui conside-
riamo la topologia definita dalla distanza indotta dalla norma. Condizione
necessaria e sufficiente affinché V' sia localmente compatto é che V abbia
dimensione finita.

DIMOSTRAZIONE. Sia V' uno spazio vettoriale reale con una norma || - ||.
Se V ha dimensione finita, allora & localmente compatto per il Teorema [3.3]

Supponiamo ora che V sia localmente compatto e dimostriamo che ha
dimensione finita. Osserviamo innanzi tutto che tutte le palle chiuse {v €
V||lv|| < r}, per r reale positivo, sono compatte. In particolare, possiamo
trovare vettori ey, ..., e, con ||e;j|| < 1 per j =1,...,n tali che

n
{veV]ll <1} c | J{veVlv—ell <1/2}.
j=1
Sia W il sottospazio vettoriale di V' generato da e, ..., ey.

Se W = V, allora V' ha dimensione finita e la tesi ¢ dimostrata. Sup-
poniamo sia W =z V. Per il corollario del teorema precedente, W & un
sottospazio completo di V e quindi & chiuso. Fissiamo un punto w € CW.
Allora d(w, W) = § > 0. Possiamo quindi trovare un vettore v € W tale che

§ < flv—wl < (3/2)0.
Allora [|2(v —w)/(36)|| < 1 e possiamo trovare e; tale che
12(v — w)/(36)el| < 1/2,
ma questa ci da una contraddizione perché
z=v—(30/2)e; € W

lw — 2|| < (3/4)8 < 6.



CAPITOLO 3

Spazi di funzioni continue

1. Il teorema di approssimazione di Stone-Weierstrass

Sia Sia X uno spazio di Hausdorff compatto e sia C(X) I'insieme di tutte
le funzioni continue f : X — R. Lo spazio C(X) & uno spazio vettoriale reale
per 'operazione di combinazione lineare di funzioni, un’algebra rispetto al
prodotto di funzioni, e un reticolo rispetto alle operazioni

C(X) xC(X) > (f,9) = f Vg eCX),
C(X) xC(X) > (f,9) = fAg e C(X);
(f vV g)(x) = max{f(x), g(x)} VaeX,
(f Ag)(x) = min{f(z),g(x)} Ve X

Siano f,g € C(X). Diciamo che f < g se f(z) < g(z) per ogni z € X.
Indichiamo con |f| la funzione:

(1.1) [fl(z) = [f(x)] VreX.

Rispetto alla norma:

(1.2) C(X)Bf%\lfllzsu;é\f(x)IER
Te

C(X) & uno spazio di Banach. Valgono le diseguaglianze:

(1.3) Ifgll < IIfIF- Mgl Vf, 9 € C(X),

(1.4) [f(@)| < lg(x)] Vee X = |fl <9l

Se ¢ € R, indicheremo ancora con c la funzione continua su X che vale ¢ in
ogni punto di X.

Teorema 1.1 (Stone-Weierstrass). Sia 2 una sottoalgebra di C(X) che
contenga le costanti e separi i punti[] di X. Allora A ¢é densa in C(X).

DIMOSTRAZIONE. a. Se 24 ¢ una sottoalgebra di C(X), anche la sua
chiusura 2[ & una sottoalgebra di C(X). Questa ¢ una conseguenza immediata

di (T3 i
Bastera quindi dimostrare che una sottoalgebra chiusa 2 di C(X), che
contenga le costanti e separi i punti di X, coincide con C(X).

b Dimostriamo che, se f € 2, anche |f| € 2.

186 ciot o # y € X, possiamo trovare f € 2 tale che f(z) # f(y).

45
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A questo scopo, cominciamo con il dimostrare che, se ¢ € 2 ¢ una
funzione a valori in (0, 1], allora /g € 2. Poiché A, & un’algebra, contiene
tutti i polinomi negli elementi di A. Poiché ¢ chiusa, contiene anche le
somme di tutte le sue serie di potenze uniformemente convergenti. Quindi,
poiché 0 < ¢ < g(x) <1 per ogni x € X, ¢ anche ||g — 1|| < (1 — ¢) e quindi

vi=vita-=3 () -1

n=0
converge uniformemente su X. Cio dimostra che /g € 2. Seora f €A
& una funzione a valori positivi, allora ¢ = f/||f|| & una funzione a valori

in (0,1] e quindi anche /f = /g - \/[[f|| € A. Se ora f & una qualsiasi
funzione di A, otteniamo che \/f2+¢€ € 2A per ogni € > 0. Passando al

limite, otteniamo che
|f]:li\r%\/f2+6€2_l.
€

c. Dalla b. segue che 2 & un reticolo. Infatti:
1
fvg=5(f+g+If—dl),

frg=(f+a-17 gl

d. Se zg,x1 sono punti distinti di X e tg, 1 numeri reali assegnati, allora
possiamo trovare f € 2 tale che

f(zo) =to, [f(z1)="t1.
Fissata infatti g € 2 che assuma in xy e z; valori distinti, poniamo:
_ to(g(z1) —g(x)) + t1(g(x) — g(z0))
flx) =
g9(z1) — g(z0)
e. Siano A e B chiusi disgiunti di X. Possiamo allora trovare una funzione

per z € X.

di Urysohn f della coppia (A, B) che appartenga ad .
Per ogni coppia di punti (z,y) € A x B sia f, € 2 una funzione che
valga —1 in x e 2 in y. Per ogni y € B fissato, gli aperti

Uy(x) = {z € X| foy(z) <0}

formano, al variare di x in A, un ricoprimento aperto di A. Poiché A ¢
compatto, possiamo trovare x1, ..., x, tali che

N

AC U Uy (IL‘J)

j=1

Poniamo allora
Gy = fory N i N fony

Otteniamo in questo modo una famiglia {¢, |y € B} di funzioni continue in
2 con le proprieta:

¢y($) <0 vz € Aa ¢y(y) =2 Vy € B.
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Poniamo

V, = {2 € X |6,(2) > 1}.
Al variare di y in B, questi insiemi formano un ricoprimento aperto di B.
Possiamo allora trovare y1,...,yps € B tali che

M
Bc |V,

j=1

La funzione
71/1: (ys VO) V...V (@y,, VO)
appartiene ancora a 2 ed € uguale a 0 su A e > 1 su B. Allora
f=vAled

assume valori in [0,1] e vale 0 su A e 1 su B.

f.  Possiamo concludere la dimostrazione ripetendo ’argomento del teore-
ma di estensione di Urysohn.
Sia f € C(X). Se f ¢ costante su X, allora f € 2 e non c¢’¢ nulla da
dimostrare. Altrimenti avremo
m = gg)r{lf(x) < Ecnef?(f(x) =M.
Consideriamo la funzione

o) = g (1)

T M-m 2
Essa assume valori nell'intervallo [—1,1] e chiaramente g € 2 se e soltanto
se f e
Poniamo

A={zeX|gle)<—(1/3)}, B={aeX|g(x)>1/3}.

Per il punto (f) possiamo trovare una funzione g; € 2l a valori in [—(1/3),1/3]
che valga —(1/3) su A e 1/3 su B. Allora:

g1l <1/3
lg — g1l <2/3.

Possiamo costruire per ricorrenza una successione {gp }n>1 di funzioni di 2

tali che
lgnll < 2771/3"
lg— 91— . — gall < (2/3)".
Infatti, supponiamo di aver costruito g1, ..., g, per qualche n > 1. Possiamo
allora trovare g, 41 € 2l che assuma valori nell’intervallo [—(27/37+1), 2n /3n+1]
e che valga —(2"/3" ") su A, = {z € X|g(x) — g1(x) — ... — gn(z) <
—(27/3"thH} e 27/3" ! su B, = {z € X|g(x) — g1(x) — ... — gn(x) >
27 /37 1} Abbiamo quindi
o0
9=>_1;
n=1
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con convergenza uniforme su X e il teorema ¢ dimostrato, in quanto le
somme parziali della serie a secondo membro sono funzioni di 2. O

Ricordiamo che un sottoinsieme J di un’algebra commutativa 2 su un
campo K si dice un deale se ¢ un sottospazio K-lineare di 2 e se

fgeTd Vfe Vger.
Osserviamo che ogni ideale di 2 ¢ anche una sottoalgebra di 2.

Teorema 1.2. Sia X uno spazio topologico compatto di Hausdorff e sia J
un ideale chiuso di C(X) che non coincida con C(X). Allora esiste un punto
xo € X tale che g(xzg) =0 per ogni g € J.

DIMOSTRAZIONE. Sia J un ideale di C(X). Dimostriamo che, se, per
ogni punto z € X vi ¢ una g € J con g(z) # 0, allora J = C(X).
(i) T separa i punti di X.

Infatti, fissati  # y in X, possiamo trovare una funzione continua f €
C(X) tale che f(z) =1e f(y) =0. Se g € J & una funzione con g(x) # 0,

allora fg € J e f(x)g(z) # 0 = f(y)g(y)-
(ii) T contiene le costanti.

Per ogni z € X sia ¢, una funzione di J tale che ¢,(z) # 0. Al variare
di x in X, gli aperti
U ={y € X [¢s(y) # 0}
formano un ricoprimento aperto di X. Poiché X & compatto, possiamo
trovare x1,...,zxy € X tali che

X = UU;E]..

N

j=1
Allora

g=¢3 +..+¢2 €T

ed ¢ positiva in tutti i punti di X. Per il punto (b) della dimostrazione del
teorema precedente abbiamo 1/g € J e quindi 1 = g-(1/g) € J dimostra che
J contiene le costanti. Per il teorema di Stone-Weierstrass ¢ allora J = C(X).
La dimostrazione ¢ completa. U

Sia X uno spazio di Hausdorff compatto e indichiamo con C(X,C)
I'insieme di tutte le funzioni continue f : X — C. Osserviamo che C(X,C)
€ uno spazio vettoriale complesso, che ¢ uno spazio di Banach rispetto alla
norma:

C(X,C) 3 f = [IfIl = sup | f(x)] € R.
reX

Esso e un’algebra su C per il prodotto di funzioni e possiede una involuzione
indotta dal coniugio sui numeri complessi:
C(X,C)> f— felC(X,C)

ove

f(z) = f(z) VzeX.
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Dal teorema di Stone-Weierstrass per le funzioni continue a valori reali si
ricava immediatamente:

Teorema 1.3. Sia X wuno spazio di Hausdorff compatto. Una sotto-C-
algebra A di C(X,C) che contenga le costanti, separi i punti di X e sia
chiusa rispetto al coniugio é densa in C(X,C).

Abbiamo in particolare i teoremi:

Teorema 1.4 (Weierstrass). Sia K un compatto di R™. Allora ogni funzione
continua f su K a valori reali su K ¢ limite, nella topologia della convergenza
uniforme su K, di una successione {p,} di polinomi di R[z1,...,zy].

Ogni funzione continua f su K a valori complessi € limite uniforme su
K di una successione {pn} di polinomi di Clx1,...,2,).

Teorema 1.5 (Weierstrass). Sia C4(R"™) l'insieme di tutte le funzioni con-
tinue su R™ periodiche di periodo 2w rispetto a tutte le variabili:

Cu(R") ={f €C(X) | f(x+2mq) = f(x) VgeZ'}

Allora Ualgebra P dei polinomi trigonometrici:

P=14 > (aacos((z,a)) +basin((z,a))) |m €N, aq, bo € R
aeN"?
|a|<m
¢ densa in Cx(R™) per la topologia della convergenza uniforme su R™.
L’algebra complessa Pc dei polinomi trigonometrici a coefficienti com-
plessi ¢ densa, Tispetto alla topologia della convergenza uniforme su R™,
nell’algebra C4(R™,C) delle funzioni continue su R™, a walori complessi,
periodiche di periodo 2w rispetto a ciascuna delle variabili.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare il teorema di Stone-Weierstrass nel
caso in cui X =T" = R"/z» ¢ il toro di dimensione n. O

2. La topologia compatta-aperta

Siano X e Y due spazi topologici, con topologie 7x e Ty, rispettiva-
mente. Indichiamo con C(X,Y’) l'insieme di tutte le applicazioni continue
f:X =Y. Se (Ai,...,A,) & una n-upla di sottoinsiemi di X e (Y1,...,Y,)
una n-upla di sottoinsiemi di Y, poniamo

Sia ® una famiglia assegnata di sottoinsiemi di X. Indichiamo con Co(X,Y)
I'insieme C(X,Y) con la topologia che ha come prebase degli aperti gli
insiemi:

C(X,A;Y,B) alvariaredi A in & edi B in 7y.

Se ¢ ¢ la famiglia I di tutti i compatti di X, la topologia di Cx(X,Y) si
dice la topologia compatta—aperta di C(X,Y’). Poiché questa ¢ la topologia
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usata piu di frequente sullo spazio delle funzioni continue, scriveremo d’ora
in poi semplicemente C(X,Y") per indicare lo spazio topologico Cx(X,Y).

Teorema 2.1. Se Y ¢ uno spazio di Hausdorff, allora C(X,Y) é di Hau-
sdorff.

DIMOSTRAZIONE. Se f,g € C(X,Y) e f # g, allora possiamo trovare un
punto x € X tale che f(x) # g(x). Se U e V sono intorni aperti disgiunti
di z e y rispettivamente in Y, allora C(X, {z};Y,U) e C(X,{z};Y, V} sono
intorni aperti disgiunti di f e g rispettivamente in C(X,Y"). O
Teorema 2.2. Se X ¢é compatto e Y metrizzabile, allora C(X,Y) é metriz-
zabile. Se d é una distanza che induce la topologia di 'Y, allora

d(f,g) = Sup d(f(z),g(x)) per f,g€C(X,Y)

¢ una distanza su C(X,Y") che induce la topologia di C(X,Y).

DIMOSTRAZIONE. Sia K un compatto di X e B un aperto di Y. Sia
f € C(X,K;Y,B). Linsieme f(K) ¢ un compatto di Y contenuto in B.
Fissata una distanza d su Y che induce la topologia di Y, abbiamo

e=d(f(K),Y\B)>0.
Allora la palla aperta

B(f,e) ={g € C(X,Y)|d(f,9) <€}
¢ contenuta in C(X, K;Y, B). Questo dimostra che la topologia indotta su
C(X,Y) dalla metrica d ¢ piu fine della topologia di C(X,Y).

Viceversa, fissata f € C(X,Y) ed » > 0, osserviamo che f(X) ¢ un
sottoinsieme compatto di Y. Possiamo allora ricoprirlo con un numero finito
di palle aperte Bj, j =1, ..., N di raggio minore di /2. Per ogni indice j sia
C; una palla aperta di raggio minore di r/2 contenente la chiusura di B;.
Allora:

C(X7 f_l(Bl)a ) f_l(BN)7 K 017 ceey CN)

¢ un intorno aperto di f in C(X,Y’) contenuto in:

Bd(f7r) = {g S C(X7Y) ’d<fag) < 71}'

Quindi la topologia di C(X,Y’) ¢ piu fine della topologia indotta dalla di-
stanza d e quindi le due topologie coincidono. O

Teorema 2.3. Siano X uno spazio topologico con topologia Tx, e {Y;, con
topologie Ty;, una famiglia di spazi topologici non vuoti. Allora l'applicazione
naturale
cx, [[vi) = []ex.yy)
JjeJ JjeJ

e un omeomorfismo.
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Teorema 2.4. Siano X,Y,Z tre spazi topologici. Data una applicazione
continua
o: X =7
Uapplicazione
" C(Z,)Y)> f—= fopelC(X,)Y)

e continua per le topologie compatte-aperte.

Se X & uno spazio di Hausdorff compatto, Z di Hausdorff, e ¢ surgettiva,
allora ¢* ¢ una immersione topologica.

DIMOSTRAZIONE. La ¢* ¢ continua perché ¢(K) e compatto in Z per
ogni compatto K di X.
Supponiamo ora che X sia uno spazio di Hausdorff compatto, che Z sia

uno spazio di Hausdorff e che ¢ sia surgettiva. Dimostriamo che ¢* ?Z éc")((z),x))
¢ aperta. Sia K un compatto di Z e U un aperto di Y. Allora

9" (C(Z, K;Y,U)) ={foo|feC(ZY), f(K)CU}

=¢*(C(2,Y)) N {g € C(X,Y) | g(¢~'(K)) C U}.
Questo & un aperto di ¢* (C(Z,Y)) perché ¢! (K) & un compatto di X. [
Teorema 2.5. a. Siano X,Y,Z tre spazi topologici. Se
p: X XY = Z
e continua per la topologia prodotto su X XY, allora la
X sz —dx)€C(Y,2)
definita da §
o(x)(y) = ¢(z,y) VeeX, VyeV

¢ continua per la topologia compatta-aperta su C(Y, Z).
b.  Supponiamo inoltre che Y sia localmente compatto e di Hausdorff.
Se
v: X —=CY,2)
¢ una applicazione continua per la topologia compatta-aperta di C(X,Y),
allora la
V:XxY 3 Z
definita da

Y(z,y) =¢(r)(y) VreX, VyeY
e continua.

DIMOSTRAZIONE. a.  Siano K un compatto di Y e U un aperto di Z.
Allora

A=¢ ' CYV,K;Z,U))={z € X|¢(z,y) €U Vye K}.

Sia xg € A. Per ogni y € K possiamo trovare un intorno aperto W, di zq e
un intorno aperto V; di y tali che

$(W, x V) C U.
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Poiché K & compatto, possiamo trovare 1, ..., y, € K tali che

n
Kc|Jv,.
j=1

Se W = ﬂ?zl W,,, allorazg € W C A e quindi A contiene un intorno aperto
di ogni suo punto e quindi & aperto. Cio dimostra che ¢ & continua.

A~

b.  Sia (z9,y) € X x Y e sia U un intorno aperto di (¢(zo,yo) in Z
Scegliamo un intorno compatto V di yo in Y tale che V' C (x) H(U)
Allora

W=y (C(Y,V;Z,U))
& aperto in X e (W x int V) c U. O

Teorema 2.6. Siano X,Y,Z tre spazi topologici. Con le notazioni del
teorema precedente:

a:C(XxY,Z)3¢— ¢eC(X,CY,2))

e continua. Se 'Y é localmente compatto di Hausdorff, allora o é un omeo-
morfismo.

DIMOSTRAZIONE. Siano K un compatto di X, F un compatto di Y e U
un aperto di Z. Per il punto (a) del teorema precedente:

o N C(X,K;C(Y,2),C(Y,F;Z,U)) =C(X xY,K x F; Z,U).

Questa uguaglianza dimostra che « € continua. Dimostriamo ora che anche
a~! ¢ continua, sotto le ulteriori ipotesi che X, Y siano di Hausdorff e Y
sia localmente compatto.

Sia @ un compattodi X xY esia U un apertodi Z. Sia f: X XY — Z
una applicazione continua tale che f(Q) C U. Per ogni punto (z,y) € @
possiamo trovare un intorno compatto A,, di z in 7x(Q) e un intorno

compatto By, di y in 7y (Q) tali che
f(Azy X Bgy) CU.

Poiché @ & compatto, possiamo trovare (z1,y1), ..., (Tn, yn) € @ tali che

n

QC U (Az,y; X Bayyy)-
Jj=1

Allora
[ C(X XY, Ay, y, X Ba,y,: Z,U)
=1

¢ un intorno aperto di f in C(X x Y, Z) contenuto in C(X X Y,Q;Z,U) e
quindi

() C(X, As, 5 C(Y, 2),C(Y. By, ;) € a(C(X XY, Q; Z,U))
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¢ un intorno aperto di a(f) in C(X,C(Y, Z)). Questo dimostra che « & aperta
e quindi ¢ un omeomorfismo. O

3. Il teorema di approssimazione nel caso non compatto

Sia X uno spazio topologico. L’insieme C(X,R) delle funzioni reali con-
tinue su X e un’algebra reale e un reticolo con le operazioni definite nel para-
grafo precedente. Su C(X,R) considereremo la topologia compatta-aperta,
che coincide con la topologia della convergenza uniforme sui compatti di X.

Definizione 3.1. Uno spazio topologico X si dice numerabile all’infinito se
contiene una successione {K,} di sottoinsiemi compatti tali che

(3.1) K, Cint(K,+1) perognin €N,
UnEN K, =X.

Abbiamo:

Teorema 3.2. Supponiamo che X sia uno spazio di Hausdorff numerabile
all’infinito. Allora ogni sottoalgebra di C(X,R) che contenga le costanti e
separi i punti di X é densa in C(X,R).

Ogni sottoalgebra complessa di C(X,C) che contenga le costanti, separi
i punti di X e sia chiusa rispetto alla coniugazione, ¢ densa in C(X,C).

DIMOSTRAZIONE. Infatti X & unione numerabile di una successione di
compatti {K,} con K, C int K, 41 per ogni n € N. Supponiamo che 2 sia
una sottoalgebra di C(X,R) che contenga le costanti e separi i punti di X.
Allora A|x, = {9|k, | g € A} & una sottoalgebra di C(K,,R) che contiene
le costanti e separa i punti di K,,. Per il Teorema di Stone-Weierstrass, se
f € C(X,R), per ogni n possiamo trovare una funzione f,, € 2 tale che

sup |f(z) — falz)] <27"
ateKn
Allora {f,} € una successione di funzioni di 2( che converge a f in C(X,R).

Si ragiona in modo analogo nel caso di sottoalgebre complesse di C(X, C).
O
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CAPITOLO 4
Gruppi topologici

1. Definizioni principali

Dato un gruppo G e un elemento a di G, indichiamo con R,, L, ed
ad(a), rispettivamente, le applicazioni bigettive di G in sé:

R, G3g—gaeG (traslazione a destra)
L,:G3g—ageG (traslazione a sinistra)
ady :G3g—>aga'leG (aggiunta)

Se a € G ed A & un sottoinsieme di G, scriveremo a volte aA invece di
Ly(A) ed Aa invece di R, (A).

Si verifica facilmente che valgono le relazioni:

Ry, o Ry = Ry

L,oLy =Ly

La ORb = RbOLa

adg =R -1 0L, =Ls0oR,—1

VYa, b € G.

Lemma 1.1. Le applicazioni

L:G>a—L,€6(G)

R:G3a—R,-1 € 6(G)

sono rappresentazioni fedeli del gruppo G nel gruppo S(G) delle applicazioni
bigettive di G in se.
L’applicazione
ad: G 3 a — ad(a) € Aut(G)

e una rappresentazione di G nel gruppo dei suoi automorfismi E] Abbiamo:
kerad = {a € G | ag = ga Vg € G}.

Definizione 1.2. La rappresentazione ad : G — Aut(QG) si dice la rappre-
sentazione aggiunta di G. Il suo nucleo ¢ il centro Z(G) di G. Esso ¢ un
suo sottogruppo abeliano normale.

1Un automorfismo di G & un’applicazione bigettiva ¢ : G — G tale che ¢(ab) =
¢(a)p(b) per ogni a,b € G.

57
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Definizione 1.3. Una topologia 7 su un gruppo G si dice compatibile con
la struttura di gruppo se I'applicazione

GxG53(g,0) = 970G

¢ continua (per la topologia prodotto su G x G).
Cio equivale al fatto che siano continue le due applicazioni

GxG>3(g1,92) > g192€ G e Gog—gleG.

Un gruppo topologico & un gruppo G su cui si sia fissata una topologia
T compatibile con la sua struttura di gruppo.

Lemma 1.4. Se G ¢ un gruppo topologico, allora per ogni a € G le applica-
zioni Rq, Lq, ad, sono omeomorfismi di G in sé. Se {e} é chiuso, allora il
centro Z(G) ¢é chiuso in G. Se H ¢é un sottogruppo di G, esso é un gruppo
topologico con la topologia di sottospazio indotta da G.

Osservazione 1.5. La topologia discreta e la topologia indiscreta sono en-
trambe compatibili con la struttura di gruppo di un qualsiasi gruppo G.
Quindi ogni gruppo puo essere considerato come gruppo topologico.

2. Il gruppo degli omeomorfismi di uno spazio topologico

L’insieme &.(X) di tutti gli omeomorfismi di uno spazio topologico
X = (X,7x) in se € un gruppo rispetto alla composizione di applicazio-
ni. Consideriamo su &,(X) la topologia Tx che ha come prebaseﬂ U degli
aperti gli insiemi

U(K, A) = {6 € 6,(X) | $(K) C A} e
UK, 4) = {¢ € 6,(X) |7 /(K) C A}

al variare di K tra i compatti e di A tra gli aperti di X.
Si ottiene una prebase della stessa topologia di &,(X) se si fa variare A
in una prebase degli aperti di X.

Teorema 2.1. Se X ¢ uno spazio di Hausdorff localmente compatto, allora
S,(X), con la topologia Tx, € un gruppo topologico.

DIMOSTRAZIONE. Chiaramente la &,.(X) 2 ¢ — ¢~ ! € &,(X) & conti-
nua perché scambia tra loro gli aperti U(K, A) e U"}(K, A) della prebase U.
Dimostriamo che anche la
A6 (X)X G (X) 32 (p,0) = porp € 6.(X)
¢ continua. Siano K un compatto e A un aperto di X e siano ¢g, ¥ due
omeomorfismi in &,(X) tali che ¢o(¢o(K)) C A.

2Data una famiglia ¢ di sottoinsiemi di un insieme Y, & univocamente determinata
la topologia 7(U) su Y, meno fine tra tutte quelle per cui tutti i sottoinsiemi di U siano
aperti. Se su Y e assegnata una topologia 7, diciamo che la famiglia U/ di sottoinsiemi di
Y ¢ una prebase della 7 se T(U) = .
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Poiché 1y(K) € un compatto di X contenuto in A, possiamo trovare un
intorno aperto relativamente compatto V' di ¢y(K) tale che

Yo(K) CV CV e A.

Allora, se ¢ € U(K,V) e ¢ € U(V, A), abbiamo ¢ o ¢(K) C A.

Quindi A"HU(K, A)) D U(V,A) x UK,V) > (¢o,%) ¢ un intorno
aperto di ogni suo punto e quindi un aperto.

In modo analogo, se (¢g o 1) L(K) C A, scegliamo un intorno aperto
V del compatto ¢ (K) con

oo H(K)CV CVeA.

Allora A\™HUY(K,A)) D U YK, V) x U XV, A) > (¢0,v0) dimostra che
A1 (UTH(K, A)) ¢ intorno di ogni suo punto e quindi aperto.
Pertanto A € continua. O

Teorema 2.2. Se X = (X, 7x) & uno spazio di Hausdorff localmente com-
patto e localmente connesso, allora la topologia Tx su &.(X) coincide con
la topologia compatta-aperta.

DIiMOSTRAZIONE. Sara sufficiente dimostrare che, se K €& un compatto
ed A un aperto di X, Iinsieme U~!(K, A) & aperto nella topologia compatta-
aperta di &,(X). Poiché per ipotesi gli aperti relativamente compatti di X
formano una base di 7x, possiamo limitarci a considerare il caso in cui A sia
relativamente compatto in X. Possiamo inoltre supporre che K abbia parte
interna non vuota e connessa. Infatti, fissato ¢g in U™1(K, A), possiamo
trovare un ricoprimento finito {Ul, ..., Up} di K mediante aperti connessi e
relativamente compatti con ¢ '(U;) C A per ogni j = 1,...,n. Allora

qboeﬂU (U;,A) c UK, A)

e sara allora sufficiente verificare che ciascuno degli insiemi U~1(U;, A) sia
aperto in &,(X) per la topologia compatta-aperta.

Supponiamo quindi che A sia un aperto relativamente compatto di X e
che K sia un compatto di X con parte interna connessa.

Sia ¢o un elemento di U~!(K, A); fissiamo un punto g € A la cui
immagine ¢g(zg) mediante ¢g sia un punto interno di K, e consideriamo
I’aperto

W =U({xo},int K) NU(ANCA,CK)
della topologia compatta-aperta di &-(X). L'immagine della frontiera bA =
ANCA dell’aperto A mediante un omeomorfismo ¢ di W non interseca il
compatto K; quindi ¢~!(K) c AUCA.

Osserviamo che K e connesso perché ha parte interna connessa. Essendo
connesso, ¢~ 1(K) & contenuto o in A o nel complementare CA della sua
chiusura. Poiché ¢ € U({zo},int K), otteniamo ¢~ !(zg) € ¢~ H(K)N A e
dunque ¢~1(K) C A. Cido dimostra che W C U~!(K, A). Abbiamo verificato
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in questo modo che U™(K, A) ¢ intorno di ogni suo punto e quindi aperto
nella topologia compatta-aperta di &, (X). O

3. Proprieta generali dei gruppi topologici

Teorema 3.1. La componente connessa Ge dell’identita in un gruppo to-
pologico G € un sottogruppo chiuso normale di G. Analogamente, la com-
ponente connessa per archi dell’identita é un sottogruppo normale di G.

DIMOSTRAZIONE. L’immagine di G, x G, mediante ’applicazione
GxG>3(g,h)—ghteG

¢ un connesso di G che contiene e e dunque & contenuta in G,. Cio dimostra
che G, & un sottogruppo di G. Se a € G, allora 'immagine di G, mediante
ad(a) & un connesso di G che contiene e ed ¢ dunque contenuta in G. Cid
dimostra che G, ¢ un sottogruppo normale.

La seconda affermazione del teorema si dimostra in modo analogo, in
quanto immagini continue di sottoinsiemi connessi per archi sono ancora
connesse per archi. U

Teorema 3.2. Un sottogruppo aperto H di G ¢é anche chiuso.

DiMOSTRAZIONE. Se H e un sottogruppo aperto di G, allora il suo
complementare CH ¢ aperto in G perché unione di aperti:

CH = [J{Ry(H)| g ¢ H}.
O

Definizione 3.3. Dato un sottogruppo H di un gruppo G, indichiamo con
G /g Vinsieme delle sue classi laterali sinistre

G/g ={¢H|g € G}.
Esso ¢ il quoziente di G rispetto alla relazione di equivalenza
g1~ g2 g7 g2 € H

Se G ¢ un gruppo topologico, consideriamo su G /gy la topologia quoziente.

38i possono in modo analogo considerare le classi laterali destre
H\G={Hg | g € G}.
Ser:G >z —z ' € G & linversione, abbiamo un diagramma commutativo

G —— G

| !

H\G —— G/m

in cui le frecce verticali sono le proiezioni nel quoziente. La # & bigettiva e, nel caso
in cui G sia un gruppo topologico, un omeomorfismo. Potremo quindi nella discussione
seguente limitarci a considerare soltanto classi laterali sinistre, poiché i risultati ottenuti
si applicheranno automaticamente anche alle classi laterali destre.
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Teorema 3.4. Sia G un gruppo topologico e sia H un suo sottogruppo.
Allora la proiezione nel quoziente

G —— G/qg
e un’applicazione aperta.
DIMOSTRAZIONE. Se A ¢ un aperto di G, allora
7 1r(4) = | J{Ra(A) | h € H)
e aperto perché unione di aperti. O

Teorema 3.5. Sia G un gruppo topologico ed H un suo sottogruppo. La
chiusura H di H ¢ ancora un sottogruppo di G. Se H ¢ normale, anche la
sua chiusura H € normale in G.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con r lapplicazione r : G 3 g — g~ ! €
G che ad ogni elemento di G fa corrispondere il suo inverso. La r € un

omeomorfismo e quindi r(A) = r(A) per ogni sottoinsieme A di G. Se H ¢
un sottogruppo di G, r(H) = H ed otteniamo:

r(H)=rH)=H.

Analogamente, poiché per ogni g € G le applicazioni L, e R, sono omeo-

morfismi, abbiamo Lg(A) = Ly(A) e Rg(A) = Ry(A) per ogni sottoinsieme
A di G. Se g € H, poiché L,(H) = H e Ry(H) = H, avremo:
L,(H)=L,(H)=H, R,H)=R,H)=H VgeH.

Queste relazioni implicano che

R,(H) CcH, L,H cH VgeH,
e pertanto, passando alle chiusure,
L,(H) = R,(H)=H VgcH
Quindi H ¢ un sottogruppo di G.
Poiché ad, ¢, per ogni g € G un omeomorfismo di G in se, abbiamo

adg(A) = ady(A) per ogni sottoinsieme A di G. Dire che H € un sottogruppo
normale di G equivale al fatto che ady(H) = H per ogni g € G. Se quindi
H e normale, risulta:

ad,(H) = ady(H) = H VgeG
e questa uguaglianza dimostra che anche H & normale. ([

Teorema 3.6. Se H ¢é un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
G/| ¢ uno spazio regolare. In particolare, G ¢ uno spazio regolare se e
soltanto se & uno spazioE]Tl e cio equivale al fatto che {e} sia chiuso in G.

4Uno spazio topologico X soddisfa ’assioma di separazione T} se tutti i suoi sottoin-
siemi finiti sono chiusi; soddisfa I’assioma di separazione T3 se dati un punto a di X e un
chiuso A di X che non contiene a, esistono aperti disgiunti U e Vcona € Ue A CV; e
regolare se soddisfa entrambi gli assiomi 77 e T5.



62 4. GRUPPI TOPOLOGICI

DIMOSTRAZIONE. Se H ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo topologico
G, allora tutte le sue classi laterali sinistre sono chiusi di G e quindi G/
€ uno spazio topologico T7.

Sia I’ un chiuso di G/ e sia g un elemento di G tale che 7(g) ¢ F'.
Consideriamo 'applicazione continua

A:G xG > (a,b) =»a'beG.

Poiché 771(F) & un chiuso che non contiene (e, g), possiamo trovare un
intorno aperto U, di e e un intorno aperto Uy di g in G tali che

gflgg ¢ 7T_1(F) per ogni g1 € U, g2 € Uy.

Consideriamo gli insiemi:

Uy =7""(n(Uy) e V = JRa(Ue) |a € 7 (F)} = J{La(x " (F)) |a € Ue}.

Poiché la proiezione m e un’applicazione aperta, il primo e un aperto saturo
che contiene g e il secondo un aperto saturo che contiene 7= (F). Dimo-
striamo che Ug NV = 0. Se cosi non fosse, potremmo trovare g1 € Uy,
g2 €H, g3 € Ue, g4 € m1(F) tali che g1g2 = g3ga.

Ma questa relazione implicherebbe che g3 Lo = a9y le 71 (F), con-
traddicendo la scelta di U, e U.

Cio dimostra che G /¢y soddisfa ’assioma T3 e quindi ¢ regolare. O

Definizione 3.7. Un gruppo topologico G in cui {e} sia un sottoinsieme
chiuso si dice separato. Per il teorema precedente, questa condizione equivale
al fatto che G sia uno spazio regolare.

Se G ¢ un gruppo topologico, per il Teorema la chiusura @ di {e}
¢ un sottogruppo chiuso normale di G e quindi G /{7, con la topologia

quoziente, & un gruppo topologico separato. Esso si dice il separato di G e
si indica con Ggep.

Definizione 3.8. Il quoziente X = G/H di un gruppo topologico G rispetto
ad un suo sottogruppo chiuso H si dice uno spazio omogeneo.

Teorema 3.9. Se G ¢ un gruppo topologico separato, allora la chiusura di
un sottogruppo abeliano di G é ancora un sottogruppo abeliano di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia A un sottogruppo abeliano di G. Fissato un ele-
mento a di G l'applicazione f, : G > = — [a,z] = aza™lz7! € G &
continua. Inoltre, f,(A) = {e}, per ogni a € A, perché A & abeliano.
Per 'ipotesi che {e} sia chiuso, f,;!(e) ¢ un chiuso che contiene A.Quindi
ar = xa per ogni x € A ed ogni a € A, ma questo equivale al fatto che
fa(z) = e per ogni a € A ed ogni z € A.

Quindi, poiché {e} & un chiuso di G, per ogni a € A, I'insieme f, *(e)
e un chiuso che contiene A: percio f, ( ) D A per ogni a € A, cioe A ¢
abeliano. O

Piu in generale, abbiamo:
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Proposizione 3.10. Se G ¢ un gruppo separato ed E un sottoinsieme di
G, il centralizzatore di E in G:
Zg(E) ={g € Glady(x) =x Vx € E}

e un sottogruppo chiuso di G.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, con la notazione del teorema precedente:

_ -1
26(E)=(,_ /(@)
& chiuso perché intersezione di chiusi. O

Proposizione 3.11. Se H ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo topologico
G, allora in normalizzatore di H in G

Na(H) = {g € G| ady(H) = H}
e un sottogruppo chiuso di G.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni g € G l'applicazione \; : G > = — zgrt €
G ¢ continua. Quindi Ng(H) = (e A, 1(H) & chiuso perché intersezione
di chiusi. O

Proposizione 3.12. Sia H un sottogruppo di un gruppo topologico G.
Allora:

(1) H ¢ chiuso se e soltanto se é localmente chiuso in un punto;
2) H ¢ aperto se e soltanto se contiene un punto interno;

p p
(3) H é discreto se e soltanto se ha un punto isolato.

Un sottogruppo discreto di un gruppo separato é chiuso.

DiMOSTRAZIONE. Ricordiamo che H € localmente chiuso in un suo punto
h se esiste un intorno aperto U di h in G tale che HNU sia chiuso in U, cioe
HNU = HNU. Poiché le traslazioni a destra e a sinistra sono omeomorfismi,
se H ¢ localmente chiuso in h ¢ anche localmente chiuso in e = Ry-1(h).
Possiamo quindi trovare un intorno aperto U di e tale che HNU sia chiuso in
U. Poiché anche HNUNU ! & chiuso in UNU !, non & restrittivo supporre
che U = U~'. Sia ora x € H. Allora 2 U N H non & vuoto: possiamo quindi
fissare un elemento y € H e un g € U tali che zg = y. Osserviamo che

y‘lx = Ly—l(.fC) S Ly71(ﬁ) = Ly71 (H) =H

e quindi y 'z = ¢! € HNU = HNU implica che z = y g~ € H. Abbiamo
cosi dimostrato che H = H ¢ chiuso.

Poiché ogni chiuso & localmente chiuso, la (1) & completamente dimo-
strata. La (2) e la (3) sono immediate e I'osservazione finale segue dalla (1).

Teorema 3.13. Ogni intorno aperto dell’identita di un gruppo connesso é
un insieme di generatori del gruppo.

DiMOSTRAZIONE. Sia U un intorno aperto dell’identita del gruppo to-
pologico connesso G. Poniamo U~! = {g7!|g € U}. Allora anche V =
UNU~! ¢ un intorno aperto dell’identita di G. Sia

V" ={g1--9n|g1,-sgn €V}
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Allora
H == U;.Lozl Vn

e un sottogruppo aperto di G. Esso € anche chiuso per il Teorema [3.2| e
quindi coincide con G perché G € connesso. ([l

Teorema 3.14. Un gruppo topologico separato e localmente compatto é
paracompatto, e quindi, in particolare, uno spazio topologico normalfﬂ

DIiMOSTRAZIONE. Sia G un gruppo topologico separato localmente com-
patto. Fissiamo un intorno aperto Vdiecon V=V-!={g7t|geV}e
V compatto. Per ogni n, sia V' = {g1-- gn|g1,---,9n € V}. Esso & com-
patto perché immagine del compatto V x --- x V mediante 1’applicazione

n volte
continua (g1,...,9n) — g1° " gn-

Con V™ = {g1---gnlg1,.-.,gn € V}, osserviamo poi che V. C V2
infatti per ogni ¢ € V & gV NV # 0; otteniamo percid gg; = g2 con
g1,92 € V e quindi g = gl_lgg € V2 perché V-1 =V,

Da questa relazione otteniamo che

Go=Jv"=Jv".

Quindi Gg € un sottogruppo aperto, e percio anche chiuso, di G, ed & pa-
racompatto perché localmente compatto e unione numerabile di compatti.
Ne segue che G, unione disgiunta delle classi laterali gGg (g € G) di Gy, ¢
paracompatto. O

Corollario 3.15. Se G ¢é un gruppo topologico separato e localmente com-
patto ed H un suo sottogruppo chiuso, allora lo spazio omogeneo G/H ¢ se-
parato, localmente compatto, paracompatto, ed & quindi uno spazio topologico
normale.

DIMOSTRAZIONE. Lo spazio omogeneo G/H ¢ regolare perché H ¢ com-
patto; inoltre & localmente compatto perché immagine di uno spazio local-
mente compatto mediante un’applicazione aperta. Infine, con la notazione
introdotta nella dimostrazione del teorema precedente, osserviamo che le
orbite Gy - p (p € G/H) di Gy in G/H sono aperte e paracompatte (i
sottoinsiemi V"' - p formano una successione di compatti la cui unione & Por-
bita Gg - p) e quindi G/H & paracompatto perché unione disgiunta di spazi
paracompatti. O

5Ricordiamo che uno spazio topologico X & paracompatto se &€ di Hausdorff ed ogni
suo ricoprimento aperto ammette un raffinamento chiuso localmente finito. Uno spazio
di Hausdorff localmente compatto ¢ paracompatto se e soltanto se ¢ unione disgiunta di
sottospazi che sono ciascuno un’unione numerabile di compatti. Lo spazio topologico X
si dice normale se € di Hausdorff e chiusi disgiunti hanno intorni aperti disgiunti. Ogni
spazio topologico paracompatto &€ normale.
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4. Omomorfismi di gruppi topologici

Teorema 4.1. Sia ¢ : G1 — G un omomorfismo di gruppi tra due grup-
pi topologici G1 e Go. Condizione necessaria e sufficiente affinché ¢ sia
continua € che essa sia continua nell’identita di Gi.

DiMOSTRAZIONE. La condizione ¢ ovviamente necessaria. Dimostriamo
la sufficienza. Sia g € Gj e sia V' un intorno aperto di ¢(g) in Go. Allora
(¢(g))~'V & un intorno aperto dellidentitd ey di G e possiamo quindi
trovare un intorno aperto U dell’identita e; di Gy tale che ¢(U) C V.

Allora gU ¢é un intorno aperto di g in Gy e risulta

d(gh) = ¢(g)s(h) € &(9) ((6(9))"'V) =V VheU,
onde ¢(gU) C V. Quindi ¢ & continua in ogni punto g € Gi e percio
continua. O

Definizione 4.2. Un omomorfismo di gruppi topologici € un’applicazione
continua ¢ : G; — Go che sia anche un omomorfismo di gruppi. Se la ¢
¢ inoltre un omeomorfismo di spazi topologici essa & anche un isomorfismo
di gruppi e si dice un isomorfismo topologico. Un omomorfismo di gruppi
topologici iniettivo (risp. surgettivo) si dice un monomorfismo topologico
(risp. epimorfismo topologico).

Indichiamo con Aut.(G) l'insieme degli isomorfismi topologici di un
gruppo topologico G in se.

Si verifica facilmente che Aut.(G) € un gruppo per l'operazione di com-
posizione di applicazioni. Se G ¢ localmente compatto, Aut.(G) ¢ un grup-

po topologico con la topologia Tg definita nel §2; questa coincide con la
topologia compatta-aperta se G € anche localmente compatto. O

Teorema 4.3. Un epimorfismo topologico ¢ : G1 — Go & un’applicazione
aperta se e soltanto se il suo quoziente iniettivo

gf) : Gl/kerqb — G’2
e un isomorfismo topologico.

DiMOSTRAZIONE. Cio e conseguenza del fatto che la proiezione nel quo-
ziente G1 — G1/}qp b ¢ un’applicazione aperta. ([

Teorema 4.4. Se G1 é un gruppo topologico compatto e Go un gruppo topo-
logico separato, ogni epimorfismo topologico ¢ : G1 — Go € un’applicazione
aperta.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ : G1 — Go un epimorfismo topologico. Poiché
G ¢ separato, ker ¢ € un sottogruppo normale chiuso di Gi. Ne segue,
passando al quoziente iniettivo, che 'applicazione

é:Gl/keI‘(ﬁ — Go

e continua e bigettiva tra spazi compatti di Hausdorff e dunque un omeo-
morfismo. La tesi segue allora dal teorema precedente. O
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Esempio 4.5. Sia H il corpo dei quaternioni, che possiamo identificare alla
sottoalgebra dell’algebra delle matrici 2 x 2 a coefficienti complessi formata

dalle matrici:
<_ab z> , con a,beC.

Le matrici di H con determinante 1 formano un gruppo moltiplicativo, che &
un gruppo topologico per la topologia definita dall’identificazione standard
con la sfera S C C?. Esso & un gruppo topologico separato e compatto, che
si indica con SU*(2). Il suo sottogruppo {I,—1} & un sottogruppo chiuso
normale e il gruppo quoziente SU*(2)/ (I,-1) & omeomorfo a RP3,

Teorema 4.6. Se H ¢ un sottogruppo normale di un gruppo topologico G,
il gruppo G/H é un gruppo topologico per la topologia quoziente e l’'omo-
morfismo G — G/H ¢ un omomorfismo di gruppi topologici. Inoltre:
(1) G/H ¢ separato se e soltanto se H ¢é chiuso in G;
(2) G/H é discreto se e soltanto se H ¢ aperto in G.
(3) Se H ¢ discreto, allora la proiezione nel quoziente G — G/H ¢é un
omeomorfismo locale.

5. Caratteri

Un carattere di un gruppo topologico G ¢ un omomorfismo continuo
x : G — S! di G nel gruppo moltiplicativo S' dei numeri complessi di
modulo 1. Indichiamo con G’ I'insieme dei caratteri di G. Esso ¢ un gruppo
abeliano rispetto all’operazione di moltiplicazione di funzioni: la funzione
XG, costantemente uguale a 1 su G, ¢ 'identita di G'.

Si verifica facilmente che vale il:

Teorema 5.1. Se G ¢ un gruppo topologico, anche il gruppo G’ dei suoi
caratteri € un gruppo topologico per la topologia compatta-aperta. Se G ¢
separato, anche G’ ¢ separato.

Teorema 5.2. Sia G un gruppo topologico localmente compatto e separato.
Allora anche G’ ¢ localmente compatto e separato. Inoltre, se G ¢ a base
numerabile, anche G’ ¢ a base numerabile. Se G ¢ compatto e separato,
allora G’ ¢ discreto. Se G ¢ discreto, allora G’ & compatto.

DIMOSTRAZIONE. Se G ¢ compatto, il carattere costante yg € I'unico
elemento di U(G,Se) = {x € G'| Arg(x(9)) €] — €, €[} se € < m/2. Quindi
{xc} ¢ aperto e G’ ha la topologia discreta.

Se G & discreto, allora 'applicazione G’ 3 x — (x(9))gec € [Sl]G
¢ un’immersione di G’ in un sottospazio chiuso di [Sl]G, e quindi G’ ¢
compatto in quanto sottospazio chiuso di uno spazio compatto.



CAPITOLO 5

Esponenziale di matrici

1. Spazi di matrici

Sia K un campo ed indichiamo con K™*" lo spazio vettoriale di di-
mensione mn su K delle matrici a m righe ed n colonne a coefficienti in
K.

Definizione 1.1. Sia A € C™*™ una matrice m X n complessa:

aill ai19 e A1n
a a Lo a

A — 21 22 2n c (men
aAml Am2 ... Qmn

La trasposta della sua coniugata

aily a1 ... Qmi
A* _ alpa a22 ... Qm2 c (Cnxm
a1p a2n .. Gmn

si dice I'aggiunta della A.
Date due matrici A = (a;;) e B = (b;;) in C"™*" poniamo

m n
(A|B) = trac(B*A) = Y > bijai;.
i=1 j=1
L’applicazione
Cm™* ™ x C™" 3 (A,B) — (A|B) e C
definisce su C™*™ un prodotto scalare Hermitiano. Indichiamo con
|A| = \/(A]A) (per AeC™*™)
la norma associata e consideriamo su C"*" la relativa distanza:

d(A,B)=|A— B|se A,B € C™*".

Teorema 1.2. L’applicazione C™*" 5 A — A* € C™™ ¢ un’isometria
anti-C-lineare.

L’applicazione C™*" 3 A — A € C™*™ ¢ un’isometria C-lineare.

La moltiplicazione righe per colonne definisce un’applicazione continua

men % (Cnxk = (A, B) S5 AB € (mek

67
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e st ha inoltre
|AB| < |A| - |B| VYA e C™" VBeCYF,

DiMOSTRAZIONE. La verifica delle prime due affermazioni € immediata.
Per verificare 1'ultima, scriviamo

tAl
A=| : e B=(B',....B¥ con Aj,.. A, B' .. B*eC"

tAm
Allora

[AB* =Y " |(Ail B)en P < DAY 1B = (A7 - B,

1,3 i J

ove abbiamo indicato con (:|-)cn e con |- | rispettivamente il prodotto sca-
lare Hermitiano canonico di C" e la norma ad esso associata. Da questa
diseguaglianza segue la tesi. O

Lemma 1.3. Siano m,n interi positivi. Data una matrice complessa A €
C™*™ poniamo

|A|| = sup{|Av| ; v € C", |v| =1} .
Allora
C™"s3A— ||AleR

¢ una norma equivalente a | - |.
Inoltre, se k ¢ un altro intero positivo, vale la disequaglianza:

() IAB| < Al Bl vAeC™", BeC™"

DIMOSTRAZIONE. Poiché tutte le norme definite su uno spazio vettoriale
di dimensione finita sono equivalenti, basta dimostrare che | - || € una norma
su C™*™ A questo scopo osserviamo innanzi tutto che, per il teorema
di Weierstrass, poiché 'applicazione S?"~! > v — |Av| € R & continua

e 5?2771 = {v € C"||v] = 1} & compatto, per ogni A € C™*" possiamo
trovare un vettore v4 € S2~! tale che
[Aval| = ||Al].

¢ ben definita e si ricava immediatamente che

Da questo si deduce che || -
A >0&0£AcC™™, e [0]=0.
E ovvio che
M| = [N ||A]] YA e C, VA e C™".

Per concludere, dimostriamo la subadditivita. Fissate A, B € C™*™ abbia-
mo, per un vettore vayp € §2n—1,

A+ Bl = [(A+ B)vayp| < |Avayp| + |Buars| < [|All + [|B]]-
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Siano A € C™ " B € C"**. Se B = 0, la (*) ¢ banalmente vera. Se B # 0,
allora possiamo trovare un vettore wap € CF tale che lwap| =1, Buag #0
e ||AB|| = |(AB)wag|. Risulta allora:

B(wap)

4] = [(AB) wan) = |4 (D22

)\ Blwap) < |A] - 1B
J

Definizione 1.4. Fissato un campo K, nel seguito useremo le notazioni:
gl(n, K) = K™<n
sl(n,K) = {4 € K™ | trac(4) = 0}
GL(n,K) = {a € K" | deta # 0} (gruppo linerare su K)
SL(n,K) = {a € K"*" | deta = 1} (gruppo speciale linerare su K)

e un i campi u ciascuno di questi insiemi consideriam

Se K & uno dei ca C o R, su ciascuno di quest emi consideriamo la
e . 2

topologia di sottospazio di C"*™ ~ C™".

Teorema 1.5. Con le operazioni di prodotto righe per colonne di matrici,
GL(n,C) e GL(n,R) sono gruppi topologici.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma il prodotto
GL(n,C) x GL(n,C) > (a,b) = ab € GL(n,C)

€ un’applicazione continua.
La topologia di gl(n,C) coincide con la topologia Euclidea di Cc". In
particolare ’applicazione determinante

gl(n,C) 2 A — det(A) € C

e continua. Indichiamo con M]’(A) il determinante della matrice (n — 1) x
(n — 1) ottenuta sopprimendo dalla matrice A € gl(n,C) la j-esima riga e la
i-esima colonna. Le applicazioni

gl(n,C) > A — M;(A) €C,1<i,j5<n
sono continue. E allora continua I’applicazione
GL(n,C)>a — (—1)i+j(deta)_1M;(a) eC

che associa a una matrice invertibile a il coefficiente sulla riga i-esima e la
colonna j-esima della sua inversa a~' e quindi & continua lapplicazione

GL(n,C)3a — a ! € GL(n,C).

Questo dimostra che GL(n,C) & un gruppo topologico.
I gruppi SL(n,C), GL(n,R), SL(n,R) sono gruppi topologici perché
sottogruppi di GL(n,C). O
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2. La decomposizione di Wedderburn

Nella proposizione che segue descriviamo la decomposizione di Wedder-
burn di un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita su un
campo di caratteristica zero.

Teorema 2.1 (Decomposizione di Wedderburn). Sia K un campo di carat-
teristica zero. Per ogni A € gl(n,K) sono univocamente determinate una
S € gl(n,K) semisempliceﬂ e una N € gl(n,K) nilpotente tali che

(2.1) A=S+N e [SN]=SN—-NS=0.

Gli endomorfismi S ed N sono polinomi di A.

Se a € GL(n,K), sono univocamente determinate una matrice semi-
semplice s € GL(n,K) e una matrice unipotente E| v € GL(n,K) tali
che

(2.2) a = sv=uvs.
Risultano s,v € Kla].

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con n l'ideale di K[A] generato dai suoi
clementi nilpotenti. Se pa(X) = pi(A)---pfm(\) & la decomposizione del
polinomio minimo p4(A) di A in prodotto di potenze di primi distinti, in-
dichiamo con f(A) = p1(A) -+ pm(N) il prodotto dei primi distinti contenuti
in pa(A). Allora n & I'ideale principale generato da f(A) = p1(A4) -+ pm(A).

Dimostriamo per ricorrenza che per ogni intero positivo k£ € possibile
determinare un A € K[A] tale che

(%) A, =A—N, con Npen, f(A) enk
Per kK = 1 possiamo scegliere A1 = A. Supponiamo di aver ottenuto
A, .. Ak che soddisfino (%), e cerchiamo A1 nella forma Apq = Ax+7T,

con T € n¥. Utilizzando la formula di Taylor otteniamo:
f(Aks1) = f(A +T)
= f(Ap) + [(A) T + Th

con T1 € n?! C o+l in quanto f(Agxi1) — f(Ar) — f'(Ax) T = T?B per
qualche matrice B € gl(n,K). Osserviamo ora che, poiché Ay differisce da
A per una matrice nilpotente di K[A], il suo polinomio minimo g4, (A) ha gli
stessi fattori primi di pa(\). Poiché f(\) contiene solo fattori primi semplici,

1Un endomorfismo S si dice semisemplice, o completamente decomponibile, se ogni
sottospazio S-invariante ammette un complementare S-invariante. Un endomorfismo S &
semisemplice se e soltanto se il suo polinomio minimo ps € prodotto di fattori primi sem-
plici. Da questa caratterizzazione segue che un endomorfismo S € gl(n,K) & sennsemphce
se e soltanto se & semisemplice come elemento di gl(n, ]K) per una qualsiasi estensione K
di K, ed in particolare se ¢ diagonalizzabile in un corpo di spezzamento del suo polinomio
minimo. Da ci¢ segue che la somma di due endomorfismi semisemplici che commutano
tra loro & ancora semisemplice.

2Una matrice v si dice unipotente se la matrice v — e & nilpotente.
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f(A) ed f/(N), e quindi anche pa, (A) ed f/(X), sono primi tra loro. Quindi
f'(Ag) & invertibile. Otteniamo percio la (x) per A1 scegliendo

T =~ (f'(Ar) " f(Ap) € ¥
Poiché n™ = 0, otteniamo la decomposizione cercata con S = A,,, N = N,,.
Infatti f(A,) € n™ = {0} ci dice che il polinomio minimo x4, di A,, & proprio
f(A) e quindi A, & semisemplice perché il suo polinomio minimo contiene
solo fattori primi semplici.

Dimostriamo ora 'unicita. Se S’, N’ sono due endomorfismi, il primo
semisemplice e il secondo nilpotente, con A = S’ + N’ ed S'N' = N'S’,
osserviamo innanzi tutto che ciascuno di essi commuta con A e quindi anche
con gli endomorfismi S, N € K[A] trovati in precedenza. Poiché S ed S’
sono due endomorfismi semisemplici che commutano tra loro anche S — S’
¢ semisemplice, e poiché N ed N’ sono due endomorfismi nilpotenti che
commutano tra loro anche N — N’ & nilpotente. Quindi § — S = N' - N
¢ al tempo stesso semisemplice e nilpotente e quindi & nullo. Cio dimostra
I'unicita della decomposizione di Wedderburn.

Sia ora a € GL(n,K). Esso ha una decomposizione di Wedderburn
a=s+ N, con s, N € K[a], per la prima parte della dimostrazione. Bastera
allora osservare che la parte semisemplice s di a & anch’essa invertibile e
s7! € K[a]. Quindi v = I + s~ !N & un elemento unipotente di K[a] per
cui vale la a = sv = vs. L’unicita della decomposizione segue dal fatto che,
se vale la , allora a = s 4+ s(v — I) & la decomposizione di Wedderburn

(2.1) di a. O

Definizione 2.2. Se A = S + N & una decomposizione di Wedderburn di
A € gl(n,K), I” endomorfismo semisemplice S si dice parte semisemplice di
A e 'endomorfismo nilpotente N parte nilpotente di A.

Se a € GL(n,K), ed a = sv = S+ N con 5,5 € K[a] semisemplici,
N € Kla] nilpotente e v € Kla] unipotente, chiamiamo s = S la sua par-
te semisemplice, N la sua parte nilpotente, v = I, + S™'N la sua parte
unipotente.

Nel caso complesso, la decomposizione di Wedderburn si puo ricavare
dalla decomposizione di Jordan: in una matrice di Jordan la diagonale e
la sua parte semisemplice nella decomposizione di Wedderburn. Mediante
il coniugio possiamo quindi ricondurre la decomposizione di Wedderburn a
quella di Jordan.

3. Esponenziale di matrici

Definiamo innanzi tutto I'applicazione esponenziale per endomorfismi
nilpotenti. Sia K un campo di caratteristica zero e sia N € gl(n,K) un
endomorfismo nilpotente. Poiché N™ = 0 se m > n, la serie:

exp(NN) = o
h=0
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si riduce alla somma finita dei suoi primi n termini:

e n—1

Nh NN

xp(N) =2 Jr = 2 31
h=0 h=0

Indichiamo con N (n,K) linsieme delle matrici nilpotenti di gl(n,KK) e con
U (n,K) I'insieme delle matrici unipotenti di GL(n,K). Abbiamo:

Teorema 3.1. L’applicazione N — exp(N) ¢é una trasformazione bigettiva
di N (n,K) suld(n,K).

DIMOSTRAZIONE. L’esponenziale di una matrice nilpotente N e ’endo-
morfismo e + N’ dove N’ = ZZ;} ]X—:i ¢ nilpotente perché somma di endo-
morfismi nilpotenti che commutano tra loro. Quindi exp(N) € U(n,K) se
N € N(n,K).

Indichiamo con p,(\) il polinomio p,(\) = Zz;é M /Rl € K[\ e con
gn () il polinomio g, (A) = Y722 (—1)PAM1/(h +1) € KA.

se K = R, essi sono i polinomi di Taylor di grado (n — 1) di ¢* e di
log(1 4+ ), rispettivamente.

Poiché Q C K, otteniamo percio che

pn(Qn()‘)) =1+A+ )‘nf()‘)

per un opportuno polinomio f(\) € K[A]. Ne segue che, data v € U(n,K),
la N = ¢,(v — e) & una matrice nilpotente per cui p,(N) = exp(N) = v.
Cio dimostra la surgettivita dell’applicazione esponenziale.

Dimostriamo ora l'unicita. Innanzi tutto osserviamo che, se Ni, Ny €
N (n,K) ed exp(Ny) = exp(Na), allora ker Ny = ker Nj.

Se, per assurdo, cido non fosse vero, uno dei due sottospazi non sarebbe
contenuto nell’altro e quindi, a meno di scambiare gli indici, potremmo
trovare un vettore v € ker Ny NCker Ny. Poiché exp(Nz)(v) = exp(N1)(v) =
v, otteniamo che Z;} N2 (v)/h! = 0. Avendo supposto che w = Na(v) non
fosse nullo, avremmo f(Ny)(w) = 0 con f(A) = 1+3722 \/(h 4 1)! € K[\
Ma allora il polinomio minimo gy, (A) di No dovrebbe contenere un fattore
primo di f(\), e quindi un fattore primo che non si annulla per A = 0, contro
I'ipotesi che Ny fosse nilpotente. Quindi ker No = ker V5.

Posto Ij/ :Aker Ny = ker Ny, possiamo considerare gli endomorfismi
nilpotenti N7 e No definiti da N ed Ny su K" /W per passaggio al quoziente.
Da exp(ﬁl) = exp(]/\\fg) ricaviamo, ripetendo il ragionamento precedente, che
ker N1 = ker N, ciod ker N? = ker N3.

Per ricorrenza otterremo allora che ker N{* = ker N3* per ogni intero
positivo m. Questo ci dice che per una scelta opportuna della base di K", i
due endomorfismi nilpotenti N1 ed N si possono mettere entrambi in forma
triangolare superiore. Indichiamo con n; (n,K) l'insieme di tutte le matrici

triangolari superiori nilpotenti. Esse formano un anello nilpotente e, posto

n® (n,K) = {Ny -+~ Ng | Niy..., Ny, € ny(n, K)},
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risulta n’} (n, K) = {0}.

Se Ni,No € ny(n,K) ed Ny — Ny € nk(n,K), allora Nj* — NJ* €
n’fm_l(n,K). Infatti questo & vero se m = 1 e segue per ricorrenza dal-
I'uguaglianza: NJ* — N3* = (N7 — No)NT" 1 4 No(N7*™ 1 — N1 per
m > 2.

Se exp(N1) = exp(N2) con Ny, Ny € ny(n,K), abbiamo

n—1
(1) Ny — Ny = (N — N{') /Bl

h=2
Se fosse N1 # Na, dovrebbe essere N1 — Ny € nk (n,K) \ n]_frl(n,K) per
qualche k£ < n, ma questo contraddice la () perché allora il secondo membro
apparterrebbe a n{frl(n, K). O

Osservazione 3.2. Dalla dimostrazione del teorema segue che, se f ¢ un
polinomio di K[A] con f’(0) # 0, applicazione ny(n,K) > N — f(N) €
gl(n,K) & iniettiva.

Teorema 3.3. Per ogni A € gl(n,C), la serie

1
_ = Ah
expA = Z h!A
h=0
converge in GL(n,C) e definisce un elemento di GL(n,C). L’applicazione

exp : gl(n,C) 3 A — exp A € GL(n,C)

e continua e surgettiva.
Se A, ..., An € C sono gli autovalori di A € gl(n,C), ripetuti con la loro

molteplicita, allora gli autovalori di exp A sono e, ...,e*. In particolare
vale la formula

(3.1) det(exp A) = etrac(A),

Se A, B € gl(n,C), allora

(3.2) exp(A+ B) = exp(A) exp(B) se AB = BA.

Se a € GL(n,C) e A € gl(n,C), allora

(3.3) aoexp(A)oa~t =explao Aoa™t).

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che la serie a termini positivi
o0
1
h
S0l
h=0 "
¢ maggiorata termine a termine dalla serie convergente, a termini di segno

positivo,
o

1
>l

h=0
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e quindi la serie

> il

h=0
e convergente in gl(n, C), uniformemente sui sottoinsiemi compatti di gl(n, C).
Poiché per ogni polinomio p € Clz] applicazione gl(n,C) 5 A — p(A) €
gl(n,C) & continua, la funzione exp : gl(n,C) — GL(n,C) & continua per-

ché limite uniforme, su ogni compatto di gl(n,C), di una successione di
applicazioni continue.

Se A, B € gl(n, (C) e AB = BA, abbiamo:

;0 (A+ B Z Zhlth Bhe

h=0 " hitho=

_ZhlAhlth

h1=0 ho=0
= exp(A) exp(B).

Se A = S+ N ¢ la decomposizione di Wedderburn della matrice A € gl(n, C),
la

exp(A) = exp(S + N) = exp(5) exp(N)
da la decomposizione dell’esponenziale di A nel prodotto della sua parte
semisemplice e di una matrice unipotente che con essa commuta. Osserviamo

che, se A € gl(n,C) e a € GL(n, C), allora
(aAa 1) =aAla™ VYheN.
Abbiamo quindi
exp(ada™) = alexp A)a™! VA € gl(n,C), Ya € GL(n,C).

Questa formula ci da la possibilita di calcolare I’esponenziale di una matrice
semisemplice S utilizzando la sua diagonalizzazione: se a € GL(n,C) e

A1

aoSoaqt =

avremo

)\1 6)‘1

exp(S):exp alo oal| = a7t oaq.

Chiaramente la matrice exp S ¢ invertibile, ed ha determinante
det(exp S) = et tAn) — ptrac(4),
La matrice exp N & unipotente ed ha dunque determinante 1. Quindi

det(exp A) = det(exp(S+N)) = det(exp S -exp N) = det(exp S) - etrac(A) ?é 0
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ed exp A € GL(n,C).
Dimostriamo ora che exp : gl(n,C) — GL(n,C) & surgettiva. Fissiamo
un isomorfismo lineare a in GL(n,C), e siano s, v € C|a] la sua parte semi-

semplice e la sua parte unipotente. Siano Ai, ..., Ax gli autovalori distinti
di s e sia b € GL(n,C) tale che

)\1[n1
bosob ! =
con nq + --++ni = n. Poiché i \; sono diversi da zero, possiamo trovare
numeri complessi p1, ..., ui tali che e# = ;. Allora la matrice
p1ln,
S = bil [e) . o b s
MkInk

poiché la sua restrizione ad ogni autospazio di s € un multiplo dell’identita,
appartiene a C[s], e quindi a Cla], ed exp(S) = s. Sia N la matrice nilpotente
tale che exp(N) = v. Poiché S,N € C[a], le due matrici commutano tra
loro e quindi

exp(S+ N) = exp(S)exp(N) = sv = a.
La dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione 3.4. Se A € sl(n,C), allora exp(A) € SL(n,C), ma, se
n > 2, I’ applicazione sl(n, C) Rl SL(n,C) non & surgettiva. Consideriamo
ad esempio il caso n = 2. Allora

s1(2,C) = {(:fa) ) a,ﬂ,ve(@} .

Per una matrice triangolare superiore in sl(2, C) abbiamo:

exp<gfa) — (eg 5};@)) con ¢(a):{5“16{”‘ sea#0

e 1 se o = 0.

Consideriamo ora la matrice a = (_01 _11) € SL(2,C). Supponiamo per

assurdo vi sia A € sl(2,C) con exp(A) = a. La A & coniugata di una
triangolare superiore B, e b = exp(B) ¢ allora una triangolare superiore
coniugata ad a: poiché b e della forma b = (51 _kl) con kK #0,e B =

0 2o ), questo non ¢ possibile: dovrebbe essere infatti o = (2h + 1)74 con

h € Z, e quindi ¢(a) = 0 ed exp(B) sarebbe diagonale.

Osservazione 3.5. Il determinante dell’esponenziale di una matrice reale
I’esponenziale della sua traccia e quindi € un numero reale positivo. Quindi
Pesponenziale definisce un’applicazione di gl(n, R) nel sottogruppo normale
GL, (n,R) delle matrici reali invertibili con determinante positivo.
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Come nell’osservazione precedente, si puo verificare che la matrice

<01 _11) € SL(2,R) C GL4(2,R)

non ¢ 'esponenziale di una matrice reale, e che quindi exp : gl(n,R) —
GL_ (n,R) non & surgettivo, e la sua immagine non contiene SL(n,R).

Osservazione 3.6. Se A, B € gl(n, C) sono due matrici che non commutano
tra loro: [A,B] = Ao B — Bo A # 0, in generale non vale la formula di
addizione: ¢ cio¢ in generale exp(A + B) # exp A o exp B.

Lemma 3.7. Per ogni A € gl(n,C) Uapplicazione
R >t — exp(tAd) € GL(n,C)

e differenziabile di classe C** e

k
<jt) exp(tA) = AFexp(tA) = exp(tA)A* VEk e N.

DIMOSTRAZIONE. Se t,s € R ed A € gl(n,C), abbiamo:
exp((t + s)A) = exp(tA) exp(sA) = exp(sA) exp(tA).

Quindi vale la
X _h
exp((t + s)A) = Z %Ah exp(tA)

—Z—exptA Vt,s € R

e la serie converge uniformemente in norma su ogni compatto di R x R. La
tesi segue allora dalla formula di Taylor. ([l

Lemma 3.8. Sia A € gl(n,C) tale che exp(tA) € GL(n,R) per ogni t € R.
Allora A € gl(n,R).

DIMOSTRAZIONE. Infatti, da exp(tA) € GL(n,R) C gl(n,R) per ogni
t € R ricaviamo, derivando rispetto a ¢ in ¢ = 0, che

A= deL(tA) - lim% e gl(n,R)
dt —o =0 t
perché gl(n,R) & chiuso in gl(n,C). O

4. Matrici Hermitiane

Definizione 4.1. Una matrice A € gl(n,C) si dice Hermitiana se A* = A,
si dice antihermitiana se A* = —A.
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Gli insiemi p(n) delle matrici Hermitiane e u(n) delle matrici antihermi-
tiane formano sottospazi vettoriali reali di dimensione n? di gl(n, C) (pensato
come spazio vettoriale reale di dimensione 2n?).

Infatti * : gl(n,C) — gl(n,C) & un’involuzione, e quindi gl(n,C) =
p(n) ®u(n), e la moltiplicazione per I'unita immaginaria i € un isomorfismo
lineare che scambia p(n) con u(n), onde dimgp(n) = dimgu(n).

Definizione 4.2. Una matrice u € GL(n,C) si dice unitaria se uu* = e,
dove e indica la matrice identita.

Le matrici unitarie sono le matrici di cambiamenti di basi ortonormali
per il prodotto scalare Hermitiano canonico di C™. Le matrici unitarie for-
mano un sottogruppo di GL(n,C), che denotiamo con U(n) e chiamiamo
gruppo unitario di ordine n.

Lemma 4.3. Ogni matrice Hermitiana é diagonalizzabile ed ha autovalori
reali. Se A € p(n), possiamo trovare una matrice u € U(n) tale che uAu™1
sta diagonale e reale.

DIMOSTRAZIONE. Sia A € gl(n,C) una matrice Hermitiana. Sia A un
autovalore di A e sia v € C" un autovettore relativo a A. Abbiamo:

Ao]? = (Av|v)en = (v|A*v)cn = (V] Av)en = (V| M)en = A |o]?,
dacuid=Xe)cR.
Se w € C™ & un vettore ortogonale a v, allora
(v|Aw)cn = (Av|w)cn = A (v|w) = 0.

Quindi il sottospazio dei vettori di C™ perpendicolari a v ¢ A-invariante: da
questo fatto si ricava immediatamente che C" ammette una base ortonormale
di autovettori di A. O

Definizione 4.4. Indichiamo con P4 (n) 'insieme delle matrici Hermitiane
definite positive, cioe delle matrici Hermitiane che hanno tutti gli autovalori
positivi. Consideriamo su tale insieme la topologia di sottospazio di gl(n, C).

Teorema 4.5. Se A € p(n), allora exp(A) € Py(n). L’applicazione espo-
nenziale definisce un omeomorfismo

p(n) > A — exp(A) € Po(n).

DIMOSTRAZIONE. Si verifica immediatamente che (exp(A))* = exp(A*).
Quindi I’ esponenziale di una matrice Hermitiana ¢ ancora una matrice Her-
mitiana ed e definita positiva perché i suoi autovalori sono esponenziali di
numeri reali.

Se a € P (n), possiamo trovare una matrice unitaria v tale che

k1
o -1 . . T
a=1u - U con ki,...,k, numerireali positivi.
kn
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log k1
Allora A =wu ) u~! € p(n) ed exp(A4) = a. Questo dimostra
log kn,
che exp : p(n) — P4 (n) & surgettivo.
Dimostriamo ora che exp : p(n) — P, (n) & iniettivo. Siano A, B €
p(n) tali che exp(A) = exp(B). Fissiamo una base ortonormale e, ..., e, di
autovettori di A. Abbiamo

Aej=MXjej con A €R per j=1,..,n.
Allora
exp(B)e; =exp(A)e; = et ej per j=1,..,n

Sia ora v # 0 un autovettore di B relativo a un autovalore p € R. Se
v =uv'le; + ... + v"e,, otteniamo

n n
etv = E etvle; = g 6)‘jv36j.
Jj=1 Jj=1
Quindi
et =N = pu=2X; se v #0,
e dunque

n n
Bv=puv= Z,uvjej = Z)\jvjej = Awv.

Jj=1 Jj=1
Questa relazione vale per tutti gli autovettori di B e quindi, poiché C™
ammette una base ortonormale di autovettori di B, se ne deduce che A = B.

Quindi exp : p(n) — P (n) & invertibile.

Resta da dimostrare che I'inversa & continua.

A questo scopo osserviamo che per una matrice Hermitiana A abbiamo

2 _ 2
AP =N,
j=1

ove Af, ..., Ap sono gli autovalori di A ripetuti con la loro molteplicita.
Da questo ricaviamo facilmente che 'applicazione

exp : p(n) = P (n)

¢ un’applicazione chiusa. Sia infatti F' un sottoinsieme chiuso di p(n) e
sia {a,} una successione a valori in exp(F') che converge a una matrice
a € Py (n). Gli autovalori di a e delle a, sono reali e positivi. Indichiamo
con g il piu piccolo e con M il piu grande degli autovalori di a e con u, e
M, il piu piccolo e il piu grande degli autovalori di a,,. Dico che & possibile
trovare un intero positivo vy tale che

w/2 < p, <M, <2M Vv >uy,.

Infatti, se fosse p, < u/2 per infiniti indici ¥ € N, potremmo trovare una
sottosuccessione {ag,} di {a,} tale che pg, < p/2 per ogni v. Sia vy, un
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vettore di C" con

|U'I€V‘ = ]‘ € akv(vku) = /"kavku‘
Poiché la sfera S$?"~! C C" & compatta, possiamo supporre, a meno di

passare a una sottosuccessione estratta, che

vy, — v € S

Avremmo allora
la(v)] = lim [ay, (vr, )] < p/2
V— 00
e questo di da una contraddizione perché
la(v)| > p essendo |v| = 1.
In modo analogo si dimostra che M, < 2M definitivamente.

Siano ora {A,} C F tali che exp A, = a,. Allora per ogni v > vq le
matrici A, appartengono al compatto

K ={Aep(n) ||| < max{|log(n/2)], | log(2M)]}.

Poiché F' & un chiuso, K N F' & compatto e possiamo quindi estrarre una
sottosuccessione {Ay, } convergente a un elemento A € K N F. Poiché 'e-
sponenziale ¢ un’applicazione continua, otteniamo che exp A = a e quindi
exp(F') € chiuso in Py (n). Quindi exp : p(n) — P4 (n), essendo continua,
chiusa e bigettiva & un omeomorfismo. ([

Indichiamo con
log : Py(n) — p(n)
lapplicazione inversa dell’esponenziale exp : p(n) — P (n).
Indichiamo con p(n,R) il sottospazio vettoriale reale delle matrici sim-
metriche a coefficienti reali e con P (n,R) il sottoinsieme di GL(n,R) delle
matrici reali simmetriche definite positive. Abbiamo allora

Teorema 4.6. L’applicazione esponenziale definisce un omeomorfismo
exp : p(n,R) — Py (n,R).

DIMOSTRAZIONE. Infatti ogni matrice simmetrica reale n X n ammette
una base ortonormale di autovettori in R™. Ripetendo la dimostrazione
svolta per il caso delle matrici complesse Hermitiane, si ottiene che exp :

p(n,R) — P (n,R) & continua, chiusa e bigettiva e quindi un omeomorfismo.
O






CAPITOLO 6

Gruppi lineari e loro algebre di Lie

Un gruppo lineare ¢ un sottogruppo chiuso G di GL(n,C) (per qualche
intero positivo n). In questo capitolo iniziamo lo studio della struttura dei
gruppi lineari.

1. Decomposizione di Cartan delle matrici di GL(n,C)

Teorema 1.1. Ogni matrice a € GL(n,C) si pud scrivere in modo unico
come prodotto

a=wuop
di una matrice unitaria v € U(n) e di una matrice Hermitiana definita
positiva p € Py (n).

DIMOSTRAZIONE. Data a € GL(n,C), la matrice a*a & Hermitiana e
definita positiva. Sia @ = log(a*a) e p = exp(Q/2). Poniamo

u:aopfl.

Allora
1 1 *

uou* =aop op oa
—ao(a*oa)toa
:CLOail o (a*)fla*
=e.
: A e |
Quindi v* =u~" e u € U(n).
Dimostriamo ora che la decomposizione € unica.
Sea=wuopconue€Un)epePi(n),allora
a*oa=pou*ouop=7p

Per dimostrare 'unicita & allora sufficiente verificare che due matrici Hermi-
tiane definite positive p,q € P4 (n) che hanno quadrati uguali sono uguali.
Siano P, @ € p(n) le matrici Hermitiane tali che exp P = p, exp@ = ¢. Da
exp(2P) = exp(2Q)) otteniamo 2P = 2Q) e quindi P = Q e p = q. O

Se p € P (n) indichiamo con ,/p la sua radice quadrata in P (n), cioe
I'unica matrice Hermitiana definita positiva ¢ € P (n) tale che ¢* = p.

Lemma 1.2. L’applicazione P (n) 3 a — /a € P4 (n) é un omeomorfi-
smo.

81
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti il diagramma commutativo:

P, (n) —— P.(n)

exp T T exp

p(n) N p(n)

in cui le frecce verticali e lap(n) 3 P — P/2 € p(n) sono degli omeomorfismi.
O

Teorema 1.3. L’applicazione
U(n) x Py(n) 3 (u,p) - uop e GL(n,C)
¢ un omeomorfismo. In particolare GL(n,C) é omeomorfo al prodotto to-
pologico U(n) x R™.
DiMOSTRAZIONE. L’applicazione € continua e bigettiva per il teorema
precedente. La sua inversa ¢ data da
GL(n,C) 3 a — (a(vVa*oa)™,Va*oa) € Un) x Py (n)

ed ¢ quindi continua.
Per concludere basta ricordare (Teorema del Capitolo [5)) che ’espo-
nenziale definisce un omeomorfismo di p(n) ~ R" su P.(n). |

2. Algebre di Lie

Definizione 2.1. Si dice algebra di Lie su un campo K un’algebra g su K
il cui prodotto[[} che indichiamo con

gxg>3(X,)Y)=[X,Y]eg,
sia antisimmetrico e soddisfi 'identita di Jacobi:

(XY, 2]+ [V, [2, X[+ [Z, [ X, Y]] =0 VXY, Z eg.

Osservazione 2.2. Se il prodotto in g ¢ antisimmetrico, il primo membro
dell’identita di Jacobi ¢ un’applicazione trilineare alternata. Per verificare
che g sia un’algebra di Lie sara quindi sufficiente verificare
(1) che [X,X]=0 VX eg
(2) che l'identita di Jacobi valga per ogni terna di vettori distinti di
una base di g come spazio vettoriale.

Esempio 2.3. Sia V un qualsiasi spazio vettoriale su un campo K. Allora
V' & un’algebra di Lie con il prodotto
VXVB(’Ul,’Ug)—)OEV.

Definizione 2.4. Un’algebra di Lie in cui il prodotto di due qualsiasi
elementi sia 0 si dice abeliana.

IRicordiamo che un’algebra su un campo K ¢ il dato di uno spazio vettoriale A su K
e di un’applicazione bilineare A x A 3 (a,b) — a-b € A.
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Esempio 2.5. Sia V uno spazio vettoriale su K e sia glx (V') lo spazio vetto-
riale su K di tutti gli endomorfismi lineari di V. Allora glx (V') & un’algebra di
Lie su K rispetto all’operazione di commutazione di endomorfismi K-lineari:
glg(V) xglg(V) 2 (X,Y) = [X,)Y]=XoY —Y o X € glg(V).

Abbiamo infatti, se X,Y, Z € glg(V):

(X, [Y,Z]|=Xo(YoZ—-ZoY)=(YoZ—-ZoY)X

=XoYoZ—-XoZoY—-YoZoX+ZoYoX

e analogamente

Y, [Z,X]]=YoZoX—-YoXoZ—-ZoXoY+XoZoY,

[Z,[X,)Y]]=Z0oXoY —-ZoYoX—-—XoYoZ+YoXoZ
Sommando membro a membro, da queste tre uguaglianze otteniamo 1’iden-
tita di Jacobi.

In particolare, gl(n,K) & un’algebra di Lie su K rispetto all’operazione
di commutazione di matrici:

gl(n,K) x gl(n,K) 3 (X,Y) = [X,Y] = XY — Y X € gl(n,K).

Se il campo K & una estensione del campo F, considereremo a volte gl(n, K)
come un’algebra di Lie su F per restrizione del campo degli scalari.

Definizione 2.6. Un’applicazione lineare ¢ : g — b tra due algebre di Lie
g e b sullo stesso campo K si dice un omomorfismo di algebre di Lie se

P([X,Y]) = [o(X),0(Y)] VX,Y €g.

Se g ¢ un’algebra di Lie su K e V' uno spazio vettoriale su K, chiamiamo
rappresentazione lineare di g su V un omomorfismo di algebre di Lie

¢:g—glg(V).
Se ker ¢ = {0}, la rappresentazione ¢ si dice fedele.
Una rappresentazione fedele permette di identificare g ad una sottoalge-
bra dell’algebra di Lie degli endomorfismi di uno spazio vettoriale.

Esempio 2.7. Sia A sia un’algebra associativa sul campo K, con prodotto
Ax A>3 (a,b) - a-be A Otteniamo un’algebra di Lie Ag¢ considerando

su A il prodotto:
[a,b)=a-b—b-a Ya,be A

Supponiamo che g sia un’algebra di Lie di dimensione finita N su un cam-
po K. Fissata una base Ej,..., Ey di g, si definiscono costanti di struttura
dell’algebra g in tale base gli scalari (C;7k)1§i,j,k§ N definiti da

N
[Ej, Ex] =Y ¢ By V1<jk<N.
i=1
Le costanti di struttura verificano le relazioni:

) = —Ch (antisimmetria)
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N

Z cé»’kc;h + 027hc;’j + cﬁ'l’jc;k =0 (identita di Jacobi).

i=1
Viceversa, dato uno spazio vettoriale g su K, una sua base Fy,..., Ex di
g e coefficienti (Cé',k)lgi,j,kg ~ che verificano queste relazioni, vi ¢ un’unica
struttura di algebra di Lie su g per cui tali coefficienti siano le costanti di
struttura nella base F1, ..., Ey.

Esempio 2.8. Sia R? lo spazio Euclideo di dimensione 3. 11 prodotto vettore
R? x R® > (v,w) = v xweR?
¢ definito dall’identita:
det(v,w,z) = (v x w|z) Yv,w,z € R3,

dove abbiamo indicato con (v,w, z) la matrice 3 x 3 che ha come colonne
i vettori v,w, z. Le regole di calcolo del prodotto vettore si esprimono nei
vettori e, eo, e3 della base canonica mediante:

eixe =0, e xej=¢€(i,j ke

per ogni ¢ = 1,23 ed ogni permutazione (i,7,k) di {1,2,3}. Lo spazio
Euclideo R3 con il prodotto vettore & un’algebra di Lie reale. Infatti il
prodotto vettore e antisimmetrico perché, scambiando le prime due colonne
di una matrice, il determinante cambia segno. Infine, per verificare I’identita
di Jacobi basta verificare che

61X(€2X63)+62X(63X€1)—|—€3X(€1X62):0

Questa relazione e banale perché ciascuno degli addendi a primo membro &
uguale a zero.

In modo equivalente, possiamo identificare R? allo spazio vettoriale reale
formato dai quaternioni puramente immaginari. In questa identificazione, la
parte reale e la parte immaginaria del prodotto di due quaternioni puramente
immaginari sono rispettivamente il prodotto scalare e il prodotto vettore dei
vettori corrispondenti.

Se a e b sono sottospazi vettoriali di un’algebra di Lie g sul campo K,
indichiamo con [a, b] il sottospazio vettoriale generato dagli elementi [X, Y]
al variare di X in a e di Y in b. Poiché il prodotto e antisimmetrico,
[a,b] = [b, a]. Un sottospazio vettoriale a di g si dice una sottoalgebra di Lie

di g se
[a,a] C a.
Un sottospazio vettoriale h di g si dice un ideale dell’algebra di Lie g se

[g,h] C b,

Si verifica facilmente:
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Lemma 2.9. Se ¢ : g — h é un omomorfismo di algebre di Lie, allora ker ¢
e un ideale di g.

Se b ¢ un ideale dell’algebra di Lie g, allora vi é un’unica struttura di
algebra di Lie su g/b che renda la proiezione nel quoziente

g 0/p
un omomorfismo di algebre di Lie.
Sia A un’algebra su un campo K. Un endomorfismo K-lineare
D:A— A
si dice una derivazione di A se verifica Uidentita di Leibnitz:
D(a-b) = (Da)-b+a-(Db).

Lemma 2.10. L’nsieme Der(A) di tutte le derivazioni di un’algebra A su
K ¢ una sottoalgebra di Lie di glg(A).

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo innanzi tutto che Der(A) & un sottospazio
vettoriale di gl (A) perché il prodotto A x A 3 (a,b) - a-b € A e K-
bilineare.

Se D1, Dy € Der(A), abbiamo:

[Dl,Dg](a . b) :Dl(Dga ‘b+a- ng) — Dg(Dla ‘b+a- le)
=D1Dsa -b+ Dya-D1b+ Dia-Dsb+ a- Di1Dsob
— DQDla b — Dla . ng — DQG . le —a- D2D1b
:(DlDQ — D2D1)a ‘b+a- (D1D2 — DQDl)b
[Dl, Dg]a -b+a- [Dl, Dg]b

e quindi Der(A) ¢ un’algebra di Lie. O
Se A e un’algebra associativa, allora per ogni a € A 'applicazione
D,:A>b—a-b—b-ac A

¢ una derivazione di A.
Si verifica facilmente che vale il seguente:

Lemma 2.11. Sia A un’algebra associativa su K. Allora l'applicazione
A>a— D, € Der(A)

¢ un omomorfismo dell’algebra di Lie Arie nell’algebra di Lie Der(A) delle
derivazioni di A. Le derivazionit D, di A si dicono derivazioni interne di A.

Data un’algebra di Lie g sul campo K, ed un elemento X € g, indichiamo
con ad(X) l'endomorfismo lineare

ad(X):g3Y —wad(X)Y =[X,Y] €g.
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Teorema 2.12. L’applicazione
ad:g> X — ad(X) € glk(g)
¢ una rappresentazione di g nell’algebra Der(g) delle derivazioni di g.
DIMOSTRAZIONE. L’applicazione ad ¢ lineare perché il prodotto |-, -] &

bilineare.
Dall’identita di Jacobi ricaviamo:

ad(X)[Y, 2] =[X.[Y. Z)]
=~ [V,[Z,X]] - [Z.[X.Y]
=[Y,ad(X)Z] + [ad(X)Y, Z]
VX, Y, Z €g

e quindi ad(X) e, per ogni X € g, una derivazione dell’algebra g. Abbiamo

inoltre
[ad(X),ad(Y)]Z =ad(X)]Y, Z] — ad(Y)[X, Z]

:[X7 [Y, ZH - [Y, [Xv ZH
=[X, [y, Z]] + [, [Z, X]]
= [Z’ [Xa YH
=ad([X,Y])Z,

VXY, Z €g,

e quindi ad ¢ un omomorfismo di algebre di Lie. ([l

Definizione 2.13. L’applicazione
ad: g3 X — ad(X) € glg(g)
si dice la rappresentazione aggiunta di g. Gli elementi dell'immagine Int(g) =

ad(g) si dicono derivazioni interne di g.

Teorema 2.14. Ogni algebra di Lie g di dimensione finita su un campo K
ammette una rappresentazione lineare fedele.

Nel seguito potremo quindi limitarci a considerare algebre di Lie g che
sono sottoalgebre di gl(n, K).

3. Algebra di Lie di un gruppo lineare

In questo paragrafo studieremo la relazione tra sottoalgebre di Lie di
gl(n,C) e sottogruppi di GL(n,C). Dimostriamo innanzi tutto il seguente:

Lemma 3.1. Per ogni X, Y € gl(n,C) valgono le sequenti formule di
commutazione:

(1) ad(X)(XY) = Xad(X)Y.

(i) XFy =YXk 4+ 38 (Mad/ (X)X vE> 1.

)
J
(i) VX5 = XFY + 300 ()(-1) X Tad (X)Y Wk > 1
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la (¢). Abbiamo:
ad(X)(XY) = [X,XY] = X?Y - XY X = Xad(X)Y VX,Y € gl(n,C).

Le dimostrazioni delle (ii) ed (éi7) sono simili. Mostriamo ad esempio
che vale la (7i1).
Ragioniamo per induzione sull’intero k > 1. Se kK =1, la

YX = XY —ad(X)Y VX,Y € gl(n,C)

segue dalla definizione di ad. Fissiamo quindi un intero m > 2 e supponiamo
che la formula (7i7) valga per k = m — 1. Allora

YX™=YXm™ X

m—1
=X"lYX 4+ <m N 1) (=17 X adl(X)Y X

=~ 7

m—1
=X"Y — X" lad(X)Y + ) (m]_ 1) (=1)/ X" Tad’(X)Y
j=1

m—1

-3 (m]_ 1)(—1)ij_j_1adj+1(X)Y

P {7 )+ () e

-1
- (m ) )Xm—lad(X)Y
perché i due endomorfismi ad(X) e gl(n,C) 3 Y — XY € gl(n,C) commu-
tano per la (i), da cui, tenuto conto della formula di somma dei binomiali:

(")) -0)

. +1 . =1 .

J =1 J
otteniamo la (i7). O
Teorema 3.2 (Formula dello Jacobiano). L’applicazione esponenziale

exp

gl(n,C) — GL(n,C) ¢ differenziabile in ogni punto e il suo differenziale

in A € gl(n,C) ¢ dato da:

I — exp(—ad(A))
ad(A)

dexp(A) : gl(n,C) > X — exp(A)X € gl(n,C),

ove

I — exp(—ad(A4)) _ >
2

(="
ad(A) 1)l ad’(4).

o
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DIMOSTRAZIONE. Fissiamo A € gl(n,C). Per ogni X € gl(n,C) abbia-
mo:

o0 h
exp(A+ X) = W_MX)
h=0
Ora, risulta:
h—1
(A+X)"=A" 4> AX AP 4 o(X).
r=0

Per la formula di commutazione (iii) abbiamo:

s

ATX A5 — Z (—1) C) APl i (A)X

=0

Sostituendo troviamo:

h—1 s
z; ATX A% = Z;)Z; ()Ah I=lad’ (A) X
r4+s 1 s 7

h—1 h—j—1 .
_ Y Jtk h=j=144i
(1)<k§::0<j)>/1 d/(A) X

j=0
h—1 on
= (—1)J< 1>Ah ITladl(A)X.
§=0 at
Otteniamo percio:
0 oo h—1 ; 1
1 o s Ah =l (=1)7ad?(A)
I ) B
h=1 r+s=h—1 h=1 j= O
B I —exp(—ad(A)) , [— exp(—ad(A))
=exp(A) 2d(A) X = 2d(A) exp(A)X,

e quindi:
I — exp(—ad(A))
ad(A)

che da la formula desiderata per il differenziale. O

exp(A + X) = exp(A) + exp(A)X + O(|X|?),

Ricordiamo il

Teorema 3.3 (Teorema dell’inversa). Sia Q un aperto di uno spazio vetto-
riale R™ e sia f : Q — R™ una applicazione differenziabile di classe C* (con
1<k <o) Siaxg € Q un punto in cui

df (zg) : R" - R"
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sia un isomorfismo lineare. Allora esiste un intorno aperto U di xg in )
tale che f(U) sia aperto in R™ e

U
17U = £(U)
sta un omeomorfismo, con inversa [f|5(U)]_1 differenziabile di classe C*.

Definizione 3.4. Un omeomorfismo tra due aperti di R™ che sia differen-
ziabile di classe C¥ (con 1 < k < 00) ed abbia inversa differenziabile di classe
C* si dice un diffeomorfismo di classe C*.

Dal Teorema [3.3] ricaviamo:

Teorema 3.5. L’applicazione exp : gl(n,C) — GL(n,C) definisce un dif-
feomorfismo di classe C*° di un intorno aperto di 0 in gl(n, C) su un intorno
aperto di e in GL(n,C).

DIMOSTRAZIONE. Poiché exp(X) = I + X + 0(X?), il differenziale di
exp in 0 ¢ l'identita:

dexp(0) : gl(n,C) 5 X — X € gl(n,C).
La tesi € percio conseguenza del teorema dell’applicazione inversa. O

Teorema 3.6 (Coordinate di seconda specie). Siano V, W due sottospa-
zi vettoriali reali di gl(n,C), considerato come spazio vettoriale reale di
dimensione 2n?, tali che

Ve W =gl(n,C).

Allora possiamo trovare un intorno aperto Uy di 0 in 'V e un intorno aperto

Us di 0 in W tali che
Uy xUs 3> (X,Y) = exp(X)exp(Y) € GL(n,C)
sia un diffeomorfismo di classe C* su un intorno aperto di e in GL(n,C).

DIMOSTRAZIONE. Sia X = X1 + X2 € gl(n,C) con X; € Ve Xy € W.
Allora, per la formula dello Jacobiano,

exp(X1) exp(X2) =(e + X1 + O(| X1])) (e + X2 + O(]| X2|?)
=e + X + O(|| X|?)
e quindi I'applicazione
gl(n,C) 3 X — exp(X1) exp(X2) € GL(n,C)
ha in 0 differenziale uguale all’identita. La tesi segue quindi dal Teoremal3.3]
O

Osservazione 3.7. Se a € GL(n,C) e ||a —¢|| < 1, la serie

o~ (e—a)’

log(a) = log(e + (a —e)) = — Z h

h=1
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converge uniformemente su ogni aperto {|la —e|| < r} per 0 < r < 1l e
definisce un endomorfismo log(a) € gl(n,C) tale che

exp(log(a)) = a.
Lemma 3.8. Se A, B € gl(n,C) allora
exp(tA) exp(tB) = exp(t(A+ B) + (t*/2)[A, B]) + O(t*) vVt € R.
DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che le due applicazioni
Fi:R>t—exp(tA) exp(tB) € GL(n,C) ed
Fy:R>t—exp(t(A+ B) + (t*/2)[A, B]) € GL(n,C)
assumono per t = 0 gli stessi valori ed hanno uguali per ¢t = 0 le loro derivate

prime e seconde.

Abbiamo Fi(0) = e = F5(0). Inoltre:
Fi(t) =(e +tA+ (t*/2) A2 + O(t?))(e + tB + (t*/2) B*> + O(t%)
=e+t(A+ B) +t*(A%/2 4+ AB + B*/2) + O(®)

ci da

F{(0)=A+DB, F/(0)=A%>+2AB+ B%

D’altra parte:

Fy(t) =e +t(A+ B) + (t*/2)[A, B] + (1/2)(t(A + B) + (t*/2)[A, B])* + O(%)
=e +t(A+ B) + (t*/2)([A, B] + A + AB+ BA + B?) + O(t*)
=e+t(A+ B) + (t?/2)(A? + 2AB + B?) + O(t%)

e quindi anche

F5(0)=A+B,  FJ(0)=A?+2AB + B%
O

Utilizziamo questo lemma per esplicitare la relazione tra sottogruppi
chiusi di GL(n,C) e sottoalgebre di Lie reali di gl(n,C):
Teorema 3.9. Sia G un sottogruppo chiuso di GL(n,C). Poniamo
g={X €gl(n,C)| exp(tX) e G, VteR}.
Allora g € una sottoalgebra di Lie reale di gl(n,C). Inoltre
exp:g— G

definisce un omeomorfismo di un intorno aperto di 0 in g su un intorno
aperto di e in G.

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che, se X € g, allora tX € g per ogni numero
reale t. Dimostriamo ora che, se X,Y € g, anche X +Y € g. Abbiamo:

(exp(tX/n)exp(tY/n))" € G Vt€ R, Vn e N.
Per il Lemma 3.8
exp(tX/n) exp(tY/n) = exp(t(X +Y)/n + O(t*/n?))
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e quindi
(exp(tX/n) exp(tY/n))" = exp(t(X +Y) + O(t*/n)).
Passando al limite per n — 0o, poiché G & chiuso, troviamo exp(t(X+Y)) €
G perognit € R. Quindi X +Y € g.
Poiché G & un gruppo, avremo allora anche
exp(tX/n)exp(tY/n)exp(—t(X +Y)/n) e G VX, Ye€g e neN
Usamdo ancora il Lemma abbiamo

exp (f) exp (g) exp (—t(X;:rY)>

=exp <t(X+Y)+t2[X,Y] +o0 (t?’)) exp (—t(X+Y)>

n 2n2 n3 n
t? 3,3

Otteniamo quindi

2
(exp(tX/n) exp(tY/n) exp(~t(X +Y)/n))"" = exp (5 [X, Y]+ O(t*/n))
e, passando al limite per n — oo abbiamo
exp(5[X,Y]) € G

perché G é chiuso. Poiché G € un gruppo, e quindi contiene I'inverso di ogni
suo elemento, ricaviamo che exp(t[X,Y]) € G per ogni X,Y € g e quindi
[X,Y] € g. Sia G’ il sottogruppo di G generato da

exp(g) = {exp(X) | X € g}.
Dico che G’ ¢ un intorno di e in G. Se cosi non fosse, potremmo trovare
una successione {g,},en C CG’ tale che g, — e per v — co. Scegliamo
un sottospazio vettoriale reale V' di gl(n,C) complementare di g in gl(n, C).
Possiamo allora trovare intorni aperti U di 0 in g e U’ di 0 in V tali che
UxU' 3 (X,Y) = exp(X)exp(Y) € GL(n,C)

sia un diffeomorfismo di classe C*° su un intorno W di e in GL(n,C). In
particolare, possiamo supporre, a meno di passare a una sottosuccessione
estratta, che

g =exp(X,)exp(Y,) con X, €U Y, eU VveN.
Abbiamo:
X,—0 e Y,—0 per v— oo
Inoltre, Y, # 0 ed exp(Y,) € G per ogni v € N. Sia m,, un intero tale che
my, < ||V, |7t < m, + 1.
A meno di passare a una sottosuccessione, possiamo allora supporre che
lim m, Y, =Y € V\ {0}.

v—r00
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Per ogni coppia di interi p,q con ¢ > 0 poniamo

pmy, =qs, +1, con 0<r, <gq.

Poiché
lim r,Y, =0
V—00
otteniamo
exp (pY) = lim exp (pm”YV) = lim (exp(V,))™ € G.
q V—r00 q V—r00

Quindi G contiene gli elementi exp(tY’) per ogni razionale positivo ¢t. Poiché
G ¢ chiuso, exp(tY) € G per ogni t reale non negativo, e poiché G & un
gruppo cio vale anche per i t reali negativi. Abbiamo allora Y € g, che
contraddice la scelta di V. Ne segue che G’ ¢ un intorno aperto di e in G
e quindi coincide con la componente connessa G, dell’identita in G. Inol-
tre, la dimostrazione mostra che 1’esponenziale definisce un omeomorfismo
dell’intorno aperto U di 0 in g sull’intorno aperto W N G dell’identita in
G. O
Definizione 3.10. Se G ¢ un sottogruppo chiuso di GL(n,C), chiamiamo
g={X €gl(n,C)| exp(tX) e G VteR}

I'algebra di Lie del gruppo G.
La dimensione di g come spazio vettoriale reale si dice dimensione del
gruppo G.

Teorema 3.11 (Rappresentazione aggiunta). Sia G un sottogruppo chiuso
di GL(n,C) e sia g C gl(n,C) la sua algebra di Lie. Allora

Ad(9)X =gXgleg VgeG,VX €g.
Per ogni g € G lapplicazione
Ad(g):g—g

e un isomorfismo di algebre di Lie.
L’applicazione

Ad: G >g9— Ad(g) € GLr(g)
e un omomorfismo di gruppi.
DIMOSTRAZIONE. Se X € g e g € G, abbiamo
exp(tgXg ) =gexp(tX)g ' € G VteR

e quindi Ad(g)X € g. L’applicazione Ad(g) : g — g ¢ lineare.
Siano ora g € G e X,Y € g. Abbiamo:

[Ad(g)X, Ad(g)Y] = (Ad(9)X)(Ad(9)Y) — (Ad(9)Y)(Ad(g)X)
= (9Xg )(9Y9™") — (9Y9 (9Xg ™)
=g(XY - YX)g' = Ad(9)[X,Y]

e quindi Ad(g) : g — g ¢ un automorfismo dell’algebra di Lie g.
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Infine, abbiamo:

Ad(g1) 0 Ad(92)X = g1 (92X95 ") 97" = (9192) X (9192) " = Ad(g192) X

per ogni X € g ed ogni ¢1,92 € G; questo dimostra che G 5 g — Ad(g) €
GLg(g) ¢ un omomorfismo di gruppi. O

Proposizione 3.12. Sia G un sottogruppo chiuso di GL(n,C) e sia g la
sua algebra di Lie. Sia I un intervallo aperto della retta reale ed o : I — G
un’applicazione di classe C*. Allora

(3.1) a tt)at) eat)at(t)eg Vel

Viceversa, se A : I — g é un’applicazione continua, to € I e g9 € G, le
soluzioni o;; € C*(I,gl(n,C), i = 1,2, dei problemi di Cauchy

{o’q(t) = a1 (t)A(t) {o'ag(t) = A(t)as(t)

(3:2) a1(to) = go az(to) = go

hanno valori in G.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo dapprima che I 3 0 e che a(0) = e sia l'i-
dentita. Sia U un intorno di 0 in gl(n, C) tale che exp definisca un diffeomor-
fismo di U su un intorno W di e in GL(n, C). Possiamo trovare allora € > 0
tale che a(t) € W per |t| < e. Sia, per t € (—e,€), A(t) = log(a(t)) € U.
L’applicazione (—e¢,¢) >t — A(t) € gl(n,C) & di classe C'. Per il Teorema
A(t) € g per ogni t € (—e,€). Poiché abbiamo supposto che «(0) = e,
abbiamo A(0) = 0. Quindi A(t) = A1t + o(t) per t — 0, con A; € g. Poiché

a(t) = exp(A(t)) = exp(Ait +o(t)) = e+ Ait +o(t) per t—0,

abbiamo &(0) = 4; € g.

Consideriamo ora il caso generale. Se tg € I, le curve a~!(to)a(ty +t)
ed a(to +t)a"t(ty) sono entrambe definite su un intervallo aperto di R che
contiene 0 e sono 'identita per ¢ = 0. Per la prima parte della dimostrazione

pr (a7 (to)a(to +1))|,_, = o (to)i(to) € g e
% (alto+t)a" (to))],_, = &(to)a"(to) € .

Per dimostrare il viceversa, consideriamo prima il caso in cui A(t) = A sia
costante. Allora a;(t) = goexp((t—to)A) ed aa(t) = exp((t—to)A)go sono a
valori in G. Nel caso generale, bastera approssimare la A(t) con applicazioni
costanti a tratti e considerare le soluzioni C' a tratti dei problemi appros-
simanti. Per I'argomento svolto nel caso A(t) =costante, queste soluzioni
approssimanti sono a valori in G e quindi anche i loro limiti a;(¢) sono a
valori in G, in quanto abbiamo supposto che il gruppo G fosse chiuso. [
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4. La trasformata di Cayley

Definizione 4.1. Una matrice A € gl(n,K) si dice C-non singolare se

(4.1) det(I + A) # 0.
Data una matrice C-non singolare A € gl(n, K), la matrice
(4.2) AP =T+ A1 -4

si dice la trasformata di Cayley di A.

Se K ¢ o il campo dei numeri complessi, oppure quello dei numeri reali,
Vinsieme glf(n, K) & un aperto nello spazio vettoriale gl(n, K) ~ K.

Proposizione 4.2. La trasformata di Cayley é un’involuzione razionale
(4.3) glf(n,K) 3 A — glf(n,K).
DIMOSTRAZIONE. Sia A € gl¥(n, K). Abbiamo allora:

T+ A =T+I+A)711-A4
=[(I+A)+T-A))+T+A) T -A)
=2(I+A)~"

Questo dimostra che Af € g[ﬁ(n, K). In modo analogo, otteniamo:

I-A=T—-(I+A)711-A4
=[(I+A) —(I-A)]+{+A) A
=2A(I + A~

Quindi

A% = (I + AH™HI — A% = <;(1 + A)> (2A(I + A)7Y) = A.

O

. : . 1—X . :
Osservazione 4.3. La funzione razionale f(\) = T un’involuzione
della retta proiettiva KP' che scambia tra loro A = —1 e A\ = co. Essa defi-
nisce una bigezione della circonferenza S!' = {z € C | |z| = 1}, privata del
punto z = —1 sulla retta immaginaria iR. Quindi, a meno di moltiplicazione

per 'unita immaginaria, rappresenta la proiezione stereografica di Tolomeo
della circonferenza sulla retta.

Possiamo quindi considerare la seguente come una generalizzazione al
gruppo unitario della proiezione stereografica:

Proposizione 4.4. La trasformata di Cayley definisce un omeomorfismo di
Uf(n) = {u € GL(n,C) | u*u = e} N glf(n, C)

- u(n) = {X € gl(n,C) | X* + X =0} c gl¥(n, C).
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che le matrici di u(n) appartengono tutte

a g[ﬁ(n, C) perché hanno autovalori puramente immaginari.
Se u € U¥(n), abbiamo

W = (I +w) YT —w)]* = (I —w)[(I+u)" ) =T —u*) (I +u*)™!
T—u YT +u ) =[(u—TDu(u+ Du ]!
= (u— D u) (I +u)™ =T +u) (I +u) = —u?.
Viceversa, se X € u(n), otteniamo:
[XFXF = (I - X)[(I+ X)) (1 = X)[(1+ X))
=(I-XI+X) ' I-X)I+Xx)"!
=(I+X)I-X)'I-X)(I+X)"" =1

]

Poiché la trasformata di Cayley di una matrice reale ¢ ancora una matrice
reale, otteniamo ancora:

Proposizione 4.5. La trasformata di Cayley definisce un omeomorfismo di
SO*(n) = {u € GL(n,R) | wu = e} N gl (n,R)

sU
of(n) = {X e gl(n,R) | 'X + X = 0} ngl(n,R).

Osservazione 4.6. Consideriamo il gruppo SU(2), formato dalle matrici
di U(2) con determinante uguale ad 1:

wo-{(" 1 )

Esso ¢ un gruppo topologico omeomorfo alla sfera S?. L’intersezione SUﬁ(2) =
SU(2)Ngl*(2,C) consiste della sola matrice —Io, ed & quindi omeomorfa alla
sfera 2 privata d'un punto. L’algebra di Lie di SU(2) &

su(2) ={X €gl(2,C) | X + X" =0 e trac(X) =0}

la]® + |8)? = 1} c GL(2,C).

ed & tutta contenuta in glf(2,C), perché tutte le matrici di su(2) hanno
autovalori puramente immaginari. La trasformata di Cayley definisce allora
la proiezione stereografica

53\ po ~ SU*(2) = SU(2) \ {—I»} — su(2) ~ R®.






CAPITOLO 7

Gruppi lineari compatti

In questo capitolo studiamo la struttura topologica di alcuni gruppi
lineari compatti.

Indicheremo con I, o per semplicita con I, la matrice unitaria n x n e
con J,, o per semplicita con J, la matrice antisimmetrica (2n) x (2n):

Jn == (71’” I") .
Ricordiamo la definizione dei seguenti gruppi compatti:
U(n) ={u e GL(n,C) |u*u=1,} (gruppo unitario)
SU(n) ={u e U(n)|det(u) = 1} (gruppo speciale unitario)

O(n) = {a € GL(n,R) |'uu=1,}
=U(n) N GL(n,R) (gruppo ortogonale)

SO(n) ={a € O(n) | det(u) = 1} (gruppo speciale ortogonale)

(gruppo quaternonico unitario

JR— t ==
Sp(n)={¢g€U2n)|'gJg = J} o gruppo simplettico compatto)

1. Proprieta topologiche di U(n)

Lemma 1.1. Ogni matrice di U(n) é diagonalizzabile in una base ortonor-
male di C". I suoi autovalori hanno tutti modulo uguale a 1.

DIMOSTRAZIONE. Sia v € U(n). Poiché il campo C e algebricamente
chiuso, v ha almeno un autovalore A\; € C, con autovettore €1, che possiamo
normalizzare in modo che risulti |e;| = 1.

Sev € C" e v € e, allora

(u()ler) = A (u(v)u(er)) = A~ (vler) = 0.

Quindi u(ef) = ¢ e la restrizione di u all’iperpiano ei- & ancora un’ap-

plicazione unitaria su uno spazio vettoriale complesso di dimensione n — 1.
L’esistenza di una base ortonormale di autovettori di w segue allora per
ricorrenza.

Infine, se A & un autovalore di v € U(n) e v # 0 un autovettore di u
relativo all’autovalore A, allora

[0 = (v]v) = (u(v)|u(v)) = (wlrv) = [AP|v]”
implica che |A| = 1. O

97
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Teorema 1.2. Il gruppo U(n) é un sottogruppo chiuso, compatto e connesso
per archi di GL(n,C). La sua algebra di Lie u(n) é
(%) u(n) ={X € gl(n,C) | X + X* =0}
ed ha dimensione reale n®. L’applicazione esponenziale
u(n) 3 X — exp(X) € U(n)
e surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. L’applicazione ¢ : GL(n,C) 3 a — a*a € GL(n,C)
¢ continua e quindi U(n) = ¢~ !(e) & un chiuso, contenuto nel compatto
{a € GL(n,C) | ||a|| = 1} e quindi compatto.

Per ogni X € gl(n,C), risulta (exp(X))" = exp(X™).

Infatti, ¢ (P(X))* = P(X™) per ogni polinomio P a coefficienti reali e
quindi, poiché la X — X™* & continua abbiamo:

(exp(X))" = (;gn;o 2 ii.) = (Z iv)

~ (X"
zylggo hZO = exp(X™).

L’algebra di Lie u(n) di U(n) & caratterizzata da
u(n) ={X € gl(n,C) | (exp(tX))" exp(tX) =e, Vt € R}.
Se X € u(n), differenziando l'identita exp(tX*)exp(tX) = eint = 0
otteniamo
X"+ X=0.
Supponiamo viceversa che sia X + X* = 0. Consideriamo 'applicazione
differenziabile
a:R3t—exp(tX™)exp(tX) € GL(n,C).
Differenziando otteniamo:
o (t) = exp(tX*)(X*+ X)exp(tX)=0 VteR
e quindi
a(t) = costante = a(0) =€
dimostra che X € u(n).

Dimostriamo ora che ’applicazione exp : u(n) — U(n) e surgettiva. Fis-
siamo u € U(n). Per il Lemma possiamo trovare una base ortonormale
di C", e quindi una matrice a € U(n), tale che

et 0 0 .. 0 0
0 e 0 .. 0 0
, 1 N 0 0 €% .. 0 0
u = aua = aua = . . . . .
0 0 0 ..e%-1 90
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Allora, posto

91 0 0 0 0
0 i62 O 0 0
0 0 1403 0 0
A= . .. )
0O 0 0 ..1,-1 O
0O 0 0 .. 0 6,
!

abbiamo A € u(n) e exp(A) = /. Allora, poiché a* = a~! € U(n), abbiamo:
a*Aa € u(n) e exp(a*Aa)=a*exp(Ad)a =a*v'a=u.

Essendo immagine dello spazio vettoriale u(n) mediante I’applicazione con-
tinua exp, il gruppo U(n) & connesso per archi. O

2. Il gruppo speciale unitario
L’applicazione
U(n) > u — det(u) € S* c C

¢ un omomorfismo continuo del gruppo unitario nel gruppo moltiplicativo
S! dei numeri complessi di modulo 1. II suo nucleo

SU(n) = {u € U(n)|det(u) =1}
& un sottogruppo chiuso normale di U(n), che si dice gruppo unitario speciale

di ordine n.

Teorema 2.1. L’algebra di Lie di SU(n) é la sottoalgebra di Lie su(n) di
u(n), di dimensione n? — 1, formata dalle matrici di u(n) che hanno traccia
nulla:

su(n) = {X € u(n) | trac(X) = 0}.
L’applicazione
su(n) > X — exp(X) € SU(n)
¢ surgettiva. Il gruppo SU(n) é compatto e connesso per archi.
DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione segue dalla
det(exp(X)) = 2,

Infatti, se X € su(n), da exp(tX) € SU(n) per ogni numero reale ¢, segue
che:

X+X*=0
trac(tX) =t -trac(X) =2kmi Vt€R, con k=Ek(t)cZ.

La seconda relazione implica che trac(X) = 0.
Sia ora u € SU(n). Allora possiamo trovare a € U(n) tale che

et 0 0 .. 0 0

0 €% 0 .. o0 0

1 N 0 0 €% .. 0 0
aua = aua = . . .o . .
0 0 0 efn-1 0

0 0 0 0 eifn
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La condizione det(u) =1 da allora

exp(i(fy + ...+ 60,)) =1

e quindi
exp(ify,) = exp(—i(01 + ... + 0n—1)).
Posto
i 0 0 0 0
0 iy 0 0 0
0 0 i3 0 0
U= oo :
0 0 0 .. iy s 0
0 0 0 .. 0 —i(014..400_1)

abbiamo U € su(n) e quindi a*Ua = a*U(a*)~! € su(n) perché a* = a~! €
U(n) e la traccia € invariante rispetto al coniugio. Abbiamo quindi
exp(a*Ua) = a* exp(U)a = u.

L’applicazione u(n) 3 X — trac(X) € R ¢ un funzionale lineare non identi-
camente nullo su 1(n) e quindi su(n) ha dimensione n? — 1. Il gruppo SU(n)
¢ compatto perché & un sottogruppo chiuso di U(n) e connesso per archi per-
ché & immagine continua, mediante I’applicazione esponenziale, della propria
algebra di Lie su(n). O

Teorema 2.2. Per ogni n > 2 il gruppo U(n) é omeomorfo al prodotto
topologico SU(n) x St.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con D, () la matrice n x n:

()
p.y=( " .
1

Definiamo allora I’omeomorfismo cercato mediante:
SU(n) x S* 3 (g,\) = D,(\) g € U(n);
il suo inverso ¢ dato da:

U(n) 3 g — (Dy(1/detg) g,detg) € SU(n) x S*.

3. Il gruppo speciale lineare complesso

Ricordiamo che il gruppo speciale lineare complesso SL(n,C), & il sot-
togruppo normale di GL(n,C) delle matrici di determinante 1. Esso ¢ un
sottogruppo chiuso di GL(n,C).

Teorema 3.1. L’algebra di Lie sl(n,C) di SL(n,C) ¢ la sottoalgebra di
Lie di gl(n,C), di dimensione complessa n> — 1, e quindi dimensione reale
2(n? — 1), formata dalle matrici complesse a traccia nulla:

sl(n,C) = {X € gl(n,C) | trac(X) = 0}.
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Il gruppo SL(n,C) é connesso per archi. Siano
po(n) = {X € p(n) | trac(X) = 0},

SP. (n) = {p € P (n) | det(p) = 1}.
Allora
exp(po(n)) = SP4(n).

L’applicazione
(%) SU(n) x SP4(n) > (u,p) - uop € SL(n,C)

¢ un omeomorfismo tra SL(n,C) ed SU(n) x SP(n). Il gruppo topologico
SU(n) ¢ omeomorfo al prodotto topologico SU(n) x R~

DIMOSTRAZIONE. Le prime affermazioni si deducono facilmente dal Teo-
rema del Capitolo [6] (decomposizione di Cartan in GL(n, C)) e da con-
siderazioni analoghe a quelle svolte nella dimostrazione del teorema prece-
dente. Infatti, ogni a € SL(n,C) si puo scrivere in modo unico come il
prodotto

a=uop
di un elemento u € U(n) e di un elemento p € P (n). Poiché
det(a) = det(u) - det(p) =1

e il determinante di p € un numero reale positivo, mentre il determinante di
u € un numero complesso di modulo 1, otteniamo che

det(u) = det(p) = 1.

Quindi la (%) & un omeomorfismo. L’ultima affermazione segue dal fatto che
po(n) & un iperpiano dello spazio vettoriale reale p(n) ed exp definisce un
omeomorfismo di po(n) su SP4(n). O

4. I gruppi O(n) ed SO(n)

11 gruppo O(n) (gruppo ortogonale di ordine n) ¢ il gruppo delle isometrie
lineari e SO(n) (gruppo speciale ortogonale o gruppo delle rotazioni di ordine
n) quello delle isometrie lineari di determinante 1 dello spazio Euclideo R™.

Osserviamo che SO(n) ¢ un sottogruppo normale di indice 2 di O(n).
Poiché GL(n,R) ¢ un sottogruppo chiuso di GL(n, C), anche O(n) e SO(n)
sono sottogruppi chiusi di GL(n,C).

Teorema 4.1. I due gruppi O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie,
di dimensione reale n(n —1)/2,

o(n) = {X € gl(n,R) | X +'X =0}.

DIMOSTRAZIONE. Sia X un elemento dell’algebra di Lie o(n) di O(n).
Poiché exp(tX) € GL(n,R) per ogni t € R, abbiamo X € gl(n,R). Risulta
allora

det(tX) = e!"(X) reale e >0 VteR
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e quindi
exp(tX) € SO(n) VteR
dimostra che O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie. Abbiamo poi
I ="exp(tX))exp(tX) = exp(t ' X)exp(tX) VteR.
Derivando rispetto a t otteniamo la relazione
exp(t-X) ("X + X) exp(tX) =0 VteR.

Da questa si ricava che condizione necessaria e sufficiente affinché X € o(n)
¢ che sia X + X = 0. O

Teorema 4.2. L’applicazione
o(n) > X — exp(X) € SO(n)
e surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. Data una rotazione a € SO(n), possiamo decomporre
R™ in somma diretta di sottospazi a-invarianti, due a due ortogonali,

RP=VioVed..0V,

tale che ogni sottospazio V; abbia dimensione minore o uguale a 2 e la restri-
zione di a a Vj sia l'identita se V; ha dimensione 1. Su ciascuno dei sottospazi
V; di dimensione 2 la a definisce una rotazione dello spazio Euclideo R2. Sara
quindi sufficiente dimostrare che

0(2) > X —S0(2)
¢ surgettiva. Un elemento di 0(2) ¢ una matrice della forma

AO) = (5 o)

Poiché o
2h _ ((=1)"6 0
A(e) - < 0 (71)h92h)

e

h 0 1 h02h+1

A(9)2 1 = (_(_1)h92h+1 ( )0 )

otteniamo

exp(A(0)) = (G &6) -
Cio dimostra che exp : 0(2) — SO(2) ¢ surgettiva. La dimostrazione ¢
completa. O

Teorema 4.3. SO(n) é un gruppo compatto e connesso per archi. Il gruppo
O(n) ¢é unione di due componenti connesse, ciascuna omeomorfa a SO(n).

DIMOSTRAZIONE. I gruppi SO(n) e O(n) sono compatti perché sotto-
gruppi chiusi del gruppo compatto U(n):
SO(n) = SU(n) N GL(n,R), O(n)=U(n) N GL(n,R).
Inoltre SO(n) & connesso per archi perché immagine mediante ’esponenziale
dello spazio vettoriale o(n).
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In quanto immagine dell’algebra di Lie di o(n) mediante 'applicazione
esponenziale, SO(n) ¢ la componente connessa dell’identita in O(n). La
moltiplicazione a sinistra per la matrice

-1

1

¢ un omeomorfismo di SO(n) sul suo complementare (SO(n) in O(n).

Quindi O(n) ha esattamente due componenti connesse, omeomorfe a SO(n).
O

Osservazione 4.4. Il gruppo SO(1) ¢ il gruppo banale {I}. L’applicazione

SO(2)9a—>a((1)> 651:{(§> €R2]x2+y2=1}

definisce un omeomorfismo di SO(2) su S*.

5. L’omomorfismo canonico SU(2) — SO(3)

Le algebre di Lie 0(3) e su(2) sono algebre di Lie reali di dimensione
reale 3. Abbiamo

0 =z vy
0(3) = -z 0 —z||xz,y,2z€R
-y z 0
¢ . .
su(2) = {(_yzf_ i y_—l;;z) |z,y, 2 ER}.
Poniamo
010 0 01 00 O
A= -1 0 0], A = 00 0], A4=]00 -1/,
000 -1 0 0 01 O

1/i 0 1/0 1 1/0 i
Bl_2<0 —z’)’B2_2<—1 0)’33_2<i 0)'

Allora A;, Ag, A3 formano una base di 0(3) e By, By, B3 una base di su(2) e
il prodotto di Lie delle due algebre e descritto nelle due basi dalle tabelle:
A Al =A
[45, 4n] Fos (j, h, k) & una permutazione positiva di {1, 2, 3}.
[Bj, By] = By,
Le due algebre sono quindi isomorfe e isomorfe all’algebra di Lie definita su
R3 dal prodotto vettore.
Indichiamo con
s:0(3) — su(2)



104 7. GRUPPI LINEARI COMPATTI

I'isomorfismo di algebre di Lie che fa corrispondere ad A; € o(3) 'elemento
Bj € 511(2).

Per descrivere una rappresentazione di SU(2) nel gruppo delle rotazioni
di R?, introduciamo l'isomorfismo R-lineare:

x , .
MRS |y | — ( o y—f—.zz> € su(2).
e —y+iz —ix

o {(1 )

Facciamo operare SU(2) su su(2) mediante la rappresentazione aggiunta:
SU(2) x su(2) > (u, X) — Ad(u)X = uXu~t € su(2).
L’isomorfismo A ci permette di definire una rappresentazione lineare

p:SU(2) - GL(3,R)

Abbiamo

(o, B) € 53} ~ 5% cC2

mediante

pu)v = A" Had(u)A\(v)) Yo € R3.
Lemma 5.1. Per ogni u € SU(2), é p(u) € SO(3).
DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che
[v? = detA(v) VYo € R3.
Abbiamo percio
Ip(u)v]* = det(ul(v)u™t) = detA(v) = [v]* Vo € R3.

Teorema 5.2. L’applicazione
p:SU(2) - SO(3)

e un omomorfismo di gruppi surgettivo. Il suo nucleo é il sottogruppo nor-
male
{£I} C SU(2).

DIMOSTRAZIONE. Siano a,b € SU(2). Allora
pla) o p(b)v =p(a)(\ Ad(B)A(v))
=A"1oAd(a) o Ao ATTAd(D)A(v)
=\"1o Ad(a) o Ad(b)A(v)
=\"1o Ad(ab)A(v)
=p(ab)v Yo € R3.

Cio dimostra che p ¢ un omomorfismo. Calcoliamone il nucleo. Esso ¢
formato dalle trasformazioni v € SU(2) tali che

Ad(w)X = X VX € su(2),
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cioe
[u, X] =uX — Xu=0 VX €su(2).
Scrivendo queste identita con X = Bj, per j = 1,2,3, si ottiene, per u =

(_045 g),che
6=0, a=+l.

Per completare la dimostrazione, basta osservare che la trasformazione p :
SU(2) — SO(3) puo essere definita dal diagramma commutativo:

su(2) —2» SU(2)

T l”
o(3) —— SO().

Da questo diagramma otteniamo immediatamente che p ¢ surgettiva in
quanto

poexp sy 08 = exp o)
e surgettiva. O

Teorema 5.3. Il gruppo topologico SO(3) é omeomorfo allo spazio proiet-
tivo RP3.

DIMOSTRAZIONE. Il quoziente iniettivo della rappresentazione p : SU(2) —
SO(3) da un omeomorfismo

Il quoziente SU(2)/ 4, ¢ omeomorfo al quoziente di S3 C C? rispetto alla
mappa antipodale

S35¢—5—€ces?
e quindi allo spazio proiettivo RP3. ([

Osservazione 5.4. L’omomorfismo canonico SU(2) — SO(3) ha un im-
portante significato fisico: il fattore 1/2 che compare nell’isomorfismo s tra
l'algebra di Lie delle matrici 3 x 3 antisimmetriche e I’algebra di Lie su(2)
delle matrici antihermitiane 2 x 2 a traccia nulla si puo interpretare come lo
spin dell’elettrone.

5.1. Angoli di Eulero. Per ricavare la surgettivita dell’applicazio-
ne p : SU(2) — SO(3) possiamo utilizzare la rappresentazione di SO(3)
mediante gli angoli di Fulero. Consideriamo gli omomorfismi

7,0: 51 = S0O(3)

definiti da
1 0 0 cosf 0 —sinf
7(e?) = [0 cos¢ —sing |, o= 0 1 0
0 sin¢g cos¢ sinfd 0 cos6

(rotazioni intorno all’asse x e rotazioni intorno all’asse y).
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Lemma 5.5. L’applicazione

a8 x ST x St 5 (€162 ¢3) 5 (1) 0 0(¥2) 0 T(e%) € SO(3)
e surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. Sia eq, ez, e3 la base canonica di R3. Un’applicazione
a € SO(3) & completamente determinata dall’immagine dei vettori eq, es.

Poniamo €; = a(e;) per j = 1,2. Poiché |e;| = 1, abbiamo per opportuni
6,1 € R:
cos Y
€1 = | sin¢gsiny
cos ¢ siny
(coordinate sferiche in R3). Una base ortogonale di i ¢ data dai vettori
0 —siny
vi= 1| coso |, v9 = | sin ¢ cosy
—sin¢ COS ¢ cOs

Quindi €9 = v1 cos @ + v sin f per un opportuno 6 € R. Chiaramente
a=a(e™ eV, e.
O

Osservazione 5.6. In generale gli angoli di Eulero si riferiscono a una scelta
di p,90,0 con 0 <y <meld<ep,6<2m.

Definiamo ora
7,6 : 81 = SU(2)

mediante

(o= (70 o) = (el )

Sia
G 8 x ST x St 5 (€612 e3) 5 7(e1) 0 5(e¥2) 0 7(e%3) € SU(2).
Otteniamo allora il diagramma commutativo
Stx Sl xSt —— St xSt xSt

a B

SU@)  ——  SO@3).
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6. Il gruppo quaternonico unitario Sp(n)

Abbiamo definito il gruppo Sp(n) come il gruppo di tutte le matrici
complesse unitarie a di ordine 2n che soddisfano

aJa=J, ove J= (_InI").

11 gruppo Sp(n) si puo identificare al gruppo delle matrici n x n a coefficienti
quaternioniﬂ che preservano il prodotto scalare canonico di H".
Ricordiamo che il corpo (non commutativo) H dei quaternioni di Ha-
milton si puo rappresentare come ’anello associativo delle matrici 2 x 2 a
coefficienti complessi della forma q = (7; g) con z,w € C. Un numero

complesso z si rappresenta con la matrice z = (Z 0

0z
matrice (,01 5) Possiamo allora scrivere il quaternione q mediante:

). Indichiamo con j la

q=z+wj=1z+jw.

Osserviamo ancora che, con questa rappresentazione matriciale, q = q*. 1l
prodotto di due quaternioni si puo esprimere mediante:

(z1+wW1j) (22 +W2j) = (2122 —W1W2) +(21Wa + W1Z2)j V21,22, w1, ws € C.
Questa formula si ricava immediatamente da:
jz=12j, YzeC e j*=-1

Per semplicita di notazione, utilizzeremo nel seguito la stessa lettera (evi-
tando di utilizzare il grassetto) per indicare sia il numero complesso che la
matrice corrispondente. Il coniugato di un quaternione (che nella rappre-
sentazione matriciale coincide con 'aggiunta) ¢ dato da:

z+wj =2z—wj.
Indichiamo con ¢ l’isomorfismo:
2 h . h h . h
c:C"> (Z , W )1Sh§n — (Z + Jw )1§h§n c H"”

e con
¢:C™ > (M wh) = (2", ah) e CP

il coniugio. Allora, indicando con (-j) la moltiplicazione a destra di un
vettore di H” per il quaternione j, abbiamo:

J—lo(.j)og: —JO§: (In —[n) 0g.
Consideriamo una matrice B = C + jD = (Cpi + jDnk)1<hk<n con

coefficienti Cpg + jDpr € H, Chg, D € C. Se u = v 4+ jw € H", con
v, w € C™, abbiamo

Bu = (Cv — Dw) + j(Dv + Cw).

lgi puo considereare H™ come uno spazio vettoriale a destra, facendo agire le matrici
n X n a coefficienti in H a sinistra sulle n-uple di quaternioni.
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Ad essa risulta dunque associata la matrice B € M (2n, 2n; C) definita da

~ C D

5-(5 ).
Le matrici di questa forma sono tutte e sole le matrici 2n x 2n complesse A
che soddisfano la:

(*) AJ = JA.

Esse formano una sottoalgebra di Lie reale di gl(2n,C), che si indica con
gl(n, H).

Definizione 6.1. Gli elementi invertibili di gl(n,H) formano il gruppo li-
neare di ordine n sui quaternioni, che indichiamo con GL(n,H).

Consideriamo ora un elemento g € Sp(n). Esso ¢ rappresentato da
una matrice complessa unitaria (2n) x (2n), che verifica 'g J g = J. Poiché
tg = g1, sostituendo otteniamo (x).

Abbiamo ottenuto un’inclusione naturale: Sp(n) < GL(n, H).

Possiamo quindi rendere esplicita la caratterizzazione Sp(n) come il
gruppo delle trasformazioni H-lineari a destra su H"”, che lasciano invariato
il prodotto scalare sui quaternioni:

n
(xx) (ur|ug)m = Zu?ﬂg
h=1

Se scriviamo le componenti u? nella forma vlh + jwlh con vlh,wlh € C per

I =1, 2, troviamo per il prodotto scalare sui quaternioni ’espressione:
n n
(ur|ug)m = Zv?ﬁg + Dk + j Zw?f)g — ohwh
h=1 h=1
= ()" o (33) + [(2)7T (33)] 5

da cui segue che Sp(n,C) consiste esattamente delle matrici di GL(n,H)
che preservano il prodotto ().

Teorema 6.2. Per ogni interon > 1 il gruppo Sp(n) é compatto e connesso
per archi. La sua algebra di Lie e

sp(n) = {X €sl(2n,C)|'XJ+JX =0, X* +X =0}
L’esponenziale definisce un’applicazione surgettiva
exp : sp(n) — Sp(n).
L’algebra di Lie sp(n) ha dimensione n(2n + 1).

DIMOSTRAZIONE. Sp(n) & compatto perché & un sottospazio chiuso di
U(2n), che ¢ compatto.
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La caratterizzazione della sua algebra di Lie sp(n) si ottiene con argo-
menti simili a quelli utilizzati in precedenza: si osserva che sp(n) C u(2n) e
che, posto (t) = exp(t'X) J exp(tX), risulta:

7 () = exp(t'X) (J'X + X J) exp(tX).

Da questa si ottiene facilmente che la condizione J!X 4+ X J = 0 & necessaria
e sufficiente affinché una X € u(2n) appartenga a sp(n). Moltiplicando a
sinistra per J e calcolando la traccia troviamo che trac(X) = 0 (e quindi X €
su(2n)) e moltiplicando a destra e a sinistra per J troviamo la condizione
equivalente XX J + JX = 0.

Osserviamo infine che per ogni g € Sp(n) possiamo trovare a € Sp(n)
tale che
i1

(*) aga™! = o

e~ 0n

Sia infatti A\; un autovalore di g e sia v; un suo autovettore con |vi| = 1.
Abbiamo allora:

CL(JTJl) = Jav, = J(5\11}1> = 5\1(J171) .

Ragionando per ricorrenza, troviamo una base ortonormale di C?" della
forma:

Uiy oony Uny J(01), ooy J(vp) .

I suoi vettori formano le colonne della matrice a € Sp(n) per cui a~'ga ha
la forma diagonale (x).
La matrice

X=a! #n a

—ibp
appartiene a sp(n) ed exp(X) = g.
Cio dimostra la surgettivita dell’esponenziale e quindi il fatto che Sp(n)
€ connesso per archi. O

7. Sfere e gruppi compatti

Sia K uno dei corpi R, C, H e indichiamo con eq,es,...,e, la base
canonica di K". Possiamo allora identificare O(n — 1) (risp. SO(n — 1),
U(n — 1), SU(n — 1), Sp(n — 1)) al sottogruppo di O(n) (risp. SO(n),
U(n), SU(n), Sp(n)) delle trasformazioni che lasciano fisso il vettore e,.
Abbiamo allora i seguenti omeomorfismi:
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Teorema 7.1.
1

12
N

U(1)
SU(2)
Sp(1)
1)
1)

3

1R
)

3

12
)

12

O(n)/O(n —1) ~ SO(n)/SO(n — s >
U(n)/U(n —1) ~ SU(n)/SU(n — st >1)
Sp(n)/Sp(n —1) =~ 5™ (n>1)

12

DIMOSTRAZIONE. In ciascuno dei casi I’omeomorfismo cercato ¢ il quo-
ziente iniettivo dell’applicazione g — g(ey). O

8. Il gruppo SO(4)

Identifichiamo lo spazio Euclideo R* al corpo non commutativo H dei
quaternioni di Hamilton. Il prodotto scalare canonico di R* si puo esprimere
per mezzo del prodotto di quaternioni:

(8.1) (zly) = Re(zy) = Re (y7) = 5(z§ +y ).

L’insieme dei quaternioni di modulo 1 ¢ la sfera S3, su cui la moltiplicazione
dei quaternioni definisce quindi una struttura naturale di gruppo topologico.

Se v € S3, la simmetria ortogonale di vettore v, rispetto al prodotto
scalare Euclideo di R%, ¢ la trasformazione:

(8.2) s5y(x) = & — 2(x|v)v = & — (20 + vE)v Vo € RL

Lemma 8.1. Sia v € S3. Allora la simmetria ortogonale di vettore v &
descritta dalla formula

(8.3) sy(x) =—vZw Vo € H.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti:

—VIV =2 <= —vI =10 (z|v) = %(mz‘;—i—vi) =0,

e —vvv = —v. Quindi la trasformazione x — —vZ v lascia fissi i punti
dell’iperpiano ortogonale a v e trasforma v nel suo opposto. Essa coincide
percio con la simmetria s,,. O

Teorema 8.2. Per ogni v € S® le applicazioni

(8.4) L,:H>z —sveecH e R, :Hoxz—zvecH
sono trasformazioni di SO(4). Le

(8.5) S3>v—L,cS0(4) ed S*>v— Ry;cSO(4)

sono omomorfismi di gruppi. Le loro immagini L(S®) ed R(S®) sono sotto-
gruppi normali di SO(4). L’applicazione

(8.6) 53 x 83 5 (v1,v2) = Ly, 0 Ry, € SO(4)
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¢ un omomorfismo surgettivo del prodotto diretto di due copie di S® su
SO(4). E inoltre un omeomorfismo locale di gruppi topologici, con nucleo
{(1,1),(=1,-1)} e quindi é un rivestimento a due fogli.

DIMOSTRAZIONE. Poiché |z y| = |z|-|y| per ogni z,y € H ~ R*, ne segue
che, per ogni v € S3, le L, ed R, sono trasformazioni di SO(4). Inoltre,
poiché H & un corpo, le L : S3 — SO(4) ed R : S — SO(4) sono iniettive.
Si verifica poi facilmente, per I'associativita del prodotto dei quaternioni,
che L ed R sono omomorfismi di gruppi.

Per dimostrare che e surgettiva, ricordiamo che ogni trasformazione
di SO(4) si puo ottenere come composizione di quattro simmetrie vettoriali.
Quindi, se a € SO(4) ed @ = sy, 0 5y, O Syy O Sy, CON V1, V2, V3,V € S,
abbiamo per il Lemma [8.}

a(x) = Sy, O Syy O Syy (—V4 T V4) = Sy O Sy, (V304 T V4V3)
= Svl(—7)2173214fv47731}2) = V102V3V4TV4V3V2V1 = W1TW2,

con wi = V{UU3Vy4 € V4v3Vov1 1IN S3.
Infine, se vi,vs € S3 e vizvy = x per ogni = € H, abbiamo
() V1TVy = T <= v1x = TV Vx € H.

Ponendo z = 1 troviamo che v; = 72 e quindi la (%) c¢i da vy z = zv; per
ogni z € H. Quindi v; & un punto reale di S® e percido uguale a +1.
Infine, L(S3) ed R(S3) sono sottogruppi normali di SO(4). Infatti, se
v € S ed a € SO(4), scriviamo a = Ly, o Ry, con wi,wy € S3. Allora
a~! = Ly, Ry, e dunque
aoLyoa Y (z) = a(L,(wzw)) = alvi zwy)
= WVWIT Wowg = W1VWTL = Ly, v, (T).

Cid dimostra che L(S3) & normale. In modo analogo si verifica che anche
R(S3) & normale. O

11 sottogruppo di SO(4) delle rotazioni che lasciano fissi i punti della
retta reale di H ¢ un sottogruppo isomorfo ad SO(3). Le a € SO(3) saranno
percio tutte e sole le trasformazioni della forma a = L,, oR,,, con vy,v3 € S 3
e v1ve = 1. Quindi vy = vl_l = 77 ed otteniamo:

Proposizione 8.3. L’applicazione
(8.7) S350 — LyoRy € SO(3) ~ {g € SOM4) | g(1g) = 1}

& un omomorfismo surgettivo di gruppi, con nucleo {x1g}. E un omeomor-
fismo locale e quindi un rivestimento a due fogli di gruppi topologici.

Osservando che Sp(1) ~ S$3 & omeomorfo a SU(2), abbiamo ottenuto
un’altra dimostrazione del Teorema [5.2]






CAPITOLO 8

La lista di Cartan dei gruppi classici

Ogni gruppo di Lie G con un numero finito di componenti connesse e
omeomorfo al prodotto topologico K x R* di un gruppo di Lie compatto K e
di uno spazio Euclideo R*. Il gruppo G contiene un sottogruppo compatto
massimale omeomorfo a K, e tutti i sottogruppi compatti massimali di G
sono tra loro omeomorfi. Tale decomposizione si dice la decomposizione di
Cartan di G.

In questo capitolo definiamo i gruppi lineari della lista di Cartan, che si
dicono anche i gruppi classici, e descriviamo per ciascuno di essi la relativa
decomposizione di Cartan.

Mostreremo che, per una presentazione opportuna del gruppo lineare
G C GL(n,C), un sottogruppo compatto massimale K sara l'intersezione
G NU(n) di G con il gruppo delle matrici unitarie.

1. Decomposizione di Cartan per una classe di gruppi
pseudoalgebrici

Definizione 1.1. Un sottogruppo G di GL(n,C) si dice pseudoalgebrico se
puo essere definito mediante un sistema di equazioni:

(*) fi(g,9) = ... = fn(g,9") =0

dove fi,..., fnv sono polinomi a coefficienti reali delle parti reali e immagi-
narie dei coefficienti di g € GL(n,C). I sottogruppi pseudoalgebrici sono
ovviamente chiusi.

I gruppi classici della lista di Cartan che introdurremo nel paragrafo
seguente sono tutti pseudoalgebrici.

Il seguente teorema ci da un metodo per calcolare la loro decomposizione
di Cartan come il prodotto del sottogruppo compatto G N U(n) e di uno
spazio euclideo R¥.

Teorema 1.2. Sia G un sottogruppo pseudoalgebrico connesso di GL(n,C)
che goda della proprieta:

geG=g¢" € G,
e sia g l'algebra di Lie di G. Allora ’applicazione
(GNU(n)) x(gNp(n)) > (u,B) > uexp(B) € G
e un omeomorfismo.

113
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DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema del Capitolo [6] ogni elemento g €
G C GL(n,C) si scrive in modo unico come

g=uop con ué€U(n),pePi(n).
Poiché per ipotesi anche
g =pou’ :pou_l €G,
il gruppo G contiene I’elemento
g9 =p

Per il Lemma del Capitolo [6] vi & un unico elemento B € p(n) tale

che

p = exp(B).
Sia a € U(n) tale che a o B o a* sia in forma diagonale:
66 0 0 ... O
0 6 0 ... O
Ad(a)(B) =aoBoa* = 0O 0 63 ... 0
0 0 0 ... 6,

con §; € R per j = 1,...,n. Il gruppo ad(a)(G) & ancora un sottogruppo
pseudoalgebrico di GL(n,C) e quindi le matrici diagonali reali di ad(a)(G)
formano un sottogruppo pseudoalgebrico Q di GL(n,C). Possiamo percio
trovare un insieme finito di polinomi fi, ..., fy € Rlzq,...,z,] tali che la
matrice diagonale reale

& 0 0

0

. 5:2 " | ecLmR)
0 0 ... &

appartenga a Q se e soltanto se
fit&,&,...,&,) =0 per j=1,.. N.
Poiché p*2 p* ... p*?F ... appartengono a G, abbiamo
fj(€2k01,62k02, ey =0 Vkez,Vj=1,..N.
Per concludere la dimostrazione utilizziamo il seguente

Lemma 1.3. Sia f : R — R una funzione esponenziale-polinomiale della
forma:

N
f(t):chebjt teR
j=1

con cj,bj € R eb; #bj sei#j. Se f si annulla per ogni t € 7\ {0}, allora
f si annulla per ogni t € R.
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DIMOSTRAZIONE. Poniamo exp(b;) = &;. Consideriamo la matrice

& &L &L &N

&g & & ... &
M, )= | & & & .. &
e e

Dico che
det M(&1,..én) =660 [ (& =)

1<i<j<N
Per dimostrare questa formula osserviamo che

detM(fl, ...,EN) =& . &N det V(gl, ...,fN)

dove V (&1, ..., &) € la matrice di Vandermonde di ordine N

1 1 1 1
$ 8 8 8
3 & & . £
V(&1 EN) = o N
£i\f—l 5é\f—1 631)\1'—1 £JJ\\;'—1
Abbiamo
(1) detV(&r,..én) = [ (& —&)-
1<i<j<N

Per verificare la (1), ragioniamo per ricorrenza su N. La formula del determi-
nante di Vandermonde e facilmente verificata nel caso N = 2. Supponiamo
quindi N > 2 e la formula vera per determinanti di Vandermonde di or-
dine N — 1. Sottraendo alla j + l-esima riga &; volte la j — esima, per
7=1,....N — 1, otteniamo:

1 1 1 1

0 &2—&1 &3—&1 En—&1

0 &(&—&) &(83—&) ... En(En—&1)
0 (L&) &&E-&a) .. &Ev-¢&)

detV (&1,...,6n)=det

06 2(e—t1) & (&6 . & (Ev—6)

Raccogliendo il fattore (§; — &1) nella j-esima colonna, per j = 2,..., N, si
ottiene

detV(Ela aé.N) = (52 - gl) Tt (£N - fl) : detV(§2, 7£N)

La formula segue allora dall’ipotesi di ricorrenza.
In particolare, M (&1, ...,€n) € una matrice invertibile e la relazione

(Cl, ey CN)M(£1> 7£N) =0,

che equivale all’annullarsi di f(t) per t = 1,..., N, implica che tutti i
coefficienti ¢y, ..., cn, e quindi f(t), sono uguali a 0. O
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Concludiamo ora la dimostrazione del teorema. Per il lemma appena
dimostrato,

fie?, ey =0 VteR,j=1,..,N.
Quindi exp(2t(aBa*)) € Q per ogni t € R e ¢id mostra che
B egnp(n).
Allora p € G e percido u = gop~! € GNU(n). L’applicazione
(GNU(n)) x (gNpn)) > (u,B) » uexp(B) € G

€ quindi continua e surgettiva e ha inversa:

G329 (90(5"9) " (g°9)"/?) € (GNU(™)) x (gNp(n)

continua, onde € un omeomorfismo. O

Nella ricerca della decomposizione di Cartan di un gruppo classico G C
GL(n,C) della lista di Cartan, con algebra di Lie g, seguiremo quindi il
seguente procedimento:

(1) Verificheremo che esso contenga ’aggiunto di ogni suo elemento;
(2) Calcoleremo g N p(n);
(3) Studieremo il sottogruppo compatto G NU(n).

Osserviamo ancora che l'algebra di Lie di GNU(n) ¢ gNu(n) e che appli-
cazione esponenziale

gNnu(n) > X —exp(X) e GNU(n)

ha come immagine la componente connessa dell’identita in G N U(n). Ab-
biamo infatti

Teorema 1.4 (Cartan-Weyl-Hopf). Sia G un sottogruppo compatto e con-
nesso di GL(n,C), con algebra di Lie g. Allora

g2 X —»exp(X) e G
e surgettiva.

Non diamo qui la dimostrazione di questo teoremaﬂ la cui validita ab-
biamo gia verificato per ciascuno dei gruppi classici compatti e connessi:
SO(n), U(n), SU(n) e Sp(n).

Ipossiamo introdurre su G una metrica Riemanniana invariante per le traslazioni a
destra e a sinistra; allora le geodetiche per l’origine sono tutti e soli i sottogruppi a un
parametro di G. La tesi segue allora dal fatto che I'identita e di G si puo congiungere a un
qualsiasi punto g € G mediante una geodetica v : [0,1] 5 t — exp(tX) € G di lunghezza
minima per cui y(0) =e e y(1) =g.



2. I GRUPPI CLASSICI NON COMPATTI 117

2. I gruppi classici non compatti

Nel Capitolo [7] abbiamo esaminato i gruppi classici compatti della lista

di Cartan. Completiamo ora la lista di Cartan con ’elenco dei gruppi classici

non compatti. Per ciascuno di essi descriveremo anche la rispettiva algebra
di Lie.

Ul(p,q) (gruppo unitario di segnatura (p,q)) € il gruppo delle matrici com-

plesse a € GL(p + ¢,C) che soddisfano a K a* = K per una ma-

trice Hermitiana simmetrica K con segnatura (p,q). Ad esempio,

possiamo scegliere K = (Ip 1, ) La sua algebra di Lie e

ulp,q) ={X egllp+¢,C)| XK + KX =0}.

SU(p,q) (gruppo speciale unitario di segnatura (p,q)) € il gruppo delle matri-
ci complesse a € U(p, q) con determinante 1: SU(p,q) = U(p,q) N
SL(p + ¢q,C). L’algebra di Lie corrispondente ¢
su(p,q) = {X € u(p,q)|trac(X) =0} = u(p,q) Nsl(p+¢q,C).

SU*(2n), che si indica anche con SL(n,H), (gruppo lineare quaternionico)
il gruppo delle matrici a € SL(2n,C) tali che

aJ = Ja

dove @ ¢ la matrice i cui coefficienti sono i coniugati dei coefficienti
di a e J & una matrice reale antisimmetrica di rango 2n. Ad esempio
possiamo fissare J = (_ I In ) La sua algebra di Lie, che si indica
a volte anche con sl(n, H), é:

su*(2n) = {X €sl(2n,C) [ XJ = JX} .

SO(n,C) (gruppo ortogonale complesso) & il gruppo delle matrici a di SL(n, C)
che lasciano invariata una matrice complessa simmetrica non dege-
nere Q:

SO(n,C) = {a € SL(n,C)| ‘aQa = Q}.
La sua algebra di Lie e:
s0(n,C) = {X €sl(n,C)|'XQ + QX =0}

SO(p, q) (gruppo ortogonale di segnatura (p,q)) € il gruppo delle matrici reali
a € SL(p+q,R) tali che ‘a K a = K per una matrice (p+q) x (p+q)
reale e simmetrica K, di segnatura (p, q). La corrispondente algebra
di Lie &:

o(p,q) ={X esllp+q¢R) | XK + KX =0}.

SO*(2n) (gruppo complesso ortogonale simplettico) ¢ il gruppo delle matrici
a € SL(2n,C) tali che

aJa=J e lva = K
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ove J € una matrice antihermitiana di rango 2n e K € una matrice
simmetrica di rango 2n con JK = K J. Possiamo ad esempio fissare
K=0L,eJ= (—In In ) L’algebra di Lie corrispondente e:

50%(2n) = {X €51(2n,C) | X*J+JX =0, XK+ KX =0}.

Sp(n,C) (gruppo simplettico complesso) ¢ il gruppo delle matrici a € GL(2n,C)
tali che ‘aJa = J per una matrice antisimmetrica J € 9(2n, C) di
rango 2n. La corrispondente algebra di Lie e:

sp(n,C) = {X € gl(2n,C) | 'XJ+JX =0}.

Sp(n,R) (gruppo simplettico) & il gruppo delle matrici a € GL(2n,R) tali
che ‘aJa = J per una matrice antisimmetrica J € 9(2n,R) di
rango 2n. La corrispondente algebra di Lie e:

sp(n,R) = {X € gl(2n,R) | 'XJ+JX =0}.

Sp(p, q) (gruppo unitario simplettico di segnatura (p,q)) € il gruppo delle
matrici a € Sp(n,C) (con p 4+ g = n) tali che a*Ka = K per
una matrice Hermitiana simmetrica K di segnatura (2p,2q) che
commuta con J. Se J = (_ I, I"), possiamo fissare ad esempio

IP
-1
I

La corrispondente algebra di Lie e:
sp(p,q) ={X €sp(n,C) | X" K+ KX =0}.
Osserviamo che Sp(n) = Sp(n,0) = Sp(0,n) = Sp(n,C) NU(2n).

3. I gruppi U(p,q) e SU(p,q)
Fissiamo K = I, , = (Ip _Iq> e poniamo n = p + gq.
Lemma 3.1. Se g € U(p,q), allora g* € U(p,q). Se g € SU(p,q), allora
9" € SU(p,q).

DIMOSTRAZIONE. Per la definizione del gruppo U(p, q) , abbiamo

9 Ipg = Ip,qg_l-

Da questa otteniamo, passando alle inverse:

9lpq = (9") Ipq = Ip,q(g*)_l
e quindi g* € U(p, q¢). Inoltre, se det(g) = 1, anche det(g*) = det(g) =1. O
Lemma 3.2. U(p,q) N U(n) = U(p) x U(g).
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DIMOSTRAZIONE. Scriviamo un elemento g € U(p, ¢)NU(n) nella forma

_f(a ¢
9=\d »
con matrici a di tipo p X p, b di tipo ¢ X ¢, ¢ di tipo p X q, d di tipo ¢ X p.
Poiché g € U(p, q), abbiamo
a'a—d'd=1, a*c=db, bb—cc=1I,
Essendo g € U(n), abbiamo anche:
a‘a+d'd=1, a'c+db=0, bb+cc=1I,

Da queste uguaglianze ricaviamo

da cui segue la tesi. O

Corollario 3.3. SU(p, ¢)NU(n) é omeomorfo al prodotto topologico SU(p)x
SU(q) x St.

DIMOSTRAZIONE. Se o € C, per ogni intero positivo h indichiamo con
Dy (o) la matrice diagonale h x h:

Ul
Dh(U):< )
1

SU(p)xSU(g)xS! 3 (a,b,0) — <DP<0")“ Do) b) € SU(p, )NU(n)

& continua e bigettiva e dunque un omeomorfismo perché i due spazi sono
compatti di Hausdorff. O

L’applicazione

Teorema 3.4. Il gruppo SU(p, q) é omeomorfo al prodotto topologico:
SU(p, q) ~ SU(p) x SU(q) x S* x CP9,
1l gruppo U(p, q) & omeomorfo al prodotto topologico SU(p,q) x S*:
U(p, q) ~ SU(p) x SU(q) x S* x S x €.
I due gruppi sono pertanto connessi per archi, ma non compatti se pq # 0.
DIMOSTRAZIONE. Calcoliamo l'intersezione u(p,q) N p(n). Scriviamo

X € u(p,q) Np(n) nella forma X = (%‘; g;) con X11 € p(p), Xo2 € p(q) e

X129 matrice complessa di tipo p x ¢. Allora:
* X
0=X"Tpq+IpoX =X1Ipg+IpeX = (2 0o 2)?22 )
Quindi
u(p, q) Np(n) = su(p,q) Np(n) = { (X()f2 s )

La tesi € percio conseguenza dei lemmi precedenti e del Teorema O

Xi2 € M(p x qu(c>}'
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4. I gruppi Sp(n,C) e SU*(2n)
Lemma 4.1. Se g € Sp(n,C), allora g* € Sp(n,C).

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo

‘9Jg = J,
e dunque
Jg="97"J,
da cui, passando alle inverse:
g lI=Jl.
Passando ai coniugati, otteniamo:
g =Jg",
da cui
‘9" Jg" = J,
che ci da ¢g* € Sp(n,C). O

Teorema 4.2. I gruppo Sp(n,C) é omeomorfo a Sp(n) x RM2n+1),

DIMOSTRAZIONE. Sia g € Sp(n,C). Possiamo decomporre g in modo
unico nella forma:

g=ab con a€Spn,C)nU(2n) e beSp(n,C)NPL(2n).

La b si puo rappresentare in modo unico come esponenziale di una matrice
B € sp(n,C) N p(2n). Scriviamo B nella forma

_ [ Bi1 Bi2
B = (sz 322)
con By, matrici complesse n x n, Bii e Bas Hermitiane. Da ‘BJ + JB =0
otteniamo allora le uguaglianze:

Bi1 = By
Bz = 'Bya.
La matrice B ¢ dunque della forma
B B
(+) B= (1 5)

con Bj; Hermitiana e By simmetrica. Lo spazio vettoriale reale sp(n,C) N
p(2n) & quindi lo spazio delle matrici Hermitiane della forma (x). Esso
ha quindi dimensione reale n? + n(n + 1) = n(2n + 1). La tesi segue
dall’omeomorfismo del Teorema

Sp(n) x (sp(n) Np(2n)) > (a, B) — aexp(B) € Sp(n,C).

Teorema 4.3. Il gruppo SU*(2n) é omeomorfo a Sp(n) x R2n*—n—1,
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DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che g € SU*(2n) se g € SL(2n,C) e Jg =
gJ. Poiché 'J = —J, per trasposizione otteniamo ¢*J = lgJ = J %5 = Jg*, e
quindi, se g € SU*(2n), anche g* € SU*(2n).

Se g € SU*(2n) N U(2n) abbiamo

'9Jg="99] =g*gJ =J
e dunque g € Sp(n). Viceversa, Sp(n) C SU*(2n), perché, se g*g = e e
t9Jg = J, abbiamo anche ¢g*Jg = J perché J & reale, e quindi
9] =9(g"Jg) = Jg.

Qundi SU*(2n) N U(2n) = Sp(n).

Per il Teorema gli elementi g di SU*(2n) si decompongono nella
forma

g=ab con aecSU"(2n)NU((2n)e be SU*(2n)Np((2n).

La b & l'esponenziale di una matrice Hermitiana B in su*(2n). Lo spazio
su*(2n) N'p(2n) & lo spazio vettoriale reale delle matrici della forma:

_ ( Bi1 Bi2
5= (5 5)
con Bij; matrice n x n Hermitiana con traccia nulla e Bis matrice n X n
complessa antisimmetrica: 'Bis = —Bja. Esso ha quindi dimensione reale

(n? — 1) +n(n —1) = 2n? —n — 1. La tesi segue dal Teorema[l.2} che ci da
un omeomorfismo:

Sp(n) x (su*(2n) Np(2n)) > (a, B) — aexp(B) € SU*(2n).

5. I gruppi SO(n,C) e SO*(2n)
Teorema 5.1. Il gruppo SO(n,C) é omeomorfo a SO(n) x R(n*-n)/2,

DIMOSTRAZIONE. Un elemento g di SO(n,C) sono caratterizzati da:
det(g) =1, fgg=e,cioe g=g'
Abbiamo allora, coniugando, ¢* = g~ = [tg*]_l. Quindi ¢g* € SO(n,C) se
g € SO(n, C).
Un elemento g di SO(n,C) N U(n) soddisfa
tg — g—l — g*
e dunque € una matrice a coefficienti reali. Quindi
SO(n,C)NU(n) = SO(n).
Lo spazio vettoriale so(n, C) Np(n) consiste delle matrici Hermitiane B con
!B+ B = 0. Gli elementi di (so(n,C) Np(n)) sono quindi le matrici antisim-
metriche puramente immaginarie, e formano pertanto uno spazio vettoriale
reale di dimensione n(n—1)/2. Per il Teoremall.2Jabbiamo un omeomorfismo

SO(n) x io(n) 3 (u,iA) = uexp(id) € SO(n,C).
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Teorema 5.2. Il gruppo SO*(2n) ¢ omeomorfo a U(n) x RV ™™,

DIMOSTRAZIONE. Siano K = I = (I L) ed = ( _I;n). Sia g €

SO*(2n). Allora SO*(2n) = SO(2n) N SU*(2n). Poiché abbiamo gia veri-
ficato che sia SO(2n) che SU*(2n) sono invarianti per aggiunzione, anche
SO*(2n) ¢ invariante per aggiunzione.

Utilizziamo quindi il Teorema [1.2

Verifichiamo in primo luogo che il gruppo K = SO*(2n) N U(2n) &
isomorfo, come gruppo topologico, a U(n). Se infatti g € K, valgono le
equazioni:

o=1, g*Jg=1J, g'g=1, det(g)=1

La prima e la terza di queste equazioni ci dicono che g € una matrice reale di
SO(2n). La seconda ci dice allora che g commuta con J e dunque ¢ C-lineare
per la struttura complessa su R?" definita da J. Si verifica facilmente che,
se definiamo 'isomorfismo R-lineare o : R?* — C" mediante

oley) =er per 1<k<n e o(Jer)=o0(extn) = lek
I’applicazione
SO*(2n)NU(2n) 39— cogoo ' € U(n)

¢ un isomorfismo di gruppi topologici.
Calcoliamo ora l'intersezione s0*(2n) N p(2n). Le matrici B che appar-
tengono a tale intersezione sono quelle della forma:

_( Biqx B .
B = <—B1,2 B1,1> con By, By €io(n).

Dunque s0*(2n) Np(2n) & uno spazio vettoriale reale di dimensione n(n—1).
Per il Teorema I’applicazione:

U(n) x (s0*(2n) Np(2n)) > (u, B) — uexp(B) € SO*(2n)

¢ un omeomorfismo. O

6. I gruppi Sp(p,¢;C)
Teorema 6.1. Abbiamo I’'omeomorfismo

Sp(p,q) = Sp(p) x Sp(q) x R*.

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che il gruppo Sp(p, ¢; C) & caratterizzato
dalle equazioni:

t _ * (Ipg _ (1Ipa
gJg=J e g ( Ipyq)g-( [M).

Quindi Sp(p, q) = Sp(p+4q,C)NU(2p,2q), ove U(2p,2q) ¢ definito in questo
caso come il gruppo delle matrici g per cui g* Kg = K, per la matrice

— Ipvq
K = ( I) .
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Poiché K = K* = K~!, otteniamo
g€U2p,2q) & Kg*'K =g ' o= Kg"'K = [g"] ' & g* € U(2p,29).
Quindi, poiché sia Sp(p + ¢q,C) che U(2p,2q) = {9 € GL(2n,C) | g*Kg =
K} sono invarianti rispetto all’aggiunzione, anche Sp(p,¢;C) & invariante
rispetto all’aggiunzione.
Utilizziamo allora il Teorema E Sp(p,¢;C) N U(2n) C Sp(n) C

GL(n,H). Scriviamo ¢ per la matrice a coefficienti quaternioni corrispon-
dente a g. Troviamo allora: se g € Sp(p, ¢; C), allora

gg=1
G 1pq9 = Ipg
Si ottiene quindi

g= <91 92> con g1 € Sp(p), g2 € Sp(q).

Il Teorema ci da quindi un omeomorfismo
Sp(p) x Sp(q) x (sp(p,¢:C) Np(2p+2¢9)) ——  Sp(p,¢;C)

definito da: (91,92, B) —— <g1 p )exp(B)
2

L’intersezione sp(p,q; C) N p(2n) ¢ lo spazio vettoriale reale di dimensione
4pq delle matrici Hermitiane della forma:

0 Biag 0 B4
Bf, 0 By 0

B = 0 By 0 —Bio
By, 0 —'Biz 0
con Bjs e By matrici complesse di tipo p X q. ([

7. I gruppi SO(p, q)
Teorema 7.1. Siano p,q due interi positivi con p+q = n. Allora il gruppo
SO(p,q) ¢ omeomorfo a {—1,1} x SO(p) x SO(q) x RP1.

DiMOSTRAZIONE. Ragioniamo come nella dimostrazione dei teoremi pre-
cedenti. Si verifica facilmente che

q

contiene 'aggiunta di ogni suo elemento. E quindi un gruppo pseudoal-
gebrico cui possiamo applicare il Teorema Ricaviamo in primo luogo che
SO(p,q) N U(n) & formato dalle matrici:

0
0= (%5)
con g1 € O(p), g2 € O(q) e det(g1) - det(g2) = 1.
Quindi abbiamo ’omeomorfismo:

SO(p,q) NU(n) = {-1,1} x SO(p) x SO(q).
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D’altra parte SO(p, ¢)NP 4 (n) ¢ 'immagine iniettiva mediante ’applicazione
esponenziale delle matrici
B 0 B
5= (5, v)

ove Bis e una matrice reale p x ¢q. Concludiamo utilizzando il Teorema
1.2 O
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CAPITOLO 9

Calcolo differenziale negli spazi Euclidei

In questo capitolo raccogliamo i risultati di calcolo differenziale per fun-
zioni di piu variabili reali, a valori negli spazi Euclidei, che ci saranno utili
nel seguito.

1. Funzioni differenziabili negli spazi R"
Sia ) un aperto di R"™ ed
f:Q32 = fx)=1f"(),.., f"(z)) €R™
un’applicazione di €2 in R™. Diciamo che f ammette in zg €  derivata
parziale Tispetto a x* se la funzione
t — a(t) = f(zo + te;) € R™,
definita in un intorno di 0 € R, & derivabile in 0. Si pone allora

Of(wo) _ d _ iy /@0 T tei) = f(wo)

ox' dt ®) —0 %—>0 t

La f si dice differenziabile in zy € 2 se esiste un’applicazione lineare df (o) :
R™ — R™ tale che
f(@) = f(xo) — df (wo)(z — x0) = o(|lx — wo|) per z— zp.

Questa condizione significa che, per ogni € > 0, possiamo trovare un intorno
U, di x¢ in ) tale che

|F(2) = f(w0) — df (w0) (@ — 30)| < el — o] Va € Ue.
Vale il:

Teorema 1.1. Sia 2 un aperto di R", f : Q — R™ un’applicazione, xg
un punto di Q. La f ammette la derivata parziale Of(xg)/0x" (risp. é
differenziabile in xo) se e soltanto se ciascuna delle funzioni

Qsz— fi(2)eR, j=1,...m

ammette la derivata parziale Of7(z¢)/0x" (risp. & differenziabile in xo).
Se [ e differenziabile in xo essa € continua in xo, ammette tutte le
derivate parziali Of (xg)/0x" (peri=1,..,n) in x e

df (zo)(v) = (Jf)(xo)v Vv e R"
127
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ove (J f)(zo) € la matrice Jacobiana

af(zo)  Af'(z0) Aft (o)
Ozl 0x2 T o™
Af*(x0)  8f%(20) Af% (o)
Ozt 0x2 T o™
(Jf) (o) =
of™(zo)  Af™(wo) 9f™(z0)
Ozt o2 te ox™

Ricordiamo il seguente:

Teorema 1.2. Sia Q un aperto di R"™ ed f : Q@ — R™ una funzione che
ammeltte derivate parziali Of (x)/0x rispetto a tutte coordinate x', ..., x™ di
R™ in ogni punto di Q. Se le funzioni

0
f@) gm
oz’
sono continue per ognii = 1,...,n, allora f é differenziabile in ogni punto x
di Q.

Q52—

Definizione 1.3. Una funzione f : {2 — R™ che ammetta derivate parziali
prime continue in €2, rispetto a ciascuna delle coordinate, si dice differenzia-
bile di classe C*.

Teorema 1.4 (Differenziale della funzione composta). Siano f:Q — R™ e
g : G = R due funzioni di classe C', definite rispettivamente su un aperto
Q CR"™ e su un aperto G C R™. Se f(Q) C G, allora la funzione composta
go f:Q — R ¢ differenziabile di classe C e

d(go f)(x) = dg(f(z)) o df(x) Var € .

Definizione 1.5. Le derivate parziali di ordine superiore di una funzione
f: 2 — R™ si definiscono per ricorrenza: se 1 < i1,...,%, < n e la derivata
parziale 0™ f(x)/0z™....0z' & definita in Q, e 1 < j < n, allora la derivata
parziale

O f () /02 Oz ... .0z ™
¢, quando esiste, la derivata parziale rispetto alla coordinata x7 della fun-
zione

Qo2 — "f(x)/0x"....0x" € R™,
Vale il:
Teorema 1.6. Sia Q un aperto di R" e sia f : Q@ — R™ wuna funzione

che ammetta derivate parziali del primo e del secondo ordine rispetto alle
coordinate, continue in . Allora

of(x) _ of(z)
Oxidzi  Oxldxt

V1<i,57<n, xe€fl
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Definizione 1.7. Una funzione f : 2 — R™ definita su un aperto 2 di R™
si dice differenziabile di classe C* in ) se ammette derivate parziali continue
in Q fino all’ordine k.

Se © & un aperto di R” e A ¢ un sottoinsieme di R™, indichiamo con
C*(Q, A) I'insieme di tutte le funzioni f : Q@ — Ataliche Q >z — f(z) € R™
sia differenziabile di classe C* in Q.

Diremo che f ¢ differenziabile di classe C* nel punto zq di € se esiste un
intorno aperto U di z( in Q tale che f|y sia differenziabile di classe CF.

Per il teorema precedente, se f € C*(Q,R™), le sue derivate parziali
fino all’ordine k£ non dipendono dall’ordine in cui si eseguono le successive
derivate prime:

oM f(x) )0z .. .0z = O f(x)/Dxlor .. . Dxion
VI<h<k 1<iy,..i,<n,Voc&,.
Associamo ad ogni h-upla (i1,...,45) di interi con 1 < iq,...,3, < n un
multiindice & = (o, ...,,) € N ove o € il numero di indici r tali che
i = j. Definiamo allora:

loe] | |
w = 0" f(x)/0x™...0x".

Se o = (o, ..., ) € N™ scriveremo a volte per semplicita

8a1+...+an

0o oppure D¢ invece di ————
Oz (... 0z

al=ail-.oran!, Jol=ar 4+ 4 ap,

e, se x =z, .. 2") € R",

Definizione 1.8. Poniamo
Ce(Q,R™) = [ CH(Q,R™).
k=0

Una funzione f :  — R™ si dice analitica reale in ) se per ogni punto
xg €  la serie di Taylor

Oa o
> J;(lm (= 20)
aeNn? )

converge uniformemente, in un intorno di g, alla funzione f.
L’insieme delle funzioni analitiche reali definite sull’aperto ©Q di R", a
valori in R™, si indica con C¥ (2, R™).

Vale la catena di inclusioni:

CY(Q,R™) 5 CHOLR™) O ... D CHOQ,R™) D --- D CP(Q,R™) D C¥(Q,R™).
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Se m = 1, scriviamo C*(§) invece di C*(£2,R) e osserviamo che, per la
formula di Leibnitz,

|
0ulfg)= D2 515(051)(0r0), VS, 9 € CHO) €N, ol < k;
R

ne segue che C*(Q) (per 0 < k < w) & una R-algebra ed un anello unitario
per il prodotto di funzioni.

2. Equazioni differenziali ordinarie

Teorema 2.1 (Peano). Sia 2 un aperto di R™™! e sia f : Q@ — R™ una
funzione continua. Fissati (to,yo) € 2, possiamo trovare un r > 0 e una
funzione u : [to,to + ] — R™ di classe C* tale che

(i) (t,u(t)) € Q Vig <t<ty+r,
(i1) u'(t) = f(t,u(t)) Vito<t<tyg+r,
(iid) u(to) = yo-
DIiMOSTRAZIONE. Possiamo supporre, per semplicita di notazioni, che
to =0, yo = 0. Siano a > 0 ed R > 0 tali che
K =[—a,a] x B(0,R) C .
Per il teorema di Weierstrass, la f e limitata sul compatto K: sia M > 0

tale che
lft,y)| <M Y(t,y) € K.

Fissiamo r > 0 tale che
rM < R.

Sia X linsieme di tutte le funzioni continue w : [0, 7] — R™ tali che |u(t)| <
R per ogni 0 < ¢t < r. Su X consideriamo la topologia della convergenza
uniforme, associata alla distanza

lu— vl = sup |u(t) —v(t)].
0<t<r

Con questa topologia, X & uno spazio metrico completo. Consideriamo
I’applicazione

X 3 u— ®(u) € C(0,7],R™)
definita da

@@@:Af@mm@
Abbiamo

\@(u)(tﬂS/Ot|f(s,u(s))\dsS/Oths:MtSR se 0<t<nr.

Quindi ®(u) € X per ogni u € X. La funzione ® & continua su X. Infatti la
f € uniformemente continua su K e quindi, fissato ¢ > 0, possiamo trovare
n > 0 tale che

\f(t,y)—f(s,z)|<r_le se (t,y), (s,2) e K, |t—s|<mn, ly—z]<n.
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Siano u,v € X con ||u — v|| < 7. Allora

B(u)(t) — (v)(t)] = / (F(s,u(s)) — f(s,v(s))ds| < et <.

Osserviamo ancora che le funzioni di ®(X') sono equicontinue ed equilimitate
e quindi ¢(X) ¢ relativamente compatto in X per il teorema di Ascoli-Arzela.
Consideriamo la funzione

Xou—|u—2w)| erR

e sia
= inf - .

Dico che § = 0. Infatti, fissato € > 0, sia n > 0 tale che
‘f(t,y)—f(5,2)|<7"_1€ se (t7y)’ (S,Z)EK, |t_5’<777 |y—Z|<’I7
Consideriamo una partizione
O=th<ti <. <ty=r
con [t; —tj—1| < (1+ M)~y per j =1,..., N. Definiamo per ricorrenza
Yo = f(070)
yj =Y+ G —ti-1)f(tG-1,95-1) se j=1,..,N.
Consideriamo poi la funzione a scalini
Y(t) = ftj-1,y;-1) se teftj,t[, j=1,...N.
La funzione
t
o) = [ vis)ds
0
e lineare a tratti e appartiene a X. Inoltre
[(t) — f(t,v(t)] <rte YO<t <7
Infatti su ciascuno degli intervalli [t;_1, ;[ abbiamo:
()= f(t o) = [f(ti-1,95-1) = F(t g+ (E—tj1) f(Ei1,y5-1) <77 '€
perché
[tj—1 =t < |tj —tj-1] <,
(t—tj-1) f(tj1,y5-1)] < (1+ M) My <.
Quindi

t
v(t) — @(v)(1)] < / [9(s) = f(s,0(s))lds < r et <e.
0
Dunque 6 = 0.
Sia {u,} una successione in X tale che

lim |Ju, — ®(u,)|| = 0.

V—r00
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Poiché ®(X) ¢ relativamente compatto in X, a meno di estrarre una sotto-
successione, possiamo supporre che
{®(uy)} sia una successione convergente in X.
Allora
ettty | < 112ty = (1) [+~ 1) [+ 9 (1)~ B () | = 0 se a0

e quindi la {u,} & una successione di Cauchy in X. Poiché X & completo,
essa converge a una funzione v € X. Per la continuita di ¢, abbiamo

D(u) =u

e quindi
t
u(t) = / f(s,u(s))ds YO<t<r.
0

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che u € C1([0,7], B(0, R))
e soddisfa il sistema

u(t) = f(t,u(t)) se 0<t<r,
u(0) = 0.
O

Osservazione 2.2. Sotto le ipotesi del teorema di Peano, la soluzione del
problema

u'(t) = f(t,u(t)) se to<t<ty+r
u(to) = Yo

puo non essere unica. Consideriamo ad esempio fa funzione continua

fiR? > (z,y) = Yy R,

®) 0 se 0<t<e¢
Ue(t) =
‘ (%(x—c))3 se t>c

Tutte le funzioni

per ¢ > 0 sono soluzioni di

W(t) = /u(t) se t>0,
u(0) = 0.

UN’ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI PEANO. Siano K, M, r
e X definiti come in precedenza. Fissato un qualsiasi numero reale positivo
0 < e <r,vieuna e una sola funzione u. € X che soddisfa:

u(t)=0 se 0<t<e

ue(t) = f(f f(s,uc(s—e€))ds se e<t<r.
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Si verifica facilmente che la famiglia {u.} C X & relativamente compatta in
X per il teorema di Ascoli-Arzela. Possiamo quindi trovare una successione
{e,} infinitesima tale che

U, — u in X.

Passando al limite sotto il segno di integrale, otteniamo allora

u(t) = /0 f(s,u(s))ds se 0<t<r.

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale la u € una funzione di classe
C! su [0, 7] e soddisfa:

(t,u(t)) e Q YO<t<r
u(0) =0
u(t) = f(t,u(t)) se 0<t<r.
([

Teorema 2.3 (Unicitd). Sia Q un aperto di R™! = Ry x Ry e sia f: Q2 —
R™ wuna funzione continua, che ammette derivate parziali prime continue
rispetto alle variabili y*,...,y™. Sia (to,yo) € Q. Se u; : [to,to +7j] — R™
(conr; >0 per j =1,2) sono funzioni di classe C! che risolvono il sistema:

(t,uj(t)) € Q se te[to,to+1j],

wi(t) = f(t,u;(t)) se t€ [to,to+ 1yl
u;i(to) = Yo

allora
Ui (t) = UQ(t) Vto S t S t() + min{rl,rg}.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo r = min{ri, 2} e sia
A={t € [to,to+ 7] |ui(t) = ua(t)}.

L’insieme A ¢ chiuso perché le funzioni u; sono continue. Esso contiene tg e
quindi non & vuoto. La componente connessa Ay di tg in A & un intervallo
chiuso [to,t1] con tg < t; < top + r. Dico che t; = tog + r. Infatti, se fosse
t1 < to + r, avremmo
¢
ui(t) =+ | f(s,u;(s))ds se 1 <t<to+r, j=1,2

t1

con
Y1 = U1<t1) = UQ(tl).

L’aperto 2 contiene un intorno di (t1,y;) della forma

K = {|t — t1’ < 7'1} X B(yl,Rl).

Su K abbiamo
oy - '
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Inoltre, poiché le u; sono continue, possiamo scegliere 0 < € < min{r, o +
r —t1} tale che

uj(t)GB(yl,Rl) Vi <t<ti4+e¢ j=1,2.

Se z1, 22 € B(y1, R1), abbiamo

Ld
F(t ) — (b 2)| = \ [ it e - zl>>d5‘

1
/0 gjyc(t, 21 +&(22 — 21)) (22 — Zl)df’

{/

SL . |2’2 — Zl|.

(;ch(t, 21+ &(22 — 21))' dé} |22 — z1]

Otteniamo quindi

t

ug(t) —ur(t)] < [ |f(s,ua(s)) — f(s,ur(s))lds

t1

< (t—t1)L sup |ua(s) — ui(s)|
t1<s<t

per t1 <t <t; + e Purdiscegliere § > 0 con dL < 1, § < ¢, avremo

sup  Jug(t) —ui(t)] < L sup  |ua(t) —ui(t)] = ui(t) = ua(t)
t1<t<t1+6 t1<t<t1+6

Vir <t <t;+9.
Cio contraddice la definizione di t; e mostra quindi che t; =t + r. O

Teorema 2.4 (Dipendenza continua dai dati iniziali). Sia Q un aperto di
R™H = R, xRy e sia f: @ = R™ una funzione continua, che ammette deri-
vate parziali prime continue rispetto alle variabili y*, ..., y™. Sia (to,vo) € Q.
Possiamo allora trovare r > 0, R > 0 e una funzione continua

¢ : [to,to + 7] x B(yo, R) — R™,
che ammette derivata parziale prima continua rispetto alla variabile t, tale
che
(t,o(t,y)) € se (t,y) € [to,to + 7] x B(yo, R)
o(to,y) =y se y€ Byo, R)

00(t,y)
ot

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per semplicita di notazioni, che ty = 0,
7o = 0. Dal teorema di esistenza e unicita segue facilmente I’esistenza, per

= f(t,d(t,y)) se to<t<to+r
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ogni y in un intorno di 0, di una soluzione w,(t) del problema

(tbuy(t)) e se 0<t<r

uy(0) =y
uy(t) = f(t,uy(t)) se 0<t <

Posto ¢(t,y) = uy(t), resta da dimostrare la dipendenza continua di ¢ da y.
A questo scopo introduciamo 1 (t,y) = ¢(t,y) —y ed osserviamo che vale
I'uguaglianza:

t
vlt) = [ Sy dls s se 0<e<r
0
Abbiamo allora:

aft) = [t y2) — Y(t,y1)| < /O |f(s,y2 +9(s,92)) — f(s,91 +¥(s,91))|ds
< [ L2 =l + ate)as
< Ltly2 — y1| + L/Otoz(s)ds

t
< Lrlya |+ L | als)ds
0

Indichiamo con S(t) la funzione

t
8(0) = Lilwe — | + L [ a(s)ds.
0
Allora (t) & una funzione di classe C! e

B'(t) = La(t)
B(t) > Lrly2 — y1
a(t) < B(t).

Otteniamo allora

<L

da cui, integrando,

B(t) < Lrlyz — yile™".
Questa disuguaglianza dimostra la tesi. ([
Teorema 2.5 (Dipendenza C* dai dati iniziali). Sia Q un aperto di Ry x
Ry % ]R]f\ e sia

f:Q—=R™

una funzione di classe C* con k > 1. Fissato un punto (tg,yo, o) € €,
possiamo trovare r > 0, R > 0, e una funzione

¢:G= [—T+t0,T+t0] X B(yo,R) X B()\(),L) — R™
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di classe CF tale che:

(t,o(t,y, A),\) € Q V(t,y,\) € G,

W = f(t,o(t,y,\),A) se |t—to|<r
¢(t05ya )\) =Y.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che le derivate parziali delle soluzioni
del sistema differenziale

0
5090 = ft,0(ty,A), A)

soddisfano ancora un sistema differenziale (che si ottiene calcolando le de-
rivate parziali di ambo i membri) ed applicare il teorema di esistenza e
unicita. ]

3. Il teorema delle funzioni implicite

Teorema 3.1 (delle funzioni implicite). Sia  un aperto di Ry x RY e sia
F: Q — R™ una funzione continua. Supponiamo che F ammetta derivate
parziali prime continue rispetto ay*, ...,y™ in Q e che, in un punto (xq,yo) €
Q la matrice

OF (zo,50)  OF(x0,y0) OF! (z0,y0)
ayl y2 “ e aym
OF OF%(zo,y0)  OF2(z0,y0) OF2(z0,y0)
el oyt y? T oy™
oy : L :
OF™(x0,50) OF™(x0,y0) OF™ (x0,Y0)
8y1 8y2 “ e 8ym

sia invertibile. Possiamo allora determinare due numeri reali positivi v, R e
una funzione continua

[ B(xo,r) = B(yo, R)
tali che
B(zo,7) X B(yo,R) CQ e F(x, f(z)) = F(xo,y0) Ya € B(xo,yo)-

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre, per semplificare le notazioni, che
dF(0,0)

20 =0,y0=0¢e F(xg,y0) =0. Sia A = o, © consideriamo ’applicazione
G:Q3 (z,y) »y— A F(2,y) € R™

8G(0,0)

m
e dy

La G ammette derivate parziali prime continue rispetto a 3, ...,y
0. Possiamo quindi trovare r > 0, R > 0 tali che

B(0,7) x B(0,R) C Q
9G(z,y)

1
HayH<2 se |z| <r, |yl <R.
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Abbiamo allora:

La
Glom) ~ Gl =| [ G0+t~ )it

- /01 gj(z,w +t(ys — 1)) (y2 — yl)dt‘
{[

1
<3 ly2 — v1], Viz| <7, |yl ly2] < R.

oG
afy(lyyl +t(y2 — yl))H dt} ly2 — 1]

La G & uniformente continua sul compatto B(0,7) x B(0, R). In particolare
possiamo trovare 0 < rg < r tale che

R
|G (z2,y2) — G(21,91)] < 5 e |z — 21| < 7o)

ly2 — 1l < 7o, (z1,51), (22,2) € B(0,r) x B(0, R).

Siano ora x € B(0,79), y € B(0, R). Allora
|G(z,y)| < |G(z,y) — G(0,y)| + [G(0,y)| < R.
In particolare, se X & lo spazio delle funzioni continue
f:B(0,r) = B(0,R)
munito della topologia della convergenza uniforme, ’applicazione
T:X>f—-Gx f(x)eX

& ben definita. Inoltre

1
1T (w) = T(v)|| = Sup. |G (2, u(z)) = G(z,v(2))] < Sllu—vf| Vu,veX.
B(0,rg
La T & una contrazione ed ammette quindi un unico punto fisso f € X:
(@) = f(z) = A F(z, [ () = F(z, f(2)) = 0.

Per dimostrare 'unicita, e sufficiente osservare che
1
ly2 = w1l = 1G(2,92) = Glz,y1)| < 5 ly2 — wi
se (‘Tayl)7 (»”U,yz) € B(()?T) X B(OaR)’ F(xvyl) = F($,y2) =0.
O

Supponiamo che la funzione F' ammetta derivate parziali continue ri-
spetto a tutte le variabili. Se una funzione f(x) di classe C' soddisfa, in un
intorno del punto g,

F(z, f(x)) = F(z0,y0)
f(z0) = yo
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otteniamo, calcolando il differenziale rispetto a x:
OF oF of B
%(%f(%)) + Fy(%f(w))%(w) =0.

La matrice Jacobiana A(z,y) = %—5 (x,y) € invertibile in un intorno di (zg, yo)

ed otteniamo quindi:

-1
(3.1) o) _ _ (?;(x,f(x») %@J(@).

ox

Per ogni variabile 2!, questo sistema definisce un sistema di equazioni diffe-
renziali ordinarie, dipendente dalle altre variabili 7 (j # i) come parametri.
Otteniamo quindi che, se F' ¢ di classe C* per k > 1 (rispetto a tutte le va-
riabili !, ..., 2", y', ..., y™ la funzione f ¢ di classe C¥ in un intorno di
Zo.

Vale quindi il:

Teorema 3.2. Sia Q un aperto di R**™ = R} x R} e sia F: Q — R™
una funzione differenziabile di classe C*, con 1 < k < w. Se, in un punto
(xo,y0) € Q lo Jacobiano %—g(zo,yo) e una matrice invertibile, allora esiste
un intorno aperto convesso U di xg in R™ e un’unica funzione f : U — R™
di classe C* tale che

(z,f(x) e YxelU e F(z, f(x)) = F(zo,y0) Yz eU.

DIMOSTRAZIONE. I casi in cui k sia un intero positivo o co seguono dal-
losservazione precedente. Per dimostrare il teorema delle funzioni implicite
nel caso analitico reale, si ragiona risolvendo per serie, cioe calcolando le
successive derivate parziali di f(x) in z¢ usando la e le relazioni che
si ottengono differenziando la ; occorre poi stimare la crescita di tali
derivate usando 'ipotesi di analiticita della F. U

Teorema 3.3 (dell’applicazione inversa). Sia 2 un aperto di R" e sia f :
Q — R™ un’applicazione differenziabile di classe C* con 1 < k < w. Se
df(xzo) ¢ invertibile, allora f é un omeomorfismo di un intorno aperto U di

\

xo su un intorno aperto V di yo = f(xo) e Uapplicazione inversa (f|g)71 e
differenziabile di classe C* in un intorno di yq.
DiMOSTRAZIONE. Consideriamo ’applicazione
Ry x Q3 (y,7) = f(r) —y € R".
Essa ¢ di classe C* e

oF . 0f(x)

¢ invertibile per x = xg, y = yo = f(xo). Per il teorema delle funzioni
implicite vi & una ¢, univocamente definita e di classe C* in un intorno V' di
yo in Ry, tale che

{f(g(y)) —y=0 Wyev,
9(yo) = o .
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Poiché dg(yo) = df(z0)~! & ancora invertibile, possiamo determinare un’u-
nica h di classe C* in un intorno W di g, a valori in R, tale che g o h sia
ben definita in W e g(h(x)) = = in W, h(xzy) = yo. Possiamo supporre,
poiché h & continua, che h(W) C V e quindi applicando f ai due membri
dell’uguaglianza g o h(z) = x otteniamo:

h(z) = fogoh(z)=f(z) in W.

4. Mollificatori

Ricordiamo che il supporto di una funzione reale f, definita su uno spazio
topologico X, & la chiusura dell’insieme dei punti = di X in cui f(x) # 0O:

supp(f) = {z € X | f(z) # 0}.

Definizione 4.1. Se () e un aperto di R", indichiamo con Cfomp(Q), per

0 < k < o0, lo spazio vettoriale reale delle funzioni reali, di classe C* su Q,
con supporto compatto contenuto in €.

Osserviamo che la funzione identicamente nulla (che ha supporto vuoto)
¢ 'unica funzione analitica reale a supporto compatto.

Lemma 4.2. Possiamo trovare una funzione ¢ € Ceop,, (R™) tale che ¢(x) >
0 per ogni x € R, ¢(0) > 0 e supp(f) = {|z| < 1}.

DIMOSTRAZIONE. La funzione reale f : R — R, definita da

_Jexp(—1/t) se t>0
f(t)_{() se t<0.

e di classe C*°; essa e infatti di classe C*° in tutti i punti ¢ # 0. E continua
in 0 in quanto
1
li t)= lim — =0.
Jim (1) = lim o5 =0

Abbiamo poi, se t > 0 e k£ & un intero positivo:

k
(4.1) S =20 g

per un polinomio p € R[t] di grado minore di k. Infatti:

d -1

—f(t) = —f(t) Vt>0;

S0 = () V>0,
supponiamo che la (4.1)) sia vera per un intero k > 1. Allora
dk+1 d Dk (t)
qrit 0 =5 (2l 1o)

_ PP (t) — (1 + 2kt)p(t)
- £2(k+1)

f(t), Vt>0.
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Abbiamo quindi, per polinomi gox € R[s] di grado < 2k:

d” Q21 (5)
1' — t pr— 1. I —
tir(l)lJr dtkf( ) 8—1-1-00 es 0

per ogni intero k > 1. Per il Teorema dell’Hopital, ne segue che f e di classe
C® e ha tutte le derivate nulle per ¢t = 0.
Allora la funzione ¢ : R™ — R, definita da:

¢le) = f(L—[z)  VeeR",
gode di tutte le proprieta richieste. O

Lemma 4.3. Sia ¢ : R” — R una funzione continua a supporto compatto.
Se ¢p(x) > 0 per ogni x € R™ e ¢p(xg) > 0 in un punto xy € R™, allora

0< o(x)dr < 0o.
]R’Il

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che ¢ & integrabile perché & continua e
nulla fuori da un compatto. Per il Teorema di Weierstrass ¢ ha un massimo
M susupp¢ e 0 < M < oo. Inoltre il supporto di ¢, essendo compatto, e
contenuto nel cubo [—R/2, R/2]™ per un numero positivo R sufficientemente
grande. Per la monotonia dell’integrale, otteniamo quindi

0< d(x)de < M R" < 0.
Rn

Poiché ¢ e continua, possiamo poi trovare € > 0 tale che
d(x) > ¢(x0)/2>0 se xl—e/2<a’ <al+e/2.

Ancora per la monotonia dell’integrale, otteniamo che

daddez [ gle)/2ds = o(a)/2> 0.
R |zt —a|<e/2

Dai due lemmi precedenti otteniamo:
Lemma 4.4. FEsiste una funzione ¢ : R™ — R, di classe C* e a supporto
compatto, tale che
(1)  &(x) >0 per ogni x € R™;
(2)  supp(¢) C D" ={z € R"|[z| < 1};

3) / s@)dz = 1.

Rn
Sia ¢ una funzione reale con le proprieta elencate nel lemma. Allora
ciascuna delle funzioni ¢, per € > 0, definite da:

de(r) =€ "p(x/e) VxeR"
gode delle proprieta:
(1) supp(¢c) C B(0,€) = {|z| < e};
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(2) ¢€($)d$ =L
Rn

La seconda proprieta segue infatti dalle formule di cambiamento di variabili
negli integrali multipli.

Definizione 4.5. La famiglia {¢. | ¢ > 0} si dice una famiglia di mollificatori
in R™.

Teorema 4.6. Sia {¢. = ¢ "P(x/€)}e>0 una famiglia di mollificatori in R™.
Allora per ogni funzione continua f : R™ — R, le funzioni:

fl@)= | J@ode—y)dy  vaeR"

sono di classe C*° in R™; inoltre:

(1) supp(fe) C supp(f) + B(0,¢) = {z € R™ | dist(z,supp(f)) < €};
(2)  lim_ g+ fe(z) = f(x) uniformemente sui compatti di R™.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che, per ogni x € R™ fissato, la funzione
R™ 5y — f(y)¢e(x — y) & continua e uguale a 0 fuori dalla palla chiusa di
centro x e raggio €. Essa ¢ dunque integrabile su R" e quindi la f. € ben
definita. Chiaramente f.(z) = 0 se dist(z,supp f) > e.

Essa € una funzione di classe C* per il teorema di derivazione sotto il
segno di integrale.

Infine, abbiamo

fe@)= | flz—y)de(y)dy= | f(z—ey)o(y)dy
Rn R~

per il teorema di cambiamento di variabili negli integrali multipli. La fun-
zione R" x R" 5 (z,y) — f(r —y) € R & continua e quindi uniformemente
continua sui compatti. Fissato un numero reale § positivo, possiamo trovare
allora per ogni compatto K di R™ un ¢ > 0 tale che

flz—y)— f@)| <6 se z€K, |yl <o.
Allora:

|[fe(x) = f(z)| <

[ fe—a) = @iy <5 se e<oze k.

La dimostrazione e completa. O

Proposizione 4.7. Sia K un compatto di R™ e A un aperto di R"™ conte-
nente K. Esiste allora una funzione f € C*°(R"™) tale che 0 < f(z) <1 in
R™, f(x)=1su K ed f(x) =0 sex ¢ A.

DIMOSTRAZIONE. Siano Uy, Us intorni aperti di K in A con Uy € U €
A. Sia e > 0 un numero reale maggiore di dist(K,R"\ Uy), dist(U1, R\ Uy)
e dist(Usg,R™ \ A). Poiché R™ & uno spazio normale, possiamo trovare una
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funzione di Urysohn % : R® — I = [0,1] C R tale che ¢(z) = 1 se x € Uy,
Y(x) =0se x ¢ Us. Sia {¢s}s>0 una famiglia di mollificatori in R™. Allora

f(z) = e(x) = . V(y)de(x — y)dy

soddisfa tutte le proprieta richieste. Infatti, poiché 0 < ¢ (x) <1,
0< flz) = A (y)de(z —y)dy < A be(z —y)dy = 1;

se z € K, allora ¥(y)¢e(z — y) = ¢(x — ) per ogni y € R™ perché y € Uy
se x — y appartiene al supporto di ¢. e quindi

fx)= [ YW)p(r —y)dy = / d(r—y)dy=1 VreK;
R" R

se x ¢ A, allora 1(y) = 0 sul supporto di y — ¢.(z — y), in quanto esso &
contenuto in R™ \ Uy e percio:

f@) = | $@)sz —y)dy = / Ody — 0.
.

n

O

5. Immersioni e sommersioni differenziabili negli spazi Euclidei

Siano A un aperto di R™, B un aperto di R™ ed f : A — B una funzione
differenziabile di classe C¥, con k > 1.

Definizione 5.1. Diciamo che f & un’ immersione differenziabile in xg € A
se il suo differenziale df(zp) : R — R™ & un monomorfismo R-lineare; la f
si dice un’ immersione differenziabile se & tale in ogni punto di A.

Diciamo che f & una sommersione differenziabile in xo € A se il suo
differenziale df(zg) : R™ — R™ & un epimorfismo R-lineare; la f si dice una
sommersione differenziabile se ¢ tale in ogni punto di A.

Un punto zg in cui la f non sia una sommersione differenziabile si dice
punto critico di f e la sua immagine f(z¢) € B si dice walore critico di f.

L’insieme dei punti critici di f si indica con C(f) e I'insieme dei valori
critici con CV(f).

Esempio 5.2. Consideriamo l'applicazione f : R > =z — 1+ 22 € R.
Allora f ¢ un’immersione e una sommersione in ogni € R\ {0}; abbiamo

C(f) =10}y e CV(f) = {1}.

Teorema 5.3 (dell’inversa sinistra). Siano A C R™ e B C R"™ due aperti
ed f : A — B un’applicazione differenziabile di classe C* con k > 1. Se
f & un’immersione nel punto xo € A, allora n < m e possiamo trovare
un intorno aperto U di xo in A , un intorno aperto W di f(xg) in B e
un’applicazione differenziabile g : W — U di classe C* tali che

fo)ycw e gof(zx)=a VeelU.
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DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi il differenziale df (zp) : R — R™ & un
monomorfismo R-lineare e quindi n < m. In particolare il determinante
di un minore n X n della matrice Jacobiana di f in xy e diverso da zero.
Supponiamo per semplicita che la matrice:

Af(xo)  Af'(x0) Af(wo)
%xl %xQ T Jx™
Af*(xo)  Af*(wo) df*(wo)
ozl Ox2 Tt ozx™
0f"(z0) Of"(wo) of"(xo)
ozl oz2 T ox™

abbia determinante diverso da zero. Poiché essa e la matrice Jacobiana in
xo della composizione 7o f di f con la proiezione nelle prime n coordinate:

T R™ syt ™) = .y €RY,
per il teorema dell’applicazione inversa possiamo trovare intorni aperti U
di zop in A e W di mo f(zg) in R™ tali che (7 o f)’;/]v/ U — W osia
un omeomorfismo e ((77 o f)‘g//>_1 sia differenziabile di classe C* in W'.
Poniamo W = 7~}(W’) N B e poniamo g = <(7r o f)m//)i1 omsu W: la
funzione cosi definita ¢ di classe C* e soddisfa la tesi del teorema. O

Teorema 5.4 (dell'inversa destra). Siano A C R™ e B C R™ due aperti
ed f : A — B unapplicazione differenziabile di classe C*¥ con k > 1. Se
f € una sommersione differenziabile nel punto o € A, allora n > m e
possiamo trovare intorni aperti U dixo in A, W di f(xo) in B e una funzione
differenziabile g : W — U di classe C* tale che

gW)cU e fogly)=y VyeW.

DIMOSTRAZIONE. Poiché df(xp) : R™ — R™ & un epimorfismo R-lineare,

n > m. A meno di permutare gli indici delle coordinate z!, ..., 2™, possiamo
supporre che la matrice:
3f1(:fo) 8fl(§0) o 3]5(:160)
o/%an) 0 a0) 01%(xo)
oxl Ox2 T ox™
Af™(zo)  9f™(x0) Af ™ (xo)
Ooxl Ox2 T dz™
abbia determinante diverso da 0. Sia
iR™ st 2™ — t(aﬁl,...,mm,x()”+1,...,x6‘) e R"”

I'immersione di R™ in un sottospazio affine di R™ per il punto zg. L’ap-
plicazione ¢ ¢ differenziabile di classe C*. Quindi la f o & definita e diffe-
renziabile in un intorno Q di 29 = {(z{,...,75") in R™ e il suo differenziale
in zg € un’isomorfismo lineare R™ — R™. Per il teorema dell’applicazione
inversa, possiamo trovare intorni U’ di zp in Q, W di f(zo) = f o t(20)
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in B, tali che (f o) v

U/
-1
versa (( fou) ZV,> : W — U’ sia differenziabile di classe C*. Allora la
=0 (o0

6. Sottovarieta differenziabili negli spazi Euclidei

: U — W sia un omeomorfismo e la sua in-

1
E‘i) soddisfa la tesi del teorema. O

Definizione 6.1. Si dice sottovarieta parametrica di dimensione m e di
classe C* dello spazio Euclideo R™ un’applicazione
a:Q— R,

definita su un aperto 2 di R™, tale che:

(1)  « & un’immersione topologica;

(2) o ¢ un’immersione differenziabile di classe CF.
L’immagine «(f2) si dice il supporto della varieta parametrica e si indica
con |a.

Osserviamo che m < n. Se m = n, per il teorema dell’applicazione
inversa la o & un diffeomorfismo di classe C* dell’aperto Q di R* = R™
sull’aperto a(€2) di R™.

Lemma 6.2. Sia o : QQ — R" una varieta parametrica di dimensione m,
definita su un aperto Q C R™ e di classe C*, con k > 1. Per ogni yo € ,
esistono un intorno aperto U di a(yo) in R™ e n —m funzioni f; : U — R
di classe C* tali che

a)NU ={ze€U|fi(zx)=0 1<i<n-—m},
e inoltre
dfi(z), ..., dfn_m(z) € (R™)
sono linearmente indipendenti per ogni x € U.

DIMOSTRAZIONE. Poiché « € un’immersione differenziabile in ogni punto
di 2, possiamo senz’altro supporre che la matrice

dal dal
oyt oy
o™ oa™
oyt S oy

abbia determinante diverso da zero in yg € 2. Sia 7 : R® — R la proiezione
nelle prime m coordinate. Per il teorema dell’applicazione inversa, possiamo
trovare un intorno aperto W di m(a(yo)) in R™ e un intorno V di yp in §2
tale che

gomoa(y)=y, VyeV, ntoaog(x)=2a", Vi'eW.

Poiché abbiamo supposto che « sia un’immersione topologica, possiamo
trovare un intorno aperto U di a(yp) in R™ tale che

aV) =Una(Q).
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Poniamo
fiz) =2z™" —a™ M og(n(z)) per zeU, i=1,...n—m.
Chiaramente le f! hanno differenziali linearmente indipendenti in U e a(V))
e il luogo di zeri delle f* in U. O
Viceversa, vale il

Lemma 6.3. Siano n, m interi con 0 < m < n e sia F: A — R"™" una
sommersione differenziabile di classe C* (k > 1), definita su un aperto A di
R™. Se F(xg) = 0 in un punto xzg € A, possiamo trovare una sottovarietd
parametrica o : Q — A, definita su un aperto Q di R™, di classe C* e
dimensione m, tale che, per un intorno aperto U di xq¢ in A, risulti:

{zeU|F(z) =0} = a(Q).

OF(x)
Oxrmti

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che la matrice ( )
1<i,j<n—m
sia invertibile per x = zy. Per il teorema delle funzioni implicite possiamo
allora trovare un intorno aperto Q di (zg, ..., 5*) in R™, un intorno aperto
W odi (zpth . ap) in RP™™ tali che @ x W = U C Q e una funzione

g:Q — W, di classe C*, tale che
{F(z)=0ynU = {(y,9(y)) [y € 2}.

Bastera allora definire
a: 03y (y,9(y) € R™.
O

Definizione 6.4. Si dice sottovarieta differenziabile di classe C* e di di-
mensione m di R™ un sottoinsieme S di R" tale che, per ogni punto zg € S
si possa trovare un intorno aperto U di xg in R™ tale che la componente
connessa di g in S N U sia il supporto di una sottovarieta parametrica di
dimensione m.

Una superficie parametrica regolare o : © — R™ di classe C*, con a()) C
S, si dice una parametrizzazione locale di classe C*, della superficie S.

La topologia di sottovarieta di S & quella che ha per base le componenti
connesse delle intersezioni di S con gli aperti di R"”.

Si puo scegliere come base della topologia di sottovarieta di S anche la
famiglia dei supporti delle sue parametrizzazioni locali di classe C*.

Essa ¢ in generale piu fine della topologia di sottospazio.






CAPITOLO 10

Geometria differenziale di R"

1. Campi di vettori in R”

Sia 2 un aperto di R™. Indichiamo con £(2) I’algebra reale delle funzioni
reali che sono definite e continue, con le loro derivate parziali di ogni ordine,
su Q.

Vale il seguente:

Lemma 1.1. Sia xg un punto dell’aperto Q di R™ ed f € £(Q). Esistono
allora funzioni gi,...,g9n € E(Q) tali che:

(L1 fz) = flzo) + (2! —xp)gr(x) + -+ + (2" — 2{)gn(z) VzeQ

ed tnoltre:

(1.2) gj(xo) = 8];(:;0) per j=1,...,n.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre per semplicita che f(zg) = 0. Sia
B(zg,r) = {z € R" | |z — x¢| < r} una palla aperta, di centro zp, contenuta
in Q. Per ogni punto = di B(xg,r), il segmento [zg, 2| di estremi zg,z; &
contenuto in ). Abbiamo percio, per il teorema fondamentale del calcolo
integrale,

1

F(@) = F@) — (o) = [ o+ to — w))dt
0

1
N (il [ 9 _
=" @) /0 Lo + 1l — o))t
Per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, le funzioni

hj(x) = 1 a—f(:r + t(z — xp))dt
J - 0 amﬂ 0 0
sono definite e di classe C*° sulla palla aperta B(zg,r). Fissiamo ora numeri
reali 71,79 con 0 < r1 < 79 < r e introduciamo la funzione di taglio:

1 se t<7r
B(t) = < exp (76}(;)(315214)) se 11 <t<ry
0 se t>ro.

147
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La ¢ ¢ una funzione di classe C*°, non crescente, uguale a 1 per t < ry ed
uguale a 0 per t > ro. Percio le funzioni

() = o(lx — zo|)hj(x) se |z —axo| <7
J 0 se |x—xg| > 12

sono definite e di classe C*> suR". Osserviamo che k;(z) = hj(z) se |[x—xg| <
r1. In particolare:

fw) =307 @7 = a)ks(x) pera € Blao,m).

Poiché la funzione f = f(z) — Z?Zl(xj - xé)kj(a:), che & definita e di classe

C® su {2, si annulla sulla palla B(zg,71), le funzioni
0 se x € B(xg,m1)
Mi(®) =\ (@7 = f) f ()

Pr—— se ze€Q\{zo}

sono definite e di classe C*° in 2. Otteniamo quindi la tesi ponendo g; =

k;j +mnj, per j =1,...,n. Infatti la (1.2) ¢ conseguenza della (1.1)). O

Definizione 1.2. Un campo di vettori X sull’aperto €2 di R™ e un operatore
differenziale lineare reale del primo ordine omogeneo su ), cioe un’applica-
zione:

(1.3) X :E(0) = E(Q)
che si possa descrivere mediante:

X(@) =Y d@ %D yre e

con a’ €E(Q) per j=1,...,n.

(1.4)

Indicheremo nel seguito con X(£2) I'insieme di tutti i campi di vettori su €.
Ricordiamo la definizione:

Definizione 1.3. Un’algebra g su un campo K, con prodotto g x g 2>
(X,Y) = [X,Y] € g si dice un’algebra di Lie se il prodotto soddisfa gli
assiomi:

(X, X]=0 VXeg (antisimmetria)
(X, Y, 2|+ [V, [2, X]] + [2,[X,Y]] =0 VXY, Z ey
(identita di Jacobi).
Abbiamo facilmente:

Proposizione 1.4. L’insieme X(Q2) dei campi di vettori su § é:

(1) uno spazio vettoriale reale;
(2) un E()-modulo a sinistra;
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(3) un’algebra di Lie reale per l'operazione di commutazione di campi
di vettori:

(15) X(Q)xX(Q)3(X,Y)=[X,Y]=XoY —YoXeX(Q).

DIiMOSTRAZIONE. Ricordiamo che, se

XZJI ﬁedyzyl Oxi
si ha:
aX +8Y = Z::1 (aaj(x) + BV (z )) aa Va, 5 € R,
n 0
fX gy =3 (J@a @)+ 9@V (@) 55 ¥fg€EQ).
Queste operazioni definiscono le strutture di spazio vettoriale reale e di

E(Q)-modulo di X(12). La verifica di (1) e (2) & dunque immediata.
Per dimostrare la (3), basta verificare che:

(1.6) (X,Y] = Z:,k::l (ak(:c)agjaf:) - bk(x)a‘;jaf:)) ;;

Per preparare la definizione astratta di campo di vettori su una varieta,
dimostriamo la

Proposizione 1.5. Condizione necessaria e sufficiente affinché un’applica-
zione R-lineare X : () — £(N) sia un campo di vettori in Q2 é che valga
la:

(L7 X(fg)=fX(9)+9X(f) Yf,ge&(Q) (identita di Leibnitz).

DIMOSTRAZIONE. La verifica della necessita della condizione ¢ imme-
diata. Verifichiamo la sufficienza. Dimostriamo innanzi tutto che, se X €
Endg(£(Q)) soddisfa la (1.7), allora X si annulla sulle costanti. Se infatti
indichiamo con ¢ la funzione che vale identicamente ¢ € R su €2, otteniamo

dalla :
X1H)=X1-1)=1X(1)+1X(1)=2X(1) = X(1)=0.
Quindi anche:
X()=X(c-1)=cX(1)=c-0=0.

Poniamo ora a’(r) = X (27). Fissato 29 € Q ed f € £(9), utilizziamo il
Lemma per fissare anche funzioni g; € £(Q2) che soddisfano le (1.1)) ed
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(L.2). Otteniamo:
X(f)wo) = (X ([ (o) + D07 (@ = )95 (2)amay

La dimostrazione & completa. [l

2. Curve integrali di un campo di vettori in R”

Sia Q un aperto di R™. Al campo di vettori

(2.1) X = ijlaj (x)aij € xX(Q)

associamo il sistema (autonomo) di equazioni differenziali ordinarie:
(2.2) il (t) = al(z(t), j=1,...,n.

Definizione 2.1. Le soluzioni del sistema ([2.2)) si dicono curve integrali o
curve caratteristiche del campo di vettori (2.1)).

Osservazione 2.2. Lungo le curve integrali del campo di vettori (2.1))
I'azione del campo si riduce alla differenziazione ordinaria:

d
(2.3) (X)) = f(z(t)) Vfe&Q)
se x = x(t) ¢ soluzione di (2.2). Viceversa, le soluzioni u € £(£2) dell’equa-

zione differenziale alle derivate parziali:

(2.4) Xu(z)=0 Vze

sono integrali primi del sistema (2.2)). Cioe, se x = z(t), per t € (a,b), &
soluzione di (2.2)), allora:

(2.5) u(x(t)) = costante per a <t <b.

Dal teorema di esistenza, unicita e dipendenza differenziabile dei dati
per i sistemi di equazioni differenziali ordinarie abbiamo:

Proposizione 2.3. Siano (2.1) un campo di vettori nell’aperto Q@ C R™ ed
xo un punto di Q. Allora vi é un unico intervallo aperto (a,b) C R, con
—o0 <a<0<b< 400 ed un'unica curva o : (a,b) — Q di classe C*, tale

che valgano le (2.6) e (2.7):

a(t) =al(a(t)) perogni a<t<b e 1<j<n,
(2:6) {a(O) = xo.
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a(t,) diverge in )
@) { (t,) diverg

V successione {t,} limitata e divergente in (a,b). O

Indicheremo con con Ix 4, lintervallo (a,b) e con ax(zo,t) la curva
a: (a,b) — Q descritti nella Proposizione Abbiamo ancora:

Proposizione 2.4 (Dipendenza dai dati iniziali). Con le notazioni della
Proposizione [2.3: fissato xg € Q esistono un intorno U di g in  ed un
numero reale r > 0 tali che:

(2.8) Ixy D (—r,r) Vxel,
(2.9) U x (=r,7r) 3 (x,t) = ax(z,t) € Q & un’applicazione di classe C*.

Definizione 2.5. Sia (2.1) un campo di vettori. Un punto z € Q si dice:

regolare, o non stazionario, se (a'(z),...,a"(x)) # 0,

critico, o stazionario, se (a'(z),...,a"(z)) = 0.

Osserviamo che z € Q & un punto critico per X € X(2) se e soltanto se
Ix,=Reax(z,t)=x per ogniteR.

Esempio 2.6. Sia Q = R" e supponiamo che i coefficienti o/ di (2.1)) siano
costanti e non tutti nulli. Allora le curve integrali di X sono della forma:

xj(t):x{)—i—taj per j=1,...,n, tekR,

sono cioe il fascio delle rette parallele alla direzione @ = (a',...,a").

Fissiamo un’applicazione lineare v : R* — R™! che abbia come nucleo
la retta Ra. Allora le soluzioni di (2.4]) sono tutte e sole le u = v o %), al
variare di v in E(R™1).

Esempio 2.7. Sia 2 = R%y e sia:
0 0
X=x——y—.
xay Yor

Allora il corrispondente sistema di equazioni ordinarie e:
T =y
y=

x = Acos(t + tg)
y = Asin(t + to)
con A, tg € R.

che ha soluzioni della forma:

Le soluzioni sono quindi I'origine, che € I'unico punto stazionario di X, e le
circonferenze con centro nell’origine.

Le soluzioni di (2.4)) sono le u = v(2? + y?), con v € £(R).
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Esempio 2.8. Sia ancora (2 = R? y € sia:

0 0
X = o + ya—y.

Le soluzioni del sistema:

T=z

-

sono le curve:

r=ux0-e

y=1yo-e

tER, J}O,yoER,

cioe l'origine, unico punto critico di X, e le semirette aperte uscenti dal-
I'origine. Le soluzioni di devono essere costanti su ciascuna com-
ponente connessa dell’intersezione del suo dominio di definizione con una
qualsiasi semiretta uscente dall’origine. In particolare, le uniche soluzio-
ne di classe C*° di (2.5) su un dominio stellato rispetto all’origine sono le
costanti. In generale, se ¢ € £(A) per un aperto A C R, allora le fun-
zioni della forma u(z,y) = ¢(x/y) e v(z,y) = ¢(y/x) sono soluzioni di
([2-4), rispettivamente su Uy = {(z,y) € R? | y # 0, (z/y) € A} e su
Uz = {(z,y) € R | 2 #0, (y/) € A}.

Esempio 2.9. Sia () = R%’y e:

0 0
X = Too T~ ya—y
Le soluzioni del sistema:
T=z
{?) =y
sono le curve:
T =z e
y=yo-e "

tER, $0,y0€R,

cioe 'origine, unico punto critico di X, e le componenti connesse delle iper-
boli equilatere aventi per asintoti gli assi coordinati. Le soluzioni di ({2.5])
sono della forma u = v(zy), ove v € E(R).

3. Gruppi locali a un parametro associati ai campi di vettori
Sia © un aperto di R" ed X € X(€2) un campo di vettori. Poniamo:
(3.1) Q:{(t;x)eRxQHGIX@}.

Possiamo precisare ulteriormente la Proposizione [2.4] nella forma seguente:



3. GRUPPI LOCALI A UN PARAMETRO ASSOCIATI AI CAMPI DI VETTORI 153

Teorema 3.1. L'insieme Q0 & un intorno aperto di {0} x Q in R"*!. La:

(3.2) ax Q3 (tx) = ax(t;z) € Q
definita dalle:
(3.3) dax(tw) _ Xoyra) V(tz) €0

ot
(3.4) ax(0;z) == Vx € Q

gode delle proprieta:
ax(t1 +t2,7) = ax(t1, ax(tz;v))
(3.5) .
se  (t2;z), (t1;ax(t2; ), (b + t2, ) €
(3.6) (t,z) € Q= (—t,ax(t: X)) €Q e ax(—t,ax(t;z)) ==z
DIMOSTRAZIONE. Basta solo verificare le (3.5)) e (3.6). La (3.5) ¢ con-

seguenza del fatto che, se consideriamo i due membri dell’'uguaglianza come
funzioni di ¢;, essi soddisfano lo stesso problema di Cauchy:

h(t) = Xy
lb(O) = ax(tg;x).

La (3.6) € conseguenza della ([3.5)). O

Osserviamo che la ci dice in particolare che, se (t;x) € Q, allora
esiste un intorno aperto U di z in © ed un € > 0 tale che, per [t| < ¢, la
x — ax(t,z) ¢ un diffeomorfismo tra 'aperto U e I'aperto ax(¢;U) di Q.

Scriveremo anche oy per I'applicazione  — ax(t,z). Osserviamo che
in generale essa non e definita su tutto ’aperto €. La si pud comunque
riscrivere nella forma:

(3.7) ot ol =it

intendendo con questo che 'uguaglianza e verificata per tutti gli z €  per
cui entrambi i membri della (3.7) siano definiti.

Introduciamo per funzioni di questo tipo la seguente:

Definizione 3.2. Sia  un aperto di R" e sia {€); | t € R} una famiglia di
sottoinsiemi aperti di ) con le proprieta:

t1 <ty <0
(3.8) Oy C Oy, se oppure

0<ty <t,
(3.9) Uax=Ju=2=0,

t<0 t>0

(3.10) Q={(t;z) ERxQ|zecQ} &apertoin R"™.
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Sia poi {¢! € C*®(Qy, ) | t € R} una famiglia di funzioni che godono delle
seguenti proprieta:

(3.11) ¥ = idy,
(3.12) Progh =t su O NQy, Vit €R,
(3.13) {Q53 (;2) = ¢'(x) € Q} € C®(Q,Q).

Allora la famiglia {¢'} si dice un gruppo locale a un parametro di diffeomor-

fismi di €.
Il Teorema [3.1] ci dice che:

Proposizione 3.3. Un campo di vettori X € X(Q) definisce un gruppo
locale a un parametro {c} di diffeomorfismi di 2.

Definizione 3.4. Il gruppo locale a un parametro {ay} si dice anche il
flusso del campo di vettori X € X(Q).

Naturalmente Paperto  nella Definizione puo in generale essere piu
piccolo dell’aperto massimale considerato nell’enunciato del Teorema 3.1
Abbiamo viceversa:

Teorema 3.5. Se {¢: € C°(, Q) } € un gruppo locale a un parametro di
diffeomorfismi di ), risulta univocamente determinato un campo di vettori
X € X(2) tale che:

0¢' (z)
(3.14) ot = X¢t(x) Vo € (.
: : 9¢' () ,
DIMOSTRAZIONE. Definiamo X mediante X, = 5 , per ogni
t=0
x € Q. Allora, per la (3.12), vale anche la (3.14). O

Definizione 3.6. Il campo di vettori X € X(2) che soddisfa la (3.14)
si dice il generatore infinitesimale del gruppo locale a un parametro di
diffeomorfismi {¢'}.

Definizione 3.7. Chiamiamo gruppo locale a un parametro di diffeomorfi-
smi di Q una famiglia di applicazioni differenziabili ¢ : Q — Q, per t € R,
tali che:

(3.15) ¢° =idy,
(3.16) P ot = g1t Vit t, € R,
(3.17) (Rx Q53 (t,x) = ¢ (z) € Q} € C¥(R x Q,Q).

Chiaramente un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di € € anche
un gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi di 2.

Definizione 3.8. Un campo di vettori X € X(2) si dice completo se ¢
generatore infinitesimale di un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di

Q.
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Si dimostra facilmente il seguente:

Teorema 3.9. Ogni campo di vettori a supporto compatto in 2 & completo.

4. Campi di vettori e cambiamenti di coordinate

Sia ¢ : Q — ' un diffeomorfismo tra due aperti di R™. Ad esso
corrisponde un isomorfismo lineare:

(4.1) ds 0 X(02) = X(Q),
univocamente determinato dalla proprieta che:
(4.2) (0:X)f =X(¢"f) = X(foo) VfeEW).

Se X = Z?:ﬂj (:zr)aij, applicando alla (4.2) il teorema della derivazione

della funzione composta, ricaviamo:

n 9 (z) 8
(4.3) 0.X =" d@ gjxf)w per y = b(x).

Possiamo interpretare la ¢ come un cambiamento di coordinate in £, e quindi
la (4.3]) come ’espressione del campo di vettori X nelle nuove coordinate y.
Abbiamo:

Proposizione 4.1. Sia zg un punto regolare per il campo di vettori x €
X(Q). Possiamo allora trovare un intorno aperto U di x¢ in Q ed un
cambiamento di coordinate ¢ : U > x — y = ¢(x) € U’ tale che:

)
(4.4) 6. X = s

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre, per fissare le idee, che X sia de-
scritto dalla ([2.1]) e che sia a' (xg) # 0. Indichiamo allora con ¢ = ¥ (y', ..., y")
la soluzione del problema di Cauchy:

o | ,
87y1¢](y17y27"-)yn):aj(w(y)) (j:].,,’rl)
0,92, ..., y") = 33(1)

Per il teorema di esistenza e unicita, esso definisce una funzione v di classe
C* in un intorno di 0 in Ry. Il suo Jacobiano in 0 e:

a'(xo) a*(zo) ... a™(xo)
o(0) _ L
Oy
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(sono nulli tutti i termini fuori dalla prima riga e dalla diagonale principale).
Quindi la v definisce un diffeomorfismo tra un intorno U’ di 0 in R} e un
intorno U di xg in €. Abbiamo:

0 0

L WA . f
B Zj:l(?iyl@ - ijla @) g
ed otteniamo quindi la tesi con ¢ = L. O

5. Derivata di Lie rispetto a un campo di vettori

Proposizione 5.1. Sia Q un aperto di R"™ e sia X € X(Q) un campo di
vettori in 2. L’applicazione:

(5.1) Lx:X(Q)23Y 25 [X,)Y]=XoY -YoX € X(Q)

¢ una derivazione dell’algebra di Lie X(€). E cioé R-lineare e soddisfa:
(5.2) x (Y, Z]) = [€x(Y), Z] + [V, £x(Z)] VY,Z € X(Q).

Vale inoltre la:

(5.3) Ex(fY)= (XY + f€x(Y) Vfe&), VY eX(Q).

DiMOSTRAZIONE. La verifica delle diverse proprieta € immediata. Os-
serviamo che la (5.2)) ¢ una scrittura equivalente dell’identita di Jacobi. [

Definizione 5.2. La £x : X(Q) — X(2) si dice la derivata di Lie rispetto
al campo di vettori X € X(Q).

Diamo ora un’interpretazione geometrica della derivata di Lie di un cam-
po di vettori, che illustra anche il significato dell’operazione di commutazione
di campi di vettori.

Teorema 5.3. Sia 2 un aperto di R™ e siano X,Y € X(Q). Allora

G s =0 = 5] (eI @).

DIMOSTRAZIONE. La formula che vogliamo dimostrare ¢ di carattere
locale ed ¢ invariante rispetto a cambiamenti di coordinate. Quindi, se
Xz, # 0, per dimostrare che essa e valida nel punto zy € €, potremo

ricondurre la verifica al caso in cui X = FsE Allora oy (z) = x + teg ove
T

er1 = (1,...,0) & il primo vettore della base canonica di R™.
S i) 2 -
SeY = Zi:lb (x)aml € X(Q), abbiamo

doly (Y)(z) = Zzlbi(x - t@%
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e quindi

|:5t:|t0 dx (V@) = _Zjlang) (';ii =-[X,Y].

Questo dimostra la fuori dai punti critici di X. Osserviamo che, per la
dipendenza continua della soluzione del problema di Cauchy per un sistema
di equazioni differenziali ordinarie dai parametri, se X’ € X(£2) & un altro
campo di vettori, la derivata di Lie £x.x/(Y) dipende con continuita dal
parametro €. Possiamo cosi ottenere la anche in un punto critico zg di
X, sostituendo ad X il campo di vettori X + ¢X’, con X’ non singolare in
x0, applicando la prima parte della dimostrazione e poi passando al limite,
nella £y cx/(Y)(zo) = [X + €X', Y](x0), per € = 0, in modo da ottenere la

ancora la (5.4)). O

6. Spazio tangente a un aperto di R”

Definizione 6.1. Sia € un aperto di R” ed z¢ un punto di . Un wettore
tangente ad € in zy (o applicato in xy) € un’applicazione R-lineare:

(6.1) 7:£(Q) =R
che soddisfa l'identita
(6.2) (fg) = f(x0)v(g) + g(x0)V(f) Vf,g € EQ).

Indicheremo con T,,(2 lo spazio tangente ad 2 in xg.

Ripetendo i ragionamenti svolti nei paragrafi precedenti pei campi di
vettori otteniamo:
Proposizione 6.2. Per ogni xo € 2 lo spazio tangente T,,C) é uno spa-
zio vettoriale reale di dimensione n; i vettori (%)1’0’ per 1 < j < mn, ne

costituiscono una base. O

Definizione 6.3. L'unione disgiunta TQ = || .o T si dice lo spazio
tangente di 2. L’applicazione

0

(6.3) QxR" > (2;6) — Z:Zlgj [89&7} ) e T

€ una bigezione, con cui identifichiamo 7€ al prodotto cartesiano 2 x R™.
Indichiamo con w : TQ) — ) Dapplicazione che associa ad ogni vettore
tangente il suo punto d’applicazione.

Osservazione 6.4. La TQ = Q definisce un fibrato vettoriale banale su €.

Proposizione 6.5. I campi di vettori in X(2) sono in corrispondenza biu-

nivoca con le sezioni di classe C* del fibrato TQY = Q. La corrispondenza:
X(Q) < I'(Q,TQ) associa ad X € X(Q) la sezione Q 3z — X, € T8 ove
X (f) = X(f)(x) per ogni z € Q ed f € E(Q).

Definizione 6.6. Se X € X(12) ed = € Q, il vettore tangente X, € T,
definito nella Proposizione [6.5] si dice la valutazione di X in x.
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Definizione 6.7. 1l differenziale di un’applicazione F : 0 — R™, di classe
C! su un aperto 2 di R”, ¢ I'applicazione

(6.4) F,=dF:TQ — TR™

definita da

(6.5) dE(V)(f) = F(O)(f) =0(F*f)=9(foF) VoeTQ, VfeER™).

In coordinate, abbiamo:
n [0 m n OFY(x9) [ O
J — J
(6.6) dF (Zj_1a |:81;]:| Io) - Zizlzjzla oxd I:ayi

7. Spazio tangente a una sottovarieta di R"

]f(xo) '

Definizione 7.1. Sia S una sottovarieta differenziabile di dimensione m di
R™. Sia zg € S. Un vettore v € T,,R" si dice tangente ad S se ¥(f) = 0
per ogni funzione f, definita e di classe C* su un intorno di U di xg, che si
annulla su un intorno di x¢p in SN U.

Indichiamo con 77,5 lo spazio dei vettori tangenti ad S in zg.

Proposizione 7.2. Sia S una sottovarieta differenziabile di dimensione m
di R™. Per ogni x € S, T;S é uno spazio vettoriale reale di dimensione m.
L’insieme:

(7.1) TS ={(z,9) |z €S, ve€T,5}

e una sottovarieta differenziabile di dimensione 2m di TR™ ~ R" x R™.
Se a:Q— S CR"™ é una parametrizzazione di classe C*, con k > 1, di
S in un intorno di xg € S, con Q aperto di R™ e yo = a~(x0), allora

(7.2) Ty, S = da()(Ty, ).

Se S ¢ localmente chiusa in R™, allora anche T'S é localmente chiusa in
R™ x R™.

DIMOSTRAZIONE. Sia U un intorno aperto di 2y € S e fissiamo funzioni
fiyeooy fa—m € E(U) in modo che

{z]fj(x)=0,perj=1,....n—m}nU

sia un intorno aperto di zg in .S per la topologia di sottovarieta. Osserviamo

che:

1}1

5 n ; 0 a(fl,---;fn—m)(x()) .
— E J - — . —
Y j=1" (83:7')% € TS Ox : 0

Da questo segue che T}, S ha dimensione m. Abbiamo poi:
Fj(%,ﬁ) = fj(x) = 07
~ of; -
(CE,U) GTSO(U XR”) — Fn—m-l—j(wvﬁ) :Zn fj(w)vl:o’

i=1 Oz
perj=1,....n—m,
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e la matrice Jacobiana di F' = (Fy,... ,Fg(n_m)) ¢ della forma:
8(f17"'7 n*m)(m) *
OF (z,7) Oz
I(z, V) 0 Of1sfnm) ()
ox

Essa ha quindi rango 2(n —m) e cio dimostra che T'S ¢ una varieta sottova-
rietd di R?” di dimensione 2m; chiaramente essa & localmente chiusa se S &
localmente chiusa.

Se o :  — S ¢ una parametrizzazione locale di classe C' di S, abbiamo
do(y)(T,82) C Ty y)S per ogni y € Q. Poiché a & un’immersione differenzia-
bile, il sottospazio vettoriale da(y)(T,€2) ha dimensione m e quindi coincide
con Ty, S. O

Definizione 7.3. Data una sottovarieta differenziabile S di R™ e un intorno
aperto 2 di S in R™ un campo di vettori X € X(Q2) si dice tangente ad S
se, per ogni x € X, la valutazione X, di X in x € un vettore tangente ad S
in x.

Si verifica facilmente il seguente:

Lemma 7.4. Sia S una sottovarieta differenziabile localmente chiusa di R™
ed Q un intorno aperto di S in R™. Allora i campi di vettori X € X(Q) che
sono tangenti ad S formano una sottoalgebra di Lie di X(S2).

DiMOSTRAZIONE. Infatti, se f € una funzione reale di classe C*° definita
in Q e nulla su S, ed X, Y € X(Q2) sono tangenti ad S, allora:

X,Y](f) = X(YF) - Y(Xf) =0 sus§

perché X f e Y f sono ancora funzioni reali di classe C* definite in 2 e nulle
su S. O

8. Campi di vettori F-correlati

Un’applicazione differenziabile F' : Q — Q' di classe C*° tra un aperto
Q C R™ ed un aperto ' C R" definisce un’applicazione, anch’essa di classe
C®,dF : TQ — T€. In generale pero, ad un campo di vettori X € X(Q) la
F non fa corrispondere un campo di vettori su €.

Introduciamo percio la nozione seguente:

Definizione 8.1. Sia F' : Q — Q' un’applicazione differenziabile tra due
aperti Q di R” ed @ di R”. Due campi di vettori X € £(Q) ed X’ € (%)
si dicono F'-correlati se:

(8.1) dF(2)(Xo) = Xy Vo€ Q.

Osservazione 8.2. Ad esempio, se ' ¢ un diffeomorfismo, allora X' =
F.(X) & F-correlato ad X ed ¢ I'unico campo di vettori F-correlato ad X.
Se F non ¢ un diffeomorfismo, non e detto che ad un assegnato campo di
vettori X € X(1) si possa far corrispondere un campo di vettori X’ € X(€)
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che sia F-correlato ad X. Chiaramente, se ve n’¢ uno, esso ¢ completamente
determinato nei punti di F'(Q).

Proposizione 8.3. Sia F' : Q — ' un’applicazione differenziabile tra due
aperti Q di R™ ed ' di R”. Se X1,Xo € X(), X!, X} € X(Q), ed Xi e
F-correlato a X; per j = 1,2, allora anche [ X1, X5] é F-correlato a [X1, X3].

DIMOSTRAZIONE. Siano

X Zh 1 a.ﬁUh‘

n' 0
I k
Xj - Zkzlb (y )8yk

per j = 1,2. Il fatto che X ]’ sia I'-correlato ad X significa che:

n OFk(x)
k h . /
Vi (F(x)) = E h:1aj(x) ok per j=1,2, k=1,...,n x€q.

Differenziando, otteniamo:

n' 8bk(F(ac))aF7’(x) n  Oa’(x) OF*(x) n 0?F*(x)
2 =2 3@ G

r=1  Oy" ox’ oxt Ozl Oxhdxt
Abbiamo, per i coefficienti di [X], X/]:
L 005 Obf haFk ol haFk obk
L oyk 28yk “oxh oy "2 0xh oy

h@azaFk O*Fk
CL
NPk o 2asak
haalaFk 82Fk

2500 hrs a3 18 SOk
( aa2 h 8(11 ) aFk

Lozh — 2920 ) s

dove abbiamo calcolato per y = F(x) ed abbiamo utilizzato per brevita la
convenzione per cui gli indici ripetuti in alto e in basso si intendono sommati
per tutti i valori per cui sono definiti. Questa relazione ci da la tesi. O

9. Il teorema di Frobenius

Sia 2 un aperto di R™ ed X un campo di vettori in 2. Per ogni punto
regolare di X passa una ed una sola sua curva integrale. Quindi, se X ¢
regolare in tutti i punti di €2, la famiglia § delle curve integrali di X in
e una famiglia di sottovarieta differenziabili di dimensione 1 di € ed ogni
punto z di £ appartiene ad una ed un solo elemento di §.

Chiaramente la famiglia delle curve integrali di fX, se f € una qualsiasi
funzione differenziabile che non si annulla in nessun punto di €2, coincide
con la §. Se quindi siamo interessati a studiare la famiglia di curve §, sara
naturale considerare non un singolo campo di vettori X, ma I’£(£2)-modulo
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E(Q) - X generato da X, ovvero I'6(Q2)-modulo formato da tutti quei campi
di vettori che sono tangenti a tutte le curve della famiglia §.
Estendiamo questa nozione mediante la definizione:

Definizione 9.1. Si dice distribuzione vettoriale su €2, o sistema differen-
ziale in €2, un qualsiasi sotto-£(2)-modulo D () di X(€2). Per ogni = € Q,
Iinsieme ©, = {X, | X € ©()} & un sottospazio vettoriale di 7). La sua
dimensione si dice dimensione di ©(£2) in z. Se tale dimensione & costante
ed uguale a p in tutti i punti di 2, diciamo che ©(Q) & una distribuzione
vettoriale regolare di dimensione p, o una distribuzione di p-piani in €.

Se U & un sottoinsieme aperto di €2, indicheremo con D(U) 1'E(U)-
modulo generato dalle restrizioni ad U dei campi di vettori di ®(2).

11 sistema differenziale D(2) si dice completamente integrabile se:

(9.1) D(Q),9(Q)] € D().

Abbiamo indicato con [D(Q2), D ()] '£(2)-modulo generato dai commuta-
tori [X, Y], al variare di X,Y in ©(Q).

Esempio 9.2. Sia Q@ = R"\ {0}, con n > 2, e consideriamo la distribuzione
vettoriale D (€2) generata dai campi di vettori:
0 59
oxJ ox?
Questa e una distribuzione regolare di iperpiani in ) ed & completamente
integrabile.
Esempio 9.3. Sia Q = RZSF,:}:l,...,x"’ sia ¢ € ERY, ) e sia D(R™) la
distribuzione vettoriale generata da:
0 op(x,... . 2™) O
Xj = — 4 Mio
ox7 ox? ox
Allora ®(R™*1) & una distribuzione completamente integrabile di iperpiani
in R+,

Xm-:xi per 1<i<j<n.

per j=1,...,n.

Esempio 9.4. Sia Q = R?" = R x Ry. T campi di vettori:

_9 9
I O oyl

generano una distribuzione completamente integrabile di n-piani in R?".

— iyl

Definizione 9.5. Dato una distribuzione vettoriale ©(£2), una sottovarieta
differenziabile S di € si dice una varieta integrale di ®(Q2) se 7,5 C D, per
ogni z € S.

Esempio 9.6. Nel caso dell’Esempio tutte le sfere {x € R" | |z| =},
con 7 > 0, sono varieta integrali di ©().

Nel caso dell’Esempio tutte le ipersuperficie {20 = ¢(z!,...,2") +
k}, al variare di k € R, sono varieta integrali di ®(R?"+1).
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Nel caso dell’Esempio tutte le sottovarietda n dimensionali {y/ =
kjexp(—[27]?/2)}, al variare di ki,...,k, € R, sono sottovarietd integrali di
D(R?™).

Vale il:

Teorema 9.7 (Frobenius). Sia Q un aperto di R" e sia D () una distribu-
zione vettoriale regolare completamente integrabile di p-piani in Q. Per ogni
punto xg € ) possiamo trovare un intorno aperto U di xg in ) ed un’unica
varieta integrale connessa S di dimensione p di ©(2) che contenga xq e sia
una sottovarieta chiusa di U.

La dimostrazione del Teorema di Frobenius e conseguenza della seguente:

Proposizione 9.8. Sia ©(2) una distribuzione vettoriale regolare comple-
tamente integrabile di p-piani in Q. Allora, per ogni xg € €2 possiamo trovare
un intorno aperto U di xg in Q0 ed un diffeomorfismo ¢ : U =V di U su un

intorno aperto V di 0 in Ry} tale che ¢.(D(U)) sia generato da 8(;1’ Y

DiMOSTRAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza su p. Nel caso p = 1 ci si
riduce alla Proposizione Supponiamo quindi che p > 1 e che il teorema
sia vero per distribuzioni totalmente integrabili di (p — 1)-piani. Fissiamo p
campi di vettori Xi,..., X, € D(Q) tali che X1 4,,...,Xp 2, generino D,.
Sia X; = Z?:laz-%, per j = 1,...,p. A meno di cambiare gli indici delle
coordinate, possiamo supporre che la matrice A(xzg) = (aé(azo))lgmgp sia

invertibile. Fissiamo un intorno aperto U di zp in cui A(x) = (a;- (@))1<i,j<p

sia invertibile. Allora i campi di vettori Y7, ..., Y}, definiti da:
Yy X1
D =A@
Yy, Xp

generano D (U) come £(U)-modulo. Essi sono della forma:

8 n h 8 .
Yj_@—i_zthﬂbjﬁ per j=1,...,p.

La condizione che ®(U) sia completamente integrabile, ci dice che i com-
mutatori [Y}, Yy], per 1 < j < k < p, sono combinazioni lineari di Y7,...,Y),
con coefficienti in £(U). Ma:

n 0
(Y5, Vi] = Zh:pﬂcﬁkw
implica allora che:
V;, V] =0 V1<j<k<p.

In particolare, I’§(U)-modulo ®4_1(U) generato da Yi,...,Y,_; ¢ una di-
stribuzione di (p — 1)-piani in U completamente integrabile. Per Iipotesi
induttiva, possiamo allora trovare un intorno aperto U’ di zp in U e un
diffeomorfismo ¢ : U’ — V' su un intorno aperto V' di 0 in Rf tale che
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P (Dp—1(U")) sia generato da a%l’ e %. Quindi ¥, (D(U")) ¢ generato

da campi di vettori:

0 o _ noop 0
Tg)"'u%ﬁzd = Zh:pa (5)875}“

dove possiamo supporre che o (0) # 0 e quindi, a meno sostituire ad U’
un intorno aperto pit piccolo di xg, che aP(§) # 0 per £ € V'. Poiché
PL(D(U')) € un £(V')-modulo, a meno di dividere Z, a sinistra per o (),
possiamo supporre sia:

- 0 n h 0
=p = @+Zh:p+1a (5)37@‘

Il fatto che ¢, (D(U")) sia completamente integrabile ci da allora:

dal(€) .
o€ =0 per j=1,...,p—1.
Questo ci dice che le a” sono localmente costanti rispetto alle variabi-
i €,...,6P71. Possiamo supporre che 'aperto V' sia della forma V' =

V/ x V9, con V{ intorno aperto di 0 in ]Rpl_’.lngp_l e V5 intorno aperto
di 0 in ]Rg; P+l Applichiamo la Proposizione al campo di vettori

7"'75”'
a%p + > h=p o€ )% in V4. Esiste quindi un diffeomorfismo 7 : V3" — Wh
di un intorno aperto V5" di 0 in R"7*! su un intorno W di 0 in R}, ” +,71n

per cui risulti T*(a%p + ZZ:pHO‘h(f)%) — 6%61,

Consideriamo ora l'intorno aperto U” = (V] x V') e I'applicazione
¢:U" 32— ye V] xWy CR" definita da:

y' = Yi(x) se 1<i<p-1
y' =7 (W), ,¥"(2)) se p<i<n
Quest’applicazione verifica la tesi della Proposizione. O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA [0.7] Sia ¢ : U — V C R"™ un diffeo-
morfismo che trasforma un intorno aperto di xp in € in un intorno di 0
in R” della forma V = {|y/| < o/, [¥'| < "}, ove v/ = (y',...,9P),

y" = (yPTL, ... y"), ed 7, 7" sono numeri reali positivi, e per cui ¢.(D(U)) =
S(V)[aiyl,...,a%p]. Allora le {¢?™(z) = kpy1,...,¢"(x) = ky}, al variare
di (kpt1, ..., k) nella palla di centro 0 e raggio v di R™ P, sono le varieta
integrali di ®(U) in U. O

10. Integrali primi

Discutiamo in questo paragrafo una generalizzazione del teorema di
Frobenius, che ci sara utile nel seguito.

Sia © un aperto di R™ e sia ®(2) una distribuzione regolare di p-piani
in €.
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Definizione 10.1. Sia F : Q 3>z — (F'(z),..., F*(z)) € R¥ una funzione
differenziabile. Diciamo che F' = 0 ¢ un integrale primo di ©(2) se:

(10.1) XF(x)=0 se Xe®D), z€Q e F(xr)=0;

F
(10.2) lo Jacobiano 86(1:) ha rango k se z € Q ed F(z) = 0.
x

Vale il:

Teorema 10.2. Sia F' = 0 un integrale primo di ®(2). Se:
(10.3) (X, Y)(z) e®, VX,Y D), Vee{F(zr)=0}NQ,

allora ogni punto xoy € {F(z) = 0} NQ é contenuto in una varieta differen-
ziabile di dimensione p di ©().

DIMOSTRAZIONE. Sia xp € 2 un punto in cui F(zg) = 0. Per il Lemma
del Capitolo [0] possiamo trovare un intorno aperto U di zp in €, un
intorno V' di 0 in R”, e un diffeomorfismo ¢ : U — V con ¢(zp) = 0 tale
che ¢({F(z) = 0}nU) = {yy =0 |1 < j < k}NnV. Consideriamo
D(V) = ¢ (D(U)). Se Y = Z?:1a§,(y)aiw, abbiamo per ipotesi:

a{,:Y(yj):O per1<j<kseYe®DV)ey =0perl<i<k.

Consideriamo ora laperto G = {z € R"? | (0,2) € V} di R""P. I campi di
vettori Z;L;lk alffha%, al variare di Y in ©(V), definiscono una distribuzione
completamente integrabile @(G) di p-piani di G. Per il Teorema esiste
una varieta integrale S di dimensione p di @(G) passante per 0. Allora
S ={(0,2) | z € S} & una varieta integrale di dimensione p di D(V') passante
per lorigine e contenuta in {7 = 0|1 < j < k}. Infine, S = ¢~'(5) & una
varieta integrale di ©(Q2), di dimensione p, passante per xg e contenuta in
{F = 0}. d



CAPITOLO 11

Varieta topologiche e varieta differenziabili

1. Paracompattezza e partizione dell’unita
Sia X uno spazio topologico.

Definizione 1.1. Se Y = {U;|i € I} e V = {V;|j € J} sono due ricopri-
menti di X, diciamo che V & un raffinamento di U se esiste una funzione
J 3 j —i(j) €I tale che V; C Uy per ogni j € J.

Una famiglia F = {4;|¢ € I} di sottoinsiemi di X si dice localmente

finita se per ogni punto x di X esiste un intorno aperto U, di x in X tale
che {i e I| A; NU, # 0} sia finito.

Definizione 1.2. Lo spazio topologico X si dice paracompatto E] se verifica
I’assioma di separazione di Hausdorff, e se ogni suo ricoprimento aperto U =
{A;|i € I} ammette un raffinamento aperto V = {V;|j € J} localmente
finito.

Ricordiamo, senza darne la dimostrazione, E] le principali proprieta degli
spazi paracompatti:

Teorema 1.3. Ogni spazio paracompatto € normale.

Cio significa che, se X & paracompatto valgono le due proprieta di
separazione:

(1) Se x # y sono due punti distinti di X, allora esistono due intorni
aperti, U, di z e Uy di y, tali che U, N U, = 0;

(2) Se A, B sono due chiusi di X con AN B = (), allora esistono due
aperti U, V di X taliche ACU,BCVeUNV =.

Teorema 1.4. Ogni sottospazio chiuso di uno spazio paracompatto é para-
compatto.

Definizione 1.5. Sia X uno spazio topologico e sia U un ricoprimento
aperto di X. Una partizione continua dell’unita su X subordinata a U &
una famiglia {¢; : X — R} di funzioni continue che godono delle seguenti
proprieta:

1Questo concetto fu introdotto nel 1944 da J. Dieudonné (Une géneralization des
espaces compacts, J. Math. Pures Appl. 23, pp. 65-76).

2cf. Cap. 2-§11 di J.G.Hocking, G.S.Joung Topology, Addison-Wesley Publishing
Company Inc., Reading, Massachusetts, 1961, oppure Cap [X-§4.3,4.4 di N.Bourbaki
General Topology Hermann, Paris, 1966.
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(1) ¢i(x) > 0 per ogni x € X, per ogni i € I;
(7i) Per ogni ¢ € I esiste un aperto U € U tale che

supp¢; = {x € X |¢i(z) #0} C U.
(7i7) La famiglia di chiusi {supp ¢;} & localmente finita.
(iv) > ;er@i(x) = 1 per ogni x € X. Osserviamo che la somma ¢ ben
definita perché per la (ii7) per ciascun punto x € X vi & un intorno
aperto U, in cui solo un numero finito di termini sono # 0.

Teorema 1.6. Sia X uno spazio di Hausdorff. Sono equivalenti:

(A) X ¢ paracompatto.
(B) Per ogni ricoprimento apertoU di X esiste una partizione continua
dell’unita su X subordianta o U.

Teorema 1.7. Sia X uno spazio di Hausdorff, localmente compatto.

(a) Se X ¢ unione numerabile di compatti, allora X e paracompatto.
(b) Se X é connesso e paracompatto, allora X é unione numerabile di
compatt.

Teorema 1.8. Ogni spazio di Hausdorff, localmente compatto e a base
numerabile, é paracompatto.

Teorema 1.9 (Stoneﬂ). Ogni spazio topologico metrizzabile e paracompatto.

2. Varieta topologiche

Definizione 2.1. Uno spazio topologico X si dice localmente euclideo di
dimenisone n se ogni punto x di X ammette un intorno U omeomorfo ad R™.

Poiché ogni punto di R™ ha un sistema fondamentale di intorni aperti che
sono omeomorfi ad R", dire che un punto x di X ammette un intorno omeo-
morfo ad R” & equivalente a dire che esso ammette un intorno omeomorfo
ad un qualsiasi aperto di R”.

Definizione 2.2. Una carta locale di dimensione n di X ¢ il dato di un
aperto U di X, di un aperto V di R”, e di un omeomorfismo ¢ : U — V.
Se 0 € Ved xy € U ¢ il punto per cui ¢(xg) = 0, chiameremo xg il centro

della carta locale U ﬂ V.

Definizione 2.3. Una warieta topologica di dimensione n €& uno spazio
topologico X paracompatto e localmente Euclideo di dimensione n.

La paracompattezza si puo descrivere in modo equivalente richiedendo
che X sia uno spazio di Hausdorff e che ogni sua componente connessa sia
numerabile all’infinito. Cio significa che, per ogni componente connessa Y
di X, si puo trovare una successione { K, },ecn di sottoinsiemi compatti di Y’
tali che K, C int(K,,41) per ogni intero n > 0ed Y = |J,cnKn-

3Paracompactness and product spaces in Bull. A.M.S. 54 (1948), pp. 977-982.
Osserviamo che il prodotto di due spazi paracompatti pud non essere paracompatto.
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Definizione 2.4. Sia M una varieta topologica di dimensione n ed U; %
Vi C R™, peri = 1,2, due carte locali in M. Se U1NUsy # 0, allora ¢4 (U1NUs)
e ¢2(U; NUsz) sono aperti di R™ e

(2.1) $r2: 1 (U1 NU2) 52— g0 ¢y (x) € ¢o(Ur NUs)
& un omeomorfismo tra aperti di R”. Esso si dice la funzione di transizione

dalla carta U, & V1 alla carta U, ¢—2> V.

Definizione 2.5. Un atlante su M & una famiglia di carte locali A = (Ui ﬁ)
V; C Rn)iel tale che (J;c; U; = M. Poniamo:

(2.2) Vig=¢;(UinU;) CVj e

(2.3) gbi,j : VZ‘J Sx — ¢;0 gb]_l(l‘) S V}"i .

Le (¢s,5) cosi definite si dicono le funzioni di transizione dell’atlante A.

Le funzioni di transizione soddisfano le relazioni di compatibilita
(24) Gii =idy,, i o djk(x) = dik(x), Vo € op(Us NU; N U).

Esempio 2.6. Ogni sottoinsieme aperto X di R™ & una varieta topologica
di dimensione n.

Esempio 2.7. Sia A un aperto di R" (n > 1), con ) # A # R" e sia X il
quoziente di R™ x {0,1} che si ottiene identificando i punti (x,0) ed (x,1)
se x € A. Lo spazio topologico X & localmente Euclideo di dimensione n,
ma non € una varieta topologica perché non & di Hausdorff: i punti (z,0) ed
(x,1), per = sulla frontiera bA di A, definiscono nel quoziente X elementi
che non ammettono intorni disgiunti.

Esempio 2.8. Su R x {0,1} consideriamo la relazione di equivalenza che
identifica due punti (z,0) ed (z,1) se x < 0. Il quoziente X & uno spazio
di Hausdorff, ma non ¢ localmente Euclideo, perché il punto xy di X corri-
spondente a {(0,0),(0,1)} non ha un intorno omeomorfo ad R. Infatti, se
U & un intorno aperto di o in X, allora U \ {z¢} ha almeno tre componenti
connesse.

Esempio 2.9. Sia X lo spazio topologico ottenuto considerando su R? la
topologia definita dall’ordine lessicografico:
1 < T oppure
(z1,91) < (22,92) & ’
ry=w2 € Y1 <Yy2.

Ogni componente connessa di X ¢ omeomorfa ad R e quindi X & uno spazio
localmente Euclideo di dimensione 1. La topologia dell’ordine lessicografico
¢ indotta dalla distanza:
1 se I 75 )
d(($17y1>7($27y2)) = ‘yl —y2|

——= se I =x3.
1+ |y1 — y2
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Quindi X, essendo metrizzabile, ¢ paracompatto e dunque una varieta to-
pologica di dimensione 1 (non separabile).

Esempio 2.10. Sia X =]0, 1]x]0, 1[, ed “<” un buon ordinamento su ]0, 1],
rispetto al quale |0, 1] non ammetta massimo: in particolare per ogni ¢t €]0, 1]
vi ¢ un elemento ¢’ €]0, 1] (successivo di t) con t < t’ tale che {s €]0,1[|¢ <
s=<t'}y=10.

Consideriamo su X la topologia dell’ordine relativa all’ordinamento to-

tale:
t<s oppure

(x,t) < (y,8) < {

t=s e x<y.

Chiaramente X ¢ localmente euclideo di dimensione 1, ¢ connesso e di
Hausdorff, ma non € una varieta topologica perché non e paracompatto.

Esempio 2.11. La sfera S™ ¢ una varieta topologica di dimensione n. Siano

(25> ¢+ : U+ - Sn \ {60} S (xo,xl,.. . ,.I'n) — (lfi‘}ﬂo"" , 120) e Rn’
(26) (ZS U = Sn\{_e[)} = (':C(]al‘ly...,xn) — (ﬁw-.? ]:f—xxno) S Rn

le proiezioni stereografiche rispetto al polo nord ey ed al polo sud (—ep),
rispettivamente. Allora A = {(U, ¢1), (U-,¢_)} & un atlante di S™, for-
mato da due carte locali di dimensione n. Le sue funzioni di transizione

sono ¢4 = ¢ :R*"\ 0>y —y/ly|* € R*\ {0}.

Esempio 2.12. Lo spazio proiettivo reale di dimensione n € una varieta
topologica di dimensione n. Un atlante A di RP™ & descritto nelle coordinate
omogenee dagli aperti

Ui = {(‘TOv L1y oeey xn) } x; # 0} per +=0,1,...,n

e dagli omeomorfismi

¢ =mov;: U —» R"

ove
_ (xz0 =z T n+1
%(xo, Ty veny xn) = ({7(;, ?1, ey ?’Z) ceR ,
1 n
7 R 3 x = (20, 21, oy @ —>E xje; +E x;e; € R™
? ( 0, 41, ; n) j<i 765+1 i<j 764
(Abbiamo indicato con ey, ..., e, la base canonica di R™).

Esempio 2.13. Analogamente, lo spazio proiettivo complesso di dimensione
n € una varieta topologica di dimensione 2n. Un atlante A di CP" & descritto
nelle coordinate omogenee dagli aperti

Ui = {(20, 21, s 2n) | zi #0} per i=0,1,...,n

e dagli omeomorfismi
¢i =m0t : Uy — R*"
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ove

20 21 Zn +1
wi(ZO) Z1y eeey ZTL) - <7 R IEEEY) > S Cn )
Zi Z Zi
m Ctls 2 = (205 21y ooy 2n) — g it + g zje; € C" R?",
K]
’ i>i

(Abbiamo indicato con e, ...,e, la base canonica dello spazio vettoriale
complesso C™.)

Teorema 2.14. Ogni varieta topologica ¢ localmente compatta e metrizza-
bile.

DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione segue dal fatto che gli spazi
Euclidei R™ sono localmente compatti. Per quanto riguarda la seconda, ba-
sta osservare che ogni componente connessa di una varieta topologica e a
base numerabile: ogni spazio regolare a base numerabile & infatti metriz-
zabile; se indichiamo con Xj;, ¢ € I le componenti connesse di X e con
d; : X; x X; — R una distanza che definisce la topologia di X;, allora la:

1 se x e y non appartengono alla stessa
d(z,y) = componente connessa di X
) d
_dilzy) se myeX;, i€l
& una distanza che definisce la topologia di X. ([

3. Definizione di varieta differenziabile

Definizione 3.1. Sia M una varieta topologica di dimensione n. Un atlante
A su M si dice di classe CF (ove k ¢ un intero non negativo, oppure oo od
w) se le sue funzioni di transizione sono diffeomorfismi di classe C*.

Due atlanti A ed A’ di classe C* di X si dicono C*-compatibili se AU A’
& ancora un atlante di classe C*.

Un atlante di classe C° & semplicemente un atlante e tutti gli atlanti di
classe CY sono tra loro compatibili.

La relazione di compatibilita C* ¢ una relazione di equivalenza nella
famiglia degli atlanti di una varieta topologica.

Se A ¢ un atlante di classe C* su una varieta topologica di dimensione
n, I'unione di tutti gli atlanti C¥-compatibili con A & ancora un atlante
C* compatibile con A; esso ¢ massimale nel senso che non & propriamente
contenuto in nessun atlante di classe C* con esso compatibile.

Esempio 3.2. Un atlante formato da una sola carta e sempre di classe C¥.
Quindi i due atlanti A = {(R,z)} e A = {(R,2%)} su R sono atlanti di
classe C¥ sulla varieta topologica R. Essi sono compatibili di classe C°, ma
non di classe C* per k > 1, perché la funzione di transizione 2 — ¢z non &
differenziabile in 0.
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Definizione 3.3. Una varieta differenziabile di dimensione n ¢ il dato di
una varieta topologica X di dimensione n e di un atlante massimale A di
classe CF di X.

Osservazione 3.4. Una varieta differenziabile di classe C° & semplicemente
una varieta topologica.

Osservazione 3.5. Non tutte le varieta topologiche (anche se di Hausdorff
e paracompatte) ammettono un atlante differenziabile di classe C keconk > 1.

HassLER WHITNEY ha dimostrato che ogni varieta differenziabile di
classe C! paracompatta ammette un atlante di classe C¥. Quando studiamo
le proprieta topologiche di una varieta differenziabile M di classe C* con
k > 1, potremo quindi supporre, senza perdere in generalita, che essa sia di
classe C¥, o di una qualsiasi classe C" con h > 1 che sia utile nella discussione.

Un atlante A di classe C¥ su una varieta topologica M di dimensione
n determina su M un’unica struttura di varieta differenziabile di classe C*.
L’atlante massimale A corrispondente & formato da tutti e soli gli omeo-
morfismi ¢ : U — V C R™ di un aperto U di M su un aperto V di R"
tali che {(U,¢)} U A sia ancora un atlante di classe C¥ (equivalente ad A).
Ogni carta di tale atlante massimale si dice un sistema di coordinate (o carta
locale) di classe C* sulla varieta differenziabile M.

Se (U, #) & una carta locale di classe C* con centroinpe ¥ : V — V' & un
diffeomorfismo di classe C* tra due intorni aperti di 0 in R™, con ¥(0) = 0,
allora anche (U N ¢~ 1(V), ¥ o ¢) & una carta locale di classe C* con centro
in p.

Se 0 < h < k ed M & una varietd differenziabile di classe C*, un suo
atlante A di classe C* & anche un atlante di classe C". Quindi definisce su
M un’unica struttura di varieta differenziabile di classe C". In particolare,
possiamo considerare una varieta differenziabile di classe C* come varieta
differenziabile di classe C* per ogni h < k.

Esempio 3.6. Gli atlanti definiti nel paragrafo §2|per le varieta topologiche
S™, RP"™, CP™ sono tutti di classe C¥.

Lemma 3.7. Sia M una varieta differenziabile di classe CK (con 0 < k < w)
ed A un aperto di M. Se A= {(U;,¢;)|i € I} ¢ un atlante di classe C* su
M, allora

Aa={Uin A, ¢ilusnalie I, Uin A# 0}
¢ un atlante di classe C* su A.

Quindi, su ogni aperto A di una varieta differenziabile M risulta definita
un’unica struttura di varieta differenziabile di classe C* tale che ogni carta
locale di classe CF di A sia anche una carta locale di classe C* di M. Con
la struttura differenziabile cosi definita, diciamo che A & una sottovarieta
aperta di M.
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4. Applicazioni differenziabili

Lemma 4.1. Sia f : M — N un’applicazione continua tra due varieta
differenziabili di classe C* e sia p € M. Sono equivalenti:

(i) Possiamo trovare una carta locale (U,p) in p ed una carta locale
(V,9) in f(p) tali che

pUNSHV)) 2 — o fop™l(z)ep(V)

sia un’applicazione di classe C* in un intorno di o(p).
(13) Per ogni carta locale (U, @) inp e per ogni carta locale (V,v) in f(p)

pUNFH V) 22— o fop(z)ey(V)
¢ un’applicazione di classe C* in un intorno di o(p).

DIMOSTRAZIONE. Chiaramente (i1) = (i). L’implicazione opposta se-
gue dal fatto che i cambiamenti di carte locali sono applicazioni di classe
C* e la composizione di applicazioni di classe C* sono ancora applicazioni di
classe CF. U

Definizione 4.2. Un’applicazione continua f : M — N che soddisfi le
condizioni equivalenti del lemma, si dice differenziabile di classe C* in p.
Un’applicazione f si dice differenziabile di classe C* in M se & tale in ogni
punto di M.

L’insieme di tutte le applicazioni differenziabili di classe C* definite sulla
varieta differenziabile M, a valori nella varieta differenziabile N, si indica
con C*¥(M, N).

Vale il seguente:

Lemma 4.3. Siano M, N varieta differenziabili di classe ck (con0 <k <w
ed f : M — N un’applicazione. Sia I' un ricoprimento aperto di M.
Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia differenziabile di classe
CF ¢ che per ogni aperto A € T la restrizione fla : A — N di f alla
sottovarieta aperta A sia differenziabile di classe C*.

Consideriamo sulla retta reale R la struttura di varieta differenziabi-
le di dimensione 1 definita dall’unica carta coordinata (R,id). L’insieme
C*(M,R) delle applicazioni differenziabili di classe C*, definite su una va-
rietd differenziabile M di classe C* e a valori in R, si indica semplicemente
con C¥(M). Se k = oo, scriveremo a volte £(M) invece di C°(M) e se k = w
(funzioni analitiche—reali), scriveremo a volte A(M) invece di C*(M).

Teorema 4.4. Sia M una varieta differenziabile di classe Ck, con0<k<
w. Linsieme CK¥(M) delle funzioni reali di classe C*¥ su M ¢ un anello
commutativo e unitario e un’algebra reale rispetto alle operazioni

(1) di somma:

(f+9)(p) = flp)+9() Vf geC¥(M), VpeM;
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(2) di prodotto:

(f9)(p) = f(P)g(p)  Vf, geCr(M), Vpe M;
(3) di prodotto per scalare:

(kf)(p) =kf(p) VfeCF(M), VkeR,Vpe M.

Teorema 4.5 (di partizione dell’unita). Sia M una varieta differenziabile
di classe C¥, con 0 < k < oo, paracompatta. Sia T' un ricoprimento aperto
di M. Allora esiste una partizione dell’unita {¢pa | A € I'}, subordinata a
T, mediante funzioni ¢4 di C*(M).

DIMOSTRAZIONE. Siano U = {U;|i € I} un raffinamento aperto local-
mente finito di I' mediante aperti coordinati (U;, z;) di M esia V = {V}|j €
J} un raffinamento aperto localmente finito di /. Indichiamo con U; — A;
e V; = Uy le funzioni di raffinamento. Scegliamo il raffinamento V di U
in modo che V; € Uj(;) per ogni j € J. Per ogni j € J fissiamo un aperto
Gj con V; € Gj € Uy). Per la Proposizione del Capitolo |§|, esiste per
ogni j € J una funzione g; € C*°(R") tale che

0<gilyy <1 VyeR",

gi(y) =1 Yy € 25 (V)

gi(y) =0 Yy € R™\ 2y (Gy) -
Le funzioni

! 0 se p¢G;
sono allora di classe C¥ su M; i loro supporti formano un ricoprimento
localmente finito di M e inoltre anche {hj_l(l) |j € J} & un ricoprimento
chiuso localmente finito di M. Ne segue che

h(p) = hj(p), peM
jeJ

¢ una funzione di classe C¥ e > 1 su M e che le

¥i(p) = };f((;)) ,

formano una partizione dell’unita di classe C¥ su M. Per ogni A € I sia Jy
'insieme degli indici j € J tali che A = A4;(;). Allora le

éalp) = > ¥i(p)

J€Ja

peM

sono funzioni di classe C* che definiscono una partizione dell’unita su M
subordinata a I'. O

Come conseguenza dell’esistenza di partizioni dell’unita, otteniamo:
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Proposizione 4.6. Sia F' un chiuso di una varieta differenziabile M, di
classe CF con 0 < k < oo, paracompatta. Se U é un intorno aperto di F in
M, esiste una funzione f € C*(M) tale che

)1 se pel,
f(p)_{o se peU.

DIMOSTRAZIONE. Poiché M & normale, possiamo fissare un intorno aper-
to V di F in U tale che V C U. Sia I I'insieme degli aperti di M che non
intersecano V e sia I' = IV U{U}. Per il teorema precedente, esiste una par-
tizione dell'unita {¢4| A € I'} di classe C* subordinata a T'. Allora f = ¢y
soddisfa le proprieta richieste. O

Osservazione 4.7. Il teorema di partizione dell’'unita non vale nella classe
C¥: infatti una funzione analitica-reale che si annulli su un aperto di una
varieta M si annulla sull’'unione delle componenti connesse di M che inter-
secano tale aperto. Per questo motivo, nonostante per il teorema di Whit-
ney ogni varieta M, differenziabile di classe C' e paracompatta, ammetta
un atlante compatibile di classe C¥, & conveniente considerare strutture di
classe CF con 1 < k < .

5. Immersioni, sommersioni, diffeomorfismi

Siano M, N varieta differenziabili di dimensione m, n, rispettivamente,
di classe C*¥ con k > 1. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile di
classe C¥. Fissiamo un punto pg € M esia gy = f(po) il punto corrispondente
di N. Fissiamo un intorno coordinato (V,y) di N con centro in gg e sia (U, x)
un intorno coordinato in M con centro in pg tale che f(U) C V. La funzione

(5.1) R™ D> xz(U) 3z — y(f(x)) € y(V)

& di classe C* ed in particolare, essendo k > 1, possiamo considerare il suo
Jacobiano in 0

0@ | )
:D x"L
(5.2) <gy> = : :
T/ a=0 \ ayr(r(@) o™ (f(2))
Oxl Ox™ =0

La scelta di una diversa coppia di carte coordinate in pg e gy definisce uno
Jacobiano che differisce da quello in per la moltiplicazione a destra
di una matrice di GL(m,R) e a sinistra per una matrice di GL(n,R). In
particolare

Lemma 5.1. Il rango della matrice Jacobiana (5.2)) non dipende dalla scelta
delle carte coordinate (U, x) in py e (V,y) in qo.

Possiamo dare quindi la seguente

Definizione 5.2. L’applicazione differenziabile f : M — N di classe C* in
po € M ¢ in po



174 11. VARIETA TOPOLOGICHE E VARIETA DIFFERENZIABILI

(1) un’immersione differenziabile in pg se la matrice Jacobiana
definisce una trasformazione lineare iniettiva, se cioe ha rango m
uguale alla dimensione di M;

(2) una sommersione differenziabile in pg se la matrice Jacobiana
definisce un’applicazione lineare surgettiva, se cioe ha rango n ugua-
le alla dimensione di NV;

(3) un diffeomorfismo locale in py se la matrice Jacobiana definisce
un isomorfismo lineare, se cioeé la matrice Jacobiana ¢ invertibile.

Per il teorema delle funzioni implicite vale la

Proposizione 5.3. Sia f: M — N un’applicazione differenziabile di classe
Ck, con k > 1, tra due varieta differenziabili M ed N di classe C* e di
dimensioni m,n, rispettivamente. Sia pg € M e qo = f(po)-
(1) Se f é un’immersione differenziabile in py, allora m < n ed esiste
un intorno aperto U di py in M tale che la restrizione f|y : U — N
sia un’applicazione iniettiva.
(2) Se f ¢é una sommersione differenziabile, allora m > n ed esistono
intorni aperti U dipg e V di qo tali che f(U)=V.
(3) Se f é un diffeomorfismo locale in py, allora m = n ed f definisce
un omeomorfismo di un intorno aperto U di py su un intorno aperto

V di q0-
6. Sottovarieta differenziabili

Supporremo in questo paragrafo che M sia un’assegnata varieta diffe-
renziabile, paracompatta, di dimensione m e di classe C*°.

Definizione 6.1. Una varieta differenziabile N di classe C* si dice una
sottovarieta differenziabile di M se:

(1) N C M come insieme;
(i)  l’applicazione naturale di inclusione

t:Nop—-peM
& un’immersione differenziabile di classe C*.

Lemma 6.2. La topologia di una sottovarieta differenziabile é piu fine della
topologia di sottospazio topologico.

DiMOSTRAZIONE. Infatti la topologia di sottospazio su N & la meno
fine tra quelle che rendono l'inclusione ¢ : N — M continua; poiché ogni
applicazione differenziabile di classe C*, con k > 0, & in particolare continua,
ne segue la tesi. O

Esempio 6.3. Consideriamo in R? il sottoinsieme N definito da
N = {ﬁ(cost,sint) ‘ te R} ust.

Esso & una sottovarieta differenziabile di dimensione 1 di R?. La sua topo-
logia di sottovarieta differenziabile ¢ strettamente pit fine della topologia
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di sottospazio: infatti {\/ﬁ(cos t,sint) |t € R} ¢ chiuso nella topologia

di sottovarieta differenziabile (essendo una componente connessa), mentre &
denso e quindi non chiuso in N per la topologia di sottospazio.

Esempio 6.4. Consideriamo il toro T? = S' x S1. Esso ¢ una varieta dif-
ferenziabile, con I’atlante definito dalle applicazioni inverse delle immersioni
topologiche:

| —ma[x] —m 7[> (&) = (ei<t+a>,ei<s+ﬁ>) e S x 8!
al variare di «, 8 in R. Sia
N = {(eit,ei”t) |t € R} ,
con la struttura di varieta differenziabile definita dall’'unica carta N >
(e”, e”t) — ¢t € R. Allora N ¢ una sottovarieta differenziabile di T?, con
una topologia che e strettamente piu fine di quella di sottospazio: infatti

per la topologia di sottospazio N non & localmente connesso, mentre lo &
ovviamente con la topologia di sottovarieta differenziabile.

Proposizione 6.5. Sia N una sottovarieta differenziabile di classe C*, con
k> 1, e dimensionen di M. Per ogni punto p € N esiste un intorno aperto
V dipin N ed un aperto coordinato (U, z) di classe C* di p in M tali che:
(1) V:{lq6M|z"(q):0 per i=n+1, ..., m};
(i) (V,(2")1<i<n) sia una carta locale di classe C* di N.
DIMOSTRAZIONE. Fissiamo una carta coordinata (V,y) con centro in p

in N ed una carta coordinata (W,z) con centro in p in M. Per ipotesi,
inclusione di N in M definisce un’applicazione differenziabile di classe C*

y(V) sy =z =fly) €2U), con [(0)=0,

la cui matrice Jacobiana (%) ha rango n in 0. A meno di riordinare gli
indici, possiamo supporre che

Oz Oy
dy1 T On
det | : # 0.
Oxn Oxp
oyr 7 By’ y=0

Per il teorema delle funzioni implicite, esistono aperti w,w’ di 0 in R™ ed
una funzione ¢’ : w' — w, differenziabile di classe C* tale che w C y(V)
e, per ogni ' = (x1,...,%,) € w’, la matrice Jacobiana (%) abbia deter-
minante diverso da 0 ed y = g(2’) sia 'unica soluzione in w dell’equazione

fily) = x; per i = 1,...,n. Allora (2,...,2),) = (fi(y(q)), ..., fn(y(Q))
definisce una carta locale in V' = y~!(w), essendo la composizione di un

diffeomorfismo di un intorno di 0 di R™ e di una carta locale con centro in
p € N. Analogamente, poiché la trasformazione
Zi = T; se 1<1<n,
Zi:a;i_fiog(xlv'”ax?’b) se n<z§n,
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per il teorema delle funzioni implicite, ¢ un diffeomorfismo di classe C* tra
due intorni di 0 in R™, le funzioni

zi = fi(y(q)) per 1 <i<mn,
zi = xi(q) — fi(9(2'(q))) pern <i<m,
definite in un intorno aperto di p in M, definiscono una carta locale di classe
C* che verifica le condizioni (i) ed (ii).
O

7. Diffeomorfismi

Definizione 7.1. Un diffeomorfismo tra due varieta differenziabili ¢ un’ap-
plicazione bigettiva f : M — N tale che sia f che la sua inversa f~! siano
differenziabili.

Osserviamo che l'insieme Diff (M) dei diffeomorfismi di una varieta
differenziabile M in sé € un gruppo rispetto al prodotto di composizione.
Dimostriamo innanzi tutto il seguente:

Lemma 7.2. Siano p,q € R" e sia R > max{|pl,|q|}. Possiamo allora
trovare un diffeomorfismo f : R™ — R"™ tale che:

x)=x per |z|>R
(7.1) f(z) per |z
f(p) =q.
DIMOSTRAZIONE. Sia v = (v!,...,v") = ¢ — p € R" e indichiamo con ¥/
il corrispondente campo di vettori a coefficienti costanti:

L~ 0
(7.2) U:ZU PR
i=1

Esso definisce il gruppo a un parametro di diffeomorfismi di R™ delle trasla-
zioni parallele a v: 7,(t)(x) = x + tv. Fissiamo ora una funzione x € £(R"),
a supporto compatto, che sia uguale a 1 su una palla {|z| < r;} con
Ipl, lg| <71 < R, e sia identicamente uguale a 0 fuori da una palla {|x| < 2},
con r1 < ro < R. Consideriamo il campo di vettori:

- 0
(7.3) X = x(@)7 = x(x) Y_v' 52

i=1

Per il Teorema [3.9]del Capitolo [I0} esso definisce un gruppo a un parametro
di diffeomorfismi:

(7.4) R x R" 5 (t,z) — ¢¢(z) € R"
(7.5) %éix) = x(ou(2))7 V(t,z) €R xR"

do(x) == Vo € R™.
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Chiaramente abbiamo ¢;(x) = z per ognit € Rse |z| > 12 e ¢1(p) =p+v =
q. [l

Dimostriamo ora:

Teorema 7.3. Se M ¢é una varieta differenziabile connessa, allora per
ogni coppia di punti p,q € M esiste un diffeomorfismo ¢ € Diff (M) che
trasforma il punto p nel punto q.

DiMOSTRAZIONE. Sia p € M. Indichiamo con N l'insieme dei punti ¢
di M per cui esiste un diffeomorfismo di M che trasforma p in q.

N é aperto. Sia ¢ = vy(p) € N, con v € Diff(M). Possiamo allora
scegliere un intorno coordinato U di ¢ con una carta locale ¢ : U — {x €
R™ | |z| < 1}, che fa corrispondere a ¢ l'origine delle coordinate. Se ¢’ & un
punto di U, fissiamo R con 0 < |¢(¢')] < R < 1. Per il Lemma precedente,
possiamo trovare un diffeomorfismo F' : R™ — R™ tale che F(0) = ¥(¢') e
F(z) = x per ogni € R™ con |z| > R. Definiamo ¢ € Diff (M) ponendo:

Jy se y¢U
¢(y)_{w1oF(w<y>> se yeU.

Questa formula definisce un diffeomorfismo di M che trasforma ¢ in ¢'.
Allora ¢ oy € Diff(M) e trasforma p in ¢. Quindi U C N e questo
dimostra che NV & aperto.

N é chiuso. Sia ¢ un punto della chiusura di N. Scegliamo una carta
coordinata U con centro in ¢ come nella prima parte della dimostrazione.
Sia ¢ € UN N e siano I e ¢ come nella prima parte della dimostrazione.
Poiché ¢ € N, possiamo trovare 7/ € Diff (M) con +/(p) = ¢’. Allora
¢t or € DIff(M) e p~! 09/(p) = ¢q. Cio dimostra che N ¢ chiuso.

Poiché N ¢ sia aperto che chiuso ed M ¢ connesso, ed inoltre p € N # (),
ne segue che N = M. La dimostrazione ¢ completa. O






CAPITOLO 12

Il Lemma di Sard

Il Lemma di Sard descrive alcune importanti proprieta delle applicazioni
differenziabili. Esso ha conseguenze importanti sia nella geometria che nella
topologia differenziale. Ad esempio, utilizzando il Lemma di Sard, dimo-
streremo in questo capitolo il teorema d’immersione di Whitney, che ci dice
che ogni varieta differenziabile paracompatta di classe C* e di dimensione
m e diffeomorfa ad una sottovarieta, che & anche un sottospazio topologico
chiuso, di R?™*+1. Tra i diversi argomenti di cui il Lemma di Sard costi-
tuisce un’indispensabile premessa, citiamo la trasversalita, la teoria delle
singolarita, la teoria di Morse.

Nei capitoli successivi lo utilizzeremo per discutere alcune proprieta di
omotopia delle sfere, che ci permetteranno di introdurre la nozione di grado
per applicazioni continue della sfera is se e di ricavare il teorema di punto
fisso di Brower.

Il Lemma fu dimostrato da Anthony P. Morse nel 1939 per funzioni a
valori scalari e generalizzato da Arthur Sard al caso di funzioni a valori in
una varieta differenziabile di classe C* nel 1942. Per questo in letteratura
il risultato e citato a volte come il Teorema di Morse-Sard.

1. Il lemma di Sard negli spazi Euclidei
Dimostriamo innanzi tutto il:

Lemma 1.1. Siano m, n, due interi positivi con m < n ed f : A — R"
un’applicazione differenziabile di classe Ct, definita su un aperto A di R™.
Allora f(A) é di prima categoria.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni intero positivo NV ed ogni a € Z™ indichiamo
con Q(a, N) il cubo m-dimensionale di lato 1/N e centro nel punto o/N:
Qa,N)={z € R™ | [Nz’ —a'| <1/2peri=1,--- ,m}.
La famiglia:
{Q(e,N) [a€Z™, N eN\{0}}

¢ numerabile e le sue sottofamiglie formate dai cubi di lato 1/N sono ricopri-

menti chiusi localmente finiti (quadrettature) di R™. L’insieme A & I'unione
numerabile | J,@Q, della famiglia {Q, = Q(c,, N,) C A} dei cubi Q(c, N) in
esso contenuti. Allora

179
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¢ una rappresentazione di f(A) come unione numerabile di insiemi compatti.
Bastera dunque dimostrare che ciascuno di questi insiemi f(Q,) ha parte
interna vuota.

Supponiamo per assurdo che cio non sia vero. A meno di sostituire ad
f la funzione di classe C*

x — k(f(hz +a/N)— f(a/N))
(per opportuni numeri reali positivi k, h ed a € Z™) possiamo supporre che :
ADQ(m)={zeR™||z!|<1/2peri=1,---,m}.
F(Qm)) >Q(n) ={y e R"||y'| < 1/2peri=1,-- ,n}.

Le derivate parziali prime di f sono uniformemente limitate su Q(m). Per
il teorema della media, abbiamo allora, per una costante L,

|f(21) = f(z2)] < Llzy — 22| Va1, € Q(m).

La f trasforma percid un sottoinsieme di (m) contenuto in una palla di
raggio d in un sottoinsieme di R™ contenuto in una palla di raggio L.
Fissato un intero positivo N, suddividiamo Q(m) in N cubi di lato
1/N. Ciascuno di questi cubi ha diametro /m/N e la sua immagine me-
diante f & quindi un sottoinsieme di diametro minore o uguale ad Ly/m/N
e dunque contenuto in un cubo di R™ di lato 2Ly/m/N. 1l volume di Q(n)
dovrebbe essere allora inferiore alla somma dei volumi di tali cubi:

1 =00l (Q(n)) < (2L\/m)" - N™ ™.

Ma cio non e possibile, perché il secondo membro tende a 0 per N — oc.
Abbiamo quindi ottenuto una contraddizione, che prova che 'immagine di
ciascun cubo ha parte interna vuota. La dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione 1.2. Segue dalla dimostrazione che, se f : A — R"™ & un’ap-
plicazione differenziabile di classe C', definita su un aperto A di R™, ed
m < n, allora f(A) é contenuta in un insieme di misura di Lebesgue nulléﬂ
di R™.

Definizione 1.3. Sia f : A — R” un’applicazione differenziabile, di classe
CF, con k > 1, definita su un aperto A di R™. Ricordiamo che un punto
xo € A si dice critico per f se 'applicazione R-lineare df (z¢) : R™ — R™ ha
rango < n. Il corrispondente punto f(xg) € R™ si dice wvalore critico di f.
Indichiamo con C(f) e CV(f) rispettivamente 'insieme dei punti critici e
dei valori critici di f. I punti di f(A)\ CV(f) si dicono valori regolari di f.

Osservazione 1.4. I punti critici di f sono tutti e soli i punti € A in cui
f non & una sommersione ed i valori critici di f gli y € f(A) per cui f~!(y)
non & una sottovarieta differenziabile di dimensione m —n di A.

1 Un sottoinsieme A di R™ ha misura di Lebesgue nulla se, per ogni € > 0, & possibile
ricoprirlo con un’infinita numerabile di sottoinsiemi limitati Ay con Y, dy" < €, ove dj, =
diam(Ap) = sup, ,/ca, |y — 9[- Chiaramente, un’unione numerabile di insiemi di misura
di Lebesgue nulla, ha ancora misura di Lebesgue nulla.
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Possiamo riformulare il teorema delle funzioni implicite utilizzando la
nozione di punto critico:

Teorema 1.5 (delle funzioni implicite). Sia f : A — R™ un’applicazione
differenziabile di classe C*, con k > 1, definita su un aperto A di R™. Se
xg € A non ¢ un punto critico di f possiamo trovare un intorno aperto V.
di f(xg) in R™, un intorno aperto W di 0 in R™™", un intorno U di zq in
A ed un omeomorfismo

g:VxW —U

di classe C* tale che g non abbia punti critici in V- x W e

flg(y,2)) =y Y(y,2) €V x W.

In particolare, se m = n, la g ¢ un omeomorfismo di V su un aperto g(V')
di A. In questo caso diciamo che la f definisce un sistema di coordinate di
classe C* in g(V/).

Dal teorema delle funzioni implicite deduciamo immediatamente il se-
guente:

Lemma 1.6. Sia A un aperto di R" ed f : A — R™ un’applicazione dif-
ferenziabile di classe C'. Se y ¢ un valore regolare di f, allora f~'(y) ¢ un
sottospazio discreto di A.

DIMOSTRAZIONE. Dal teorema delle funzioni implicite segue che ogni
punto z di f~!(y) ha un intorno aperto U tale che f~'(y)NU = {z}. O

Teorema 1.7 (Lemma di Sard). Sia f: A — R™ un’applicazione differen-
ziabile di classe C*°, definita su un aperto A di R™. Allora CV(f) ¢é di

prima cateqgoria.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che C(f) € un sottoinsieme chiuso di A.
Essendo A unione numerabile di compatti, la tesi ¢ equivalente al fatto che,
per ogni compatto K C A, il compatto f(KNC(f)) sia privo di punti interni.
L’enunciato del teorema ¢ banalmente vero quando n = 0, perché in questo
caso I'insieme dei punti critici di f & vuoto. Possiamo quindi supporre n > 0
ed il teorema vero per applicazioni di classe C* a valori in R*~!. Ancora,
anche il caso m = 0 & banale; potremo quindi supporre m > 1 ed il teorema
vero per applicazioni differenziabili di classe C*° definite su aperti di R¥ con
k < m.

Poniamo C' = C(f) e, per ogni intero positivo k, indichiamo con Cj il
sottoinsieme di C'in cui si annullano le derivate parziali di f fino all’ordine k:

Cr={2zeR"| Db (x) =0 se 0<|a| <k}, e definiamo infine
Coo =) Ck-

Gli insiemi Cy, per 0 < k < 00, sono sottoinsiemi chiusi di C. Dimostreremo
separatamente che I'immagine di C'\ C1, di Cf, \ Cg41 e di C sono di prima
categoria in R". Poiché CV(f) = f(C'\ C1) UUp—y f(Ck \ Crt1) U f(Coo),
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da cio seguira che CV(f) & anch’esso di prima categoria, perché unione
numerabile d’insiemi di prima categoria.

Sia zp un punto di C'\ C;. Dimostriamo che esso ammette un intorno
compatto B in A tale che f(B N C) non abbia punti interni. Possiamo
supporre, per semplicita, che zg = 0, f(0) = 0e df!/0x' # 0in 0. Mediante
un cambiamento di coordinate di classe C*° in un intorno W di 0 in A,
possiamo ricondurci al caso in cui la restrizione di f a W si possa scrivere
nella formal

f(z) = f2t,2%,...,2") = (2!, f2(2),..., f(z)).
Sia B un intorno compatto di 0 in W della forma:
B=[-rr|xG

con r > 0, e G intorno compatto di 0 in R™~1. Supponiamo che f(C N B)
contenga un punto interno 1.

La proiezione R™ > (y', 92, ..,9") — (¥2,...,4") € R* ! & aperta.
Consideriamo 'applicazione differenziabile di classe C*

Wz — g(z) = (f*(2),.., f"(z)) e R" L

Per l'ipotesi induttiva, l'insieme g (C'(g) N B) non ha punti interni.

Poiché BN C C C(g), se ne deduce che 'intersezione di f(C' N B) con
Iiperpiano H = {y' = y}} non contiene un intorno di yo per la topologia
di sottospazio di H . Cio contraddice I'ipotesi che yy fosse punto interno di
f(C' N B) ed abbiamo quindi dimostrato che f(C' N B) & un compatto privo
di punti interni.

Ripetendo questo ragionamento per i diversi punti di C\ C, dimostriamo
che ¢ possibile ricoprire C'\ C; con una famiglia numerabile di compatti { By}
tali che f(C' N By) sia privo di punti interni e dunque

reney =, fenBby

sia di prima categoria in R".

Sia ora k > 1 ed g € Ck \ Cky1. A meno di una traslazione, possiamo,
per semplificare le notazioni, supporre che zg sia l'origine 0 € R". Indi-
chiamo con ¢ una derivata parziale di f di ordine k, per cui sia dp(0) # 0.
Possiamo ancora supporre che f(0) = 0 e, a meno di restringerci a un in-

torno aperto W di 0 € R™, e di cambiare le coordinate in W ed in R", che
o(z) =2,
Allora Cj, N W & contenuto in {z! = 0} e quindi f(Cx N W) & contenuto

nell’insieme dei valori critici dell’applicazione

g(a?,...,x™) = £(0,2%, ...,z™),

2 Cid si ottiene applicando il teorema delle funzioni impicite alla

flz) = f=', 22, ..., z") = (&', 2 (2), ..., f"(2)).
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definita e di classe C* in un intorno A’ di 0 in R™~!. L’insieme f(Cj N W)
¢ allora di prima categoria per 'ipotesi induttiva su m.

Ricopriamo Cj \ Cky1 con una famiglia numerabile di tali intorni W
e dimostriamo cosi che f(Cj \ Cky+1) € di prima categoria perché unione
numerabile di insiemi di prima categoria.

Sia ora K un compatto contenuto in Cn,. Poiché tutte le derivate parziali
di f si annullano identicamente su K, per ogni intero positivo ¢ possiamo
trovare un intorno aperto U di K in A tale che:

\Vf(x)| < dist(z, K)* Vz € U.

Supponiamo per assurdo che f(K) contenga dei punti interni. Non & restrit-
tivo allora supporre che f(K) contenga il cubo:

Q={yeR"|ly'| <1/2}
e che K sia contenuto nel cubo:
Q' = fa e ®™||a] < 1/2}.

Sia N un intero positivo, con N - dist(K,R™ — U) > 1, e suddividiamo @’
in N™ cubi di lato 1/N. Se uno di questi cubetti, chiamiamolo P, interseca
K, esso ¢ tutto contenuto in U e la sua immagine f(P) ¢ contenuta in un
cubo di lato minore di 2(y/m/N)‘. Avremo dunque:

1 =wol(Q) < 2"N™(v/m/N)™".
Scegliendo In > m, otteniamo una contraddizione.
Ne segue che I'immagine f(K N C), essendo un compatto di prima
categoria in R™, ha parte interna vuota.
Poiché C, & unione numerabile di compatti in esso contenuti, f(Co) &
di prima categoria perché unione numerabile di insiemi di prima categoria.
La dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione 1.8. Dalla dimostrazione si puo osservare come l'ipotesi del
teorema che la f sia di classe C™ si possa indebolire a f di classe C* con
kn > m.

Osservazione 1.9. In modo analogo si puo dimostrare la forma pit classica
del lemma di Sard:

Se f: A C R™ — R" & un’applicazione di classe C* con kn > m, allora
CV(f) ha misura di Lebesgue nulla in R™.

Osservazione 1.10. Sia A un aperto di R™, m > ned f : A - R"
un’applicazione di classe C¥, con k > 1. Se y € f(A) & un valore regolare di
f, allora M, = f~'(y) ¢ una sottovarieta differenziabile di classe C* di A,
con 'atlante definito dai sistemi di carte locali:

(L.1) My D Ugy 27— &(x) = (£4(2), 0, €"7"(2)) € €(Ug ) C R™ "

al variare di zo in M, e di £ € Homg(R"™,R™™") tra le applicazioni lineari
tali che A 3 ¢ — g(z) = (f(x),&(z)) € R™ sia regolare in . Per definire
laperto Ug ., osserviamo che, per il teorema delle funzioni implicite, la
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g definisce un omeomorfismo di un intorno V di zg su un aperto V' di
R™: poniamo allora Ug ,, = V N M,. La M, = f~(y) ¢ una sottovarieta
globalmente chiusa in A.

Esempio 1.11. Sia M (m, n;R) lo spazio vettoriale delle matrici m x n a
coefficienti reali e sia k& < min{m,n}. Allora I'inseme 9(m,n;k;R) delle
matrici m x n di rango k € una sottovarieta differenziabile localmente chiusa
di classe C¥ di M(m, n; R), di dimensione k(m-+n—k). Infatti M(m, n; k; R)
e 'intersezione del chiuso delle matrici che hanno nulli tutti i determinanti
dei minori di ordine (k+ 1) con l'aperto delle matrici che hanno almeno uno
dei determinanti dei minori di ordine k£ diverso da zero.

Un atlante di 9(m,n; k;R) si pud parametrizzare con la scelta di k
colonne X;,,...,X;,, con 1 < i1 < --- < 4 < n della matrice X €
M(m, n; k; R). L'aperto Uy, . ;, € formato dalle matrici X per cui X, ..., X;,
sono linearmente indipendenti. Le coordinate sono allora gli (mk) coefficienti
della matrice (X;,, ..., X;, ), che variano nell’aperto 2 di M (m, k; R) ~ R™*
delle matrici che hanno un minore k£ X k con determinante diverso da 0,
e i k(n — k) coefficienti c? che si ricavano dalla decomposizione X; =

Z’fL:l C?Xih della j-esima colonna (j # 41, ...,ix) di X rispetto alle colonne
Xiy, ..., Xi,. Questa scelta delle coordinate definisce un diffeomorfismo di
Us,....q, sul prodotto Q x RE(—F) ¢ RE(m+n—k),

2. Il teorema di Sard per varieta differenziabili

Siano M, N varietd differenziabili di classe C*, con k > 1, di dimensio-
ni m, n rispettivamente, ed f : M — N un’applicazione differenziabile di
classe C*. Un punto p che sia critico per la rappresentazione di f in un siste-
ma di coordinate locali in p ed in f(p), lo & anche per la sua rappresentazione
rispetto a qualsiasi altro sistema di coordinate locali.

Possiamo quindi definire senza ambiguita I'insieme C'(f) dei punti critici
di f in M e l'insieme C'V(f) dei valori critici di f in N.

Definizione 2.1. Diciamo che un punto p € M & un punto critico di un’ap-
plicazione differenziabile f : M — N, di classe C¥, con k > 1, se, rispetto a
coordinate locali x in un intorno U di p in M ed y in un intorno V di f(U)
in N, il punto z(p) ¢ critico per la

yofor':x(U) cR™ = y(V)CR™

I punti regolari di f sono il complementare in M dei punti criticiei wvalo-
ri regolari di f il complementare in f(M) dei valori critici. Seq € f(M) C N
¢ un wvalore regolare, allora f~1(q) & una sottovarieta (globalmente) chiusa
di M, differenziabile di classe C*, di dimensione m —n. Le , relative alle
possibili scelte di sistemi di coordinate locali in p € f~!(q) ed in q € f(M),
definiscono un atlante e quindi una struttura differenziabile su f~1(gq).

Usando atlanti formati da un insieme al piti numerabile di elementi
otteniamo immediatamente:
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Lemma 2.2. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile di classe C*
tra due varieta differenziabili di classe C*, con k > 1, di dimensioni m ed
n, rispettivamente. Se m < n, allora f(M) é un sottoinsieme di prima
categoria di N.

Teorema 2.3 (Lemma di Sard). Siano M ed N wvarieta differenziabili di
classe C*. Allora, per ogni applicazione f: M — N di classe C*°, CV(f) ¢
un insieme di prima categoria in N.

Osservazione 2.4. Possiamo introdurre sulla varieta differenziabile N una
misura positiva n dimensionale p, con la condizione che il suo pull-back
rispetto a ciascuna carta locale sia un multiplo di classe C*° della misura
di Lebesgue. Un modo per costruire la p € il seguente. Fissiamo un rico-
primento aperto localmente finito {U;};c; di N mediante gli aperti di un
atlante {(U;, z;) }ier di N di classe C*. Sia {¢;} una partizione dell’unita su
N, con funzioni ¢; > 0, subordinata al ricoprimento {U;};c;. Definiamo la
misura p mediante 'integrale delle funzioni continue a supporto compatto,
ponendo:

[atn=3[ gis@iin.  VoecNR),
N icl z;(U;)
ove A\, € la misura di Lebesgue n-dimensionale in R".

Vale allora il Lemma di Sard nella formulazione :

Se f : M — N ¢ un’applicazione differenziabile di classe C*°, allora
Iinsieme C'V (f) dei valori critici di f é p-misurabile ed ha misura nulla.

3. Il teorema d’immersione di Whitney

Dimostriamo in questo paragrafo che ogni varieta differenziabile M di
dimensione m & diffeomorfa a una sottovarieta chiusa di R?™+!,
Cominciamo dimostrando con alcuni risultati relativi ad applicazioni
differenziabili tra spazi Euclidei. Ricordiamo che nello spazio vettoriale
delle matrici A di tipo n x m, a coefficienti reali o complessi, la ||A| =
traccia(A*A) ¢ una norma Euclidea.

Lemma 3.1. Sia  un aperto di R™, n un intero > 2m, ed f : Q — R",
un’applicazione differenziabile di classe C?. Allora, per ogni e > 0 esiste una
matrice reale A = (aé), di tipo n x m, tale che: ||A| < € e Uapplicazione
fa: Q32 = falx) = f(x) + Az € R™ sia un’immersione in ogni punto x
di Q.

DIMOSTRAZIONE. Se f4 non e un’immersione in x € {2, allora la matrice
B = Jf(z)+ A ha rango minore di m, cioé A = B — Jf(z) per una matrice
B di rango minore di m. Per ogni 0 < k < m, le matrici n x m di rango
k formano una sottovarieta differenziabile localmente chiusa 9M(n,m; k; R)
di dimensione k(n + m — k) dello spazio Euclideo M(n, m;R) ~ R™" delle
matrici reali n x m. L’applicazione :

Fi: Qx Mn,mikiR) 5 (v, B) — A= B— Jf(z) € Mln,m; k) ~ R"™
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¢ differenziabile di classe C', definita su una varietdy differenziabile di di-
mensione m + k(n + m — k) ed a valori in una varieta differenziabile di
dimensione mn. La k — m + k(n +m — k) & crescente se 2k < n+m, e
quindi in particolare per k < m. Abbiamo percio:

m+k(n+m—k) <m+(m-1)n+1)=mn+2m-n—-1<mn

per ogni intero k con 0 < k < m, per l'ipotesi che n > 2m. Per il Lemma/[2.2]
I'immagine di Fj ¢ di prima categoria in R”". Quindi anche 'unione delle
immagini delle Fy, per 0 < k < m, € un sottoinsieme di prima categoria nello
spazio delle matrici reali m x n. Ne segue che le matrici A € 9(n, m;R)
per cui f4 € un immersione in ogni punto xz € ) ¢ di seconda categoria, ed
in particolare diverso dall’insieme vuoto. O

Lemma 3.2. Sia Sia Q) un aperto di R™, n un intero > m, ed f: Q — R"
un’applicazione differenziabile di classe C'.

(1) Se f & un’immersione in tutti i punti di un compatto K di ), allora
possiamo trovare un € > 0 tale che, per ogni applicazione differen-
ziabile g : Q — R™ di classe C' con sup,cp |Jg(x)| < €, Uappli-
cazione x — f(z) + g(x) sia ancora un’immersione in ogni punto
zeK.

(2) Se inoltre f: Q — R™ ¢é iniettiva su un compatto K' C K C €,
allora esiste un numero reale € > 0 tale che, se g: Q — R™ soddisfa
lg(z) — g(y)| < €|z —y| per z,y € K', allora (f +g): Q@ — R" sia
ancora iniettiva su K'.

(3) Sia r < dist(K,(Q). Esiste allora un numero reale positivo €’ > 0
tale che, se g : Q2 — R™ ¢& un’applicazione di classe C* e |g(z)| < €”
per v € K', ||Jg(x)| < € per x € KU {z € Q|dist(z, K') < r},
allora f + g € un’immersione in tutti i punti di K ed é iniettiva su
K'.

DIMOSTRAZIONE. Data una matrice A € 9 (m,n;R), sia AL-im ]
matrice quadrata m x m formata dalle m righe corrispondenti agli indici
i1, ..., 4m. La funzione

F(A)=  max ‘det(A“""’im)‘
1<i1 < <im<n
¢ continua. Consideriamo sullo spazio vettoriale X = C°(K,9(m,n;R))
la topologia definita dalla norma ||A(x)||x = sup,cx [|A(x)||. Poiché il de-
terminante di una matrice reale ¢ funzione continua dei suoi coefficienti,
I’applicazione
K>z — F(A(x)) eR
e continua per ogni A € X. Ne segue che anche

QJ:XBA%mI%nF(A(x))ER

¢ continua. Per ipotesi, F'(Jf) > 0, perché la funzione continua F(J f(z)),
essendo positiva in ogni punto di K per l'ipotesi che f fosse un immersione in
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ogni punto di K, ha su K un minimo positivo. Esistera quindi un € > 0 tale
che,se A € X ed ||A||x < ¢, allora ®(Jf+A) > 0, cioe F(Jf(x)+A(z)) >0
per ogni x € K. In particolare, f + ¢g € ancora un’immersione in ogni punto
di K se ||Jg||x < €. Questo dimostra il punto (1).

Per dimostrare (2), osserviamo in primo luogo che, sotto l'ipotesi che f
sia iniettiva sul compatto K’ C K, esiste un numero reale positivo ¢ > 0 tale
che |f(x) — f(y)| > c|r — y| se z,y € K'. Dalla formula di Taylor abbiamo
infatti che

fly) = @) = Jf(2)(y — 2) + oz — yl).
Per I'ipotesi che J f(x) abbia rango m in ogni punto z di K, per la compattez-
za di K abbiamo, con una costante co > 0, la diseguaglianza |J f(x)v| > co|v|
per ogni x € K ed ogni v € R™. Fissato quindi un punto zg € K, utilizzan-
do la formula di Taylor, potremo trovare un intorno U, di z¢ in {2 tale che
|f(y) — f(x)] > (co/2)|ly — x| se x,y € Uy,. Quindi, se f & un’immersione
iniettiva in ogni punto di K’, la funzione

[f(z) = f(y)]

se T#Yy
|z -yl

F(x,y) =
e I O (A I
M INT g 1 g 7 m s€e T =Y
/ " |$ - T |
z'#x
¢ finita, semicontinua inferiormente e positiva in ogni punto del compatto
K’ x K', ed ha quindi su K’ x K’ un minimo positivo c.
Se g: © — R" soddisfa |g(z) — g(y)| < c|x — y| per z,y € K', avremo,
perxz #ye K':

[f (@) + g(2)] = [F(y) + 9]l = [f(2) = F(Y)] = lg(z) = 9(y)|
> clr =yl =lg(x) = g(y)| > 0.
Questo dimostra che (f + g) & ancora iniettiva su K.

Dimostriamo infine la (3). Fissati due numeri reali ¢/, > 0, con r >
dist(K’,0Q), possiamo trovare un ¢’ > 0 sufficientemente piccolo affin-
ché ogni funzione g : Q — R™ di classe C! che soddisfi || Jg(x)| < €’ se
dist(z, K') < r, soddisfi anche la diseguaglianza |g(z) — g(y)| < €|z — y|
quando z,y appartengano alla stessa componente connessa di K’. Fisseremo
inoltre € in modo tale che |f(z) — f(y)| > €” se x,y appartengono a diverse
componenti connesse di K. In questo modo anche I'ultima affermazione del
Lemma risultera verificata. ([l

Prima di enunciare e dimostrare il Teorema d’immersione di Whitney;,
¢ conveniente definire un’opportuna topologia sullo spazio vettoriale reale
C*>°(M,R™) delle applicazioni di classe C*° delle applicazioni f: M — N
differenziabili di classe C*°.

Definiamo innanzi tutto la topologia di C*°(£2,R™) nel caso in cui 2 sia
un aperto dello spazio Euclideo R". Per ogni compatto K C Q ed ogni
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intero non negativo m introduciamo la seminormaﬂ

[f|l&m = sup sup [Df(z)|.
zeK |a|<m
Sia ora { K, },en una successione di compatti con K, C int(K,+1),
Q e definiamo, per f,g € C*(Q,R"):

[e.9]

. o = dllr
dist(f,g) = ZQ L+ If =9l

K, =

v

v=0
Si verifica che questa ¢ una distanza su C*°(2, R™), che induce la topologia
della convergenza uniforme della funzione con tutte le sue derivate parziali
sui compatti di €, e che, con questa distanza, C>° (€2, R™) & uno spazio metrico
completo e quindi, in particolare, uno spazio di Baire.

Consideriamo ora il caso in cui M sia una varieta differenziabile di classe
C®. Fissiamo ancora una successione di compatti {K, }, ey di M con K, C
int(Ky,41), U, K = M ed un atlante numerabile Ay = {(Us,, 24) faen, con
gli aperti U, relativamente compatti in M . Per ogni a € N, fissiamo un
aperto U! € U,, in modo tale che {U!},cn sia una famiglia localmente
finita e sia ancora un ricoprimento di M . Definiremo allora la distanza tra
due applicazioni f e g di C*°(M,R"™) mediante:

0o 00 o .’E_l —ago .’E_l -,
dist(f,g) = Z Z 9—v—a Ifoag” —goay |lu@ynr) v

v=0a=0 L+ ”f © xgl —9g° :Ct;lHiﬂa(U(/LmKu)ﬂ/ '

Si verifica che con questa distanza C>° (M, R™) & uno spazio metrico completo,
e quindi di Baire. La topologia indotta dalla distanza e, per la rappresenta-
zione della funzione in ogni carte locale, quella della convergenza uniforme
con tutte le derivate.

Dimostriamo ora il :

Teorema 3.3 (Whitney). Sia M una varieta differenziabile di classe C*,
paracompatta, numerabile all’infinito, di dimensione reale m. FEsiste allora
un’immersione differenziabile f : M — R*™ ed un diffeomorfismo g : M —
N c R*™+ di M su una sottovarieta globalmente chiusa N di R*™+1,

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre per semplicita che M sia connessa.
Fissiamo una successione di compatti {K,}, ey di M con K, C int(K,41),
U, K, = M ed un atlante numerabile e localmente finito Ays = {(Ua, Z4) }aen,
con gli aperti U, relativamente compatti in M . Per ogni v indichiamo
con F, l'insieme delle applicazioni differenziabili f € C>°(M,R™) che sono
un’immersione in ogni punto di K. Per il Lemma F, € un aperto di
C>®(M,R™). Per il Lemma F, & denso in C*°(M,R"™). Per il Teore-

ma di Baire, 7 = (), F, € un sottoinsieme denso di seconda categoria di

3Una seminorma su uno spazio vettoriale reale V' & un’applicazione p : V — R a
valori non negativi, positivamente omogenea di grado uno e subadditiva. A differenza
della norma, non si richiede a una seminorma la proprieta che p(v) = 0 implichi v = 0.
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C*°(M,R™). Chiaramente le funzioni di F sono immersioni in ogni punto di
M.

Se M e compatta, ogni applicazione differenziabile f: M — R" & pro-
priaﬁ Se M non ¢ compatta, consideriamo il sottoinsieme 7 delle funzioni
f € C®(M,R™) che soddisfano f(p) >vsep € K, \ K,—1 per v > 1. Poiché
T & chiuso, & uno spazio metrico completo per la restrizione della distanza su
C>®(M,R™) e quindi uno spazio di Baire. Ancora, si verifica facilmente che
F,NT & un aperto denso di 7 per ogni v. Quindi F N7 & un sottoinsieme
denso di seconda categoria di T ed ogni f € FNT definisce un’immersione
propria f: M — R™.

Supponiamo ora che n > 2m. Sia f: M — R"™ un’applicazione differen-
ziabile che & un’immersione differenziabile in ogni punto p si un compatto K
di M. Sia A = {(U,,z,)} un atlante numerabile e localmente finito di M,
con aperti U, relativamente compatti in M ed U aperti di M con U, € U,
e, U, = M. Per il teorema delle funzioni implicite, possiamo scegliere I’a-
tlante A in modo che f sia iniettiva su KNU, per ogni aperto U, dell’atlante
A. Sia {x,} una partizione dell’'unita di classe C*>* di M, subordinata al ri-
coprimento {U,}, con x4(p) > 0se p € U.. Dico che, data una qualsiasi suc-
cessione di numeri reali positivi {r, }, & possibile determinare una successione
di vettori {v,} C R™ tale che per ogni intero positivo v, f, = f+3 .., VaXa
sia un’immersione in ogni punto di F, = K N{J,, U, ed iniettiva su F, e
su ogni sottoinsieme K N U,, per a € N. Ragioniamo per ricorrenza su v.
Per v = 0, abbiamo F,, = () e quindi non c’¢ nulla da dimostrare. Supponia-
mo di aver costruito f,. L’insieme D = {(p,q) € M x M |x,(p) # xv(¢)}
¢ un aperto di M x M e quindi una varieta differenziabile di classe C*°
e di dimensione 2m. Poiché 2m < n, per il Lemma di Sard l'applica-
zione D > (p,q) — % € R" ha immagine di prima categoria in
R"( ;3d (5Z )dunque possibile trovare un b, arbitrariamente piccolo tale che
fv(p)—fv(q

xv (P)—xv(q)
per il Lemma la funzione f,+1 = f, + b, X, sard ancora un’immersione

differenziabile ed iniettiva su F), e su tutte le intersezioni K N U,. Potremo
ancora, per il Lemma [3.2] scegliere b, in modo che f, sia un’immersione
differenziabile in ogni punto di F,11. Resta da verificare che f,1 sia iniet-
tiva su Fy41. Siano p,q € F,41 con fu,11(p) = fu+1(q). Quest’uguaglianza
implica che p = ¢ se entrambi i punti non appartengono all’aperto {x, > 0}.
Infatti in questo caso p,q € Fy, ed fu(p) = fur1(p) = fu+1(q) = fu(q). Si
verifica ancora che fy41(p) # fu4+1(q) se xu(p) - xv(q) = 0 e p # ¢q. Resta
da considerare il caso in cui x,(p) - x»(q) # 0. Allora p,q € K NU, ed
f(p) # f(q) se p # q per la scelta dell’atlante A. Quindi: se x,(p) = x.(q),
da fy11(p) = fos1(g) ricaviamo che f,(p) = fu(g) e quindi p = ¢; s

# by se (p,q) € D. Pur di scegliere b, sufficientemente piccolo,

4 Chiamiamo propria un’applicazione continua ® : X — Y tra due spazi topologici
X ed Y che trasformi chiusi di X in chiusi di Y e per cui ® *(K) sia compatto per ogni
compatto K di Y.
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(p) # (@) 1a furi(p) = foar(q) implica che p = g per la scelta di
by.

Sia ora {K,} una successione di compatti di M con K, C int(K,41)
e UK, = M;siaT = {f € C*(M,R")||f(p)| >vsepe K,\ K,_1}.
Per quanto dimostrato sopra, se n > 2m, le f € T che sono immersioni
differenziabili iniettive su K, formano un aperto denso T, di 7. Per il
teorema di Baire, T = (), T, ¢ un sottoinsieme denso di seconda categoria
di T e chiaramente i suoi elementi sono immersioni iniettive di M in R". [

Osserviamo che, utilizzando il Teorema d’immersione di Whitney, € pos-
sibile definire una topologia metrizzabile sullo spazio C*°(M, N) delle ap-
plicazioni differenziabili definite sulla varieta differenziabile M ed a valori
nella varieta differenziabile N. Fissata un’immersione differenziabile inietti-
va e propria N — R, che ci permetta di identificare N ad una sottovarieta
chiusa di Rf, potremo considerare C>®(M, N) come il sottospazio chiuso di
C%(M,RY) formato dalle f per cui f(M) C N.



CAPITOLO 13

Forme differenziali negli spazi Euclidei

1. Forme differenziali in R"

Indichiamo con AYR"™ lo spazio vettoriale reale di dimensione (”) delle
forme g-multilineari alternate su R™. Si dice forma differenziale di grado q

e di classe C* su un aperto A di R” un’applicazione differenziabile di classe
ck:

(1.1) n:A— ATR".

Indichiamo con Qf(A) lo spazio vettoriale su R delle forme differenziali di
grado ¢ e di classe C* sull’aperto A di R™. Sia dz’ la forma lineare su R™
definita da:

(1.2) dz'(x) = z* Vo =Yz, ..., 2") e R".
Poiché le forme:
(1.3) de'" A ... Adx't con  1<i3<..<ig<n

. . ) si scrive i . :
definiscono una base di AYR"™, la forma (|1.1)) si scrive in modo unico come

(1.4) Z nil.,,iqdwil Ao Ada
1<i1 <...<ig<n
ed & di classe C se e soltanto se tutte le funzioni reali n;, .. ;, (z) = n(z)(e;,, ..., €,)

sono di classe C¥ su A. (Abbiamo indicato con e, ..., e, i vettori della base
canonica di R™.)

2. Pull-back

Se f: A — R ¢ una funzione di classe C¥ con k > 1, definita sull’aperto
A di R", il suo differenziale & 'elemento di Qf ;(A) definito da:

~Af(x)
2.1 d = ———dx.
(2.1) ) =3
Siano B un aperto di R™, A un aperto di R" e ¢ = {(¢!,...,¢") : B — A
un’applicazione differenziabile di classe C**1, con k& > 0. Data una forma
differenziale n € Q{(A), definita da (1.4), definiamo il suo pull-back ¢*n

come la forma differenziale di Q] (B):
(2.2) SN =D Niy.iy(®)dp™ A ... Adg'.
i1.iq

191
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Si verifica immediatamente che il pull-back di forme gode delle proprieta:

Teorema 2.1. ¢* : QI (A) — QI (B) ¢ un’applicazione R-lineare.

Sem € QI (A) edn € QP (A), alloran Any € QET2(A) e ¢*(mAnp) =
(@"m) A (¢™m2) -

Se 1 : D — B ¢ un’applicazione di classe C**1, definita su un aperto D

di R, allora (¢ o))" = p* o ¢* .
3. Differenziale di una forma

La definizione del differenziale di una funzione si puo estendere a forme
differenziali di ordine qualsiasi. Sia n € Qf +1(A) una forma differenziale di
grado ¢ e di classe C**!, con k > 0, definita su un aperto A di R™ dalla

formula ((1.4). Poniamo:
dn(z) = Z dniy...iy () A da'™ A A da'e

1<i1 <...<ig<n

D LG R
oxt

(3.1)

i=1 1<i1<...<ig<n
Per ogni intero g > 0, il differenziale definisce un’applicazione R-lineare :

(3.2) d:Qf,(A) - Qi (A).

Teorema 3.1. [l differenziale é l'unica applicazione R-lineare (3.2)), definita
per ogniq = 0,1, ....n, che coincida con il differenziale definito sulle funzioni
nel caso ¢ = 0, e soddisfi le:

(3.3) d(nl A 772) =dn An2 + (—1)q1171 ANdny Vm € QkJrl , Vo € QZ2+1
(34) dod:Qf ,(A) — QI ¢ Papplicazione nulla, cioé dod=d*=0.

DIMOSTRAZIONE. La (3.3)), per il differenziale definito dalla (3.1)), se-
gue dalle proprieta del prodotto esterno e dalla regola di Leibnitz per la
derivazione del prodotto di due funzioni. La (3.4) ¢ allora conseguenza
della:

d2f = Zaxzaxnd Ada? =0,

7]_
valida per ogni funzione f € C?(A,R). Viceversa, se valgono (3.3) e (3.4) e
il differenziale ¢ R-lineare, la sua espressione ¢ data necessariamente dalla

B-D). O
Per ogni aperto A di R™, abbiamo un complesso di operatori differen-
ziali :
(3.5)
d
0 —— Qk+n(A) — Qllﬁ-n (4) —
— o Oy (A) = () — o D (4) ——

—4, 0 (A) — 0
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Teorema 3.2 (Lemma di Poincaré-Volterra). Sia n € Q{(A) (k > 1) una
forma differenziale definita su un aperto A di R™, che soddisfa

(3.6) df =0

in un intorno aperto di un punto p di A. Se ¢ = 0, allora f é costante in
un intorno di p in A. Se g > 0, possiamo trovare un intorno aperto U di p

in A e una forma differenziale u € Q,(ﬁ;ll)(U) tale che:

(3.7) du=mn in U.

DiMOSTRAZIONE. L’affermazione nel caso ¢ = 0 & conseguenza del teo-
rema di Lagrange: se f ¢ una funzione di classe C! su un aperto convesso,
allora f(z) — f(y) = > iy (2" — y")Of(€)/0z" per un punto & del segmento
[x,y] di estremi z,y. Quindi f & costante su un aperto convesso in cui si
annullino tutte le sue derivate prime.

Sia ora ¢ > 0. Ragioniamo per induzione, supponendo il teorema vero
per forme differenziali che non contengano in un intorno di p i differenziali
dzt1, ... dx™. Sen, definita da , cio significa che, in un intorno U di p:

(Hl]) nil,,,iq:O se 1§i1<~~<iq_1§i<iq§n.
Se inoltre dn = 0 allora, in un intorno U di p:

o
(1[e]) 7;;'%20 se 1<ij<..<ig<i<j<n.

Il caso @ = 0 e banale perché allora 7 & identicamente nulla in un intorno U
di p e possiamo risolvere ponendo u = 0. Supponiamo quindi ¢ > 0 e
sia € Q{(A) una forma, con dn = 0, che soddisfi (t[¢ + 1]), e quindi anche
(i +1]):
n= Z njl,,.jqdz:jl A .. A dada
1<g1 <o <jm <41
in un intorno U di p. Scriviamo in un intorno di p

n=dz" "V Am + e

con 1)1,m2 che non contengono dx**!, cioe 1, € QZ_I(U) edny € QIU) e
soddisfano (f[i]) e (f[i + 1]). Possiamo supporre che p = 0 e che questa
decomposizione valga in un intorno U di

W =[-R,R]"
in ACR"” per R >0 in cui dg = 0. Definiamo quindi una forma
8= > Bit. g1 dTI A Lo A dda=?

1< <..<jg-1<4

ponendo

xi+1
1 1 ; )
lequfl(ac sy ) :/ njlqufl(:c xR ™)t
R

Allora si verifica che
n—dp € Q((-R,R)")
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¢ indipendente da dz®*!, ..., dz"™ e quindi per I'ipotesi induttiva
n—dg=dv

su un intorno aperto U di p contenuto in W e la tesi segue con
u=p3+v.

Dalla formula dei differenziali, otteniamo immediatamente il :

Teorema 3.3. Se ¢ : B — A ¢ una applicazione differenziabile di classe
Ck+2 definita su un aperto B di R™ e valori in un aperto A di R", abbiamo,
per ogni intero q > 0, il diagramma commutativo:

d
Of L, (4) —— Qit(4)

ﬂ p*
d
QL (B) —— QI*'(B)

Osservazione 3.4. I Teoremi [3.2] e 3.3 permettono di definire forme dif-
ferenziali e il differenziale di forme su varieta differenziabili astratte, in
quanto ci dicono che la definizione di differenziale e la differenziazione sono
operazioni invarianti rispetto ai cambiamenti di carte locali.

4. Orientazione e sottovarieta di R".

Sia M una varieta differenziabile di classe C*, con k > 1. Un atlante
A di classe C* si dice orientato se i determinanti degli jacobiani delle sue
funzioni di transizione sono positivi. Diremo che due atlanti orientati A; e
Ao sono compatibili se la loro unione € ancora un atlante orientato. Una
varieta differenziabile che ammetta un atlante orientato si dice orientabile.
La relazione di compatibilita e allora una relazione di equivalenza tra gli
atlanti orientati su M che ne definiscono la struttura differenziabile. Se M &
connessa e orientabile, ci sono esattamente due classi di equivalenza di atlanti
orientati su M. La scelta di una delle due classi € una orientazione della
varieta M. Nel caso di una varieta non connessa, un’orientazione di M sara
la scelta di una particolare orientazione su ciascuna delle sue componenti
connesse.

Osservazione 4.1. Non tutte le varieta sono orientabili. Ad esempio gli
spazi proiettivi reali RPP" sono varieta orientabili se n e dispari, ma non se
n e pari.

Consideriamo ora in particolare il caso di sottovarieta di R™. Ricordiamo
che una sottovarietd localmente chiusa di R”, di classe C* (k > 1) e di
dimensione m, & un sottoinsieme S di R” tale che, per ogni punto p € S, si
possano trovare un intorno aperto U di p in R™ ed n — m funzioni di classe
Ck:

ffU—-Ri=1,...,n—m
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tali che:

SNU ={zeU|fi(x)=0i=1,...n—m}
(4.1) df'(z) A oo A (z) £ 0 Y € U.

Una carta locale su S € una parametrizzazione :
(4.2) r: Baperto C R" — S CR"

di classe C*, cioé un’applicazione differenziabile di classe C*, definita su un
aperto B di R™, a valori in R", non singolare, cioe con Jacobiano di rango
massimo m in ogni punto di B, e la cui immagine r(B) sia contenuta in S.
L’esistenza di un atlante ottenuto mediante parametrizzazioni ¢ assicurata
dal teorema delle funzioni implicite.

La scelta delle funzioni f!, ..., f*~™ determina un’orientazione su SNU :
una parametrizzazione con r(B) C SNU sara una carta ammissibile
se: 5 5

1 n—m r r
det (Vf (r),...Vf (r), Byt 8ym> >0.
Torniamo al caso generale. Sia M una varietd di classe C¥ con k > 1 e

sia D un aperto di M. E allora possibile definire un’applicazione continua
f: M — R che assuma valori negativi su D e positivi su M \ D. Infatti M
& uno spazio topologico regolare e a base numerabile e dunque metrizzabile.
Se d e una distanza che definisce la topologia di M, e bD e la frontiera di
D, bastera porre

_ ) —d(z,bD) se z €D
J(@) = {d(z:,bD) se x € M —D.

Diciamo che D & regolare di classe C¥ se ¢ possibile scegliere una tale funzione
f in modo che sia di classe C*¥ in un intorno U di bD in M e non abbia
punti critici su bD; diciamo allora che la f definisce D. Se M & orientata,
possiamo definire sulla frontiera di un suo aperto D di classe CF una struttura
di varieta orientata di dimensione n — 1. Se f ¢ una funzione che definisce
D, costruiamo un atlante orientato su bD nel modo seguente: ogni punto p
di bD ammette un intorno coordinato (U, ¢), compatibile con 'orientazione
di M, della forma

¢=(f,0" 0" ).

Considereremo allora la
(bDNU, (..., 0" 1))

come una carta dell’atlante che definisce 'orientazione di bD. La frontiera
di D, pensata come varieta orientata nel modo che abbiamo precisato, si
indica con 9D e si dice il bordo o la frontiera orientata di D.

Questa nozione € molto importante per la teoria dell’integrazione delle
forme differenziali.
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5. Integrazione e formule di Stokes

Sia A un dominio di R"”. Una n-forma n € f(A) si scrive
n= 771,‘_,7ndx1 Ao Ada"™,

ove 71,.n ¢ una funzione reale, continua in A. Sia D un sottoinsieme
misurabile contenuto in A. Se 1, ., € integrabile su D, possiamo definire

D D
1

Siar = (r',...,r") : B— A C R"™ un’applicazione differenziabile definita su
un aperto B C RY, iniettiva e senza punti singolari. Diciamo che r(B) & una
sottovarieta parametrica di A C R™ di dimensione q. Se n € Q4(A), il suo
pull-back r*n & una g-forma continua su B. Se D & un dominio misurabile
di B, e supp(r*n) N D & un compatto contenuto in B, possiamo integrare su

La formula di cambiamento di variabili negli integrali multipli ci dice che un
cambiamento di parametrizzazione di r(D) che non ne cambi l'orientazione,
ottenuto cioe mediante un diffeomorfismo

o %
oc:B — B traaperti B',BCR? con det< U.) >0
0 ) 1<ij<q

non cambia il valore dell’integrale :

/ (roa)*nz/ r'n.
o~ (D) D

Possiamo quindi integrare una g-forma su sottoinsiemi compatti di sotto-
varieta orientate di dimensione ¢, usando l'additivita dell’integrale e ridu-
cendoci, per partizione dell’unita, a considerare soltanto il caso di varieta
parametriche (carte locali).

Riconsideriamo ora il concetto di bordo di un dominio di R™. Suppo-
niamo che D sia un aperto relativamente compatto di R™. Sia d la distanza
euclidea in R™ e consideriamo la funzione continua f : R” — R negativa in
D e positiva su R” — D:

) —d(z,bD) se x €D
J(@) = {d(w, bD) se x € R"—D.

Allora bD & di classe C*¥ con k > 1 in un punto p € bD se soltato se la
funzione f cosi definita & di classe C* in un intorno di p e Vf(p) #0.

Se bD ¢ di classe C* in un punto p, per il teorema delle funzioni implicite
potremo trovare un intorno U di p in R™ tale che bDNU sia una sottovarieta
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chiusa di classe C* e di dimensione n — 1 dell’aperto U. L’orientazione di
0D ¢ definita dalle rappresentazioni parametriche

r:VCcR"' U
con r(V)=bDNU' CU che soddisfano la condizione:

det <Vf(r),§;1,...,ajrfl> > 0.

Se la frontiera di un un aperto relativamente compatto D ¢ differenziabile in
tutti i punti, indichiamo con 0D la sua frontiera come sottovarieta differen-
ziabile orientata di dimensione n — 1, con l'orientazione definita nel modo
precisato sopra.

Teorema 5.1 (Formula di Green). Sia D un aperto relativamente compat-
to con frontiera differenziabile e sia n € Q?*I(A) una forma differenziale
definita in un intorno A di D. Allora

o= fom
oD D

DiMOSTRAZIONE. Ci limitiamo a dare un’idea della dimostrazione. Os-
serviamo in primo luogo che la formula vale se 1 € nulla fuori da un compatto
contenuto in D. In questo caso infatti ci riconduciamo a un integrale su un
compatto [~R, R]" che contiene D e per il teorema di Fubini la formula &
ridotta all’integrazione per parti per funzioni di una variabile reale.

Per il teorema delle funzioni implicite e per la compattezza di 9D, pos-
siamo ricoprire 0D con un numero finito di aperti U;, per ¢ = 1,...,k, in
cui siano definite coordinate y; = y;(z) tali che:

DﬂUi:{—Ri<yi1<0,—Ri<ylh<R,~per2§h§n}, con R; > 0.

Sia Up € D un intorno di D\ i, U;, con chiusura compatta in D. Sia
{Xi}o<i<m una partizione dell’unita di classe C* su D, subordinata al rico-
primento {U;}. Abbiamo allora

/anzg/md(xm)-

Poiché xo ha supporto compatto contenuto in Uy, on d(xon) =0. Peri > 0,
scriviamo in U; :

XN = 77§Z4)dyi2 AN T S (—1)h+117,(f)dyi1 Ae- /\dyf A Ndy!
o ()" Dayl A Ayt
Abbiamo allora:

n (4)

In
dam) =Y 7 fdyi A+ Ady]
h—1 %Y
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n 0 1 Ri 9 ané)
/ d(xin) :Z/ dyz-/ dy; / dy;' 5
U; W1/ R ~R; ~R; yp
R

i R;
= dy; - - dyin\ (0,02, ..y =/6 X

~R; ~R;
perché fER 87“ rdy; = ngi)(O,yf,...,yz”), mentre fii% on,) —dy! = 0 peri > 1.
Poiché {x;} ¢ una partizione dell’unita in un intorno d1 0D, otteniamo la
tesl. 0

Sia ora S una sottovarieta differenziabile orientata di dimensione ¢ e di
classe C*, con k > 1, di un aperto A di R™. Cio significa che, per ogni punto
p € S, possiamo trovare un intorno U, di p ed n — ¢ funzioni differenziabili
fiperi=1,..,n— q definite in U, e tali che:

SNU, ={z €Uy|fi(z)=0 Vi=1,...,n—q},
dff(z) A Adf"(x) £ 0 Ve € SNU,.

¢ inoltre 'orientazione di S & definita dall’atlante in cui sono carte ammis-
sibili in S N U, le parametrizzazioni :

r:VcR?—=SNnU, CcR"

per cui
Or or
1 _
det <Vf (I‘), ceey an q(I‘), aiyl, ceny 8yq> > 0.
Dato un aperto relativamente compatto D di S, diremo che la sua frontiera
& di classe C* se possiamo trovare una funzione ¢ di classe C¥ con:

D = {x € S|¢(z) < 0}
do(z) AdfiTH(x) A ... Adf*(z) #0 Vo € bD),

dove bD ¢ la frontiera di D in S ele f!,..., f"~9 definiscono l'orientazione
di S in un intorno x. Su bD consideriamo allora 1’orientazione definita dalle
funzioni fa*!, ..., f™ ¢. La sottovarieta bD, con questa orientazione, si dice
il bordo di D e si indica con dD. Otteniamo allora, per la definizione di
integrale di una g¢-forma su una sottovarieta orientata g-dimensionale e la
formula di Green:

Teorema 5.2 (Formula di Stokes). Sia D un dominio relativamente com-
patto con frontiera di classe C* (k > 1) di una sottovarieta orientata S di
dimensione q di R™ (con ¢ > 1). Sian € Q‘f_l(U) per un intorno U di D

in R™. Allora:
[ fo
oD D
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Osservazione 5.3. Le formule di Green e di Stokes si estendono al caso
in cui la frontiera dell’aperto relativamente compatto D sia di classe C' a
tratti, cioe D si possa ottenere mediante unioni e intersezioni finite di aperti
con frontiera regolare di classe C!. In questo caso 0D risulta un’unione
finita di sottoinsiemi chiusi di sottovarieta orientate, due a due senza punti
interni comuni e l'integrale sulla frontiera deve intendersi come la somma
finita degli integrali effettuati su ciascuno di tali sottoinsiemi.

Osservazione 5.4. Concludiamo con alcune osservazioni che collegano le
formule di Green-Stokes al lemma di Poincaré-Volterra. Sia A un aperto di
R™ e sia n € QI (A), (k,¢g > 1) con

dn=0 in A.

Una tale forma si dice chiusa. Allora:

(i) L’integrale della n su sottovarieta compatte di A di dimensione ¢ ¢
invariante per omotopia e la sua definizione si puo estendere fino a definire
applicazioni :

(89, A) —» R, m(D9, 8971 A) = R.

Cio dipende dal fatto che le applicazioni continue S™ — A si possono appros-
simare mediante applicazioni di classe C*° e queste, per il lemma di Sard,
hanno luogo di valori critici di misura g-dimensionale nulla.

(ii) Condizione necessaria e sufficiente affinché si possa trovare una forma
u € QZ;; (A) tale che

du=mnin A

(in questo caso diciamo che n ¢ esatta in A) & che l'integrale di n su ogni
sottovarieta compatta orientata di dimensione ¢ di A sia 0.

Osservazione 5.5. Sia A = R? — {0}. Consideriamo su A la forma chiusa
xdy — ydz
22 + y2
Essa non ¢ esatta in quanto il suo integrale su una qualsiasi circonferenza
[0,27] >t — '(Rcost, Rsint) € A

(R > 0) ¢ uguale a 27. L’integrale della forma df su un laccetto in A, diviso
per 27 si dice I’ indice del laccetto rispetto a 0 e 'annullarsi dell’indice del
laccetto e condizione necessaria e sufficiente affinché esso sia omotopo al
laccetto costante. Intuitivamente I'indice rispetto a 0 di un laccetto in A
misura quante volte esso si avvolge intorno all’origine. In generale, dato un

laccetto in R?, & possibile definire I'indice del laccetto rispetto a qualsiasi
punto di R? che non appartenga al laccetto, considerando le forme:

(z — 2o)dy — (y — yo)dx
(x —20)* + (¥ — ¥o)?
Nel caso di laccetti semplici, I'indice rispetto al laccetto di ciascun punto che
non sia nel suo supporto puo assumere solo due valori tra i numeri 0,1, —1.

do =
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I punti in cui l'indice e diverso da 0 formano un aperto limitato che ha il
laccetto come frontiera (Teorema di Jordan).

L’indice rispetto a 0 della frontiera orientata di un dominio regolare
connesso e semplicemente connesso che contenga 0 come suo punto interno
¢ 1, mentre la somma degli indici dei laccetti che compongono la frontiera
di un dominio regolare che non contenga 0 nella sua chiusura ¢ uguale a 0.



CAPITOLO 14

Fibrati vettoriali e fibrati principali

1. Campi di vettori e curve integrali sulle varieta

Sia M una fissata varieta differenziabile di dimensione m, e di classe
C®°, numerabile all’infinito. Denotiamo con £(M) l'algebra reale ed anello
commutativo unitario delle funzioni C*°, a valori reali, definite su M.

Definizione 1.1. Un campo di vettori su M € una derivazione dell’algebra
E(M), cioe un’applicazione R-lineare

X :E(M)— E(M)
che soddisfi I'identita di Leibnitz:
(1.1) X(fg) =9X(f) +fX(9) Vf ge&(M).
Indichiamo con X(M) 'insieme di tutti i campi di vettori su M. Essi
formano un £(M )-modulo unitario, per il prodotto definito da (fX)(g) =
f(X(g9)) (se f,g € EM), X € X(M)), ed un’algebra di Lie reale per il

prodotto di commutazione
(12) [X,Y](f) = XY (f)-Y(X(f)) per XY eX(M), fe&(M).

Lemma 1.2. Se X € X(M), allora X si annulla su tutte le funzioni
costanti.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con ¢, per ¢ € R, la funzione costante che
vale ¢ su M. Abbiamo:

X)) =X()=X(c-1)=c- X1)+1-X(c) =2 X(c)
e quindi X (c) = 0. O

Lemma 1.3. Sia X € X(M). Se f € E(M) ed f(p) = 0 per tutti i punti p
di un aperto A di M, allora X (f)(p) = 0 per ogni p € A. Abbiamo quindi :
(1.3) supp(X (f)) Csupp(f)  Vfe&(M), VX € X(M).

DIMOSTRAZIONE. Fissato un punto p € A, siano U e V' due aperti di
M conpeU &V € A, esia ¢ una funzione di £(M) uguale a 0 in U ed
uguale ad 1 su M \ V. Allora f = ¢f e quindi:

X(f)p) = X(¢f)(p) = o)X (F)(p) + F(P)X(d)(p) = 0.

Da questo lemma si ricava immediatamente:

201
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Lemma 1.4. Sia X un campo di vettori su M ; se f, g sono due funzioni
di E(M) che assumono gli stessi valori su tutti i punti di un aperto A di M,
allora :

X(f)(p) =X(g)(p) YpeA.

DIMOSTRAZIONE. Infatti f — ¢ si annulla su A e quindi:

X(f)p) — X(9)p) = X(f—9)p) =0 VpeA. .

Corollario 1.5. Se A ¢ un aperto di M, per ogni X € X(M) vi é uno ed
un solo campo di vettori X |4 € X(A) tale che X |g f|la = (X [f)|a per ogni
fe&M).

Ad ogni carta locale (U,x) in M possiamo associare campi di vettori
0/0z, ..., 0/0x™ in X(U), definiti da:

o —1
(1.4) <6xz>f—[fa;:]oa: Vf e EU).
Vale il :

Lemma 1.6. Siano X € X(M) ed (U,x) una carta locale in M. Allora :

(1.5) Xy = ZX <axz>'

DIMOSTRAZIONE. Data f € £(U), sia f* = foax=! € Ex(U)). Se
xo € z(U), per ogni punto x di un intorno aperto V,, C z(U) di =z, stellato
rispetto ad xq:

1 * o
F(2) = £ (wo) + /0 oot e =0))
= f*(xo +Z$_$of1 , con
=1
f*

fi(x) = B (o +t(x —x0))dt € E(Vyy) -
0

Con zg = z(po) abbiamo f(x¢) = af*(@) = [( a-) f] (o). e quindi:

ozt ozt
(X | f](po) = [X |viy f] (P0)
= [X v, fo)] (Do) + | X |v,, > (2" — ) f7 Ox] (o)
i=1
= fi(@o) [X|v,, (@' —25)] (po)

—_

1=

> 1x] 00) () 1] oo )

i=1
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Definizione 1.7. Dato un campo di vettori X € X(M) ed un punto p € M,
indichiamo con X, la derivazione :

(1.6) EM)> f— Xpf:=(X[f)p) R

dell’algebra reale £(M). Diciamo anche che X, € un vettore tangente ad M
nel punto p.
Una curva ¢ : (a,b) — M di classe C! & una curva integrale del campo
di vettort X € X(M) se:
df o ¢(t)

(1.7) T = X¢(t)f Vf e S(M) , Vte (a, b) .

Se (U,z) & una carta locale in M ed X =Y 1", a’(x) 82- in U, allora gli

X3

integrali ¢ in U del campo di vettori X sono soluzioni z(t) = x(¢(t)) del
sistema autonomo di equazioni differenziali ordinarie del prim’ordine:

(1.8) i’ =a'(x) peri=1,...,m.

Dai teoremi di esistenza e unicita per sistemi di equazioni differenziali ordi-
narie abbiamo allora:

Teorema 1.8. Sia X € X(M) un campo di vettoriin M e sia py un qualsiasi
punto di M. FEsiste allora un’unica curva integrale ¢: (a,b) — M di X, con
—00 <a<0<b< o0, con ¢(0) = pg, tale che, se a > —oo, allora ¢(t)
non ha limite in M pert — a; se b < 400, allora ¢(t) non ha limite in M
pert —b.

2. Vettori tangenti e fibrato tangente

Definizione 2.1. Fissato un punto p € M, chiamiamo vettore tangente ad
M in p un’applicazione R-lineare v: £(M) — R che soddisfi I'uguaglianza
di Leibnitz:

(2.1) v(fg) = (v(f))gp) + f(p)(v(g))  Vfge&EM).

I vettori tangenti in un punto p € M formano uno spazio vettoriale reale,
che indicheremo con T,M. Se X € X(M), o piu in generale X € X(U) per
un intorno aperto U di p in M, allora X, ¢ un vettore tangente ad M in p.
Abbiamo:

Teorema 2.2. Per ogni punto p € M 'applicazione lineare
(2.2) X(M)>X - X, e T,M
e surgettiva.
\ . . . . 8
Se (U,z) € una carta locale in p, allora i vettori tangenti (W)
( o ) formano una base di T,,M.
P

ox™

p

Definizione 2.3. Indichiamo con T'M l'unione disgiunta degli spazi vet-
toriali T,M, al variare di p in M e con 7 : TM — M l'applicazione che
fa corrispondere al vettore tangente v € T,M il suo punto d’applicazione
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p. Possiamo definire su T'M una struttura di varieta differenziabile nel mo-
do seguente. Per ogni carta locale (U, z) di M, definiamo una carta locale

(=Y (U), 2 x dx) di TM ponendo :

1 m
(23) T (U)sv— (x(w(v)),v(m))l ex(U) xR
con v(z)=(v(z"),...,v(x")) € R™.

Se (V,y) & un’altra carta locale di M, per p € U NV abbiamo:

. n oy’
2.4 h = =
(2.4 o) =Y o) 90
h=1
cioe v(y) = (%) v(x). Questa relazione si esprime anche dicendo che le

componenti di un vettore tangente sono covarianti rispetto ai cambiamenti
di coordinate.

Quindi, se y = ¢(z), per z € z(UNV) C R™ & la funzione di transizione
delle due carte (U,z) e (V,y), il cambiamento di coordinate dalla carta
(771U, 2 x dx) alla carta (7= 5(V),y x dy) & (¢ x d¢).

Abbiamo percio:

Proposizione 2.4. Dato un atlante A = {(U;,x;)} di M, con funzioni

: i : 06 2 — 2oz (U U
di transizione w;; (abbiamo cioe z;; = x; oz, su xj(U; NU;)), allora

TA= {7YU;),z; x dx;)} & un atlante di TM, con funzioni di transizione
Ti5 X dSCZ'J.
Definizione 2.5. Un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di M &
un’applicazione differenziabile
(2.5) &: M xR>(pt)— P(p,t) e M
che gode delle proprieta:

(i)  ®@,0)=p VpeM

(i1) O(p, t+s) = ¢(P(p,t),s) Vpe M, Vt,se€ M.

Chiamiamo gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi di M il dato di
un intorno U* di M x {0} in M x R e di un’applicazione

(2.6) O:U"CMxR> (pt)— O(p,t)e M
che goda delle proprieta:
(1)  ®@,0)=p VpeM
(i7) O(p,t+s) = 2(P(p,t),s) se(p,t+s)e(P(pt),s)eU”.
Vale il :

Teorema 2.6. Ad un gruppo locale a un parametro ® : U* — M di diffeo-
morfismi di M corrisponde un campo di vettori X € X(M) tale che
df (2(p, 1))

(2.7) XHP) = ——— . Vfe&M),Vpe M.
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Viceversa, dato un campo di vettori X € X(M) esiste un gruppo locale di
diffeomorfismi di ® : U* — M di M per cui e verificata. Due gruppi a
un parametro ®1 : Uy — M e ®o : Uy — M per cui sia verificata per
lo stesso campo X coincidono su tutte le componenti connesse di Uy NU5
che intersecano M x {0}.

DIMOSTRAZIONE. L’esistenza e unicita di un gruppo locale a un pa-
rametro di diffeomorfismi associato ad un campo di vettori X € X(M) e
conseguenza del teorema d’esistenza locale, unicita e dipendenza C*° dai da-
ti iniziali per il sistema di equazioni differenziali ordinarie . Il fatto che
la soluzione generale del problema di Cauchy definisca un gruppo locale a
un parametro e conseguenza del fatto che il sistema e autonomo, che
cioe le funzioni a secondo membro in non dipendono dalla variabile
t e quindi che, se t — ®(p,t) & soluzione in un intervallo ¢t € (a,b), con
a < 0 < b, con dato iniziale ®(p,0) = p, allora, per ogni tg € (a,b) fissato,
t — ®(p,t + ty) e soluzione nell’intervallo (a — tg,b — ty), con dato iniziale
®(p, o), e coincide quindi con ®(P(p,ty),t).

Si verifica poi facilmente, utilizzando la formula di Leibnitz per la deri-
vata del prodotto di funzioni reali di una variabile reale, che la definisce
un campo di vettori X € X(M). O

Definizione 2.7. Siano M ed N due variteta differenziabilied f: M — N
un’applicazione di classe C*°. Essa induce un’applicazione (il pull-back di
funzioni) :

(2.8) [fREN) 2 ¢ = fH(¢9) = dofel(M).

Utilizzando il pull-back di funzioni definiamo il differenziale di f in un
punto p € M :

fe(p) = dfp : T,M — Ty N mediante :
(29)  £(p)0)(9) = dfy(v)(d) = v(f*(#)) =v(f 0 8) Vo€ E(N).

Se (U, x) e (V,y) sono carte locali in M ed N rispettivamente, con p € U ed
f(p) € V, abbiamo:

s (4(2)-£(EE0) 2,

i=1 7=1 \:i=1

Possiamo definire in questo modo un’applicazione differenziabile :
(2.11) fe=df : TM>3>v— dfﬁ(v)(v) €TN,

ove abbiamo indicato con 7 : TM — M la proiezione canonica. La f, (o df)
si dice il differenziale dell’applicazione f, o il suo sollevamento allo spazio
tangente.
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3. Fibrati vettoriali

Il fibrato tangente € un esempio della struttura piu generale di fibrato
vettoriale che definiamo ed esaminiamo in questo paragrafo.

Definizione 3.1. Siano E ed M due varieta differenziabili. Una fibrazione
differenziabile di £ su M ¢ una sommersione differenziabile surgettiva w :
E— M.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita. Un atlante di trivia-
lizzazione di E = M, come fibrato vettoriale con base M e fibra tipica V/,
¢ il dato di un ricoprimento aperto {Uy}qca di M e, per ogni a € A, di una
sommersione differenziabile 1, : w=1(U,) — V tale che:

(i) @ (U) 2 €= (@(€),%a(£)) € U, x V & un diffeomorfismo Va € A
(i) Vow Yas, Y17 (p,v)) € Ve un isomorfismo lineare Vp € U, N Uy,

La famiglia A(E, M, V) = {(Uqa,%q) | a € A} si dice un atlante di trivializ-
zazz’on fibrato vettoriale E % M e le funzioni v, : Uy N Up — GLR(V)

le sue funzioni di transizione.

Due atlanti di trivializzazione A;(E, M,V) e A2(E,M,V) del fibrato
vettoriale E = M sono equivalenti se A (E, M,V)UAy(E, M,V) & ancora
un atlante di trivializzazione del fibrato vettoriale E —» M.

Defininiamo struttura di fibrato vettoriale reale con base M e fibra tipica
FE una fibrazione differenziabile £ = M e una classe di equivalenza di
atlanti di trivializzazione come fibrato vettoriale E — M. Fissata una tale
struttura, diremo che E = M & un fibrato vettoriale reale differenziabile
con base M e fibra tipica V.

Lo spazio tangente T'M, definito nel paragrafo precedente, &€ un esempio
di fibrato vettoriale differenziabile, con base M e fibra tipica R™.

Il prodotto cartesiano M x V', con la proiezione sul primo fattore, & un
altro esempio di fibrato vettoriale. Esso si dice banale o triviale e un
fibrato vettoriale E = M si dice trivializzabile se ammette una carta di
trivializzazione (M, ).

Indicheremo con E, = @~ !(p) la fibra sup € M. Essa ha una struttura
naturale di spazio vettoriale.

Siano By = Mj ed By =2 M, due fibrati vettoriali reali differenziabili.
Un’applicazione differenziabile F': Fy — FEs si dice un morfismo di fibrati
vettoriali reali differenziabili se conserva le fibre, se cioe esiste un’applica-
zione differenziabile f: My — M> tale che F(E1,) C Es ) per ogni p e la

1Spesso eviteremo di indicare nella notazione la fibra tipica V, quando questa sia
chiara dal contesto. Scriveremo cioé E = M invece di E % M.
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sua restrizione Fj, a ciascuna fibra Ej), ¢ lineare:

E1 —F——>E2

wll lm ¢ commutativo ed

M, —— Ms
Fy: E1, — ng(p) e lineare Vp € M.

Se inoltre la F': F1 — E5 ¢ un diffeomorfismo, allora anche la sua inversa
F~1: Ey — E; ¢ un morfismo di fibrati differenziabili reali e si dird un
isomorfismo di fibrati vettoriali reali differenziabili.

Un fibrato differenziabile E = M & quindi trivializzabile se & isomorfo
al fibrato differenziale triviale M x V', per qualche spazio vettoriale reale V.

Le costruzioni dell’algebra lineare si estendono in modo naturale ai
fibrati vettoriali.

In particolare, se E = M & un fibrato vettoriale differenziabile con fibra
tipica V, consideriamo l'insieme E* formato dall’unione disgiunta degli spazi
vettoriali duali E. Indichiamo ancora con @* : E* — M Dapplicazione che
associa il punto p € M ad n € E; C E*. Se {(Us, %)} € un atlante del
fibrato vettoriale = M, per ogni punto p € M la 9,(p) : E, — V & un

isomorfismo lineare. Definiamo [¢}]~! : [*]71(U,) — V* ponendola uguale

a [1%(p)] ™! su ciascuna fibra E. In questo modo otteniamo un atlante di

trivializzazione {(U,, [¢)%] 1)}, che definisce su E* =y M una struttura di
fibrato vettoriale reale differenziabile. .

Con questa struttura differenziabile, chiamiamo E* == M il fibrato
duale dii E = M .

Siano By =% M ed Ey =2 M due fibrati vettoriali reali, con fibre
tipiche Vi e Vb, sulla stessa base M. Definiamo:

(3.1) By ©p By = {(§1,62) € E1 x Bz |w1(§) = w2(§)} -

Si verifica facilmente che Ey @y By =5 M, ove w(&1, &) = w1(£1) = wa(&s)
¢ un fibrato vettoriale reale differenziabile con fibra tipica Vi @& V5. Esso si
dice la somma di Whitney dei fibrati £y ZL M ed Ey 22 M. Osserviamo
che E1 @) Eo s’identifica in modo naturale all’unione disgiunta degli spazi
vettoriali F,, ® Fa).

Siano A (Er, M, V1) = {(Ua,¥1,)} € A2(Ea, M, Va) = {(Ua,v2,)} due
atlanti di trivializzazione, corrispondenti allo stesso ricoprimento aperto
{Us} di M. Definiamo E; ®jp; E2 come 'unione disgiunta degli spazi vet-
toriali E1, ® Ea,, al variare di p in M. Se §§h) S §§h) € Eo,, per
h=1,...,p, porremo w(y h_; {Yl) ® {éh)) = p. Definiamo allora una strut-
tura di fibrato vettoriale reale differenziabile su Fy ®); Es — M mediante
{Ua, V1, @124} con (11, @ Pa,) (p): E1,® Eay, — V1 ® V5 uguale al prodotto
tensoriale delle applicazioni lineari v1,(p) e ¥2,(p).
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In particolare, fissati due interi non negativi r, s possiamo definire, a
partire dal fibrato vettoriale reale differenziabile E = M, con fibra tipi-

Wr,s

ca V, un fibrato vettoriale differenziabile 7"*(E) —= M, con fibra tipica
Ve - VeV '® ---@V* Lafibra sopra il puntop ¢ E,® --- ® E, ®
—_——

n'g

r volte s volte r volte

E;®---®E* e, se (U,%) ¢ una carta di trivializzazione di £ = M, la
—_———

s volte
(U,v*" ® [w*fl}@’s) ¢ una carta di trivializzazione di 7™(E) —=5 M.
Chiamiamo il fibrato vettoriale T"*(E) — M la potenza tensoriale r-

covariante ed s-controvariante di E — M.

In modo perfettamente analogo possiamo definire un fibrato vettoria-
le complesso differenziabile, richiedendo che la fibra tipica V sia uno spa-
zio vettoriale complesso e che le funzioni di transizione degli atlanti di
trivializzazione ammissibili siano C-lineari.

Sia E =5 M un fibrato differenziabile e sia A un aperto di M. Si
dice sezione differenziabile di E su A un’applicazione s € C*°(A, E) con
w o s(p) = p per ogni p € A.

Osserviamo che X(A) si identifica in modo naturale a C*(A,TM).

4. Fibrato cotangente e tensori

Definizione 4.1. Indichiamo con T*M il duale del fibrato tangente T'M
della varieta M. Esso si dice il fibrato cotangente di M ed i suoi elementi
vettori cotangenti o covettori in M.

Se f € E(M), per ogni p € M P'applicazione T, 3 v — v(f) € R & un
funzionale lineare su T, M ed ¢ dunque un elemento di TyM. Associamo
in questo modo ad ogni f € £(M) una sezione differenziabile ch del fibrato

T x M. Con la definizione di differenziale data nel paragrafo precedente,
identifichiamo TR ad R x R, abbiamo:

df (v) = df (v) <jt)f(7r(v))

avendo indicato con ¢ la coordinata canonica di R. Nel seguito scriveremo
per semplicita df invece di df, identificando il differenziale di una funzione
reale alla corrispondente sezione del fibrato cotangente.

Indichiamo con X*(M) I’€(M)-modulo delle sezioni differenziabili del
fibrato T*M.

Una sezione differenziabile X di 7'M su M e un elemento di X(M) e
possiamo farla agire su X*(M) mediante [X (£)](p) = & (X)) per ognip € M.
Analogamente, possiamo interpretare la stessa uguaglianza come ’azione di
EeX*(M)suX e X(M).

Sia T™*(TM) la potenza tensoriale r-covariante ed s-controvariante di
TM. Essa & un fibrato vettoriale con fibra [T,M]®" ® [TxM]®". Le sue
sezioni si dicono tensori r-covarianti ed s-controvarianti.
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Estendendo al prodotto tensoriale I’accoppiamento di dualita:
(4.1)
X(M) x X" (M) > (X,§) = (X, § € €M), (X, )(p) =& (Xp)Vpe M,

una sezione 7 € C*°(M,T"*(T'M)) definisce un’applicazione :

42) X (M) @ @X (M) @X(M)® - © X(M) — (M)

r volte s volte

Si verifica senza difficolta il seguente criterio:

Proposizione 4.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché un’appli-
cazione R-multilineare (4.2)) sia associata ad un tensore é che sia E(M)-
multilineare.

5. Forme differenziali su una varieta

Indichiamo con Q"(M) lo spazio dei tensori alternati h-controvarianti su
M. Gli elementi di Q"(M) sono i tensori 7 € C*(M,T%"(TM)) tali che
7(X1,...,Xn) = 0 quando due dei campi di vettori X, ..., X} sono uguali.
Questa proprieta ¢ equivalente a:

(5.1) 7(v1,...,v) =0 sewq,...v, € T,M sono linearmente dipendenti.
Ancora, questa e equivalente a:
(5.2) 7T(Vgys.--,Ve,) =c(o)T(V1,...,0) sevr,...vp €T,Meo e &

Gli elementi di Q"(M) si chiamamo h-forme alternate. Definiamo il diffe-
renziale di una h-forma alternata 7 € Q"(M) come la (h+1)-forma alternata
dr definita da:

5.3 " = =
(5-3) + > (D)X X Koy X X, X))
0<i<j<h

VX0, X1,..., X} EX(M)

Verifichiamo che la definisce una (h + 1)-forma alternata. Se, per due
indici 0 <r <s<h,e X, =X, =Y, si verifica facilmente che ciascuna
delle due somme a secondo membro di si annulla. Per dimostrare la
E(M)-multilinearita, ¢ allora sufficiente verificare che:

dT(fX(),Xl,...,Xh) :de(X07X1;~--7Xh> erg(M), VXo,...,Xpn G:{(M)

Cio segue da:
[f X0, Xi] = f[Xo, Xi] — (Xif)Xo
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e quindi:
h . —_
dr(fXo.X1,..., Xn) =Y _ (=1 (X)7(Xo, ..., Xi, ..., Xp)]
i=0
h . —_~
+ (—D)"(X:f)m(Xo, -, Xiye ooy, Xp)]
=1
+f > (FD)T(X X)) Ko K X, X
0<i<j<h
—Z 17(Xo, - Xiy e X))
= de(XO,Xl, ey Xp)
Vf e E(M) vXo, X1,...,Xp € %(M) .
Poiché [ Dt 837] =0se z!,...,2™ sono coordinate locali, questa definizio-

ne del differenziale di una forma & equivalente a quella che avevamo data
nel caso di forme differenziali su aperti degli spazi Euclidei. In particolare
otteniamo:

Teorema 5.1. Se M ¢ una varieta differenziabile di dimensione m, il dif-
ferenziale definisce un complesso di operatori differenziali del prim’ordine :

0 —— QM) —25 ol(m) ——
—4 L omt) —Ls om(M) —— 0.

E QO(M) = E(M) e, per ogni aperto connesso U di M, le funzioni f € E(U)
con df = 0 su U sono costanti su U. Ogni punto p € M ha un sistema
fondamentale di intorni aperti U tali che, se 1 < h < m e 1 € Q"U)
soddisfa dr =0 in U, allora esiste una n € Q""1(U) tale che dn =1 in U.

(5.4)

DIMOSTRAZIONE. Il Teorema segue dal teorema analogo (Lemma di
Poincaré-Volterra) dimostrato per le forme differenziali definite sugli aperti
degli spazi Euclidei. O

Un aperto U di M si dice contrattile se esiste un’applicazione differen-
ziabile ® : U x [0,1] — U con ®(p,0) = po costante e ®(p,1) = p per ogni
p € U . Abbiamo:

Teorema 5.2 (Poincaré-Volterra). Se U ¢é un aperto contrattile di M ed
h > 1, allora per ogni o € QMU) che soddisfa da = 0 in U esiste una
u € Q"Y(U) tale che du = .

DIMOSTRAZIONE. Sia ® : U x [0, 1] — U un’applicazione differenziabile
con ®(p,0) = pp costante e (p,1) = p per ogni p € U .
Sia a € Q"(U) una forma chiusa e poniamo:

O (o) =+ dt Ny
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con «p, 1 indipendenti da dt. Allora:

d(®*(a)) = ®*(da) = 0 = dyrag =0, % = dyay

dove abbiamo indicato con djy la restrizione del differenziale su U x [0, 1] ai
vettori orizzontali, cioe ai vettori tangenti annullati da dt. Definiamo :

B(t) = /O o (s)ds

Otteniamo allora, poiché ap(0) = 0:

t t 80[0
dyB(t) = / dyrai(s)ds = G—(S)ds = ap(t) .
0 o Ot
Con u = f(-,1) € Q"1(U), otteniamo du = a(1) = a in U. O

6. Derivata di Lie di un tensore.

Un diffeomorfismo % : M — N definisce isomorfismi :
W) EM) > f— fp=fop ! €EN)
et X(M) 3 X = XV =9, (X) € X(N) ove .(X)(q) =d)(Xy1(p) YgEN
(W) X(M) 3 €= & € XT(N) ove &(X?) =¢(X) VX € X(M).
Questi isomorfismi si estendono agli isomorfismi degli spazi tensoriali :

TS (M) 37— 7% €T (N),
definiti da:
TE o XY XD =€ XL X)
Vel E&m e XM (M), VX,. .., X, € X(M).

Sia ®x = ®x(t) il gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi di M,
con generatore infinitesimale X € X(M). Per ogni aperto U relativamen-
te compatto in M esiste un € > 0 tale che, per ogni t € (—¢,¢€), Px(p,t)
sia definita per ogni p € U. Quindi, per ogni 7 € T"*(M), utilizzan-
do il diffeomorfismo ®x(t)~1(U) > p — ®x(p,t) € U, possiamo definire
mx (t) = 7®x (8 € T73(U). Questo ci permette di ottenere un nuovo tensore
Lx(t) e T"*(M), ponendo:

(6.1) Ly(r) = - X0

t=0

Il tensore Lx(7) ¢ la derivata di Lie del tensore T rispetto al campo di
vettori X.

Proposizione 6.1. Se X,Y € X(M), allora Lx(Y) = [X,Y].
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DIMOSTRAZIONE. In una carta coordinata (U, x) siano X = Y, a'd/dx",
Y; = >_b'0/0x". 1l gruppo locale a un parametro ®(t) & allora definito dalle
equazioni :
di(z,t) = a'(®(z,t)) i=1,...,m
Scriviamo W(z,t) per Uinversa della ®(¢). Abbiamo cioe ®(¥(x,t),t) = z
per ogni ¢t e x nel dominio di definizione. Abbiamo allora:

Z bi(T (0D7 /92Y) (W (x, 1)) (D)D) .
3,j=1
Otteniamo allora:
aY bt oWl §oi [ 92®7 9wk §2pi d
- Z ( och ot ox [axiaxk ot +amiat]> Pl

,j=1
Da ¥(®(x,t),t) = =, abbiamo:
o’ N LUt 9ok
ot oxk ot

=0.

Poiché 0®/0x e 0¥ /0x sono entrambi l'identita per ¢ = 0, abbiamo:

z”‘: o Ot oo —iahw
axh ot ort B ozl
L3k t=0
Per t = 0 & 9%®7/92'0x* = 0, mentre 0?®7 /02'0t = 0a’ /02" ed otteniamo
quindi la formula desiderata. ([l

Si verifica facilmente che:

Proposizione 6.2. Se f € T%(M) = &(M), allora Lxf = Xf per ogni
X € X(M).
Dati numeri positivi b, k,7,s con h < r, k < s, definiamo sui tensori
Poperazione di contrazione degli indici (h, k) :
ChT™S (M) — T H71(M)

nel modo seguente: siano Xi,...,X,, € X(M) campi di vettori che de-
finiscono un sistema di riferimento su un aperto U di M, tali cioe che
Xi(p), ..., Xm(p) € TpM sia una base di T,M per ogni p € U. Definiamo
il sistema di riferimento duale ¢!, ..., ¢™ € X*(U) mediante (X;, &7)(p) = 5}
(delta di Kronecker) per ogni p € U. Allora, su U, poniamo:

CZ(T)(UI7 e )7774717}/17 cee ,Ys_l)
m

= 27(7717 v 7"7k_17§ja77k7 .. -Ur_laYh- . -7Yhflan7Yh7- . -}/;—1)

vt e X5 (M), Y; € X(M).
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Si verifica che la contrazione ¢ ben defininta, che cioé non dipende dalla
scelta del sistema di riferimento su U.
Abbiamo:

Proposizione 6.3. La derivata di Lie commuta con le contrazioni.

Utilizzando questa proposizione possiamo calcolare la derivata di Lie dei
diversi tensori a partire dalla definizione della derivata di Lie dei campi di
vettori. Ad esempio, se a € Q'(M), abbiamo :

(6.2) Lx(a)(Y)=X(a(Y)) —a([X,Y]) VX,Y € X(M)

e, piu in generale:

Proposizione 6.4. Se X € X(M) e a € Q*(M), allora:
Lx(a)(X1,...,Xp) = X(a(X1,...,Xp))

h
(6.3) + 3 (=D a([X, X), X1, ., Xy, X,
=1

VXl,...,XhG%(M).

Definizione 6.5. Dato un campo di vettori X € X(M), definiamo il pro-
dotto interno rispetto ad X € X(M) mediante:

ix T3 (M) 37— x(r) € TV H M)
ZX(T)(glv'"7§T7X13"'7XS—1) :7—(517'-~7£r7X;X17--'aXs—l)
Vel e XH (M), VX1,..., Xs 1 € X(M)

quando s > 1, porremo 1x(7) = 0 per ogni tensore 0-controvariante.
Teorema 6.6. Valgono le formule :
(6.4) Lx(a) =d(xa) +1x(da) VX € X(M), Ya € Q"(X),

(6.5)
[Lx,w](1) = Lx(ty (7)) — w (Lx (7)) = yx,y)(7) {VX’ Y e X(M),

Vr e Trs(M).

7. Distribuzioni vettoriali

Una distribuzione vettoriale sulla varieta differenziabile M € un sotto-
E(M)-modulo 27 di X(M). Cio singifica che fX + gY € 20 per ogni X,Y €
20 e per ogni f,g € E(M). Per ogni p € M poniamo 20, = {X,,| X € W} C
T,M. La dimensione di 20, ¢ il rango di 0 in p. Se il rango di 2U ¢ costante,
allora gli elementi di 2 sono le sezioni di un sottofibrato vettoriale W — M
del fibrato tangente e, viceversa, se W — M & un sottofibrato vettoriale del
fibrato tangente, lo spazio 20 = C*°(M, W) delle sezioni di W su M & una
distribuzione vettoriale su M.
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Sia Q*(M) = @), (M) I'algebra delle forme differenziali alternate
su M. Indichiamo con €% (M) = @}, Q"(M) l'ideale delle forme di grado
positivo, che non contengono cioé componenti di grado 0.

Associamo alla distribuzione vettoriale 20 il sistema differenziale :

Iy = {a € QL (M) [ alay = 0}
Osserviamo che Zogy € un sotto-£(M )-modulo graduato di * (M) ed un ideale
generato dai suoi elementi di grado uno.
In generale, chiamiamo sistema differenziale su M un qualsiasi ideale
T di Q*(M) con ZNQ°(M) = {0}. Ad esso associamo la distribuzione
vettoriale :

(7.1) Wy = {X € X(M)|x(T) C T},

che si dice la sua distribuzione caratteristica.

La distribuzione 20 coincide con la distribuzione caratteristica del siste-
ma differenziale Zgy ad essa associato, ¢ cioe Wz, = 2. Viceversa, in ge-
nerale il sistema differenziale Zgy, associato alla distribuzione caratteristica
di un sistema differenziale Z puo essere piu grande di Z.

Esempio 7.1. Sia 7 il sistema differenziale Q(R?) A (dz! +dx? Adx3) in R™,
con m > 3. Allora W7 = E(R™) [%, e 89%] e Iy, € l'ideale di Q*(M)
generato da dz', da?, dx3.

Una sottovarieta N di M si dice una sottovarieta integrale di 20 se
T,N C 20, per ogni p € V.

Una distribuzione vettoriale 20 si dice totalmente integrabile se per
ogni punto p € M esiste una sottovarieta integrale N di 20 con p € N e

T,N =20,.
Diciamo che 20 € formalmente integrabile se
(7.2) (20,20 C 2.
Abbiamo il :

Teorema 7.2 (Frobenius). Sia 20 una distribuzione vettoriale di rango
costante k. Sono allora equivalenti :
(7) Q0 ¢ totalmente integrabile;
(i) Q5 ¢ formalmente integrabile;
(7i1) dZoyy C Ioy
DIMOSTRAZIONE. (ii) == (i) Sia p € M. Poiché 20, ha rango k, possia-
mo fissare k campi vettoriali Xy,..., Xy € W con Xy, ..., Xi, linearmente

indipendenti in 7, M. Possiamo allora trovare una carta locale (U, z) per
cui:

0 N~ 0 : , .
Xl-:axiJrz;ag(:n)axj con al(0)=0 i=1,....k, j=1,...m.
j:
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A meno di sostituire ad U con un intorno piu piccolo di p, possiamo supporre
che la matrice:

1+ a11($) CL12(-T) t alk(x)

as1(x 14+ aoe(x) -+ aop(x

Al = 21.( ) + ‘22( ) | 2k(T)
api(x) az(z) -+ apk()

sia invertibile in z(U). Sia B(z) = (b%(z)) la sua inversa. Allora i campi di
vettori

r o & 9
. . ,
Y; = Zb{.(:n)Xi =55+ 'Z @y (=1....k)
J=1 j=k+1
generano 20, in ogni punto g € U. La condizione (ii) implica che [Y;, Y], €
(Yig, ..., Ykg) per ogni ¢ € U. Poiché Y1,..., Yk, 5-%,..., 3% definisce

. . . o)
una base di T,,M in ogni punto g € U, e [Y;,Y}], € ((mk“)q e, (W)q>7
otteniamo che [Y;,Y;] =0in U per ogni 1 <1i,j < k.
Per concludere la dimostrazione, dimostriamo il seguente :
Lemma 7.3. Siano Y1,...,Y, campi di vettori definiti e linearmente indi-

pendenti in tutti i punti di un intorno aperto U dip € M. Se [Y;,Y;] =0 in
U per ogni1 <i < j <k, allora esite una carta locale (U',y) conp € U' C U

. o / .
percquQzayi mU peri=1,... k.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che (U, z) sia una carta locale in
p. Ragioniamo per induzione su k.

Sia k = 1. Possiamo supporre che Y7, = (%)p. Il campo di vettori
Y] definisce un gruppo locale a un parametro di diffeomorismi z(U) x R D
U > (x,t) — ®(x,t) € R™, ove U & un intorno di z(U) x {0} in z(U) x R.
Abbiamo % = 1perz =0, t =0 e quindi, per il teorema delle funzioni
implicite, x = ®(0,y?,...,y™;y') definisce coordinate in un intorno U’ di p
in U, per cui Y] = 3%1.

Supponiamo ora che k > 1 e che il lemma sia dimostrato per un numero
inferiore di campi di vettori linearmente indipendenti che commutano tra

loro. Per la prima parte della dimostrazione, possiamo fissare coordinate
locali (U, x) tali che:

0 j 0 )
- L — ) R <91<k.
Y] 5l Y; E a; () 5 per2<j <k

Abbiamo: ‘
" dal(z) 0 .
pal b7 PUESISh

Y1,Y:] =
=

Quindi [Y7,Y;] = 0 implica che i coefficienti ag sono indipendenti da z! in
m _j

un intorno {—e < z* < ¢} C z(U). Poniamo Z; =Y.'y a

0
i Z(af)@ per 2 <
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j < k. Con un cambiamento delle coordinate z2,...,2™ possiamo allora
supporre, per l'ipotesi induttiva, che Z; = % per 2 < j < k. Otteniamo
percid nelle nuove coordinate z', ... 2™ :
0 0 1 0 .
Y] = ESE Y, = B —|—ai(x)$ per 2<i<k.

Da [Y;,Y;] = 0 per ogni 1 < i, j < k otteniamo allora che le a} sono indipen-
denti da z! e da} /027 = 8@}/ 0z' per 2 < i,j < k. Possiamo quindi trovare
una funzione ¢, indipendente da z', tale che a% = 0¢/0x" per 2 < i < k.
Nelle nuove variabili:

{y1 =o'+ 9(a?,...,a™)

yi:xi per2<i<m
abbiamoYiza%iperlgigk. O

Completiamo ora la dimostrazione dell’implicazione (ii) = (i). Fissata
una carta locale (U’,y) con centro in p per cui Y; = 6%“ la N = {1 =

0,...,y™ = 0} & una sottovarieta di M, contenuta in U’, contenente p e tale
che Ty N = 20, per ogni g € N.

(il) = (iii) Se a € XA*(M) si annulla su tutti i campi di 20, abbiamo:
() da(X,Y) = X(a(Y)) - Y(a(X)) — a([X,Y]) =0 VXY €25

perché a(Y) = 0, a(X) = 0 ed anche a([X,Y]) = 0 perché [X,Y] € 20. Si
ragiona in modo analogo per forme di grado maggiore di uno.

(iii) = (ii) Abbiamo W = {X € X(M) |a(X) =0 Vo € IypnX*(M)}.
L’implicazione ¢ allora una facile conseguenza della ().

(ii) = (i) Segue dal fatto che il commutatore di due campi di vettori
tangenti a una sottovarieta /N in tutti i suoi punti & ancora tangente alla
sottovarieta IV in tutti i suoi punti. O

Osserviamo infine che vale la:

Proposizione 7.4. Se I é un sistema differenziale in M e dZ C Z, allora
Wz é formalmente integrabile.

DIMOSTRAZIONE. Se X € W71 e a € Z, allora:
Lx(a) =d(ix (o)) +1x(da) € T

per lipotesi che da € dZ C Z. Poiché la derivata di Lie commuta con la
contrazione, abbiamo, per X, Y €¢ Wred a € Z:

1x,y) (@) =10 (v)(a) = Lx(wy(a)) — oy (Lx(a)) € L.
Questo vale per ogni o € 7 e quindi anche [X,Y] € 207. O
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8. Gruppi di Lie

Un gruppo di Lie € un gruppo G su cui e fissata una struttura di varieta
differenziabile per cui l'operazione di gruppo G x G > (a,b) — ab™' € G
sia differenziabile.

Poiché G e localmente connesso, la componente connessa dell’identita
G di G ¢ un sottogruppo normale ed ¢ aperta e chiusa in G. Osserviamo
che G & numerabile all’infinito e quindi condizione necessaria e sufficiente
affinché lo sia anche G ¢ che il quoziente G /G sia al pilt numerabile.

Per ogni elemento a di G, le traslazioni a sinistra L, : G 2 g - ag € G
e a destra R, : G 5 g — ga € G e 'automorfismo interno ad(a) : G 5 g —
aga~! € G sono diffeomorfismi di G in sé.

Un campo di vettori X € X(G) sidice invariante a sinistra se Lq,(X) =
X. I campi di vettori invarianti a sinistra formano una sottoalgebra di Lie
reale £(G) di X(M). L’applicazione :

(*)  T.G 3 X, — {X4 = Los(Xe)|a € G} € £(G)

¢ un isomorfismo lineare. Indichiamo con g lo spazio vettoriale TG con la
struttura di algebra di Lie reale che rende (%) un isomorfismo di algebre di
Lie.

Indichiamo con la stessa lettera X 1’elemento di g e il corrispondente
campo di vettori invarianti a sinistra. Esso genera un gruppo a un parame-
tro ¢x(t) di diffeomorfismi di G. Il fatto che ¢x sia definita su G x R ¢
conseguenza del fatto che:

bx(a,t) =ab Lox(b,t)  Va,be G

ed, a priori, per |t| sufficientemente piccolo. Questa formula ci permette di
estendere la definizione di ¢x(a,t) per ogni ¢t € R.
Si pone ¢x (e, t) = exp(tX). Abbiamo:

(8.1) exp((t1 + t2)X) = exp(t1 X)) exp(t2X) Vi1, ta € R.

Chiamiamo {exp(tX)|t € R} un sottogruppo a un parametro di G. L’ap-
plicazione g 3 X — ¢x(e,1) € G si dice I applicazione esponenziale. 1l suo
differenziale in e e l’identita e quindi per il teorema delle funzioni implicite
essa definisce un diffeomorfismo di un intorno di 0 in g su un intorno di e
in G. In particolare, la dimensione della varieta differenziabile G e uguale
alla dimensione di g come spazio vettoriale reale.

Esempio 8.1. Il gruppo delle matrici reali n x n invertibili GL(n,R) & un
gruppo di Lie, di dimensione n?. La sua algebra di Lie gl(n, R) & I’algebra di
Lie di tutte le matrici reali n X n e I’esponenziale coincide con quello definito
per le matrici:

(8.2) exp(X) =Y %X" .
h=0
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Il suo sottogruppo SL(n,R) delle matrici con determinante 1 & anch’esso
un gruppo di Lie di dimensione (n? — 1) con algebra di Lie sl(n, R) formata
dalle matrici reali con traccia nulla.

Esempio 8.2. Il gruppo ortogonale O(n) ¢ formato dalle matrici a €
GL(n,R) tali che ‘a = a~!. Esso ¢ un gruppo di Lie con algebra di Lie o(n)
formata dalle matrici reali antisimmetriche. La sua dimensione ¢ n(n—1)/2.

Un sottogruppo H di G & un suo sottogruppo di Lie se & anche una
sottovarieta differenziabile di G, e con tale struttura differenziabile ¢ un
gruppo di Lie.

L’algebra di Lie b di un sottogruppo di Lie H di G ¢ una sottoalgebra di
Lie di g. Infatti i campi di vettori invarianti a sinistra su H sono restrizioni
a H di campi di vettori invarianti a sinsitra di G.

Viceversa, per ogni sottoalgebra di Lie h di G il sottogruppo H di G
generato da exp(h) € un un sottogruppo di Lie connesso di G. Questo ¢ con-
seguenza del fatto che i campi di vettori invarianti a sinistra corrispondenti
agli elementi di h generano una distribuzione vettoriale di rango costante
formalmente (e quindi totalmente) integrabile in G.

Ogni omorfismo differenziabile ¢ : G; — Go di gruppi di Lie determina
un omomorfismo de¢(e) : g1 — go delle loro algebre di Lie. Il viceversa non
¢ sempre vero; lo ¢ quando G € semplicemente connesso.

In particolare, la G 2 a — ad(a) € Aut(G) definisce un’applicazione
G > a — Ad(a) € Aut(g), che si dice la rappresentazione lineare aggiunta
di G.

Una forma differenziale w € Q(G) si dice invariante a sinistra se Liw =
w per ogni a € G. In modo equivalente, w ¢ invariante a sinistra se (e solo
se) w(X) = costante se X € £(G), cioe se & costante sui campi di vettori
invarianti a sinistra.

E conveniente considerare nel seguito anche forme differenziali a valori
in spazi vettoriali: se V & uno spazio vettoriale reale di dimensione finita ed
M una varieta differenziabile, indichiamo con Q"*(M, V) le forme differen-
ziali di grado h a valori in V. Esse sono le applicazioni &(M)-multilineari
alternate :

a: X(M) x -+ xX(M)—=C*(M,V).
h volte
Possiamo estendere in modo standard la definizione del differenziale al caso
di forme alternate a valori in uno spazio vettoriale V.

Inoltre, quando V' = a & anche un’algebra di Lie reale, possiamo definire
il prodotto esterno di due forme differenziali a valori in a. Per due forme
omogenee poniamo :

[ AB)(X1, ., Xprg) = > e(0)[a(Xoys -, Xo, ), B(Xopy1s o0 Xopyy)]

0€6p+q
1<0o1 < <op<p+q
1<op 1< <op+q<p+q

per «a€ QP(M,a), f€Q4(M,a), X1,...,Xpq € X(M)
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ed estendiamo il prodotto cosi definito per bilinearita. In particolare, se «
e 3 sono 1-forme a valori in a, abbiamo:

[a A BI(X,Y) = [a(X), B(Y)] — [a(Y), B(X)]
[N a](X,Y) =2[a(X),a(Y)]
VX,Y € X(M).

Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. Per ogni a € G abbiamo
isomorfismi lineari :

(8.3) g2 X, +—— X e£(G)>3X = X, €T,G.

Otteniamo una forma differenziale invariante a sinistra w € Q'(G, g) asso-
ciando ad ogni X, € T,G l'elemento X, € g = T.G tale che X, ed X, siano
i valori assunti in e ed a da uno stesso campo di vettori invariante a sinistra
X € £(G). La forma w si dice la forma di Cartan del gruppo di Lie G.

Proposizione 8.3. La forma di Cartan w di un gruppo di Lie g € una forma
invariante a sinistra e soddisfa ’equazione di Maurer-Cartan :

1
(8.4) dw+§[w/\w]:0.

DIMOSTRAZIONE. Siano X,Y € £((G)). Allora:
dw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) —w(X,Y])
= —[w(X), w(Y)]
= —% wAw] (X,Y).

Poiché X(M) & generato, come £(G)-modulo, da £(G), otteniamo la tesi.
([

Lemma 8.4. La forma di Cartan w di G soddisfa :
(8.5) Riw=Ada ) ow.

Ogni forma differenziale n € QY(G,V), invariante a sinistra su G ¢ della
forma n =T ow, per un’applicazione linerare T : g — V.

DIMOSTRAZIONE. Se X € g, abbiamo:
Rau(X*) = Ray 0 Ly-1,(X*) = Ad(a™) (X") = (Ad(a™")(X))",

cioe, se X € g, il campo di vettori R,,(X*) € ancora invariante a sinistra
(perché le traslazione a sinistra commutano con le traslazioni a destra) e
coincide quindi con il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente
ad Ad(a=1)(X).

Se n € QY(G,V) & invariante a sinistra, abbiamo n = T ow con T =
nie):g=T.G = V. O
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9. Fibrati principali

Sia G un gruppo di Lie e P una varieta differenziabile. Chiamiamo
azione differenziabile a destra di G su P un’applicazione differenziabile:

(9.1) PxG>(pg) —»p-geP
tale che, per ogni g € G l'applicazione ( traslazione a destra):
(9.2) R,:P>p—p-geP

sia un diffeomorfismo di P in se e

(9.3) (p-g1)-92=p-(9192) YpEP, Vgi,92€G.
Sia g I'algebra di Lie di G. Allora, per ogni X € g, 'applicazione
(9.4) PxR> (pt)—p-exp(tX)eP

definisce un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di P e quindi un campo
di vettori X* € X(P).

Teorema 9.1. L’applicazione

(9.5) g5 X - X" € X(P)
e un omomorfismo R-lineare. Per ogni g € G abbiamo
(9.6) (Rg)" (X7) = (ad(9)X)" VX €g.

DiMOSTRAZIONE. Il fatto che l'applicazione (9.5)) sia R-lineare segue
dalla formula

exp(tX) exp(tY) = exp(t(X +Y) +o(t?)) VX,Y €g, VteR.
Sia ora f € £(P). Allora, se g € G, p € P,

(R (X NI (0) = X* (- 6 Nlompo = = 1(q- exp(tX)g™ ) lgmp,imo

dt
d _ X
= 2 f(p-gexp(tX)g™ =0 = (ad(9)X)" f ()
ed otteniamo cosi la (9.2)). O

Si dice fibrato principale con gruppo strutturale G e base M il da-
to di due varieta differenziabili P ed M, un gruppo di Lie G, un’azione
differenziabile a destra

(9.7) PxG>(pg) —»p-geP
e una fibrazione localmente banale con fibra tipica G:
(9.8) 7:P—> M

tali che:

(1) L’azione di G su P & libera, ovvero R, non ha punti fissi se e #
geG.
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(2) G agisce transitivamente sulle fibre di 7: se p1,ps € P, allora:
(9.9) m(p1) = w(p2) <= p1 =p2-g per qualche g€ G.
Sia P % GM un fibrato principale con gruppo strutturale G. Indichia-

mo con Y = Y(P) la distribuzione vettoriale dei campi di vettori verticali
su P:

(9.10) U = {X € X(P)|m.(X) = 0}.

Essa e formalmente integrabile, in quanto la 7 : P — M & una foliazione
globale di U. Infatti, per ogni p € M, la V, = 7~ !(p) & una sottovarieta
differenziabile chiusa di P con T¢V,, = U¢ per ogni § € V).

Indichiamo con V' = V P il corrispondente sotto-fibrato vettoriale di T'P.

Lemma 9.2. Per ogni X € g, il campo di vettori X* é verticale. Per ogni
punto p € P, lapplicazione:

(9.11) g3 X = X, eVppP

e un isomorfismo R-lineare. Il fibrato VP é globalmente banale su P, in
quanto la

(9.12) Pxg3(p,X)— X €VP

e un isomorfismo di fibrati vettoriali.
La distribuzione B(P) é il sotto-E(P)-modulo libero di X(P) generato
dai campi di vettori X* al variare di X in g.

DIMOSTRAZIONE. Se X € g, allora
m(p-exp(tX))=7(p) VteR e VpeP
implica che
T (X™) = 0.
Poiche per ipotesi, fissato p € P, 'applicazione
Gog—p-gem '(p)
¢ un diffeomorfismo, essa induce un isomorfismo R-lineare
g2 X = X; €T, (' (p)) = V,.P.
O

Dato un vettore tangente verticale V € V P applicato in un punto p di
P, vi & per il lemma precedente un’unico elemento X dell’algebra di Lie g
di G tale che X = V. Risulta allora definita un’unica applicazione

(9.13) 0:VP g
tale che 0(X) € £(P) per ogni X € Y(P). La
(9.14) 0:0(P) — E(P)
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¢ un’applicazione £(P)-lineare. Diremo quindi che ¢ una forma differenziale
sulla distribuzione verticale, a valori nell’algebra di Lie g. Nota che la 6
gode della proprieta:

(9.15) (Rg)*0 = ad(g) o8 Vg e G.

Esempio 9.3. Indichiamo con F(M) il fibrato dei sistemi di riferimento
di M. Per ogni punto p € M, la fibra F,(M) & costituita da tutte le basi
(vi,...,vm) di T,M. Una carta di trivializzazione del fibrato F(M) & il
dato di un aperto U C M e di m campi di vettori Xi,...,X,, € X(U) che
definiscano una base di T, M per ogni punto p € U. Il gruppo strutturale ¢
GL(m,R), con l'azione naturale (vi, ..., vn)-a = (D" @i 10i, ...y Y iey Gim¥s)
se (V1,...,vm) € Fp(M), a = (a;;) € GL(m,R). Se F(M) ammette una
trivializzazione globale, diciamo che M ¢ parallelizzabile. 11 fatto che M sia
parallelizzabile € anche equivalente al fatto che T'M ammetta una trivializ-
zazione globale. Ad esempio, tutti i gruppi di Lie sono varieta parallelizza-
bili, e possiamo utilizzare la forma di Cartan per definire la trivializzazione
globale :

(mxw):T(G)3v— (7(v),w(v)) € G % g.

10. Il fibrato dei sistemi di riferimento

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, numerabile all’infi-
nito. Indichiamo con F(M) il fibrato dei sistemi di riferimento su M. 1
punti & di F(M) che appartengono alla sua fibra sul punto p € M sono le
basi di T, M come spazio vettoriale reale. Indichiamo con 7 : F(M) — M la
proiezione sulla base. La fibra §, (M) si puo identificare all’insieme di tutte
le applicazioni R-lineari invertibili £ : R”™ — T,,M. Abbiamo quindi un’a-
zione naturale a destra del gruppo GL(m,R) su §(M), definita mediante
E-a=¢&oa perogni € F(M) ed a € GL(m,R). La struttura differenzia-
bile su §F(M) & definita nel modo seguente. Se Xj,...,X,, sono campi di
vettori definiti, differenziabili e lineramente indipendenti in tutti i punti di
un aperto U C M, allora:

(10.1) U x GL(m,R) 3 (z,a) = (X1(z),..., Xm(z)) oa € 7 HU)

¢ un diffeomorfismo. Le (10.1)) definiscono anche la struttura di fibrato
principale con gruppo strutturale GL(m,R) di F(M).

11. Fibrati vettoriali associati a fibrati principali

Sia P =» M un fibrato principale su M, con gruppo strutturale G. Sia

G
p: G = GLg(V) una rappresentazione lineare, di dimensione finita, di G.
Poniamo:
(11.1)
E=PxV/. ove (§v)~ (& a,pla)(v)) VEEP, VeV, VacG.
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Il diagramma commutativo :

Pxv 2+ E

| =

P — M
™

definisce una sommersione differenziabile w : £ — M.
Se 0 € C*(U,P) & una sezione differenziabile di P su un aperto U di
M, allora possiamo considerare :

(11.2) UxV >3 (z,v0) = pr((o(z),v) € w1 (U)

come l'inversa di una carta di trivializzazione di un fibrato vettoriale £ =
M, con fibra tipica V.

In questo modo associamo ad ogni rappresentazione lineare p di G un
fibrato vettoriale su M. Se pensiamo di aver fissato una volta per tutte il
fibrato principale P % M, potremo indicare con E,(M) =, M il fibrato

vettoriale con fibra tipica V corrispondente alla rappresentazione lineare
p: G — GLgr(V). Le sezioni differenziabili del fibrato vettoriale E,(M) si
diranno in generale quantita di tipo p.

Ad esempio, nel caso del fibrato F(M) Eﬁi)—) M dei sistemi di ri-

ferimento, il fibrato associato alla rappresentazione identica GL(m,R) 2
a = a € GLr(R™) ¢ il fibrato tangente TM; se consideriamo invece

la rappresentazione duale GL(m,R) 3 a — ! e GLgr(R™), otteniamo
lo spazio cotangente T* M. Possiamo poi ottenere i fibrati tensoriali dalle
rappresentazioni tensoriali :

pla) (Vi@ v, @Ww @ -+ @ wy)

=a(v) ®--@avy) @ (w) ©-- @ (w,)
Yor,...,vp, W, ..., wg € R™.

12. G-strutture
Definizione 12.1. Siano P; —g—> M e Py —g—> My due fibrati principali.
1 2

Un’applicazione differenziabile f : P1 — Py ¢ un omomorfismo di fibrati
principali se € un omomorfismo di fibrati ed inoltre esiste un omomorfismo
di gruppi di Lie ¢ : G; — Go tale che

f(€-a)=f(&) ¢(a) YVE€Py VacGy.

Quando My, = Ms, G1 € un sottogruppo di Lie di Gg e la f € un’immersione
che induce l'identita sulla base, diciamo che la f € una riduzione del gruppo
strutturale.
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Se G ¢ un sottogruppo del gruppo lineare GL(m,R) e P %) M una

riduzione del gruppo strutturale di § ———— M, diciamo che P =5 M ¢
GL(m,R) G

una G-struttura su M.

Il concetto di G-struttura permette di considerare con un punto di vista
unitario diverse strutture geometriche su una varieta differenziabile.

Ad esempio,

dare un’orientazione su M & equivalente a dare una GL™ (m, R)-struttura;

dare una misura di Radon di classe C*° equivale ad assegnare una
SL(m,R)-struttura;

una metrica Riemanniana corrisponde a una O(m)-struttura;

una struttura quasi-compessa ¢ una GL(%, C)-struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi-Hermitiana ¢ una U(%})-struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi-simplettica ¢ una Sp(%, R)-struttura (m = 2n pari).
Ricordiamo che Sp(%%,R) = {a € SL(2n,R) |%aQa = Q} per una matrice
antisimmetrica (2n) x (2n) non degenere €2;

una 1-struttura € un parallelismo completo.

13. Trasversalita

La nozione di trasversalita € 'equivalente, in geometria differenziale, di
quella di posizione generale della geometria algebrica o di giacitura gene-
rica dell’algebra lineare. La nozione di trasversalita si estende a quella di
trasversalita di applicazioni differenziabili. La possibilita di deformare ap-
plicazioni in modo da metterle in posizione trasversale I'una rispetto all’altra
& uno strumento fondamentale nell’applicazione alla topologia di metodi di
geometria differenziale.

Definizione 13.1. Due sottovarieta differenziabili Ny, No di una varieta
differenziabile M si dicono trasversali in un loro punto d’intersezione p €
N1 N Ny se:

(13 1) Tle N TpNQ =0 se dimR(Nl) + dimR(Ng) < dimR(M),
’ Tle + TpNQ = TpM se dlmR(Nl) -+ dlmR(NQ) > dlmR(M)

Siano M ed N varieta differenziabili di dimensione m ed n, rispettiva-
mente, f: M — N un’applicazione differenziabile ed S una sottovarieta
differenziabile chiusa di codimensione k in N.

Diciamo che f é trasversale ad S inp € M se:

(i) o f(p) &5, oppure
(@) TyS + df (p)(T,M) = Ty N .

La seconda condizione si puo verificare solo se m > k. Quando m < k, dire
che f & trasversale as S in p significa soltanto che f(p) ¢ S.

Diciamo che f é trasversale ad S se lo € in ogni punto di M.

Siano N7 ed Ny varieta differenziabili e siano f; : N; — M applicazioni
differenziabili a valori in una stessa varieta differenziabile M. Diciamo che



13. TRASVERSALITA 225

f1 € trasversale ad fo se:

(13.2) df1(To, N1) + dfo(Ty, N2) = TpM  se  fi(q1) = fa(q2) = p-
Definizione 13.2. Sia f : M — N un’immersione differenziabile e siano

p1,p2 € M due punti distinti di M che hanno la stessa immagine ¢ = f(p1) =
f(p2). Diciamo che f & regolare in (p1,p2) se

df (Tp, M) + df (Tp, M) = TyN .

Cio equivale ad affermare che esistano intorni aperti Uy, Us di p1, po ri-
spettivamente, tali che f|i, sia trasversale ad f(Uz) in p;. Diciamo che f &
un’immersione regolare se lo & in tutte le coppie di punti (p1,p2) con p1 # p2

ed f(p1) = f(p2)-

Teorema 13.3 (Thom). Siano M, N due varieta differenziabili ed S una
sottovarieta differenziabile di N. Se K é un compatto di M, le applicazioni
differenziabili f : M — N che sono trasversali ad S nei punti di K di M
sono un aperto denso di C*°(M,N). Le f € C>*°(M,N) che sono trasver-
sali ad S in tutti ¢ punti di M formano un sottoinsieme denso di seconda
categoria di C*°(M, N).

DIMOSTRAZIONE. Si verifica immediatamente che, se K ¢ un compatto
di M, le applicazioni f € C*°(M, N) che sono trasverali ad S in ogni punto
di K formano un aperto Fx di C*°(M, N). Bastera dimostrare che questo
aperto € denso in C*°(M, N).

Fissiamo un’applicazione differenziabile f : M — N. Sia {(V4,ya) }aca
un atlante numerabile e localmente finito di IV, con la proprieta che o V, N
S =0, oppure SNV, = {yt =0,...,y70}. Consideriamo ora un atlante
numerabile {(Uy, ) }ven di M tale che gli Uy siano compatti in M e, per
un’applicazione 7 : B — A, sia f(Up) C Vi) per ogni b € B. Siano by, ..., b
un insieme finito di indici in B con K C U§:1 Up,. Indichiamo con U}
I'intorno aperto di f in C*°(M, N) formato dalle applicazioni differenziabili
h con h(Uy,) C Vyp,)-

Ricordiamo che, per definire la topologia di C*°(M, N), possiamo sup-
porre, applicando il teorema d’immersione di Whitney, che N C Rf. Se
I_/](bi) NS = 0, la restrizione di f a U, ¢ trasversale ad S. In questo caso, po-
sto ¢; = dist(ffj(bi), S) > 0, per ogni g € C*°(M, RE) tale che (f+g¢g)(M) C N
e SUP,ep, lg(p)| < €, avremo ancora (f + g)(Up, NS =0, e quindi la f + g
¢ ancora trasversale ad S su Up,.

Se invece V,, NS # (), detta pr : R" — R¥ la proiezione sulle prime k
coordinate, le applicazioni differenziabili h : Uy, — V3, (ove Uy, & un intorno
aperto di Up, con chiusura compatta in f~1(V},)) che non sono trasversali ad
S su Uy, sono contenute nell’insieme delle h € C>°(Uy,, V) per cui proyoh
ha punti critici in Up,. Per il lemma di Sard le applicazioni di Coo(ﬁbi,Rp)
prive di punti critici in U, sono un aperto denso di C“(Ubi,Rk). Ne segue
chele g : M — R per cui (f +g) € U ed f+ g & trasversale ad S in Uy,
sono un aperto denso in Uy.
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Da queste osservazioni ricaviamo che Fx ¢ un aperto denso di C*°(M, N).
Fissata una successione di compatti {K,} di M con K, C K 41 ed |, K, =
M, le applicazioni differenziabili da M in N che sono trasversali ad S sono
tutte e sole quelle che appartengono ad (1), F, e sono quindi 'intersezione
di una famiglia numerabile di aperti densi e quindi un sottoinsieme denso di
seconda categoria per il Teorema di Baire. O

Date due varieta differenziabili M, N, indichiamo con C°, (M, N) I'in-
sieme delle immersioni differenziabili f : M — N.

Lemma 13.4. Siano M, N due varieta differenziabili connesse, di di-
mensione m ed n rispettivamente, con m < n. Se M ¢é compatto, allora
Ce ((M,N) é aperto in C*°(M,N). In generale, C22 (M, N) o é vuoto, o é

1mim 1mim

di seconda categoria in C*°(M,N).

Date due varieta differenziabili connesse M, N, di dimensioni m,n ri-
spettivamente, con m < n, indichiamo con Imm(M, N) il sottospazio delle
immersioni differenziabili in C*°(M, N), con la topologia di sottospazio. Os-
serviamo che, se M ¢ compatto, Imm(M, N) ¢ aperto in C*°(M,N) ; in
generale, Imm (M, N) & un sottoinsieme di seconda categoria di C*°(M, N)
e quindi & uno spazio di Baire.

Teorema 13.5 (Thom). Siano M, N due varieta differenziabili di dimen-
stone m,n rispettivamente, con m < n. Per ognit compatto K C M, le im-
mersioni differenziabili f : M — N che sono trasversali su K formano un
aperto denso in Imm(M, N). Le immersioni differenziabili f : M — N che

sono trasversali su tutto M sono un sottoinsieme denso di seconda categoria
di Imm(M, N).

DIMOSTRAZIONE. Siano Ay = {(q,q)| ¢ € N} la diagonale in N x N
e Ay = {(p,p)|p € M} quella in M x M. Un’applicazione differenziabile
f: M — N & un’immersione trasversale se 'applicazione (M x M)\ Ay >
(p1,p2) = (f(p1), f(p2)) € N x N ¢ trasversale a Ay. Quindi, per il teore-
ma precedente, l'insieme Gg delle f € C*°(M, N) che sono immersioni dif-
ferenziabili trasversali in ogni punto di K formano un aperto di C*°(M, N).
Resta da dimostrare che tale aperto ¢ denso. Sia f € C°>°(M). Vogliamo
dimostrare che ogni intorno di f contiene funzioni di Gg. Utilizzando il
teorema d’immersione di Whitney, e sufficiente considerare il caso in cui f
sia un’immersione in ogni punto di M. Sia {(Ua,%q)}aca, con A C N, un
atlante numerabile di M, con U, compatto ed f iniettiva su U, per ogni
a € A. Identifichiamo N, usando il teorema di immersione di Whitney, a
una sottovarieta chiusa di R®. Sia f € C>®(M). O
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CAPITOLO 15
Omotopia

1. Omotopia libera di applicazioni continue

Definizione 1.1. Siano fy, f1 : X — Y applicazioni continue tra due spazi
topologici X, Y. Diciamo che fy ed fi sono omotope se & possibile trovare
un’applicazione continua:

(1.1) F:XxI—Y

(indichiamo con I l'intervallo [0, 1] di R), tale che

(1.2) F(x,0) = fo(x) e F(x,1)= fi(x) Vze X.

La F' si dice un’omotopia tra fy e fi.

Osservazione 1.2. Un’omotopia F' definisce un’applicazione continua
I>t— F,=F(,t) € C(X,Y)

dall’intervallo I allo spazio C(X,Y") delle funzioni continue da X in Y con
la topologia compatta-aperta.

Viceversa, se X e di Hausdorff e localmente compatto ogni applicazione
continua

I>t— FeC(X,Y)

definisce un’omotopia tra Fy e Fi.
In questo caso, data una f € C(X,Y), linsieme delle funzioni g €
C(X,Y) omotope ad f & la componente connessa per archi di f in C(X,Y).

Proposizione 1.3. L’omotopia ¢ una relazione di equivalenza in C(X,Y).

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo f ~ g per indicare che due funzioni f,g €
C(X,Y) sono omotope. Verifichiamo che questa ¢ una relazione di equiva-
lenza.

1. E f ~ f mediante I’omotopia costante

X xI>(x,t) — f(z) €Y.

2. Se
F:XxI—Y

e un’omotopia tra f e g, allora
XxI>(x,t) — F(z,1-t) €Y

229
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€ un’omotopia tra g ed f. Quindi
frg=g~/]
3. Se f,g,heC(X,)Y)ed F: X xI — Y & un’omotopia tra f e g, e
G : X x I — Y un’omotopia tra g ed h, allora la

Hiot) - {F@v%) st el01/2

F(z,2t — 1) sete[l/2,1]
definisce un’omotopia tra f e h. Dunque
f~g e g~h=— f~h.
O

Definizione 1.4. Indichiamo con 7(X,Y") il quoziente di C(X,Y") rispetto
all’equivalenza omotopica. Questo insieme si dice 1’omotopia libera delle
applicazioni continue di X in Y.

Proposizione 1.5. Siano X, Y, V., W spazi topologici e ¢ : V — X, 9 :
Y — W due applicazioni continue. L’applicazione:
Up* C(X,)Y)D f—po fopelC(V,IV)
definisce per passaggio al quoziente un’applicazione
w(p, ) : m(X,Y) — w(V,W).

2. Equivalenza omotopica di spazi topologici

Definizione 2.1. Due applicazioni continue
f: X—Y e g:Y —X
si dicono ["una linversa omotopica dell’altra se
gofr~idy in w(X,X),
fog~idy in 7w(Y,Y).
Diciamo allora che f e g sono equivalenze omotopiche. Due spazi topologi-

ci X e Y tra i quali si possa stabilire un’equivalenza omotopica si dicono
omotopicamente equivalenti o che hanno lo stesso tipo di omotopia.

L’equivalenza omotopica ¢ una relazione di equivalenza nella categoria
degli spazi topologici. Si dimostra facilmente la seguente:

Proposizione 2.2. Siano X, Y, Z spazi topologici e ¢ : X — Y, ¢ :
Y — Z due applicazioni continue. Se due delle applicazioni continue p,
1, o sono equivalenze omotopiche, anche la terza lo é.

Se X, Y, V, W sono spazi topologici e p : V — X, ¢ : Y — W sono
due equivalenze omotopiche, allora

(e, ) : w(X,Y) — w(V, W)

e un’applicazione bigettiva.
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3. Spazi topologici contrattili

Definizione 3.1. Uno spazio topologico X si dice contrattile se idx &
omotopicamente equivalente ad un’applicazione costante in 7(X, X).

Proposizione 3.2. Uno spazio topologico é contrattile se e soltanto se ha
lo stesso tipo di omotopia dello spazio formato da un solo punto.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con D (disco 0-dimensionale) lo spazio
formato da un solo punto. Siano

f:D°—X e
g: X — DY
due applicazioni omotopicamente inverse 1'una dell’altra. Allora f o g :
X — X & costante ed omotopicamente equivalente a idx.
Viceversa, se
p: X —X
¢ un’applicazione costante omotopicamente equivalente a idy, definiamo
f:DY — X mediante f(D°) = ¢(X)
e consideriamo 1'unica applicazione
g: X — DO
Poiché fog =, la f e la g sono equivalenze omotopiche. U
Osservazione 3.3. Uno spazio topologico contrattile &€ connesso per archi.
DIMOSTRAZIONE. Sia

F:XxI—X

un’omotopia tra I'identita su X e un’applicazione costante. Allora, per ogni
coppia di punti z,y € X,

) F(z,2t) sete|0,1/2]
[0 =
F(y,2—2t) setell/2,1]
definisce un cammino continuo che congiunge x a . O

Proposizione 3.4. Se X ¢ uno spazio contrattile, allora, per ogni spazio
topologico Y, l'omotopia libera w(Y, X) contiene un solo elemento.

DIMOSTRAZIONE. Se f: D® — X & un’equivalenza omotopica, allora
n(idy, f) : 7(YV, X) — = (Y, D°)

¢ bigettiva. Il secondo insieme contiene un solo elemento e dunque la tesi
dimostrata. 0

In particolare, due qualsiasi applicazioni costanti di uno spazio contrat-
tile in sé sono omotopicamente equivalenti.
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Osservazione 3.5. Se X ¢ uno spazio topologico contrattile ed Y un qual-
siasi spazio topologico,allora (X, Y’) € in corrispondenza biunivoca con 'in-
sieme delle componenti connesse per archi di Y. Infatti, per ogni applicazio-
ne continua f : X — Y, 'immagine f(X) & contenuta in una componente
connessa per archi di Y, univocamente determinata dalla classe di omotopia
dell’applicazione f.

4. Omotopia legata. Retratti di deformazione. Omotopia relativa

Definizione 4.1. Sia (X, A) una coppia topologica (X ¢ uno spazio topo-
logico ed A un suo sottospazio). Sia Y un altro spazio topologico. Un’omo-
topia
F:XxI—Y

si dice legata su A, o un’ A-omotopia, se

F(x,t) = F(x,0) Ve e A, Vtel.
La relazione di A-omotopia € una relazione di equivalenza su C(X,Y) e il
relativo quoziente si indica con 7y(X, A4;Y).

Fissata un’applicazione continua ¢ : A — Y, indichiamo con 7 (X, Y; o)
Iimmagine in m;(X, A;Y) dellinsieme {f € C(X,Y) | f|a = ¢} .

Definizione 4.2. Un sottospazio A di uno spazio topologico X si dice un
suo retratto di deformazione se possiamo trovare una retrazione
0: X — A
(cioé un’applicazione continua a valori in A con g|A = idy) tale che I'appli-
cazione composta:
X 254" X
sia omotopa all’identita su X.

Diciamo che A ¢ un retratto di deformazione stretto di X se, inoltre,
applicazione composta X & A % X & A-omotopa all’identitd idx su X,
se cioe possiamo trovare un’omotopia

F:XxI—X con

F(z,0) ==z Ve € X,
F(z,1) =p(z) VzelX,
F(z,t)=x Ve e A, Vt e 1.

Siano X, Y due spazi topologici. Fissiamo sottospazi Ai,--- A, di X
e By,---,B, di Y, ed indichiamo con C(X, A, ---,A,;Y,B1,---,By) lo
spazio delle funzioni continue f : X — Y tali che f(A;) C B; per ogni
7: pu— ]‘7 . e 5 n.
Definizione 4.3. Chiamiamo omotopia relativa alle (n + 1)-uple:
(X7A17"'An) ed (Y7Blv'” 7Bn)
un’omotopia F': X x I — Y tale che F(A; xI) C B;Vi=1,--- ,n.
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L’omotopia relativa definisce una relazione di equivalenza sull’insieme
C(XaAla"' ;ATL;KBD'“ aBn)
Denotiamo il relativo quoziente con w(X, Ay, -+, Ap; Y, By, , Bp).

5. k-connessione

Useremo in R™ coordinate 2V, --- 2"~ !

1 vettori della base canonica. Definiamo:

(5.1) D° = {0}

(5.2) D'"={zxeR" | |z| <1} se n>0,
(5.3) ST ={zxcR"™ | |z|=1} se n>0.

e indicheremo con eg, -+ ,en_1

Abbiamo S"~! ¢ D". Considereremo S™ come un sottospazio di S™*!
mediante I'inclusione canonica

(5.4) S" sz — (2,0) € SV
Indichiamo con o1 e o_ le immersioni canoniche:
(5.5) oy D"z — (2 2" /1= |22) e S”
(5.6) o_ D"z — (2% 2" —/1—|z[2) € S™.
Ricordiamo ancora che I’applicazione:
(5.7) S™ x I3 (z,t) — te € D"t
(coordinate polari) definisce un omeomorfismo canonico

n
Si xx{é} — D

Abbiamo:
Proposizione 5.1. Sia X uno spazio topologico ed
f:8" —X
un’applicazione continua. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

a) f é omotopa ad un’applicazione costante.
b) f si puo prolungare a un’applicazione continua

f:D" 5 X,

c) fooy e foo_ sono S t-omotope.
d) f é{eo}-omotopa all’ applicazione costante.

DIMOSTRAZIONE. a) = b).  Sia F': S” x I — X un’omotopia di f
con un’applicazione costante. La

S"x 153 (x,t) — g(x,t) = (1 —t)x € D!
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e decomponibilﬂ e il suo quoziente iniettivo definisce un omeomorfismo tra
S™ x I/(S™x 1) e D",
Poiché la F' & costante su S™ x 1, essa passa al quoziente, definendo
un’applicazione continua
f:D" X

che rende commutativo il diagramma:

sy 1 x

/| [/

Dn+1 Dn—l—l.
Chiaramente f|S" = Fy = f.
b)= ¢),d). Sia f : D" — X un prolungamento continuo di f.

Allora
F(z,t) = f(z, (1 —2t)/1— |2]?)
definisce una S™!-omotopia tra foo, e foo_ ela
Glz,t) = f(t+ 1 —t)z®, (1 —t)zt, -, (1 —t)a" 1)
definisce una {ep}-omotopia
G:S"xI—X
di f con ’applicazione costante.
c)=b). Sia F:D"x I — X una S" !-omotopia tra foo, e foo_.
Definiamo

h:D"x 15 (z,t) —> h(z,t) = ($ (1—26)/1— \x|2) e DL,

Allora h ¢ un’applicazione decomponibile e la F' per passaggio al quoziente
definisce un prolungamento f di f che rende commutativo il diagramma:

Drxl Ly x

/| i

Dn+1 Dn+1
L’implicazione d) = a) € banale e dunque la dimostrazione ¢ completa.
g

IRicordiamo che il quoziente iniettivo di un’applicazione f : X — Y e il quoziente
X/~ di X rispetto alla relazione di equivalenza che identifica i punti di X che hanno la
stessa immagine rispetto ad f. Se X e Y sono spazi topologici, la f & continua se e soltanto
se 'applicazione f : X/~ — Y definita dal diagramma commutativo

x L vy

T\ S f
X/~

¢ continua. La f: X — Y si dice decomponibile se la f &€ un omeomorfismo.
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Definizione 5.2. Uno spazio topologico non vuoto X si dice k-connesso,
con 0 < k < oo, se per ogni intero non negativo n < k ogni applicazione
continua S™ — X e omotopa ad un’applicazione costante, ovvero se

w(S™, X) contiene un solo elemento V0 <n <k, n€Z.

Uno spazio topologico omotopicamente equivalente ad uno spazio k-connesso
€ esso stesso k-connesso.

Gli spazi contrattili sono co-connessi.

Gli spazi 0-connessi sono gli spazi connessi per archi.

Uno spazio 1-connesso si dice connesso e semplicemente connesso.

Uno spazio e semplicemente connesso se tutte le sue componenti con-
nesse per archi sono 1-connesse.

6. k-connessione relativa

Definizione 6.1. Una coppia topologica (X,A) si dice k-connessa se, per
ogni intero 0 < n < k ogni applicazione continua f : D™ — X tale che

f(smhcAa
¢ S Lomotopa ad un’applicazione continua g : D" — X tale che
g(D") C A.

Il lemma seguente permette di dare una condizione equivalente di k-connessione,
in termini di omotopia relativa.

Proposizione 6.2. Sia f € C(D", 8" 1; X, A). Condizione necessaria e
sufficiente affinché f sia, in m(D",S" ' X, A), omotopa ad un’applicazio-
ne costante, ¢ che f sia S"'-omotopa ad un’applicazione continua g con

g(D™) C A.

DIMOSTRAZIONE.
NECESSITA. Sia F': D" x I — X un’omotopia con:

Fo=f
F(S"YHYcA vtel
Fi(z) = costante Vz € X.
Definiamo allora
Gla,t) = F(z/lx|,2(1 —|z|)) se |z|>1-1t/2,
F(z/(1—1/2),t) se x| <1-—1t/2.
La G ¢ una S" '-omotopia tra f e la funzione continua
oy [F@/lal 20— Jal) se fol =172
g = F(2z,1) se x| <1/2,
che soddisfa g(D™) C A.



236 15. OMOTOPIA

SUFFICIENZA. Sia G : D" x I — X una S™ !'-omotopia tra f ed
un’applicazione g con g(D™) C A. Allora la

) G(=,2t) se0<t<1/2
Flz,t) = {0(2(1 B, 1) sel/2<t<1.

¢, in (D", 8" 1; X, A), un’omotopia di f con un’applicazione costante. [

Osservazione 6.3. Osserviamo che, se A & un retratto di deformazione
stretto di X, allora la coppia (X, A) ¢ co-connessa.

Per n = 0 poniamo S~! = (). Allora I’enunciato del Lemma precedente
¢ ancora valido: Una coppia topologica (X, A) é 0-connessa se ogni punto
di X puo essere congiunto a un punto di A da un cammino continuo.

Citiamo senza dimostrazione il seguente risultato:

Se linclusione A — X ¢& un’equivalenza omotopica, allora la coppia
(X, A) & oco-connessa.

7. Proprieta di omotopia delle sfere

Mostriamo in questo paragrafo che la sfera S™ & (n — 1)-connessa, ma
non n-connessa.

Teorema 7.1. Per ogni intero n > 1, la sfera S™ é (n — 1)-connessa.

DIMOSTRAZIONE. Sia m un intero non negativo < n e sia
f:8m— 5"
un’applicazione continua. Per il teorema di Stone-Weierstrass possiamo
trovare un’applicazione a componenti polinomiali
p.RmHL __ pott

tale che:
|P(x) — f(z)] < 1/2 Vax € S™.
Abbiamo quindi:
|f(z) +t(P(x) — f(x))] >1/2 V(z,t) € S™ x I.
L’applicazione

f(x) +t(P(z) — f(z))
[f (@) + t(P(x) — f(z))]
¢ percio ben definita e descrive un’omotopia tra f e la restrizione g di P/|P)|
a S™. Dico che la g non ¢ surgettiva. Infatti, g ¢ di classe C*° su S™ e
quindi, per il Lemma di Sard, g(S™) ¢ di prima categoria in S™. Poiché S™
meno un punto ¢ omeomorfa ad R", che ha lo stesso tipo di omotopia del
punto, g € omotopa ad un’applicazione costante. O

e s”

Smx I3 (z,t) —
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Definizione 7.2. Sia n un intero > 1. Chiamiamo sospensione 'applica-
zione continua o : C(S™, S™) — C(S™T!, S"1) definita da:

(7.1) (o f)a,a") = (\:c’wf(‘z:’)’an) se ' #0

(0,z"*1) se ' =0,
ove abbiamo posto 2’ = (20,...,2™).

Lemma 7.3. Per ogni intero n > 1 la o : C(S",S") — C(S"*1, 87+
induce un’applicazione bigettiva

oy s (8™, 8™) — w(S™TL, s7 ).

DIMOSTRAZIONE. Poiché un’omotopia di applicazioni continue di S™ in
sé si trasforma mediante o in un’omotopia di applicazioni continue si S™*!
in sé, la o, € ben definita.

INIETTIVITA  Siano fy, f1 : S — S™ due applicazioni continue. Se o fy &
omotopa a o fi, possiamo trovare un’omotopia
F:S"thx [ — gt
con Fy = ofy, F1 = of1. Osserviamo che:
(+) W(z,t) = t(|F"H(a, t)| = [a"F)) - eo + F(x,8) # 0
V(z,t) € S" x I con |F"(z,t)] > ||

Infatti, se |[F"T1(z,t)| > 0, i due termini nella somma a secondo membro
della (*) sono linearmente indipendenti. Se |F"*!(x,t)| = 0, allora ¥(z,t) =
F(z,t) # 0.

Possiamo allora definire una nuova omotopia G : S™ x I — S™ tra o fy e
o f1 ponendo:

Gty = {7 se [F41 (2, 8)] < [am+1]
T\ )/ se [Fr ()] > o).

Infatti, poiché F"*!(z,0) = [ofo]"*! = 2"t ed F*"*i(z,1) = [ofi]"T! =
2™ risulta Go(z) = Fo(x) = o fo(z) e Gi(x) = Fi(z) = o fi(x).
Questa nuova omotopia G verifica

|G" (2, t)| <1 V(x,t) € S x T
in quanto cio € vero se t = 0,1 e per t # 0,z € S™ il vettore
U(x,t) = t|F"(x,t)]eq + F(x,t)

non ¢ proporzionale ad e;,41.

Otteniamo quindi un’omotopia H : S™ x I — S™ di fy con f; dalla G
componendola con la retrazione canonica di S"™!\ {#e, 1} su S”, definita
da:

/

0: 8"\ {+e, 11} >0 — é—,’ es” (ove 2’ = (2, ..., 2™)).
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Poniamo cioe
H(2' t) = 00 G(2/,0;1) Vi’ € 8" c S"T vt e I.
SURGETTIVITA  Sia f: S"*! — §™*1 un’applicazione continua.

a) Supponiamo che la f applichi la semisfera superiore nella semisfera
superiore e la semisfera inferiore nella semisfera inferiore, cioé che, posti

St ={z e §"t | 2"t > 0} ed

Sﬁ-‘rl _ {.%' e Sn-‘rl ’ xn-i—l < 0}
risulti

FSTTY c ST e f(S™TY) c S
In particolare f(S™) C f(S™). Dimostriamo che f ¢ omotopa alla sospen-
sione og della sua abbreviazione g : S™ > 2’ — f(2/,0) € S™.

Indichiamo con h : D" — D"+l Testensione canonica della g ad
un’applicazione continua, omogenea di grado 1, di D™+ in sé:

oy — J Wlat/lyl) vy #0
(y) =
0 sey =0.
Siano o4 e o_ le applicazioni ((5.5)) e (5.6]) introdotte nel §5[e
p:S™h s (20 2" 2" = (20, ..., 2") € D!
la proiezione naturale. Allora

og(x) = oyr(h(p(z)) Vze Si—H
g Uf(h(p(x)) Vx € Sﬁ+1‘

Indichiamo con fy, f_ : D"t — D"*! le funzioni continue:
fr(y) =po f(o4(y) per y € D",
f-(y) =po flo_(y)) per y € D",

La proprieta della funzione f di trasformare in sé i due emisferi S_Trl ed

St si pud esprimere mediante:

R LA fr(p(x)) sex e Syt
f(@) = {O'_ o f_(p(x)) sexe S

Allora un’omotopia F : S"T1x I — S"*1 tra f e og si pud ottenere rialzando
le omotopie lineari tra fy ,f_ ed h:

Fa,1) = | o+ (F+(0(@) +1(h(p(2) — f+(p(@)) s w € ST
’ o_(f-(p(z)) + t(h(p(x)) — f—(p(zx))) sexe S

b) Consideriamo ora il caso generale. Sia f : S — §"F! una qualsiasi
applicazione continua.

Se f non e surgettiva, allora ¢ omotopa ad un’applicazione costante e
questa ¢ omotopa alla oh ove h(z) =ey V€ S".
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Supponiamo quindi f surgettiva. Ripetendo il ragionamento svolto nella
dimostrazione del Teorema possiamo supporre che f sia di classe C*°.
L’insieme dei suoi valori critici & allora un compatto di S™*! privo di punti
interni e potremo trovare una coppia di punti diametralmente oppostiﬂ che
siano entrambi valori non critici di f. A meno di una rotazione, che possiamo
ottenere mediante un’omotopia dell’identita, in quanto SO(n+2) & connesso
per archi, possiamo supporre che e,11 e —e,11 siano valori regolari di f.
Poniamo per semplicita N = e,41 ed S = —enqq1. Per il teorema delle
funzioni implicite, ogni punto di N* = f~!(N) ed ogni punto di S* = f~1(9)
ha un intorno aperto che non contiene altri punti di N* U S*. I due insiemi
sono dunque sottoinsiemi discreti di S™*! e percio finiti. Possiamo fissare
allora una forma lineare ¢ in (R"*2)* che assuma valori distinti sui punti
distinti di N*US*. Infatti, per ogni coppia di punti distinti di R"*2 I’insieme
delle forme lineari che nei due punti hanno valori distinti & un aperto denso
di (R"*2)*, ed un’intersezione finita di aperti densi di (R"*2)* & ancora un
aperto denso in (R™"2)*. Scegliamo ¢ in modo che [£] = 1 e |¢(z)] < 1 su
N*U S*. A meno di una rotazione, per cui valgono le considerazioni svolte
sopra, possiamo supporre sia £(z) = (x|N). Suddividiamo ora [—1,1] in un
numero finito di intervalli, mediante punti —1 < ¢; < ... < ¢y < 1, in modo
che:

(z|N) #¢; per i=1,...0 se xe€ N"US",
card({(z|N) |x € N*US*} N e, civ1]) =1 per i=1,...,0—1,
a1 < (z|N)<e¢ VYre NTUS™.

Sia {z;} = {x € S"" | ¢; < (z|N) < ¢;i41} e C la circonferenza S"*1 N
(€0, ent1). Costruiamo un’omotopia:

H:S" <1 —5 gntl

tra lidentitd ed un omeomorfismo di S™*1 la cui inversa trasformi ciascun

punto z; di N* nel punto Z; di C' con ) > 0 ed Q’J?H = a:;”rl e ciascun
punto z; di S* nel punto Z; di C con z° < 0 ed z"t! = 2"t A questo
scopo consideriamo, per ogni indice ¢ = 1,...,¢—1, un arco continuo g;(t) in

SO(n + 2), formato da applicazioni che lasciano fisso il punto N (I'insieme
delle applicazioni in SO(n+2) che lasciano fisso N & isomorfo, come gruppo
topologico, ad SO(n+1) ed & quindi connesso per archi) e tali che g;(1)z; =
x;. Sia n;(x) la funzione definita per ¢; < (x|N) < ¢;+1 mediante:

—|(z—z:|N)|? ) .
i) = exp ([(w‘N)—Ci][Ci+1—($|N)]> se ¢ < (z|N) < ¢iy1
0 altrimenti.

2Infatti sia CV(f) che {—z | z € CV(f)} sono di prima categoria ¢ quindi la loro
unione & ancora un insieme di prima categoria, e dunque non & uguale ad S"**, che & uno
spazio di Baire.
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Essa & una funzione di classe C"*°. Consideriamo quindi I’omotopia:

x se (z|N) ¢ [c1,¢]
H(z,t) = gi(tni(x))z  se ¢; < (2|N) < cip1, i=1,..,1—1
x se (|N) =¢;, i=1,...,1

La ®(x,t) = f(H(z,t)) & un’omotopia di f = ®y con un’applicazione h(z) =
®q(x) = f(H(x,1)) per cui h~1(N) e h~1(S) sono sottoinsiemi finiti di punti
con 2% > 0 ed 20 < 0, rispettivamente.

La h & omotopa alla g = ¢oh, ottenuta componendola con una rotazione
¢ € SO(n + 2) che trasforma eg in N = e, 1.

Quindi, la nostra f iniziale & omotopa ad un’applicazione continua g :
Sl 5 gntl tale che

g (N)c ST e gTH(S) st

Quindi g(S_T_H) & un compatto che non contiene S e g(S™™) un compatto
che non contiene N. Possiamo quindi trovare 0 < € < 1/2 tale che:
g(ST) c {x € "™ > 2¢ — 1},
g(S"™) c {z € "2 < 1 — 2¢}.
Consideriamo la porzione di sfera Z = {z € "1 | [2"T| <1 —2¢} =
{x € S| |2'| <4}, ove § = 2Ve — €2, e definiamo un’omotopia L : S"F1 x
I — S™*! tra l'identita ed un’applicazione continua Li : STt — S"*! con
Li(Z) Cc 8". Sia
.CL'/
5 e || < 0,
(@) =9 %
— se 0< || <1
||
Possiamo porre allora
Ll t) = op(@ +t(n(@') —a')) se m”"'i >0,
o_(z' +t(n(x') —2')) se 2"t <0.
La S x I 3 (z,t) — L(g(x),t) € S*! & un’omotopia di g con un’appli-
cazione continua L(g(x),1) = A(z) tale che:

ST ¢ st A (Stth) ¢ st

Per il punto a), essa ¢ omotopa alla sospensione della sua restrizione ad S™.
La dimostrazione ¢ completa. O

Teorema 7.4. Consideriamo 1’ insieme di applicazioni continue ® formato
dalle ' ' '
o St 3 e — () = €M ¢ §L.
per k € 7. L’applicazione naturale:
(7.2) d — w(St, s

e una bigezione.
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DIMOSTRAZIONE. Ogni applicazione continua f : S' — S & omotopa
ad un’applicazione continua g : S* — S! tale che g(1) = 1. Inoltre, se
F : 8'xI — S &un’omotopia tra due applicazioni continue fy, f1 : St — St
con fo(1) =1 = f1(1),la S* x I > (2,t) — (F(z,t)/F(1,t)) € S' & una
1-omotopia tra fo ed fi. Quindi

w(S, {1} 5%, (1)) = m(S", 5Y).
Osserviamo che 'applicazione
R360— e?est
€ un omeomorfismo locale. Per ogni applicazione continua
f:8"—8' con f(1)=1
possiamo allora trovare un’unica applicazione continua
f:R— R taleche f(0)=0

e il diagramma

R R

A e

Sl ’—f°—> Sl
sia commutativo. Abbiamo allora

f(2m) = 2km  per qualche £k € Z.

L’applicazione che fa corrispondere l'intero k£ alla funzione f € un’applica-
zione continua

c(st {1}:84,{1}) — R
che assume solo valori interi.

Essa & dunque costante sulle componenti connesse di C(S', {1}; 1, {1}).
Cio dimostra che ¢ iniettiva. Siano ora f,g € C(St, {1};S%,{1}) tali
che f(27) = §(2n). Allora 'omotopia lineare:

(0,t) — £(0) +t[g(0) — f(0)]
induce un’omotopia tra f e g. Ne segue che la ¢ anche surgettiva. La
dimostrazione & completa. ([l

Teorema 7.5. Sian > 2. L’applicazione
c(s',8YY s f— a™Wfec(s, s

ove, posto x = («/,z"), con &’ = («°,2"), & = (2*,...,2"), &
U(”)f(:c',x”) _ (’$/|f(|§7/|),$”) se x' #0,
(0,2") se 2/'=0,

induce un’applicazione bigettiva

o™ m(St, 81 — w(S™, 8™).
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In particolare, 'applicazione

Z3k<+— ppe®
induce per ogni n > 1 una bigezione:

Z «— w(S",S8™).

DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione segue per iterazione dal Lem-
ma [7.3 e la seconda dal Teorema [7.4l O

Definizione 7.6. L’intero k associato ad un’applicazione continua f : S™ —
S™ nel Teorema si dice il grado di f e si indica con deg(f). E cioe

deg(f) =kse f~ a(")(qﬁk).

8. 1l teorema del punto fisso di Brouwer

Un’importante applicazione dei risultati sull’omotopia delle sfere e il
seguente :

Teorema 8.1 (Brouwer). Ogni applicazione continua
f: D" — D"
ha almeno un punto fisso.

DiMOSTRAZIONE. 1l teorema ¢ banale se n = 0. Sia n > 0 supponiamo
per assurdo che vi sia una funzione continua f : D™ — D" tale che

f(z) #x VY e D".

Allora I'applicazione v : D™ — S™~!, che associa ad ogni punto = di D"
l'intersezione di S™ ! con la semiretta

t—xz+t(x— f(x)), pert >0

¢ continua ed ¢ una retrazione di D™ su S™!. Essa infatti ¢ descritta
analiticamente dalla formula

(o) = gy Y2 = F@)2 4 (A~ o)z = J(2)? — |(zlz — f(z))

|z — f(2)?
L’applicazione

(z—f(z)).

D" xI> (z,t) — (1—t)x+tp(x) € D"

¢ una S"~! omotopia dell’identita con una retrazione di D™ su S~ 1. Cio &
assurdo perche S™~! non puo essere un retratto di deformazione stretto di
D", Infatti D" e S"~! non sono omotopicamente equivalenti in quanto D™
e contrattile, mentre, per il Teorema S"~!non & (n — 1)-connesso. [

Osservazione 8.2. Il teorema di Brouwer si applica ovviamente a tut-
ti 1 sottoinsiemi di R"™ che sono omeomorfi a D"; in particolare a tutti i
sottoinsiemi convessi e compatti di uno spazio euclideo.



CAPITOLO 16
Gruppi di omotopia

1. Gruppi di omotopia di uno spazio puntato

Definizione 1.1. Uno spazio puntato & uno spazio topologico non vuoto X
su cui si sia fissato un punto base x.

Chiamiamo n-esimimo gruppo di omotopia dello spazio puntato (X, xg),
e indichiamo con 7,(X,xg), l'insieme 7(S™, eq; X, xo) delle classi di eop-
omotopia delle applicazioni continue f : S™ — X tali che f(eg) = xo.

Il gruppo 71(X, zg) si dice anche gruppo fondamentale di X con punto
base x.

Per descrivere la struttura di gruppo di 7, (X, zo) (quando n > 1) & con-
veniente utilizzare l'isomorfismo tra 7, (X, z¢) e w(I",bI"; X, x) descritto
dal seguente:

Lemma 1.2. Sia n > 1. Possiamo definire un’applicazione continua ¢ :
I — S™ con le proprieta:

(1) ¢ definisce un omeomorfismo di I™ \ bI™ su S™ \ {eo};

(i) ¢~ (eo) = DI";

(#i7) il quoziente iniettivo di ¢ é un omeomorfismo di I"™ [pn su S™.
Per ogni spazio topologico X, con punto di base xq, l’applicazione:
(1.1) ¢* m(S", e0; X, o) = w(I",bI"; X, x0)
e bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo:
{<2|x| — 1,20,/ 1) se 0 < |2 <1

Y(z) = .

—ep se x = 0.

La : D™ — S™ & continua e definisce, per passaggio al quoziente iniettivo,
un omeomorfismo di D" /gn—1 su S™, che trasforma S~ ! in e.

Per ottenere la ¢ cercata sara quindi sufficiente comporre la ¢ con un
omeomorfismo 7 di I" su D™ che trasformi bI™ in S"~!. Poniamo |[v|/oc =
SUDPj<j<n |Vi| per v = (vi,...,v,) E R esiae=(1,...,1) =e; + -+ en.
Possiamo allora definire 7 : I™ — D" mediante:

éiia 122 — el|o se 2x #£ e
T(z) =
0 se 2x = e.

243
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Allora ¢ =Y o7 : 1™ — S™ e 'applicazione continua cercata.
Per concludere, basta osservare che I'applicazione
C(Snan;Xa :BU) > f — f © ¢ € C(Invbln;X7$0)
& un omeomorfismo per la topologia compatta-aperta. [l

Definizione 1.3. Dati f,g € C(I",bI™; X, x0), con n > 1, definiamo:

(1.2) Froglst,. ., sn) = {f(281,82,...,sn) se

g(2s1 —1,89,...,8,) se

S1

= O
INIA

1
2
1.

IA A

51

Indicheremo graficamente il prodotto f - g con

fig

Teorema 1.4. Sia X uno spazio topologico con punto di base xg € X. Per
ogni intero n > 1 lapplicazione

(1.3) C(I™,bI™; X, xo) xC(I", bI™; X, 20) > (f,9) = f-g € CI",bI"; X, x0)
definisce per passaggio al quoziente un’operazione interna:
(1.4) (X, x0) X (X, 20) 3 (a0, B) = - 5 € mp (X, x0)

rispetto alla quale m, (X, xo) € un gruppo, il cui elemento neutro corrisponde
all’applicazione costante To : I™ > s — xg € X. Se n > 2, allora 7, (X, xo)
e abeliano.

DIMOSTRAZIONE. Se F,G : I" x I — X sono due bI™-omotopie con
F(bI™ t) = G(bI™, t) = {xo} per ogni 0 <t < 1, allora anche

F-G(s;t):{

F(2s1,82,...,8n;1) se 0
G(2s1 —1,89,...,8,;t) se %

¢ una bI™-omotopia con F-G(bI",t) = {x¢} per ogni 0 <t < 1. L’operazione
su m, (X, o) € percio ben definita.
Dimostriamo ora che m, (X, zo) ¢ un gruppo per n > 1.

a. [Zg] ¢ I'elemento neutro del prodotto
Sia f € C(I"™,bI™; X, x0). Definiamo

Fy(s:8) o se 0
1(s5t) = _
f (2;1,tt7827"'78n) 5€ %

2s 2—t
f(TI,SQ,-..,Sn> SGO§81§7

FQ(S;t) = 2-t 9t 2
o se <s; <1

, ed
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La prima ¢ una bI™-omotopia tra f e Zg - f, la seconda tra f e f - Zo:

Fol Sz | ofl e N

b. Esistenza dell’inversa.
Data f € C(I",bI™; X, zp) definiamo

fs)=f(1—s1,82,--.,8n) Vs = (81,...,8,) € 1".

245

Dico che f- f ~ f- f ~ & in C(I",bI"; X, ). Osserviamo a questo scopo

che
F(s;t) = f(2ts1,s2,...,5n) seOSslg%
7 f(2t(1_81)7827"'7871> Se%§81§1
& un’omotopia tra o ed f - f. Chiaramente la F(1—s1,892,...,8,;t) € allora
un’omotopia tra Zo ed f - f perché f = f.
c. Il prodotto é associativo
L’associativita segue dallo schema:
N
foolg | hl——\f g | &
| | | |
con
f2(1+t)s1,82,---,8n) S€0§51§ﬁ
1 1 342t
F(S7t) = g (251 - 2(1+t)’52’ oo 757L) s€ 2(1+1) S S1 é 4(1+1)
4(14)s1—(3+2t) 342t
h(W’SQ’”"STO s 105 <s; <1

d. II prodotto é commutativo per n > 2. La dimostrazione della commu-

tativita del prodotto per n > 2 segue dallo schema:

| Fl | 2o 5 f 5 o | f
flog——1-—|—- = | —— |- - -
| o | g g g | o
|7
|
g | f
|
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Le omotopie sono date da:

g se 0<s1<1/2, 0<s93<1t/2
Fy(s:8) f(2s1, 227 55, 8,) se 0<s<1/2, t/2<sy3<1
s;t) =
1 g(2s1 —1,(1 +t)s2,83,...,8,) se 1/2<s3 <1, 0<s< %th
0 se 1/2<s51 <1, 15 <s <1
o se 0<s1 <At 0<s< g
Fy(s. 1) g(%ﬂs%s&...,sn) se %gslgl, 0§82§%
s,t) =
2 fl(2—=1)s1,250 — 1,83,...,8,) se 0<s < ﬁj 1/2 <359 <1
0 se o= <s1 <1, 1/2<s <1
g((1+1)s1,252,83,...,8,) se 0<s1 <, 0<s3<3
1
Fg(s): Zo s€ mﬁ«ﬁﬁt» 01§52§12
Zo s€ 0§51§§7 §§82§1
\f(2;1;t7282_17537"'7$n) se %<81<17 %§52§17
9(251,(2 — t)s2,83,...,8n) se Ogslgé, 0§52§ﬁ
se 0<s <1 L <g<1
Fi(s) =4 " SIS
o se g<s1<1, 0<s< 5
f(231_172821+f€5_1a837'-'a8n> se %SSISL %§S2§1
O
Teorema 1.5. Sia G un gruppo topologico con identita e. Allora m1(G,e)
e un gruppo abeliano.
DIMOSTRAZIONE. Siano a,f € C(I,{0,1};G,e). Definiamo 'applica-
zione
¢ I xI>(s,t)—als)pt) eG.
Osserviamo che, posto
(2t,0) se 0<t<! (0,2t) se 0<t<!
7 (t) = 1 ; 2(t) = 1 :
(1,2t —=1) se 5<t<1 (2t —1,0) se 5<t<1
abbiamo:
a-B(s)=¢ov(s), B-a(s)=do(s).
Quindi
I'xI53(s,t) = F(sit) = ¢(tra2(s) + (1 = t)n(s)) € G
€ un’omotopia tra a- S e B - a. O
Osserviamo che, se X € uno spazio topologico, g € X ed Y ¢ la compo-
nente connessa per archi di X contenente x, abbiamo m, (Y, z¢) = 7, (X, o)
per ogni n > 1, mentre l'insieme 7y(X, z() € in corrispondenza biunivoca

con le componenti connesse per archi di X.
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2. Cambiamento del punto di base e azione del gruppo
fondamentale

Sia X uno spazio topologico connesso per archi, e sia @ : I — X un
cammino continuo, di estremi zg = «(0) ed x; = a(1).
Ad esso assoceremo un’applicazione o : (X, z9) — (X, z1). Per
definirla, € conveniente utilizzare le identificazioni:
-1, ~ -1,
(X, x0) (D", 8" X, 20) e mp(X,z1) @7(D", 8" X, x1).

La ay si ottiene allora per passaggio al quoziente dall’applicazione

(2.1) ax: C(D", 8" X, 29) — C(D™, 8" 1 X 1)
definita da:
(2.2) axf=110C) se o] <5

' a(2]z] —1) se 3 <|z| <1

Chiaramente possiamo definire applicazioni
ax : C(I", bI"; X, 29) — C(I",bI™; X, 21) ed
ax : C(S™, ep; X,x0) — C(S™, e0; X, 1)
utilizzando le composizioni con gli omeomorfismi canonici
C(I™bI™; X, x9) —=— C(I™bI™; X, 1)
C(D™, 8" 1 X, xg) —=— C(D™, 8"\ X, 1)
ax:C(S™ ep; X,xz9) —— C(S™,e0; X, 21)
ok
Teorema 2.1. L’applicazione (2.1)) definisce per passaggio al quoziente un
isomorfismo
(2.3) s T (X, o) = T (X, 21).

DIMOSTRAZIONE. Si verifica infatti che (a~!), & I'applicazione inversa
di . O

Osservazione 2.2. In particolare, se «, 5 € C(I,{0,1}; X, o),

a(4s) se 0<s<i,
axf(s) =4 B(4s—1]/2) se §<s<3%,
a(4s - 3) se 3<s<1.

~

Quindi a3 & omotopa ad a3+ & (dove &(t) = «
di «).

Otteniamo quindi il seguente:

1—t) ¢ il cammino inverso
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Teorema 2.3. Sia X uno spazio topologico e sia xg € X. Per ogni intero
n > 1 Uapplicazione:

(2.4)

C(I,{0,1}; X, z0)xC(D", 8" 1 X, 20) 3 (a, f) = axf € C(D", 8" 1 X, x)

definisce per passaggio al quoziente un’azione di gruppo:
(25)  m(X,zo) x T (X, 20) 3 ([0, [f]) = o f] € mn (X, 20)

del gruppo fondamentale w1 (X, xo) sull’n-esimo gruppo di omotopia m,(X, x¢)
con punti base xg.

Per n = 1 tale azione coincide con l’inversa della rappresentazione
aggiunta.

3. Insiemi convessi in R"

Un sottoinsieme K di R™ si dice convesso se per ogni coppia di punti
zo,71 € K il segmento [xg,z1] = {zo + t(z1 — x0) |0 < ¢t < 1} & tutto
contenuto in K.

Un’applicazione f : R™ — R” si dice affine se f(xg + t(z1 — xg)) =
f(zo) +t(f(z1) — f(xo)) per ogni xp,z1 € R™ e per ogni t € R.

Proposizione 3.1. Immagini dirette e inverse di convessi mediante appli-
cazioni affini sono convesse.

Definizione 3.2. Sia K un intorno convesso di 0 in R™. La funzione di
Minkowski di K ¢ la funzione:

(3.1) qr(x) = inf{t > 0|t 'z € K}.

Proposizione 3.3. Se K ¢é un intorno convesso dell’origine di R™, la fun-
zione di Minkowski g : R™ — R & continua, positiva su R™ \ {0} e gode
delle proprieta:

gi (tr) =tgrx(x) VY eR™, V>0 (positiva omogeneita)
ax (@ +y) < qx (@) +ax(y) Va,y €R™  (subattivita).

DIMOSTRAZIONE. La positiva omogeneita segue immediatamente dalla
definizione. Dimostriamo la subattivita: siano x,y € R" e siano s > 0,¢ > 0
tali che s~lz, t71y € K. Poiché K & convesso, posto A = %,
sTlz+ Aty —s7ln) = @(w +y) € K,onde gg(z+y) <s+t ela
subadditivita si ottiene passando all’estremo inferiore a secondo membro.

Poiché 0 ¢ un punto interno di K, avremo B(0,7) C K per qualche
r > 0. Questa relazione ci da

abbiamo

1
gr(z) < =Jz| YV eR".
r

Infatti abbiamo iz € K per ogni z € R™\ {0}. Per la subadditivita

||
otteniamo allora

1
lax () — qre (y)] < ;!x -yl  Vz,yeR”
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e quindi la gx € continua. ([

Teorema 3.4. Due qualsiasi insiemi convessi e compalti con parte interna
non vuota di R™ sono omeomorfi tra loro. Ogni omeomorfismo tra le loro
frontiere si estende a un omeomorfismo tra i due convessi.

DIMOSTRAZIONE. Siano K e K’ due convessi compatti con parte interna
non vuota. A meno di una traslazione possiamo supporre che 0 sia un punto
interno di K N K’. La funzione

x
R\ {0} 5 2 — 2 cp
ax (%)
¢ continua e positivamente omogenea di grado 0. Ammette pertanto massi-
mo e minimo in R™ \ {0}. Ne segue che la

qr(z)
o(z) = q;'(ﬂﬁ) x se x#0
0 se =0

& un omeomorfismo di K su K'. O

Osserviamo infine che se K & un convesso compatto con 0 € int(K),
allora il quoziente iniettivo dell’applicazione continua bK x I 5 (z,t) — tz €
K definisce un omeomorfismo di (bK x I) /(be{o}) su K. Se ¢: bK — bK'
€ un omeomorfismo tra le frontiere di due convessi compatti che contengono

0 come punto interno, 'omeomorfismo bK x [ % bK' x I induce per
passaggio al quoziente un omeomorfismo K — K’ che estende ¢ : bK — bK’.
In particolare ogni convesso compatto con parte interna non vuota di R” &

omeomorfo a D™ e ha frontiera omeomorfa a S™~1.

4. Fibrati di Serre

Definizione 4.1. Un fibrato topologico £ 2, B e il dato di due spazi topolo-
gici F, B e di un’applicazione continua p : £ — B. Chiamiamo F lo spazio
totale, B la base e p: E — B la proiezione sulla base del fibrato F 2 B.

Se U & un sottospazio di B, porremo E|y = p~1(U) e chiameremo il
fibrato topologico E|y PUs U, ove py @ la restrizione di p a p~H(U), la
restrizione ad U del fibrato E % B.

Una sezione continua del fibrato E 2 B su un aperto U di B & un’appli-
cazione continua s : U — F tale che po s(b) = b per ogni b € U. Indichiamo
con I'(U, E) I'insieme delle sezioni continue di E su U.

Definizione 4.2. Sia £ 2 B un fibrato topologico, Y uno spazio topologico
e ¢ : Y — B un’applicazione continua. Un’applicazione f : Y — E & un
rilevamento, o Tialzamento, di ¢ se € continua e po f = ¢.

Definizione 4.3. Si dice fibrato di Serre un fibrato topologico £ 2 B che
goda della seguente proprieta:
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per ogni intero non negativo n ed ogni applicazione continua
f:I"—= E,
ogni omotopia
F:I"xI—-B di pof:I"— B
ammette un rilevamento ~
F:I"xI—FE,
(& cioe F' continua e po F' = F) che soddisfa la condizione iniziale
F(s,0) = f(s) VselI™

Esempio 4.4. I fibrati E = I 25 I = B, ove pi1(z) = 2/2 e pa(z) =
4x(1 — x) non sono fibrati di Serre. Nel primo caso, cio segue dal fatto che
lal>t— ¢(t) =t € B non si pud rilevare a un’applicazione f : E — FE
perché p; non ¢ surgettiva. Nel secondo caso consideriamo F : I? 3 (s,t) —
4s(1—s)(1—t)e B,ed f:1>s— s € E = 1. Non ¢ possibile rilevare F’
ad un’omotopia F di f.

Osserviamo che, nella definizione di fibrato di Serre, potremmo sostituire
alla coppia (I"!,I") una qualsiasi altra coppia ad essa omeomorfa. In
particolare, tutte le coppie (I"T!, A) in cui A sia un sottoinsieme proprio non

vuoto e connesso della frontiera di 7!, unione di facce chiuse dell’ipercubo
JUaEH

Lemma 4.5. Sia (X,Y) una coppia topologica omeomorfaﬂ alla coppia
(It 1), Se E 2 B ¢ un fibrato di Serre, allora

Vf€C(Y,E), VFeC(X,B) con F(y)=pof(y), YyeY
JF € C(X,E) tale che poF(x)=F(x), VzeX.

Lemma 4.6. Supponiamo che E 25 B sia un fibrato di Serre. Fissiamo un
punto & € E e sia by = p(§) € B. Sia n un intero non negativo. Ogni
¢ € C(I",0; B,by) ammette un rilevamento f € C(I",0; E,&).

DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza su n. Per n = 0 I'afferma-
zione € banale. Supponiamo ora che m sia un intero positivo e che la tesi sia
vera per n = m — 1. In particolare c’¢ un’applicazione g € C(I"™~1,0; E, &)
tale che p(g(s1,..., Sm—1)) = ¢(S1, ..y Sm—1,0), g(0,...,0) = &. Per defini-
zione di fribrato di Serre esistera allora una f : I™ ! x I = I™ — E con
f(s1y- vy 8m—1,0) = g(s1,...,8m—1) e po f = ¢. Tale f soddisfa la tesi del
lemma. [l

Lemma 4.7. Sia E % B un fibrato di Serre e siano & € E, by = p(&). Se
f7g € C(IH,O,E,fo) epo f =Ppog= ¢ € C(In70;Bvb0); allora f € g sono
{0}-omotope in un’omotopia F : I x I — E tale che po F(s;t) = ¢(s) per
ogni (s,t) € I x I.

IRicordiamo che le coppie (X,Y) ed (U, V) di spazi topologici (Y C X e V C U) sono
omeomorfe se esiste un omeomorfismo ¢ : X — U tale che ¢(Y) = V.
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DIMOSTRAZIONE. Il caso n = 0 ¢ banale. Possiamo quindi ragionare
per ricorrenza, supponendo che n > 0 e la tesi sia vera per applicazioni di
C(I"1,0; E,&). In particolare possiamo supporre che esista G : 1" 1 x I —
E continua tale che G(0;t) = &y per ognit € [ e

G(Sl, .. .,Sn_l;O) = f(Sl, .. .,Sn_l,O),
G(s1y--ySn—1;1) = g(s1,...,5,-1,0),
po G(Sl, ce ,Sn_l;t) = (]5(81, .. .,Sn_l;O).

Sia A la frontiera dell’ipercubo I
faccia {s, = 1}:

sy X i, privata dei punti interni della

A:{(sl,...,sn;t‘)EI"Jr1 sup{|2t — 1|, |1 — s,|, sup ]2sj—1|,}:1}.
<n—1

1<j<n—
Definiamo un’applicazione continua h : A — E mediante:

f(s1y..0y8n) se t=0
h(si,...,sn;t) =< g(s1,...,8n) se t=1
G(S1y...ySn—1;t) se s, =0.
Definiamo ¢(s;t) = ¢(s) per ogni (s,t) € I" x I.
Osserviamo che le coppie (I"T1, 1) ed (I"!, A) sono omeomorfe.
Per il Lemma possiamo estendere h ad un’applicazione continua
F : 1" — F tale che po F(s;t) = ¢(s;t) per ogni (s,t) € I" x I. La F
definisce allora ’omotopia cercata. [l

Teorema 4.8. Sia E 2 B un fibrato di Serre. Fissiamo un interon >0 e
siano ¢ € C(I"™1, B), fo, fi € C(I""Y, E) tali che

pofo=pofi=¢
fo(s,0) = f1(s',0) Vs eI™.
Allora esiste un’applicazione continua F : I""1 x I — E tale che poF(s,t) =
#(s) per ogni (s,t) € I"TL x T e F(s',0,t) = fo(s',0) = f1(s',0) per ogni
s'el™ edognitel.
DiMOSTRAZIONE. Come nella dimostrazione del Teorema precedente,

osserviamo che la coppia (I"*2 I"*1) & omeomorfa alla coppia (I"*2, A),
ove A & l'unione

A= (I"x {0} x Hu (I" x {0}) u (1" x {1}).
Posto ®(s,t) = ¢(s), la F cercata ¢ il rilevamento di I"*2 2, B con valori
iniziali su A:

F(s,0,t) = fo(s',0) = f1(s',0) Vs’ eI, Vtel

F(s,0) = fo(s) Vs € ["t!

F(s,1) = fi(s) Vs € I,
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5. Fibrati localmente banali

Definizione 5.1. Siano E, B spazi topologici e sia p : E — B un’applica-
zione continua. Sia F' uno spazio topologico. Diciamo F L Beun fibrato
localmente banale con fibra F se per ogni punto x € B esiste un intorno
aperto U di # in B ed un omeomorfismo ¢ : U x F — E|y che renda
commutativo il diagramma:

UxF 25 Ely

o b

Vale il seguente:
Teorema 5.2. Ogni fibrato localmente banale € un fibrato di Serre.
La dimostrazione si basa sul seguente criterio:

Lemma 5.3. Siano E, B spazi topologici e sia p : E — B continua. Condi-
zione necessaria e sufficiente affinché E 2 B sia un fibrato di Serre e che

Ply—1
per ogni x € B wi sia un intorno U di x in B tale che p~'(U) —~ 9 U

sia un fibrato di Serre.

DIMOSTRAZIONE. La condizione e chiaramente necessaria. Dimostria-
mone la sufficienza.

Siano f € C(I",E) ed F € C(I""!, B) tali che po f(s) = F(s,0) per
s € I". Poiché F(I"*1) C B & compatto, possiamo ricoprirlo con un numero

finito di aperti Uy, ..., U, di B, tali che ogni p~1(U;) pi> Uj sia un fibrato
di Serre.

A questo punto suddividiamo il cubo I™*! in cubi Q, ..., Qs, di lato
1/N, con k = N™*1 in modo tale che ciascun cubo Q, della suddivisione sia
contenuto in un aperto Uj. con 1 < j,. < /£, per ogni 1 <7 < k. Ordiniamo
i cubi @, secondo l'ordinamento lessicografico dei loro centri. (Cioe: Q1 =
{0<s<1/Nperl<i<n+1}, Qs ={1/N<s3 <2/N,e0<s; <
1/N per 2 < i < n—+ 1}, ...) In particolare, ciascun cubo @, interseca
I'unione dei precedenti in un sottoinsieme A, della propria frontiera che ¢
un’unione di facce connessa e semplicemente connessa. La coppia (Q,, A;)
risulta quindi, per ogni 7, omeomorfa alla coppia (I"*1, I").

Possiamo allora procedere per ricorrenza alla costruzione di F su U< @r,

definendo la F su Qj, in modo che poF' = F su Q}, e coincida con I'applicazio-
ne gia definita su | J, ., @, sull'intersezione Aj, = (Ur<h QT) NQp, utilizzando
I'omeomorfismo tra le coppie topologiche (It 1) e (Qp, Ap). O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA [4.8l Basta dimostrare che un fibrato
banale B x F' 2 B, ove p(b, ) = b per ogni (b,7) € B x F & di Serre. Date
f:I"2 s = (P(s),¥(s)) € BxFed:I"xI> (st) > P(s,t) € B
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con ®(s;0) = ¢(s), rialziamo ¢ ponendo @(s;tz = (P(s,t),%(s)) per ogni
(s,t) € I"™ x I. Chiaramente ® ¢ continua e po ® = ®. O

6. Successione esatta di omotopia di un fibrato di Serre

Siano X ed Y due spazi topologici non vuoti. Fissiamo xyp € X ed
yo € Y. Dall’omeomorfismo

C(S™,e0; X X Y, (w0,y0)) = C(S™, e0; X, w0) x C(S™,e0; Y, y0)
ricaviamo il:

Teorema 6.1. Con le notazioni introdotte sopra, per ogni intero n > 1
abbiamo:

(6.1) (X XY, (x0,y0)) = (X, 20) X (Y, y0) (prodotto diretto).

Quindi il calcolo dei gruppi di omotopia di un fibrato banale si riduce a
quello dei gruppi di omotopia della base e della fibra. Per i fibrati di Serre,
non vale in generale la , ma i gruppi di omotopia dello spazio totale,
della base e della fibra sono correlati da una successione esatta.

6.1. Successioni esatte.

Definizione 6.2. Sia {Aj}r=0,1,.. una successione di insiemi non vuoti, su
ciascuno dei quali sia fissato un punto base af € Ay. La coppia (Ag,ak) si
dice uno spazio puntato. Una sequenza di applicazioni:
A fn A fnfl A
(62) o= A, —— A ——— A9 ——— -
A2 f2 Al fl AO

si dice un complesso di insiemi puntati se

(6.3) fo(An) C £l (ag™%) VY >2.
La (6.2]) ¢ una successione esatta di insiemi puntati se
(6'4) fn(An) = fnifll(agi% Vn > 2.

Se gli A; hanno ciascuno una struttura di gruppo, con identita alg, e se le
fn (n > 1) sono omomorfismi di gruppi, diremo che (6.2)) ¢, rispettivamente,
un complesso, o una successione esatta di gruppi.

Mostriamo ora come ad una fibrazione di Serre corrisponda una succes-
sione esatta di omotopia (che & una successione esatta di insiemi ed una
successione esatta di gruppi se si cancellano i termini relativi all’omotopia
in grado 0).

Sia E 2 B un fibrato di Serre.
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6.2. Definizione dell’applicazione A. Sia ¢ € C(I",bI"; B,by). Sia
A la frontiera dell’ipercubo I™ privata dei punti interni della faccia {s,, = 0}:
A={selI"|sup{sp, sup [2s; —1|} =1}.
<j<n—
Poiché la coppia (I", A) & omeomorfa alla coppia (I", I"~1), per le proprieta

dei fibrati di Serre, possiamo trovare un rilevamento f € C(I", E) di ¢ tale
che

pof=¢ su I",
f(s)=¢& su A

Poiché ¢(bI™) = {bo}, f(s',0) € F per ogni s’ € I"~L. Percio la restrizione di
fad I"t~ {s € I"|s, = 0} definisce un elemento di C(I"~ 1, bI""; F &)
e quindi una classe di omotopia [f|n-1] in m,—1(F, o).

Per il Teorema [4.8] I'elemento [f|«—1] dipende solo dalla classe di omo-
topia di ¢ in 7, (B, by). Abbiamo quindi ottenuto un’applicazione

(6.5) A=A, :m(B,by) = mp_1(F, &), n>1.

6.3. La successione esatta di un fibrato di Serre.

L’inclusione ¢ : F ~ p~Y(by) — E e la proiezione p : E — B defini-
scono applicazioni ¢y : mp(F, &) — mn(E, &) € px : mn(E, &) — mn(B, bo).
Abbiamo:

Teorema 6.3. Sia E 2 B un fibrato di Serre. Allora la:

. 7rn+1<F7§0> L> 7Tn+1(Ea§0) L 7Tn+1<B7bO)

A Ux *
2 m(F &) —=— ma(B.&) —2—  ma(B,bo)

66) — (B, bo)
2 m(F &) — m(E &) —2 m(B,b)
N mo(F, &) —— mo(E,&) - mo (B, bo)

e una successione esatta di insiemi puntati.

Pern > 1 le applicazioni m,(F, &) <> m,(E, &), ma(E, &) LN (B, by)
e Tn1(B, bo) 2, mn(F, &) sono omomorfismi di gruppi.

DIMOSTRAZIONE. Il fatto che sia un complesso di insiemi punta-
ti e che py, tx, A siano omomorfismi di gruppi quando i due insiemi tra

cui agiscono hanno una struttura di gruppo, sono facili conseguenze delle
definizioni. Dimostriamo 'esattezza di .

Esattezza in m,(F, ).
Sia f € C(I",bI"™; F, &), con w.([f]) = 0.
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Cio significa che esiste un’omotopia F': I"™ x [ — FE tale che
F(s,0) = f(s) Vsel™,
F(s,t) =& V(s,t) € (bI™) x I,
F(s,1)=¢& VselI™.
Sia ¢ =po F. Allora ¢ € C(I™,bI™; B, by) ed [f] = A([¢]).
Esattezza in m,(E, &)
Sia f € C(I",bI"; E, &), con p.([f]) = 0.
Cio significa che esiste un’omotopia F': I™ x I — B tale che

F(s,0)=po f(s) Vselm™,

F(s,t) = b V(s,t) € (bI™) x I,
F(s,1) =bg Vs e I™.
Possiamo allora rialzare F' ad un’omotopia F : I"™ x I — F con le proprieta:
F(s,0) = f(s) Vs e I™,
F(s,t) =& V(s,t) € (bI™) x I,

poF(s,t) = F(s,t) V(s,t)e€I"x1I.
Allora la g : I" 3 s — F(s,1) € F & un’applicazione in C(I",bI"; F, &) e

w(g]) = [f]-

Esattezza in m, (B, by)

Sia ¢ € C(I",bI™; B,by) e sia f € C(I™,bI"™; E, &) tale che
f(8',8n) = &o Vs = (s',sn) € (blnil) x I,
f(s1)=¢& Vs el !,
pofls) = o(s) ¥serIm.

Supponiamo sia A([¢]) = 0. Allora esiste un’omotopia ® : I""! x [ — F
con le proprieta:

®(s',1) = f(s,0) Vs €I,
O(s' ) =& Vs’ € bI" !,
®(s',0) = & Vs € In L.
Definiamo h € C(I"™,bI"™; E, &) ponendo:
h(s) <I>(s/’,2sn) se ? <sp <1,
f(s,28, —1) se 5<s,<1.
Osserviamo che
b 0<s, <1
poh(s) = 0/ se 1_8n_2
#(s',25, —1) se 5<s,<1.

Quindi py([h]) = [poh] = [bo - ¢] = [bo] - [#] = [#]. La dimostrazione &
completa. O
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Definizione 6.4. Un fibrato topologico localmente banale con fibra discreta
si dice un rivestimento.

Corollario 6.5. Se E 2 B ¢ un rivestimento, & € E e by = (&), allora
Tn(E, &) ~ mp(B,bg) per ogni n > 2, e per n = 1 abbiamo la successione
esatta di insiemi puntati:

(6.7) 0 — mi(E, &) —=— m(B,bo) = mo(F, &)
Se E ¢é connesso per archi, allora la w1 (B,by) — mo(F, &) € surgettiva.

Abbiamo qui indicato con 0 I'insieme (o il gruppo) che contengono un
solo elemento.

7. Esempi

Esempio 7.1 (Gruppi di omotopia delle sfere). Sappiamo dai risultati
dei paragrafi precedenti che:

(7.1) T (S™, e0) = {O se msm—l
Z se n=m.
In generale i gruppi m,(S™, ep) non sono banali se n > m.

Il problema di calcolare tutti i gruppi di omotopia di ordine > m della
sfera S™, per un m arbitrario, non ¢ ancora completamente risolto. Sono
stati calcolati tutti i gruppi 7, (S™, eg) con per n < m + 30.

Le sfere si sono rivelati oggetti topologicamente complicati. A titolo di
esempio, riportiamo nel seguito alcuni risultati sull’omotopia delle sfere di
dimensione piccola.

Abbiamo:

(7.2) n(SY, ) = {Z se n=1

0 altrimenti.

Per la sfera S? dello spazio ordinario abbiamo, per i gruppi 7,(5?, eg) con

IZQXZgXZ5 18 52760 :ZQXZSXZ5 719 52760 :Z4XZ§XZ(3

7T20(52,€0 :Z4 XZ% ><Z3 71'21(52,60):24 XZ% XZg

7T2(S2,€0) =7 7r3(5'27eo) =7 7r4(527eo) = 7o
75(5%, e0) = Zo 76(S%, e0) = Z12 77(S?, e0) = Za
778(52, eo) =72 7r9(5'27 eo0) = Zs 7110(52, eo) = Z1s
71'11(52,60) = Zo 71'12(52,60) =72 7113(52,60) = Z1a X 72
m14(S?, €0) = Zsa x Z3 m15(S%, e0) = Z3 m16(S%, e0) = Za x Zs
( ) ( ) ( )
)

Abbiamo poi per la sfera di dimensione tre:

0 se n<?2
(5%, e0) se m>3.

(7.3) (5%, e0) = {
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L’uguaglianza segue qui dalla fibrazione di Hopf: infatti S? & omeomorfo
alla retta proiettiva complessa CP'. Allora I’applicazione naturale:

S3cC?\ {0} 32— [2] € CP!

definisce un fibrato localmente banale S3 2 $2 con fibra S!. Dalla succes-
sione esatta del fibrato:

- — ﬂn(Sl,eo) e Wn(Sg,eo) —_— Wn(SQ,eo)
— 7Tn_1(Sl,€0) —

poiché 7, (S, eq) = 0 per n > 2, otteniamo che 7, (53, eqg) ~ m,(S2, ) per
ogni n > 2.

Analogamente, S* si puo identificare alla retta proiettiva sui quaternioni
HP!, definita da

HP' = (H*\ {0}) /~
con (q1,q2) ~ (¢},¢5) < Jq € H tale che ¢} = q; - g peri = 1,2.

Possiamo identificare S7 con {(q1,q2) € H? | |q1]?> + |g2|?> = 1}. Otteniamo
allora la fibrazione di Hopf

S7 = (Q17q2) — [(q17QQ)] = S4’
La sua fibra tipica & S ed abbiamo percio la successione esatta di omotopia

- TI'n(S?’,C()) —_— Fn(SY,EO) e 7Tn(S4,60)
— 7Tn_1(S3,€0) —

Per n < 7, abbiamo ,(S”, ep) = 0 e dunque 7,(S*, eg) ~ m,_1(S>, e). Per
n = 7, dalla successione esatta

7

Zs :7r7(5’3,60) —— Z~m (S e) —— 7r7(S4,eo)

—_— 7T6(S3,60) :Z12 —_— 0:71'6(57,60)

ricaviamo che 77(S%, eq) = Z x Zs.

Osservazione 7.2. I soli gruppi m,(S™,ep) con n > m che contengano
infiniti elementi sono i gruppi m4,_1(5%™, eq). Ciascuno di essi ¢ la somma
diretta di Z e di un gruppo finito.

Abbiamo osservato sopra che m3(52,e9) = Z e m7(5%, e0) = Z x Z1a. E
poi, ad esempio, 711(S%, eq) = Z e m15(S%, eq) = Z x Z12.

Si puo definire un omomorfismo non banale 7r4m_1(82m, eo) — Z nel modo seguente.
Se f € C(S*™ ! e9; S*™ ep), possiamo innanzi tutto supporre, a meno di un’omotopia,
che la f sia di classe C*°. Per il lemma di Sard, possiamo poi scegliere due valori non critici
distinti a,b € S*™ di f. Allora M, = f~'(a) ed My = f~*(b) sono due sottovarieta di

dimensione (m —1) di $*™~*. Se M, & una sottovarieta di dimensione (2m) di §*™~!

con
bordo My, pur di aver scelto M in modo generico, M, intersechera M, trasversalmente
in un numero finito di punti. Poiché sia M, che M, sono orientate, potremo attribuire a

ciascun punto dell’intersezione un valore +1 a seconda che i sistemi di riferimento di §4™~*
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che si ottengono mettendo insieme sistemi di riferimento postivamente orientati di M, e
di M, siano orientati positivamente oppure negativamente. La somma algebrica di questi
valori £1 definisce 'indice di allacciamento N(Mq, My) di M, ed M,. Si verifica che questa

costruzione definisce un omomorfismo non banale 7r4m_1(S2m, eo) — Z (omomorfismo di
Hopf).

Abbiamo ancora una fibrazione di Hopf
S5 5 6% con fibra S7.

Essa si ottiene come restrizione alla sfera unitaria della proiezione di Ca?
sulla retta proiettiva CaP!, dove Ca ¢ l'algebra degli ottonioni o ottave di
Cayley. Ricordiamo che

Ca~H? con (q1,0) (d,d) = (0162 + Ba2, @23 + dbaq1)-

Gli elementi non nulli di Ca sono invertibili e CaP! si definisce come il
quoziente di Ca? \ {0} rispetto alla relazione di equivalenza che identifica
(a1, a2) ad (af, af) se esiste un ottonione non nullo v per cui o) = o -7y per
i = 1,2. Risulta CaP' ~ S® e la restrizione della proiezione sul quoziente
ad S¥ = {(q1,q2; g3, q1) € H* | |q1]* + |q2|® + |g3|* + |q4|* = 1} definisce una
fibrazione con fibra S7. Abbiamo allora la successione esatta di omotopia

— 7Tn(57,€0) — 7Tn(515,60) —_— 7Tn<58,€0)
—_— 7Tn_1(S7,€0) —_—

da cui otteniamo che m,(S%, eq) ~ m,_1(S7, ) per 1 < n < 15. Per n = 15
otteniamo m15(S%, eg) ~ Z x m14(S7, eq) ~ Z x Z1a0.

A titolo d’informazione, nella tabella seguente elenchiamo i gruppi di omotopia di
ordine m < n < 15 delle sfere S™ per 4 < m < 8.

7\'5(55,80) =7
79 (8%, e0) = Zo

7r13(55,eo) = Zg

7\'6(S6, 60) =7
71'10(55, 60) =0

714(8%, e0) = Zoa X Zo
7r7(S7,eo) =7
7T11(S7,60) =0
7\'15(57,80) :Zg
78(S%, e0) = Z
7\'12(58,60) =0

m5(S%, e0) = Za
79 (S*, e0) = Z2

7T13(S4, 60) = Zg

m6(S°, e0) = Zo
710(S%, e0) = Z2
71'14(85,@0) = Zg
77(S°%, e0) = Zs
7711(36,eo) =7
71‘15(36760) :Zg
ms(S7, e0) = Za

m12(S7,e0) =0

mo(S%, e0) = Zo
7T13(SS,€[)) =0

76 (8%, e0) = Zs

m10(8%, e0) = Zas X Z3

7714(34,60) = Z120 X Z12 X Za

77(S%, e0) = Z2
m11(S°, e0) = Zs

715(S°, e0) = Zra X Zo

75(S%, e0) = Zs

71'12(56760) = Zg

m9(ST, e0) = Z2

713(87, e0) = Z2

m10(S%, e0) = Za

m14(S%, e0) = Zs

7'I'7(S47 Eo) =7 X le

m11(S*, e0) = Zas

78(S°, e0) = Zaa

m12(S%, e0) = Zso

m9(S°%, e0) = Zaa

m13(5°%, e0) = Zeo

m10(S7, €0) = Zaa

714(S7, e0) = Z120

m11(S%, e0) = Zos

m15(S%, €0) = Z X Zi20
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Osservazione 7.3. La tabella sopra ¢ organizzata rispetto ai parametri n
e k di m,41(S™, o) e illustra, per valori 5 < n < 8 un fatto generale. Fissato
un intero positivo k, i gruppi di omotopia m,1x(S™, ep), per n > k + 2, sono
tutti isomorfi tra loro. Il gruppo corrispondente si dice il k-esimo gruppo
di omotopia stabile delle sfere. I gruppi m,41(S™, ep) sono stati calcolati
per k < 64. Indichiamo con Il il k-esimo gruppo di omotopia stabile delle

sfere. Riportiamo nella seguente tabella i gruppi Il ~ o4 2(S*+2, eg) per
1<k <15
Iy ~ my(S?) ~ Z2 I ~ 76(S*) ~ M5 ~ 75(S°) ~ Zay
Iy ~ mo(S%) = Il5 ~ m2(S7) = Il ~ m14(S®) ~ Zs
H7 ~ 7716(59) ~ Zioao IIg ~ 75 (510) Z Iy ~ 7720(511) ~ Zg
~ 9 (S1?) =~ 22 X Zg TIjq ~ w94 (S'3) ~ 2540 Mo =~ ma6(S™) = 0
H13 o~ mog(S10) Iy ~ m30(S"'%) ~ Iy5 ~ m32(S'") = Zusgo X Zo

Esempio 7.4 (Gruppi di omotopia degli spazi proiettivi reali). Ab-
biamo per lo spazio proiettivo reale di dimensione 1:

Z —1
(7.4) mn(RP!, b) = e
0 se n#l

e per lo spazio proiettivo reale di dimensione n > 1:

Zio se n=1
1
(7.5) A e tsnsm
se n=m

m(S™, ep) se n>2.

Esempio 7.5 (Gruppi di omotopia degli spazi proiettivi complessi).
L’applicazione p : S?"*+1 5 2z — [2] € CP™ &, per ogni m > 1, un fibrato
topologico localmente banale con fibra S'. Dalla successione esatta di un
fibrato ricaviamo allora:

(7.6) 70 (CP™,b) ~ 1, (S*™ T, eg) Vn > 3.
Abbiamo poi la successione esatta:
(7.7)
0~ 7T2<52m+1,€0) E— WQ(CPm,b) — 7~ 7T1<51,60>
—— 0~ 7T1(S2m+1,€0) E— Wl(CPm,b) E— 0
e quindi:

(7.8)

71 (CP™, b) =
WQ((CPm, b) ~7.

Esempio 7.6 (Gruppi di omotopia degli spazi proiettivi quaternio-
nii). Lo spazio proiettivo di dimensione n sui quaternioni HP" & definito
come il quoziente di H"*!\ {0} rispetto alla relazione di equivalenza

(90 q1s- -+ qn) ~ (40,41, ---»q,) < JgeH taleche ¢ =¢;-q per0<i<n.
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La restrizione alla sfera S4"*3 = {(go, q1,...,q,) € H*™ | Y0 o |ai* = 1}
della proiezione p : H* ™!\ {0} — HP™ definisce una fibrazione localmente
banale S¥"~! — HP", con fibra S3. Otteniamo perciod la successione esatta
di omotopia

e 7Tm(53760) I 7TTTL(84n+3’60) — 7-‘-Tn(]HHvapO)
— Tmo1(S3,e0) ——

Poiché ,,(5%"*3,eq) = 0 per m < 4n + 3, otteniamo che m,, (HP", pg) =~
Tm—1(S2, e0) se m < 4n+3. Abbiamo poi 7,4 3(HP™, py) =~ Z X 74n12(S3, €o)
sen > 1.

Esempio 7.7 (Gruppi di omotopia delle lenti). Fissiamo una (n + 1)-

upla (m,mq,...,my), con m intero positivo ed my,...,m, interi relativa-
mente primi con m. Sia S?"7! = {(z1,...,2,) | Py zj> = 1} la sfera
unitaria di C™ e consideriamo ’applicazione

Zx Sl s (k2. .., 2) — (zlezkmml/m, .. .,zne%’”m"/m> e §2n1,

Per passaggio al quoziente essa definisce un’azione su S?"=! del gruppo
abeliano Z,,. Il quoziente S?*~! /Zy, si dice una lente e si indica con
L(m;my, ..., my). Laproiezione nel quoziente p : S?"~1 — L(m;my,...,my)

¢ un rivestimento connesso ad m fogli. Il gruppo fondamentale di L(m;mz, ..., my,)
e isomorfo a Z,,, mentre i gruppi di omotopia d’ordine superiore sono
isomorfi a quelli della sfera S2™~ 1.

Esempio 7.8 (Gruppi di omotopia dei gruppi classici). I gruppi classi-
ci connessi sono prodotti topologici di fattori compatti, omeomorfi ai gruppi
compatti SO(n), SU(n), Sp(n), e di fattori non compatti, omeomorfi a
spazi Euclidei. Sara sufficiente quindi considerare i gruppi di omotopia dei
gruppi compatti.

I GRUPPI DI OMOTOPIA DI SO(n)
Abbiamo gia osservato che valgono gli omeomorfismi:
SO(2) ~ St
SO(3) ~ RP3
SO(4) ~ S3 x RP3.

Abbiamo percio

T (SO(2),e) ~ m, (S, ep),

T(SO(3), e) ~ m,(RP3, py),

T (SO(4), e) = m, (53, eq) x m, (RP3, po),
Vn=0,1,2,...

Se n > 2 l'applicazione:

SO(n) 2 g — g(ey) € gn—t
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definisce un fibrato localmente banale con fibra omeomorfa a SO(n — 1).
Abbiamo quindi la successione esatta:
—— Tm1(S™ L eg)
(7.9)  —— m(SO(n—1),e) —— T (SO(n),e) —— T (S" 1, ep)
e

In particolare, poiché 7,,,(S" 1, eg) =0sem <n—1em, 1(S" 1, e0) ~7Z,
otteniamo:

(7.10) Tm(SO(n),e) ~ 1, (SO(n —1),e) se m<n—2
e un omomorfismo surgettivo:
(7.11) Tn—2(SO(n — 1)) = 7m,—2(SO(n)) — 0 per n>2.

Osserviamo che questo omomorfismo € banale se n = 2,4, in quanto sono
70(SO(2), €) ~ m(S*, e0) = 0 e m2(SO(4), €) ~ T (S x RP3 x S3, (po, €)) =
0. Per n = 3 abbiamo un omomorfismo Z ~ 71(SO(2),e) — m1(SO(3),¢e) =
Zo.

Abbiamo percio
(7.12) Tm(SO(n),e) ~ 7, (SO(m + 2),e) Vn > m+ 2.

In particolare

(7.13) m1(SO(n),e) ~ 71 (SO(3),e) ~ Zy Vn >3,
(7.14) m2(SO(n),e) ~ m(SO(4),e) ~0 Vn >4,
(7.15) m3(SO(n),e) ~ 3(SO(5),e) ~ Z Vn >5,
(7.16) m4(SO(n),e) ~ m4(SO(6),e) ~ 0 Vn > 6.
Ad esempio nel caso n = 5, m = 3, abbiamo la successione esatta

—— Z~74(58% eg)
—— m3(S0(4),e) ~Z B Z —— w3(SO(5),e) —— 0~ 713(5% ep)

s
da cui possiamo dedurre che m3(SO(n),e) €, per ogni n > 5, un quoziente
di Z? rispetto a un sottogruppo abeliano libero.
Osservazione 7.9. Sono tutti calcolati i gruppi di omotopia stabile dei
gruppi ortogonali: &
Iy = 1+x(SO(n),e) VYn>k+1,
Il = ks Vk € N,

Mg=7s =2y My=0 T3=2
y=0 ;=0 TIg=0 I;=2.
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GRUPPI DI OMOTOPIA DI SU(m)
Il gruppo SU(2) & omeomorfo a S3. Per m > 3, 'applicazione
(7.17) SU(m) 3 g — g(ey) € §¥m1

definisce un fibrato localmente banale con fibra omeomorfa a SU(m — 1).
Otteniamo quindi la successione esatta:

e 7rn+1(52m’1, 60)

(7.18)  ——— 7, (SU(m —1),e) —— m(SU(m),e) —— 1 (S? 1, )

_—
da cui ricaviamo che:
(7.19) T (SU(m),e) ~ m,(SU(m —1),e) se n<2m—2

e 'omomorfismo m,(SU(m — 1),e) — m,(SU(m),e) & surgettivo per n =
2m — 2.
In particolare
0 1]/2), 9N, 2 2,
(7.20)  mn(SU(m)) ~ m™(SU([n+1]/2),e) sen ¢ 2N, 2m >n+
T (SU([n+2]/2),e) sen € 2N, 2m >n+ 2.

Abbiamo, per m > 2:

m1(SU(m),e) =0,
m2(SU(m),e) =0,
m3(SU(m), e) = Z,

(7.21) m4(SU(2),€) = Zo,
m4(SU(m),e) =0 sem >3
m5(SU(2),e) = Zo,
m5(SU(m),e) =Z sem > 3.

Ricaviamo i gruppi di omotopia di ordine 1, 2,3 della tabella. E
71 (SU(m),e) ~ m (SU(2),e) ~ m (53, e9) = 0.
Abbiamo poi
m(SU(2),e) ~ m(S%,e0) =0
e m(SU(m),e) ~ m(SU(3),e) per m > 3.
Dalla successione esatta
0 =m(SU(2),e) —— m(SU(3),e) —— ma(S%,e9) =0
ricaviamo che m2(SU(3),e) = 0 e quindi m2(SU(m),e) = 0 per ogni m.
Abbiamo ancora m3(SU(2), e) ~ m3(5%, e9) = Z e quindi dalla successio-
ne esatta
74(S% eg) — m3(SU(2),e) —— m3(SU(3),e) — m3(S°, eo)
=0 =7 =0
ricaviamo che anche m3(SU(3), e) = Z e quindi m3(SU(m), e) ~ m3(SU(3),e) =
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Z per ogni m > 3.
GRUPPI DI OMOTOPIA DI Sp(m)
Abbiamo Sp(1) ~ S3. L’applicazione:
(7.22) Sp(m) 3 g — g(eg) € S*™ !

definisce un fibrato localmente banale con fibra Sp(m—1). Otteniamo percio
una successione esatta:

——— M1 (ST eg)
(7.23) ——— 71,(Sp(m —1),e) —— 7, (Sp(m),e) —— mpy1(S* 1 e)
—
Quindi:
(7.24) Tn(Sp(m),e) ~ m,(Sp(m —1),e) se n<4m —3.
Per m = 2, poiché 7,(S7,ep) = 0 per 0 < n < 6, otteniamo che
T (Sp(2),€) ~ m,(Sp(1),e) ~ m,(S%,e9) per 0<n <B5.
Per ricorrenza, abbiamo quindi
(7.25) T (Sp(m),e) =~ m,(S%,e0) se n<5.
In generale:
T (Sp([n —1]/4),e) sen =1 mod 4,
Sp(n/4),e) sen=0 mod 4,
( 2]/4),e) sen =2 mod 4,
([n+1]

(
(7.26) T (Sp(m),e) ~ E
( /4),e) sen =3 mod 4.






CAPITOLO 17

Rivestimenti ed omotopia

1. Azioni di gruppo

In questo paragrafo richiamiamo le principali definizioni relative all’a-
zione di gruppo su un insieme e su uno spazio topologico. Ricordiamo in-
nanzi tutto che un’azione di gruppo di un gruppo G su un insieme X &
un’applicazione
1) GxX>(g,x) > greX tale che

’ g91(g2x) = (192)r V1,92 € G, V€ X.

In particolare, indicando con &(X) il gruppo delle applicazioni bigettive di
X in se, un’azione di gruppo di G su X ¢ un omomorfismo G — &(X).
Definizione 1.1. L’azione (1.1)) si dice fedele od effettiva se 'omomorfismo
G — G(X) e iniettivo.

In generale, il nucleo di questa applicazione & un sottogruppo normale

H di G, che si dice il nucleo d’infedelta dell’azione.
Abbiamo un diagramma commutativo

GxX — X

| |

(G/H) x X —— X

che definisce un’azione fedele su X del gruppo quoziente G/g.
Dato un punto z di X indichiamo con Gz e chiamiamo orbita di x per
I’azione di G, I'insieme

(1.2) Gz ={gz|gec G}
Chiamiamo stabilizzatore di x il sottogruppo G, di G:
G, ={9€ G| gr=uz}

Osserviamo che 'applicazione G 5 g — gz € G x induce, per passaggio
al quoziente, un’applicazione bigettiva:

(1.3) G/g, < Guz.

L’insieme delle orbite di G in X ¢ una partizione di X e si indica con X/G.

Definizione 1.2. Diciamo che G opera transitivamente su X se Gz = X
per qualche (e quindi per ogni) z € X.

265
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In questo caso gli stabilizzatori dei diversi punti di X sono sottogruppi
tra loro coniugati di G ed X & in corrispondenza biunivoca con l'insieme
delle classi laterali di G rispetto ad uno qualsiasi di tali sottogruppi.

Se G opera transitivamente su X, diciamo che X e uno spazio G-
0mogeneo.

Un’azione del gruppo G sull’insieme X induce naturalmente un’azione
del gruppo G sull’insieme 2% di tutti i suoi sottoinsiemi.

Sia I' C 2% una partizione di X. Diciamo che G opera su I se

(1.4) g(A)eT, VAeTl, VYged.

Chiamiamo non banale una partizione I' di X che sia diversa dalle partizioni
{X} e {{r} o€ X}.

Chiamiamo 'azione di G primitiva se non esiste nessuna partizione non
banale di X su cui operi G.

Esempio 1.3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione > 2 su un campo
K, sia X =V — {0} e sia G = GLg(V). Allora G opera transitivamente
e fedelmente su X. L’azione di G non e primitiva: infatti G agisce sulla
partizione di X formata dagli insiemi

{kv|k € K — {0}}

al variare di v in X.
E invece primitiva l’azione corrispondente di GLk (V') sul quoziente
P(V) ~ KP!.

Citiamo il seguente teorema algebrico:

Teorema 1.4. Se G opera transitivamente su un insieme X che contiene
almeno due elementi, allora condizione necessaria e sufficiente affinché G
operi in modo primitivo € che lo stabilizzatore di un qualsiasi punto di X
sta un sottogruppo proprio massimale di G.

Definizione 1.5. Indichiamo con X, 'insieme delle n-uple ordinate di punti
distinti di X. Un’azione di G su X induce in modo ovvio un’azione di G
su X,. Se questa ¢ transitiva, diremo che G opera su X in modo n-volte
transitivo.

Ad esempio, il gruppo delle affinita di una retta opera in modo doppia-
mente transitivo sulla retta.

Definizione 1.6. Supponiamo ora che G sia un gruppo topologico ed X
uno spazio topologico. Un’azione di gruppo G x X — X si dira allora
continua se tale applicazione & continua.

Essa si dira libera se per ogniz € X la G 5 g — g € X € un’immersione
topologica.

Essa si dira propria se per ogni compatto K C X l'insieme

{9€G|g(K)NK #0}

¢ relativamente compatto in G.
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Se G ¢ un gruppo discreto, ’azione di G sullo spazio topologico X &
propria se, per ogni compatto K C X, l'insieme {g € Glg(K) N K # 0} ¢
finito. Diciamo allora che G opera su X in modo propriamente discontinuo.

In questo caso vale il

Teorema 1.7. Supponiamo che un gruppo G operi in modo propriamente
discontinuo su uno spazio topologico X localmente compatto e di Hausdorff.
Allora le orbite Gx sono sottoinsiemi chiusi discreti di X e X/G & uno
spazio di Hausdorff.

DIMOSTRAZIONE. Poiché X e localmente compatto, la famiglia I" dei
compatti di X forma un ricoprimento fondamentale di X. Per l'ipotesi che
G operi in modo propriamente discontinuo, ogni A € I interseca ogni orbita
Gz in un sottoinsieme finito, e dunque in un chiuso con la topologia discreta.
Quindi Gz & un chiuso con la topologia discreta.

Siano ora x e y due punti di X non appartenenti ad una stessa orbita.
Possiamo allora trovare un intorno compatto U di x che non intersechi Gy.
Dico allora che

GU)=|J{Gz|zcU}

non interseca Gy. In caso contrario avremmo

91y = 922
con g1,92 € G, z € U e quindi
92 gy =z€U

ci darebbe una contraddizione.

Osserviamo che G(U) € un intorno di Gz. Esso € un chiuso. A questo
scopo ¢ sufficiente verificare che G(U) N K ¢ chiuso per ogni compatto K di
X.

Fissato il compatto K, I'insieme dei g € G tali che g(U)NK # () & finito:
esso e intatti contenuto in

{g € Glg(KUU)N(KUU) # 0}.

Quindi G(U) N K ¢ unione finita di compatti della forma ¢g(U) N K e percid
chiuso in quanto X ¢ di Hausdorff. Pertanto G(U) e X \ G(U) sono intorni
saturi disgiunti delle due orbite Gz e Gy. Cio dimostra che X/g ¢ di
Hausdorff. O

2. Omeomorfismi locali

Definizione 2.1. Sia p : £ — B un’applicazione continua tra due spazi
topologici E' e B. Diciamo che p & un omeomorfismo locale se ogni punto
¢ € E ha un intorno aperto W in E tale che U = p(W) sia aperto in X e
plw : W — U sia un omeomorfismo.

Osservazione 2.2. Ogni omeomorfismo locale € una applicazione aperta.
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Ricordiamo che una sezione di un fibrato topologico E 5B sull’aperto
U di B e un’applicazione s : U — FE tale che p o s = idy. Indichiamo con
I'(U, E) l'insieme delle sezioni continue di E sull’aperto U C B. Vale il
seguente

Lemma 2.3. Sia E 2 B un omeomorfismo locale.

(1) Sia U un aperto di B. Ogni sezione s € I'(U, E) é un’applicazione
aperta ed é un omeomorfismo di U sull’aperto s(U) di E.

(2) Per ogni b € p(E) e & € p~L(b) possiamo trovare un intorno aperto
U dibin B ed una sezione s € y(U, E) tale che s(b) = &.

(3) Due sezioni s; € T'(U;, E), definite su intorni aperti U; dello stesso
punto b € B (i = 1,2) e tali che s1(b) = s2(b) coincidono su un
intorno aperto U C Uy NUs di b in B.

DIMOSTRAZIONE. Sia U un aperto di B ed s € (U, E) una sezione
continua. Se & = s(b) € s(U), possiamo trovare un intorno aperto W di
¢ in FE tale che plw : W — p(WW) sia un omeomorfismo sull’aperto p(W)
di B. Poiché s e continua, possiamo trovare un intorno aperto V di b in
U tale che s(V) Cc W. Allora s|y = (p|lw) }|v & un omeomorfismo di V
sull’aperto s(V) di E. Ne segue che s ¢ un omeomorfismo locale e dunque
una applicazione aperta. Quindi s : U — s(U) ¢ continua, bigettiva e aperta
e percio un omeomorfismo.

Sia £ € E e b= p(£). Fissiamo un intorno aperto W di § in E tale che
p|w definisca un omeomorfismo di W su un aperto U = p(W) di B. L’inversa
s di tale omeomorfismo definisce allora la sezione continua cercata.

Infine, se s; : U; — E (i = 1,2) sono sezioni continue definite su intorni
aperti di b € B con s1(b) = s2(b) = &, esse coincidono sull’intorno aperto
p(Sl(Ul) N SQ(UQ)) di b. O

Corollario 2.4. Sia E % B un omeomorfismo locale. Condizione neces-
saria e sufficiente affinché E sia di Hausdorff, ¢ che B sia di Hausdorff.
Se B é uno spazio di Hausdorff, due sezioni continue definite su uno stesso
aperto U di B che assumano lo stesso valore in un punto b di U assumono
gli stessi valori sulla componente connessa di b in U.

Definizione 2.5. Siano E; 2% B (i = 1,2) due fibrati topologici sulla stessa
base B. Un omomorfismo di fibrati € un’applicazione continua ¢ : E1 — Fo
tale che py o ¢ = p1, tale cioe che ¢((E1)p) C (E2)p per ogni b € B.

Abbiamo allora

Lemma 2.6. Siano E; 25 B, i = 1,2, due omeomorfismi locali. Suppo-
nimao che B sia di Hausdorff e che FE1 ed Es siano spazi connessi. Siano
¢, 1 By — Ey due morfismi di fibrati . Se ¢(&) = () in un punto § € Eq,
allora ¢ = 1.

DiMOSTRAZIONE. Infatti ¢ e 1 sono allora omeomorfismi locali e la tesi
segue pertanto dal corollario precedente. O
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Definizione 2.7. Indichiamo con Aut(E 2, B) l'insieme degli omeomorfi-
smi di F con se stesso che sono morfismi di fibrati. Esso & un gruppo rispetto
alla composizione di applicazioni. I suoi elementi si dicono automorfismi del
fibrato e Aut(E 2 B) il gruppo degli automorfismi del fibrato.

Questo gruppo opera su ciascuna fibra di E. Per il lemma precedente, se
p € un omeomorfismo locale, ed E uno spazio di Hausdorff connesso, I’azione
su una qualsiasi fibra non vuota ¢ fedele e propriamente discontinua.

Se E & inoltre localmente compatto, 'azione del gruppo degli automor-
fismi del fibrato € anche propriamente discontinua su FE.

3. Rivestimenti

Ricordiamo che un rivestimento ¢ un fibrato £ & B localmente banale
con fibra F' discreta. Abbiamo

Lemma 3.1. Se E & B ¢ un rivestimento, allora p : E — B ¢ un
omeomorfismo locale.

In particolare possiamo applicare ai rivestimenti i rusultati dimostrati
nel paragrafo precedente.

. P . .
Teorema 3.2. Sia E — B un fibrato topologico con E connesso. Condi-
zione necessaria e sufficiente affinché esso sia un rivestimento é che siano
verificate le due condizioni:

(i) p: E — B ¢é un omeomorfismo locale surgettivo;

(ii) per ogni b € B possiamo trovare un intorno aperto U di b in B e
per ogni & € p~1(b) una sezione continua s¢ : U — E con sg(b) = &,
in modo che

(3.1) se(U)Nsy(U)=0 VE#n¢€ pL(b),
(3.2) p(0) = HseU) €€ p7H )}

DIMOSTRAZIONE. La necessita della condizione ¢ immediata. Dimo-
striamo la sufficienza.

Osserviamo che B € connesso perché immagine di un connesso mediante
una applicazione continua. Fissiamo by € B. La fibra F = Ey, = p~!(bo)
di E su by ¢ un sottospazio di F con la topologia discreta perché p ¢ un
omeomorfismo locale.

Dimostriamo che tutte le fibre Ep hanno la stessa cardinalita di F'. A
questo scopo indichiamo con A il sottoinsieme di B formato dai punti b € B
tali che si possa trovare una applicazione bigettiva oy : Ep — F.

L’insieme A & non vuoto perché contiene bg. Se b € A, scegliamo un
intorno aperto U di b in B con la proprieta (ii). Se z € U, otteniamo
un’applicazione bigettiva g : E, — FEp facendo corrispondere ad n € E,
I'unica £ € Ej, tale che s¢(x) = n. Allora, se ay, : By, — F' & bigettiva, anche
la oy = apo 3 : E, — F & bigettiva. Cio dimostra che A & aperto. Se b € A,
scegliamo un intorno U di b con la proprieta (ii). Esso contiene punti di A e
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dunque, ragionando come in precedenza, possiamo costruire un’applicazione
bigettiva di B} su F. Dunque A ¢ aperto e chiuso in B e coincide percio con
B, perché B ¢ connesso.

Otteniamo allora che E & B & un fibrato localmente banale con fibra
discreta utilizzando, con le notazioni di (ii), le trivializzazioni locali:

idy X oy

1
UxF ——— U x Ey 3 (2,§) — s¢(x) € E|U.

O

Definizione 3.3. Se le fibre di un rivestimento £ 2 B hanno cardinaliti
a, diremo che E % B ¢ un rivestimento ad « fogli.

Esempio 3.4. L’applicazione SA1 5>z — 2" € 8! & un rivestimento a n fogli.
L’applicazione R > t — e*™ = cos(27t) + isin(27wt) € S* & un rivesti-
mento a un’infinitda numerabile di fogli.

Esempio 3.5. L’applicazione S™ > x — [z] € RP" & un rivestimento a due
fogli.

Esempio 3.6 (Bottiglia di Klein). Consideriamo la relazione di equivalenza
~ su R? generata dalle (x,y) ~ (z,y+1) e (x,y) ~ (v+1,—y). La proiezione
nel quoziente 7 : R? — R? / & un rivestimento a infiniti fogli.

Esempio 3.7. Sia p(z) € Clz] un polinomio a coefficienti complessi di grado

m > 1 e sia K l'insieme dei valori critici di C 3 z — p(z) € C. Allora
C\p Y(K)— C\ K & un rivestimento a m fogli.

Teorema 3.8. Sia E 2 B un fibrato topologico in cui p sia un omeomor-
fismo locale e tutte le fibre Ey di E abbiano uno stesso numero finito m di

elementi. Se E ¢é di Hausdorff, allora E 2, B ¢ un rivestimento a m fogli.

DIMOSTRAZIONE. Sia b € B e siano &1, ..., &y, gli elementi distinti della
fibra Ej. Ognuno di essi € contenuto in un aperto W; di E tale che p|W; sia
un omeomorfismo di W; su un aperto U; di B. Possiamo inoltre supporre
Wi, ..., Wy, due a due disgiunti perché E & di Hausdorff. Allora U = Uy N
... N U, & un intorno aperto di b e risultano definite m sezioni continue
s; : U — FE con s;(U) C W;. Ne segue che

UxA{l,..,m}> (z,i) = si(x) € E|U

¢ un omeomorfismo. Infatti ¢ continua, aperta e iniettiva. Inoltre e sur-

gettiva perché le immagini delle fibre di U x {1,...,m} sono formate da m

elementi distinti e dunque coincidono con le fibre corrispondenti di F|U. La

dimostrazione ¢ completa. O
Un caso particolare di questo teorema ¢ il seguente:

Teorema 3.9. Siano M, N varieta differenziabili compatte e connesse della
stessa dimensione n. Ogni applicazione differenziabile

p:M— N

priva di punti critici € un rivestimento.
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Ad esempio, le applicazioni
St s el — eimf ¢ g
con 0 # m € Z sono rivestimenti a |m/| fogli.

Teorema 3.10. Sia E % B un rivestimento, con B di Hausdorff. Se Ey ¢
una componente connessa di E, allora

p|
Ey —2 p(Ey)

e ancora un rivestimento.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione € una facile conseguenza del Teore-
ma O

Teorema 3.11. Sia E 2 B un rivestimento, con E di Hausdorff connes-
so. Se F' ¢ una fibra di E, l'azione del gruppo Aut(E 2, B) su F induce
un isomorfismo di tale gruppo con un sottogruppo del gruppo S(F') delle
applicazioni bigettive (permutazioni) di F in sé.

DIMOSTRAZIONE. Questo enunciato &€ un’immediata conseguenza del Lem-

ma 2.9 O

Teorema 3.12 (Gerarchia dei rivestimenti). Siano E; 2% B due rivesti-
menti dello spazio topologico B, con Ei, Es di Hausdorff connessi. Ogni
morfismo di rivestimenti ¢ : Ey — FEs é un rivestimento. Viceversa, se

. . . o] N . .
EL BedE % E sono rivestimenti, anche E’ P24, B ¢ un rivestimento.

Definizione 3.13. Questo teorema ci permette di introdurre un ordina-
mento parziale nello spazio dei rivestimenti: se le condizioni della prima
parte dell’enunciato sono verificate, diremo che il rivestimento FEo 2, B
subordinato al rivestimento Ej P B e scriviamo:

(Ey 22 B) < (E1 2% B).

Due rivestimenti che siano subordinati I’'uno all’altro si dicono equivalenti: in
questo caso il momorfismo di rivestimenti ¢ un omeomorfismo che commuta
con le proiezioni sulla base.

DIMOSTRAZIONE. Il teorema & una facile conseguenza del Teorema [3.2]
]

Ad esempio, per i rivestimenti di S' C C definiti dalle applicazioni
Pm ST 3 2z = 2™ € St il rivestimento relativo a un intero m; precede
quello relativo all’intero mg nella gerarchia dei rivestimenti se e soltanto se
my divide mo.

Teorema 3.14 (Rialzamento di cammini). Sia E % B un rivestimento ed
a: I — B un cammino continuo. Fissato & € p~1(a(0)), vi & uno ed un
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solo cammino continuo & : I — E, con punto iniziale &, che rileva «, tale
cioé che

DIMOSTRAZIONE. Possiamo trovare una partizione
0=ty <t.<t,=1
dell’intervallo I tale che per ogni ¢ = 1,...,n vi sia un aperto di trivializza-
zione U; in B per cui
a([ti,l,ti]) cU;.
Sia s; la sezione continua su U; con si(a(0)) = £ e definiamo induttiva-
mente le sezioni s; su U; per 7 > 1 ponendo la condizione che s;(a(t;—1) =
si—1(a(t;—1). Definiamo allora
d(t) = si(a(t)) se te [tifl,ti].

Questo € 'unico cammino continuo in E che soddisfa le condizioni del
teorema. O

Teorema 3.15 (Rialzamento dell’omotopia). Sia E £ B un rivestimento ed
F: I" — B un’applicazione continua. Fissato & € p~1(F(0)), vi & un’unica
applicazione continua F : I — E tale che
F(0) =¢,
poF =F.
Se
F(I" x {1}) = {b},
allora anche .
F(I" < {1}) = {&}
per qualche &1 € p~L(by). )
Sen>2eF(bI") = {bo}, allora F(bI™) = {&}.
DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione segue dal fatto che un rivesti-
mento ¢ un fibrato di Serre, quindi esiste una applicazione continua F' che

rialza F'. L’unicita segue dal teorema precedente e implica le due ultime
affermazioni dell’enunciato. ([l

4. Gruppo del rivestimento

Sia E % B un rivestimento. Fissiamo un punto base & in E e sia
bo = p(&) il corrispondente punto base di B. La proiezione sulla base
induce un omomorfismo dei gruppi fondamentali:

(41) 2 7TI(E7£O) - 771(31 bO)

Definizione 4.1. L’immagime dell’lomomorfismo (4.1) si dice gruppo del
rivestimento con punto di base & e sara indicata con G(E,&p).
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L’applicazione (4.1]) ¢ iniettiva e dunque un monomorfismo di gruppi.

Teorema 4.2 (Cambiamento del punto di base). Supponiamo che lo spazio

totale E del rivestimento E 25 B sia connesso per archi e siano &y, ng due
punti della fibra Ey, = p~1(bo) per un punto fissato by € B. Se a ¢ un
cammino continuo in E di punto iniziale & e punto finale ng, allora po« é
un laccetto continuo in B e definisce un elemento g, € m1(B,by). Abbiamo
allora:

(4.2) G(E,m) = gaG(E,&)ga "

DIMOSTRAZIONE. Sia infatti 8 un laccetto continuo in E con origine
in ng. Allora a - 3-a~! & un laccetto con origine in &. Per il Teorema
del Capitolo questa applicazione induce un isomorfismo tra i gruppi
fondamentali di E rispettivamente con punti base 19 e &. La tesi segue
immediatamente. O

Studiamo ora le relazioni tra la gerarchia dei rivestimenti e i gruppi dei
rivestimenti.

Definizione 4.3. Diciamo che uno spazio topologico X e localmente con-
nesso per archi se per ogni punto x € X ed ogni intorno aperto U di x
possiamo trovare un intorno aperto V C U di x tale che due punti qualsiasi
di V possano essere congiunti da un cammino continuo tutto contenuto in

U.

Si ottiene facilmente il seguente:

. P . . \
Lemma 4.4. Sia E — B un rivestimento. Se B ¢ localemte connesso per
archi, allora ogni sezione di E su un aperto U di B che trasformi insiems
connessi per archi in insiemsi connesst per archi & continua.

Lemma 4.5. Siano E; Py B ed FEs P2 B due rivestimenti connessi e
localmente connessi per archi dello stesso spazio topologico B. Fissiamo un
punto base by in B e siano & € pl_l(bg), & e pg_l(bo) corrispondenti punti
base in E1 ed E5. Se
G(E, &) C G(E1, &),
allora possiamo trovare uno ed un solo morfismo di rivestimenti
¢ Ey— Eo

tale che
1 2
?(&) = &o-

DIMOSTRAZIONE. Siano §1 € F1 ed o un cammino continuo in Ej che
congiunga &} a ¢!, 1l cammino p; o « si rialza in modo unico a un cammino
o/ in E5 con punto iniziale {g. Il suo punto finale ¢? dipende solo da &' e
non dal cammino « prescelto. Se infatti § & un secondo cammino continuo
di punto iniziale f(l) e punto finale ¢! in E, allora - 87! & un laccetto con
origine in &}. Per ipotesi 'immagine in (B, by) della sua classe di omotopia
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¢ immagine di una classe di omotopia di un laccetto di E5 con punto iniziale
¢2 e dunque p; o (- 371) si rialza a un laccetto di E2 con punto iniziale £3.
Facendo quindi corrispondere a &1 il punto €2, otteniamo un’applicazione
¢ : B4 — FEs che commuta con le rispettive proiezioni nella base. Essa ¢
dunque un morfismo di rivestimenti, essendo continua per il Lemmalff.4 O

Da questo lemma si deduce immediatamente:

Teorema 4.6. Siano P B ed FEs P2, B due fibrati con spazi totali con-
nessi per archi sulla stessa base B. Fissiamo un punto base by in B e punti
base corrispondenti £ € p; '(bo) in E; (i = 1,2). Condizione necessaria
e sufficiente affinché il secondo sia subordinato al primo é che il gruppo di
rivestimento G(Ey, &) del primo sia contenuto in un coniugato in mi (B, bg)
del gruppo di rivestimento G(Eg,@“%) del secondo. In particolare i due rive-
stimenti sono equivalenti se e soltanto se i loro gruppi di rivestimento sono
tra loro coniugati.

Fissato un rivestimento E 2 B con E e B connessi e localmente connessi
per archi, un punto base § € F e il punto base by = p(&p) in B, indichiamo
con F' la fibra Ey, e sia

Indichiamo poi con N(E, &) il normalizzatore di G(FE, &) in w1 (B, by):
N(E,go) = {g € 7T1(B7b0) ‘ gG(E7§0)g_1 = G(Ea§0)}

Teorema 4.7. L’applicazione § : m(B,by) — F, che fa corrispondere alla
classe di omotopia del laccetto « il secondo estremo &(1) del cammino che
a con punto iniziale & che rialza o, induce per restrizione e passaggio al
quoziente una bigezione

DiMOSTRAZIONE. L’enunciato € una conseguenza dei risultati preceden-
ti. O

. p . . .
Teorema 4.8. Sia E — B un rivestimento, con E& e B connessi e localmente
connessi per archi. La composizione

(4.4) Aut(E % B) 3 ¢ = 6(&) € Fg, = A7 (6(%)) € N(E,&)/G(E, &)
e un antiisomorfismo di gruppi.

Definizione 4.9. Un rivestimento E 2 B si dice regolare o di Galois se
E e B sono connessi e localmente connessi per archi e se per qualche (e
quindi per tutti) i punti £ € E il gruppo G(F, &) & un sottogruppo normale
di 71(B,p(§)). In questo caso abbiamo

(4.5) Aut(E 2 B) ~ 71(B, by) /G(E, &)
per ogni &y € E e by = p(&o).
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5. Rivestimenti con gruppo di rivestimento assegnato

Diciamo che uno spazio topologico X & microlocalmente semplicemente
connesso se ogni punto x di X ha un intorno U tale che I'applicazione
canonica:

(5.1) m (U, x) — 71 (X, z0)

abbia immagine nulla: ogni laccetto in U di punto iniziale x ¢ omotopo
in X al laccetto costante, in una omotopia che lascia fisso il punto z. Ad
esempio, ogni varieta topologica ¢ microlocalmente semplicemente connessa,
in quanto ogni punto ha un sistema fondamentale di intorni contrattili. Vale

il:

Teorema 5.1 (Esistenza ed unicita del rivestimento universale). Se B é
uno spazio topologico di Hausdorff, connesso per archi e microlocalmente
semplicemente connesso, allora possiamo trovare un rivestimento E — B di
B con E connesso per archi e semplicemente connesso. Due rivestimenti di
B connessi e semplicemente connessi sono equivalenti.

DiMOSTRAZIONE. Fissiamo un punto by € B e definiamo l'insieme F
come unione disgiunta degli insiemi

(52) EbZﬂ'(I,O,l;B,bo,b).

Sia p : E — B ’applicazione che fa corrispondere a & € Fj il punto b di B.
Definiamo una topologia su E in questo modo: un sottoinsieme W di F &
aperto se, per ogni £ € W, detto o un cammino continuo con punto iniziale
by e punto finale b = p(£) rappresentante di £ in Ej, possiamo trovare un
intorno aperto U di b in B tale che i laccetti di punto iniziale b contenuti
in U siano omotopi in X al laccetto costante e le classi di omotopia in F;
di tutti i cammini della forma « - 8 con 5(1) =t € U e S(I) C U siano
contenuti in W.

Si verifica allora che E 2 B & un rivestimento connesso e semplicemente
connesso, con fibra m (B, by).

L’unicita e conseguenza del Teorema 4.6 O

Teorema 5.2. Sia B uno spazio topologico connesso per archi e microlo-
calemente semplicemente connesso. Sia by € B e sia G un sottogruppo di
m1(B,by). Allora possiamo trovare un rivestimento E 2, B di B, con E
connesso per archi, tale che, per un punto & € Ey,, sia G(E, &) = G.

DIMOSTRAZIONE. Sia B = B il rivestimento universale di B. Allora,
fissato un punto by € Bbo, G si puo identificare a un sottogruppo G’ del
gruppo degli automorfismi di B = B. Allora il rivestimento di B con
spazio totale B /@ € il rivestimento cercato. [l
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6. Rivestimenti di Galois

. . . . . D
Consideriamo in tutto questo paragrafo un rivestimento £ — B con E
e B spazi di Hausdorff connessi e localmente connessi. Indichiamo con Gg

il gruppo Aut(E 2 B ) degli automorfismi del rivestimento.

Teorema 6.1. Il gruppo Gpg opera su E in modo libero e propriamente
discontinuo.

DIMOSTRAZIONE. L’azione di Gg su E & libera per il Lemma[2.6} infatti
le orbite sono sottospazi discreti di E e 'applicazione Gg > g — ¢g(¢) € E
¢ iniettiva per ogni & € E.

Sia ora K un compatto di E. Dobbiamo dimostrare che I'insieme dei
g € Gg tali che g(K) N K # () ¢ finito.

Se cosi non fosse, potremmo trovare una successione {gp,} di elementi
distinti di Gg e una successione {x,,} di elementi di K tali che g,,,(z,,) € K.

Possiamo ricoprire K con un numero finito di aperti W; (i = 1,...,n)
connessi tali che p : W; — p(W;) = U; siano omeomorfismi e gli U; siano
aperti di trivializzazione di B. A meno di passare ad una sottosuccessione
e di riordinare gli indici, possiamo supporre che {x,,} C Wi e {gm(zm)} C
Ws. Sostituendo Wi con una delle componenti connesse di Wy N pil(Ug)
che contiene infiniti x,, distinti, e W5 con la corrispondente componente
connessa di Wy N p~1(U;) possiamo ancora supporre che Uy = Uy = U.
Un automorfismo di E che trasformi un punto di Wi in un punto di Ws
trasforma allora W7 in Wy per il Lemma ed ¢ univocamente determinato.
Cio contraddice il fatto che i g, fossero tutti distinti e dimostra quindi il
teorema. [l

Teorema 6.2. Perché il rivestimento E 2 B sia di Galois ¢ sufficiente che
Gpg agisca transitivamente su una delle fibre.



CAPITOLO 18

Il teorema di Van Kampen

il teorema di Van Kampen uno dei principali strumenti per il calco-
lo del gruppo fondamentale di uno spazio topologico. Venne dimostrato
indipendentemente da Karl Seifert ed Egbert Van Kampen agli inizi del
1930.

1. Prodotto libero di gruppi

Proposizione 1.1. Sia G = {G, | @ € A} una famiglia di gruppi. Pos-
stamo allora determinare un gruppo G, unico a meno di isomorfismi, tale
che:

(1) Per ogni indice o € A vi sia un monomorfismo di gruppi
(1.1) Jo: Go — G.
(2) Dato un qualsiasi gruppo H ed una qualsiasi famiglia di omomor-
fismi
b0 : G — H
vi sia uno ed un solo omomorfismo di gruppi
¢:G—H
tale che

$0ja = ¢a Vae A

Definizione 1.2. Un gruppo G con le proprieta (1) e (2) della proposizione
1.1} si inidica con *G e si dice il prodotto libero della famiglia G. Indicheremo
il prodotto libero di una famiglia finita {Gy, ..., G, } mediante G * ... * Gy,.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo innanzi tutto che il prodotto libero, se esi-
ste, & univocamente determinato a meno di isomorfismi. Sia infatti G’ un
altro gruppo e j!, : G, — G’ monomorfismi di gruppi tali che sia verificata
la proprieta (2). In particolare potremo trovare omomorfismi di gruppi

j: G = G e i G = G
tali che o .
.] © ja = jou
J "o Ja = J&
Da queste relazioni deduciamo che
j'ojoda=173"0°Ja= ja
jOj/Oja :joj(; = Jas
277
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e dunque, per 'unicita, otteniamo
joj' =ida,
j'oj=idg.
Ne segue che j e j' sono isomorfismi di gruppi.

Costruiamo ora un gruppo G che goda delle proprieta (1) e (2). Sia
E =| |G l'unione disgiunta degli insiemi G:

| |6 ={(9.0)|a €4 geGa)

ed indichiamo con P(FE) l'insieme di tutte le sequenze finite di elementi di
E. Chiamiamo F un alfabeto e P(FE) Uinsieme delle parole nell’alfabeto
E. Definiamo su P(F) una struttura naturale di monoide moltiplicativo
definendo I'operazione tra due parole mediante giustapposizione:

se (glaal)a ) (gn,an); (hlvﬁl)a ceey (hm,ﬁm) S poniamo

((917a1)7 ey (gn,ozn)) : ((hhﬂl)v ) (hmvﬁm))
= ((91,01)5 s (gns an), (h1, B1)s oy (hiny Bm))-

Questa operazione di prodotto gode della proprieta associativa e la parola
vuota € elemento neutro del prodotto. Per ottenere il gruppo G introdu-
ciamo la semplificazione di parole: conveniamo di cancellare da una parola
tutte le lettere che siano 'identita di un gruppo e di sostituire a una cop-
pia di lettere consecutive che siano elementi dello stesso gruppo la lettera
ottenuta facendone il prodotto:

((91,01), s (9is @) (Git 1, Qig1)s - (Gns )

~ ((g1, 1) s (9i9i41, %), (Giv2, Qig2)-s (Gny On))
s€ oy = j41-

In questo modo ad ogni parola si puo far corrispondere un’unica parola di
lunghezza minimale, in cui nessuna lettera e identita di un gruppo e lettere
consecutive appartengano a gruppi con indici diversi. La relazione tra parole
che corrisponde ad avere associata la stessa parola minimale & una relazione
di equivalenza. Definiamo G come il quoziente di P(F) rispetto a questa
relazione di equivalenza. Si verifica facilmente che G & un gruppo che gode
delle proprieta richieste. O

2. Teorema di Van Kampen

Sia X uno spazio topologico connesso per archi. Siano A, B due aperti
di X tali che

AUB =X,
) # AN B ¢ connesso per archi.
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Fissiamo un punto base xg € AN B. Le inclusioni:
1a:ANB— A,
1i: ANB — B,
A A= X,
iB: B — X,
inducono un diagramma commutativo di omomorfismi di gruppi:

7T1(A, 900) —Jﬁ*—> Wl(X»ﬂfo)

ZA*T T]B*

m1(AN B, ) — m1(B, xo)
Bx
Definizione 2.1. Il sottogruppo normale di 71 (A, zo) * 71 (B, xo), genera-
to dagli elementi della forma 124.() * 15«(a™!) al variare di o nel gruppo
fondamentale m1 (AN B, xg) dell’intersezione A N B, si dice il gruppo di Van
Kampen associato alla triade (X, A, B) e al punto base zg, e si indica con
K(A, B, ZL'()).

Vale il

Teorema 2.2 (Van Kampen). Sia X wuno spazio topologico connesso per
archi e siano A, B due aperti connessi per archi di X con AUB = X, ed
intersezione AN B mon vuota e connessa per archi. Fissato un punto base
xo di AN B, 'omomorfismo

(2.1) Jx :7T1<A,$0)*7T1<B,$0)—>7T1(X,$0)

indotto dagli omomorfismi ja. : (A, x9) = 71(X,20) € g« : M (B, xo) —
m1(X, xy) € surgettivo e definisce, per passaggio al quoziente, un isomorfismo
di gruppi:

71'1(A, xo) * 71'1(B,1‘0)

(2'2) K(A, B,J}o)

— 7T1(X, J}O).

DIMOSTRAZIONE. E conveniente nella dimostrazione cambiare legger-
mente le notazioni e porre 41 = A, Ay = B. Scriveremo ancora [a|x per
indicare la classe di o € C(Z,{0,1}; X, zo) in m1(X, o) e, similmente, [a]4,
per indicare la classe di o € C(Z,{0,1}; A;, z0) in 71 (A;, 20).

Dimostriamo in primo luogo che I'omomorfismo e surgettivo. Sia
a € C(I,{0,1}; X, z) un qualsiasi laccetto. Poiché I = a~1(A;)Ua~1(Ay),
possiamo fissare una partizione

(2.3) O=to<ti <ta<---<tp=1

dellintervallo I = [0,1] ed un’applicazione {1,...,m} 3 j — ¢(j) € {1,2}
tale che 'immagine a([t;_1,;]) di ciascun sottointervallo della (2.3)) sia tutta
contenuta nell’aperto A.(;). Indichiamo con s; € C(I, X) il cammino

(24) Sj(t) = Oé(tj_l + t(t]’ — t]’_l)), 0<t<1.
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Il cammino « € una riparametrizzazione del prodotto sp---s;,. Poiché i
sottospazi A1, As ed A1 N As sono tutti e tre connessi per archi, per ogni
indice j =1,...,m — 1, possiamo fissare un cammino continuo

ﬁj € C(I, 0,1; Ae(j) N As(j+1)v a(t]’), xo).

Siano 8y, B 1 laccetti costanti in zg. Ciascuno dei prodottﬂ = ijl -55-B3;
¢ un laccetto in (X, zp), con supporto contenuto in A.;y. Chiaramente
aq -+ - auy definisce la stessa classe di omotopia di « in 71 (X, zp) e si ha

(2.5) ge(len]a, ) = *[am]a,,,) = [aa]x - [am]x = [o1 - am]x = [a]x.

Cio dimostra la surgettivita di (2.1)).
Chiameremo il prodotto aq - - -y, una decomposizione di « in laccetti,
subordinata al ricoprimento {A;, Ao} di X.

11 sottogruppo K(Ai, Ag,z¢) € contenuto nel nucleo di j.. Infatti ker 7,
¢ un sottogruppo normaleﬂ di 71 (A, z9) x w1 (B, by) che contiene gli elementi
[t4 0@ * [ip odlp per ogni a € C(1,{0,1}, AN B, x).

Dividiamo la dimostrazione del fatto che K(A1, Ag, ) € proprio uguale
al nucleo di 7, in una serie di passi.

Passo 1. Sia 1y * - - - * 7, un elemento del prodotto libero 71 (A1, zg) *
m1(Ag, o). Supponiamo che per qualche j, con 1 < j < m, la classe di
omotopia 7; contenga un laccetto o con supporto in A; N Ap. Supponiamo
per fissare le idee che 7; € m(A1,20) ed indichiamo con 7];- la classe di

omotopia definita da «; in m(Ag, xp). Allora 77]-_1779 ¢ un generatore di
K(A1, Ag, z0) e percio

(e ) (e T
= (1 -k ) " (g ) (i - %) € K (A, Ag, o).

Quindi: due qualsiasi elementi del prodotto libero 71(A1,xg) * m1 (A2, zo)
sono equivalenti rispetto al sottogruppo normale K (A1, A3, xg) se sono ot-
tenuti 'uno dall’altro sostituendo a fattori liberi che hanno rappresentanti
« con supporto in A; N Ay alla classe [a]4, la classe [a]a,, o viceversa.

Passo 2. Dimostriamo ora che i prodotti [a1]a,, *- - =*[am] 4, associa-
ti a decomposizioni di uno stesso laccetto aw € C(I,{0,1}; X, z¢) in prodotti
di laccetti, subordinati al ricoprimento {A;, A2} di X, sono tutti equiva-
lenti modulo K (A1, Az, z¢). Per il Passo 1, scelte diverse delle £(j) danno
prodotti equivalenti modulo K (A1, Aa, xp). Ancora, per il Passo 1, la classe
d’equivalenza modulo K(A;, Ag, z) del prodotto [0‘1}145(1) K ek [am]AE(m)
dipende soltanto dalla partizione . Sara quindi sufficiente dimostrare

IRicordiamo che f3:(t) = Bi(1 —t) & il cammino inverso di B;.

298¢ N & un sottogruppo normale di un gruppo G, e se due elementi g,¢g" € G sono
equivalenti modulo N, e g1,g2 € G, allora anche g1gg2 e g1g'g2 sono equivalenti modulo
N. Infatti (g1992) ‘919’92 = 95 "9 9’9o € Nse g~'g' € N.
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che, se fissiamo t;_; < 7 < t; un prodotto associato ad a e che dipenda
dalla partizione

O=tg< - <t 1 <7<t < - <ty =1
¢ equivalente modulo K (A1, Aa,z) al prodotto [al]AE(l) Kook [am]A€<m).
Siano s%(t) = a(tj—1 + (1 — tj-1), s;(t) = a(r + t(t; — 7). Fissiamo un
elemento v € C(I,0,1; X, a(7),x0) con v(I) C A; se a(1) € A;, e v(I) C
A1 N Ag se a(r) € A1 N Ay, Allora
[Bos181] .y * -+ *[Bj—15iB5] 4., * -+ * [Brm—15mBm) Au
Passo 3. Sia a € C(1,{0,1}; X, x¢) e sia (2.3) una partizione per cui
a([tj-1,tj]) C Agjy, cone(j) € {0,1}, per j =1,...,m, e gli s; definiti dalle
(2.4). Siano Bj,7v; € C(1,0,1; X, a(t;), z0) con
Bi(I) U, (I) C Ay N Ac(jrn

e siano Sy, Bm, Y0, Ym 1 laccetti costanti in (X, zg). Allora

[Boslﬁl]AE(l) koeee ok [Bm—lsmﬁm]AE(m) = [’3/081/}/1]‘45(1) *oeoee ok [’ym—lsme]AE(m)
mod K(Al, AQ, l‘o).

Abbiamo infatti
[Bos1B1l .y * -+ * [Bm-15mBrm] 4,y
= Fos171) A,y * 5161 4., * [B1mi) A * [(F15272) 4, * -+
X [;Vm—lﬁm—l]Ae(mq) * [Bm—IVm—l]Ag(m) * [;Ym—lsme]Ae(m)'

Il secondo membro di questa uguaglianza e equivalente, modulo il sotto-
gruppo normale K(Aj, As, z0), al prodotto che si ottiene da esso sosti-
tuendo a ciascun fattore [8;v;]a,,,,, il fattore [Bj7;la, ). Cio & onio se
e(j) =¢e(j +1). Quando i due valori sono diversi, a(t;) € A1 N Az e v, €
un laccetto in (A; N Asg, ), per cui 'equivalenza segue dal Passo 1.

Passo 4. Possiamo ora concludere la dimostrazione.
Sia n € w1 (A1, x0) * 71 (A2, 20) un elemento del nucleo di .. Abbiamo
n = [al]Asu) K ook [am]AE(m), ove a € C(I,{0,1}; A5y, o), €(j) € {0,1}
per j=1,...,m. Sia @ = a1 - - - auy,. Per ipotesi [a]x € la classe di omotopia
del laccetto costante. Vi e percio un’omotopia
F:IxI>(ts)— F(ts) € X,
F(t70) - @(t)y
F(0,s)=F(l,s) = F(t,1)=z¢ Vt,se€l.

Suddividiamo in quadrato I x I in N? quadratini di lato 1/N:
Qij={t,s)eIxI|i—-1<Nt<i j—1<Ns<j} per 1<i,j<N.
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Scegliendo l'intero positivo IV sufficientemente grande, facciamo in modo
che, per ogni quadratino @; ; della suddivisione, F(Q; ;) sia tutto contenuto
in un aperto A ;), per €(i,j) € {1,2}. Perogni 1 <i<N—-1e0<j <
N — 1 fissiamo

Bij € C(1,0,1; Acii iy N Ac(iji1ys NAc(i1g) N Acit1 i), F /N, 5/N), %0) -

Definiamo poi B ;, Bn,;, Bi,n come il laccetto costante di (X, o) per ogni
0 <i,5 < N. Siano poi

oij(t)=F((t+i—-1)/n,j/n) 1<i<N,0<j<N,tel,
7ij(t) = F(i/n,(t+j—1)/n) 0<i<N,1<j<N,tel.

Per ogni j = 0,1,..., N consideriamo il laccetto Fj,, (t) = F(t,j/n) di
(X, z0). La sua classe di omotopia [Fj,]x ¢ I'immagine mediante j. dell’e-
lemento

M = [Bo,jo1,iB15la.0 ) % * [Bim1,i0i3Bigl Ay * - % [BN=1,j0138N3] AL v )
di m (A1, z0) * m (A2, 2z0). Per i passi precedenti della dimostrazione, 7
¢ equivalente ad 7 modulo K(A;, Az, xg). Quindi, per verificare che n €
K(A1, A9, z¢) sara sufficiente dimostrare che, perognil < j < N, e nj,lnjl

K(A1, Ag, z9). Indicando con = lequivalenza modulo K(Aj, A, x), ed
utilizzando le omotopie descritte dai quadratini @); ;—1, abbiamo

m

N =[Bo,j-170,j-101,j71,j-1B15-1]a, ;) *
ok [,81'_]_7]'—17—1'—].,j—]-o-iyj%ivj_lﬁi’j_l]AE(isj) P
cex [IBN—]_,]—].TN—17.7_1UNJ%NJ_lﬁN,]_l]AE(IJ)
=[Bo,j-101,j-181j-1]a 5 *
Ceexk [lBi_Lj_10'z‘,j—1167?7j—1]A5(id) o

% [IBN_Lj_lUN,j—lﬁN,j—l]Ae(m’)

=[Boj-101-1B1j-1)A. 1,1 *
X [/Bi—l,j—lai,j—lﬂi,j—l]As(i,j,w e
ek [BN—I,j—lO'N,j—IﬁN,j—l]Ag(m-_l) = 1j-1-
Cio completa la dimostrazione. O

Corollario 2.3. Sia X wuno spazio topologico connesso per archi. Se X =
AUB con A, B aperti connessi per archi e semplicemente connessi, ed ANB
é non vuoto e connesso per archi, allora X & semplicemente connesso.

Esempio 2.4. Le sfere S™, con n > 2, sono semplicemente connesse. Infatti
S™ = (5" \{eo})U(S™\{—eo}) ed i due sottospazi (5™ \{eo}), (S™\{—eo})
sono omeomorfi ad R™ e quindi contrattili; la loro intersezione S™ \ {#eg} &
omeomorfa al cilindro S ! x R e quindi connessa per archi se n > 2.
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3. Alcuni esempi ed applicazioni

3.1. Attaccamento di una 2-cella. Sia X uno spazio topologico con-

nesso per archi e sia
f:8t =X
una applicazione continua. Costruiamo un nuovo spazio topologico Y con-
siderando I'unione disgiunta
D*uUX

ed il suo quoziente Y ottenuto identificando i punti y € S* C D? con i punti
f(y) € X. Lo spazio topologico Y si dice ottenuto da X per attaccamento
di una 2-cella lungo f. Abbiamo inclusioni naturali:

leX—>Y
’LD2—>Y

Osserviamo che 1x € un omeomorfismo con I'immagine. Lo spazio topologico
Y & connesso per archi e possiamo calcolare il suo gruppo fondamentale
usando il teorema di Van Kampen.

Il gruppo fondamentale, a meno di isomorfismi, non dipende dalla scel-
ta del punto base. Fissiamo dunque il punto base yg = eg/2 in D? e
consideriamo il ricoprimento di Y mediante i due aperti

A =1x(X)Up2({ly| > 0}),
B=up:({ly| < 1}).

Allora AN B & omeomorfo alla corona circolare {0 < |y| < 1} e m1 (AN B, yo)
e il gruppo ciclico di ordine infinito generato da

St e 5 up(yo-e?) e ANB.
Poiché B & contrattile, w1 (B, yo) = {e} e poiché 1x(X) & un retratto di defor-
mazione di A, m1(A, yo) & isomorfo a 71 (X, zo) ove g = f(eg) e I'isomorfismo
¢ indotto dal cammino

I>t—=ap([l —tlyo +teg) €Y.
Otteniamo quindi, indicando con N(f) il sottogruppo normale di 71 (X, x¢)
generato dalla classe di omotopia [f] di f,
(3.1) m1(Y,1x (20)) ~ m1 (X, 20) /N (f)-
Corollario 3.1. m; (RIP’2) ~ Zo.

DIMOSTRAZIONE. Siano X = S' ed f : S' 3 € — f(e¥) = €2 ¢

X. Lo spazio proiettivo RP? si ottiene attaccando ad X = S una 2-cella
mediante f. Il sottogruppo normale N(f) ¢ lI‘immagine in (S, eg) ~ Z
delle applicazioni

St s e 5 20 ¢ S per k € Z.
Abbiamo quindi:

71 (RP?) ~ Z/27 = Zs.
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Esempio 3.2. In generale possiamo considerare lo spazio topologico Y,,
che si ottiene attaccando ad X = S' una 2-cella mediante 1’applicazione
fm 813 2z — 2™ e X. Risulta

m1(Ym,e0) =Z/N(f) =Z/(mZ) = L,.
Esempio 3.3. m(R? — S1,0) ~ Z.
DIMOSTRAZIONE. Sia
St = {(z,y,0)[z* +y* = 1}.

Possiamo trovare una retrazione di deformazione di R?® — S1 su

X={(Va2+12 -1+ 22=1}.

71 (R® — 51, 0) ~ m (X, 0).
Lo spazio X si ottiene attaccando ad S! una 2-cella mediante 1’applicazione
e2i0 0<o<nm
e 20 1 <h<2m.

Abbiamo quindi:

fe?) =

Poiché f e omotopa all’applicazione costante, ne segue che
m1(X,0) ~ Z.

3.2. Bouquet di circonferenze.
Esempio 3.4. Consideriamo il bouquet di due circonferenze
X={2€C||lz—-1=1}u{zeC||z+ 1| =1}.
Per calcolare 71 (X, 0), consideriamo il ricoprimento aperto di X mediante
gli insiemi

A—{zeX

1 1
Rez>—2} e B—{zeX‘Rez<2}.

Ciascuno dei due insiemi A e B si puo retrarre per deformazione su una
circonferenza e la loro intersezione A N B & connessa e contrattile. Quindi

m1(X,0) = m1 (St eg) x w1 (St e0) = Z % Z.
Esempio 3.5. Piu in generale possiamo considerare il bouquet
X,=8'v.--vs!
S—_—
n volte

di n circonferenze (n > 2). Esso ¢ il quoziente dell’'unione disgiunta di n
circonferenze rispetto alla relazione di equivalenza che identifica ad un unico
punto un punto fissato di ciascuna circonferenza:

Xn={(2,5) € 8" x {1,....n}}/ (@yx{1,...n})-

Indichiamo con p : S' x {1,...,n} — X, la proiezione nel quoziente.
Possiamo considerare il ricoprimento di X, mediante i due aperti A =
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Xo \{p((-L,n)} e B =X, \p({(-1,5) | 1 < j < n}. Allora ANBe¢
contrattile ed A si retrae per deformazione su un sottospazio omeomorfo ad
X,—1, mentre B si retrae per deformazione su un sottospazio omeomorfo ad
S1. Quindi, posto zg = p((1,1)),

71 (Xn, x0) = 1 (Xpn-1,20) *m(S1,1) =+ = Zx -+ xZ.

n volte

Esempio 3.6. Consideriamo il toro 7' = S! x S*. Esso si puo ottenere dal
quadrato @ = {(z,y) | 0 < z,y < 1} identificando tra loro i punti dei lati
opposti:

0,9) ~ (L,y), (2,0) ~ (z,1).
Possiamo quindi considerare T' come 'attaccamento di una due cella al
bouquet di due circonferenze (S!,1) v (S!,1) mediante I’applicazione

p(z*, 1) seRe(z) >0, Im(z) >0,
p(z%,2)  seRe(z) <0, Im(z) >0,
p(—2%1) seRe(z) <0, Im(z) <0,
p(—2%,2) seRe(z) >0, Im(z) <0.
Qui S*v St = {(z,h) | z € SY, h=1,2}/{(1,1),(1,2)} e p : {(2,h) |
z € S, h =12} - S'vS!e la proiezione nel quoziente. Detti a e
b gli elementi di 71(S' Vv S, p(1,1)) = Z % Z corrispondenti ai cammini
I>t— pe®t1)el >t — pe? ™ 2), rispettivamente, otteniamo che

il gruppo di Van Kampen ¢ il sottogruppo normale generato da aba='b~!.
Quindi 71 (T, z0) ~ (Z % Z) | N(aba—15-1) = 72.

S'sz2— f(z) =

Esempio 3.7. Consideriamo il sottoinsieme X,, di C definito da

m
X = {2l =1yu{lzl=2yu | {texp<’%”) 1 <t<2}.

j=1
X1 ¢ omotopicamente equivalente al bouquet di due circonferenze e quin-
di 71(X1,e0) = Z* Z. Sia ora m > 1. Siano A = X, \ {3} e B =
{z € Xm ‘—% < Arg(z) < %} Allora A si retrae per deformazione su un
sottospazio omeomorfo ad X,,_1, B si retrae per deformazione su un sot-
tospazio omeomorfo ad una circonferenza S, mentre A N B & contrattile.

Otteniamo percio
71'1(Xm, 1) :7T1<A, 1) * 7T1<B, 1) ~ 7T1(Xm_1, 1) * 7T1(Sl, 1)
oy (Xom—o, 1) # (S, 1) %y (ST, 1) ~ -
~7 %% 7.
——
(m+1) volte
Esempio 3.8. Il toro si generalizza alla sfera ad n manici. L’operazione
di aggiungere un manico a una sfera si puo effettuare togliendo dalla sfera

due calotte aperte disgiute ed attaccando ai loro bordi i bordi di un cilindro
circolare retto. La sfera ad n manici M,, si puo anche ottenere a partire dal
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disco D? = {z € C | |z| < 1} identificando coppie di punti della sua frontiera
mediante

et = ei(@_t)

U-br 7
n n

Quindi M, si ottiene attaccando una 2-cella al bouquet di n circonferenze
p:{(z,h)|z€ S, h=1,....n} = (S1, 1) v---Vv (S} 1)
mediante I'applicazione

P <22", [Arg(z)D se 0<Arg(z) <m,

nm

fz) = p<2—2n’ [%D se m < Arg(z) < 2.

se j=1,...,n,

nm

Indichiamo con a; l'elemento di m(S* V ---V S, p(1,1)) corrispondente al
laccetto p(e®, j), per j = 1,...,n. Allora 71 (StVv---v St p(1,1)) & il gruppo

libero con generatori ay,...,a,. Il quoziente
T (M, po) = m1(S" V- VST, p(1,1)) /n(y)
¢ quindi il gruppo definito dai generatori aq,...,a, e dalla relazione

-1

a1-~anafl---an =e.

Esempio 3.9. Consideriamo nel piano l'insieme X ottenuto come unione
di una circonferenza e dal perimetro di un quadrato ad essa circoscritto:

X = {a® +y* =1} U {sup(|al, ly|) = 1}.

Vogliamo calcolare 71 (X, e1). Si verifica facilmente che X ha lo stesso tipo
d’omotopia del bouquet di cinque circonferenze e quindi w1 (X, e1) ~ Z * Z *
Z x 7 x 7 (prodotto libero di cinque copie di Z).

Esempio 3.10. Sia X C R? I'unione di una sfera e della superficie di un
cubo ad essa circoscritto:

X = {2 +y* + 2> =1} U {sup(|z, |yl, |2]) = 1}.

Vogliamo calcolare 71(X, e1). Siano A= XN{z<i}eB=XnN{z>-3}.
Osserviamo che A N B si retrae per deformazione sulla figura dell’esempio
precedente. Il gruppo fondamentale 71(A N B, ep) ¢ quindi il gruppo libero
generato dalla circonferenza e dai quattro laccetti ottenuti congiungendo con
un arco al punto base uno dei triangoli curvilinei formato da un quarto del
perimetro del quadrato e da un quarto di arco di circonferenza. Osserviamo
poi che A ha lo stesso tipo di omotopia di un disco in cui si identifichino tra
loro cinque punti, cioe il quoziente del gruppo libero con cinque generatori
ai,...,as rispetto alla relazione ajas---a5 = 1, ovvero ¢ il gruppo libero
con quattro generatori. Ancora, B ¢ omeomorfo ad A ed ha quindi gruppo
fondamentale isomorfo a quello di A. Poiché la circonferenza di AN B ha
per immagine un laccetto omotopo al laccetto costante sia in A che in B,
otteniamo che (X, e1) ~ Z x Z x Z = Z (prodotto libero di quattro copie
di Z.
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3.3. Altri esempi.

Esempio 3.11. Sia £ C R? l'insieme formato da una retta e da un punto
che non le appartiene. Supponiamo, per fissare le idee, che sia

E={(2,0,2) | z € R} U{(~2,0,0)}.
Sia X = R3\ E. Ricopriamo X mediante i due aperti
A={(z,y,2) e X |z <1}, B={(z,y,2) € X|z>-1}.

Allora AN B = {(z,y,2) € R® | =1 < & < 1} & contrattile. L’aperto A si
retrae per deformazione su un sottospazio omeomorfo alla sfera S2; ’aperto
B si deforma per deformazione ad un sottospazio omeomorfo ad S'. Quindi

7T1(X,0) =~ 7T1(A,0) >I<7T1(B,0) ~ 7.

Esempio 3.12. Sia E un sottoinsieme di R? formato da n punti distinti
ed X, = R?2\ E. X, & omeomorfo ad R?\ {1,2,...,n}. Osserviamo che
A= {(z,y) € X | 2 <2} e B={(x,y) € X, | * > 1} danno un
ricoprimento aperto di X, con AN B contrattile. Poiché A & omeomorfo ad
X1 e B ad X,,,_1, abbiamo

7T1(Xn,0) 27T1(Xn_1,0) * 7T1(X1,0)
e Y 7T1(X1,0) * ---*7T1(X1,0)

-~

n volte
~Tx---x1
—_—
n volte

perché X si retrae per deformazione su un sottospazio omeomorfo ad S*.

Esempio 3.13. Sia
X ={(z,y,2) eR® | 2* + 9> + 22 =1} U {(0,0,2) | =1 < z < 1}.
Ricopriamo X con gli aperti
A= X\{0}, B=X\{(1,0,0)}.

Allora AN B ¢ contrattile, A si retrae per deformazione su S? e B si retrae
per deformazione su un sottospazio omeomorfo ad S'. Quindi

7"-I(AXVa 63) ~ 771(52760) * 7-[-1(‘5’1760) ~ 7.

Esempio 3.14. Sia X = S?U(D?x{0}) C R3, la sfera dello spazio ordinario
a cui abbiamo aggiunto i punti del cerchio che ha come bordo I’equatore.
Siano A = X \ {e3}, B = X \ {—e3}. Allora AN B ¢& contrattile, mentre A
e B si retraggono per deformazione su sottospazi omeomorfi ad S?. Quindi
T (X y 61) =0.

Esempio 3.15. Sia X = R3\ St ove S! = {(x,4,0) | z,y € R, 22+y? = 1}.
Sia bo = (%7 %7 0)

Possiamo ricoprire X mediante i due aperti A = {(z,y,2) € X | 22+y% >
0} e B={(z,9,2) € X | 22 +y? < 1}. Osserviamo che B & contrattile, che
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A si retrae per deformazione sul toro T = {(1— /22 + y2)?+2% = 1}, che si
ottiene facendo ruotare la circonferenza {(x — 1) + 2% = ;} C R2 |
all’asse z, che A N B si retrae per deformazione sul cilindro {z? + y? =
1} e quindi sulla circonferenza {z* + y*> = 1} N {z = 0}. Poiché a(t) =
(3 cos(t), 5 sin(t),0) definisce sia la classe del generatore di m (ANB, pg) ~ Z
che di uno dei due generatori di m(A,pg) ~ Z? come prodotto diretto,
otteniamo (X, pg) = Z?/Z = 7.

Esempio 3.16. Siano Y = {22 +y? =1, 2 = 0}U{(0,0,2) | z € R} C R3ed
X =R3\Y. Poiché X ¢ un retratto di deformazione del toro, 7(X, pg) ~ Z2.

intorno

Esempio 3.17. Sia X = {zyz # 0} C R3 Mediante una retrazione di
deformazione possiamo verificare che X ha lo stesso tipo d’omotopia della
sfera S? privata di 6 punti, e quindi di R? privato di 5 punti. Abbiamo
quindi, fissato pg € X, che 71 (X, pp) € isomorfo al prodotto libero di 5 copie
di Z.

Esempio 3.18. Sia D = {|z| < 1} C C}, sia K1, ..., K, una suddivisione
della frontiera S di D in archi senza punti interni comuni e sia ~ una
relazione di equivalenza su D che identifica tra loro tutti gli estremi degli
archi K1,...,k,. Sia X = D/ ~. Allora il gruppo fondamentale di X & il
gruppo libero con (n — 1) generatori.



CAPITOLO 19

CW-complessi

1. Definizioni fondamentali

Per ogni intero non negativo m siano D™ e B™ rispettivamente la pal-
la chiusa e la palla aperta di raggio 1 in R™ ed S™ la sfera unitaria di
dimensione m :

D’ = B = {0}

D" ={zeR"||jz|<1} DB™ se m>0
B"={zeR™||z| <1} Cc D™ se m>0
SO={-1,1}CR

S™ =D\ BT = {p e R" | |z] =1} se m > 0.

Definizione 1.1. Sia X uno spazio topologico. Chiamiamo cella di di-
mensione m di X un suo sottospazio A, omeomorfo a B™ mediante un
omeomorfismo ¢ : B™ — A che si estende ad un’applicazione continua

¢: DM — X

B™ inclusione Dn

( 1. 1) omeomorfismo ¢l l ¢ continua

A — X

inclusione
Una funzione ¢ con queste proprieta si dice caratteristica della cella A.
La chiusura A di una cella A si dice cella chiusa di X.
Per I'invarianza topologica della dimensione, la dimensione m della cella
A di X ¢ univocamente determinata.
Per ogni punto z di X, il sottospazio {x} ¢ una cella di dimensione 0.
Si dice decomposizione cellulare di X una partizione P di X con le
proprieta:
(1) Ogni elemento A di P & una cella;
(2) Se A € P & una cella di dimensione m, allora A\ A & unione di un
numero finito di celle di P di dimensione strettamente minore di
m.

Esempio 1.2. Consideriamo la sfera

S" = {x:(xo,...,xn) e R

289
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Posto A = {(1,0,...,0)}, B = {x € S"|zy < 1}, la P = {A, B} ¢ una
decomposizione cellulare di S™ in una cella A di dimensione 0 ed una cella
B di dimensione n.

Esempio 1.3. Consideriamo il disco D" = {z € R"||z| < 1}. Gli insiemi
A, =B" A,_1=5"1\{e1} ed Ayg = {e1} sono le celle di una decompo-
sizione cellulare di D", che consiste di una cella A, di dimensione n, una
cella A,,_1 di dimensione (n — 1) e una cella Ag di dimensione 0.

Esempio 1.4. Sia RP" lo spazio proiettivo reale di dimensione n e p :
R%fl . — RP" la proiezione canonica nel quoziente. Poniamo

A, =RP"\RP"' = p({z, # 0}),
Ap_1 = RPN\ RP"2 = p({z, =0, 2,1 #0}),

Ap = RPF\ RPF = p({z; = 0se j > k, x # 0}),

Ag = RPY = p({(1,0,...,0)}).

La P = {Ag, A1,..., Ay} € una partizione cellulare di RP" con una cella di
dimensione h per ogni 0 < h < n.

Esempio 1.5. Sia CP" lo spazio proiettivo complesso di dimensione n e
p: (CQJ L _— RP" la proiezione canonica nel quoziente. Poniamo

Agy = CP"\ CP" ' = p({z, # 0}),
Agp_ g =CP" I\ CP" 2 = p({z, =0, zp_1 #0}),

-2

Agp = CP*\ CP*' = p({zj = 0se j > k, 2 #0}),

Ap = CP° = p({(1,0,...,0)}).

La P = {Ap, A, ..., As,} € una partizione cellulare di CP" con una cella di
dimensione 2h per ogni 0 < h < n.

Esempio 1.6. Sia 7™ = R"/Z" il toro di dimensione n. Indichiamo con
w: I™ — T™ la restrizione della proiezione di R™ sul quoziente T". Per ogni
sottoinsieme F' di {1,...,n} poniamo:

Xp={z=(z1,...,2n) €I"|0<z;<1sei€F, z;=0sei ¢ F}.

Allora m(Xp) = Ap € una cella di dimensione #F' (= numero di elementi di
F)e{Ar|F C {1,...,n}} ¢ una decomposizione cellulare di 7", in cui vi
sono, per ogni intero m con 0 < m < n, (:1) celle di dimensione m.

Esempio 1.7. Consideriamo la Grassmanniana Gy, ,,(R) degli m-piani li-
neari di R™. Essa ¢ una varieta differenziabile analitica. Una carta locale



1. DEFINIZIONI FONDAMENTALI 291

con centro in un punto py = (vi,...,v) si ottiene completando la base
V1,...,U;, di pg ad una base vq,...,v, di R" e facendo corrispondere alla
matrice reale (n —m) x m

Tm+11 -+ Tmtlm
Tn,1 e Tn,m
il piano p = (v1 + 351 Tj1Vjs -« U+ DG TimVj)-
Una decomposizione cellulare di Gy, ,,(R) si ottiene utilizzando le celle
di Schubert. Definiamole a partire dalla base canonica e1,...,e, di R™.
Indichiamo con Ej = (ej,...,ep) I'h-piano generato dai primi h vettori
della base. Per ogni j =1,...,m ed ogni m-piano p € Gy, »,(R), definiamo

pj(p) = inf{h | dimg(p N Ep) = j}.

In questo modo associamo ad ogni p € Gy, (R) una sequenza crescente di
numeri interi

1< p(p) < pa(p) < -+ pm(p) < m.
Allora gli insiemi

Ay ok =10 € G (R) | pi(p) = K5},

al variare di (kq,. .., k) tra le successioni di interi con 1 < k1 < -+ < ky, <
n, formano una decomposizione cellulare di G,, ,,(R), con

. " m(m+ 1)
(1.2) d = dimg (Ap, ... k,,) = ;kj I R

Infatti, ogni elemento di p di Ay, . 1, ha un’unica base della forma

)
V1 = €y + Dok, 1,565

Up =€k, + Y. j<kn  Thy€j
Jj¢{kili<h}

Um = €k, T+ Z j<km  Thj€j-
Jé{kili<m}

La scelta del vettore vy dipende linearmente da k; — 1 parametri, quella di
v9 da kg — 2 parametri, in generale quella di vy, da kj, — h parametri. Poiché
Sopt (kn — h) & la d definita dalla (1.2)), questa descrizione di una base di
p € Ag,.... k,, definisce un omeomorfismo di R% con Aky o o

Osserviamo che Ay, ¢ 1'unica cella di dimensione 0, mentre A, _,41),...»n
¢ 'unica cella di dimensione massima (n —m)m.

Questa costruzione generalizza quella descritta nell’Esempio per lo
spazio proiettivo RP" = G,11,1(R).
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Esempio 1.8. In modo analogo si possono trovare le decomposizioni cel-
lulari delle grassmanniane complesse G, ,,(C) e quaternioniche G, (H).
La prima conterra soltanto celle di dimensione pari, la seconda celle le cui
dimensioni sono multipli di quattro.

Lemma 1.9. Sia A una cella di dimensione m di uno spazio topologico X
e sia ¢ : D™ — X una sua funzione caratteristica. Allora ¢(D™) C A. Se
X ¢ di Hausdorff, allora ¢(D™) = A.

DIMOSTRAZIONE. Poiché ¢ & continua, ¢~ (X \ A) & un aperto di D™.
Poiché ogni aperto non vuoto di D™ contiene punti di B™ e B™ N ¢ (X \
A) = 0, abbiamo ¢~}(X \ A) = 0 e quindi ¢(D™) C A. In particolare,
#(D™) = A se e soltanto se ¢(D™) & chiuso in X. L’ultima affermazione del
lemma ¢ percio conseguenza del fatto che ¢(D™) e compatto in X e quindi
chiuso in X quando X sia di Hausdorff. O

Definizione 1.10. Si dice spazio cellulare, o CW -complesso, la coppia
(X, P) di uno spazio topologico di Hausdorff X e di una sua decomposizione
cellulare P che goda delle propriet?ﬂ

(C) Per ogni A € P, l'insieme delle celle B € P che intersecano la
chiusura di A (cioé con AN B # () ¢ finito.

(W) Le celle chiuse formano un ricoprimento fondamentale di X, cioe
F C X @& chiuso in X se e soltanto se F'N A & chiuso per ogni cella
AeP.

Uno spazio cellulare (X,P) con una partizione cellulare P formata da un
numero finito di celle si dice finito.

Osserviamo che, dalla definizione di decomposizione cellulare, segue che
ogni cella chiusa A di un CW-complesso (X, P) é un’unione finita di celle
di P.

Gli esempi precedenti ci mostrano che S, D", RP", CP", T", G, m(R),
Gn,m(C), Gy m(H) sono spazi cellulari finiti.

Lemma 1.11. Sia (X, P) un CW-complesso. Per ogni Q C P, l'unione di
celle chiuse Y = Jyeq A € chiusa in X.

DIMOSTRAZIONE. Sia C € P. Allora C = CoUCU---UC,, con Cp = C
ed un numero finito di celle C, ..., ), € P, di dimensione inferiore a quella
di C'. Abbiamo

YﬂC’ZU{Ch‘OShSm e ChCY}
:U{C*h\oghgm e C,CY}.

14 lettera (C) e liniziale di closure finiteness e (W) di weak topology. La topologia
debole di un ricoprimento ¢ la topologia meno fine per cui il ricoprimento sia fondamen-
tale, cioe la topologia in cui un sottoinsieme € aperto o chiuso se e soltanto se ¢ tale,
per la topologia di sottospazio, la sua intersezione con ogni sottoinsieme del ricoprimen-
to. In questo caso si considera il ricoprimento di X mediante le celle chiuse della sua
decomposizione cellulare.
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Cio dimostra che I'intersezione di Y con qualsiasi cella chiusa € un chiuso
(perché unione finita di chiusi) e quindi Y & chiuso in X. O

Definizione 1.12. Se P ¢ una decomposizione cellulare di uno spazio to-
pologico X, possiamo considerare su X la topologia meno fine per cui
{C'|C € P} sia un ricoprimento fondamentale. Questa topologia ¢ in gene-
rale piu fine della topologia originaria, di cui si dice essere [’indebolimento
cellulare.

Esempio 1.13. Sia X il sottospazio di R? definito da:
X ={z=(z0,21,22) € $° | ma1 =nzy  con (m,n) € Z*\{(0,0)}} .
Una decomposizione cellulare P di X consiste delle celle di dimensione 1:

Appn={z e X|mx; =nz2 21 >0} m>0,necZ\{0}, (m:|n])=1
Bpp={re€X|mz; =nzy 21 <0} m>0,neZ\{0}, (m:|n])=1
Ci={reX|z2=0, z1 >0}
C_={zxeX|z2=0, 21 <0}
Diy={reX|z;=0, 2 >0}
(D-={r € X |z, =0, 22 <0}
e nelle due celle {(1,0,0)} e {(—1,0,0)}, di dimensione 0. Osserviamo che la
topologia debole di X associata a questa decomposizione cellulare e stretta-
mente piu fine di quella di sottospazio. Ad esempio, I'unione Z di una qual-

siasi cella di dimensione uno e del sottoinsieme Y = {z € X ||zo| > 1/2} &
aperta per la topologia debole, ma non per quella di sottospazio.

Proposizione 1.14. Uno spazio cellulare (X,P) ¢ finito se e soltanto se X
e compatto.

DIMOSTRAZIONE. Poiché tutte le celle chiuse sono compatte, chiaramen-
te uno spazio cellulare finito ¢ compatto perché unione finita di compatti.

Viceversa, supponiamo che X sia compatto. Per ogni cella A € P fissia-
mo un punto x4 € A e consideriamo 'insieme K = {x4| A € P}. Ogni suo
sottoinsieme interseca ogni cella chiusa al pilt in un numero finito di punti.
Quindi ogni sottoinsieme di K & chiuso in X e pertanto K € un sottospazio
chiuso di X su cui X induce la topologia discreta. Poiché X e compatto, an-
che K & compatto perché sottospazio chiuso di uno spazio compatto. Ma un
compatto con la topologia discreta ¢ un insieme finito e questo ci dimostra
che P e finito. O

Definizione 1.15. La dimensione di uno spazio cellulare (X, P) & 'estremo
superiore delle dimensioni delle celle di P. Conveniamo che ) sia cellulare
di dimensione —1.

Sia (X,P) uno spazio cellulare. Se Y C X, indichiamo con P(Y)
I'insieme delle celle di P contenute in Y :

PY)={AecP|ACY}.
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SeY =JP(Y)elaP(Y) ¢ una decomposizione cellulare di Y, diciamo che
(Y, P(Y)) & un sottospazio cellulare o un sotto-CW -complesso di (X, P).

Abbiamo:

Proposizione 1.16. Sia (X, P) uno spazio cellulare.

(i) Per ogni A € P, la coppia (A, P(A)) ¢ un sottospazio cellulare finito
di (X, P).

(79) SiaY C X. Condizione necessaria e sufficiente affinché (Y, P(Y))
sia un sottospazio cellulare di (X,P) ¢é che, per ogni y € Y, Y
contenga la chiusura della cella di P che contiene y. In particolare,
tutti © sottospazi cellulari di X sono chiusi.

(iii) Sia m un intero non negativo e sia P,y = {A € P|dim(A) < m}
linsieme delle celle di dimensione minore o uguale ad m. Il sotto-
spazio Xy = U Pm) € chiuso in X e (X, Ppn)) € un sottospazio
cellulare di (X, P).

DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione segue dalla proprieta (2) delle
decomposizioni cellulari.

Dimostriamo la (7). Se (Y,P(Y)) € un sottospazio cellulare di (X, P),
allora, per la definizione di cella e per il fatto che Y e di Hausdorff, Y deve
contenere la chiusura di ogni cella di P(Y) e quindi di ciascuna cella che
contiene un suo punto.

Viceversa, se Y contiene la chiusura di ogni cella che contiene un suo
punto, la P(Y) ¢ una decomposizione cellulare di Y.

Se A, con A € P, & una cella chiusa e ANY # (), l'intersezione ANY &
I'unione delle chiusure delle celle di P contenute in ANY ed & quindi chiusa
perché unione finita di chiusi. Ne segue che Y & un sottospazio chiuso di X.

La (iii) segue facilmente dalla (i7): infatti la chiusura di ogni cella di
dimensione h € unione di celle di dimensione minore o uguale di A e dunque
X,, contiene la chiusura di ogni cella che contiene un suo punto. O

Definizione 1.17. Il sottospazio cellulare (X, P(n)), con P,y = {4 €
Pldim(A4) < m} ed Xy = JP(m), si dice lo scheletro di dimensione m di
(X, P).

Proposizione 1.18. Ogni spazio cellulare é normale.

DIMOSTRAZIONE. Sia (X,P) un CW-complesso. Per ipotesi X & uno
spazio di Hausdorff.

Bastera quindi dimostrare che ogni coppia di chiusi disgiunti A, B di X
ammette una funzione di Urysohn. A questo scopo definiremo per induzione
funzioni continue f,, : X,, — I sullo scheletro m-dimensionale di X in modo
che f,,, sia su X,,, una funzione di Uryshon della coppia (AN X,,, BN X,,).
Se m = 0, poiché X ¢ discreto, possiamo porre fo(x) uguale a 0 su AN Xy,
alsu BN X, ead 1/2 sui punti di Xy che non appartengono ad A U B.
Supponiamo ora di aver definito f,,, : X,;, — I con le proprieta richieste.
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Per ogni cella C' € Py,1, definiamo una funzione go su C N (X, U AU B)
mediante : B
fm(x) se zeX,NC
go(x) =10 se € ANC
1 se r€BNC.

La gc @ ben definita e continua. Poiché C' & uno spazio normale, in quanto
di Hausdorff e compatto, la go si estende ad un’applicazione continua go :
A — I. Possiamo quindi definire f,,+1 ponendo f,11(x) = jo(x) su C.
Poiché {C'|C € P11} & un ricoprimento fondamentale di X, 41, ne segue
che fra1: Xma1 — I & continua, coincide con f;,, su X,, ed € una funzione
di Uryshon della coppia (AN X141, BN Xing1)-

Infine, utilizzando la successione { fp, : X;, — I}, definiamo f: X — [
ponendo f(z) = fn(z) se z € X,,. La f & ben definita ed & continua perché
lo e la sua restrizione ad ogni cella chiusa. Questa f € una funzione di
Uryshon della coppia (A4, B). O

Proposizione 1.19. Se P ¢ una decomposizione cellulare localmente finita
di uno spazio di Hausdorff X, allora (X, P) é uno spazio cellulare.

DIMOSTRAZIONE. Infatti {A|A € P} & in questo caso un ricoprimento
chiuso localmente finito e quindi fondamentale. [l

Definizione 1.20. Uno spazio cellulare (X, P) si dice localmente finito se
P ¢ localmente finita.

Abbiamo:

Proposizione 1.21. In uno spazio cellulare localmente finito (X, P), ogni
unione Y di celle chiuse € un sottoinsieme chiuso di X e (Y,P(Y)) é un
sottospazio cellulare di (X, P).

Proposizione 1.22. Sia (X,P) un CW-complesso. Ogni compatto K di
X interseca al piu un numero finito di celle di P.

DIMOSTRAZIONE. Sia Pk l'insieme delle celle in P che intersecano K.
Per ogni C' € P, scegliamo un punto x¢c € K N C. Il sottoinsieme T =
{zc|C € Pk} & chiuso e discreto in X. Poiché & contenuto in K & anche
compatto. Essendo un compatto con la topologia discreta, e finito, quindi
Px ¢ finito. O

Proposizione 1.23. Sia (X,P) un CW-complesso. Allora X ¢é connesso
se e soltanto se e connesso per archi.

DIMOSTRAZIONE. Sia zg un punto di X e sia Y il sottospazio di X che
consiste dei punti che si possono congiungere ad xy con un arco. Poiché tutte
le celle, sia aperte che chiuse, di X sono connesse per archi, (Y,P(Y)) ¢ un
sottospazio cellulare di (X, P). In modo analogo si dimostra che (CY, P(CY))
¢ anch’esso un sottospazio cellulare di (X, P), in quanto la chiusura di ogni
cella A che non interseca Y non interseca neanch’essa Y. Quindi 0Y & chiuso
ed Y e aperto e chiuso. ([l
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Proposizione 1.24. Sia (X,P) un CW -complesso.

(1) Un sottospazio Z di X ¢é unione di componenti connesse di X se e
soltanto se contiene ogni cella chiusa che lo intersechi.

(2) Per ogni m > 1 e per ogni componente connessa Y di X, lo sche-
letro m-dimensionale Y, di (Y, P(Y)) é connesso.

(3) In particolare, X é connesso se e soltanto se X1 é connesso.

DIMOSTRAZIONE. (1). Se C' ¢ un sottoinsieme connesso di X ed A € P
¢ una cella con AN C # (), allora anche C' U A & connesso, perché unione di
due connessi con almeno un punto in comune. Quindi, se il sottospazio Z
di X ¢ unione di componenti connesse di X, contiene ogni cella chiusa che
lo intersechi.

Viceversa, se Z contiene ogni cella chiusa che lo intersechi, sia Z che
il suo complementare sono chiusi. Quindi Z ¢ aperto e chiuso ed & percio
unione di componenti connesse di X.

(2). Sia T' una componente connessa di Y;, e definiamo per ricorrenza:

L =T
{Zh:U{/_HAGP,AﬂZhl#(Z)} per h>m.

Allora Z = Up,>,,, Zn € connesso e (Z,P(Z)) e un sotto-CW-complesso di
(X,P). Per costruzione Z contiene tutte le celle chiuse che lo intersecano e
quindi & unione di componenti connesse di X. Essendo connesso, coincide
con una componente connessa di X ed e percio uguale a Y.

(3). Se X & connesso, per (2) anche X7 & connesso. Viceversa, poiché
la chiusura di ogni cella di dimensione m > 1 contiene almeno una cella
di dimensione 0, la chiusura di ogni cella in P interseca X;. Percio X e
connesso se X1 € connesso. |

Proposizione 1.25. Sia (X, P) un CW -complesso.

(a) X ¢ separabile se e soltanto se P ¢é al pit numerabile.

(b) X soddisfa al primo assioma di numerabilita se e soltanto se P ¢é
localmente finita.

(c) X ¢é metrizzabile se e soltanto se P é localmente finita.

(d) X ¢ a base numerabile se e soltanto se P ¢ al pit numerabile e
localmente finito.

DIMOSTRAZIONE. (a). Supponiamo che X sia separabile e sia D un
suo sottoinsieme denso e numerabile. Per ogni x € D sia A, la cella in P
che contiene D. Dico che X = J,cp A,. Infatti il secondo membro ¢ un
chiuso (perché unione di celle chiuse) che contiene D e coincide quindi con
X. Poiché ogni cella chiusa si decompone in un numero finito di celle, ne
segue che P ¢ al pit numerabile.

Supponiamo viceversa che P sia al pit numerabile. Per ogni A € P
possiamo fissare un sottoinsieme D4 di A al pit numerabile e denso in A.
Allora D = (J cp Da ¢ numerabile ed ¢ denso in X perché ¢ denso in
ciascuna cella e quindi in ciascuna cella chiusa di X.
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(b). Supponiamo che P sia localmente finita. Sia Q l'insieme degli
A € P percui A> . L'insieme Q & finito. Dico che I'unione U = |J Q
di tutte le celle la cui chiusura contiene x € un aperto di X. Sia infatti C'
una qualsiasi cella in P. Se x ¢ C, allora CNU = (. Se x € C, allora
CNU D C. 1l complementare di C' in C' & un’unione finita C; U --- U C),
di celle in P, ciascuna di dimensione minore di quella di C. Abbiamo allora
UNC =C\U{Ci|1 <i<m, C; %z} equindi UNC & aperto in C.
Questo dimostra che U & un aperto di X. Osserviamo ora che (U, P(U)) & un
sottospazio cellulare finito di (X, P). In particolare & uno spazio compatto di
Hausdorff separabile (per il punto (a)). Ne segue che U, e a maggior ragione
il suo sottospazio aperto U, sono a base numerabile. In particolare = ha in
U, e percio anche in X, un sistema fondamentale d’intorni numerabile.

Supponiamo viceversa che x € X ammetta un sistema fondamentale
d’intorni numerabile {U,,} e supponiamo per assurdo che P non sia local-
mente finito in x, che cioeé ogni intorno U, intersechi un numero infinito di
celle di P. Possiamo allora costruire una successione x,, con z, € U, \ {z}
tale che elementi della successione corrispondenti ad indici distinti appar-
tengano a celle distinte. Ogni cella chiusa conterra allora al pili un numero
finito di elementi della successione {z,}. Quindi 'insieme S degli elementi
della successione ¢ un sottoinsieme chiuso di X e X \ S un intorno aperto
di  in X che non contiene nessuno degli intorni {U,,}, contraddicento il
fatto che questo fosse un sistema fondamentale d’intorni di z in X. Quindi
P dev’essere localmente finita in x, e questo completa la dimostrazione del
punto (b).

(¢). Se X ¢& metrizzabile soddisfa al primo assioma di numerabilita e
quindi un CW-complesso (X, P) con X metrizzabile ha una decomposizione
cellulare P localmente finita per il punto (b).

Per dimostrare il viceversa, possiamo limitarci a considerare il caso in
cui X sia connesso. Dimostriamo innanzi tutto che P & al piu numerabile.
A questo scopo fissiamo z € X e definiamo per ricorrenza:

Yo=U{A|AeP, A>x}
Y =U{A|A€eP, ANY,_1 # 0} se m>0.

Abbiamo Y, C Y411 per ogni m e l'ipotesi della finitezza locale implica
che ciascuno degli (Y, P(Y;,)) € un sottospazio cellulare finito di (X, P).
Inoltre, per costruzione, Y = (JY,, & un sottospazio cellulare di (X,P) e
Y, essendo una componente connessa di X, coincide con X. Poiché ogni
(Yo, P(Yy,)) e finito, (Y,P(Y)) = (X,P) e numerabile. Quindi X & metriz-
zabile perché ¢ uno spazio normale a base numerabile (¢ separabile per (a)
e soddisfa al primo assioma di numerabilita per (b), onde soddisfa anche al
secondo assioma di numerabilita). O
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2. Attaccamenti

Descriviamo in questo paragrafo la costruzione topologica dell’attacca-
mento, che utilizzeremo nel seguito per descrivere le proprieta dei CW-
complessi.

Definizione 2.1. Siano X; ed X» due spazi topologici, sia A un sottospa-
zio di X7 e ¢ : A — X5 un’applicazione continua. Definiamo sull’'unione
disgiunta X7 LI X9 dei due spazi topologici X7 ed X9 una relazione d’equi-
valenza identificando i punti di A con quelli di Y che ad essi corrispondono
mediante 'applicazione ¢ :

x =1y, oppure
r~y<=<xecAedy=¢(x), oppure
yeAedz = ¢(y).

Lo spazio topologico quoziente (XL X3)/ ~ si indica con Xo Uy X e si dice
ottenuto attaccando X1 ad X9 mediante l'applicazione ¢.

Abbiamo delle applicazioni canoniche p; : X; — Xs Uy X1 e g2 :
Xo — X5 Uy X1 che sono entrambe continue. La seconda ¢ un’immersione
topologica (cioé¢ un omeomorfismo con I'immagine).

Lemma 2.2. Siano X1 ed Xo due spazi topologici, sia A un sottospazio di
X1 e ¢: A— Xy un'applicazione continua. Allora {p1(X1), 72(X2)} é un
ricoprimento fondamentale di Xo Uy X7.

DIMOSTRAZIONE. Sia U un sottoinsieme di XoUg X tale che UNpi(X1)
sia un aperto di p1(X1) e U N j2(X2) sia un aperto di 7(X2) per le topologie
di sottospazio. Allora pfl(U) ¢ aperto in Xj e jgl(U) ¢ aperto in Xo. Quin-
di pl_l(U) U j2_1(U) e un aperto di X; U Xy, saturo rispetto alla relazione
d’equivalenza “~” e percio U, immagine d’un aperto saturo nella proiezio-
ne sul quoziente, ¢ aperto in X Uy X;. Cio dimostra che il ricoprimento
{p1(X1), 72(X2)} ¢ fondamentale. O

Proposizione 2.3. Se X, Xy sono spazi normali, A C X1 é chiuso e
¢+ A — Xy un’applicazione continua, allora XoUys X1 € uno spazio normale.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo innanzi tutto che i punti di XoUg X1 sono
chiusi. Infatti:

i =1" se P (XaUy X1) \ jo(X)
2 un punto se p€ jQ(XQ)
pl—l(p) _jun puillco se pe€(Xy Ug X1)\ g2(X2)
() se p € (Xa).

Cio dimostra che, se 7 : X7 U Xo — X5 Uy X7 ¢ la proiezione nel quoziente,
allora 7~ 1(p) = pfl(p) L j;l(p) ¢ chiuso in X7 U Xs. Quindi lo spazio
X2 Uy X7 soddisfa 'assioma T4 .
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Per concludere la dimostrazione, e sufficiente verificare che, se Fpy, F}
sono chiusi disgiunti di XUy X esiste una funzione di Uryshon della coppia
(Fo, F1). Poiché Xs € normale, esiste una funzione continua fs : X9 — I con
75 (Fo) € f51(0) e 55 ' (Fy) € £ (D).

Sia F=A Upl_l(FO U F1). Allora F' & un sottoinsieme chiuso di X e la
funzione :

faatopi(z)) se ze€A,
fi(x) =40 se x€p;(Fy),
1 se x€p(F),

¢ continua sul chiuso F. Per il teorema d’estensione di Uryshon, esiste
una funzione continua f; : X7 — I che prolunga f;. Definiamo allora una
funzione di Uryshon della coppia (Fp, F1) mediante:

) f2(y) se x=72(y) con y€ Xo,
f(x)_{fl(y) se z=pi(y) con yeX;.

La f & ben definita perché, per costruzione, le due definizioni danno lo
stesso valore quando = € ¢(A). Infine, poiché pif = fie J5f = f2 sono
continue, anche f ¢ continua ed e quindi una funzione di Uryshon della
coppia (Fp, F1). O

Nel seguito, per semplicita di notazione, identificheremo X5 e il sotto-
spazio ]Q(XQ) di Xy Ug X;i.

3. Applicazioni cellulari ed attaccamenti di celle

Definizione 3.1. Siano (X, P) ed (Y, Q) due CW-complessi. Un’applica-
zione f : X — Y si dice cellulare se & continua e trasforma lo scheletro
k-dimensionale di X nello scheletro k-dimensionale di Y': f(Xj) C Yj per
ogni intero k > 0.

Come conseguenza immediata della Proposizione [1.22] otteniamo :

Lemma 3.2. Siano (X,P) ed (Y,Q) due CW-complessi e sia f: X =Y
un’applicazione cellulare. Allora limmagine di una cella A € P di dimen-
sione m di X & unione di un numero finito di celle di dimensione < m di
Y. O

Sia (X,P) un CW-complesso. Sia A € P una cella m-dimensionale,
¢4 : B™ — X la sua funzione caratteristica, ¢4 : D™ — X quella della cella
chiusa A. La restrizione di ¢4 alla frontiera S™~! di D™ & un’applicazione
Sl 52 = ¢a(x) € X,n_1. Sard conveniente nel seguito scrivere B, D}
ed S per indicare la palla, il disco e la frontiera del disco associati alla cella
A.

Gli spazi cellulari si possono ottenere per attaccamenti successivi di celle.
Esprimiamo questo fatto nel seguente enunciato



300 19. CW-COMPLESSI

Teorema 3.3. Sia (X, P) un CW -complesso. Indichiamo con Py, l'insieme
delle sue celle di dimensione m e, per ogni A € Py, fissiamo una funzione
caratteristica ¢4 : By} — X di A. Indichiamo ancora con x4 : 5’2”71 —
Xm—1 la restrizione alla frontiera della (EA : D™ — X. Indichiamo con

(3'1) Xm—1: |_| S,T_l = Xm—1
A€Pm

Uapplicazione, definita sulla somma disgiunta di tante sfere (m — 1) dimen-
stonali quanti sono le celle di Pp,, che coincide con x4 sull’elemento SK‘_l
dell’unione disgiunta. L’applicazione

(3.2) Xm-1Uyy || DR — Xom
AEPm

definita come linclusione Xp,_1 — X su Xim—1, € che coincide con 'ap-
plicazione caratteristica ¢4 su By C D'}, & un omeomorfismo.

4. Prolungamenti differenziabili di funzioni continue

Dimostriamo in questo paragrafo un risultato di prolungamento che ci
sara utile nel seguito per discutere 'omotopia degli spazi cellulari.

Lemma 4.1. Sia Q un aperto di R™ ed F un chiuso di ). FEsiste allora
una funzione ¥ € C*(Q) conp =0 su F e >0 suQ\ F.

DIiMOSTRAZIONE. I punti con coordinate razionali che appartengono
ad Q N CF sono un’infinitdh numerabile. Elenchiamoli in una successione

{xp}n>1. Per ogni n sia r, = dist(z,, F U(Q) e sia x, la funzione di
classe C*°
1
se |z —xp| < 1y,
Yn(z) = { exp (Jz — 2y ]2 = 12) " "

0 altrimenti.

Possiamo poi scegliere una successione di interi strettamente positivi {c,}
tale che, per ogni n,
sup Y [ Dxn(z)] < 27",

m
z€eR la]<n

Chiaramente la somma della serie x(x) = Y °7; ¢, xn(2z) definisce una fun-
zione di classe C*°(R™) che & positiva su QN CF e si annulla sul suo com-
plementare QU F. (|

Dimostriamo ora un complemento del Lemma di estensione di Uryshon
per funzioni a valori in R™.

Lemma 4.2. Sia X uno spazio topologico normale, A un chiuso di X ed
[+ A= C una funzione continua a valori in un convesso localmente chiuso
C di R™. FEsiste allora un’applicazione continua f: X — C tale che f = f
su A.



4. PROLUNGAMENTI DIFFERENZIABILI DI FUNZIONI CONTINUE 301

DIMOSTRAZIONE. A meno di sostituire ad R™ il pitl piccolo sottospazio
affine di R™ che contiene C, possiamo supporre che C abbia parte interna non
vuota. Se C' = R", allora otteniamo la tesi applicando il lemma di estensione
di Uryshon ad ogni componente scalare dell’applicazione f. In generale,
possiamo definire un’immersione ¢ : C' — I™ la cui immagine ¢(C) sia un
aperto di /™ che contiene {x € I" | 0 < z; < 1 per j = 1,...,n}. Applicando
il Lemma di estensione Urysohn a ciascuna componente di ¢ o f, otteniamo
una g € C(X,I™) con g|a = ¢o f. Osserviamo ora che B = g~} (I"NC¢(C))
e un chiuso di X disgiunto da A. Se x € C(X,I) ¢ una funzione che vale 0
su A ed 1 su B, ed n & un punto interno di I™, allora la

ga(z) = g(z) + x(z)(n — g(=))

€ una funzione continua su X, che coincide con ¢o f su A e la cui immagine
& contenuta in ¢(C). Possiamo quindi definire f = ¢! o0 g. O

Lemma 4.3. Sia Q un aperto di R™, F un chiuso di Q, C un convesso
localmente chiuso di R™ ed f : F — C una funzione continua a valori in
C. Esiste allora una funzione continua f : Q@ — C, con f|F = f ela cui
restrizione ad QN CF sia di classe C™.

DIMOSTRAZIONE. Sia A = QN CF. Per il Lemma d’estensione di Ury-
shon, possiamo prolungare f a una funzione F' continua su 2 ed a valori in
C'. Fissiamo poi una funzione ¢ € C*(R™) con ¢ > 0 su A e ¢» = 0 su
F UL e poniamo, per z € Q:

f(x):{f(x) se r€eF
@)™ Jam F)x((2)]) Mz —y))dy  se z€A,

dove la x € una funzione non negativa, di classe C* su R™, con supporto in
D™ e me X(y)dy = 1. Per i teoremi di derivazione sotto il segno d’integrale,

la f cosi definita e di classe C*° su A. Resta da verificare che & continua
nei punti di bA. Osserviamo a questo scopo che la F', essendo continua, ¢
uniformemente continua su A. Quindi, fissato un numero reale € > 0, esiste

un 6 > 0 tale che |F(z) — F(y)| < ese |r —y| < d e z,y € A. Abbiamo
allora:

f@) - Fl)| =

[ 9@ P ) = F@)l (o) @ - )y
< [ 9@ ™ 1F@) - Pl x(gta)) (@~ v)dy
<e se 0<g(x)<d.

Quindi, se {x,} € una successione di punti di A che converge ad un punto
x € bA, abbiamo:

/(@) = f(xn)| < |f(x) = F(zn)| +|F(z0) = f(za)] =0 per n— o0
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in quanto il primo addendo a secondo membro tende a zero perché F e
un’estensione continua di f, mentre il secondo tende a zero perché g(x,)
converge a zero per r, — x € bA. Cio completa la dimostrazione. O

5. Approssimazione cellulare
Dimostriamo un lemma relativo all’attaccamento di celle.

Lemma 5.1. Sia Y uno spazio topologico, m un intero positivo, ¢ : S™ 1 —
Y wun’applicazione continua ed X =Y Uy D™. Se k & un intero posi-
tivo con k < m, allora ogni f € C(DF,S*¥ 1, X,Y) ¢ S*1-omotopa ad
un’applicazione a valori in'Y .

DIMOSTRAZIONE. Sia w : D™ — X la restrizione a D™ della proiezione
nel quoziente D™ LY — X. Essa definisce un omeomorfismo di B™ sul-
I'aperto Q = 0Y di X. Sia f € C(D¥,S*1; X,Y). Se fosse f(D*) 2 Q, a
meno di omeomorfismi potremmo ricondurci al caso in cui @w(0) ¢ f(DF).
L’applicazione :

{w([l —tlz+t[z/|z]]))  se y=w(z)conze B\ {0}

d(y,t) =
(v se yeyY

¢ una retrazione di deformazione di X \ {w(0)} su Y. Allora la F(x,t) =
®(f(x),t) & una S*¥~-omotopia di f con un’applicazione a valori in Y.

Consideriamo ora il caso generale.

Poiché f(S*1) C Y, I'insieme A = f~*({w(2)]||2| < 1/2} & un sottoin-
sieme aperto relativamente compatto in B¥ ¢ DF. Per il Lemma esiste
una funzione g : A — B™, di classe C* nei punti di A, con g(x) = w1 (f(z))
sulla frontiera bA di A. La:

~Jwty(z) + 1 -t f(=)) se €A,
& ’t)_{f(x) se z€DF\A,

& una S*~l-omotopia tra f ed un’applicazione continua

f(zx) se x€DF\A

h:D* = X, con h(z)= {w(g(aj)) o zed

Abbiamo percido h(D¥) C Y U ({|z] > 1/2}) Uw(g(A)). Per il Lemma
di Sard, poiché abbiamo supposto che k < m, I'insieme w(g(A)) ¢ di prima
categoria in 2 = w(B™). Quindi 'immagine di g non contiene w({|z| <
1/2} e quindi non contiene 2. Allora, per la prima parte della dimostrazione,
la h & S*1-omotopa ad un’applicazione a valori in Y. ([

Da questo lemma ricaviamo la

Proposizione 5.2. Sia (X,P) un CW-complesso. Sia k un intero non
negativo. Ogni f € C(D* S* 1, X X;_1) ¢ S¥'-omotopa ad una g €
C(D*, S*1 X, Xjo—1).
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DIMOSTRAZIONE. Essendo compatto, f(Dk) ¢ contenuto in un sottospa-
zio cellulare finito di (X, P). Possiamo quindi supporre che (X, P) sia finito.
Se P non contiene celle di dimensione maggiore di k, la tesi € banalmente
verificata. Supponiamo quindi che P contenga una cella 2 di dimensione
massimale m > k. Abbiamo allora, per Y = X \ Q, X =Y U, D™ per
un’opportuna funzione d’attaccamento ¢ : S™~! — Y. Per il Lemma prece-
dente, la nostra f ¢ allora S*~!-omotopa ad un’applicazione continua f; a
valori in Y. Iterando quest’argomento un numero finito di volte, otteniamo
la tesi. (]

Come conseguenza, otteniamo il :

Teorema 5.3. Sia (X,P) un CW-complesso. Fissiamo un punto xg € X
per cui {xo} sia una 0-cella. Allora, per ogni intero k > 0 l'applicazione (é
un omomorfismo di gruppi se k > 1) indotta dall’inclusione

(5.1) [tm]s @ T (X, x0) = 71 (X, 0)
e surgettiva se m > k e bigettiva se m > k.

DiMoSTRAZIONE. Fissiamo un intero k > 0. Per la proposizione prece-
dente, lapplicazione [u,,], & surgettiva per ogni m > k.

Dobbiamo dimostrare che se m > k, la e anche iniettiva.

Sia f € C(D*,S*=1; X}, ) un’applicazione S*~!-omotopa in C(D*, X)
all’applicazione costante.

Sia quindi Fy : D* x I — X un’applicazione continua con

Fo(x,0) = f(x) Yz e DF,
FQ(:L‘, 1) =Xy VY € Dk,
Fo(z,t) = xo Ve e S"h vtel.

Quindi la Fyy & un’applicazione continua sul cilindro DF x I, che vale zg in
tutti i punti di una delle due basi, D¥ x {1}, del cilindro, e sulla superficie
laterale S*~1 x I. Poiché I'immagine di f ¢ contenuta in X}, la Fy trasforma
tutta la frontiera del cilindro D* x I in X}.

Poiché tutti i convessi chiusi e limitati sono tra loro omeomorfi, mediante
un omeomorfismo tra le coppie (D**1 S¥) e (D¥ x I,b(D* x I)), possiamo
considerare la Fy come un’applicazione di C(D*1, S*: X, X}.).

Per la Proposizione , la Fy & S*-omotopa ad una Fy € C(D**!, X1 1).
Abbiamo cioe un’applicazione continua D¥ x I x I 3 (z,t,s) — Fy(x,t) € X
con le proprieta:

Fy(x,0) = f(x) Ve e DF Vsel
Fy(z,t) =z Vee Skl vtel,Vsel
Fy(x,1) =z VeeDF Vsel.

In particolare, la Fy : D¥ x I — M ¢, in C(D*,S*1; X;,1,z0), una
Sk=1_omotopia di f con I'applicazione costante. O
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6. Una proprieta di omotopia delle coppie cellulari

Definizione 6.1. Sia (X, P) un CW-complesso e sia Y un sottospazio cellu-
lare di X. Per ogni C € P sia d(C) la sua dimensione e ¢¢ : Dg(c) —C CX,
I’estensione al disco chiuso della sua funzioni caratteristica.

Costruiamo per ricorrenza una successione di funzioni continue R(m) .
Y U X,,, — I, nel modo seguente.

Poniamo
h§9) () =0 se zeY,
h§9)(x) =1 se z€XynCY.

Se m > 0, ed abbiamo gia costruito Rm=1 . Y U X,,_1 — I, definiamo
hg;n) :Y U X, — I mediante

hgf%l)(x) se xeYUXp_1

B @) = 4 (A= 1ED+ el h" Y (0e () sew = oc(©) con € € By \ {0},

1 se X = ¢C(0)>
quando x € ¢ (B™), per una C € Py, con CNY =10).

La hy(x) = hg;n) (X) su ogni X,,, ¢ una funzione continua hy : X — I con
f71(0) =Y. Essa si dice funzione caratteristica della coppia (X,Y).

L’aperto Uy = {z € X |hy(z) < 1} si dice un intorno proprio di Y in
X. Esso si ottiene aggiungendo ad Y, per ogni cella C il cui centro non
appartenga ad Y, ma la cui frontiera interseca Y, i raggi che congiungono il
centro di C' ai punti di Y NbC.

Vale il

Lemma 6.2. Ogni sottospazio cellulare Y di un CW -complesso (X,P) é
un retratto di deformazione stretto del suo intorno proprio.

DIMOSTRAZIONE. Una retrazione di deformazione di Uy su Y ¢ la:

T se xeY,

e cCNy =0, cny 0,
O(x,t) = 9 Go((1 - £)(E/IE]) + t€) Se{gczqgc(g) 5eDd(C;&\{0}~

Osserviamo che ® ¢ ben definita su Uy x I perché hy (¢c(t§)) = 1 se § €
DANA{0} e go(&/1€) ¢ Y- R

Corollario 6.3. Sia (X, P) un CW-complesso ed Y un suo sottospazio cel-
lulare. Allora per ogni spazio topologico Z, per ogni applicazione continua
f X — Z ed ogni omotopia F :' Y x I — Z di fl|y, esiste un’omotopia
F:X xI— Z di f che prolunga F.
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DiMosTRAZIONE. Utilizziamo le notazioni introdotte nella discussione
svolta finora. Definiamo in primo luogo una G : Uy x I — X mediante:

Glar, ) = {;{;(m,min{l,t/hy(x)}) 22 z i gy \Y

La G e un’applicazione continua, che descrive ancora una retrazione di defor-
mazione dell’intorno caratteristico Uy di Y su Y. Utilizzando la G definiamo
una ¥ : X x I — X x I mediante:

(1) = (G(x,max{0,t — hy (x)}), max{0,t — 2hy (x)}) se x €Uy
U (2,0) se zeX\Uy.

La WU & continua e definisce una retrazione di X x I su (X x {0})U (Y x I).
Se ora Z ¢ un qualsiasi spazio topologico, f : X — Z un’applicazione
continua ed F': Y x I — Z un’omotopia di f|y, allora la:

F(at) = fx) se t=0,zeX
’ F(z,t) se tel,z€Y

€ continua e quindi la:
F(z,t)=foU(x,t) per (z,t)eX xI
¢ un’omotopia di f che estende F'. ([

Questo corollario ci dice che, se Y € un sottospazio cellulare di uno spazio
cellulare X, allora linclusione Y — X & una cofibrazione. Nel paragrafo
successivo discuteremo brevemente il concetto di cofibrazione.

7. Cofibrazioni

Poiché I'intervallo I ¢ uno spazio di Hausdorff localmente compatto, per
ogni coppia di spazi topologici X, Z, applicazione canonica C(X x I,Z) —
C(X,C(I,Z)) ¢ un omeomorfismo. Possiamo identificare quindi un’omotopia
F' di applicazioni continue di X in Z ad un’applicazione continua F': X —
C(1,Z), che ad ogni punto x di X faccia corrispondere un cammino continuo
I>t— F(z,t) e Zin Z.

Definiamo una cofibrazione di X come il dato di uno spazio topologico
Y e di un’immersione topologica ¢ : Y — X tale che, per ogni applicazione
f €C(X,Z) ed ogni omotopia F' € C(Y,C(I,Z)) di f o si possa trovare
un’omotopia F € C(X,C(I, Z)) che renda commutativo il diagramma :

y « x L.z

H L

Y — C(I,2) —— Z
F Po

dove pyp : C(I,Z) > a — «(0) € Z e lapplicazione che associa ad ogni
cammino continuo in Z il suo punto iniziale.
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Nel seguito identificheremo per semplicita Y con la sua immagine +(Y") C
X.

Lemma 7.1. Se1:Y — X ¢ una cofibrazione, allora (X x {0}) U (Y x I)
e un retratto del cilindro X x I.
In particolare, se X e di Hausdorff, Y e un sottospazio chiuso di X.

DiMOSTRAZIONE. Una retrazione
p: X xI—(Xx{0}HUu((Y xI)
¢ un’estensione dell’omotopia
F:Y xI>(z,t)— (z,t) € (X x{0}) U (Y x1I)
della restrizione ad Y dell’immersione
X3z— (2,0 e (X x{0}HhUu((Y xI).

Se X ¢ di Hausdorff, anche il prodotto X x I € uno spazio di Hausdorff e
quindi il suo retratt(ﬂ (X x {0} U(Y x I) e chiuso in X x I. L’applicazione
p1:X >x — p(x,1) € X x I & continua e quindi Y = p; *([X x 0]U[Y x I])
e chiuso perché immagine inversa di un chiuso mediante un’applicazione
continua. U

Proposizione 7.2. Se Y — X ¢ una cofibrazione e Y é contrattile, allora
la proiezione (X,Y) — (X/v,[Y]) é un’equivalenza omotopica.

DIMOSTRAZIONE. Siano (X,Y) ed (X', Y”) due coppie topologiche. Ri-
cordiamo che esse sono omotopicamente equivalenti se esistono due applica-
zioni f € C(X,Y; XY )eg e C(X',Y'; X,Y) tali che fog sia omotopa all’i-
dentita in C(X',Y'; X', Y') e go f sia omotopa all’identita in C(X,Y; X, Y).

Sia F': Y xI — Y un’omotopia tra l'identita ed un’applicazione costante.
Per l'ipotesi che ¢ : Y < X sia una cofibrazione, la 2 o H si estende ad
un’omotopia F : X x I — X tra lidentitd ed un’applicazione che trasforma
Y in un punto. Quindi Fy : X 3 2 — F(x,1) € X definisce, per passaggio
al quoziente, un’applicazione g : X/y — X :

x Dx

/| H

X/y—)X
g9

ovep: X - X/y ela proiezione nel quoziente. La F ¢ allora un omotopla
tra I'identita e g o p. Poiché F(Y x I) C Y, per passaggio al quoziente la F

2S¢ A & un retratto dello spazio topologico di Hausdorff B, detta p : B — A la
retrazione, B & chiuso perché immagine inversa della diagonale {(b,b)|b € B} di B x B
mediante applicazione continua B 3 b — (b, p(b)) € B x B.
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definisce una F' che rende commutativo il diagramma:

XxxI I x

pXidl lp

ed & un’omotopia tra l'identita su X/y ela pog. O

8. Alcune proprieta di omotopia dei C'W-complessi

Otteniamo allora la:

Proposizione 8.1. Sia (X, P) un CW-complesso ed Y un sottospazio cel-
lulare di X. Se Uinclusione Y — X é un’equivalenza omotopica, allora Y é
un retratto di deformazione stretta di X.

DiMOSTRAZIONE. Ricordiamo che il fatto che Y sia un retratto di de-
formazione stretto di X significa che 'identita su X & Y-omotopa ad un’ap-
plicazione a valori in Y.

Sia g : X — Y un’inversa omotopica dell’inclusione ¥ — X. Sia F :
Y xI — Y un’omotopia tra g|y e I'identita su Y. Per il corollario precedente,
essa si estende ad un’omotopia F : X x I — A tra g e una retrazione
p: X =Y.

L’applicazione f'(z,t), definita su (X x {0}) U (Y x I) mediante :

() = p(x) se ze€X,t=0
’ x se xeY, tel

¢ continua. Consideriamo ora l'applicazione R : X 3 x — p(z) € X (otte-
nuta componendo p con U'inclusione Y < X). Per ipotesi essa ¢ omotopa
all’identita su X. Sia G : X x I — X un’omotopia tra l'identita su X e 'ap-
plicazione p. Allorala Go WU : X x I — X & una retrazione di deformazione
di X su A. O

Definizione 8.2. Una coppia topologica (X,Y) si dice k-connessa se, per
ogni 1 < h <k, ogni f € C(D" S"1:X,Y) ¢ S" !-omotopa a un’applica-
zione a valori in Y.

Ad esempio, se Y & un retratto di deformazione stretto di X, la coppia
(X,Y) & oo-connessa.

La coppia (X,Y") & 0-connessa se tutte le componenti connesse per archi
di X contengono punti di Y.

Definizione 8.3. Chiamiamo coppia cellulare una coppia (X,Y) formata
da uno spazio cellulare X e da un suo sottospazio cellulare Y.

Vale la seguente :
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Proposizione 8.4. Sia (X,Y) una coppia cellulare e supponiamo, che per
un intero positivo k, ovvero per k = oo, tutte le celle contenute in X \'Y
abbiano dimensione minore o uguale a k. Se (A, B) é una coppia topologica
k-connessa, ogni f € C(X,Y;A,B) ¢ Y-omotopa ad un’applicazione g €
C(X,A) che trasforma X in B.

In particolare, se X ¢ uno spazio cellulare di dimensione minore o uguale
a k, ogni applicazione continua di X a valori in uno spazio topologico k-
connesso A & omotopa ad un’applicazione costante.

DiMOSTRAZIONE. Costruiamo per ricorrenza una successione di Y -omotopie
F, : (YUXp) x I — A, per interi m = —1,0,1,..., in modo che siano
verificate le:

Fri1(z,t) = Fp(z,t) su (YUX,) xI

Fo(z,t) = f(z) su (YUX,)x{0}

Fn(YUXy) x 0,27 ) CB

F(z,t) = Fp(x,t)) se zeYUX,, 2™ 1<t <1.

La F: X x I — A che coincide con F,, su X,, x I sara allora un’omotopia
di f con un’applicazione a valori in B.

Definiamo F_; : Y x I — A come 'omotopia costante (F_1(z,t) = f(z)
perogniz €Y etel).

Sia ora r un intero > —1 e supponiamo di aver gia costruito F,, per
—1 < m < r, in modo che siano verificate le (i7), (iii), (iv) per ogni r con
—1<m<red (i) per =1 <m < r. Se fosse r > k, avremmo Y U X, = X
e potremmo quindi porre F,y; = F,. Ci limitiamo quindi a considerare il
caso in cui r < k.

Poiché Y U X, & un sottospazio cellulare di X, per il Corollario [6.3
possiamo trovare un’omotopia G : X x I — A, con G(z,0) = f(z) per ogni
x € X, che prolunga F;..

Per ogni cella C' della partizione cellulare P di X, indichiamo con ¢¢ :
DUC) 5 X la sua funzione caratteristica. Allora, per ogni cella C di
dimensione (r 4 1) contenuta in X \ Y, 'applicazione :

gc(y) = G(oc(y),1 —27""") per ye D

manda S” in B. Poiché la coppia (A, B) & per ipotesi (r 4 1)-connessa, pos-
siamo trovare una S”-omotopia G¢ : D"t x I — A tra g e un’applicazione
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continua che trasforma D™t! in B. Definiamo allora:

F.(x,t) se reYUX,, tel
G(x,t) se reYUX,q1,
0<t<2rt

Fopi(z,t) =S Go (3,272t —-14+27"1))  se z=¢c(y),
1—2ml<t<1—272
GC(ya 1)) s€ T = d)C(y) 5
1—-272<< 1.

Si verifica facilmente che la F,.1; ¢ continua e verifica tutte le condizioni (7),
(id), (i), (iv).

L’ultima affermazione segue dal fatto che, se A ¢ k-connesso e ag € A,
allora (A, {ap}) ¢ una coppia k-connessa. O

Corollario 8.5. Sia k un intero non negativo o co. Se una coppia cellulare
(X,Y) ¢k connessa e nessuna cella di dimensione maggiore di k della de-
composizione cellulare P di X é contenuta in X \'Y, alloraY é un retratto
di deformazione stretto di X.

In particolare, uno spazio cellulare k-connesso di dimensione minore o
uguale a k & contrattile. ([l

9. Coppie cellulari k-connesse ed equivalenza omotopica

Richiamiamo la definizione di equivalenza omotopica per coppie topolo-
giche.

Definizione 9.1. Due coppie topologiche (X,Y) ed (X', Y”) si dicono omo-
topicamente equivalenti se esistono due applicazioni continue f € C(X,Y; X', Y’)
egeC(X"Y';X,Y) tali che go f sia omotopa all’identita in C(X,Y; X,Y)

ed f o g sia omotopa all’identita in C(X’,Y'; X' Y”).

La proprieta di essere k-connesse e chiaramente una proprieta delle
coppie topologiche invariante per equivalenza omotopica.
Vale il :

Lemma 9.2. Ogni coppia cellulare k-connessa é omotopa a una coppia
cellulare (X,Y) con X C Y.

DIMOSTRAZIONE. Conveniamo che lo scheletro (—1)-dimensionale di un
qualsiasi spazio cellulare sia vuoto. Possiamo ragionare per ricorrenza su k.
Supponiamo quindi che sia data una coppia cellulare k-connessa (X', Y”),
con k > 0econ X; | CY' (per k = 0 questa condizione & banalmen-
te verificata). Consideriamo l'inclusione X; < X’ come un elemento di
C(X., Y ; X' Y').

Per la Proposizione esiste una Y}/-omotopia ® : X; x I — X' tale
che ®1(X;) CY'.
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Consideriamo il prodotto topologico
X x I x1.

Possiamo considerarlo in modo ovvio come spazio cellulare, utilizzando le
partizioni cellulari standard (P; = {{0},{1},(0,1)}) dell’intervallo I e la
conseguente partizione cellulare

Q={C"xC"xc"|C"e |J P, C',C" P}
0<h<k

del prodotto. Abbiamo qui indicato con P’ la partizione cellulare di X’ e
con Pj, il sottoinsieme delle celle di dimensione h in P’.

Consideriamo il sottospazio cellulare B di A che si ottiene considerando
I'unione della base, di due facce laterali di X}, x I x I e del prodotto Y}/ x I x I

B= (X, xIx{0}) U (X, x{0}xI)U (X, x{1}xI)U (Y, xIxI).

Definiamo lo spazio cellulare X attaccando A ad X’ lungo B, mediante
I’applicazione

¢: B> (x,ty,te) = O(z,t) € X'.
Poniamo quindi
X =X"Uy A,
Y =Y'Uy(B),

dove j ¢ la restrizione ad A della proiezione nel quoziente X' LUA — X' U, A
ed abbiamo identificato X’ ad un sottospazio di X' U, A.

Osserviamo che A, B sono sottospazi cellulari di X} x I x I e applica-
zione ¢ : B — X' ¢ cellulare.

Lo spazio topologico X ¢ in modo naturale uno spazio cellulare ed Y un
suo sottospazio cellulare, che contiene il suo scheletro k-dimensionale. Per
verificare che le coppie (X,Y) ed (X', Y”) sono omotopicamente equivalenti,
basta osservare che Y’ & un retratto di deformazione stretto di Y e che X' &
un retratto di deformazione stretto di X. Quindi (X,Y’) ¢ omotopicamente
equivalente alla coppia (X', Y”). O

Corollario 9.3. Ogni spazio cellulare k-connesso é omotopicamente equi-
valente ad uno spazio cellulare X in cui lo scheletro k-dimensionale X, sia
un punto.

DIMOSTRAZIONE. Sia X’ uno spazio cellulare k-connesso e sia {0} C X
una sua cella 0-dimensionale. Per la proposizione precedente, la coppia cellu-
lare (X', {x}) ¢ omotopicamente equivalente a una coppia cellulare (X", Y")
con Y O X"j. Poniamo X = X”/Y". Poiché, essendo omotopicamente
equivalente a un punto, Y” ¢ contrattile, X ¢ omotopicamente equivalente
a X" e chiaramente X}, ¢ un punto. O



9. COPPIE CELLULARI k-CONNESSE ED EQUIVALENZA OMOTOPICA 311

Lemma 9.4. Sia X uno spazio topologico, {Xy}ren un suo ricoprimento
fondamentale con :

XeNXp=0 se |h—kH >1
X 1N X, e un retratto di deformazione stretto di X, se k>1.

Allora Xg € un retratto di deformazione stretto di X.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni intero positivo k sia Fp : X x I — X
una X N X;_1-omotopia legata tra I'identita su X ed un’applicazione che
trasforma X} nell’intersezione Xj; N Xj_1. Definiamo allora un’omotopia
F:X xI— X ponendo:

x se x€ X, e 0<t<27k
F(z,t) = Fy(Fp_i(... (Fg(z,1),...)1),1),2% —1)
se zeX, 27f<t<2lt 1<k,

La F ¢ una Xjp-omotopia legata tra l'identita e una retrazione di X su
Xo. O

Otteniamo allora il seguente :

Lemma 9.5. Ogni spazio cellulare connesso contiene un sottospazio con-
trattile di dimensione 1 che contiene il suo scheletro di dimensione zero.

DIMOSTRAZIONE. Sia (X,P) un CW-complesso e sia {xp} € P una
sua cella di dimensione 0. Sia A 'insieme dei punti z tali che {z} € P
sia una cella di dimensione zero e che si possono collegare ad xy con un
cammino continuo « : I — X tale che a(I) contenga al piu k celle distinte di
dimensione 1. Abbiamo Ay = {zp} e conveniamo di porre A_; = ). Poiché
X1 e connesso, ed un cammino continuo, essendo un compatto, interseca
solo un numero finito di celle, avremo Xo = (J,,cry Ax. Per ogni intero k& > 1
ed ogni cella {z} di dimensione 0 contenuta in Ay \ Ax_; fissiamo una cella
chiusa C, € P, di dimensione 1, che congiunga x a una cella {y} € P di
dimensione 0, con y € Ax_1 \ Ag_o. Definiamo allora:

Y, — {{xo} se k=0

UyeAk\Ak,I Cy se k>0.

Posto Y = |U;>( Y, chiaramente Y ¢ un sottospazio cellulare di dimensione
1 di X, che contiene Xy e che, per il Lemma {zo} & un retratto di
deformazione stretto di Y. In particolare, Y & contrattile. O

Corollario 9.6. Ogni spazio cellulare connesso X € omotopicamente equi-
valente a uno spazio cellulare X' con dim(X') < dim(X), il cui scheletro di
dimensione 0 si riduce a un punto.

In particolare, ogni spazio cellulare di dimensione 1 é equivalente a un
bouquet di circonferenze.
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DIMOSTRAZIONE. Sia Y un sottospazio cellulare di X contrattile, che
contiene lo scheletro di dimensione 0 di X. Allora la coppia (X,Y) &
omotopicamente equivalente alla coppia (X/Y,[Y]).

Sia infatti F': Y x I — Y un’omotopia tra l'identita ed un’applicazione
costante. Per il Corollario la F' si prolunga ad un’omotopia G : X x I —
X dellidentita su X. Sia g(z) = g(z,1). Poiché g ¢ costante su Y, essa
definisce per passaggio al quoziente un’applicazione g : X/Y — X. Inoltre,
3([A]) € A.

Si verifica facilmente che la g € C(X/Y,{[Y]}; X,Y) & un’inversa omo-
topica di p € C(X,Y;X/Y,{[A]}), ove p : X — X/A ¢ la proiezione nel
quoziente.

Infatti G definisce un’omotopia tra gop = g e I'identita su X; osserviamo
poi che G(Y,t) C Y per ogni t € I e quindi G definisce un’omotopia G :
(X/Y) x I — X/Y tra po g e l'identita su X/Y, costante su [Y]. O

10. Gruppi di omotopia degli spazi cellulari di dimensione 1

Uno spazio cellulare connesso di dimensione 1 ¢ omotopicamente equi-
valente a un bouquet di circonferenze. Dimostriamo la:

Proposizione 10.1. Sia I un insieme qualsiasi e sia X = \/;; St il bou-
quet di I circonferenze. Allora m (X, eq) € il gruppo libero delle parole
nell’alfabeto I, mentre tutti i gruppi 7, (X, eq) con h # 1 sono banali.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con G il gruppo libero delle parole nel-
I'alfabeto I. Consideriamo il bouquet Y = \/,; Di1 di I copie del disco
di dimensione uno D! = [~1,1], consideriamo su G la topologia discreta e
definiamo sul prodotto topologico Y x G la relazione di equivalenza:

r=12 e g=g¢g, oppure
(z,9) ~ (2,¢) <= ax=1€D}, 2’ =-1€D} e ¢ =g-i, oppure
r=-1€D},2’=1eD} e g=g i

Sia X = (Y x G)/ ~ il quoziente topologico. Allora X & contrattile.

Questo fatto si pud verificare nel modo seguente. Detta X;, 'immagine in X dell’in-
sieme {(y,9) |y € Y, £(g) = h} (qui £(g) & la lunghezza della parola g nell’alfabeto I), si
osserva che la successione {X}} soddisfa le condizioni del Lemma e quindi Xy & un
retratto di deformazione stretto di X. Ma X, & omeomorfo a Y, che & contrattile, onde
X & contrattile.

L’applicazione Y x G — X indotta dalle D} x G > (y, g) — exp(iny) €
S}, per passaggio al quoziente, definisce un rivestimento (in senso stretto)
p: X — X. Poiché X & contrattile, il gruppo fondamentale di X & isomorfo
al gruppo degli automorfismi del rivestimento X 2y X, che ¢ isomorfo a G.
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Utilizzando poi la successione esatta d’omotopia di un fibrato, otteniamo la
testl [l

11. Gruppo fondamentale di uno spazio cellulare

Abbiamo dimostrato che un qualsiasi spazio cellulare connesso ¢ omo-
topicamente equivalente ad uno spazio cellulare (X,P) il cui scheletro di
dimensione 0 si riduce a un punto: Xo = {zo}. Il suo scheletro di dimensio-
ne 1 ¢ allora un bouquet di circonferenze (una per ogni cella di dimensione
1), e 'applicazione naturale 71 (X1, z9) — 71(X, z¢) indotta dall’inclusione ¢
un omomorfismo surgettivo. Sappiamo inoltre che la 71 (X2, xo) — 71 (X, x0)
€ un isomorfismo.

Quindi: m (X, x0) € isomorfo al quoziente di m(X1,xo) rispetto al suo
sottogruppo normale generato dalle classi di omotopia dei laccetti y¢o :
I >t — ¢c(cos(2mt),sin(2nt)) € X1, ove ¢c : D?* — X ¢ la funzione
caratteristica di una cella chiusa C' di dimensione due.

Se X non si riduce a un punto, possiamo ancora descrivere 71 (X, x¢)
come il quoziente di 7 (X1, x0) (scegliamo il punto base x( nello scheletro
O-dimensionale di X) rispetto al sottogruppo normale generato dalle classi
di omotopia dei laccetti della forma: o - vo - a~! dove o & un cammino che
congiunge xg con il punto v(0) = ¥ (ep).

Esempio 11.1. Sia m un intero positivo e sia X I'unione della sfera S? C R?
e dei raggi Ry = {(0,tcos(2hm/m),tsin(2hn/m)|t € I}. Otteniamo una
partizione cellulare di X considerando come celle di dimensione 0 il punto
(0,0,0) ed i punti (0,sin(2hw/m),cos(2hm/m) per 1 < h < m, come celle
di dimensione 1 i punti interni dei segmenti Rj e degli archi Ay in cui la
circonferenza S3 N {xg = 0} & suddivisa dagli estremi dei raggi Ry, come
celle di dimensione due le due semisfere S N {zg > 0} e S® N {zy < 0}.
Osserviamo che Y = | J Ry, € un sottospazio cellulare contrattile che contiene
Xo. Quindi X ¢ omotopicamente equivalente allo spazio cellulare Z = X/Y.
Lo scheletro O-dimensionale di Z ¢ un punto, mentre Z; € un bouquet di m
circonferenze. Dette aq, ..., ap, le classi di omotopia in m(Z1, [Y]) generate
dalle classi delle immagini dei laccetti:

I>t— (0,cos(2[h + t]m/m),sin(2[h + tjr/m)) € X,

il gruppo fondamentale 71 (Z1, [Y]) & il gruppo libero generato da ay, . . ., am,.
Le relazioni indotte dall’attaccamento delle due celle si riducono entrambe
a:

ai- -y =1.

3 Osserviamo che, nel caso del bouquet di un numero finito di circonferenze, avrem-
mo potuto ottenere lo stesso risultato per ricorrenza, utilizzando il teorema di Seifert-
Van Kampen. Questa dimostrazione, che utilizza la teoria dei rivestimenti, ci permette
di discutere il caso del bouquet di un insieme qualsiasi (non necessariamente finito) di
circonferenze.
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Quindi m(Z,[Y]) e m(X,zp) sono isomorfi al gruppo libero generato da
(m — 1) elementi.



CAPITOLO 20

Esercizi e Complementi

1. Esercizi

1. Datin + 1 punti distinti pg, p1,...,p, di R?, si calcoli il gruppo fonda-
mentale di X = R2\ {p1,...,p,} rispetto al punto base py.

2. Siano M; ed M, due nastri di Moebius, con frontiere 511 C My ed
S} C M. Dato un intero m, consideriamo la funzione di attaccamento
$:512>z— 2" € Stesia X = MUy Ms. Si scelga un punto zg € X e si
calcoli il gruppo fondamentale di X rispetto ad xg.

[Il gruppo fondamentale del nastro di Moebius & il gruppo libero generato dalla sua
circonferenza mediana: se M = I x I/ ~, dove la simmetria ~ identifica i punti (0,¢) ai
punti (1,1 —¢), per t € I, possiamo scegliere come generatore il laccetto che & I'immagine
in M del cammino I 3t — (¢,1/2) € I x I. Indichiamo con « la corrispondente classe
di omotopia. Allora la frontiera S* del nastro di Moebius, opportunamente orientata, &
omotopa ad un laccetto della classe di o?.

Usando il teorema di Seifert-Van Kampen, e riportando le classi di omotopia a uno
stesso punto base sulle frontiere dei due nastri di Moebius, si puo allora verificare che
m1(X, o) € il quoziente del gruppo libero generato da due elementi a,b, rispetto alla

relazione a?b*™ = 1.]

3. Siano M un nastro di Moebius e D? un disco bidimensionale, con fron-
tiere S C M ed S} C D% Sia n un intero e sia ¢ : S3 > z — 2" € S}.
Posto X = MU,D? e scelto g € X, si calcoli 71 (X, zp).

[Indichiamo con a la classe di omotopia corrispondente ad un generatore di 71 (M, o)
e con b = 1 quella corrispondente alla frontiera del disco. Poiché la frontiera del nastro di
Moebius definisce la classe a2, utilizzando Seifert-Van Kampen otteniamo che 71 (X, zo) ¢l
quoziente del gruppo libero generato da un elemento a che soddisfa la relazione a? = b = 1

e quindi & isomorfo a Z.]

4. Siano D? un disco bidimensionale ed M un nastro di Moebius, con
frontiere S] C D? ed S} C M. Sia m un intero e sia ¢ : S} > 2 — 2" € S3.
Posto X = D?U,M e scelto g € X, si calcoli 71 (X, zp).

[Con le notazioni dell’esercizio precedente: usando ancora Seifert-Van Kampen si

verifica che 71 (X, zo) =~ Zan, essendo il gruppo libero generato da a con la relazione che
(@™ =a®> =1]

5. Siano a, b, c numeri interi positivi, con a + b = ¢ e tali che b, ¢ siano
privi di fattori comuni. Posto X = {(20, 21, 22) € CP?| 282} = 2§} e scelto
un punto pg € X, si calcoli w1 (X, po).
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[Si verifichi che I’applicazione CP' > (wo,w1) — (wngC,waf,wa’l’) € X ¢ un

omeomorfismo.]

2. Le superfici modello

Definizione 2.1 (Superfici modello elementari). Chiamiamo sfera con ¢
buchi la sfera S? privata dei punti interni di ¢ calotte. Se &i,...,& € S?
sono punti distinti della sfera ed infi<;<j<¢ & — & = 3e > 0, allora

(2.1) {reS||lr—¢l>e 1<j< 0}

¢ una sfera con ¢ buchi.

Si chiama manico la sfera a due buchi. La sfera a due buchi & una varieta
a bordo, omeomorfa al cilindro S* x I, e il suo bordo & I'unione disgiunta
S1 U St di due circonferenze, orientate I'una nel verso opposto dell’altra.

Si chiama nastro di Moebius il complementare di una palla aperta nel
piano proiettivo reale. Possiamo prendere ad esempio

(2.2) M = {(z : z1 : 72) € RP? | 22 < 2% + 23}.

Osserviamo che il nastro di Moebius ¢ una wvarieta a bordo, con bordo M
omeomorfo ad una circonferenza.

Definizione 2.2 (Superfici modello). La sfera a g manici e k buchi si ottiene
dalla sfera a 2g 4+ k buchi mediante l'attaccamento di g manici lungo le
frontiere di 2¢ buchi, preservando 'orientazione naturale.

La sfera ad h nastri e k£ buchi si ottiene dalla sfera ad h + k buchi
attaccando ad essa h nastri di Moebius lungo il bordo di h buchi.

Esempio 2.3. La sfera con un manico ¢ il toro. La sfera ad una banda e il
piano proiettivo reale. La sfera a due bande e la bottiglia di Klein. La sfera
con due bande e un buco € un disco con manico ritorto.

Nell’elenco delle superfici modello non compaiono sfere che abbiano con-
temporaneamente bande e manici. Vale infatti il seguente

Teorema 2.4. Una sfera con g manici, h bande e k buchi, se h > 1, ¢
omeomorfa ad una sfera con 2g + h bande e k buchi.

Teorema 2.5. Ogni superficie differenziabile con bordo ¢ omeomorfa ad una
superficie modello.

Una superficie modello ammette una decomposizione cellulare in cui vi &
un’unica cella di dimensione 0 ed un’unica cella di dimensione 2. Possiamo
allora rappresentarla come il quoziente topologico che si ottiene identificando
in modo opportuno i punti del bordo di un poligono piano. I punti interni del
poligono corrispondono alla cella di dimensione 2; i vertici, tutti identificati
tra loro, danno la cella di dimensione 0. I punti interni dei lati corrispondono
alle celle di dimensione 1. Si fanno corrispondere ad ogni manico quattro
lati del poligono, che vengono identificati secondo lo schema

(2.3) aba" b7t
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Questo significa che i punti di ciascun segmento sono identificati con quelli
dello stesso nome, ma presi nell’ordine inverso. Ad esempio, se pensiamo
di percorrere la frontiera del poligono in senso anti-orario, punti del lato
contrassegnato con a vicini al primo estremo corrispondono a punti vicini al
secondo estremo del lato contrassegnato con a~!.

Ad ogni nastro si fanno corrispondere due lati consecutivi del poligono

secondo lo schema
(2.4) cc.

Cio significa che a punti vicini al primo estremo del lato corrisponden-
te a ¢ si fanno corrispondere punti vicini al primo estremo dell’altro lato
contrassegnato con c.

Ad ogni buco si associa un singolo lato, con lo schema semplice

(2.5) d.

Ogni lato del poligono corrisponde ad un laccetto sulla superficie. Chiara-
mente, i diversi nomi sui lati corrispondono a generatori del gruppo fonda-
mentale, mentre il perimetro da, per il teorema di Van Kampen, la relazione
che definisce il gruppo fondamentale.

Abbiamo percio

Teorema 2.6. (1) Se X ¢ una sfera con g manici, allora il gruppo
fondamentale di X ha 2g generatori ai,bi,...,aq,by, legati dalla
relazione

(2.6) arbray oyt - agl)ga;lbg_1 =1

(2) Se X ¢é una sfera con h nastri, allora il gruppo fondamentale di X
ha h generatori cy,...,cp, legati dalla relazione

(2.7) -k =1.

(3) Se X ¢é una sfera a g manici e k > 1 buchi, allora il gruppo
fondamentale di X ¢é un gruppo libero con 2g + k — 1 generatorsi.

(4) Se X ¢é una sfera con h nastri e k > 1 buchi, allora il gruppo
fondamentale di X é un gruppo libero con h + k — 1 generatori.

La dimostrazione di molti di questi risultati si puo ricondurre a mani-
polazioni algebriche.

Si osserva in primo luogo che & possibile definire una partizione cellu-
lare di X che contenga una sola cella di dimensione 0 ed una sola cella di
dimensione 2 e in cui le celle di dimensione 1 siano sottovarieta localmente
chiuse di X. Se quindi si rappresenta X come un quoziente di un poligono
chiuso P, ottenuto identificandone opportunamente i punti dei lati, a cia-
scuna cella di dimensione 1 possono corrispondere o un solo lato di P, se
essa ¢ contenuta nel bordo X di X, o due lati distinti, se essa ¢ interna ad
X, perché una curva semplice piana disconnette localmente il piano in due
componenti.
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Per ottenere le forme canoniche delle superfici modello, si puo allora
dimostrare che ogni poligono P con una corrispondenza dei lati ai laccetti
su X tale che al piu due lati corrispondano ad uno stesso laccetto, o al suo
inverso, e equivalente ad una della forma o .

Algebricamente, ci0o consiste essenzialmente nel trovare un diverso siste-
ma di generatori per il gruppo fondamentale, in modo che la relazione tra
di essi si riduca ad una delle 0 .

L’operazione fondamentale che consente questo passaggio si puo descri-
vere geometricamente nel modo seguente. Si considera una diagonale d di
P che divida P in due poligoni, P; e P,, contenenti uno un lato a e l’altro
il suo omologo a*!. Si costruisce poi un nuovo poligono P’ attaccando P, a
P; lungo i lati omologhi a, a*!, avendo cura di preservarne 1’orientazione.

Consideriamo ad esempio il perimetro

abca b le =1,

che corrisponde ad una superficie senza bordo con un manico ed un nastro.
Tracciare la diagonale che congiunge il primo estremo di a al secondo estremo
di ¢ equivale a considerare, come nuovo insieme di generatori del gruppo
fondamentale, « = a=!, 3 = b~! e v = abc. La relazione diviene allora

vya b laT iy =1, cioe
yaBPBay =1, da cui
afBBayy =1, checida

(aBa Y (aBa YHaayy = 1.

Verifichiamo quindi che la nostra superficie ¢ una sfera a tre nastri utilizzan-
do come generatori del gruppo fondamentale afa™' = a 'b7la, a = a7,

v = abc.

Osservazione 2.7. La sfera X con A nastri e k£ buchi ha un rivestimento a
due fogli che consiste di una sfera con h — 1 manici e 2k buchi.

Per h = 1, k = 0, otteniamo la sfera come rivestimento a due fogli del
piano proiettivo reale; per h = 2, k = 0 il toro come rivestimento a due fogli
della bottiglia di Klein; per h = 1, k£ = 1, il cilindro come rivestimento a
due fogli del nastro di Moebius.

Osservazione 2.8. Utilizzando i rivestimenti di superfici, otteniamo inte-
ressanti omomorfismi di gruppi. Consideriamo ad esempio una sfera con
g > 3 manici. Possiamo rappresentarla come la superficie X che si ottiene
dal toro T = {(z,t) € CxR | dist((z,t), K) < (1/2)} ove K & la circonferenza
K ={(z2,t) e CxR||z] =1, t =0}, ponendo

2k
z—exp( il ;) > 1/4, kzl,...,g—l}.
g—

Introduciamo la relazione di equivalenza:

2k
(Zl,tl) ~ (ZQ,tQ) < t1 = 19, 21_122 S {exp( il ;)‘]{ GZ}.
g_

X = {(z,t) eT
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Allora Y = X/. ¢ omeomorfo alla sfera con due manici e 'omomorfismo
iniettivo 71 (X) — m1(Y) ci permette di rappresentare il gruppo definito da
2g > 6 generatori, legati dalla relazione , come un sottogruppo di un
gruppo libero con 4 generatori a1, as, 81, B2, legati dalla relazione

—15-1 —1 -1
041/81041 51 042,62052 52 =L

Osservazione 2.9. Se (X, P) ¢ un CW complesso finito, la somma alternata

(2.8) NX) = S (1) 4Py,
m

ove #P,, indica il numero delle celle di dimensione m, ¢ un invariante to-
pologico che si dice la caratteristica di Eulero-Poincaré di X. Tale numero
non dipende dalla partizione cellulare.

In particolare: se X ¢ una sfera con manici, il numero g(X) dei manici
(che si dice genere di X) e legato alla caratteristica di Eulero-Poincaré x(X)
di X da

(2.9) V(X) =2 — 2g(X).
Se X & una sfera con h(X) nastri, allora
(2.10) X(X)=2-h.

In particolare, tutte le superfici orientabili hanno caratteristica di Eulero-
Poincaré pari.
Osserviamo che, se X — Y & un rivestimento ad m fogli di Y, avremo

X(X) = mx(Y).

Osservazione 2.10. Le sole superfici differenziabili compatte che abbiano
gruppo fondamentale finito sono la sfera e il piano proiettivo reale. Il loro
rivestimento universale ¢ compatto, ed & omeomorfo alla sfera S2. Tutte le
altre hanno gruppo fondamentale infinito. La sfera a g > 1 manici e la sfera
ad h > 2 nastri hanno rivestimento universale omeomorfo a C.

3. Gruppo fondamentale delle curve algebriche piane

Definizione 3.1. Una curva algebrica piana ¢ il luogo degli zeri in CP? di
un polinomio omogeneo f € Cy[zo, 21, 22]. Se f & un polinomio irriducibile,
diremo che anche la curva C} corrispondente ¢ irriducibile. Chiaramente,
se f = fi--- fm si decompone nel prodotto di m polinomi, avremo Cy =
Cp U---UCY,, ed inoltre Cpr = Cf per ogni intero positivo k. Se f non ha
fattori multipli, chiameremo il grado di f grado della curva algebrica Cy.

Per studiare la struttura topologica di una curva algebrica irriducibile
di grado m, osserviamo innanzi tutto che ogni polinomio irriducibile f di
grado m si pud scrivere, a meno di una proiettivita di CP?, nella forma :

f(ZO, 21, ZZ) = Z;n + Z ka,bﬁZgZIl)Zg

a+b+c=m
c<m

per opportuni coefficienti k5. € C.
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Osserviamo che la curva Cy ¢ contenuta nell'unione dei due aperti coor-
dinati Uy = {z0 # 0} ed Uy = {21 # 0}. In particolare, otteniamo
un’applicazione continua e surgettiva :

pr: Cf = (Z(), 21, ZQ) — (Z(), 21) S CP!.

In Uy consideriamo le coordinate non omogenee y = z29/z0 ed © = 21/ 2.
X MUy e descritto nelle coordinate non omogenee da:

m—1

folz,y) = f(Lz,y) =y + >_ y"pr(z) =0 con pj € Cla].
h=0
Nellintorno di ogni punto (z,y) di Up N Cy in cui 0f(x,y)/0y # 0, per il
teorema delle funzioni implicite la proiezione pro : UyNCy 3 (z,y) -z € C
definisce un omeomorfismo locale. Otteniamo percio:

Lemma 3.2. Sia Vo(f) linsieme dei punti x € C per cui esiste un y € C
per cut :

L’insieme Vo (f) € finito e lapplicazione

(UonCp)\ pry' (Vo(f)) 2 (z,9) = = € C\ Vo(f)

¢ un rivestimento (in senso stretto) ad m fogli. O

{f(x,y) =0

Definizione 3.3. I punti di Vy(f) si dicono i punti di diramazione al finito
della funzione algebrica y = F(x) che ha grafico Cj.
Diciamo che anche il punto co & un punto di diramazione se, posto:
m—1
fl(ta y) = f(tv 173/) =y" + Z thh(t) =0 con g€ C[t] )
h=0
risulta 0f1(0,y)/0y = 0 per qualche soluzione y di f1(0,y) = 0. I punti di
CP! di coordinate omogenee (1,z) con x € Vy(f) ed anche (0,1) nel caso in
cui oo sia un punto di diramazione, si dicono i punti di diramazione in CP!
della funzione algebrica y = F(x). Indichiamo con V(F) C CP! l’insieme
der punti di diramazione di F'.

Osserviamo che, se necessario, mediante un cambiamento di coordina-
te in CP!, possiamo supporre che co non sia punto di diramazione della
funzione algebrica F'.

Descriviamo una decomposizione cellulare di Cy. A questo scopo, con-
sideriamo una spezzata semplice apertaE| L in CPY, di (k — 1) lati, che abbia
come vertici i punti di diramazione z1,...,z). Il complemento CL di L in

Ipossiamo supporre infatti che {z1,...,25} C C C CP. Possiamo enumerare i punti
di diramazione x1, ..., zx in modo che, per un punto zo € C C CP, sia |z1 — zo| <
|2 — xo| < -+ < |zk — xo|. Allora la spezzata L = Uﬁ;i{mh +t(xhe1 —xn) |0 <t < 1}
ha le proprieta richieste.
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CP! ¢ una 2-cella aperta. Questa cella aperta, insieme alle (k—1) parti inter-
ne dei lati della spezzata L e ai k vertici xq, . .., zj, definisce una partizione
cellulare P ci CP!.

Otteniamo una partizione cellulare di C'y come immagine inversa della
P mediante la pr: Cy — CP!.

Poiché la restrizione a Cy \ pr=}(V (f)) della proiezione Cy P CP! & un
rivestimento ad m fogli, 'aperto C \ pr—!(L) ha m componenti connesse,
ciascuna delle quali ¢ omeomorfa ad una palla B? ed & quindi una 2-cella
aperta. Otteniamo cosi m celle di dimensione 2.

Le immagini inverse delle parti interne dei (k — 1) lati della spezzata L
sono m(k — 1) celle di dimensione 1, e le immagini inverse dei k punti di
diramazione sono le celle di dimensione zero.

Quindi Cy ammette una decomposizione cellulare con m celle di dimen-
sione 2 ed m(k — 1) celle di dimensione 1, mentre il numero di celle di
dimensione zero si calcola sommando, per ogni punto di diramazione x; di
F, il numero Ny(z;) delle soluzioni y distinte dell’equazione fy(z;,y) = 0.

Per calcolare il gruppo fondamentale di una curva algebrica piana Cf
irriducibile, abbiamo bisogno di introdurre un altro invariante, il suo genere.
Esso si puo definire in vari modi equivalenti. Lo definiremo qui in modo
affatto topologico. Per ogni punto di diramazione x; di F' in CP! fissiamo
un disco A di centro x; che non contenga altri punti di diramazione. A
questo scopo possiamo scegliere una coordinata non omogenea 7 su CP! con
7(xj) = 0 e scegliere A = {|7| < r} per un numero reale r sufficientemente
piccolo, in modo che |7(z)| > r per i punti di diramazione x € V(f), con
z, # x;. Indichiamo con A il disco A privato del centro: A = {z € A |
7(x) # 0}. Allora pr—'(A) 3 p — pr(p) € A & un rivestimento. In generale
esso non sara un rivestimento in senso stretto, ma sara formato da N(z;)
componenti connesse distinte.

Osserviamo che, in generale, N(z;) > No(z;).

Definizione 3.4. Siano x1,...,x; i punti di diramazione distinti della fun-
zione algebrica F' associata alla curva algebrica piana irriducibile C'y. Defi-
niamo il genere g(Cy) di Cy come il numero intero che soddisfa ’equazione :

k
2-29(Cp)=m—m(k—1)+ Y N(z;) =Y N(z;) —m(k—2).

j=1 j=1

Se x; ¢ un punto di diramazione di F', fissiamo un disco A; di centro z;
e consideriamo una componente connessa U; » (1 <7 < N(z;)) di pr=1(A;).
la Uj, — Aj e un rivestimento in senso stretto con vj, fogli di Aj. Ora, i
rivestimenti in senso stretto con v;, fogli del disco puntato sono tutti e soli
quelli della forma:

{teClo<|t|] <1}t =t e{teC|0<|t| <1}.
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Si puo verificare che i punti (1, z,y) € U;, sono parametrizzati mediante:
(1,877, ®,(1))

per una funzione analitica di ¢t € A e la ¢ si dice una coordinata uniformiz-
zantdd

Possiamo allora costruire una varieta differenziabile orientata C ¢ di di-
mensione due, aggiungendo a Cy\pr~!(V(f)) un punto per ogni componente
connessa U ed utilizzando come atlante le carte locali date dalla restrizio-
ne di pr alle celle aperte di dimensione due e alle componenti connesse delle
immagini inverse di dischi che non contengano punti di diramazione, e le
coordinate uniformizzanti su ciascuno degli aperti Uj,..

Chiaramente ¢ definita un’applicazione surgettiva e continua pr : C P
CP* che coincide con pr su C; \ pr* (V) = Cp \ pr=1(Vy).

L’immagine inversa mediante pr della decomposizione cellulare di CP* ci
da una decomposizione cellulare di Cy con m celle di dimensione 2, m(k —1)
celle di dimensione 1 e 7, N(xz;) celle di dimensione 0. Quindi il genere

g(Cy) &:

2 - x(Cy)
9(Cy) = #f’
dove X(C'f) e la caratteristica di Eulero-Poincaré della varieta differenziabile

Cy.
Infatti, per un CW-complesso finito X di dimensione due la somma
alternata:
X(X) = S5(X) = L(X) + V(X)
ove
S(X) = numero di celle di dimensione due di X

L(X) = numero di celle di dimensione uno di X
V(X) = numero di celle di dimensione zero di X

€ un invariante topologico, che si dice la caratteristica di Eulero-Poincaré di
X. Per tutte le varieta differenziabili compatte orientabili, la caratteristica
di Eulero-Poincaré ¢ un numero pari. Il numero g = (2 — x)/2 si dice il suo
genere ed ¢ il suo invariante topologico fondamentale: infatti X risulta omeo-
morfa alla sfera con g manici, ed ha quindi gruppo fondamentale (rispetto ad
un suo punto qualsiasi) isomorfo al quoziente del gruppo libero su 2g lettere
ai,...,aq,b1,...,by rispetto alla relazione alblal_lb1 ~~-agbgag_1b$71 = 1.
Indicheremo nel seguito questo gruppo con Gy (vedi il .

Ritorniamo alla nostra curva piana irriducibile Cy. Se C ¢ una sotto-
varietd differenziabile di CP!, allora Ct = Cy e quindi il genere determina
completamente la topologia di Cf.

21] numero intero positivo v; , € un invariante della componente connessa Uy, € si dira
I'indice di diramazione del corrispondente punto pj;. della superficie Cy che definiremo
piu avanti.



4. ESEMPI DI CURVE PIANE IRRIDUCIBILI (ESERCIZI) 323

In generale, applicazione pr si fattorizza mediante un’applicazione n
che rende commutativo il diagramma:

éf——n——>0f

d b

CP! —— CP!
La Cy si puo ottenere quindi da C ¢ come quoziente iniettivo della 7, iden-
tificando cioe i punti distinti di ffr_l(Vf) che corrispondono mediante 1 ad
uno stesso punto di pr—!(Vy).

Per il calcolo effettivo del gruppo fondamentale, possiamo utilizzare il
seguente :

Lemma 3.5. Sia (X,P) un CW-complesso connesso e siano {a}, {b} due
celle distinte di dimensione 0 di X. Allora X/{a,b} é omotopicamente
equivalente al bouquet di X \/ S*.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ : {0,1} — X definita da ¢(0) = a, ¢(1) =

besia X = XUgl. Poiché I & contrattile, la coppia cellulare (X,T)

¢ omotopicamente equivalente a (X /I,[I]), che & omeomorfa alla coppia
(X/{a, b}, [{a,b}]). Consideriamo ora un sottospazio cellulare contrattile ¥
di dimensione 1 di X che contenga {a,b}. Allora (X/Y,[Y]) ¢ omotopica-

mente equivalente al bouquet (X \/ S1, {a}) e alla coppia (X, I). O
Come conseguenza di questo lemma, otteniamo il risultato seguente :

Proposizione 3.6. Il gruppo fondamentale di una curva piana irriducibile
Cy di genere g & isomorfo al prodotto libero

GyxZx---x7
—_——
N —Ng volte

dove :
G, ¢ il quoziente del gruppo libero con 2g generatori ay ..., ag,b1,..., by

rispetto alla relazione alblal_lbl_l . 'agbgaglbgl =1,

k
N:ZN(xj) ove Vy=A{x1,..., 21}
j=1

k
Ny = Z No(z;) € la cardinalita di pl“fl(vf)‘
=1

4. Esempi di curve piane irriducibili (Esercizi)

Di ciascuna delle seguenti curve piane: si defininsca una partizione cellu-
lare, se ne calcoli il genere, si dica se la curva € o meno liscia, e se ne calcoli
infine il gruppo fondamentale.

6. X ={+2}+2=0}ccCP.
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7. X = {222+ 2123 + 23 =0} c CP..

8. X = {202} + 202122 + 25 =0} C CP'.

9. X = {2020 + 202325 + 2§ = 0} c CP..

10. X = {25 + 202125 + 220 + 20 = 0} C CPL.

11. X = {zg"_l%éC = (21 —a120) -+ (21 —amz0)} con m > 2,1 < k < m,
ed aq,...,a, punti distinti di C.

5. Curve piane riducibili (Esercizi)

Abbiamo gia osservato che, se fi,..., fr € Co[zo, 21, 22] sono polinomi
irriducibili due a due non proporzionali, allora Cy,..;, = Cf, U --- U CYy,.
Due curve distinte di gradi m, n, si intersecheranno in un numero finito
r < mn di punti distinti (teorema di Bézout). Per calcolare quindi il gruppo
fondamentale di una curva algebrica riducibile, sara sufficiente osservare che
vale il seguente :

Lemma 5.1. Siano X, Y due spazi cellulari connessi. Siano x1 # x2 € X
edyi,y2 €Y. Sia Z =Y Uy X ove ¢ : {x1,22} > x; = y; € {y1,y2}. Allora
m1(Z,y1) ~ m (X, x1) * 11 (Y, 1) * Z.

DiMOSTRAZIONE. Lo spazio topologico Z & un C'W-complesso omoto-
picamente equivalente al quoziente del bouquet (X, z1)\/(Y,y1) rispetto
alla relazione di equivalenza che identifica i punti xo ed yo. Applicando
il Lemma [3.5 otteniamo che Z & omotopicamente equivalente al bouquet
(X, 21) V(Y,51) V(S e0), e quindi otteniamo la tesi. O

12. Si calcoli il gruppo fondamentale della curva piana di equazione omo-
genea:
{(2 = 2120) (22 + 22 4 22) = 0} C CP2.

13. Si calcoli il gruppo fondamentale della curva piana di equazione omo-
genea :
{zozlzz(zé‘ + Zil + Zgl) = 0} - CP?.

14. Si calcoli il gruppo fondamentale della curva piana di equazione omo-
genea :

{2070 = 2928}  CP?,
ove a, b sono interi positivi con massimo comun divisore d > 1.

15. Si calcoli il gruppo fondamentale della curva piana di equazione omo-
genea :
{28 = (2021 + Z%)B} c CP?.

16. Si calcoli il gruppo fondamentale della curva piana di equazione omo-

genea:

6_ .2, .3 2.3, .33 2
{29 — 252125 — 202725 + 252 = 0} C CP=.
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6. Altri esercizi

17. Sia M un nastro di Moebius e siano pg, p1,p2,-..,pn punti distinti
interni ad M. Sia X = M \ {p1,...,pn}. Si calcoli m (X, po).

18. Siano pg,p1,...,Ppn punti distinti dello spazio proiettivo reale PR?, sia
X =PR2\ {p1,...,pn}. Si calcoli 71 (X, po).

19. Siano Y7, Y5, Ys, Yy quattro sfere di dimensione due, due a due disgiun-
te. Fissiamo punti p;,q; € Y; per i = 1,2, 3,4 e sia X il quoziente dell’unione
disgiunta Y7 UYsUY3Y, rispetto alla relazione di equivalenza che identifica
il punto p; al punto g;+1 per 1 < i < 3 e il punto py al punto ¢;. Si trovi una
decomposizione cellulare di X e, scelto un suo punto py, si calcoli il gruppo
fondamentale 71 (X, po).

20. Si consideri il cilindro K = S' x I e, fissati due interi m,n # 0, si
consideri la relazione di equivalenza su K :

(z,t) ~(w,8) <= (2" =w", t=0, s=1
z

Sia X = K/, sia pr : K — X la proiezione nel quoziente. Siano fissa-
ti (k + 1) punti distinti 29,21,...,2; di S* (con k& > 0) e sia YV = X\
{pr(z1,1/2),...,pr(zx,1/2)}.

Si calcoli il gruppo fondamentale 71 (Y, pr(zo, 1/2)).

21. Consideriamo il sottogruppo H di SU(2) formato dalle matrici

<o 1) =6 2) = (50) = (o)

Si verifichi che lo spazio omogeneo X = SU(2)/H ¢ una varieta differen-
ziabile connessa di dimensione 3. Si fissi un punto zg di X e si calcolino
7T1(X, CC()), 7T2(X, :L‘o) e 7T3(X, $0).

21. Con le notazioni dell’Esercizio 20, si consideri I'immagine G di H x H
in SO(4) mediante 'omomorfismo che associa a (g1, ¢g2) € H x H 'isometria

21 Z1 —Z9\ 1
() =n 2 2

di C?> ~ R* Si dimostri che Y = SO(4)/G & una varieta differenziabile
di dimensione 6 e, fissato yo € Y, si calcolino i gruppi 71(Y, yo), m2(Y, v0),
m3(Y, yo)-

22. Sia F C C il sottospazio

E = U (2a+S")={2a+z2|a€Z, 2 €C, |z| =1}
a€”Z
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Sia B = {(z,w) € C?> | 2w = 0, |z — 1| + |w — 1] = 2} il bouquet di due
circonferenze. Si verifichi che I'applicazione

B s (e {0 sk dispari
. (0,22 —1) se a & pari,

¢ un rivestimento. Si calcoli 71(FE, 1) e si descriva 'omomorfismo iniettivo
e : m(F, 1) = 71 (B, (0,0)).

Questo esempio mostra che il gruppo libero con due generatori Z * Z
contiene un sottogruppo isomorfo al gruppo libero con un’infinita numerabile
di generatori.

7. Varieta di Stiefel e di Grassmann reali

Definizione 7.1. La varieta di Stiefel reale V,, ,(R) € U'insieme degli m-
riferimenti ortogonali di R™. I suoi punti sono cioé le m-uple v = (v1,...,vy)
di vettori ortonormali di R".

Identificando ¥ = (v1, ..., v,) alla matrice n x m con colonne vy, ..., vy,
otteniamo un’immersione naturale di V,, ,,(R) nello spazio Euclideo R™™, e
quindi una struttura topologica di sottospazio di uno spazio Euclideo.

Per m = 1, la varieta di Stiefel V,, 1(R) ¢ la sfera (n — 1)-dimensionale
S C R™; @ poi Vyp—1(R) ~ V, ,(R) ~ SO(n). Le varieta di Stiefel reali
generalizzano quindi, allo stesso tempo, le sfere e i gruppi speciali ortogonali.

Proposizione 7.2. La varieta di Stiefel V, ,(R) é una varieta analitica
m(2n—m—1)

compatta di dimensione ——5——.

DIMOSTRAZIONE. Innanzi tutto V,, ,,(R) ¢ un compatto di R perché
chiuso e limitato.

Descriviamo ora un atlante di carte locali di V,, ,,(R). Sia € = (e1,...,€n)
un elemento di V,, ,,(R). Completiamolo, mediante vettori €y, 41,. .., €, ad
una base ortonormale di R™. Osserviamo che, assegnati

(wLQ, . ,an) (S anl
(1‘273, A ,l’gm) S Bn_2
(xm,m-‘rla s 7$m,n) e B»™

risultano univocamente determinati numeri reali x; ;, per interi 7, j con 1 <
1< j<mtalichez;; >0 perognil<i<me

n n
E T1,5€5s- -, E Tm,j€ | € Vn’m(R)
Jj=1

j=1
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Gli z; j con 1 <7 < j < n definiscono quindi una carta locale con centro in
€. In particolare

m(m—i—l)'

dimpV, p(R) = Z (n—h)=nm— 5

h=1
(]

11 gruppo speciale ortogonale SO(n) opera transitivamente sulle varieta
di Stiefel V,, ., (R) per ogni 1 < m < n — 1. Lo stabilizzatore di un punto &
isomorfo al gruppo SO(n — m). Quindi:
Proposizione 7.3. La varieta di Stiefel Vy, ,(R) € connessa per archi ed é
omeomorfa allo spazio omogeneo SO(n)/so(m—m)- Abbiamo la successione
esatta di omotopia (dove per semplicita omettiamo di indicare il punto base)

- —— m(SO(n—m)) —— m(SO(n)) —— T(Vym(R))

(7.1) —— m-1(SO(n —m)) ——

‘ % m(SO(—m)) —— m(SO(n)) —— T (Vm(R))

— 5 o
Siano k, m,n interi con 1 < k < m < n. L’applicazione
(7.2) Vom(R) 2 (vi,...,0m) = (v1,...,0%) € V1 (R)
e una fibrazione localmente banale con fibra tipica V,,_ y,—k(R). Otteniamo
quindi una successione esatta in omotopi
— Th1(Vnk(R))

(73) E— Wh(ank,mfk(R)) E— ’/Th(Vn_’m(R)) Ea— Wh(mG(R))
E— Wh_l(mG(R)) E—
Da questo deduciamo immediatamente

Proposizione 7.4. La varieta di Stiefel reale Vy, ,(R), con 1 <m < n, é
(n —m — 1)-connessa e

Z sen—m €pari, om=1,

(7.4) Tnem(Vom(R)) = {

Zo sen—m e dispari ed m > 2.

DiMOSTRAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza su m > 1. Poiché, come
abbiamo osservato in precedenza, V, 1(R) = "1, la tesi & vera se m = 1.
Supponiamo allora che m > 1 e che la tesi sia vera per le varieta di Stiefel
reali V), 1 (R) con 1 < k < m. Consideriamo la successione esatta con
E=m—1. Se h < n—m, allora m,(Vy—mt+11(R)) = mp(S"™™) =0, e
Th(Vn,m—1(R)) = 0 per l'ipotesi induttiva. Quindi anche 71, (V,, ,,»(R)) = 0.

3Per semplicitd in questa, e nelle altre successioni esatte in questo paragrafo
ometteremo di indicare il punto base.
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Per dimostrare in generale la ([7.4]), che sappiamo vera per m — 1, comin-
ciamo ad esaminare a parte il casom =2. Perm=2, k=1ed h=n — 2,

la (7.3]) da:
(7.5) Z =mp_1(S"Y) —22 Z =1, 5(S""2) — mp_s(Vya) — 0.

Per calcolare 'applicazione A, in (7.5, osserviamo che abbiamo un dia-
gramma commutativo di fibrazioni

SO(n—-1) —— SO(n) —— S"°!

l ! |

anl,l(R) —_— Vmg(R) — Sl

Otteniamo allora un diagramma commutativo

Tt (S 1) =225 1, 5(SO(n — 1)) —— mu_2(SO(n))

(7.6) H l”* l

Tt (") =2 1 a(Vao11(R)) —— mna(Vaa(R)).

Dimostriamo a questo punto alcuni risultati relativi al gruppo ortogonale.

Lemma 7.5. Consideriamo 'applicazione ¥ : S™ x S™ — S™ definita da
(7.7) S" xS 3 (z,y) = V(x,y) =y — 2(x|y)x € S™.

Per ognix € S™, la S™ >y — F(z,y) € S™ ha grado (—1). Per ogniy € S™,
la S" 5 x — F(z,y) € S™ ha grado 1 — (—=1)", cioé 2 se n ¢ dispari e 0 se
n € pari.

DIMOSTRAZIONE. Fissato x = e, la y — F(ep,y) € la sospensione della
St 3 (wg,71) — (20,—w1) € S!, che possiamo anche scrivere, mediante
Iinclusione S' C C, come S' 3 2z — z = 27! € S'. Quindi la y — F(e,y)
ha grado (—1) e percio tutte le y — f,(y) = F(x,y) hanno grado (—1).

Per dimostrare che le z — 9 (x) = F(z,y) hanno grado 1—(—1)", poiché
S™ ¢ connesso per archi, possiamo limitarci a considerare il caso speciale in
cui y = —ey. Scriviamo per semplicita ¢ = ¥_,,. Consideriamo quindi
I’applicazione
S"Sx = (Tny. .oy xn) = V(@) = 22020, -+ -, 200 Tn_1,222—1) = (22,)-2—e, € S™.

Abbiamo ¢ (x) = ¥(—x). Quindi, se a : S™ > x — —x € S™ & I'applicazione
antipodale, ¥ = v o a. Quindi, poiché il grado della mappa antipodale &
(_1)71—‘,—1’ da

deg(y) = deg(¢ 0 a) = deg () - (1)
otteniamo che deg(¢)) = 0 se n & pari.

Consideriamo ora il caso in cui n sia dispari. Osserviamo che ¥(S"~ 1) =

{—ep}. Possiamo quindi definire due applicazioni

P(x) sex e ST, —eg sex € ST,

e { ) v_(x)

—eg sex € S™ P(z) sex e S”.
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L’elemento definito da ¢ in m,(S™,eg) ¢ la somma delle classi di omotopia
di ¥4 e ¢_. Poiché ¢_ = 14 o a, abbiamo deg(y—) = deg(t)4), perché la
mappa antipodale ha grado 1. Quindi deg(¢)) = 2degdeg(t+). Osserviamo
ora che ¥4 (x) # —x per ogni z € S™. Quindi

(I -ty (z) +tz o,

|(1 = t)tpy(z) + t |

e un’omotopia di ¥4 con lidentita. Cio dimostra che ¥, ha grado 1, e

S x I3 (z,t) = U, (2,t) =

quindi ¥ ha grado 2. U
La matrice della simmetria o, rispetto al vettore x = (zg,...,x,) € S™
ela
1-— 2x3 —2x0x1 ... —2x0%p
—2xox1 1-— 2x% ... 2z,
Or = .
—2xox, —2T175 ... 1-— Qm%

Il determinante della simmetria rispetto a un vettore & (—1). Otteniamo
quindi un’applicazione ¢, : S™ — SO(n + 1), definita da
bn:S" oz > oy O Oey-
La restrizione di ¢,, alla semisfera superiore Sfﬁ“ = S"N{x, > 0} trasfor-
ma la coppia (S7,S5""!) nella coppia (SO(n + 1), (SO(n)). Consideriamo
I'applicazione p : SO(n + 1) 3 g — g(e,) € S™. Abbiamo
p(p(z)) = ¢(x)(en) = 0z 0 T¢y(en)

= og(e0) = —¢Y4(z) Vo € SY.
Possiamo quindi considerare ’estensione di p o ¢ che si ottiene mandando
tutta la semisfera S™ nel punto e,. L’applicazione che si ottiene ¢ la a0,
ed ha quindi, poiché 1, ha grado 1, grado uguale a (—1)"*!. Osserviamo

infine che la restrizione di ¢,, all’equatore & la ¢, _1.
Questa applicazione ci permette di descrivere, nella successione esatta

Z =m0 (S") 2 1,_1(SO(n)) —=— mp_1(SO(n +1)) —— 0
il nucleo della ¢,. Abbiamo infatti
Proposizione 7.6. Il nucleo di v, ¢ il sottogruppo ciclico generato da o =

A.(idgn). L’applicazione ¢n_1 : S™ ' — SO(n) rappresenta l’elemento
(—1)"*la.

Utilizziamo ora il diagramma commutativo ([7.6)). Poiché I'immagine
px 0 Ay della classe di idgn-1 € 0 0 2[idgn—2] a seconda che n sia dispari o
pari, otteniamo la ((7.4)). O

Studiamo ora i gruppi di omotopia delle varieta di Grassmann. Fissato
un prodotto scalare su R", I’applicazione

(7.8) Gnm(R) 3 p = pt € Gppm(R)
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che associa ad ogni m-piano p I'(n — m)-piano ad esso ortogonale ¢ un
omeomorfismo. Possiamo quindi supporre nel seguito che n > 2m.
Consideriamo 'applicazione naturale

(7.9) Vnm(R) = Gpm(R)

che associa ad un sistema ¢’ € V,, ,,(R) di m vettori ortonormali il sottospazio
p € Gy m(R) da essi generato. La ((7.9) € una fibrazione localmente banale
con fibra omeomorfa al gruppo O(m). Abbiamo quindi la successione esatta:

—— Th41(Grm(R))
(7.10) —— m(0O(m)) —— TM(Vym(R) —— m(Gpm(R))
— m-1(0(m)) ——

Lemma 7.7. Per ogni intero non negativo h ed ogni coppia d’inter: positivi
m, k, con m < k, le applicazioni vy : mp,(0O(m)) = 7h(Vitmm(R)) hanno
immagine nulla.

DIMOSTRAZIONE. Rappresentiamo V., ., (R) come lo spazio delle ma-
trici reali M di tipo (k +m) x m tali che ‘M M = I,,,. Allora I'inclusione
t:O(m) = Vi m(R) identifica O(m) al sottospazio delle matrici

M, = (g) con g€ O(m).
L’omotopia F': O(m) x I — V), n(R) definita da

g cos?(tm/2) + I, sin®(tn/2)
F(g,t) = | (g — In) sin(tm/2) cos(tm/2)

0n72m,m

definisce una retrazione di deformazione di O(m) sul punto base di V,, ,, (R).
Da questo segue la tesi. ([

In particolare, dalla successione esatta di Serre otteniamo le successioni
esatte corte:

(7.11) 0= 7, (Vim(R)) —— mh(Gpm(R)) —— 7,-1(0(m)) — 0.
Abbiamo percio, tenuto conto dell’lomeomorfismo ((7.8)),

Teorema 7.8. Siano 1 < m < n e v = min{n,n —m}. Per ogni h > 1
abbiamo

(7.12) Th(Gnm(R)) = 7 (Vno (R)) & 71 (O(v)).

In particolare, poiché V,, ,,(R) ¢ semplicemente connesso per n —m > 1,
otteniamo che

(7.13) T (Gpm(R)) =Z2 Vn>3 e 1<m<n
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e inoltre
Th—1(SO(V)) se2<h<n-—uv,

(7.14) ™ (Grnm(R)) = Z O m,—,—1(SO(v)) seh=n—veépariov=1,
Zo ® mp—y—1(SO(v)) seh =mn—vedispariev > 3.

Se n’ > n, abbiamo un’inclusione naturale
(7.15) Grm(R) = G (R).

Proposizione 7.9. L’applicazione mh(Gpm(R)) = 71(Gym(R)) indotta
dalla (7.15)) & un isomorfismo per ogni h < min{m,n —m} ed ogni n’ > n.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se h < n—m, e consideriamo la partizione cel-
lulare di G,y ,,,(R) data dalle celle di Schubert, lo scheletro h+1-dimensionale
di Gy 1 (R) & contenuto in Gy, (R). O

8. Varieta di Stiefel e di Grassmann complesse

In modo analogo definiamo le varieta di Stiefel e di Grassmann comples-
se.

Definizione 8.1. La varieta di Stielfel complessa V,, ,,(C) & costituita dalle
m-uple di vettori ortonormali di C™.

Possiamo identificare V,, ,,(C) all'iniseme delle matrici complesse Z, di
tipo n x m, che soddisfano Z*Z = I,,,. Abbiamo:

Proposizione 8.2. Per ogni 0 < m < n, la varieta di Stiefel Vy, 1, (C) é una
varieta analitica di Hausdorff, di dimensione reale m(2n —m), compatta e
connessa per archi. Essa ¢ omeomorfa allo spazio omogeneo SU(n)/su(n—m)-

DIMOSTRAZIONE. V,, ,(C) ¢ uno spazio topologico di Hausdorff com-
patto perché € un sottoinsieme chiuso e limitato di C". Possiamo definire
la sua struttura differenziabile descrivendo una carta locale con centro in un
punto ¢ = (v1,...,vy). Completiamo v1,...,v, ad una base ortonormale
(vi,...,vm,) di C". Assegnamo numeri complessi 25 j per 1 < j < h <ne
numeri reali y; per j = 1,...,m, tali che y]2 + ZZ:J‘H |znj|* < 1 per ogni
7 = 1,...,m. Risulteranno allora univocamente determinati numeri com-
plessi 2, per 1 < h < j < m tali che Im(z;;) = y;, Re(2;;) > 0 e detta Z
la matrice Z = (zh’j) 1<h<n , Sia Z*Z = I,,. 1 numeri reali y; e le parti reali

1<j<m

e immaginarie degli zh_j_con 1 < j < h < n sono le coordinate di una carta
locale con centro in ¥. La dimensione della varieta & quindi

m

Z[Q(n—j)—l—l] =m2n+1) —m(m +1) = 2nm — m? = m(2n — m).

j=1
Chiaramente il gruppo speciale unitario SU(n) opera transitivamente su
Vnm(C), con isotropia SU(n —m). Quindi V,,,,(C) ¢ omeomorfo al quo-
ziente SU(n)/su(n—m) € percio compatto e connesso per archi. O
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Proposizione 8.3. La varieta di Stiefel complessa Vy, ,(C) € (2n — 2m)-
connessa € Top—2m+1(Vym(C)) = Z.

DIMOSTRAZIONE. Fissato un intero k con 1 < k < m, P'applicazione
(8.1) Vim(C) 3 (vi, ..., 0m) = (v1,...,v%) € V1 (C).

¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica V,,_j ,,,—x(C). Otteniamo
quindi una successione esatta

— Th1 (Vo (C))
(8.2) EE— Wh(anlqm—k((C)) E— Wh(Vn’m((C)) —_— Wh(Vn’k((C))
— -1V gm—1(C)) ——

Ragioniamo per ricorrenza su m > 1. Per m = 1, V,,;(C) = §?"1 ¢
sappiamo che la sfera di dimensione (2n—1) ¢ (2n—2)-connessa. Supponiamo
ora che m > 1 e che, per ogni v con 1 < r < m la varieta di Stiefel
complessa V,, .(C) sia (2n — 2r)-connessa. Utilizziamo la successione esatta
con k = 1. Poiché per l'ipotesi induttiva V,,_; ,,—1(C) & (2n — 2m)-
connesso e V,, 1(C) = S?"~1 & (2n — 2)-connesso, otteniamo che mp,(V;, 1 (C)
¢ (2n — 2)-connesso.

Utilizziamo ancora la successione esatta (8.2) con k = (m — 1) ed h =
2n—2m. Poiché V,, ,,_1(C) & (2n—2m+2)-connessa, otteniamo l'isomorfismo

Ton—2mi1(Vam(C)) = m2n—2mi1(Va—mi1.1(C)) = Ton_ami1 (S22 = 7.

0

L’applicazione
(8.3) Vim(C) 3 (vi,...,0m) = (V1,...,0m) € Gy n(C)

¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica U(m). Otteniamo quindi
una successione esatta d’omotopia

— Th41(Gnm(C))
(84) —— m(UMm)) —— m(Vom(C) —— mh(Gpm(C))
— -1 (U(m)) —— 1h-1(Vpm(C)) ——
Con una dimostrazione analoga a quella del Lemma [7.7] otteniamo

Lemma 8.4. Se 1 < m < 2m < n, allora Uapplicazione m,(U(m)) —
Th(Vim(C)) in (8.4) ha immagine nulla.

Questo di da, per ogni intero h > 1 e per 1 < m < 2m < n, le successioni
esatte corte

(8.5) 0= 7m(Vpm(C)) —— mh(Gpm(C)) —— mr—1(U(m)) — 0.

Otteniamo percio il
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Teorema 8.5. Sia v = min{m,n — m}. Allora, per ogni 1 < m < n ed
h>1
(8.6) Th(Gn,m(C)) = Th (Vi (C)) & mh—1(U(v)).

DIMOSTRAZIONE. Se 2m < n, la tesi segue dalla (8.5). Per completare
la dimostrazione, e sufficiente utilizzare I’omeomorfismo

(8.7) Gnm(C) 2 p = pt € Gypem(C),
dove pt ¢ I'(n — m)-piano ortogonale a p, rispetto ad un prodotto scalare
Hermitiano in C”. O

Otteniamo in particolare

) m-1(U(v)) sel <h<2n-—2v,
(88) T4(Cnm(C)) = {Z @ mon—2,(U(v)) seh =2n—2v,

e quindi 71 (G, (C)) = 0 e m2(Gpm(C)) = Z per ogni 1 < m < n.
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CAPITOLO 21

Geometria differenziale delle curve

1. Curve parametriche in R”

Definizione 1.1. Una curva parametrica di classe C* in R™ & una applica-
zione differenziabile di classe C*:

a:J =R

definita su un intervallo J di R. Chiamiamo l'immagine «(J) di « il suo
supporto.
Diciamo che « € una curva regolare se k > 0 e

a(t) = Da(t) £ 0 Yt € J.

Diciamo che a & una curva chiusa (o un laccetto) di classe C* se J = [to, 1]
& un intervallo compatto e D'a(ty) = Dia(t1) per ogni i = 0,...,k, aperta
altimenti. La curva « si dice semplice se € aperta e ’applicazione « ¢ iniettiva
oppure se € chiusa e la sua restrizione a ogni sottointervallo proprio di J e
iniettiva. Se [to,t1] C J chiamiamo la restrizione

Oé‘[to,tl] : [to,tl] — R”
arco di o da tg a tq.

Definizione 1.2. Sia « : J — R" una curva parametrica differenziabile di
classe CF e sia
o:J —J
un diffeomorfismo di classe C*. Allora la
!
aoc:J — R"

¢ ancora una curva parametrica di classe CF, che si dice ottenuta da «
per riparametrizzazione. La riparametrizzazione definisce una relazione di

equivalenza tra le curve parametriche di classe CF. Le corrispondenti classi
di equivalenza si dicono curve geometriche o semplicemente curve.

Si ricava immediatamente dal teorema delle funzioni implicite:

Proposizione 1.3. Il supporto di una curva semplice regolare di classe C*
¢ una sottovarieta differenziabile di classe C* di dimensione 1 di R™.

Due curve semplici, regolari, aperte, di classe CF sono equivalenti se e
soltanto se hanno lo stesso supporto.

Due curve chiuse, semplici, regolari, di classe CF sono equivalenti se e
solo se hanno lo stesso supporto e lo stesso punto iniziale.

337
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Ricordiamo che un sottoinsieme L di R" si dice un sottospazio affine se
per ogni coppia di punti z,y € L la retta
zy = {tz + (1 — t)y|t € R}
& contenuta in L. In questo caso, fissato y € L,
Ly={x—ylze L}

€ un sottospazio vettoriale di R", che non dipende dalla scelta del punto
y € L usato per definirlo. La dimensione di Ly come sottospazio vettoriale si
dice dimensione del sottospazio affine L. Un sottospazio affine di dimensione
m si puo descrivere in forma parametrica mediante

(1.1) L={xg+s'v + ...+ 5™vy, | s', ..., s™ € R}
ove T € un qualsiasi punto di L e v, ..., v, una qualsiasi base di Ly, oppure
in forma implicita mediante
(1.2) L={zcR"¢@x)=c i=1,..,n—m}
ove £1,...,€"™ & una base dell’annullatore di Ly in (R") e &i(xg) = ¢
(i=1,...,n —m) per un qualsiasi punto zy € L.

Supponiamo che una curva a : J — R” di classe C* abbia il supporto

contenuto in un sottospazio affine L di dimensione m < k. Se L & descritto
in forma parametrica da (1), avremo su J

aft) = zg + st (t)vy + ... + s™(t)vm

1

con funzioni s', ..., s™ : J — R di classe C*. In particolare la matrice

(1.3) (Daf(t), ..., DFa(t))

ha rango minore o uguale a m in tutti i punti di J. Indicheremo nel segui-
to con A%, (t) o semplicemente con A,,(t) quando non vi sia ambiguita, la
matrice (Da(t), ..., D™a(t)) per m < k.

Abbiamo, con le notazioni introdotte sopra:

Proposizione 1.4. Sia m un intero non negativo ed
a:J—R"
una curva di classe C™1 tale che
rkAp(t) = rkAm,41(t) =m

per ogni t € J. Allora il supporto di o é contenuto in un sottospazio affine
di dimensione m e nessun arco di o € contenuto in un sottospazio affine di
dimensione m — 1.

DIMOSTRAZIONE. Se m = 0, la curva « ¢ costante e dunque la tesi
¢ verificata. Supponiamo m > 0. Segue dall'ipotesi che D™ *la(t) & in
ogni punto di J combinazione lineare di Da, ..., D™« e sono univocamente
determinate applicazioni continue Aq, ..., A, : J — R tali che

D™ a(t) = A (t)Da(t) + ... + M (t) D™ a(t)
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per ogni t € J. Fissiamo un punto tg € J e sia &', ..., "™ una base dell’an-
nullatore del sottospazio vettoriale di R™ generato da Da(tp), ..., D™a(to).
Definiamo le funzioni di classe C! su J:

wi;(t) = & (D'a(t))
pert=1,...m,j=1,...,n—m. Esse sono soluzione del problema di Cauchy
omogeneo:

wm- = Wj+1,5 1= 1,...,m—1
wm,j =)\ (t)wl,j + ...+ )\m(t)wm,j 1=
wi’j(t0> =0 i=1,...,m

e quindi sono identicamente nulle su .J. In particolare ne segue che &/(a) e
costante su J e dunque il supporto di « € contenuto nel sottospazio affine L
definito da (2), con xzy = a(tp). L’'ultima affermazione dell’enunciato ¢ una
conseguenza della discussione precedente: se un arco di « fosse contenuto
in un sottospazio affine di dimensione minore di m, allora A,,(t) avrebbe
rango inferiore a m in qualche punto di J. [l

Ricordando che una funzione analitica reale su un intervallo J che si
annulli su un sottoinsieme aperto di J si annulla identicamente su J, otte-
niamo:

Proposizione 1.5. Sia a: J — R™ una curva analitica reale. Sia
m = mazx{rkA,(t)|t € J}.

Allora il supporto di o € contenuto in un sottospazio affine di dimensione m
di R™ e nessun arco di a & contenuto in un sottospazio affine di dimensione
m—1 di R™.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che rkA,,(t) = m su un arco di . Ap-
plichiamo su questo arco il ragionamento svolto nel teorema precedente: le
funzioni analitiche &7(a) essendo costanti su tale arco sono costanti su tutto
J e otteniamo quindi la tesi. O

Definizione 1.6. Sia
a:J— R
una curva differenziabile di classe C* con k > n. Diciamo che essa ¢ sghemba
se
A(t) = A, (t) = (Da(t),...,D"a(t))

ha rango n in tutti i punti di J.

Per la proposizione 1.2 nessun arco di una curva sghemba & contenuto
in un sottospazio affine proprio di R".

Definizione 1.7. Fissato un punto ¢y € J, associamo a tale punto i sotto-

spazi affini:
L(to) = {a(to)},
L'(tg) = {a(ty) + sDa(to)|s € R}
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(retta tangente),
LI (to) = {afto) + s'Da(ty) + ... + " Dla(ty) s, ..., s € R}
(spazio osculatore di dimensione j) per j = 2,...,n.

Essi sono caratterizzati dalla proprieta:
Sia d(x,y) = |z — y| la distanza su R™ associata a un qualsiasi prodotto
scalare. Allora

d(a(t), L’ (to)) = o(|t — tol).

Infatti, posto zg = a(ty), v; = (4))"1D’a(ty), abbiamo per la formula di
Taylor:

Oé(t) = X0+ ’Ul(t — t()) + ...+ Un(t — to)” + O(H . tO‘n)
e dunque
d(a(t), I/ (t0)) < [vja1(t =t} T + ... + vn(t — to)" + o]t — tol").

Ricordiamo la formula della derivazione di una funzione composta (formula
di Faa di Bruno): se

gLy LR
sono funzioni di classe C¥ (k > 1) su intervalli J, J’ C R, allora

D*go f)(1)

k
=y > o(k;ar, ..., ar)(Dg(t))"...(D*g(£))™) (D™ f)(g(t))
m=1 a1+2a2+...+kap=Fk
a1+...+ag=m
ove i coefficienti multinomiali o(k;ay, ..., ax) sono definiti da:

o(k;ar,...,ar) = k/ (AN aq!...(k!)%a!).

Se dunque o : J' — J & una applicazione di classe C* ¢ a : J — R™ una
curva di classe C*, per la curva di classe C* 8 = a o o avremo:

A1) = AL (o (1) TE (1)

dove T{ (t) ¢ una matrice k x k triangolare superiore della forma

TE () =
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2. Decomposizioni di Gauss e di Gram
Dato un sottogruppo G del gruppo GL(n) degli automorfismi lineari di
R", consideriamo su R" le trasformazioni affini della forma
T — gr—+v

al variare di g in G e di v in R". Esse formano un gruppo, che si denota con
G e si dice il gruppo affine associato a G o la prima estensione del gruppo
G. Esso ¢ isomorfo al sottogruppo di GL(n + 1) delle matrici della forma

10
v g
per (g,v) € G x R™. Si verifica facilmente che G' & un sottogruppo chiuso

di GL(n) se e soltanto se G € un sottogruppo chiuso di GL(n +1). Se g ¢
I’algebra di Lie di G, allora I’algebra di Lie g; di G; ¢ data da:

0 0 n
gl_{(v X) "UER, Xeg}.

Osserviamo che in ogni caso (G opera transitivamente su R™: lo spazio R™
si identifica quindi allo spazio omogeneo

R" ~ G1/G.
Date due curve di classe C*:

a:J— RY

B:J — R",
diciamo che esse sono G1—congruenti se possiamo trovare un diffeomorfismo
o:J — J' diclasse C* e un elemento g € G tali che il diagramma

J —— R®
L e
J’ T} R™
sia commutativo. Per lo studio della Gi-congruenza di curve, e utile pre-

mettere alcuni risultati generali sulla decomposizione di matrici.
Introduciamo i seguenti sottogruppi di GL(n):

Zi(n) = {(zij)‘ziizl, zij=0sei>j},
Z_(n) = {(zij)‘ziizl, zij=0sei<j},
D(n) = {(zi5) |21 # 0, 25 = 0se i # j},
Ti(n) = {(zij) ]2 #0 25 =0sei>j},
T_(n) = {(zij) |z #0, 25 =0se i< j}.
Gli ultimi due si dicono rispettivamente i gruppi delle matrici triangola-

ri superiori e triangolari inferiori invertibili, D(n) il gruppo delle matrici
diagonali.
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Data una matrice n x n
M = (TTLU)
indichiamo con
i1..0n
Ji---Jn
il determinante della matrice h X h:
(M, g )1<pg<h -

Poniamo per semplicita
e conveniamo che

per ogni matrice M.

Definizione 2.1. Una matrice M si dice regolare se
Dp(M) #0 per h=1,...,n.

Teorema 2.2 (Decomposizione di Gauss). Data una matrice regolare M,
risultano univocamente determinate tre matrici ( € Z_(n), 6 € D(n), z €
Z1(n) tali che

M = ()z.
I coefficienti delle matrici ¢, 9,z sono funzioni razionali dei coefficienti di
M.

La dimostrazione sara suddivisa in una serie di lemmi.

Lemma 2.3. Se M € gl(n) e z € Z(n), allora per ogni 1 < h < n e
1 <51 < ... < jn < n abbiamo:
M = (Ma)f .
DIMOSTRAZIONE. Scriviamo
M = (M, ..., My,)

Mz = (Mj,..., M)).
Allora
M]/ = Mlzlj 4+ ...+ Mj—lvjzj—l,j + Mj
e dunque
M{A..ANMj =M A..\M,

per ogni h = 1,...,n, da cui segue l'asserzione sui determinanti dei minori.
O

Lemma 2.4. Siat = (t;;) € T_(n). Allora:

() Dult) = trti
(i) t}:::;(l I = Dy (1),
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DIMOSTRAZIONE. La (i) € un caso particolare di (ii). Quest’ultima si

ricava osservando che ti:::gh_l)r ¢ uguale a 0 se r < heperr > helil
determinante della matrice triangolare inferiore:
t11 0 0 e 0 0
t21 22 0 e 0 0
th—11 th-12 th-13 --- th—1p-1 O
thi tha ths oo thhe1  thr

O

Lemma 2.5. Ogni matrice regolare M si decompone in modo unico nella
forma

M=tz
conteT_(n) eze Zi(n).

DIMOSTRAZIONE. Poniamo M = (m;;) e determiniamo i coefficienti x;;
per ¢ > j risolvendo il sistema lineare:
(%) M1 T+ e+ My(j—1)T(j—1); = —Myj {=1,...,5—1.
Questo ha una e una sola soluzione, perché il determinante della matrice
dei suoi coefficienti ¢ Dy_1(M). Essa si calcola con la regola di Kramer, e
dunque ¢ funzione razionale dei coefficienti di M. Posto z;; =1 e z;; =0
per ¢ < j, abbiamo allora

M(.Z‘zj) =te T_(n)

e dunque, con z = (z;;)”* € Z4(n) otteniamo la decomposizione cercata.
Viceversa, la condizione che Mz~! € T_(n) & equivalente al fatto che i
coefficienti di (z;;) = 2! soddisfino (*) e dunque la decomposizione & unica.

U

Utilizziamo i lemmi precedenti per calcolare i coefficienti ¢;; della matrice
t € T_(n) ottenuti in questa decomposizione: per il Lemma essendo
M =tz abbiamo: o o
J1edn _ 41
MTE =ty
e dunque, per il Lemma
1..(h—1 1..(h—1
My = T = 4, Dy () = D1 (M),
B quindi
1...(h—1
ten = My 3"/ Dy (M),
La decomposizione di Gauss segue ora dall’osservazione che ogni matrice
t € T_(n) si scrive in modo unico mediante:

t=¢o
con ( € Z_(n) ove 6 € D(n) ha la stessa diagonale principale della matrice
t. Indichiamo con K (n) il sottogruppo di T4 (n) delle matrici triangolari
superiori ad elementi della diagonale principale positivi.
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Teorema 2.6 (Decomposizione di Gram). Ogni matrice a € GL(n) si
decompone in modo unico mediante

a = uk

conu € O(n) ek € Ky(n). Abbiamo u € SO(n) se e soltanto se Det(A) >
0.
L’applicazione
O(n) x K4(n) 3 (u,k) = uk € GL(n)
e un diffeomorfismo analitico.

DIMOSTRAZIONE. La decomposizione si puo ottenere mediante il pro-
cedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt. Qui la deduciamo dalla
decomposizione di Gauss: questo procedimento ci consente di esplicitare me-
glio il carattere delle operazioni e di ottenere formule esplicite per il calcolo
dei coefficienti delle matrici della decomposizione.

Osserviamo che la matrice ‘aa & definita positiva e quindi regolare.
Possiamo quindi decomporla in un unico modo mediante:

taa = Coz
con ( € Z_(n),d € D(n), z € Zy(n). Inoltre 6 = diag(dy, ..., d,) con
6n = Dp(*aa)/Dy_1(*aa) >0 per h=1,...,n.

Poiché ‘aa ¢ simmetrica, dall’'unicitd della decomposizione di Gauss ricavia-
mo ancora che

¢ =tz

V6 = diag(\/61, ..., /)

dove si e scelta la determinazione reale positiva della radice quadrata. Allora

k=V6éz¢e K,(n)

Sia

e abbiamo
taa = tkk.

Da questa uguaglianza segue immediatamente che
u=ak™' € O(n).
Abbiamo cosi ottenuto la decomposizione di Gram a = uk. Essa € unica
perché, se
a=uk
conu € O(n) e k € K (n), allora

taa = tkk

e k ¢ unica per 'unicita della decomposizione di Gauss. (|
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E importante sottolineare che abbiamo ottenuto, per i coefficienti della
diagonale principale di k nella decomposizione di Gram:

Dp(taa)

kpn = | =———= |
i Dy, (taa)

La decomposizione di Gram si puo generalizzare ad altri gruppi diversi dal
gruppo ortogonale euclideo. Ad esempio, consideriamo il gruppo O(1,n)
delle trasformazioni ortogonali rispetto al prodotto di Minkowski [-|-] su
R™*+!. Ricordiamo che, posto

1 0 0 0
0 -1 0 0
L= 0 -1 0
00 0 .. -1

O(1,n) ¢ il sottogruppo di GL(n + 1) delle matrici a per cui
tallyna =l
e la sua algebra di Lie o(1,n) & formata dalle X € gl(n + 1) tali che
"XIip+LnX =0
cioe dalle matrici della forma
(> ¥)
v Y

conv €R"eY €o0(n). In questo caso otteniamo:

Teorema 2.7. Sia a € GL(n+ 1) e supponiamo che
[aeglaeg] > 0.
Allora possiamo decomporre a in modo unico nella forma:
a = uk
conu € O(1,n) e k€ Ky(n+1). L’applicazione
O(1,n) x Ky(n+1) 3 (u, k) - uk € GL(n+ 1)
é iniettiva e analitica reale.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ analoga a quella svolta per la de-
composizione di Gram. Osserviamo che ‘alj ,a & regolare,in quanto 'or-
togonale di aeg ¢ totalmente anisotropo. Quindi ‘al; ,a ammette un’unica
decomposizione di Gauss

tal 100 = (0%
con ( € Z_(n), 6 € D(n), z € Zy(n). Dall’unicita della decomposizione
segue che ¢ = 'z. Inoltre

§ = diag(k3, —k?, ..., —k?)
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con numeri reali positivi kg, ..., k,. Posto
A= diag(k‘o, k‘l, ceey ]{2”),
otteniamo
0 =A6L,A.
Poniamo a questo punto
k=Aze K (n+1).
Otteniamo
taILna = tkflmk.

Se poniamo
u=ak!
risulta allora u € O(1,n) e questo ci da la decomposizione cercata. L’unicita

segue da considerazioni analoghe a quelle svolte per la decomposizione di
Gram. 0

Concludiamo questo paragrafo dimostrando un teorema sui sottogruppi

chiusi di GL(n).
Teorema 2.8. (i) Sia G un sottogruppo chiuso di GL(n) e sia g C

gl(n) la sua algebra di Lie. Se

a:J— G CGL(n)
¢ una curva di classe C, allora
a tt)a(t) eg Ve J.
(ii) Viceversa, se
A:J—g
¢ una curva differenziabile di classe C*, con k > 0, tg € J, allora
la soluzione del problema di Cauchy lineare:

a(t) =a(t)A(t) teld
{Oé(to) =g €G
¢ una curva o : J — G a valori in G di classe C*+1.
DIMOSTRAZIONE. (i) Fissiamo un intorno Uy di 0 in g tale che
Up> X — exp(X) € Ue = exp(Up)

sia un diffeomorfismo analitico di Uy su un intorno U, dell’identita di G. Sia
t € J, g = at). Allora possiamo trovare un intorno aperto connesso Jy di
t in J tale che a(Jy) C gUe. Risulta allora univocamente determinata una
curva di classe C! in Uy:

Joot—=X(t)eUyCg

tale che B
a(t) = gexp(X(t)) Vte J

X() =0.
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Avremo allora, con

Yo=X() € g,

a(t) = gYo,
cioe a(f)~la(t) =Y, € g.
(ii) Osserviamo che, per il punto (i), per ogni funzione reale di classe C*

Jot—g

abbiamo

eap(-X (1)) S erp(X () € o

per ogni t € J. Piu precisamente ricordando la formula di differenziazione
dell’esponenziale:

eap(=X (t)) - exp(X (1) = H(X ()X (t)
ove .

H(X) = €$p(—X)TX)

exp(X)

¢ una applicazione analitica
g> X — H(X) € gl(g)
con
H(0) = Id,.
Quindi il problema di Cauchy non lineare:

{emp<—x<t>>$exp<x<t>> — H(X(£)X(t) = At)
X(t) =0

ammette un’unica soluzione, che ¢ una funzione di classe C*T! definita su
un intorno connesso J' di tg in J, a valori in g. Allora

goexp(X(t))

& una curva di classe C*T! definita su J’ a valori in G e coincide con la
soluzione « del problema di Cauchy (C) per 'unicita. Questo argomento,
ripetuto a partire da un qualsiasi punto ¢ € J per cui a(t) € G, ci dice che
I'insieme dei punti ¢t € J per cui a(t) € G ¢ aperto J. Esso ¢ anche chiuso
perché abbiamo supposto G chiuso in GL(n), quindi coincide con J perché
¢ non vuoto contenendo tg. [l
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3. Curve nello spazio Euclideo

Studiamo in questo paragrafo la congruenza di curve nello spazio Eu-
clideo, cioe rispetto al gruppo O1(n) delle isometrie di R™. Indichiamo con
(+]-) il prodotto scalare canonico di R™ e con | - | la norma associata. Data
una curva

(o7 [to,tl] — R"
definita e di classe C' su un intervallo compatto [to,?;1], definiamo la sua
lunghezza mediante

o) = /t Cla(t)|dt.

0
Le formule di cambiamento di variabili dell’integrale ci dicono che la lun-
ghezza di una curva non dipende dalla sua parametrizzazione. Nel caso di
una curva semplice il cui supporto sia un segmento, la lunghezza coincide
con la lunghezza del segmento definita nella geometria elementare. Inoltre,
se consideriamo l'immagine della curva o mediante una isometria:

B(t) = ua(t) + v
con u € O(n) e v € R” fissati, abbiamo

B(t) = ud(?)
e dunque
1B(t)] = | (t)]

su [to,t1]. La lunghezza di una curva ¢ dunque invariante per isometrie di
R™. Supponiamo ora che due curve

a;:Jp — R™
(i = 1,2) di classe C*, con k > 1 siano Oj(n) congruenti e sia

JlLRn

Ll
«
Jo —2> R™
un diagramma commutativo che descrive la congruenza, con o : J; — Jo
un diffeomorfismo di classe C*¥ e g € O1(n). Per restrizione esso definisce

una O;(n) congruenza di qualsiasi arco di «; sull’arco corrispondente di g
e dunque avremo, fissato ty € Ji:

t o(t)
/ 61 (6)]de = / i (€)de
0 o(to)

t

per ogni t € Jq.
Sia ora
a:J =R
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una curva regolare di classe C* (k > 1). Allora, fissato to € J, la funzione

t

s(t) = [ |a(§)ldg

to

& un diffeomorfismo di classe C*, strettamente crescente, di J su un intervallo
J' di R. La curva

B=aost:J - R"
si dice ottenuta riparametrizzando « per lunghezza d’arco. Essa gode della
proprieta che
1B(s)| =1 VselJ.

Una curva di classe C¥ con k > 1 che goda di questa proprieta si dice parame-
trizzata per lunghezza d’arco. Useremo di solito la lettera s per il parametro
lungo una curva parametrizzata per lunghezza d’arco e la lettera ¢ per in-
dicare che non si pongono speciali condizioni sulla parametrizzazione. Due
diverse parametrizzazioni per lunghezza d’arco si ottengono I'una dall’altra
per trasformazioni di R della forma:

s — s+ sg

(isometrie di R).
Da questa discussione segue il:

Lemma 3.1. Siano «; : J; = R™ (i = 1,2) due curve parametrizzate per
lunghezza d’arco. Se esse sono O1(n) congruenti, é possibile determinare
g € O1(n), e ==+1, sop € R tali che

as(s) = gag(es + sp).

Ricaviamo ora dalla decomposizione di Gram gli invarianti euclidei di
una curva sghemba. Sia

a:J—R"
una curva sghemba. Indichiamo con A(t) la matrice di GL(n):
A(t) = (Da(t), ..., D" a(t)).
Applichiamo ad A(t) la decomposizione di Gram: abbiamo
A(t) = E(t)K(t)

con

K(t) € Ki(n).

Osserviamo che, se a ¢ di classe C¥ con k > n, allora i coefficienti di F(t)
sono funzioni di classe C¥~"*1 e quelli di K (¢) sono funzioni di classe CK¥—™.
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La matrice E(t) si dice il riferimento di Frenet lungo la curva «. Le sue
colonne e1(t), ..., ,(t) sono dette:

e1(t) versore tangente
ez (t) versore normale
e3(t) versore binormale

en(t) versore (n — 1)-normale

Se dovremo considerare contemporaneamente il riferimento di Frenet di piu

curve, indicheremo la curva considerata a esponente. Scriveremo cioe £, e

invece di F ed e;. Il riferimento di Frenet lungo una curva dipende soltanto
dall’orientazione della curva: abbiamo osservato che un cambiamento o della
parametrizzazione cambia A(t) in una matrice

Ao (1) T3 (t)

ove T7(t) & una matrice diagonale superiore con diagonale principale

e dunque avremo
E%(t) = E%(o(1))

se 0 > 0 (la riparametrizzazione conserva il verso della curva)

-1 0 0 ... 0

0o 1 0 ... 0
E)=E*c@)| 0 0 -1 ... 0

0o 0 0 ... (="

se 0 < 0 (la riparametrizzazione cambia il verso della curva). In quest’ultimo
caso sard e$(o(t)) = (—=1)%e®(t) per i = 1,...,n.

Se la curva « € parametrizzata per lunghezza d’arco, allora i coefficienti
sulla diagonale principale della matrice triangolare superiore K (t) nella de-
composizione di Gram di A(¢) sono degli invarianti della curva. Osserviamo
che k17 = 1 e dunque si ottengono dalla diagonale di K (t) n — 1 funzioni
lungo la curva invarianti rispetto all’azione di O1(n). Definiamo a partire

da essi le curvature di o mediante:

fi(s) = Fee ),

Se non supponiamo la curva parametrizzata per lunghezza d’arco avremo

Eiv1,i41(2)

ki) = e |
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L’espressione trovata nel paragrafo precedente per i coefficienti k;; ci per-
mette di esprimere le curvature mediante la matrice A(¢):

hi(t) = | Pt CADAD) - D (CADAWD)
S D2(tA(8)A(1)) - |a(t)[? '

Il Teorema [2.8 nel caso del gruppo ortogonale da:

Lemma 3.2. (i) Se
J>t— 0(n)

¢ una curva differenziabile di classe C', allora
E-Y®)E@t) =t E})E(t) € o(n) Vt € J.

(ii) Assegnato un intervallo J in R, un punto to € J, un elemento
ug € O(n) e una curva

X:J—o(n)
di classe C* con k >0, la soluzione del problema di Cauchy:

E(t)=Et)X(t) teJ
E(to) = uo

¢ una curva di classe C*1 a valori in O(n).

DIMOSTRAZIONE. Diamo una dimostrazione indipendente dal Teorema
(i) Differenziando l'identita

'E(t)E(t) = Id
troviamo
(%) "E'(t)E(t) +" E(t)E'(t) = 0,
cioe, ponendo X (t) =t E(t)E'(t),
EXt)+X(t)=0
che ci dice che X (t) € o(n).

(ii) Poniamo M(t) =' E(t)E(t), ove E ¢ la soluzione del problema di
Cauchy in (ii). Differenziando M abbiamo allora

M'(t) = M(t)X(t) — X (t)M(t).
Poiché M (ty) = Id ne segue che M(t) = Id per ogni t € J e quindi E(t) €
O(n). O
Teorema 3.3. Sia
a:J—R"
una curva sghemba e sia
E:J— 0O(n)
il suo riferimento di Frenet. Allora la matrice antisimmetrica
Q(t) = E~1(t)E'(t)
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e della forma:

0 —kit) 0 0 0 0

Ei(t) 0 —ko(t) 0O 0 0

0 ko (t) 0 —kg(t) 0 0

Q) =la@)| | © 0 ks (1) 0 0 0
00 00 0 k)

0 0 0 0 R S () 0

DIMOSTRAZIONE. I coefficienti della matrice () = (wj;) sono dati da

wij = (ei(t)]é;(t))-

Poiché e;(t) & combinazione lineare di Da(t), ..., D/a(t), é;(t) & combinazio-
ne lineare di Da(t), ..., DV a(t), D’*1a(t) e dunque ortogonale a e; se i > j+1.
Essendo €(t) antisimmetrica, si conclude che w;;(t) = 0 se |i — j| # 1.

Per calcolare i coefficienti di €(¢), supponiamo dapprima che « sia di
classe C"*1. Allora la A(t) e quindi anche la K(t) nella decomposizione di
Gram di A(t) ¢ di classe C!. Posto

A'(t) = A(t) M (t)

otteniamo:

(%) Qt) = K@OMOK ™ (t) - K'()K ().

La matrice M (t) ¢ della forma
000 ... 0 MO
100 0 Ao(t)
010 0  As(t

- | ()

000 0 An—1(?)
00 0 1 An(t)

e quindi possiamo facilmente calcolare w;;1; usando (). Il secondo adden-
do a secondo membro e triangolare superiore e quindi non da contributo.
Otteniamo percio

Kit1,i+1(¢)

Kii(t)

da cui segue la tesi. Se « € solo di classe C™, possiamo approssimarla unifor-
memente con le derivate fino all’ordine n sui sottoinsiemi compatti di J (per
il teorema di Stone-Weierstrass) con una successione o, di curve sghembe
di classe C*°. Per ciascuna di esse vale la conclusione del teorema e dunque
I’enunciato segue per passaggio al limite, in quanto sia i coefficienti delle
matrici ©,(¢) che quelli delle matrici K, (t) associate alle «;, convergono a
quelli di Q(t) e di K(t) per ogni punto t € J. O

wit1,i(t) =
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Definizione 3.4. Il sistema di equazioni:
E'(t) = E(t)Q(t)

soddisfatto dal riferimento di Frenet della curva « si dice sistema di equazioni
di Frenet della curva.

Esso ¢ descritto completamente dalle funzioni di curvatura, che abbia-
mo visto essere invarianti euclidei della curva. Esplicitiamo tale sistema di
equazioni:

(t) + ka(t)es
ea(t) + ks (t)ea(t)]

—~
~
N~—

n-1(t) =v(t)[—kn—2(t)en—2(t) + kn—1(t)en(t)]
én(t) = —v(t)kn—1(t)en—1(t)

ove abbiamo posto

Otteniamo quindi:

Teorema 3.5. (i) Siano o : J; — R™ due curve sghembe. Condizio-
ne necessaria e sufficiente affinché siano O1(n) congruenti é che,
avendole parametrizzate per lunghezza d’arco, dette k;(s) le curva-
ture delle due curve (1 =1,2, j =1,...,n—1) risulti con e = +1 e
un sop € R):

s — €S+ So

e bigettiva da Jo su Ji e
1 2
kj(s) = kj(es + s0) Vs.
(ii) Assegnate n — 1 funzioni continue a valori positivi:
/{j :J =R

di classe C* ,con k > 0, un punto ty € J, un punto xy € R" e
un elemento w € O(n), possiamo trovare una e una sola curva
a:J — R™, parametrizzata per lunghezza d’arco, con a(ty) = xo,
avente in ty riferimento di Frenet u, e avente le k;(t) come funzioni
di curvatura.

DIMOSTRAZIONE. (i) La condizione ¢ ovviamente necessaria. Per dimo-
strare la sufficienza, possiamo supporre che le due curve «; siano definite
sullo stesso intervallo J e non & restrittivo supporre che 0 € J e che le
curvature delle due curve siano uguali per uguali valori del parametro:

k:;”(s) = k;-m(s) =kj(s) VseJ Vj=1,...,n—1
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Risultera allora associata alle due curve la stessa matrice
Q% (s) = Q%(s) = Q(s)
data da
Q(s) = (k;j(s)[0s,541 — 04,0 4+ 1])ij=1,..n-

Allora i riferimeti di Frenet E®i(s) delle due curve soddisfano lo stesso
sistema, di equazioni differenziali ordinarie:

(%) E'(s) = E(s)Q(s) su J.

Siau = E*(0) € O(n), w= E*?(0) € O(n). Allora per l'esistenza e unicita
della soluzione di (*) per una condizione iniziale £(0) = g € O(n) assegnata,
troviamo che deve essere

E*(s) = wu 'E*(s) Vs € J.

1

Quindi, posto g = wu™", avremo in particolare

Go(s) = gau(s) Vs e J
da cui
as(s) = goq(s) +xo Vs € J

per un opportuno xg € R™. (ii) La curva cercata e I'unica soluzione delle
equazioni di Frenet e del sistema

a(t) = ei(t)
con le condizioni iniziali assegnate. ([

Questo teorema ci dice che la lunghezza d’arco e le curvature costitui-
scono un sistema completo di invarianti indipendenti per le curve sghembe
dello spazio euclideo. Dalla discussione della O1(n) congruenza si deduce
immediatamente quella della SO;(n) congruenza. In questo caso dobbia-
mo prendere in considerazione un altro invariante delle curve parametriche
sghembe: il segno del determinante della matrice A(¢t) = (Dq, ..., D"a). Se
questo e positivo, diciamo che la curva parametrica « ha torsione positiva,
se € negativo diciamo che la curva ha torsione negativa. Si dice torsione
della curva la n — 1-esima curvatura con il segno + se la torsione ¢ positiva
e con il segno — se la torsione ¢ negativa. Osserviamo che il segno della
torsione e il determinante del riferimento di Frenet. Un cambiamento dell’o-
rientazione di una curva parametrica in R” ne cambia il segno della torsione
se il numero n(n + 1)/2 & dispari, mantiene inalterato il senso della torsione
se esso ¢ pari. Abbiamo dunque:

Teorema 3.6. Se n(n + 1)/2 ¢é dispari, due curve sghembe sono SO;(n)
congruenti se e soltanto se sono O1(n) congruenti. Se n(n+1)/2 e dispari,
due curve sghembe sono SO1(n) congruenti se e soltanto se hanno torsione
dello stesso segno e sono O1(n) congruenti.
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Definizione 3.7. In uno spazio euclideo di dimensione n con n(n + 1)/2
pari si usano definire levogire le curve con torsione positiva e destrogire le
curve con torsione negativa. Il significato geometrico del segno della torsione
¢ diverso a seconda che la dimensione n dello spazio sia pari o dispari.
Nel caso della dimensione dispari ¢ il seguente: i vettori eq,...,e,_1 del
riferimento di Frenet in un punto a(t) di una curva sghemba o : J — R”
curva determinano univocamente un iperpiano e su di esso una orientazione.
Risulta cioe univocamente indviduato un vettore n tale che (eq,...,e,-1,n) €
SO(n). Diremo che i punti

r=oat)+ e +..+ e, 1 +E™

con £" = 0 appartengono all’iperpiano osculatore, quelli con £" > 0 appar-
tengono al semipiano superiore, quelli con £ < 0 al semipiano inferiore. Se
la torsione di « & positiva, allora potremo trovare un ¢ > 0 tale che «(t)
appartenga al semipiano superiore se t < t’ < t + ¢, al semipiano inferiore se
t —e < t' < t. La situazione si scambia nel caso la torsione sia negativa. Se
la dimensione n ¢ pari, allora un arco della curva contenente «/(t) sara tutto
contenuto nel semispazio superiore se la torsione e positiva, nel semipiano
inferiore se la torsione ¢ negativa.

Esempi

Esempio 3.8. In R? le curve con curvatura costante sono archi di circon-
ferenza: infatti per R > k > 0,il sistema

é1 = k‘€2
é2 = —]CGQ

con (e1(s),ea(s)) € O(2) ha soluzione generale
_ (cos(ks + s0)
els) = (sin(ks + so)>

[ —sin(ks + sp)
ea(s) = < cos(ks + so) )
e dunque le curve con curvatura costante k sono descritte da:
(k7 tsin(ks + s0) +a
ofs) = <—l<:_1 cos(ks +sg) + b

con a,b € R. Osserviamo che una curva che descrive una circonferenza
risultera avere torsione positiva o negativa a seconda che ne descriva la
frontiera (per valori crescenti del parametro) in senso antiorario o orario.

Esempio 3.9. Consideriamo ora curve in R3 con curvature ki, ks > 0
costanti. Fissiamo un angolo 6 € (0,7/2) tale che

tanf = k‘l/kig.
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Se (e1(s), ea(s),e3(s)) e il riferimento di Frenet lungo una curva con curva-
ture k1, ko > 0 costanti, consideriamo il vettore
w(s) = e1(s) cos B + e3(s) sin 6.
Abbiamo allora per le equazioni di Frenet:
(%) w(s) = kiea(s) cos — kaea(s)sinf =0
e dunque w(s) = w & un vettore costante. Ricaviamo quindi:

(e1(s)|w) = cosf = costante.

Da questa otteniamo, se per esempio fissiamo w =

S O =

cos
e1(s) = | sinf cos(hs + so)
sin @ sin(hs + sg)
con
k1
sin 6
e da questa ricaviamo che la curva cercata € isometrica a una curva della
forma

(cosf)s
a(s) = | —h~!(sin0) sin(hs)
h=1(cos 0) cos(hs)
a meno di traslazioni del parametro s e dell’azione del gruppo O1(n). Curve
di questo tipo si dicono eliche circolari. In generale la condizione che il
rapporto tra le due curvature sia costante implica che la tangente alla curva
« in ogni punto forma un angolo costante con una direzione assegnata w:
infatti la (%) vale quando ki/ke = costante = tanf. Curve con questa
proprieta si dicono eliche.
Consideriamo un’elica generale. Definiamo la curva:

B(t) = a(t) — twcos .

Abbiamo

d

a(w\ﬁ) = (e1|w) —cosf =0
e dunque la curva 8 ¢ una curva piana su un piano affine

(w|x) = costante.
Indichiamo con
(617 62)

il riferimento di Frenet della curva piana 3. Allora abbiamo:

e1 — wcosl
€= —"—"F"
sinb
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e dunque la curva f verifica le equazioni:

R
€1 = % €9
(**) { i smz1

€2 = T 5mne€l

Troviamo quindi I’equazione generale di un’elica nella forma:
a(s) = B(s) + swcos b

per una curva piana  in un piano ortogonale a w, la cui forma si ricava
dall’equazione (xx).

4. Complementi sulle curve nello spazio euclideo

Se a: J — R"™ & una curva di classe C" con:
Ap—1 = (Da(t), ...,D"’la(t))

di rango n — 1 per tuttiit € J, per mezzo del procedimento di ortogonaliz-
zazione di Gram-Schmidt risulta associata ad essa una curva:

E:J—S0O(n)
tale che:
A(t) = (Daft), ..., D" La(t), D"a(t)) = E(t)K(t)
dove K (t) ¢ una matrice triangolare superiore:

K(t) = (kij (1))
con k;i(t) > 0 per i < n, mentre ky,,(t) puo assumere qualsiasi valore reale.
Come abbiamo osservato nel il numero

7(t) = |ty t 1 (Okan (1)
¢ la torsione della curva « in t.

Nel caso di una curva piana, la torsione si dice curvatura della curva
orientata e i punti in cui essa cambia di segno si dicono flessi della curva
piana.

Nel caso di una curva piana, poiché SO(2) si puo identificare a S*
mediante I'isomorfismo di gruppi abeliani moltiplicativi:

) € SO(2)
il riferimento di Frenet in SO(2) si puo identificare a una curva

J— 5!

che si rialza al rivestimento universale R di S' come una applicazione diffe-
renziabile:

cosf —sinb

1 i0 _
S ﬁp(e)_<sin9 cos

0:J—=>R
univocamente determinata quando se ne fissi il valore in un punto ty € J.
Le equazioni di Frenet hanno allora la forma:

< 0l0(1)) = p(O()(1)
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e, poiché
d

2P0 =p(0+3)

otteniamo

Ora, possiamo scrivere
) 7
Q(t) = k(®)la®)lp(3)

dove k(t) e la curvatura della curva orientata « in ¢, e dunque le equazioni
di Frenet si riducono all’unica equazione scalare:

0(t) = [c(t)[k(t).
Se a & parametrizzata per lunghezza d’arco, otteniamo la formula per la
curvatura orientata:

do
ds
Possiamo quindi determinare una curva piana, nota la sua curvatura orien-

tata in funzione della lunghezza d’arco, mediante due quadrature: avremo
infatti

k

S

m@=%+/k@%

0
e le componenti z(s) e y(s) di a rispetto alle coordinate cartesiane di R? si
ottengono da:

M@—xwy/iww@mx

0

S
o(s) = o+ [ sin(ol€)ds.
50
Esempio. Determiniamo una curva piana « con la proprieta che la sua

tangente in ogni punto a(t) formi un angolo costante ¢ € [0,7/2] con la
retta uscente dall’origine e passante per il punto a(t).
E conveniente introdurre coordinate polari, cioe cercare la curva nella

forma
x =r(t)cos(0(t))
y =r(t)sin(0(t)).
La tangente alla curva in ¢ ¢ data da:

) cos(0(t)) . (—sin(0(
"(t) <sin(9(t))> +r6 ( cos(0(t
||l 7 (dla) = cos ¢

() = cos g/ 72(t) + r262(t).

))

Dalla condizione:

ricaviamo:
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Calcolando i quadrati delle due espressioni otteniamo:

M) g
) sin ¢ = +0(t) cos ¢

e dunque integrando otteniamo, a seconda della scelta del segno, le due
curve:

log r(t) sin ¢ = costante + 6(t) cos ¢

log 7(t) sin ¢ = costante — 6(t) cos ¢.
I due casi estremi sono rappresentati da ¢ = 0,7/2: nel primo 6 ¢ costante
e la curva € una semiretta uscente dall’origine. Nel secondo r & costante e la
curva € una circonferenza con centro nell’origine. Se 0 < ¢ < 7/2, possiamo
usare 6 come parametro sulla curva, ottenendo:

r(0) = roe
con a = £ cot ¢. In coordinate cartesiane, avremo cioe

x = 1( cos fe®
y = rosin fe??

Una curva di questo tipo si dice una spirale logaritmica. La sua curvatura

in ogni punto e data da
a0 _dbdo
ds df''do"
Abbiamo quindi:
k(0)| = rg ' sin pe .

Consideriamo ora il caso delle curve in R3. In questo caso osserviamo
che SO(3) & omeomorfo allo spazio proiettivo RP? e ha come rivestimen-

to universale S ~ SU(2). Possiamo definire I’omomorfismo di gruppi
SU(2) — SO(3) ¢ mediante la rappresentazione

3 12 Zl’+y
A:R? 3 (x,y,2) = (z’a:—y i > € su(2)

e l’azione aggiunta
SU(2) x su(2) 3 (9, X) — gXg~' € s5u(2).

Associamo al riferimento di Frenet

E:J—S0(3)
di una curva
a:J—R?
la curva corrispondente
g:J—SU(2)

ottenuta rialzando la F, avendo scelto in corrispondenza di un valore arbi-
trario di tg € J un elemento g(tg) € SU(2) della fibra su E(t¢). I coefficienti
della g(t) si dicono i parametri di Cayley-Klein lungo la curva.
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Poiché le algebre di Lie di SO(3) e di SU(2) sono isomorfe nell’isomor-
fismo:
0 =z

1z —ix —
—z 0 —z| = (1/2) <—ia:—|—y c y)
-y z 0

potremo riscrivere le equazioni di Frenet di una curva di R3 nella forma:

9(t) = g(t)Q(t)

dove Q ¢ stata ottenuta da Q mediante I'isomorfismo descritto sopra. Se a
¢ parametrizzata per lunghezza d’arco, allora la matrice (s) ¢ definita da:

i) — <ik(3)27(5) z'k:(S)S-T(S)>

dove k e T sono rispettivamente la curvatura e la torsione della curva eucli-
dea. Scrivendo ¢(s) = (g1(s), g2(s)) e posto

A(s) = k(s) +i7(s)
otteniamo allora il sistema di equazioni per vettori a valori in S C C?:

g1 = iA(8)g2

92 = —75\(3)91.

che & analoga al sistema di Frenet per le curve piane, con la differenza che
in questo caso i vettori e la curvatura della curva orientata assumono valori
complessi. Se scriviamo

5. Curve nello spazio di Minkowski

Sia [-|-] la forma bilineare simmetrica che definisce il prodotto scalare
nello spazio di Minkowski R+,

Definizione 5.1. Data una curva:
a:J— RV

di classe C! diremo che essa ¢ int € J
(1) di tipo tempo se [G(t)|a(t)]
(2) di tipo spazio se [&(t)|c(t)]
(3) isotropa se [G(t)|a(t)] = 0.

>0
<0

La proprieta di una curva di essere in un punto di tipo tempo, o di
tipo spazio o isotropa ¢ invariante rispetto alla O1(1,n) congruenza e alla
riparametrizzazione. Per continuita, una curva che sia di tipo tempo o di
tipo spazio in un punto lo & in tutto un arco che contiene tale punto.

Considereremo soltanto curve di tipo tempo, che corrispondono fisica-
mente alle traiettorie cinematiche di particelle dotate di massa.
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Analogamente alla parametrizzazione per lunghezza d’arco introdotta
nel caso euclideo, possiamo introdurre su una curva di classe C¥ con k > 1
una riparametrizzazione (di classe C¥) mediante:

(#) zroi/t NEOEOL D

Il nuovo parametro 7 si dice tempo proprio ed e definito a meno di una
costante additiva e del segno. Sulla traiettoria di una particella si converra
di sceglierlo in modo che

[&(T)]eo] >0

(in modo che il tempo sulla traiettoria scorra dal passato verso il futuro).
Chiameremo traiettoria una curva che sia di tipo tempo in ogni suo punto
e per la quale sia

[G&(t)]eg] > 0 Vt.
Se due traiettorie a; : J; — R™! di classe C* con k > 1 sono O1(1,n)
congruenti, allora avremo

as (1) = goan (T +10) VT E Jo

per opportuni g € O1(1,n) e 19 € R.

Per studiare la O (1, n) congruenza di traiettorie sara quindi conveniente
considerarle parametrizzate rispetto al tempo proprio. Per il Teorema
se a : J — R"! ¢ una traiettoria sghemba abbiamo la decomposizione di
Gram:

A(t) = (Daft),...,D"a(t)) = E(t)K(t)
con E(t) = (eg(t),...,en(t)) € O(1,n), K(t) = (kij) € Ky (n+1).

Definizione 5.2. Il primo vettore eg(t) si dice la quadrivelocita lungo la
traiettoria.

Possiamo ripetere gli argomenti svolti nella trattazione delle curve nello
spazio Euclideo. In particolare, se la traiettoria & parametrizzata rispetto al
tempo proprio, definiamo le curvature mediante:

k() = Kit1,i41(7)

per : =0,1,...n—1
ki (T)

Queste funzioni sono invarianti della traiettoria rispetto all’azione di O;(1,n).

Teorema 5.3. La matrice E(t) soddisfa l’equazione:
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ove Q1) € o(1,n) é la matrice:

(5.1)
0  ko(r) 0 0 0 0
ko(t) 0 —ki(7) 0 0 0
0 ki(T) 0 —kao(7) 0 0
Q(r) = 0 0 ka(T) 0 0 0
0 0 0 0 ... 0 —kp(r)
0 0 0 0 oo koa(r) 0O

L’equazione (5.1)) si puo esplicitare mediante:

éo  =koer
él :koeo + kleg
éQ = — k161 + k‘2€3
(5.2) és = —kaea + kzeq
€n-1 = —kn2en_2+ky_ 1€,
én =—kyp_1€n_1

Due traiettorie oy : J; — R (i = 1,2) parametrizzate rispetto al tempo
proprio sono congruenti se e soltanto se, dette kj (j=0,.,n—1,i=1,2)
le rispettive curvature, possiamo trovare un numero 79 € R tale che

kJQ(T) = kgl(T +79) Vj=0,...n—1 V7 € Jo.

Date n funzioni continue e positive kg, ...,kn—1 : J — R é univocamente
determinata una traiettoria

a:J— RV

parametrizzata rispetto al tempo proprio per cui le kj siano funzioni di
CUTvatura.

La dimostrazione di questo teorema ¢ la stessa dell’analogo teorema per
le curve euclidee.

6. Curve nello spazio unimodulare

Il gruppo unimodulare, o il gruppo lineare speciale, & il gruppo SL(n)
delle matrici di GL(n) di determinante uguale a 1. Esso ¢ il gruppo delle
trasformazioni lineari di R™ che preservano 'orientazione di R™ e il volume
degli insiemi misurabili di R™. Come nel caso delle curve euclidee e delle tra-
iettorie nello spazio di Minkowski, ¢ innanzi tutto conveniente determinare
lungo le curve un parametro intrinseco. Sia:

a:J =R
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una curva sghemba di classe C* (k > n) e consideriamo la matrice
AY(t) = A(t) = (Da(t),...,D"a(t)) t € J.
Una riparametrizzazione di classe C*
o:J —J
cambia il suo determinante mediante:
det (A% (1)) = det (A(a(t))) - e HD/2(¢)

Ponendo:
t

2
u(t) ==+ [ |detA(t)|"CFD dt + ug
to
per arbitrari tg € J, ug € R, la u da una riparametrizzazione di classe
CF=m+1 della curva a. Se k > 2n — 1, la riparametrizzazione ci da ancora
una curva sghemba [ con la proprieta:

(*) |det A% (u)] = 1 Vu.

Definizione 6.1. Un parametro v su una curva sghemba per cui valga la
(x) si dice parametro unimodulare.

Chiaramente I'immagine mediante una trasformazione di SLj(n) di una
curva di parametro unimodulare ¢ ancora una curva di parametro unimodu-
lare e dunque, per curve sghembe sufficientemente differenziabili sara con-
veniente discutere il problema della congruenza rispetto al gruppo affine
unimodulare introducendo lungo le curve i parametri unimodulari.

Osserviamo ancora che il segno del determinante della matrice A(t) as-
sociata alla curva sghemba « € un invariante rispetto alla parametrizzazione
se n(n+1)/2 e pari, mentre quando n(n+1)/2 e dispari possiamo cambiarne
il segno cambiando 'orientazione sulla curva.

Sia

a:J—R"

una curva sghemba di parametro unimodulare di classe C"*'. Abbiamo,
posto al solito

A= (Da,...,D"a):

0= %det(A(u)) = det(D'a(u), ..., D" ta, D" a(u))

e quindi D"la(u) &
Da(u),..., D" ta(u):

D" ra(u) = A (u)Da(u) + ... + Ap_1(uw) D" La(u).

combinazione lineare a coefficienti di classe C¥—"~1 di

Otteniamo quindi:
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ove M (u) & una matrice della forma:

00 0 0 A(u)
100 0 Aofu)
010 0 As(u)
000 ... 0 Ai(u)
000 ..1 0

Le funzioni A; sono invarianti unimodulari della curva. Sia infatti g € SL(n),
zo € R™ e consideriamo la curva

u — ga(u) + xo = f(u).
Poiche DI = gDo per j = 1,...,n + 1, abbiamo
D" M B(u) = A\ (u)DB(u) + ... + A1 D" B(u).
Quindi le funzioni A\; (i = 1,...,m — 1) sono le stesse per le due curve.

Definizione 6.2. Chiameremo queste funzioni curvature unimodulari di
una curva sghemba.

Per il Teorema 2.8 abbiamo allora

Teorema 6.3. Siano «; : J; — R™ due curve sghembe con parametro uni-
modulare e siano )\3 (i=1,25=1,...,n—1) le loro curvature unimodu-
lari. Condizione necessaria e sufficiente affinche le due curve siano SLi(n)
congruenti € che si possa trovare un omeomorfismo di Jo su Jv della forma:

u — £u + ug
tale che per ogni j =1,...n—1
A?(u) = )\]1-(:I:u+u0)

det A% (u) - det A (£u + up) > 0.
Per ogni scelta di applicazioni di classe C* (k>0)
AjJ =R

(j =1,...n—1) ¢é possibile determinare una curva sghemba con parametro
unimodulare
a:J—R"?

di cui tali funzioni siano le curvature unimodulari.

Esempio 6.4. Consideriamo le curve di R? con curvatura unimodulare
costante k € R. Esse sono allora soluzione dell’equazione:

D3a(u) = kDo
Se k = h? > 0, allora le soluzioni di questa equazione sono della forma

a(u) = vih 2™ + voh2e M + 2
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con v1,v2, 29 € R? e |det (v, v2)] = 1. A meno di una trasformazione uni-
modulare affine possiamo supporre v; = ¢; e g = 0. La curva « ¢ descritta
allora dalle equazioni parametriche:

= h—2ehu

y = h—2e—hu

ed otteniamo percio l'iperbole equilatera:
zy =h~4

In generale, si puo verificare che per I'iperbole:
22 g2 .
a2  b?
la curvatura unimodulare ¢ costante ed uguale a 1/(ab)? e che le iperboli
sono le uniche curve a curvatura unimodulare costante positiva.
Se k = 0, la curva a €& un polinomio di secondo grado e rappresenta
quindi una qualsiasi parabola.
Se k < 0, otteniamo una ellisse che si ottiene per traslazione e rotazione

dal una delle ellissi

con 1/(ab)? = —k.






CAPITOLO 22

Curve piane

1. Equazioni di Frenet delle curve piane

Sia o : I — R? una curva piana regolare. Indichiamo con t,(t) e v4(t)
il versore tangente e il versore normale alla curva nel punto «(t). E:

{taa) S = (6500, 62(8))
na(t) = (—t4(1), t(1)).

(1.1)

Osserviamo che:

Lemma 1.1. Se o : I — R? ¢ una curva piana regolare di classe CF,
con k > 1, esiste un’applicazione 0, : I — R di classe C*, univocamente
determinata a meno dell’addizione di un multiplo intero di 2w, tale che:

to(t) = (cos(fa(t)),sin(04(t)))
(1.2) n,(t) = (—sin(04(t)), cos(ba(1)))
Vtel.

DIMOSTRAZIONE. Cio segue dal fatto che 7 : R 3 6 — (cosf,sinf) €

b= {(x,y) € R? | 22 + ? = 1} & un rivestimento e un diffeomorfismo
locale. g

Le equazioni di Frenet per una curva piana sono:

v(t) ka(t)na(t)
(1.3) {ﬁa(t) — —0(t) ka(t)ta(t).

Abbiamo:
to = (—sin(0a(t)), cos(0a(t)))0a(t)
Otteniamo percio:
Lemma 1.2. Sia 0, : I — R la funzione definita nel Lemma [1.1, Se
Vo (t) = |&(t)| & la velocita lungo la curva a, abbiamo:
d0 (1)
dt

Questa equazione ci permette di risolvere il problema di trovare una
curva piana con curvatura e velocita assegnate mediante quadrature. In par-
ticolare, se supponiamo la curva a : I — R? parametrizzata per lunghezza

(1'4) = Ua(t) koz(t)'

367
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d’arco, in modo che v,(s) = 1 per ogni s € I, fissato un elemento sy € I
avremo:

(1.5) 0o (s) =6y + /S ko(s)ds.

Sara quindi:

S
(1.6) a(s) = (zo,yo) —I—/ (cos(0a(s)),sin(04(s)))ds.

S0
Se identifichiamo il piano R? al piano di Gauss dei numeri complessi, la
a : I — C si potra anche scrivere nella forma:

S
(1.7) a(s) = zp +/ ¢i0a(5) s,
S0
Osservazione 1.3. La curvatura con segno di una curva piana puo essere
definita per ogni curva regolare di classe C2. Se a € C%(I,R?), definiremo:
_dOa(t) 1

(18 k()= "5

ove vy (t) = |a(t)| e la velocita.

2. Concavita, convessita, flessi e circonferenza osculatrice

Ogni curva piana regolare si puo rappresentare localmente come il grafico
di una funzione di una variabile. Vale infatti:

Proposizione 2.1 (coordinata tangenziale). Sia a : I — R? una curva
regolare. Fissato un punto ty € I, esiste un intorno aperto J di ty in I,
un’isometria o di R? ed un diffeomorfismo crescente ¢ : (a,b) — J di un
intorno di 0 € R su J con ¢(0) = tg tale che:

(2.1) coaod(t) = (t, fa(t)) per a<t<b,
(2.2) fa(t) =0(t?) per t—0.
Abbiamo:

(2.3) a(p(t)) = alto) + tta(to) + fa(t)na(to).

DIMOSTRAZIONE. Applichiamo il teorema delle funzioni implicite all’ap-
plicazione: F(t,t',&) = a(to) + tta(to) + Ena(to) — a(t’). Poiché:

OF (1, ,

e = (6
ha determinante |&(tg)] # 0 per t = 0, t = top e & = 0, 'equazione
F(t,t',€) = 0 definisce, per ¢ in un intorno aperto di 0 in R, funzioni differen-
ziabili ¢’ = ¢(t) e £ = fo(t) per cui vale la (2.3). L’isometria che trasforma
a(to) in 0, t,(to) nel vettore (1,0) e n,(tg) nel vettore (0, 1) trasforma la
curva assegnata nella forma . O
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Definizione 2.2. Sia a : I — R? una curva regolare, ty un punto interno
di I e pg = a(ty) ed fq la funzione definita dalla (2.3). Diciamo che « in po:
e convessa se fq(t) € non negativa in un intorno di 0;
e concava se fq(t) € non positiva in un intorno di 0;
ha un flesso se f,(t) cambia di segno in 0.

Lemma 2.3. Sia f € C*(I,R) una funzione di classe C?, definita su un
intervallo aperto di R. Sia « la curva corrispondente al grafico di f:

(2.4) I>t—at)=(t f(t) € R%
La curvatura di o é allora:

f()
2.5 ko(t) = ——F—.
29) i (L4 f2(1)2

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo:

(L, /()

to(t) = ———=—=, n,(t) = ——==—=.
1+ f2(1) VI+ 20
Poiché: . .
ta(t) — (07 f(t)) _ f(t) ta(t)
1420 20+ 202
otteniamo:

) )
CO=""000 T a Pyt

(]
Come conseguenza, otteniamo la:

Proposizione 2.4. Sia a : I — R? una curva regolare di classe C?, toint(I),
po = afto)-

(1) Se kq(t) > 0 in un intorno di to, allora o é convessa in py = a(ty).

(2) Se kq(t) <0 in un intorno ditg, allora o é convessa in py = a(to).

(3) Se kq(t) cambia segno in ty, allora o ha in pg = a(ty) un punto di

flesso. ([l

Una retta che passa per il punto py = «(tg) della curva «, ma sia distinta
dalla retta tangente, si dira trasversale ad « in pg.

Pit in generale possiamo considerare i punti di intersezione di due qual-
siasi curve piane:

Definizione 2.5. Siano a : I, — R?, 3: Ig — R?, due curve piane regolari
e siano t§ € I,, tg € Ig, valori dei parametri per cui ﬁ(t'g) = a(tf) = po.
Diciamo che in pg:

(1) le due curve «a e 8 si secano trasversalmente in pg se B(tg) NG(tG) #

0, se cioe i vettori tangenti in py alle due curve sono linearmente
indipendenti;
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(2) sono tangenti in pg se B(t’g) A a(ty) = 0, se cioe i vettori tangenti
in pg alle due curve sono paralleli. In questo caso diremo che le due
curve sono equiorientate se ﬁ(tg) = Aa(ty) con A > 0, che hanno
orientamenti opposti se B(tg) = Aa(t§) con A < 0.

Sianoa : I, - R?e B : 1 g — R? due curve piane tangenti ed equio-
rientate in un punto: supponiamo cioe che per un tfj € I, ed un tg € Ig
risulti:
2. Bltg) = a(t§) = po.

B(t5) = ka(t§) con k> 0.
Risultera allora determinato un movimento rigido o del piano, e due appli-
cazioni differenziabili con derivata positiva ¢ : (—a,a) = I, con ¢(0) = t§
e :(—a,a) = Ig, con ¥(0) = tg, per cui, nella coordinata tangenziale nel
loro punto di contatto risultera:

goaod(t) = (t, fa(t)),
(2.7) oo foi(t)=(t fs(t)),
—a<t<a, [fa(t),fs(t)=0(t*) per t— 0.

Definizione 2.6. Siano « e 8 due curve piane regolari tangenti ed equio-
rientate in un punto py € R2. Siano f, e f3 come nella Diciamo che, in
Do, la a sta sopra alla 3 se esiste € > 0 con 0 < € < a tale che f,(t) > fa(t)
per 0 < [t| < € la « sta sotto alla (3 se esiste € > 0 con 0 < € < a tale che
Se fa(t) — fs(t) cambia segno per ¢t = 0 diremo invece che le due curve si
intrecciano in pg.

Proposizione 2.7. Siano o e 8 due curve piane equiorientate in un loro
punto di contatto. Se esse hanno in tale punto curvature diverse, quella con
curvatura maggiore sta sopra quella con curvatura minore.
Sea, B : (—a,a) — R? sono parametrizzate per lunghezza d’arco e a(0) =
B(0), &(0) = B(0), allora:
(1) se ka(s) — kg(s) ha segno costante per 0 < |s| < a, allora, se tale
segno & positivo la « sta sopra alla 3, se tale segno é negativo la «
sta sotto alla B;
(2) se s(ka(s) —kg(s)) ha segno costante per 0 < |s| < a, allora le due
curve st intrecciano in 0.

DiMoSTRAZIONE. Utilizzando la rappresentazione nella coordinata
tangenziale e la , osserviamo che le diseguaglianze tra le curvature sono
equivalenti alle corrispondenti disuguaglianze tra le derivate seconde delle
funzioni f, ed fz. Questo riconduce le affermazioni della proposizione alle
analoghe affermazioni, che sappiamo valide per i grafici di funzioni reali di
una variabile reale. O

Definizione 2.8. Sia a : I — R? una curva piana regolare, di classe C*
con k > 2. In un punto ¢ty € I in cui la curvatura k,(tg) sia diversa da 0,
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definiamo la circonferenza osculatrice ad o in a(tg) come la circonferenza
Cy,(to), di centro a(tg) + k5 ' (to)na(to) e raggio k,1(to):

(2.8) Calto) = {p = (z,y) € R?| ka(to)[p—a(to)]* = 2(p—alto) na(to))}-

Nel caso in cui sia k4 (o) = 0, il raggio della circonferenza osculatrice sarebbe
infinito: conveniamo allora di identificarla con la retta tangente ad a in

Oé(t(]).

Osservazione 2.9. La curvatura di una circonfernza e il reciproco del suo
raggio. La Proposizione illustra quindi il significato geometrico della
circonferenza osculatrice: una circonferenza di raggio r tangente alla curva
a in un punto pg = «(tp) sta sopra « in pg se r - ko(tp) < 1, sta sotto
se 7 - kq(to) > 1. La circonferenza osculatrice separa quindi la famiglia
delle circonferenze tangenti che stanno sotto, da quella delle circonferenze
tangenti che stanno sopra alla curva nel punto assegnato.

Come conseguenza della Proposizione otteniamo ancora:

Proposizione 2.10. Supponiamo che la curvatura della curva regolare o €
C2(I,R) abbia un massimo o un minimo locale stretto in to € int(I). Allora
Cu(to) non interseca o, ma le sta o sopra, se kq(to) € un minimo locale, o
sotto, se kq(to) € un massimo locale.

Definizione 2.11. I punti pg = a(tg) di una curva a € C?(I,R) di classe
C? in cui la curvatura ke (t) assuma un valore estremale (cio® un massimo o
minimo locale) si dicono vertic.

3. Curve piane chiuse

Teorema 3.1. Sia a € C%([a,b],R) una curva regolare piana chiusa e
semplice. Allora o ha almeno quattro vertici.

Osserviamo che k,(t), essendo una funzione continua su [a, b], ammet-
te massimo e minimo e quindi 'esistenza di almeno due vertici segue dal
teorema di Weierstrass.

Osserviamo poi che, se k, avesse due massimi locali, diciamo in ¢ e t9,
questi dividerebbero « in due archi disgiunti o’ ed o, su ciascuno dei quali
ko avrebbe un minimo locale. Ci sarebbero pertanto almeno quattro vertici.
Per dimostrare il teorema sara quindi sufficiente escludere che o possa avere
soltanto un massimo ed un minimo (in questo caso assoluti). Per concludere
la dimostrazione, utilizzeremo un risultato relativo alle curve convesse.

Definizione 3.2. Una curva piana a : I — R? si dice convessa se, per
ogni coppia di valori distinti ¢1,f9 € I dei parametri il segmento aperto
Ja(tr), a(t2)[= {Aa(t1)+(1—=X)a(t2) | 0 < A < 1} o non interseca il supporto
a(I) di «, oppure & contenuto nel supporto della curva a.

Lemma 3.3. Sia o : [a,b] — R? una curva chiusa semplice regolare, che
supporremo di classe C2. Fissato un punto (xq,vo) € R? che non appartenga
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al supporto della curva, sia ¢(t) l’angolo che la semiretta uscente da (xq,yo)
e passante per a(t) forma con l’asse delle ascisse. Allora:

(3.1) / bqb(t)dt = +or.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che (zg,y9) = (0,0). Parame-
trizziamo la curva « con i punti della circonferenza unitaria S'; poniamo
cioe:

a(t) = r(t)(cos(0(t)),sin(6(t)))
ove t € [—m, 7] e O(t) ed r(t) sono funzioni periodiche di periodo 27, ed
r(t) > 0 per ogni t. O

Proposizione 3.4. Sia o : [a,b] — R? una curva regolare semplice, chiusa,
regolare e di classe C2. Sono equivalenti:

(1) « é convessa;

(2) per ogni suo punto, il supporto della curva é tutto contenuto in
uno dei due semipiani in cui il piano é diviso dalla retta ad essa
tangente.

(3) la curvatura kqo(t) ha segno costante pert € [a,b].

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2). Supponiamo che la curva « sia convessa.
Fissiamo ty € [a,b]. A meno di comporre la o con un movimento rigido
del piano e di una riparametrizzazione, possiamo supporre che tg = 0 e
che a(0) = 0 € R?, che &(0) = (1,0), e che ko(0) > 0. Sia (¢,d) > 0 un
intervallo corrispondente ad un arco massimale di « contenente a(0) su cui
(&(t)|er) # 0. massimale ed in cui @ ammetta una rappresentazione della
forma [2.7): a(t) = (t, fa(t)) € R% La f, & una funzione convessa su (c,d)
con f,(0) = 0. Poiché f,(t) & continua su (¢, d) e tende in modulo all’infinito
per t — ¢,d, abbiamo lim;_,. fo(t) > 0 e lim;_,q fo(t) > 0. Se il grafico di
a non fosse tutto contenuto nel piano {y > 0}, ci sarebbe un t; ¢ [c,d]
per cui a?(t;) < 0. Allora ciascuno degli archi che congiungono a(t;) ad
a(c) e ad «a(d) rispettivamente intersecherebbe 1’asse delle ascisse. Quindi
I'intersezione dell’asse delle ascisse con il supporto della curva « conterrebbe
almeno tre componenti connesse. Cio contraddice la definizione di convessita
per una curva e quindi dimostra ’implicazione desiderata.

(2) = (3). Utilizziamo le rappresentazioni (2.7). A meno di cambiare
l'orientamento della curva, possiamo supporre sia k, > 0 in un punto. Si
puo allora dimostrare che tutte le f, sono funzioni convesse e da questo si
ottiene, per la Proposizione che k, > 0 in ogni punto.

(3) = (1). Supponiamo che « non sia convessa. Possiamo trovare allora
una retta L = {pp + tv' | t € R}, ove ¥ & un vettore non nullo di R? la cui
intersezione col supporto di a ha almeno tre componenti connesse distinte.
Siano t; < ty < t3 tre numeri reali tali che i punti pg + ¢;U appartengano
ciascuno a una distinta componente connessa di L N «([a,b]). Sia @ un
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vettore ortogonale a v e definiamo, per t; <t < t3:

_ Jinf{s > 0| po +t7+ sw € a([a,b])}  se tale insieme & non vuoto
o= sup{s < 0 || po + 10 + s € a([a,b])} altrimenti.

Otteniamo in questo modo una funzione continua su [t1, t2], che & di classe
C? in tutti i punti per cui & AT # 0 nel punto corrispondente a pg+tv+g(t)w
O

Proposizione 3.5. Siano «, 3 : [0,£] — R? due curve regolari convesse,
semplici e aperte, parametrizzate per lunghezza d’arco. Se |kq(s)| > |kg(s)]
per ogni 0 < s < £, allora |a(f) — a(0)| < |8(€) — B(0)].

DIMOSTRAZIONE. A meno di un’isometria del piano, possiamo supporre
che gli estremi a(0), a(£), 5(0), B(¢) siano sull’asse delle ascisse e che ol (0) =
BL0) =0, ol (¢),1(¢) > 0, e che a?(s),%(s) < 0se 0 < s < £. In questo
modo le curvature kq(s) e kg(s) saranno positive in tutti i punti. Abbiamo:

YA
al(l) = cos B,(s)ds.
() A ba(5)d

C’¢ un valore sg, con 0 < sg < £, in cui la tangente ad « ¢ parallela all’asse
delle ascisse, per cui cioe 6,(sg) = 0. Abbiamo quindi: A sua volta:

Oua(s) = / ko(o)do.
Poiché I'arco & convesso, avremo —m < 0,(s) <
03(5) = 03(s) — 03(s0) = /

<

Per ipotesi, |05(s)| < [fa(s)| per ogni 0
decrescente su [0, 7], otteniamo:

Y/
al(f) = cos |0,(s)|ds
o) A 80(s)|d

7. Consideriamo poi:

s < ¢. Poiché il coseno ¢

0
g/ cos 65(s)|ds
0
¢ ¢
zcosﬂg(so)/ COSHB(S)ds—sinﬁg(so)/ sinfg(s)ds

= cos 05(s0)B%(0).

Infatti, poiché sinfg(s) € la componente rispetto all’asse delle ordinate del
versore tangente alla curva f:

¥4 ) B edﬁZ(s) B B B
/051n95(5)d5—/50 ")) - p0)=0-0=0

Ne segue che vale la |a(¢) —a(0)| < |B(£) —B(0)], ed inoltre la diseguaglianza
¢ stretta se in qualche punto ko(s) > kg(s). O
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DiMOSTRAZIONE. Completiamo ora la dimostrazione del Teorema 3.1

Dobbiamo dimostrare, per contraddizione, che una curva semplice chiusa
« non puo avere soltanto due vertici. Supponiamo la curva « abbia soltanto
due vertici, che cioe la curvatura abbia un unico minimo, in cui assume il
valore m, ed un unico massimo, in cui assume il valore M.

Esaminiamo prima il caso in cui « sia una curva convessa.

Possiamo supporre che « : [0, /] — R? sia parametrizzata per lunghezza
d’arco e che il massimo e il minimo della curvatura siano raggiunti per
Smin = 0 ed smax €]0,¢[. Consideriamo i due archi o' : [0, spmax] — R? ed
" : [Smax, £] — R2. Poiché la curvatura & una funzione monotona e continua
su ciascuno dei due archi, possiamo trovare due punti u; sul primo, ed us
sul secondo, tali che:

(1) uy ed ug dividono la curva chiusa « in due archi di uguale lunghezza;
(2) la curvatura di @ in u; ed ug € uguale.

Infatti, supponiamo per semplicita che spax < g e scegliamo u; = aq(s)
con 0 < 5 < Smax. Allora uy = a(#). Se facciamo variare s tra 0
ed Smax, la curvatura ko(s) € una funzione crescente che assume tutti i

valori compresi tra m ed M. In corrispondenza, la curvatura k‘a(252+ g) ¢ una

funzione decrescente di s, con un valore ka(%) > m per s = 0 ed un valore

ko (2matl) < M per s = Spax. In particolare {s €0, smax[| ka(25%) >
ka(s)} e {s €]0, smax[] ka(25%) < ka(s)} sono due sottoinsiemi non vuoti di
10, Smax| € separati. Ammettono quindi un unico elemento separatore sg e
quindi le condizioni (1) e (2) sono verificate con u; = a(sg) ed ug = a(QSOT‘M).
Osserviamo a questo punto che u; ed wug dividono la curva chiusa « in
due archi, di uguale lunghezza, ma la curvatura in ogni punto dell’arco che
contiene a(Smax) € maggiore della curvatura in tutti i punti dell’arco che
contiene Spyin = 0. Per la Proposizione [3.5] otteniamo una contraddizione.
Cio completa la dimostrazione nel caso di una curva convessa.

Supponiamo che la curva « abbia esattamente due punti di flesso. Ha
allora un’unica tangente doppia, che la intersceca nei punti p; e ps. Sosti-
tuendo all’arco tra i due punti di doppia tangenza il segmento di tangente,
otteniamo una curva convessa (3. Sia pg un punto della curva [ in cui la cur-
vatura ha massimo. Possiamo supporre che 1’arco pop; abbia lunghezza non
superiore a quella dell’arco pops. Sia ps il punto per cui i due archi di estremi
p1 € ps abbiano la stessa lunghezza. Allora la curvatura di pi1pops & maggiore
di quella di pipaps. Quindi, per Pargomento precedente, la curvatura della
curva « ha due massimi, e quindi anche due minimi.

Se la curva a ha due punti di flesso, vi e allora una retta nel piano che le
€ tangente in due punti, diciamo p; e p2. Otteniamo allora una nuova curva
convessa 3 considerando uno degli archi pips e il segmento di retta pips. La
curvatura di 8 ha un massimo in un punto p3 € pips e possiamo supporre che
i due archi pips e papo in cui esso divide p1py soddisfino: £(p1ps) < £(psps).
Fissiamo ora p4 sul supporto di 8 in modo che i due archi di § di estremi p;



4. ALTRE PROPRIETA DELLE CURVE CHIUSE 375

e pa abbiano uguale lunghezza. Allora la curvatura di pipsps & maggiore di
quella di pipops. L’argomento precedente ci mostra allora che la curvatura
della curva convessa § ha almeno due massimi: quindi anche la curva a ha
almeno due massimi, e dunque anche almeno due minimi.

Infine, se la curva « ha piu di due punti di inflessione, chiaramente ha
almeno quattro vertici. [l

4. Altre proprieta delle curve chiuse

Sara conveniente nel seguito considerare una curva piana chiusa come
un’applicazione differenziabile o : S* — R2, od anche come una funzione
a : R — R?, periodica di periodo T > 0.

Definizione 4.1. Sia o : S — R? una curva piana chiusa continua. Se p &
un punto del piano che non appartiene al suo supporto, allora ’applicazione:

alo) —
(4.1) Slsgo 2DZP @

(o) — pl
¢ un’applicazione continua. Il suo grado si indica con w,(p) e si dice l'indice
d’avvolgimento della curva « intorno a p.

L’indice di avvolgimento w,(p) € chiaramente invariante per omoto-
pie di a in C(S',R?\ {p}) ed & costante sulle componenti connesse del
complementare C(a(S')) del supporto di o in R2.

Teorema 4.2 (Jordan). Sia o : S' — R? una curva piana chiusa e conti-
nua. Allora:

(1) C(a(SY)) ha una sola componente connessa illimitata, su cuiweq(p) =
0;

(2) se a ¢ semplice, allora C(a(SY)) ha due sole componenti connesse.
Su quella limitata il valore dell’indice di avvolgimento € costante ed
uguale a +1.

Definizione 4.3. Sia a : S — R? una curva chiusa, differenziabile di classe
C!, regolare. Allora ’applicazione:

1 a(o) 1
(4.2) S*"30— a(o)] es

e continua. Il suo grado si dice 'indice di rotazione della curva a.
Vale il:

Teorema 4.4. L’indice di rotazione di una curva semplice piana regolare é
+1, a seconda della sua orientazione.

DIMOSTRAZIONE. Sia a : [0,4] 3 s — (a!(s),a?(s)) € R? una curva
semplice chiusa regolare, parametrizzata per lunghezza d’arco. Sia sy € [0, /]
un punto di minimo per la funzione [0,/] > s — a?(s). Allora &(sg) =
+(1,0). A meno di cambiare I'orientamento e il punto iniziale di «, possiamo
supporre sia so = 0 e &(0) = (1,0) = e;.
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Consideriamo ora il triangolo:
T = {(51752) € [076] X [076] | 0<s51 <5< E}
Definiamo un’applicazione continua ¥ : ' — S! mediante:

a(tz)—a(ti)
lov(t2)—a(t1)]

‘38& se 0<s;=s9</ oppure s; =0, s9=2~.

se 0<s51<80<¥, s9—851</¥
\11(81,82):

L’indice di rotazione @ il grado della [0,£]/{0,¢} ~ S1 > s — U(s,s) € SL.
Poiché il grado di un’applicazione di S! in sé ¢ invariante per omotopia, esso
sara uguale al grado dell’applicazione 7 : [/, ¢]/{£l} ~ S* — St definita
da:

U(t,0) se 0<t<U/.
Quando facciamo variare t tra —¢ e 0, I'immagine di 7 € la semicirconferenza
St = {(cosb,sinf) | 0 < § < w}; quando facciamo variare ¢ tra 0 ed ,
I'immagine di 7 & la semicirconferenza St = {(cosf,sinf) | 7 < 6 < 27}; ne
segue che n ha grado 1. Questo completa la dimostrazione. ([

0 {\If(o,wrt) se —(<t<0

Teorema 4.5. Sia o : S' € R? una curva chiusa di classe C2, regolare.
Condizione necessaria e sufficiente affinché a sia convessa € che sia semplice
e che la sua curvatura ko, non cambi segno.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo « come una funzione periodica a : R —
R2. Supporremo inoltre che essa sia parametrizzata per lunghezza d’arco,
dimodoché & : R — S coincide con la . Rialziamo la & ad una funzione
¢ : R — R. Possiamo supporre per semplicita che & = (1,0), in modo da
poter scegliere ¢(0) = 0. Sia ¢ > 0 la lunghezza di «.

Supponiamo ora che « sia semplice e che k4 (t) non cambi segno. Suppo-
niamo per assurdo che a non sia convessa. Allora esiste un tg, che possiamo
supporre con 0 < ty < /¢, tale che vi siano punti di a(R) situati da bande
opposte rispetto alla tangente ad « in 3. Cio significa che la funzione:

h:R >t (at) —alt)|na(t)) € R

assume sia valori positivi che negativi. Poiché & periodica di periodo ¢, avra
un massimo per un valore t; # ty ed un minimo per un valore to # tg
del parametro, che potremo scegliere con 0 < t; # to < £. Le tangenti
ad « nei punti tg,%1,ts sono tutte tra loro parallele. In particolare due dei
vettori &(tg), (1), &(t2) sono uguali. Ne segue che sono uguali anche due
dei valori {¢(t;) | i = 1,2,3}. Ma ¢ € monotona non decrescente, e questo
implicherebbe ¢ costante su un intervallo tra due dei punti tg, %1, t2, dando
cosi una contraddizione.

Supponiamo viceversa che « sia convessa. Chiaramente deve essere sem-
plice. Supponiamo per assurdo che la curvatura k, cambi segno. Ci sareb-
bero allora punti t1,t3 con 0 < t; < to < ¢, con ¢(t1) = ¢(t2) e ¢ non
costante per t € [ti,t2]. Per il Teorema esiste un punto t3 € [0,/)
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tale che &(t3) = —a(ty). Per la convessita, due delle tangenti nei punti
a(ty), a(te), a(ts) devono coincidere. Ma in questo caso la curva deve coin-
cidere con il segmento di tangente tra i due punti aventi tangente comune.
Questo dimostra che ¢ e costante sul segmento corrispondente e che quindi
kq non cambia segno in [0, ¢]. O

Definizione 4.6. La curvatura totale di una curva piana regolare « :
[0, 4] — R? di classe C?, parametrizzata per lunghezza d’arco, ¢ il numero:

4
(4.3) /0 |ka(s)| ds

Teorema 4.7 (Fenchel). La curvatura totale di una curva chiusa di classe
C? e regolare ¢ sempre maggiore o uguale di 2, ed & uguale a 27 solo nel
caso di una curva semplice piana convessa.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti:

/0z o (5)ds /02” d0§£8)

/OZ ko(s)ds| < /0% Ika(s)| ds.

Perché valga I'uguaglianza, occorre e basta che k, abbia segno costante, cioe
che la curva « sia connvessa. O

=27

e dunque

2r =







CAPITOLO 23

Metriche Riemanniane e pseudo-Riemanniane

1. Metriche Riemanniane e pseudo-Riemanniane. Invarianti e
parametri differenziali

Sia € un aperto di R" e sia g : T} — R una forma differenziale quadra-
tica: cio significa che, per ogni x € Q, la g, : 7,2 ~ R"™ — R & una forma
quadratica e che, se X € X(2) ¢ un campo di vettori di classe C* in €,
la 252 — g,(X;) € R & una funzione di classe C*°. La sua matrice dei
coefficienti (g;j(x))1<i,j<n definisce un’applicazione di classe C* a valori in
R™.

Fissato un intero m > 0, indichiamo con N (n, m) il numero di multiindici
a = (ag,...,on) € N* con |af = ag + -+ + a, < m. Possiamo allora
considerare ’applicazione differenziabile:

(1.1) Im(g) 1 23 x = (D33ij)1<ij<n € RN (m)

la<m

In modo analogo, se u € £(Q), definiamo il suo getto di ordine m come
I’applicazione differenziabile:

(1.2) () : Q3 2 — (DU)|a)<m € RV,

Definizione 1.1. Chiamiamo invariante differenziale di ordine m della
forma g un’applicazione differenziabile:

(1.3) & RVNOm) R

tale che, per ogni diffeomorfismo v : 1 — € di un aperto €y di R™ su (2,
risulti:

(1.4) D (m(8(2))o=p(y) = PUm(godi(y)))  Vye .

Definizione 1.2. Indicheremo nel seguito con ¥*g : T); — R la forma
differenziale quadratica go di su ;. Essa si dice il pull-back di g mediante
I'applicazione differenziabile ) : 27 — €.

Definizione 1.3. Siano m, k due interi non negativi. Chiamiamo parame-
tro differenziale di ordine m in k wvariabili della forma g un’applicazione
differenziabile:

(1.5) & RPNmm) o gNum) o RN(m) _, R

k volte

379
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che gode della proprieta:
q)(]m(gx)vjm(ul)(x)’ . 7]m(uk‘)(x))|x:w(y)
(1.6) = ®(gm(g o diby), gm(ur 0 V) (y), -, m(ur 0 P)(y))
Yy € Q1, Vui,...,ux € E(R), Vdiffeomorfismo 1:Q — Q.

Indichiamo con g : T(Q) xq TQ — R la forma bilineare simmetrica
associata alla g:

1
gz(v,w) = 5 (glv+w)—gv) —gw)) Ve, Yv,weR"~T,0.

Associamo alla g un’applicazione:
(1.7) g’ :TQ — T*Q
definita da:

gr(v) ET*,Q Yz eQ, VYveR"

(1.8) y B y B "

g’ () (w) = (w, g’ (v)) = go(v,w) Ve, Vo,weR™
Definizione 1.4. Una forma differenziale quadratica g : T2 — R si dice
una metrica Riemanniana su ) se per ogni x € () la forma quadratica g, e
definita positiva.

Essa si dice una metrica pseudo-Riemanniana su §2 se g, € non degenere

per ogni x € Q.

Se g € non degenere, risultano univocamente determinate una:

Lo g:T"(Q2) - R (forma quadratica)
(1.9) §:T*(Q) xqT*Q — R (forma bilineare simmetrica)
mediante:
5(gr (v)) = g (v) Vo€, VveR",
(1.10) 8(9: (v)) = ga(v)

9(97 (v), 95 (w)) = gz(v,w) Vz€Q, Vo,weR™

Definizione 1.5. Le g, g si dicono le reciproche delle g, g, rispettivamente,
e ¢ e la forma bilineare simmetrica associata alla forma quadratica g.

Se [g] ¢ la matrice associata a g nella base canonica, allora la matrice
associata alla g ¢ la fg]~! = [g] 7. Indicheremo con (g;;(z)) e (g™ (z)) le
matrici dei coefficienti di g e di g, rispettivamente. Ricordiamo che abbiamo:

n n .
i.j i ; 1 se i=k
1.11 Y g — o FL— 51 —
LI ¥ S o (T
Jj=1 j=1
Definizione 1.6. Poniamo, se u,v € C*>(2):
n
. Ou Ov
(L.12) Volwv) = D 0V 5500

Esso di dice il parametro differenziale primo di Beltrami.
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Abbiamo infatti:

Proposizione 1.7. La (1.12)) defininsce un parametro differenziale di ordine
uno in due variabili.

Osservazione 1.8. Ne segue che anche Vg(u) = Vg4(u,u) € un parametro
differenziale, di ordine uno in una variabile.

1.1. L’operatore di Laplace-Beltrami.

Lemma 1.9. Sia g una forma differenziale quadratica su Q0 C R™, sia 9 :
Q1 — Q un diffeomorfismo. Allora, per ogni aperto misurabile w C Q ed
ogni funzione u integrabile su w, la Y*u = w o & integrabile su P~ (w) e
vale:

(119) [ wte) VIARIE e = [ wutel) A

(@)

DIMOSTRAZIONE. La verifica € una semplice applicazione delle formule
di cambiamento di variabile negli integrali multipli. O

Definizione 1.10. Si dice parametro differenziale secondo di Beltrami, od
operatore di Laplace-Beltrami, I'operatore differenziale alle derivate parziali:

_ i 8U
(1.14)  Agu = |det[g(z)]| "2 Z (|det )| 72g ’](m)axj>.

,Jl

Proposizione 1.11. L’operatore di Laplace-Beltrami Ay ¢ un parametro
differenziale di ordine due in una variabile della metrica pseudo-Riemanniana g.

DIMOSTRAZIONE. Siano u,v € £(2), tali che u - v abbia supporto com-
patto contenuto in un plurirettangolo {a* < 2" < b'} contenuto in . Se
P : Q' — Q ¢ un diffeomorfismo, otteniamo:

/v 4,) mcxz—/v u, v) ()1 /[det[(V7g), dy
(per il Lemma
= [ Vorglwru o)y ldet((ve) Jay

(perché V4 & un parametro differenziale.)
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Poiché u - v ha supporto compatto in €2, possiamo integrare per parti,
ottenendo:

/V U, v) \/|detgxdx—/ Zg gu aavj\/|detgxda:

3,j=1

/ Zm( |detgx]g’]§ )da:

2,7=1
—/vAgu V/ |det[g,]dx.
Q

Analogamente, sempre mediante integrazione per parti abbiamo:

[ Foratwru,vo) o)y laetl(ve)
[ 070 Ay ()l (0e)

che, per il Lemma, da:

/ [Ayg (V™ u)](Y(x))/|det[g,|da.
Q

Poiché ques’uguaglianza vale per ogni v € C ), ne segue che:

comp(
Ayrg(P*u) = P (Agu) Yu € E(Q),

e questo dimostra che A, ¢ un parametro differenziale. O

Esempio 1.12. Sia Q CR" e g, => 1", [dwif per ogni z € . Allora:

n 2
(1.15) Ag:AzzaL
1

e Voperatore di Laplace in n variabili.

Esempio 1.13. Sia Q C R" e siano hq, ..., h, € £(Q) funzioni reali che non
si annullano in nessun punto di 2. Consideriamo la metrica Riemanniana

su Q: .
g = Z h?(az) [dmi]Q .
i=1

By = hi(z)- - hn(z) Z dui (W g;i-) '

Applichiamo questa formula per calcolare, ad esempio, ’operatore di Laplace
in coordinate sferiche in R®. Siano:

x! = psinfcos ¢

x? = psinfsin ¢

3 = pcosh.

Allora:
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Allora
g = dp? + p?dh* + p?sin®0 dp?
e dunque
Au—i 9 (pou + L 0 sinﬁ% +71 @
 p2 \0p P p sin 6 00 00 p?sin?0 \9¢? ) )’

n+1

Esempio 1.14. Consideriamo in Ry';

la metrica pseudo-Riemanniana

g =dt? — Z(dwi)z.
i=1
Allora
0? " 92 0?

8 =0=5p " Ly ~or

e Ioperatore delle onde in 1 coordinata temporale ed n coordinate spaziali.

Esempio 1.15. Consideriamo la superficie sferica di R3, parametrizzata

mediante:

z! = sinf cos ¢

x? = sinfsin ¢

3 = cos@.

La sua prima forma fondamentale é:
g = ds?® = df? + sin? 0d¢>.
Abbiamo allora per i parametri differenziali di Beltrami:
ou Qv 1 Ouodv
\V4 e A TRl
(40 = 5596 57006 99
1 9 ou 1 0%u
Au= — | sinf— —_—
"= im0 00 <Sm ae) T 520 992
0%u 1 0%u 1 Ou
502 T a2 7T EYR
00 sin“ @ O¢ tan 6 00

2. Equazioni differenziali ai differenziali totali

Sia  un aperto di R"™™ = R” x R} e siano assegnate funzioni b;- € E(Q),
perl<i<mel<j<n.

Definizione 2.1. L’espressione
(2.1) dyZ:Zb;(a:,y)de per i=1,...,m
j=1

si dice equazione differenziale ai differenziali totali.
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Una soluzione di (2.1)) & un’applicazione ¢ € C*°(U,R™), definita su un
aperto U di R"”, tale che:

(z,¢(x)) € Q@ VorelU
(2.2) {dqu( ) = Z] lb;( ,¢(z))dx?  per i=1,...,m,

OVVero:
9¢" _ . _ P
(2.3) D =0bi(z,¢(z)) per i=1,....m, j=1,...,n
Teorema 2.2. (1) Sep: U - R™ ep: V. — R™ sono soluzioni di

[2-3). definite su un intorni U,V di zg € R" e ¢(xo) = (xo),
allora ¢(z) = Y(x) su un intorno W C UNV di xg in R™.

(2) Condizione necessaria e sufficiente affinché, per ogni (xg,yo) €
vi sta una soluzione ¢ : U — R™ di , definita in un intorno U
di zg in R™, con ¢(xg) = yo, € che siano soddisfatte le condizioni
di integrabilita:

obi b I [ Ob Abi

i _ 2Tk _Iph_ Zkph | — 0

(2.4) dzk O +hzl <8yh Fooyh 0 s
Vi=1,...,m, Vj,k=1,...,n

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che le soluzioni di (2.2 sono sottovarieta
integrali massimali della distribuzione vettoriale D((2) dei campi di vettori
annullati dai differenziali dy' — 327, bz (xz,y)dx?. Questa distribuzione e
globalmente generata in €2 dai campi di vettori:

(2.5) X = 907 —l—sz (z y

Sara quindi sufficiente osservare che le (2.4) sono le condizioni necessarie e
sufficienti affinché D(Q) sia completamente integrabile. La tesi ¢ quindi una
conseguenza del Teorema di Frobenius (Teorema del Capitolo . U

Definizione 2.3. Sia F' € C®(Q,RY). Diciamo che F = 0 & un integrale
primo del sistema differenziale ai differenziali totali (2.1)) se, per ogni j =

1,...,n esiste una matrice M;(z,y), di tipo £ x ¢, con coefficienti in £(2),
tale che
(2.6) W ijal%—MF—O su Q.

Proposizione 2.4. Se F' € C®(Q,RY) ed F = 0 ¢ un integrale primo del
sistema differenziale ai differenziali totali , U un aperto connesso di R"
e ¢:U — R™ una soluzione di , con F(zg, p(xo)) = 0 per un xo € U,
allora F(xz,¢(x)) =0 per ogni x € U.
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DIMOSTRAZIONE. Sia « : (a,b) — U una curva differenziabile di clas-
se C*, cona < 0 < be «a0) = xg. Differenziando ® : (a,b) > t —

F(a(t), p(a(t))), otteniamo:
OF =~ OF 9¢'
<8563 + Z oyt (9:1:J> &

Poiché ®(0) = 0, dall’unicita della soluzione del problema di Cauchy

P=At)® a<t<b
B(0) =0

segue che ®(t) = 0 per ogni a < t < b, cioe F(a(t), p(a(t))) =0 pera <t <
b. Poiché abbiamo supposto U connesso, otteniamo che che F(x, ¢(x)) = 0
per ogni x € U. ([

Teorema 2.5. Sia F' € C®(,RY) ed F' = 0 ¢ un integrale primo del sistema
differenziale ai differenziali totali (2.1). Supponiamo wvalga la condizione
d’integrabilita:

oo (o0, o
(2.7) oxk O — oyl oyh?
se(r,y) €Q e F(x,y)=0, Vi=1,....m, Vj,k=1,...,n

Allora, per ogni (zo,yo) € Q2 con F(xo,yo) esiste un intorno aperto U di x
in R" ed una soluzione ¢ € C*°(U,R™) di (2.2)) con ¢(xo) = yo-

DIMOSTRAZIONE. Se lo Jacobiano di F' ha rango costante, allora N =
{F = 0} & una sottovarieta differenziabile di Q2. Allora la condizione ci
dice che i campi di vettori sono tangenti alla sottovarieta differenziabile
N ela che le loro restrizioni ad N generano una distribuzione vetto-
riale completamente integrabile. Il Teorema ¢ quindi in questo caso una
diretta conseguenza del teorema di Frobenius sulle varieta differenziabili.

Diamo ora una dimostrazione che non richiede nessuna ipotesi sulla F'.
Per il teorema d’esistenza e unicita per le soluzioni di sistemi di equazioni
differenziali ordinarie, fissato un punto (zg,y0) € €2, per un € > 0 sono
univocamente determinate funzioni ¢¢(¢;x), per i = 1,...,m, definite per
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|t| < €, |z — xg| < €, che risolvono il problema di Cauchy:

QL) S b+ bl — o), (8 )9 — )
peri=1,....,m, |t|<e
lb(oﬂc) = Yo-
Definiamo le funzioni w§ ponendo:
oY (t; x ; . .
waij ) —tbl(aco_}_t(x—xo) Y(t;r) +w; peri=1,...,m, j=1,...,n

Otteniamo allora:
0 8w t;x) ; (%Z ab’ ok
Oz7 _b —1—21’ ~ 7o) { Zgyk oxJ

ab ~ b} ob;
—bz+t Zx 7330 h Z hb? hwk
k=1

e, analogamente

000 (a) _ i | oy O,
o 0w tZTT WHZ:@("” )
| n (&L Ak Ob ow'
:b;+t-<zlzay b+ x](xh—xg))+atj.
h=1 Lk=1

Uguagliando le due espressioni, otteniamo la

ow’ obi obi by T | ab b’
71_ kook — _ _ 9 ik 9%k
ot 8@/"7 wy =t Z 2" ~ag) {8 J Oxh +; laykb] Oyk B0 ]}

Posto <I>(t) = F(zo +t(x — xo), Y(t, x)), otteniamo:

by S~ OF OF 8W
. . S JorF OF
= v —z)) — +
(+) jz;( 0) {axa ; Oyt J}
= > (@ - x)M;@,
j=1
®(0) = 0.

Quindi, per il teorema di unicita delle soluzioni dei sistemi di equazioni
differenziali ordinarie, otteniamo che ®(¢) = 0 per |¢| < €, cioe

F(zo 4+ t(x — x0),¥(t;x)) = F(xo,y0) =0 V[t| <e€, V]r—z0| <e.



3. SIMBOLI DI CHRISTOFFEL E DIFFERENZIAZIONE COVARIANTE 387

Per l'ipotesi fatta il secondo membro di ¢ identicamente nullo. D’altra
parte, poiché ¢*(0; x) & costante, abbiamo

in. _W(O;x) _

e quindi dalla () otteniamo che w;- =0 per |t| <€ |x—x0] <e.
Questa ci da:

O (t; ;
VD) bttt — o), i(t:2) se [ < e, fo— o] < e

Fissiamo allora § con 0 < 6 < min{e, 1}. Allora
$(@) = (820 + (& — 20)/8) peri=1,...,m
¢ definita per |z — xg| < 02 e risulta:

0¢'(x) _ 109" (80 + (v — 20)/9)

OxJ ) OxJ
1 i T — X
= 2 |5 B(mo+6- T o))

= b;(x, o(z)) per |z — xo| < 6%

3. Simboli di Christoffel e differenziazione covariante

Nei paragrafi seguenti affrontiamo il problema dell’equivalenza di metri-
che pseudo-Riemanniane. Per affrontare analiticamente il problema, consi-
dereremo le metriche definite su aperti di coordinate. Ci porremo cioe il pro-
blema, date due metriche pseudo-Riemanniane g : T2 - Re ¢ : TQ — R,
definite su due aperti Q,Q" C R", di trovare sotto quali condizioni esista
un diffeomorfismo ¢ : Q' — € tale che ¢’ = ¢*g. Nei coefficienti delle due
metriche rispetto alle coordinate canoniche di R™, ’equivalenza equivale al
sistema di equazioni:

! n a¢h a¢k )
(3.1) 91 ;W) = 2 k=1 Gnk() 8y(iy) 8y(]y7

y = ¢(x).

Per scrivere le relazioni che dovranno essere soddisfatte dalle derivate parziali
seconde delle soluzioni di (3.1)), introduciamo i simboli di Christoffel di una
metrica pseudo-Riemanniana.

Definizione 3.1. Siag = ZZJ':1 9ij dz'dz’ una metrica pseudo-Riemanniana
su 2 C R™. 1 simboli di Christoffel di prima specie di g sono le funzioni

1 (0g;x agjk 99i.j
2 L ip == I U I
(3.2) LIk T ( oxJ oz’ Ok
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Indichiamo con (g*7) i coefficienti della reciproca. I simboli di Christoffel di
seconda specie di g sono le funzioni:

n
(3.3) Fi‘ij = ng’hrz‘,j;h'
h=1

Osserviamo che i simboli di Christoffel I'; j.x e I‘f ; sono simmetrici
rispetto ai due indici 1, j.

Proposizione 3.2. Siano g : TQ — R e ¢ : TQY — R due metriche
pseudo-Riemanniane definite su aperti Q,Q C R". Se ¢ : ' — Q & un
diffeomorfismo per cui ¢ = ¢*g, allora deve risultare, per ogni i,a, 3 =
1,...,n,

i : ‘ i () 9k
(34 gyia(;/g =D T )agy(f S F?‘,k(@f’(y))agyiy) agy(ﬁy)_

j?k

Abbiamo indicato qui con I”Zl 51 simboli di Christoffel di seconda specie della
metrica g'.

DIMOSTRAZIONE. Derivando ’equazione (3.1) otteniamo

09 . dgij 06" 07 O 9%¢" 0P
oy ZZJ;C oxk Oy OyP Oy +2 Z 9irj Dy Ay OyP

(85)  Aagy =

Otteniamo allora:

1 d6' 07 D¢ ?¢' 0/
*(Aa'y‘ﬁ"i_AB'y‘a_AaB"y): § Fz]kiii § 993 an.~ 2. 3"

b b E ] b ) W ﬁ 7-] ﬁ
2 vy oy® OyP Oy" o Oy*0y" dy
Moltiplichiamo ambo i membri per gﬁ; ¢'"" e sommiamo rispetto all’indice
~v=1,...,n. Abbiamo allora:

" pyw 09" DT OPF D"
1—‘ — F . ’
83/” a,B Z ijik9 8ya ayﬁ ay'y 8yl/

i7j7k7u”y

a2¢i 8¢)j ad)h
LY
" ;gz’kg dy~dy® ayy dy”

Poiché

Z g/%l’a;& a¢h _ kh

- g )

sommando rispetto a v = 1,...,n otteniamo la (3.4]). O
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La (3.4) & la formula di trasformazione dei simboli di Christoffel ﬂ Posto
x = ¢(y), y = ¢~ ' (z), abbiamo

92z . 0x7 9zF | oy~
e o v = ) 2
(3.6) I By — Zz: OyP oy T jz]; Fﬂvk oyP oy | oz’
) o 83/5 oy Oz’
i / -J I
(3.7) gk = Z 8x]a$k Z B oxi dxk | oy

a

(©) un campo di vettori su 2. Per
mezzo dei simboli di Christoffel di g definiamo le derivate covarianti di X
nella metrica g mediante

(3.8) VZ-X:Z<8%+ZF ) peri=1,....n

J

Pilt in generale, se Y = >, b'-2 o (Q), definiamo la derivata covariante
di X rispetto a Y come il campo di vettori

n
(3.9) VyX =) VVX.
i=1
In particolare, i simboli di Christoffel sono i coefficienti delle derivate
covarianti dei campi di vettori coordinati:

(3.10) ZF” o

Definizione 3.4. Si definisce ancora 11 differenziale covariante del campo
di vettori X € X(Q2) come la forma differenziale a valori in T

(3.11) VX =) (ViX)da'
i=1
Lemma 3.5. La differenziazione covariante gode delle proprieta
(3.12) VX+Y =VX+VY VX,Y € X(Q)
(3.13) VIX=X®df + fVX VX € X(Q), Vfe&).

DIMOSTRAZIONE. La verifica ¢ immediata. Osserviamo che le (3.12)) e
(3.13)) si possono anche scrivere nella forma:

(3.14) VzX+Y =VzX +V,Y VX,Y,Z € X(Q)
(3.15) VifX = (Z())X + VX VX, ZeX(Q), Vfe&Q),
(3.16) VX = fVX VX,Z € X(Q), VfeEWQ).

0

1Queste formule si chiamano anche equazioni di gauge della connessione definita dalla
metrica g.
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Sia ¢ : Q' — Q un diffeomorfismo. Associamo al campo di vettori
X=>,d 6?02. € X(Q) il campo di vettori

(3.17) X =) d@gsga  @=0W)
t,a=1
ove y*(z) ¢ la componente a-esima di <;5 La— .
In modo analogo, se n = >_.
1-controvariante, porremo

® dz? & un tensore l-covariante e

2% ](9:17Z

oy® 0zl 0
3.18 9 = dy”.
(3.15) = Y @) e Oy

17]7a7ﬁ
Proposizione 3.6. Sia ¢ : Q' — Q un diffeomorfismo e sia g = ¢*g il pull-
back di una metrica pseudo-Riemanniana g su 2. Allora, indicando con V'
la differenziazione covariante rispetto alla metrica g’', abbiamo

(3.19) s (@7(X)) =¢"(VyX) VXY € X(Q),
(3.20) ¢"(VX) = V'(¢"(X)).

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma e sufficiente verificare la (3.19)) nel
caso in cui X e Y siano campi di vettori coordinati. Abbiamo

oyP o
_ v/
= ¢ 3:1:] Vza % 5 Z oxi OyP

ayP 0
61" Va Z dxd OyB

_ Z 0%yP awk dy* 9 Z Gl oy™ Byﬂ 0
OxI Ok Oy Oxt OyP OB Dt Oxd Dy

a,Byy

_ Oy’ 0 +Z il ayaaiyﬁ 9

B 900 g JarY
E = ox' 0xI Jy

Z Py e 070y O
Oz ’878332 oxd ) oy’

D’altra parte

e dunque la (3.19)) segue dalla (3.7]). O
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Osservazione 3.7. Data una funzione u € £(Q2), la quantita:

ou
. s
(3‘21) Wij = axzaxg Z 1, oxk

si dice derivata seconda covariante di u rlspetto alla metrica g.
Si verifica che, passando a una metrica equivalente per mezzo di un

cambiamento di coordinate (diffeomorfismo) x = ¢(y), indicando con le
lettere greche le derivate rispetto alle coordinate y, si ha
Oxt Ox’

Otteniamo, in termini delle derivate seconde covarianti, la scrittura dell’o-
peratore di Laplace-Beltrami nella forma:

(3.23) Agu = Zgi’jum.
Verificheremo questa formula nel paragrafo seguente.

4. Proprieta dei simboli di Christoffel

Proposizione 4.1. Sia g una metrica pseudo-Riemanniana su @ C C" e
I bk b suot simboli di Christoffel di seconda specie. Valgono le relazioni:

99i.j h h
(4.1) St = 2 Tikng + > Tyxoni
h h

dghi

(4.2) ag:ck Zrh hij ZF]kg
810g\/det (gi

(4.3) J) Z ..

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla definizione che

09,k
ort

h
Tije = > grnlly,
h

e quindi si ottiene la (4.1)):
89@,] h h
ok — ki T ki = Eh : <9h,jri,k + gh,ifj,k) -

Lijie + iy =

Abbiamo ancora

Per verificare la (.2), differenziamo l'identita >, gi g™’ = 5g . Otteniamo:

dgi.n n dghi

O 59 +gi,hW:0-
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Quindi

Hag'i .
Z gi,h% = — Z gh’J Z (Ff,kgh,r + Fz,kgr,z’)
h h

T

da cui si ottiene, scambiando 1’ordine delle sommatorie a secondo membro:
gl _ .
. — rosJ hjpr .
Z 9i,h 8.CCk - Z Fi,k(sr - Z g Fh,rg'f"d'
h r r.h

Moltiplicando per ¢! ambo i membri, e sommando rispetto all’indice i,
otteniamo:

S ath r o <j 8,4 h,jr .8 .
Zéh oxk - Zri,k‘;ﬁg T Zg ’jrh,kgr,ig ”, cioe:
h i r,h,i

0g*? J s 5 i
D DU S P
7 h

che, cambiando i nomi degli indici, ¢ la .

Ricaviamo ora la (4.3). Sia (X"J) la matrice aggiunta della (x;;): il
coefficiente X%/ ¢ il dederminante del minore ottenuto cancellando la i-
esima riga e la j-esima colonna della (z; ;), moltiplicato per (—1)"™/. Per le
formule di sviluppo di un determinante rispetto a una riga o a una colonna
abbiamo:

(4.4) det(z; ;) = Z i X0 = Z i X0
J i

La X7" si pud considerare come una funzione dei coefficienti Tr,s, € Ccome

tale ¢ indipendente dalle z;;, e dalle xj, ; per ogni h = 1,...,n. Otteniamo
percio
odet(z; ;)
4.5 — = X,
(4.5) Bers

Se (w; ;) varia nell’aperto delle matrici invertibili e (z*/) denota la sua
inversa, otteniamo quindi:
0log |det(x; ;
(4.6) M — phs,
axr,s
Applicando questa formula alla matrice dei coefficienti della metrica g
troviamo:

Olog|det(gn k)| _ Z Olog|det(gn k)| Ogr.s
ox’ Oy s ox’

r,8
SN (gt Tha) 2T
7,8 h

h

da cui segue la (4.3)). O
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Osservazione 4.2. La differenziazione covariante si estende ai tensori nel
modo seguente. Se

X .0 0 . .
= teesth e e Ik
t= Z T Hxi ® orin ® dz't,

ULy b3 J 15k

definiamo la sua derivata covariante rispetto al campo di vettori coordinato
0

57 mediante:
11,50k
ilsedh g1k
(Vit); g = 7@:&
+ Tir tll, =1,k 041,000,
(4.7) 2 :Z ik g1k
r=1 k

- g gl .
Z F%Jst]h---,]sfhk,]sﬂ7---,Jk'

Utilizzando 1’Osservazione possiamo riformulare le prime due affer-
mazioni della Proposizione [£.1] mediante

Proposizione 4.3. Abbiamo

(4.8) V(Z gijdz' ® da?) = 0,
(2]
(49) VO o =0,
8dx3

Utilizzando la (4.3]) verifichiamo la (3.23]).
0 ou
_ -1/2 v 1/2 i.5
g = detlons) 3 5 (1dettan a2 5% )
9 <gz‘,j‘9u) n Z ! OV/ldetignl ;s Ou
= oxJ ozt — | /|det( ghk ox) oxrt

B 0 ou dlog |det(gnk)| ;; Ou
_izjazcj<g 8:p1>+ Z oxJ 9" oz

7.7

0
:Zaxﬂ <g 8:):1>+Z ’]g 81‘2
irj

7]7.

z( +Zrﬁj> (5924).

2y
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Da questa, utilizzando anche le (4.2)), otteniamo:
o 0% 8g i Ou
e Z?] —_—
Agu = Z <g axz‘axg A1 Ort + Z h.j9 z>

2%
J h,
Z jng"? Lind™ o
h

Esempio 4.4. Consideriamo il caso n = 2. Allora i simboli di Christoffel
di prima specie sono:

( 10911
Ty = = 29L
L1 = 5751
Ty — 9912 19g1,1
1,12 Ozt 2 Ox2
10911
91 =1911=— .
1,2:1 201 = 553
1 0g2,2
I'M990=T919=— .
1,2:2 212 = 5753
Lo — 912 10922
2,21 Ox? 2 Ozl
1 0g2,2
Too9=— 2
222 = 575 3

Nel caso della prima forma fondamentale g = df?+sin? d¢? di una porzione
di superficie sferica, queste formule danno:

Fiin=0 Thign=T211=0 I’y 9.1 = —sinf cos b
F1a1§2 =0 F1,2;2 == F271;2 = sinfcos® F272;2 = 0’
da cui ricaviamo
1 _ 12
N —F11 —Flg—FZl =TI%,=0,

cos .
If,=T%,=— 7k I}, = —sinécosé.
’ ’ sin )
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Le derivate seconde covarianti di una funzione u sono date da:

U, —@ Ug b = Ou —LOSH@ U _62u schosH—
00— 902> "7 9004  sinfop  OP T 992 90

5. Le equazioni per 1’equivalenza

Utilizziamo le notazioni introdotte nel Data ¢ : Q' — €, introducia-
mo le funzioni

(5.1) wl, = g;boc per i,a=1,...,n.
Possiamo riscrivere (3.4]) nella forma:

06 _

Oy S
(5.2) B

— 7Y
o = Tt - S rhaleldet
ovvero come un sistema di equazioni differenziali ai differenziali totali:

de' = 3, wady®,
(5:3) i _ "y i 7,8 i 8
duwe, = Zy r aﬁ(y)w'ydy - Zj,k Fj,k(¢(y))wawﬁdy

Dalla teoria generale su tali sistemi, descritta nel assegnati ad arbitrio
70 €Q, Yo € Y e @ (per 1 <i,j <n), il sistema (5.3) ammette una e una
sola soluzione, purché siano soddisfatte opportune condizioni di integrabilita.

Prima di esplicitare tali condizioni di integrabilita, &€ opportuno osservare
che, affinché la soluzione di risolva il problema dell’equivalenza di forme,
occorre che i dati iniziali stessi soddisfino condizioni opportune. Infatti, per

la (3.1]) occorre che valga la:

(5.4) ga,B Yo) ng o)W,

Queste condizioni impongono n(n + 1)/2 condizioni indipendenti sui dati
iniziali (ricordiamo che le g;; e g/, 5 sono simmetriche). Vale la

Proposizione 5.1 (Christoffel). La funzione F : Q) x Q x R”* — R™,
definita da:

(6.5) F(y,z,w) = (Fag)i<ap<n con Fyg= gaﬁ ng

e differenziabile di classe C*° ed F' = 0 ¢é un integrale primo del sistema

63).
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo:

6F 5 OF, 75 h OF, 0Fap
Aosy =G + 305 ol DIARED S,
7"" v
99, 0g; .
:ﬁf— 8:;7] ] Z ng,B ZF/Z’Y /ZL ers Wa v
).])h ,],hk

B (Z 1 - zmwzwi) -
2,J W r,8

Utilizzando le relazioni (4.1)) per i simboli di Christoffel, troviamo che questa
espressione ¢ uguale a:

od
éq;,yﬂ Z We wﬁw (Z Fl hIk.j + Z F],hgk z)

i,9,h

+ 2 waws Tingun+ D wowhel T gi

,5,h.k i,5,h.k
— E gwwﬁwl ' E i jwlw Z1“’
isobt o

Il secondo addendo della prima si elide con gli addendi della seconda riga.
Applicando ancora le relazioni (4.1)) dei simboli di Christoffel otteniamo

Aapy = Z ga,p, Zgl,jwawu F/ ~t Z gﬁu Zgwwﬁw F/”
:Zr’ FM+ZF’ Fop,
I

che ci da la relazione cercata. O

In particolare, se per una soluzione di (5.3) risulta verificata la (3.1
in un punto yg, la (3.1) sara allora verificata in tutti i punti di un intorno
connesso di yg in 5.

6. Curvatura di una metrica pseudo-Riemanniana

Definizione 6.1. Data una metrica pseudo-Riemanniana g, definita su un
aperto di coordinate 2 C R", definiamo i suoi simboli di Riemann di seconda
specie come le funzioni R} ni - §8 — R definite da

i'hk 8F;7 3 (PZ hPZk kr% h)
Rjp, k h § : ;
(6.1) oxk  ox —

i,5,h,k=1,...,n

Il significato geometrico dei simboli di Riemann ¢ dato dalla
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Proposizione 6.2. Sia g una metrica pseudo-Riemanniana nell’aperto di
coordinate €} C R™. Allora, rispetto alla derivazione covariante associata,
abbiamo:

R

0 O

(6.2) (ViVj = ViVi)g % = > Rhsij 5o
i,5:k
Definizione 6.3. Definiamo il tensore di Riemann mediante
(6.3) R(X,Y)Z =VxVy(Z) = VyVx(Z) = Vixy)(Z).
Definizione 6.4. Chiamiamo simboli di Riemann di prima specie le
n

(6.4) Rijingk =Y ginRing

h=1
e chiamiamo tensore di Riemann la forma corrispondente:

n
(6.5) > Rijnada’ ® da? @ da’ @ da®.
i,5,h, k=1
11 fatto che (6.5)) definisca un tensore ¢ il contenuto della

Proposizione 6.5. Se ¢ : Q' — Q, x = ¢(y), & un diffeomorfismo, ed
;’5.75 © simboli di Riemann corrispondenti al pull-back ¢*g della metrica
g su Q, allora

n S

ozt 0x? oM Ok
6.6 R . <= g R; ;. .
(%) e ijhk=1 R ye 0yP 0y ayd

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che la & equivalente alla

n .
- Oy® Ox? Oxh Ok

J O

Biv,d = Z j

(6.7) Fhk 9zt oyP oy Byd

i, k=1
La proposizione segue allora da
¢"(R(X,Y)Z) = ¢"[(VxVy — VyVx = Vixy))(Z)]
= Vi x)? (Vv (2)) = Vi 9" (Vx(2)) = Vi x.x)) @ (2)
R v / * / / * / *
= Vo) Vo) ? (2) = Vo) Vor (x)07(2) = Vige (x) 6 r7) ¢ (2)
= R(¢"(X), 0" (Y))9"(2).
O
Le esprimono le condizioni d’integrabilita delle equazioni ai diffe-
renziali totali (5.3). Infatti, sostituendo nelle le w?, alle 0x'/0x®, si
ottiene la condizione che le derivate seconde delle w?, non dipendano dall’or-

dine in cui si eseguono. Le condizioni d’integrabilita sulle ¢* sono automa-
ticamente verificate perché i simboli di Christoffel sono simmetrici rispetto
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ail due indici in basso. Questa condizione si esprime in modo equivalente
dicendo che Ia torsione della connessione metrica ¢ nulla:

(6.8) T(X,Y)=VxY -VyX =[X,Y] VX,Y € X(Q).
Riassumiamo i risultati ottenuti nel seguente:

Teorema 6.6. Siano g e g due metriche pseudo-Riemanniane, definite su
aperti di coordinate Q, ', rispettivamente. Condizione necessaria e suf-
ficiente affinché, assegnato (xo,y0) € Q x Q' si possano trovare un intor-
no aperto V di yo in ', un intorno U di xg in Q, ed un diffeomorfismo
¢ :V = U tale che g'|lyv = ¢*(glu) € che sia risolubile il sistema di equazioni:

O ,
(6.9) e =w,

dwp, _ "o i gk
(6.10) yp = 2Ty = D Tjuedess

v Jik
(6.11) 9a8(Y0) = Zgz‘,j(l‘o)@é%
2

(6.12) hgs) = D Rijnp(r)wpwhelwh.

Z’7j7h7k
11 sistema (6.9), (6.10), (6.11)), (6.12) si dice un sistema misto. Infatti,
le (6.9), (6.10) sono equazioni differenziali, mentre le (6.11), (6.12) sono

condizioni algebriche.

7. Proprieta del tensore di curvatura

Teorema 7.1. [ simboli di Riemann di prima specie soddisfano alle rela-
2L0N4:

(7.1) Rjink = —Rijnk

(7.2) Ri jikn = —Rijhk,

(7.3) R ki = Rijinks

(7.4) Rijink + Ripki + Rigjn = 0.

Possiamo scrivere il tensore di curvatura di Riemann anche nella forma
(7.5) R(X,Y,U,V)=g(Y,R(U,V)X) VX,Y,U,V € X(Q).
In questo modo, le ((7.1)), (7.2)), (7.3]), (7.4)) si riscrivono, in modo invariante,

nella forma:

(7.6) R(Y,X,U,V) = —R(X,Y,U,V)

(7.7) R(X,Y,V,U) = —R(X,Y,U,V)

(7.8) R(U,V,X,Y) = R(X,Y,U,V)

(7.9) R(X,Y,UV)+R(X,U,V,Y)+ R(X,V,Y,U) =0
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VX,Y,U,V € X(Q).
(7.10)

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo innanzi tutto la ((7.7). Abbiamo:
R(X,Y,V,U) = g(Y, R(V,U)X)
=—g(Y,R(U,V)X)
=—g(X,Y,U,V)
in quanto chiaramente
R(V,U) =VyVy-VyVy—Vyu = -RU,V) = ~(VyVy—-Vv V-V
Osserviamo poi che vale I'identita di Bianchi
(7.11) RX,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
Infatti:
(Vva — VyVX)Z + (VyVZ — V2Vy)X + (V2VX — vaz)Y
—Vixy1Z = VyzX = VizxY
= Vx(VyZ — V2Y) + Vy(VZX — V)(Z) + Vz(VXY — VyX)
=Vx[Y,Z] = Vyg0X + Vy[Z,X] = Vizx)Y + Vz[X,Y] - V|xv|Z
=[X,[Y,Z]|+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]]=0 (per l'identita di Jacobi).
Diostriamo poi che vale
(7.12) g(R(X, Y)Z,V)=—g(Z,R(Z,Y)V) VXY, Z,V € X(Q).
Utilizziamo a tale scopo l'identita
(1.13)  Xg(Y,Z) = g(VxY.2)+g(Y,VxZ) VXY, Z € X(Q).
Abbiamo allora:
g(R(X,Y)Z,V)=g(VxVyZ, V) —g(VyVxZ,V) = g(Vxy1Z, V)
= XQ(VYZ, V) - Yg(VXZ, V) - [X7 Y]g(Zv V)
—9(VyZ,VxV)+3g(VxZ,VyV) - g(Z,Vixy|V)
=XYg(Z,V)-YXg(Z,V) - [X,Y]g(Z,V)
—Xg(Z,VyV)+Yg(Z,VxV)=Yyg(Z,VxV)+ Xg(Z,VyV)
—9(Z,Vixy|V)+9(Z,VyVxV)—g(Z,VxVyV)
=—9(Z,R(X,Y)V).
Resta da dimostrare la ((7.8). Mostriamo che essa ¢ una conseguenza delle
(7.6), (7.7), (7.9). Verifichiamo in primo luogo che vale anche la
(7.14) R(X,Y,U,V)+ RY,U,X,V)+ R(U,X,Y,V)=0.
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Abbiamo infatti:

R(X,Y,U,V)+ R(X,U,V,Y) + R(X,V,Y,U) =0
R(Y,U,X,V)+R(Y,X,V,U)+ R(Y,V,U,X) =0
R(U,X,Y,V)+ R(U,Y,V,X)+ R(U,V,X,Y) =0

RV, X, Y,U)+ R(V,Y, U, X)+ R(V,U,X,Y)=0
Sommando le quattro uguaglianze, osserviamo che i terzi addendi nelle prime
tre righe si semplificano con gli addendi della quarta riga. Abbiamo percio
0=R(X,Y,U,V)+ R(X,U,V,Y)+ R(Y,U,X,V)
+RY,X,V;U)+ R(U,X,Y,V)+ R(U,Y,V, X)
=2(R(X,Y,U,V)+ R(Y,U,X,V)+ R(U, X,Y,V)).
Otteniamo allora:
R(X,Y,U,V)=—-R(X,U,V}Y)—- R(X,V,Y,U)
=RUV,X,)Y)+R(V,X,U,Y) - R(X,V,Y,U)
= R(U,V,X,)Y).

Le (7.4)), (7.9), (7.14])) si dicono identita di Bianchi algebriche. O

8. Metriche a curvatura costante

Teorema 8.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché una metrica
pseudo-Riemanniana g sia localmente equivalente a una metrica a coeffi-
cienti costanti ¢ che i suoi simboli di Riemann siano identicamente nulli.
Due tali metriche sono equivalenti se e soltanto se hanno la stessa segnatura.

DIMOSTRAZIONE. Se g ha coefficienti costanti in 2 C R", i suoi simboli
di Christoffel e quindi anche i suoi simboli di Riemann sono nulli. Per le
i simboli di Riemann di una qualsiasi g’ equivalente alla g saranno
quindi anch’essi nulli. Dunque la condizione & necessaria.

Per verificare la sufficienza, data una g in £ con i simboli di Riemann
identicamente nulli, fissiamo una forma bilineare simmetrica g’ = 3=, j ci jdr'®

dz? con i coefficienti costanti e con la stessa segnatura di g(yo), per un pun-
to yo € . Possiamo ad esempio scegliere ¢;; = ¢;j(yo). Le equazioni
dell’equivalenza sono allora:

o9t _ i

{By‘? — Ya
Owg, __ "
_gyr w,

oyP a,B7y
e le condizioni di integrabilita (6.12) sono banalmente verificate. Esistera
1
quindi una soluzione ¢ : U — U’ C Q con ¢(yg) = zo tale che 8%;30) =

Wi (yo) = 8% e

¢t O
Ga,5(Yy) = Z Ci’jﬁiyo‘aiyﬂ

5
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Definizione 8.2. Una metrica g, definita su un aperto di coordinate ) C
R™, € a curvatura costante se esiste una costante ¢ € R tale che

(8.1) Rijnk = c(9ingik — 9ik9in) V1 <i,j,hk<mn,
0, in modo equivalente:

2
(82) VX,Y,U,V € X(Q).

Teorema 8.3. Una metrica g equivalente a una metrica a curvatura co-
stante ¢ ha la stessa curvatura costante c.

Viceversa, se g e g’ sono due metriche con la stessa segnatura e la stessa
curvatura costante, definite su aperti di coordinate Q, €V, allora per ogni
coppia di punti (xg,yo) € Q x Q' esistono un intorno aperto V di yo in
Q, un intorno aperto U di xog in Q, e un diffeomorfismo ¢ : V. — U, con
d(yo) = x0 e &'lv = ¢*(glv)-

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che g’ sia una metrica equivalente ad una
metrica g a curvatura costante. Allora, per le abbiamo

; - oz Oxd 9z Ok
Rig.5= . Rijnk

8,7, D G 9xB Oxy Oad

i, k=1
ozt Ozt Oz O
Oz 028 Oz Oxf
= c(9a,v98.6 — 90,698,7)-

Viceversa, date due metriche g e g’ con la stessa segnatura e con la stessa
curvatura costante, osserviamo che la condizione d’integrabilita (6.12]) delle
equazioni dell’equivalenza & conseguenza della

n
Gop = D Gidway
ij=1
La (6.11]) si puo verificare perché abbiamo supposto che le due metriche
avessero la stessa curvatura. Quindi equivalenza locale di g e g’ segue dal
Teorema [6.6] 0

= c(9i,n9j.k — 9ikGjh)






CAPITOLO 24

Geometria Riemanniana delle superfici

1. Alcune considerazioni euristiche

Consideriamo una superficie nello spazio ordinario. Possiamo pensare di
realizzarla mediante una pellicola sottilissima di una qualche sostanza, cosi
sottile che il suo spessore risulti trascurabile.

Date due superficie siffatte, ci poniamo il problema se sia possibile, de-
formando e spostando la prima, portarla a coincidere con la seconda. Se
pensiamo alla realizzazione pratica di una tale operazione, ci e chiaro che
le nostre speranze di successo sono condizionate dal tipo di materiale usato
per costruire i nostri modelli. Le cose cambieranno molto, ad esempio, se
abbiamo utilizzato sottilissime lenti di vetro, oppure carta, oppure un mate-
riale elastico, come plastica o gomma. Un foglio di carta puo essere curvato
fino a sovrapporlo a una superficie cilindrica, mentre tale operazione non e
possibile se invece di un foglio di carta disponiamo di una lastra di vetro. Un
foglio della plastica usata per fabbricare delle palline da ping pong si potra
deformare come un foglio di carta, ma, mentre un palloncino di gomma si
puo deformare, ad esempio, in un elissoide con gli assi diseguali, cid non
possiamo fare con una pallina da ping pong senza romperla. Questi tre tipi
di comportamento si possono idealizzare pensando a:

superficie assolutamente rigide, come il vetro, che cioé mantengono im-
mutate le distanze relative tra i loro punti quando cerchiamo di modificare
la loro posizione;

superficie piegabili ma non elastiche, come la carta o la plastica: le
deformazioni a cui possiamo sottoporle mantengono immutata la lunghezza
delle linee che possiamo tracciare su di esse;

superficie completamente elastiche: in questo caso possiamo cambiare
sia le distanze tra i punti che le lunghezze delle linee sulla superficie.

Per avere un’idea di cosa possa accadere nei tre casi diversi, pensiamo ai
problemi analoghi per linee nello spazio. Se vogliamo mantenere le distanze
nello spazio tra ogni coppia di punti della linea, le trasformazioni ammissi-
bili sono i movimenti rigidi dello spazio (rotazioni e traslazioni) e due linee
sono sovrapponibili se e soltanto se hanno la stessa lunghezza e stesse cur-
vatura e torsione nei punti corrispondenti. Se invece pensiamo a una linea
realizzata con un materiale non elastico, ma deformabile, come una corda,
potremo sovrapporre due linee qualsiasi purché abbiano la stessa lunghezza.
Infine, nel caso del materiale elastico, due linee qualsiasi si potranno sempre

403
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trasformare 'una nell’altra.

Mostreremo in questo capitolo il ruolo degli invarianti descritti in prece-
denza per lo studio dei problemi di applicabilita delle superficie rigide e delle
superficie inestendibili. Nel caso delle superficie completamente elastiche gli
invarianti sono di tipo topologico.

2. Superfici Riemanniane

Definizione 2.1. Una superficie Riemanniana € una varieta Riemanniana
di dimensione due, cioe una varieta differenziabile S di dimensione reale due

su cui e assegnata una metrica g : T'S — R definita positiva.

Siar:Q — S, con Q aperto di R?, una carta locale in S. Indichiamo
con (g; j)1<i<2 1 coefficienti della metrica rispetto alla carta locale.
Nell’Esempio [4.4] del Capitolo abbiamo calcolato i suoi simboli di

Christoffel:
10911 dg12 10911 10911
I'i14= : I'i10= = =2 I'io1=T911=-—=
L= 50T L2 = 50 7 5 902 1,2;1 211 = 55,2
10g2,2 9912 10922 10922
Iy 9.0 = ——2 o914 = ’ 199 =197 =——2=
222 = 553 221 = 50 T 5 g0 1,2;2 212 = 557
Abbiamo poi:
1,1 _ 92,2
= —,
91,1922 — 912
12 _ 21 _ 91,2
(2.1) g =gt =
91,1922 — 912
2,2 _ g1,1
91,1922 — 9%,2
Otteniamo percio:
8
1 92,2 axll +g1,2 gl 2 9 —9g12 89;11 + 2911 @ o
Fl 1= 2 ]'—‘1,1 - 2
(91,192,2 - 91,2) (91,192,2 — 91,2)
dg1 8 992
L $2250 — G2t s o Gt -, 911
Ih,=T5%, = B If,=I%,= 5
(91,192,2 = 97 ) (91,1922 — 91,2)
o
1 —91,2 39522 + 2022 ag;f — g2,2 395’12 2 g1,1 azz + 91,2 (% — 2912 5;22
Iyp = 15, =

2(91,192,2 — 91,2)

2(91,192,2 - 91,2)
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Se u,v € £(Q), ¢ poi:

2
29128:1:1 8962 + 92,2 [8850 ]

V2(u) = Ay (u) = 21 (2]

91,1922 — 91,2
Ou_ Ov Ou_ Ov ou v
V(u,v) = 91,1927 522 — 91,2571 922 — 9128:132 69: +9228w2 a2
91,1922 — 9172
0 0
1 0 [ G225, — 125,2

Ay(u) = D(u) = g
Vorige —gia [\ \Jori922 - 63,

n 0 [ 9112 — g2l

2
Oz \/ 91,1922 — 91,2

2.1. La curvatura Gaussiana. Per le proprieta di simmetria del ten-
sore di curvatura, il tensore di curvatura della metrica di una superficie
Riemanniana ha al pit quattro coefficienti non nulli:

Ri12, Rip21, Ro112, Ro121,
legati dalle relazioni
Rip12=—Ri2201=—Ro112=Ro121.
Ricordiamo I'espressione della curvatura in termini dei simboli di Christoffel:

i O Ol - £ T £ i
R, = 8:1?’“ - 8:5]’1 +Z(Fj,hrf,k_rj,krz,h)7

=1
7.]hk E ngthk

Se indichiamo con R, ik 1 coefficienti di una metrica g’ equivalente alla g
mediante un apphcazmne ¢ : QY 3y — xeQ, essisoddisfano

, ox' Oz 9z Ok

212 = 2 Ranky 5,p 01 oy

gy O 000 00t out 0% 00t 0!

(2.2) PELZ oy g2 oyt 02 Oyt 9y Oyt Oy?
0x? 0x' Ox' 02> Ox? 0! 02? Ox!

o020 02 " 0y 07 0y )

ox’ 2
o (3)

Poiché det(g') = (det ( D47 ))2 det(g), otteniamo

i7j7h7k
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Teorema 2.2. La funzione

(2.3) (o) = 22

e un invariante differenziale della metrica g della superficie S.

Definizione 2.3. L’invariante differenziale K (z) si dice la curvatura totale
o curvatura Gaussiana della superficie (3.1)).

3. Superfici immerse: la prima forma fondamentale

Sia M una varieta Riemanniana di dimensione n > 2, con metrica h :
TM — R. Se S & una varieta differenziabile di dimensione dueed r : S — M
un’immersione differenziabile, allora la g = r*h € una metrica Riemanniana

su S.

Definizione 3.1. La metrica Riemanniana g : T'S — R si dice la prima
forma fondamentale dell'immersione r : S — M.

Definizione 3.2. Se M = R" con la metrica Euclidea usuale e conside-
riamo un’applicazione regolare r :  — R", definita su un aperto Q C R?,
chiamiamo la S = {r : Q@ — R"} una superficie parametrica regolare.

Se indichiamo con | - | la norma Euclidea di R”, la prima forma
fondamentale di
(3.1) S={r:Q->R}}, QCR]
¢ la forma quadratica g su T} definita da:
(3.2) g.(v) = |dr(z)(v)|* VzeQ, YveR2

Posto v = (v!,v?), e ricordando che da’(v) = v’ per j = 1,2, possiamo

scrivere la prima forma fondamentale mediante:

g, = E(x)(dz")? + 2F (x)(dz") (dz?) + G (x)(dz?)?
(3.3) 2 o

= D 91(x)(da’) (da)
ij=1
ove (dz?)(dx?)(v) = vivI. Selar & di classe C¥, con k > 1, i coefficienti g; ;
sono funzioni di classe C*~! in €, definiti da:
(3.4)
Jr | Or
Ele) = g11le) = <axl aﬁ)

F(z) = g12(2) = g21(x) = (5?:1:1.1 ;;)

6(0) = gmale) = (o] 75

(prodotti scalari in R™).

Vale la:
(3.5) g, = ldr(x) o dr(x) Yy € Q.
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Osserviamo che, se 8 : J — ¢ una curva pianain Qed a =rof:J —
R™ la corrispondente curva su S, abbiamo:

2 i 47 :
(36) 6O = 3 0is (80 T = g5 (1),

1,j=1

Fissiamo un punto yg € €2 e consideriamo due curve regolari 3; : J — €2 con
Bi(to) = yo per i = 1,2. Le due curve formano in yo un angolo 6 con:

_ Qﬁl(to)\ﬂz‘(to)) _
B1(to)] - [ Ba(to)]

L’angolo 6 tra le curve a; = r o B; : J — S nel punto corrispondente
xzo =r(yo) € S ¢ dato da:

9yo (B (to), B2 (t0))
\/gyo <d0t/31 (to)) " 8uyo (d0t52 (tO)) .

Qui g, denota la forma bilineare simmetrica associata alla forma quadrati-
ca g

(3.7) cosf =

1
(3.8) gz(v1,v2) = Q(gx(vl +09) —go(v1) —8a(v2)) Vz €Q, Vor,vp € R%

In particolare, per ’angolo @ tra le curve su S che corrispondono alle
parallele alle coordinate in xy abbiamo:

F E(20)G(x0) — F?
(39) COS@W = ﬁ’ sin o = ($0) (1‘0) (I‘()) '
E(x)G(x0) E(x0)G(z0)
In particolare F(zg) = 0 ¢ condizione necessaria e sufficiente affinché le

corrispondenti delle linee coordinate preservino ’ortogonalita.

L’area di un parallelogrammo del piano ¢ il prodotto delle lunghezze di
due lati adiacenti per il valore assoluto del seno dell’angolo compreso. Il

differenziale dr(zg) trasforma il quadrato unitario con lati paralleli agli assi
or(zo)
ax’i Y

coordinati in un parallelogrammo con lati che ha area:

VE(x0) - \/G(x0) - sin@
= v/ E(x0) - v/G(x0) - \/E(%)G(xo) — F2(x0)

(3.10) E(x0)G (o)

= VE(20)G(z0) — F2(z0)
= /det(g(vo))-

Definizione 3.3. Se w & un aperto di {2 misurabile, definiamo 1’area della
porzione di superficie regolare r(w) C S mediante:

(3.11) area(r(w)) = //w VEG — F2dz'da? = //w Vdet (g, )dz.
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Osserviamo che, se ¢ : Q; — Q ¢ un diffeomorfismo di classe C!, per la
superficie parametrica regolare r o ¢ : 3 — S abbiamo d(r o ¢) = drodg¢ e
quindi:

d(ro¢)od(ro¢) = dpo 'drodrodp.

Indichiamo con g la prima forma fondamentale di r o ¢. Otteniamo allora,
se wy € un aperto misurabile di y:

/ o1 Vet (@ e/ = / /w /detlBo@n) [det(dg(@’) lda’
= / /¢ o Vdet (g, )dx

Questa invarianza rispetto alla parametrizzazione ci permette quindi di
definite ’elemento d’area su S:

Definizione 3.4. Chiamiamo la:

(3.12) dS = +/det(g,)dz' dz?

elemento d’area sulla superficie S, espresso nella parametrizzazione (3.1)).

4. Sistemi di coordinate

4.1. Coordinate ortogonali.

Definizione 4.1. Diciamo che le coordinate di una carta localer :  — S di
una superficie Riemanniana S sono ortogonali se, in tali coordinate ' = u,

22 = v, risulta

(4.1) g = glvldu2 + g272dv2.

In coordinate ortogonali abbiamo formule piti semplici per i simboli di
Christoffel, i parametri differenziali e la curvatura Gaussiana:

r 10911 r _r 1991, _ 19g20
49 1,1;1 — §W 1,2;1 —121;1 — 5 8372 2,2:1 = 75 axl
(4.2) 10911 10g2,2 10g2,2
r = : I =T = : T _ )
1,1;2 — 75 D2 1,2,2 — 1212 — 5 Ozl 2,2:2 = iﬁ
gt =1/g1a
(4.3) gh? = g2l =
9** =1/g22.
L L% Fl — Fl — 1 8gl,l Fl _ 1 892,2
(4 4) 1,1 29171 ox! 1,2 2,1 291’1 o2 2,2 291’1 Ozl
. o _ 1 9g1a 2. o2 _ 1 0g22 o _ 1 Ogao
1,1 202.2 o2 1,2 2,1 202.2 Ozl 2,2 7292’2 922
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1 [ou]? 1 [oul?
4.5 V2u:Au:[ +[ ]
(4.5) (u) = Ai(u) o loat] T s

1 1
(4.6) v(u,v)ziﬁﬁiﬁﬁ

1 0 1 Ou 0 1 Ou
4. A =A = |31\ 7/—31 022 \ /g2.2 022
(4.7) g(u) 2(u) V11022 |0z (maxl) - dx? <\/92726x2>}
E poi
R1’2’1’2 = 9271R%7172 + gQ,QR%,LQ == 92,2R%,172’
e quindi

2 ar%,l B 81%2

1,1,2 = 2 ol

1 1 (09110922 dg22\ >
=412 2 7+ 1
4955 \ Oz Oz ox

1 1 ) 2
oL 91,1 0922 N 9911
4g11922 \ Oxb Ozt 0z2
1 P Pgan
2922 \ O[22~ O[z!]?

Otteniamo quindi la formula per la curvatura:

1 <6291,1 3292,2)
2911922 \O[x?]? ~ O[z']?

1 891,1 892,2 a91,1 2
(4.8) * 497 1922 ( ort ozt < Ox?

n 1 9911 892,2+ 0922 2
4911955 \ Ox? Oa? ox! ’

4.2. Coordinate isoterme.

1 12 1 2 2 12 2 12
+ 10 =Dyl + 1115, — I 515

Definizione 4.2. Chiamiamo isoterme coordinate locali r : Q — S per cui
r*(g) sia conforme alla metrica Euclidea su  C R2. Richiediamo ciog che,

per le coordinate z! = u, 22 = v risulti:
(4.9) g = AMu,v)(du® + dv?).
Abbiamo allora
10X
1,1;1 1,2;2 2,1;2 2217 551
10X
I290=T121=T211=-T112=2

2022
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e quindi
1 oX
F%,l = F%,Q = F%,l = —F%g = 2\ Ozl
1 O\
F%,z = Fi,z = F%,l = _F%,l = ﬁ@-
E poi
Rig10= 92,1Ri1,2 + 92,2Ri1,2 = )‘R%,l,?
Abbiamo
ors, ori,
%,1,2 = W - 63:17 + Filriz - F%,2Fi1 + F%JF%,Q - F%QF%J
10 (10 10 (10X
T 2022\ XNox2) 202" \ Aozl
LN 1L foAN?
422 \ 9x! 4 22 \ 922
CLL AN 11 (oA
422 \ 922 422 \ 9x!
_ 1[0 (1A 10 (1A
2022 \ )\ 0z 20x1 \ )\ ozt
A log A
Poiché A1 ga;z _9 3(?5‘ e det(g) = A2, otteniamo in questo caso:
1 [ 0? 0? Alog A

ove A ¢ il Laplaciano nelle coordinate Euclidee di R?. Infatti

_ Rigi2  ARiis  Alog)

T odet(z) A2 2
Dimostreremo (Teorema del Capitolo [26)):

Teorema 4.3 (esistenza di coordinate isoterme). Esistono coordinate iso-
terme nell’intorno di ogni punto di una superficie Riemanniana S.

Corollario 4.4. Sia S una superficie in R™ e siano g e K la sua prima
forma fondamentale e la sua curvatura. Allora la curvatura K' della prima
forma fondamentale della superficie "= R-S={R-y|y € S} ¢é data da

(4.11) K'(Ry) = R*K(y) Wyes.

DIMOSTRAZIONE. Sia r :  — S C R” una parametrizzazione locale
isoterma. Allora la rr : Q 3 (u,v) — rg(u,v) = R-r(u,v) € R & una
parametrizzazione isoterma di S’. Se

g = Mdu® + dv?),
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¢ la prima forma fondamentale di S nelle coordinate isoterme (u, v), la prima
forma fondamentale g’ di S’ nelle coordinate isoterme (u,v) &
g’ = R2\(du® + dv?).
Allora
7Alog(R2)\) _ AlogA K
R2) - R2N RY

K' =
(]

Esempio 4.5. Consideriamo la parametrizzazione della sfera unitaria meno
un punto data dall’inversa della proiezione stereografica:

(u.0) 2u 2v u?+0? -1 R
r(u,v) = .
’ L+u?+02" 14+ u2 402" 14 u? 402

Abbiamo
2 2 2
r, = m (1 —u’+wv ,—2uv,2u)
2 2 2
I‘U: m(—2uv,1+u — v ,2’[}).
Otteniamo
g11 =922 = 1+ w2 02)2, g12 = g21 = U.
Quindi
(1 +u? +v?)? 4
K=—— 7 Al —_—
8 T+ +2)7?
1 2 212
— %Alog(l + ’U,2 + ,02)
(1?4 0?)? K 2u N 9 2v
o 4 Oou |1+ u2 402 Ov |1+ u2 + 2
(14w +0?)? 4 4o 402
B 4 T+u?2+0v2 (1+u2+02)2  (1+u?+02)2
(4w 40?)? 4 B
4 (14 u2 +02)2

Tenuto conto del Corollario 4.4l otteniamo che la curvatura della sfera di
raggio R & 1/R2.

Esempio 4.6. Un’applicazione regolare di classe C', definita su un aperto
Q del piano complesso, f :  — C™ si dice olomorfa se il suo differenziale
df : C — C™ & C-lineare.

Se S & una superficie in C", ogni parametrizzazione locale r : 2 — S C
C", con Q C R? ~ C per cui f(u+ iv) = r(u,v) sia olomorfa & isoterma.
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4.3. Coordinate geodetiche.

Definizione 4.7. Le coordinate ! = u, 22 = v di una parametrizzazione

r : 2 — S di una superficie Riemanniana S si dicono geodetiche polari se
I’espressione della metrica g in tali coordinate ¢ della forma

(4.12) g = du® + N (u,v)dv?

Proposizione 4.8. Siano (u,v) coordinate locali sulla superficie Rieman-
niana S, in cui la metrica si esprima mediante la . La curvatura
Gaussiana di S é allora data, nelle coordinate (u,v), dalla formula

162\
CAou
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti

(4.13) K=

Mii1=T112=T121=T211=0

7))
Ia22=T212=-T221= )\67
U
o\
r = A—
2,2,2 0’
e quindi
Fh = Fi? = F%,l = F%,l =0
o\
T, =-A22
2.2 ou
19X\
r?2,=r2,=--=-
1,2 21 = Yoy
10X
12, =22,
227 Now

Ancora, abbiamo
2 2
Ri212=ARi;,

e quindi
or?, orz,
%,1,2 = W - W + F%,lr%,Z - F%,zril + F%JF%,Q - F%,QF%,I
a9 (1ax) 1 (o’
T Ou \\du A2\ Ou
1972
o 0u?
2
cida Ris12= —)\—2, da cui otteniamo
14y Ly au
)\82)\
_ Rigie . Tou? _l@
det(g) A2 A ou?’
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I parametri differenziali, nelle coordinate geodetiche, sono dati da
9o\* . 1 [(06\*
2 e JE— E— —_—
Ved = <6u> by (81}

- (8) (8) 5 (2) ()

0? 1 0% 10A0 1 0AO
Agg = 725 + 7*? rist 7*£-
ou A2 v Adudu A2 0v dv
Teorema 4.9. Sia yo un punto di una superficie Riemanniana S. Possiamo
allora trovare un intorno aperto U diyg in S e un’applicazione differenziabile
r:[0,R) x R — S tale che

(4.15) {r(O,v) =10 Vo € R,

r(u,v) =r(u,v+2mw) Yue€l0,R), YveR,

e tale che r(u,v) definisca coordinate locali geodetiche polari nell’intorno di
ogni punto di U \ {yo}.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo coordinate locali 2!, 22 in yg. A meno di una
trasformazione lineare di coordinate, possiamo supporre che nel punto g sia
g = (dz!)? + (dz?)?. Per il teorema di esistenza e unicita e dipendenza dai
parametri per i sistemi di equazioni differenziali ordinarie, possiamo trovare
un numero reale R > 0 tale che per ogni numero reale v assegnato il sistema

P (u,0) i 097 (u,0) 9P (u,v) _
W+”ZIFJ.,,C o 0. =0 —R<u<R
(416) 4 6(0,0) = 2
9¢(0,v) :
"o = (cosv,sinv)

abbia una e una sola soluzione. Osserviamo che
099 = (—sinv, cosv)
ouodv],_, ’

9¢
(u,v)
abbia determinante diverso da 0 per 0 < u < R’. Possiamo quindi scegliere
(u,v) come coordinate locali vicino ad ogni punto di un intorno U di yp,
distinto da .

Quindi esiste un R’, con 0 < R’ < R, tale che la matrice Jacobiana
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Calcoliamo i coefficienti della metrica g nelle nuove coordinate. Abbia-

mo:
Z ' OF (u,v) 0¢%(u,v) | <= 0gjk 0" (u,v) 8¢’ (u,v) " (u,v)
P00 ou - o1 ot ou ou ou
O’ (u,v) ¢ (u,v)
" 2293 o ou
_y (2 g, ) 2000 06"
Jihik | 5y ou Bu
i,5,k h
= 0
. d¢! (u, v) ¢ (u, v)
Questo ci dice che, essendo Z 9jk P P = 1 per u = 0, questa

j?k
quantita rimane uguale ad 1 per ogni —R < u < R.
Calcoliamo ora

agbj (u,v) 0 (u,v) dg;x 0" 07 Ok
2 (5 Y

ov £ Qx' Ou Ou Ov
1,5,k

82¢7 (%)k 8¢j 0 8¢k
*Zgﬂf 3 Z 954 50 Do Do

0g;k 09° 07 99" 09" 99 9" 10 097 9¢"
z 2 el <o (950 )

ikt ou u o ik o0 v

oxr' Ou Ou Ov ]
7]7 jkh,é

1 Z Dgik 06 089 D
oz Ov du Ov

e, poiché il terzo addendo si annulla perché ’espressione in parentesi

& costantemente uguale a 1

_ 09; ks 09i.j o' ¢J 3¢k
_Z {83}" Z oxk Z In kT Z’] ou Ou v

i7.j7k; 7.77

72 9.k 59j,k 994\ 99" 047 d¢* 0
OxI &ci oxF LIk | oy ou v

5,k
8 J 8 k
Poiché Z 9jk———=— ¢uguale a 0 quando u = 0, esso rimarra uguale a 0

perognl RSU§R
Questo dimostra che I’espressione
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9¢ 9g" %7 o¢’ 9"\
JZ;gj,kau o du® +2 Zgjk o | dudv+ ;;gjk o |

della metrica g nelle coordinate u,v ¢ della forma (4.12)). O

Esempio 4.10. Fissati due numeri reali o, con o € [0,27), r € R,
consideriamo la porzione di superficie in R3:
r(u,v) = (ucosa, (usina + r) cosv, (usina + r) sinv)
usina + 7 # 0.

. R . . r o3
La superficie assegnata ¢ una porzione di piano per a = 7, 5, di cilindro

per a = 0,7, di cono circolare quando « # %“ con k=0,1,2,3. Abbiamo

r, = (cos a, sin a.cos v, sin asin v)
r, = (0, —(usina + r) sinv, (usina + ) cosv)

e quindi

g = du® + (usina + r)%dv?,
La sua curvatura ¢ data da
1 O*(usina +r)

K=—
usino +1r ou?

=0.

Esempio 4.11. Consideriamo ’espressione della superficie sferica nelle coor-
dinate sferiche
r(u,v) = (cosu,sinucosv,sinusinv).

Abbiamo:

r, = (—sinw, cos u cos v, cosusinv),

r, = (0, —sinwusin v, sin u cos v)
e quindi

g = du® + sin? u dv®.

Queste sono coordinate geodetiche polari e quindi otteniamo:

1 d?sinu
K=—- =1
sinu  du?

5. Superfici di rotazione

Consideriamo una curva piana « : (a,b) > s — (al(s),a?(s)) € R?,
parametrizzata per lunghezza d’arco, con a?(s) > 0, &'(s) # 0, per ogni
€ (a,b). La superficie che si ottiene facendo ruotare la curva « intorno
all’asse delle x ¢ descritta parametricamente da
(5.1) r(s,0) = (a'(s),a?(s) - cos§,a’(s) - sinh).
Quindi
{rs = (cu(s),a2(s) - cos, a2(s) - sin )

rg = (0, —a?(s) - sin 6, a’(s) - cos 6)
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ci da
(5.2) g = ds® + [a?(s))?d#>.

Le (s, 0) sono quindi coordinate geodetiche polari e possiamo percio calcolare
la curvatura della superficie nella forma

a*(s)
as(s)’

Indichiamo con kq(s) la curvatura della curva piana « e con ngy(s) =
(—a2(s), &l (s)) il suo versore normale. Poiché

(5.3) K(s,0) = —

G(s) = Ka(s)na(s),

otteniamo che

e quindi
a'(s)
a2(s)’
Se la curva « non & parametrizzata per lunghezza d’arco, abbiamo:
&l (t)a?(t) — a*(t)al (t)
[ (8)]? + [a2(1)]?

Da questo ricaviamo la formula generale per la curvatura totale di una
superficie di rotazione:

(5.4) K(s,0) = —kq(9)

(5.5) Ka(t) =

(t
a2(t)\/[a ()] + [a2(t)]2
a'(t) [a1 () (1) — 6> (1) (1]
a2(t) ([a1(£)]2 + [a2(t)]2)*”

Esempio 5.1. Il paraboloide di rotazione

K(tv 9) = _Kva(t)

(5.6)

T = y2 + 22,
& ottenuto facendo ruotare intorno all’asse x la curva piana t — a(t) = (t,1),
t > 0. La sua curvatura ¢ data da

2
)= ——"—.
Falt) = =1
La curvatura della superficie corrispondente ¢ dunque
4
K(t,0) =

(1+4t2)3/2°
In generale, la

(5.7) g = du® + \*(u) db?,
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in cui la funzione A dipende solo dalla variabile u, ¢ la prima forma fonda-
mentale di una superficie di rotazione:

x = aA(u) cos(0/a)
(5.8) y = aX(u)sin(/a)
z = ta(u)

(5.9) V) = / S e .

5.1. Superici di rotazione a curvatura costante. Fissato un nu-
mero reale Ky, otteniamo una superficie di rotazione con curvatura costante

Ky, nella forma (j5.8]), (5.9), risolvendo ’equazione differenziale:

(5.10) lei;\ + Ko\ =0.
Le soluzioni della sono date dalle:
Ko=—-k*<0 — AMu) = Aexp(ku) + Bexp(—ku),
Ky=0 — AMu) = Au+ B,
Ky=k>0 — AMu) = Acos(ku) + Bsin(ku),
con A,BeR.

Per il Teorema [8:3] del Capitolo 23] due metriche Riemanniane con la stessa
curvatura costante sono equivalenti, in particolare superfici con la stessa
curvatura costante sono applicabili I’'una sull’altra facendo corrispondere a
un punto della prima un arbitrario punto della seconda. Gli esempi sopra ci
permettono di ottenere, per ogni curvatura costante assegnata, famiglie di
superfici di rotazione con tale curvatura.

Osserviamo che, in generale, hanno curvatura costante Ky metriche

con
Ko=—-k><0 — \u)=A(v)exp(ku) + B(v) exp(—ku)
Ko=0 — Xu)=A(w)u+ B(v)
Ko=k>>0 — Xu)= A(v)cos(ku) + B(v)sin(ku),

in cui le A(v) e B(v) sono arbitrarie funzioni differenziabili di v. Se Le
A(v) e B(v) non sono costanti, queste non sono prime forme fondamentali
di superfici di rotazione.

6. Grafici

Consideriamo una superficie parametrica regolare di R3, assegnata come
grafico di una funzione di due variabili ¢ € £(Q):

(6.1) r(u,v) = (u,v, ¢(u,v)).
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Abbiamo

(6.2) g = (1+ ¢?)du® + 2pydpdudv + (1 + ¢2)dv>.
Otteniamo quindi per i coefficienti di Christoffel

(6.3) It PP ok con z''=u, 2=

T+
Risulta allora

(bu u¢v v 1% v

6.4 K=—"———-°.
04 (0 +&+ 57
Esempio 6.1. Consideriamo il paraboloide ellittico

z = a’z?® + b2y
La formula della curvatura ci da

4a%b?

(1+ 4a*z? + 4b%y?)%’
Il punto di curvatura massima nel vertice (0,0,0), in cui K = 4a?b?. La
curvatura ¢ sempre positiva e tende a 0 quando (z,y, z) — 0.

K =

Esempio 6.2. Consideriamo il paraboloide iperbolico
z = a’z?® — b2y
Otteniamo
4a’b?
(1 + 4a*a? + 4b4y?)2"
La curvtura & sempre negativa. E uguale a —4a2b? nel vertice (0,0,0) e
tende a 0 per (z,y,z) — oo.

Esempio 6.3. Consideriamo 1'elissoide S in R3, definito da
aa? +v?y? +?22 =1, cona,b,c>0.

Rappresentiamo S N {z > 0} come grafico:

1
¢ =0(y) = —V/1—aa? — b2y

Abbiamo
) ) a’z
a“r + c“zz, = 0, fa =T a0
da cui
b2 2 ’ b2y
Y+ cfzzy =0, 2y = ——2
2z

Differenziando ancora otteniamo

a? + c2z% + 022'7;3673c =0,
c2zmzy + czzz%y =0,

2 2.2 2 _
b+ ¢ zy+c¢ 22y = 0.
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Sostituendo otteniamo
a?(c?2% + a®2?)

Zra = T A3 )
B a’b’zy
="
_ b2(0222 —I—b2y2)
K

e quindi
B8 (2p 2y y — ziy) = a’b? [(0222 + a?2?)(? 2 + b*y?) — a2b2x2y2]
— 2022+ 2222+ 2cy2?)
= a®b*(22?) (0% + b2y? + 227)
= a’b? 22
Abbiamo poi

a4a:2 b4y2 B CL4[L‘2 +b4y2 +C4Z2

1+z§+z§:1+c422 +c4z2 = A0 ,
da cui ricaviamo per la curvatura
a’b?cBz*
K(w,y) = B4 (atz? + biy? + c122)2
a’b?c?

((14l'2 + b4y2 + C4Z2)2 :
I punti stazionari per la curvatura sono nei sei vertici dell’elissoide. Possiamo

trovarli, ad esempio, utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Otteniamo

a*r = \a’z
by = \b?y
ctz = \?z

a’x? + b2y? + 222 =1,
che da le soluzioni (+(1/a),0,0), (0,£(1/b),0), (0,0,£1/c), ove K assume,
rispettivamente, i valori (b%c%/a?), (a?c?/b?), (a®b%/c?).

Esempio 6.4. Consideriamo ora 'iperboloide a due falde
222 = 1+ a2a? + b2y,
Sulla falda contenuta in z > 0, la z & funzione di x e y. Allora

.
rzy = a’w,

2 _ 12
c“zzy = by,

c2zzx,x =a?— CQZ:%,

22py = —Zg2y,
2,2

2 — 32
C“2zyy = b7 — "z
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Da queste ricaviamo:

( a®(c?2? — a%2?)
z$,1‘ - 642’3 )
a’b’zy
Z$7y = - 0423 ’
52(1‘222 _ b2y2>
Z =
\ “YY C4ZS

Abbiamo percio
B (2p w2y y — zgy) = a?V?[(?2? — a22?) (222 — b2y?) — a®b2 2Py
— 2B (2t — R — a?Pas?)

= 202222 (222 — b2 — a2a?)

— o2b2c252
4,2 4,2 4.2
L4242 07 +b*y” + 2
Ry T Ay = A2
da cui:
212 8.4 212 2
a“b c®z a“b“c
K —

T O (afa? + b2 1 4222 (afa? 4 biy2 1 ciz2)2”

Gli unici punti stazionari della curvatura corrispondono ai due vertici (0,0, £(1/c)),
in cui essa ha un valore massimo (a?b?/c?). E 0 < K < (a?b?/c?), e la
curvatura tende a zero per (z,y, z) — oo.

Esempio 6.5. Consideriamo ora l'iperboloide a una falda
a2z 4 b2y? =1+ 222,
Ripetendo i calcoli fatti nel caso dell’iperboloide a due falde, otteniamo
a’b?c?
(a%2? + biy2 + ¢122)2
La ricerca di massimi e minimi locali per la curvatura, ad esempio uti-
lizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, ci da come soluzioni i
punti (+(1/a),0,0) e (0,4(1/b),0), il cui la curvatura vale —(b*c?/a?) e
—(a®c?/b?), rispettivamente.

K=

7. 1l problema dell’applicabilita

Siano S ed S’ due superfici Riemanniane, con metriche g e g’, rispetti-
vamente. Fissati pg € S e p € S, ci proponiamo di determinare sotto quali
condizioni esista un diffeomorfismo ¢ : U’ — U di un intorno U’ di pj in S’
su un intorno U di pg in S tale che ¢*(g) = ¢'.

Definizione 7.1. In questo caso diciamo che la S ¢ applicabile sulla S’ in
modo da far corrispondere py a pj.
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Questo problema si chiama dunque il problema dell’applicabilita locale.

Siano €, Q' due aperti di R? e consideriamo due parametrizzazioni rego-
lari di classe C*°

r:Q—=S ed r:Q -9,

in po e p{, rispettivamente.

Indichiamo con K, K’ le curvature Gaussiane di S, S’.

Poiché la curvatura e un invariante differenziale, condizione necessaria
per applicabilita e che

(7.1) K'(py) = K (po)-

7.1. Caso I. Consideriamo le due funzioni K = K (x!,2?%) e VEK(:UI, z?)
su 2. Se nel punto zq € §2 corrispondente a py € S risulta

oK 9K
Ozl Oz? .
(7.2) D(z) = det ov2i  av2i | 70 im0,
g g
Ox! 2

allora D(z) # 0 in un intorno aperto w di xg in Q. Per il teorema delle
funzioni implicite, (u,v) = (K (2!, 22), VEK(a:l,xz)) definisce un diffeomor-
fismo tra aperti di R? in un intorno di x¢, e quindi una nuova parametriz-
zazione |I| di S in un intorno di py. Chiaramente, condizione necessaria per
I’applicabilita e che sia verificata la e che valga inoltre

oK’ oK'

. oyl Oy?
D (I') = det QVE,K’ 8V2/K/ # 0

oyt 9y?

nel punto yo € € corrispondente a pf,. Sard quindi condizione necessaria
e sufficiente per I’applicabilita che, nelle nuove coordinate v’ = K'(y!,v?),
v = VE,K’, risulti:

Gi j(u,v) = Gij(u,v) per 1<i,j<2
per u,v in un intorno di (K (zo), VgK(xo)) = (K'(yo), VE,K’(yO)) in R2.

Possiamo ragionare in modo analogo se

9K oK

ozl oz?
(7.3) det <6AgK aAgK>

ozl Oz2

INelle nuove coordinate

g = g11du’ + 21 2du dv + Go 2dv® con

_ Ve(VeK)

gi,1 = )
V2K - V2(ViK) — Vg (K, V2K)

g _ vg(Kv vg.‘K)

12T V2K - VE(VEK) — Vu(K, V2K)’

~ ViK

92,2 = .
VIK - V2(VIK) — Va(K, VZE)
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¢ # 0 in xo, utilizzando (K, A, K), in un intorno di (K (zg), AgK (z0)), come
coordinate canoniche in un intorno di py € S.

Osserviamo che, nelle situazioni qui considerate, vi € al pit un diffeomor-
fismo che applichi tra loro le due superficie facendo corrispondere py ad pj,.
Inoltre, per nessun punto p # pg di un intorno di pg in S vi & un’isometria
locale di S che applichi pg in p.

7.2. Caso II. Consideriamo ora il caso in cui risultino

9K OK oK oK
gl Oa? v

(7.4) det | yozi  gveg | =00 det <8AgK ongk | =0
Ox! 2 ox! Ox?

in un intorno di xg, e sia dK(xo) # 0.
Dimostriamo il

Lemma 7.2. Sia Q un aperto di R? ed u,v € £(£2). Se

(7.5) du(zo) # 0
ou ou

(7.6) det (88’;1 8;}2>=o in
92l Da?

allora possiamo trovare un intorno aperto U di xqg in £ ed una funzione X,
di classe C*° in un intorno di w(U), tale che

(7.7) v(x) = Nu(z)) n U.

DimosTrRAZIONE. Utilizzando il teorema delle funzioni implicite, pos-
siamo ricondurci al caso in cui u(x) = z!'. Allora la condizione

1 0
det(av 8v>:0
ozl 922

significa che

v

ox2
e quindi in un intorno di zy la v & funzione della sola !, cioe¢ si ottiene la
(7.7). O

Per le ([7.4)), ricaviamo dal Lemma che, per opportune funzioni reali
di una variabile ¢, ¢2, abbiamo

{vgmx) = ¢1(K(x)),
AGK () = do(K(2)).

Osserviamo che, per U'ipotesi che dK # 0, abbiamo ¢1(K) > 0 e possiamo
percio considerare la funzione

K
]
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Poniamo §(z) = 1/4/det(g;) e definiamo

oK oK
ai(xz) = p(K(x))d <gl’26xl - 91,16)3:2) ,

0K oK
ae) = n(K)6 (magys ~nagys ).
Abbiamo:
8052 8041 _8|:

0K 0K
oxl  9x2 Ozl

H(K($)>5 <g2’28x1 - 91,2@

0 0K oK
) {M(K(IE))(S <gl’28a:1 - 91,18962)}

_ [8M(K$x))] 5 ( 0K 8K>

922501~ 9257

ou(K(x)) 0K 0K
+ [W d 91,2@ _91,1@

+ u(K(x))0Ag K
IK\’
92,2 9l

gy (VK (9K, (9K
12\ 9zt Ox? I\ B2

+ u(K)0A K

ALK
VIK

=— pu(K)o

A K
E_VIK + u(K)JA K = 0.

Quindi adz! + asdz? ¢ un differenziale chiuso e percid esatto in un intorno
di zg. Possiamo quindi definire una funzione 6(z) tale che

00
@ = Qaq,
00
g2~ M

Abbiamo

det <m> =6 WK)VIK #0

e dunque K e 6 definiscono coordinate locali in un intorno di xy. Abbiamo

Ve(K,0) =0, V() =p*(K)ViK.
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La metrica nelle nuove coordinate si esprime mediante
_dK 2 n d6?
VEK w(K )VéK ’

g

Nella nuova variabile

o [f dk
T e Va k)
otteniamo
g = du® 4+ \*(u)db?
con

1
= e

che ¢ la prima forma fondamentale di una superficie di rotazione.

Au)

Perché la S sia applicabile sulla S’ facendo corrispondere pg a p{, occor-
rera allora che la curvatura K’ di S soddisfi in un intorno di pj, le analoghe

delle ([7.4) e
VoK' = ¢1(K'),
Ag’K/ = ¢2(K/)'

Osserviamo ancora che in questo caso vi ¢ un gruppo locale a un parametro di
isometrie di S, corrispondenti alle rotazioni intorno all’asse di una superficie
di rotazione.

7.3. Caso III. Abbiamo gia trattato il caso della curvatura costante: il
Teorema del Capitolo 23| ci dice che due superfici con la stessa curvatura
costante sono localmente applicabili, e che ad ogni punto della prima si puo
far corrispondere nell’isometria locale un qualsiasi punto della seconda.

8. La seconda forma fondamentale di una superficie

La seconda forma fondamentale di una superficie S C R3 & una forma
differenziale simmetrica b : T'S x ¢ T'S — R che descrive, in modo invariante
rispetto alle isometrie di R3, il modo in cui la S ¢ immersa in R3.

Prima di definire la seconda forma fondamentale, dobbiamo definire
il concetto di superficie orientata e di versore normale di una superficie
orientata.

Definizione 8.1. Sia S una superficie Riemanniana con metrica g. Un’o-
rientazione su S € una forma alternata w : T'S xg T'S — R tale che

81) WX, Y)P+[g(X, V)P =g(X, X)g(Y.Y) VXY € X(5).

E sempre possibile definire localmente un’orientazione, e, quando sia
possibile definire globalmente un’orientazione su .S, questa € univocamen-
te determinata a meno di moltiplicazione per +1 su ciascuna componente
connessa di S.
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Una superficie .S su cui sia possibile definire un’orientazione si dice orien-
tabile e, una volta che una delle sue due orientazioni sia stata scelta, la
chiameremo una superficie orientata.

Definizione 8.2. Sia w un’orientazione su S e p € S. Una coppia di vet-
tori linearmente indipendenti vq,vo € T),S si dice orientata positivamente
se w(vy,ve) > 0, orientata negativamente se w(vy,vy) < 0. Un sistema
di coordinate r : 0 — S si dice orientato positivamente, o negativamen-
te, a seconda che le coppie di vettori (dr(9/0z"),dr(0/0z") siano orientati
positivamente o negativamente.

Definizione 8.3. Se S ¢ una superficie orientata di R? si dice versore nor-
male alla superficie S il campo vettoriale S > p — n(p) € R? tale che, per
ogni scelta di due vettori tangenti v e vo di T},S per cui (vq,va) sia orien-
tato positivamente, la terna (vi,va,n(p)) & orientata positivamente in R3,
e cioe (identificando i vettori a vettori numerici colonna)

(8.2) det (vq,va,n) > 0.

Definizione 8.4. Sia S una superficie di R?. Sia V la derivazione cova-
riante definita dalla prima forma fondamentale g su S e sia D la derivazione
covariante in R3, rispetto alla metrica Euclidea. Dati due campi di vettori
X e Y tangenti alla superficie S, e indichiamo ancora con X e Y loro ar-
bitrarie estensioni ad un intorno aperto di S in R3. Definiamo la seconda
forma fondamentale di S mediante

(8.3) b, (X,Y) = (ng(x)|DxY) = (ng(z)| Dy X).
L’uguaglianza tra il secondo e il terzo membro & conseguenza del fatto che

DxY — Dy X = [X,Y] ¢ ancora tangente ad S nei punti di S.

Lemma 8.5. Siar:Q — S C R3 una parametrizzazione regolare orientata
positivamente della superficie S. Allora la seconda forma fondamentale ha,
rispetto alle coordinate, l’espressione:

3 2
b=—(dn|d)=-Y Y " a—rjd iy
a=1i,5=1
(8.4) L
5 82 a
=m|drP)=>)"> n° e ~dz'da’.
a=114,j=1

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo

<3$’> 2 - 33/

a=1

KRN AN
2 )\ 027 ) ~ — | 0a \ 0y* 0a7 | 0yP

@,

Quindi

Ddr (
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(n | Dar 8833) da'da’

821‘ oo
i dop
<n | Gxiﬁa:j) dz'dx

b

0

Per il Lemma[8.7]la seconda forma fondamentale non dipende dalla para-
metrizzazione scelta per definirla. Possiamo quindi supporre, per semplicita,
che S sia un grafico. Allora r(z!,2?) = (2,22, f(2',2?)) ed una base dei
campi di vettori tangenti alla superficie ¢ data dai vettori

Zarha B +8f 0 Zarh(? af o
ozl dxh ozl 93’ 0z2 Oxh 012 O3

Abbiamo ancora
(_f:rla _fx27 1)

1+ A+ f

ng =

O%r
oxtoxI

= (07 0, fxi,zj )

Quindi, nel caso di un grafico, la seconda forma fondamentale & data da

Z?,j:l fIi7xj dmidxj
1+ A+ f

La nostra affermazione segue quindi dal fatto che

(8.5) by =

2f 0

Dx, X; =
XiI T ridwi O

per 4,5 =1,2.

La formula permette di definire la seconda forma fondamentale per
ogni ipersuperficie orientata di una qualsiasi varieta Riemanniana.

S una superficie in R3. La Sia r : @ — R? una parametrizzazione
regolare locale di una superficie orientata di R®. Ricordiamo che il versore
normale della superficie S ¢ definito da

or > 81‘2
(8.6) n,(x) = 8:’“" 8"’3

| (ove x indica il prodotto vettore in R?).
Bzl X 8:1:2
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Le sue componenti sono quindi

or2  or?
det (gf; gﬁ)
nl (1’) _ ggtl(gz)(%ﬂ
ors  ord
det (gii gﬁ)
ng(z) = ?iztl(gx) =
ort  orl
det (‘ngé gf;)
ng(r) = 43:&1(&)%2 :

Definizione 8.6. La seconda forma fondamentale della superficie S si espri-
me nella parametrizzazione mediante

onlg(x) Or"(x)

— " drtda?
ozt oxJ

b = —(dns(z) | r(z)) = -

i,5,h
(8.7) ,

= Z b j(x)dx'da?.

1,j=1

Poiché i vettori agg(;) sono ortogonali ad ng(z), abbiamo

0= (5.7

= (%5 5) + (st )

e quindi & anche

0’r
(8.8) by = Zjbz gdx’ da! = ; (ns(m) W) .
Lemma 8.7. Se ¢ : Q' — Q ¢é un diffeomorfismo, detta f' la seconda forma
fondamentale della superficie parametrica regolare ¥’ = ro ¢ : Q' — R3
abbiamo
¢’ 6¢
_ 2
(8.9) bgl = L50.8=1 50 5B

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti

22: O’ 04 ¢ o~ Or 0%
Ozt 0xI Oy~ OyP — Ozt Oy*oyP”

8y°‘8y5

La tesi segue perché il secondo addendo a secondo membro & tangente alla
superficie S, e quindi perpendicolare alla sua normale ng. O
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Osservazione 8.8. Data una superficie orientata di R? ed un numero reale
€ sufficientemente piccolo, possiamo definire una e-deformazione normale
della S nel modo seguente. Se r: Q — R3 & una parametrizzazione regolare
di una porzione di S, ed € un aperto relativamente compatto di €2, per
e sufficientemente piccolo la r(z) = r(z) + eng(z) ¢ ancora una superficie
parametrica regolare. La sua forma fondamentale &

gl9 = (dre(z)|dre(x)) = g — 2¢by + 0(e),

onde

1d

2de =0

ci dice che, a meno di un fattore di proporzionalita, la seconda forma fon-
damentale ¢ la variazione prima della prima forma fondamentale quando
questa si deformi in una superficie ad essa parallela.

by = —

9. Le equazioni fondamentali per le superfici in R3

Proposizione 9.1. Sia r: Q — R3 una porzione di superficie parametrica
regolare. Abbiamo allora

(9.1) G Z ! + s
2
(9.2) ax@_ %::

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti

170 0 0
Li ik = <8 Z( Ty |Ter) + @(rxﬂrxk) - W("xl"%]‘))

1
5 ((rwi,xj |r.Ik) + (rxj |rzi,xk) + (ra:i,xj |I‘$k) + (rxi|rxj,zk)

- (r:ci,a:k|rxj) - (r:vi|r:1:j,:1:k))

= (r:vi,a:j ) rxk)

Quindi:
0r ke
witms = 20" g + (41 s ns)ns,
h.k
che ci da la (9.1)).
Abbiamo poi
Ong h.k
S D 9" (ns]plrgn )T + (ng],ns)ng
h,k
== b e
h.k

perché ([ngl,:|ng) = 3 o (ng[ng) = 0. =
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Teorema 9.2 (Teorema egregium di Gauss). La curvatura della prima for-
ma fondamentale & il rapporto tra il determinante della prima e della seconda
forma fondamentale:

_det(b,)  bribao— b%,g
® det(gs)  arnazz —afy’

(9.3)

DIMOSTRAZIONE. Poiché il secondo membro di & invariante rispet-
to a riparametrizzazioni della superficie S, possiamo considerare il caso in
cui la S sia un grafico Q > (2!, 22) — (2%, 22, (2!, 2?) € R3. La curvatura
K e data allora dalla :

2
B fml,mlfa:2,$2 - fxl,x2

(1+ /2, + [%)?

Poiché
go = (L+ fr)(dz")? + 2 fradatda® + (1 + f12)(da?)?
b = (L+ f31 + f32) 2 ) fur godda'da?
0.
otteniamo
det(gz) = M+ f2)(1+ f2) — fafl =1+ fo + [
det(by) = (1+ f31 + f32) 7 (foran for a2 = f11 1)
da cui si ottiene la . (]

Abbiamo inoltre:

Teorema 9.3 (Equazioni di Codazzi-Mainardi). La seconda forma fonda-
mentale soddisfa

Obi;  Obin <
(9.4) o gy T 2 Chbkn — Tiybig) = 0.
k=1

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo
abz"]
oxh

Poiché, per la (9.2)

(rpi g |9)]pr) = = > g™ bpi(rpi alrn)

hok
h,t _ h
==Y " bpalije=—> T} ibnk
hot 3

- (ra:i,a:j,azk‘ns) + (rxi,xj’[n‘s)]xk)'
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otteniamo le equazioni di Codazzi Mainardi da:
0b;;  Oby
ot~ g = (Catar o [08) + (141 03| [05)]on)
- (r:v'i,xh,zj |Il5) ( Tpigh | [ns)]zﬂ)

= (raﬂ,a:anS)]:ph) ( Tpi thnS ]wJ)

= — Z Pﬁjbh,k -+ Z Pz‘,hbj}k‘
k k

O

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ai differenziali totali
che determina una superficie parametrica regolare in R3:

4 a i )
6Tj:w;. i=1,2,3,j=1,2
X
Ow' 2
(9.5) ook = D Thwh bl i=1,2,3, j,k = 1,2
h=1
; 2
ont ‘
aZf =Y Mg i=1,2,3, =12
\ h,k+1

Proposizione 9.4. L’equazione di Gauss (9.3) e le equazioni di Codazzi-
Mainardi (9.4) esprimono le condizioni di inegrabilita del sistema ai diffe-
renziali totali (9.5)).

DIMOSTRAZIONE. Le equazioni di Gauss e di Codazzi-Mainardi esprimo-
82wi o 92wt Le 92r 92y
Ox haxk amkaxh Ozhdzk — Oxkoxh
sono conseguenza della simmetria dei simboli di Christoffel I'}, b Tispetto agli

indici h, k. Ci resta soltanto da verificare la condizione d’ mtegrablhta

no 'uguaglianza delle derivate seconde

82n5 82n5

Oridri  dxidxt’

Tenuto conto della terza delle (9.5)), questa diventa

“ [ ogh* 1, Oby, Bk
Z O bhdwk—i—g o lw + 9" by ; Zflkw + b kg

k=1
dg* 3 Obhi
< g ,iwlz+gh’ a j —f—gh’kbh,z [ZF kw -f—bj knsl>

n

k=1
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cioe

Obp.;  Obp
h,k‘ hJ _ hv’L T
Zg ( Ozt oxJ ) “h

Rk

h,k
+ 37 g (b TSy — brals ) wh
h,k,s

agh,k agh,k .
# 32 (s = e

+ 9" (bngbik — buibjx) ns = 0.
h.k
Ricordando 'espressione delle derivate dei coefficienti della forma reciproca
h,k
gt

agivj . Ty
o o)
h

otteniamo la condizione d’integrabilita nella forma

Obp.;  Obp
Z hk h,j hyi T } : h,k A A
— g ( ort O > Wy o 9 (bh,] ik o bhvlrik) wg
5 R, S

4 Z gk (Fﬁsbm — Pﬁsbm) wp, + Z gsh (Pﬁsbh,z' — Pﬁsbw) wp = 0.
h,r,s h,k,s

Scambiando gli indici s e k, ci accorgiamo che il secondo ed il quarto
addendo sono uno l'opposto dell’altro. Otteniamo quindi la condizione
dell’integrabilita nella forma

Oby;  Oby s s -
%gh,k (8:}:ZJ ~ o + ; [Tmbs,z' — Fi7hb57j:|> wp =0,

da cui risulta che esse sono conseguenza delle equazioni di Codazzi-Mainardi

[©-9). O

10. Superfici con prima e seconda forma fondamentale assegnate

Per quanto dimostrato nel paragrafo se sono soddisfatte le equazioni
di Gauss e di Codazzi-Mainardi , il sistema ai differenziali totali
ammette una ed una sola soluzione locale per arbitrarie condizioni
iniziali assegnate:

(10.1) wi(wg) =t € R
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Occorrera pero, affinché la soluzione trovata rappresenti una superficie di
R3, che siano verificate anche le condizioni

ng(a)] = 1 Ve

(ng(z) |wi(x)) =0 Vo, i=1,2

(10.2) (i(@) | ws(@)) = goj(@) Vo, i=1,2
)

(ns(@) |2852) = bis(@) Vo, 105 <2

dove abbiamo indicato con w; il vettore di componenti (wil,wi2 ,wf’).

Dimostriamo quindi il seguente

Lemma 10.1. La

ng|* —1
(10.3) (ng | w;)
9ij — Wi |wj)

|
o

é un integrale primo del sistema (9.5)).

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo

G, °.on
‘ (|n5|2 - 1) = 2;”5 3;'

3 2
= —ZZ Z gh’kbh,iw,‘:ng

a=1hk=1

2
= -2 Z gh’kbh’i(ns |wk)
h,k=1
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Inoltre
3 fe
9 § 8wj
w(ns |wj) = Z ( s
2

= e h=1
2
= —sump kg™ bno(w; | wi) + s> + D Thy(ng | wp)
=1

=bj(lngl* = 1) + b0+ Z 9" (gjke — Wj | wk))brye

hk=1
- Z 9" g]kbkf+zrjg nglwp)
hk=1
2
=bj(Ing|* — 1) + Z 9" (g — (W) | wi))bre
hk=1
2
+3 Tl (nglws).
h—1
In fine
) 9gi; <
9ah (9ij — (Wi |wj)) = a;hj - Z (TF p(wj Jwr) + T (wi | w,))
r=1
—bip(w; | ng) — bjp(w; | ng)
9gii & 2
= Go ~ 2 Tintie = D _Tingis
r=1 r=1
2 2
+ Zrzr,h(gjﬂ‘ - (wj |wr)) + ZW,h(Eh’m — (Wi |wy))
r=1 r=1

—bin(wj | ng) — bjp(w; | ng)

L’espressione nella terzultima riga ¢ nulla per le proprieta dei simboli di
Christoffel che esprimono il fatto che la derivata covariante della metrica,
rispetto alla connessione di Levi-Civita, € nulla. La dimostrazione ¢ quindi
completa. O

Lemma 10.2. Una soluzione di (9.5)) che soddisfi (10.3)), soddisfa anche

awi . A
ozi ) — I

(10.4) (ns
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DIMOSTRAZIONE. Il secondo gruppo delle equazioni (9.5 si scrive in
forma vettoriale

Ow;

2
(10.5) Ok = Z Fﬁkwh + bjkngs.
h=1

Moltiplicando scalarmente per ng i due membri di questa uguaglianza e

utilizzando le (9.5)), otteniamo la ([10.5]). O

Otteniamo cosli il seguente

Teorema 10.3. Sia Q un aperto di R?, su cui sono assegnate due forme
differenziali quadratiche g,b : TQ — R, con g definita positiva. Se le due
forme soddisfano le equazioni di Gauss (9.3) e di Codazzi-Mainardi ,
fissato un punto xq € Q ed assegnatiyy € R?, ng,w1,ws € R3 che soddisfino:

(10.6) |ns[=1, (ds|w;) =0, (@il|w;)=gij(wo)  peri,j=1,2,

esiste un intorno U di xg in Q e una superficie regolare S = {r : U — R3}
con
81‘(330) _ .
(10.7) r(zo) = Yo, “or w;, peri=1,2,
ng = normale ad S in yo.

tale che gly e by siano la prima e la seconda forma fondamentale di S|y =
{r: U — R3}, rispettivamente.

Due superficie parametriche regolari, definite per valori dei parametri in
un intorno di xg in €, e che abbiano prima e seconda forma fondamentale
g e b dove sono definite, e soddisfino entrambe le (10.7), coincidono in un
intorno di xg in €.

Osserviamo che il sistema ¢ lineare. Ricordiamo che avevamo espli-
citamente trovato una soluzione di un sistema differenziale ai differenziali
totali riconducendoci alla risoluzione di un sistema di equazioni differenziali
ordinarie. Tenuto conto di questo, possiamo dare una versione globale del

Teorema [10.3]

Teorema 10.4. Sia Q C R? connesso e semplicemente connesso. Siano g,b
assegnate come nell’enunciato del Teorema [10.3 Allora esiste una ed una
sola superficie parametrica regolare S = {r : Q — R3} che abbia g,b come
prima e seconda forma fondamentale e soddisfi le condizioni iniziali ,

per dati iniziali che verifichino le (|10.6)).
Da questa discende il

Corollario 10.5. Siano S; = {r; : Q@ — R3}, per i = 1,2, sono due su-
perfici parametriche regolari, definite sullo stesso insieme aperto connesso
di parametri . Se le due superfici hanno la stessa prima e seconda forma
fondamentale, allora esiste un movimento rigido T : R> — R? tale che

(108) TOry =7r9.
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DIMOSTRAZIONE. Le equazioni sono invarianti rispetto a movi-
menti rigidi dello spazio Euclideo R®. Fissato un qualsiasi punto zy € €,
vi & uno ed un solo movimento rigido di R? che trasformi r(zg) in ro(zo),
trasformando al tempo stesso i vettori 8%7550) nei vettori Brggo) ed ng, (xo)
in ng,(zg). Allora ry e 7 or; risolvono le con gli stessi dati iniziali, e

quindi coincidono sulla componente connessa di xq in €. ([l

11. Superfici con curvatura Gaussiana assegnata

Sia S = {r : @ — R?} una superficie parametrica regolare. Ricordiamo
la formula delle derivate seconde della r:

8x18xﬂ ZF]’“@ p T bims.

Indichiamo con

or®
a h
(1L.1) Wik = c%ﬂaxk Z: Ik §ah

le derivate seconde covarianti delle componenti r® del vettore r. Abbiamo
allora

Wi jwsy — wiows ) = (bribaz — bi2ba1)[ne].

Poniamo wy gr La matrice
1 1,1
I I
¥1og Ny
Wy Wy MNg

¢ ortogonale rispetto alla forma bilineare simmetrica

G0 0
g g7 0
0 0 1
e quindi lo e anche la sua trasposta. In particolare otteniamo
ar® or®
2 _ k _ 2 _
(11.2) Vor® = Zg 92 Dk 1—[ng]* per a=1,23.

Diamo un’altra dimostrazione della formula (11.2). Con D = det(g), e abbiamo:

2

ij, o o _

%,7=1

g1,1W1 Wy g1,2W1 W T g1,1Wa Wa

ol =

3

:BE (w1w1w2w2 2w1w2w1w2+w2w2wfw15)

= 5 Z (w?wQ fwgwf)
fra

=1 [ng]?
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perché le i(wi’wg —wé’wf)/Dl/Q, con 3 # «, sono le componenti diverse dalla componente

a-esima del versore normale ng.

Abbiamo quindi ottenuto
(113) wilwg’z - (JJ?’QWSJ = (b171b272 - b172b271)(1 - VET‘Q),
da cui, dividendo per D = det(g), otteniamo 1’equazione di Monge-Ampére:
D

Questa equazione si esprime completamente per mezzo della prima forma
fondamentale. Essa si chiama la prima equazione dell’applicabilita.

Il problema di trovare, assegnata una metrica Riemanniana g su un aper-
to  di R%, una superficie parametrica regolare S = {r : @ — R3} di cui g
sia la prima forma fondamentale & legato al problema analitico dell’esistenza
di soluzioni con gradiente piccolo della prima equazione dell’applicabilita.

Supporremo nel seguito che ’equazione ammetta soluzione locale
nell’intorno di qualsiasi punto di 2.

(11.4) = K(1-V;re).

11.1. L’equazione di Monge-Ampere e ’applicabilita. Sia w €
E(Q) una soluzione dell’equazione di Monge-Ampere

(11.5) ®%$$ $£>:M®KO—%M,
che soddisfi la condizione
(11.6) Viw(r) <1 VaeQ.
Allora la forma quadratica
- ow ow Co
r_ e i 9]

¢ definita positiva. Dimostriamo che
Lemma 11.1. La g’ ha curvatura nulla.
DIMOSTRAZIONE. Possiamo limitarci a verificare il lemma sotto le ulte-
riori ipotesi che
(1) w(z) = a',
(2) x!, 2% sono coordinate ortogonali, cioe
g = gi1[dz')? + goo[dz?).
Allora
1
=13
e ’equazione di Monge-Ampere da

w per 4,5 =1,2

xt,xd

2 1
F%JF%Q - (F%Q) = g1192,2K <1 - 911> )
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cioe

391,1 592,2 _ (891,1

2
*) ozl Ozt 02 > + 497 1922(g11 — 1)K = 0.

La curvatura in coordinate ortogonali ¢ data da

0g1,1 0922 dgaa\’ 91,1 392,2+ dg22\>
0z?2 Ox2 Ozt ozl Ozl 0z?
_9 8291,1 8292,2

911922\ 52022 7 9102l |

497 1950 K = g1,1 [ + 92,2

Sostituendo nella (x) otteniamo

0g1,1 0g2,2 g1\’ 0g1,1 0922 dg22\ >
< g =1) g1 Ox? Ox? + Oxl

ozl Oxl 0z2
0g1,1 0922 g1\’ %911 %922
+922 ( dzl Ozt + ( x? 2911922 0x20x? + Oxlox!

92,2

=0

Dividendo per g1 1 otteniamo
( . 1) 691,1 392,2 - (992,2 2
911 0z2 Ox2 ozt
a91,1 892,2 a91,1 2
t 922 ( ozl ox! + 0z2

9%g1.1 %922 0
0z20x2  Oxlox!

—2(g1,1 — 1)g2.2 {
Ma il primo membro e proprio la curvatura della metrica
g = (11— D[dz']* + go,2[dz”]*.

Vedrifichiamo che possiamo ricondurci alle ipotesi (1), (2). Per verificare che
la curvatura di g’ ¢ nulla in un punto zy € 2, osserviamo che o w ¢ costante
in un intorno di zg, nel qual caso K = 0 e g’ = g, oppure xy ¢ aderente
all’insieme dei punti in cui dw, e quindi ng, e diverso da 0. Bastera quindi
dimostrare che g’ ha curvatura nulla in tali punti. Fissato un punto Z con
dw(Z) # 0, si definiscono nuove coordinate vicino ad z scegliendo una delle
coordinate uguale a w e 'altra come soluzione dell’equazione

X B 2 m@w@u_
(W)= 9”55 5z7 =

ij=1
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[ Consideriamo un campo di vettori X = > ; a’ aii’ con a' # 0, definito in un intorno

di 0 € R%. Sia ¢(t,u) la soluzione del problema di Cauchy:

Per (t,u) = (0,0) abbiamo:

9¢
a(t,u)

e quindi per il teorema delle funzioni implicite possiamo esprimere le coordinate (¢, u) in
funzione delle ', 2 in un intorno di 0 € R®. Con ¢ = t(z',2?), u = u(z', z?) otteniamo

allora .
ot ot o9
aaT 822/ \b 9 1
In particolare u(z!, 2) & soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali X (u) =

a(t,w)

0 e du # 0 perché la matrice Jacobiana BGTeT)

ha determinante diverso da 0.]

O
Possiamo ora dimostrare il

Teorema 11.2. Sia g una metrica Riemanniana definita su un aperto 1 di
R2. Fissato xo € Q, possiamo trovare un intorno aperto U di xq in 0 e una
superficie parametrica regolare S = {r : U — R3} tale che g|y sia la prima
forma fondamentale di S.

DIMOSTRAZIONE. Sia w € £(U) una soluzione di (11.5), (11.6), (11.7)).
Poiché g’ ha curvatura nulla per il Lemma [11.1} a meno di restringere
l'intorno U, possiamo trovare un diffeomorfismo ¢ : U — V C R? tale
che

g'|lv = ¢*([dy'"”” + [dy*)?).
Bastera allora definire .
¢~ (z)

r(z) = | ¢*(x)

w(x)
per ottenere una superficie parametrica regolare con prima forma fondamen-
tale g. ([



CAPITOLO 25

Superficie nello spazio euclideo

1. Generalita sulle superficie di R?

Definizione 1.1. Si dice superficie di classe C* (k > 1) una sottovarieta
chiusa S, differenziabile di classe C*, di dimensione 2, di un aperto A di R3.

Per la definizione di varieta differenziabile, dato un qualsiasi punto p € S,
possiamo trovare un intorno aperto U di p in R3, un aperto V di R? e una
immersione differenziabile di classe C*:

r:V-oR3
tale che
(1.1) r(V)=UnS.

Per il teorema delle funzioni implicite, cio equivale al fatto che per ogni
punto p € S si possa trovare un intorno U di p in R? e una funzione di classe
Ck:

(1.2) f:U—=R

tale che:

(1.3) SNU ={zeU|f(z) =0}
e:

(1.4) df (z) #0 Yz € U
OVVero:

(1.5) Vi(x) ="40f(x)/0x',0f (x)/0x% 0f (x)/0z3) # 0 Yz € U.

Diremo che la funzione f definisce S in un intorno di p. Due funzioni che
definiscano S in un intorno di un suo punto p hanno in p gradienti pro-
porzionali. In particolare & sempre possibile, sostituendo alla f la |V f|~1f,
supporre:

(1.6) IVf(z)| =1 Vz e SNU.

Un qualsiasi vettore che sia multiplo di V f(p) si dice normale o ortogonale
alla superficie S nel punto p.

Definizione 1.2. Un vettore v € R3 si dice tangente alla superficie S in un
punto p se

(Vf(p)lv) =0

439
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per una qualsiasi funzione f che definisce S in un intorno di p. I vettori
tangenti ad S nel punto p formano un sottospazio vettoriale di dimensione
2, che si dice spazio tangente ad S in p e si indica con T),S.

Se S & definita da (1.1]) in un intorno di p e p = r(yo) per yo € V, allora
i vettori

or(yo)/0y", dr(yo) /Oy
formano una base di 7},S.

Definizione 1.3. L’insieme:
(1.7) TS ={(z,X) eR* xRz € S, X € T,,S}

& una sottovarieta differenziabile (di classe C*~1) di RS che si dice il fibrato
tangente di S.

Abbiamo un’applicazione naturale di proiezione:
(1.8) 7:TS>(x,X)—>zelS
la cui fibra nel punto x e lo spazio tangente ad S in x.

Definizione 1.4. Diciamo che S & orientatabile se & possibile definire una
funzione:
n:S— S%={veRd =1}

tale che n(p) sia normale a S in ogni punto p di S. Una tale funzione
risulta necessariamente di classe C*~1 e, se S ¢ connessa, & univocamente
determinata quando se ne conosca il valore in un qualsiasi punto della su-
perficie. Diremo che S € orientata se € orientabile e su di essa e stata fissata
una tale funzione n. Osserviamo che per ogni punto p di S potremo allora
determinare una funzione f che definisce S in un intorno U di p in modo
che:

(1.9) Vf(z) =n(z) Yz € SNU.

11 prodotto scalare di R? ci permette di definire un’applicazione differenzia-
bile:

g:TSxsTS={(z, X, Y)eR*xR*xR*|z € S, X,)Y € T,,S} = R
mediante:
(1.10) 9(@; X,Y) = g2(X,Y) = (X]Y).

La g si dice metrica Riemanniana o prima forma fondamentale su S.

2. Curve su una superficie e riferimenti di Darboux
Sia S una superficie orientata di classe C! in R3 e sia
a:J—R3

una curva regolare di classe C! con supporto contenuto in S.
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Definizione 2.1. Si dice riferimento di Darbouz della curva « la curva
Jot— E(t) = (e1(t),ea(t),e3(t)) € SO(3)

definita dalle condizioni:

(i) e1(t) = a(t)/|a(t)| e il versore tangente alla curva;
(ii) e3(t) =n(a(t)) e la normale alla superficie S nel punto a(t).

1l riferimento di Darboux & una curva di classe C¥~1 in SO(3) se la
curva a @ regolare di classe C* e la superficie S & di classe C* con k > 1.
Supponiamo k£ > 1. Allora E(t) e differenziabile e soddisfa un sistema di
equazioni della forma:

(2.1) E'(t)= Et)Q(t) ove Q:J— 0(3)
& una curva di classe CF—2:
0 —wo1(t) —wsi(t)
(2.2) Q(t) = [ wai(t) 0 —wsa(t)
ws1(t)  wsa(t) 0

Queste equazioni si dicono equazioni di Darboux e possiamo esplicitarle nella
forma:

€1 = eaws1 + e3wsy
(2.3) €y = —ejwa1 + e3ws32

€3 = —e1ws31 — €2ws32

Se parametrizziamo « per lunghezza d’arco, i coefficienti della matrice (2
sono degli invarianti euclidei della curva rispetto alla superficie S e si dicono:

wo1(t)/|a(t)] curvatura geodetica
ws1(t)/]a(t)] curvatura normale
wsa(t)/]a(t)] torsione geodetica

Osserviamo che un cambiamento dell’orientazione della curva non cambia
la curvatura normale e la torsione geodetica, mentre cambia di segno la
curvatura geodetica. Osserviamo ancora che le tre funzioni definite lungo la
curva possono assumere qualsiasi valore reale, a differenza delle curvature
introdotte con il sistema di riferimento di Frenet.

Proposizione 2.2. La curvatura normale e la torsione geodetica dipendono
solo dalla tangente alla curva e non dalla sua normale e binormale: curve
sulla superficie S che abbiano lo stesso vettore tangente in un punto hanno
in tale punto la stessa curvatura normale e torsione geodetica.

DIMOSTRAZIONE. Sia
a:dJ—= S
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una curva regolare di classe C* (k > 2) su una superficie orientata S di
classe C¥. Estendiamo n a una funzione di classe C¥~! definita in un intorno
aperto di S. Allora

noa:J—S°

& una curva di classe C¥~! ed abbiamo quindi, fissato to € J, lo sviluppo di
Taylor:

noa(t) =noa(to) + 3 On(a(to))/da’ - & (to)(t — to) + o(|t — tol).
Quindi:
é3(to) = —e1(to)wsi(to) — ea(to)wsa(to)

d
= - noa)(to)

=" dn(alty)) /02" - & (o)

dove a’(t) (i = 1,2, 3) sono le componenti del vettore a(t) rispetto alla base
canonica di R3. Questa relazione ci mostra che ws; e w3y dipendono solo
talla tangente di « in tg. O

Dalla proposizione precedente segue che ws; e w3y definiscono delle ap-
plicazioni
TS - R

positivamente omogenee sulle fibre di T'S.
Sia f una funzione che definisce la superficie S in un intorno U di p € S,
con Vf(z) =n(z) su SNU. Indichiamo con

Hf(x) = (6% f(x)/02'927)1<i <3
I’hessiano della funzione f nel punto x di U. Fissata una curva
a:[-R,R] — S

di classe CF (k > 2) con a(0) = p e detto (eq, e, e3) il suo riferimento di
Darboux, otteniamo:

€3 = %Vf(a) = Hf(a)d.
Allora dalle equazioni di Darboux ricaviamo:
w31 = —(ésler) = —|a| ™t - TaH f(a)a.
Definizione 2.3. Definiamo la forma bilineare simmetrica sulle fibre di T'S"
TS xsTS > (x,X,Y) = he(X,Y) = ' XHf(z)Y €R.
Essa prende il nome di seconda forma fondamentale della superficie S.

Otteniamo allora la formula:

(2.4) curvatura normale =
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Calcoliamo ora la torsione geodetica. Abbiamo:
w3z = —(€slez) = —(H f(a)dlez).

Poiché

ey = e3 X €1
(prodotto vettore) ricaviamo

wsz = &7 det(a, Vf (@), H f(a)c).

Se indichiamo con

h: TS —-1TS

I’applicazione, lineare e simmetrica sulle fibre di T'S, associata alla seconda
forma fondamentale mediante

he(X,Y) = (h(z)X|Y) Vz € S, VX,Y € T,8

possiamo scrivere allora

det(a, n(«a), h(a)a)
g(a,d)

(2.5) torsione geodetica = —

Calcoliamo ora le espressioni delle curvature normale e geodetica e della
torsione geodetica rispetto alla curvatura e torsione della curva pensata come
curva euclidea in R3.

Sia (a1, ag,as) il riferimento di Frenet in SO(3) di una curva sghemba

o:[-R,R] - R3

con supporto contenuto in S ed (e, ez, e3) il suo riferimento di Darboux.
Poiché a; = ey, per ogni t € [-R, R],

(a2(t), a3(t)) e (e3(t), —ex(t))

sono basi ortonormali ugualmente orientate di T;,;)S. Esse possono quindi
essere ottenute 'una dall’altra mediante una rotazione. Risulta pertanto
definita, unica a meno di addizione di un multiplo intero di 27, una funzione:

[-R,R]>t—6(t) eR

o(6) = (cosa —sin0)

sinf cosf

tale che, posto

sia
(637 _62) = (a’27 a’3)p(9>
cioe
{63:a20050+agsin9 {agzegcos0+egsin0

ey = agsinf — az cosd a3 = ezsinf — egcosf.
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Dalle equazioni di Frenet ricaviamo allora che, detta k la curvatura e 7 la
torsione della curva a,

curvatura geodetica = ksinf
(2.6)

curvatura normale = kcosf

Osserviamo che 6 ¢ 'angolo che la normale alla curva forma con la normale
alla superficie. Ponendo:

raggio di curvatura = k™ 'ay
(2.7) raggio di curvatura geodetica = ey /curvatura geodetica

raggio di curvatura normale = e3/curvatura normale

possiamo dire che i raggi di curvatura normali e geodetico sono le proiezioni
del raggio di curvatura rispettivamente sulla normale alla superficie e sul
piano tangente alla superficie.

Infine dalle equazioni di Frenet:

dl = ka2
as = —kay + Tas
dg = —Tay

e dalle equazioni di Darboux ricaviamo:

€3 = —e1ws31 — €2W32

d
= %(ag cosf + a3 sin §)

= —kcosf|a|er — (|a|T + 0)es

che ci da:

2.8 torsione geodetica = 7 + |&| 1 |.
( g

3. Linee geodetiche su una superficie

Sia S una superficie di classe C*, con k > 2. Una curva « su S si dice
una linea geodetica se ha in ogni suo punto curvatura geodetica nulla. Per le
equazioni di Darboux, condizione necessaria e sufficiente affinché una curva
sia geodetica e che soddisfi '’equazione:

d ... - o
(@1 = 1] ha(@ d)n(a).

Osserviamo che questa equazione e invariante rispetto a riparametrizzazioni
della curva «. Potremo quindi supporre, nello studio delle curve geodetiche,
che la curva sia parametrizzata in modo che risulti

|| = costante

lungo una linea geodetica.
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Teorema 3.1. Per ogni punto p € S ed ogni vettore v € T),S diverso da 0,
possiamo trovare R > 0 e una e una sola curva geodetica

[-R,R|>t—a(t)e S
tale che:
a(0) =p
a(0) =v
|a(t)| = |v| Vte|[—R,R]
L’unicita va intesa nel senso che due curve geodetiche con queste proprieta

coincidono sull’intervallo comune di definizione.

DIMOSTRAZIONE. Sia f una funzione che definisce S in un intorno U di

p € SinR3 con Vf(z) =n(x) su SNU. Consideriamo allora il problema
di Cauchy:

a:[R,R] — U di classe C?

a+taH f(a)aVf(a) =0

a(0)=pe s

a(0) =v eT,S
Esso ammette, per la teoria generale delle equazioni differenziali ordinarie,
una soluzione unica definita in un intorno [—R, R] di 0, che dipende dalle

condizioni iniziali. Questa soluzione sara una linea geodetica purché il suo
supporto sia contenuto in S. Differenziando

(619(0) = & f(a)

e tenendo conto dell’equazione, abbiamo:

d
)
= (a|Vf(a)) + (&|H f(a)d)
= (Vf(a)|d+"'aH f(a)a Vf(a)) =0
e dunque, poiché in 0 abbiamo:
(@(0)[Vf(a(0))) = (vn(p)) =0
in quanto v € 1,5, ne segue che:
f(a(t)) = costante = £(a(0)) = f(p) = 0
e dunque la curva « ha supporto in S. ([l

Esempio 3.2. Sia S = 52 la sfera di raggio 1 e centro 0 in R3. Essa &
definita globalmente dalla funzione

flx) = (1/2)(J* = 1)
in modo che
n(z) =z Yz € S%
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L’hessiano di f ¢ la matrice identitd I e quindi le linee geodetiche su S?
soddisfano il sistema di equazioni:

d+cta=0
a(0) =z € §?
&(0) =v con (v|z) =0, |[v|=c

La soluzione generale dell’equazione differenziale assegnata ¢ della forma:
a(t) = vy cos(ct) + va sin(ct)

con arbitrari vettori vy, vo € R? e le condizioni iniziali ¢i danno
v =2
vg =v/c.

t — x cos(ct) + v/csin(ct).

Otteniamo cosi le curve

Il supporto di tale curva ¢ la circonferenza in cui il piano per l'origine gene-
rato da z e v interseca S2. Le linee geodetiche sono quindi le circonferenze
di raggio 1 contenute in S? (cerchi massimi).

Esempio 3.3. Consideriamo ora il cilindro @ di R? di equazione
2?4 y? =1,

(Abbiamo indicato con z,y, z le coordinate in R3. Scegliamo la funzione f
uguale a

fla) = (1/2)(a* +y* = 1).
Abbiamo in ogni punto di Q
n(z,y,z) ="(z,y,0)

e ’hessiano di f e la matrice:

1 00
Hf(z)=(0 1 0
000
L’equazione delle linee geodetiche su @) ¢ allora data da:
i+cr=0
ii+cty=0
2=0

2(0) =&, y(0) =n, 2(0)=¢
con &2 +n?=1
(0) = vy 9(0) =vy 2(0) = v,

con vy + nuy = 0, v+ vfl =2
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Se ¢ > 0 la soluzione generale del sistema ¢ della formas:
x(t) = ag cos(ct) + by sin(ct)
y(t) = ay cos(ct) + by sin(ct)
z(t) = a, + b,t

per opportune costanti ag,ay,a.,bz,by,b. € R. Le condizioni iniziali ci
danno:
Oy = gay =T a, =(
by = vz/cby = vy/c b, =v,.
Troviamo quindi:
x(t) = Ecos(ct) + (vy/c) sin(ct)
y(t) = ncos(ct) + (vy/c) sin(ct)
z(t) = ¢ + v.t,

che ¢ un’elica circolare. Se ¢ = 0, allora v, = v, = 0 e dunque le geodetiche
sono le linee verticali:

z(t) = ¢
y(t) =n
2(t) = ¢ + vst.

Quindi le linee geodetiche sul cilindro @) sono le eliche circolari con asse
uguale all’asse del cilindro e le linee verticali.

Le linee geodetiche godono inoltre di una importante proprieta varia-
zionale: gli archi di geodetica che congiungono due punti p,q di S sono gli
estremali del funzionale della lunghezza d’arco

b
() :/ V(@la)dt

sotto le condizioni
a(a) = pa(b) =q
con il vincolo
a([a,b]) C S.
e le linee geodetiche parametrizzate con velocita costante sono gli estremali
dell’integrale dell’energia
b
/ (6]é)dt
a

sotto le condizioni

con il vincolo:

a(fa,b]) C S.
In particolare se un arco ha lunghezza minima tra gli archi che congiungono
due punti p e g di S e hanno supporto in S, allora € un arco di geodetica su

S.
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4. Linee di curvatura su una superficie

Definizione 4.1. Si dice linea di curvatura sulla superficie S una curva la
cui torsione geodetica sia nulla in ogni punto.

Dall’espressione della torsione geodetica rispetto alla seconda forma fon-
damentale, troviamo che, se
a:J— S

¢ una linea di curvatura su S allora
det(é@, n(a),h(a)d) = 0.

Il vettore nella seconda colonna e ortogonale ai vettori della prima e della
terza colonna, quindi potremo scrivere la condizione mediante:

h(a)d = A
per una funzione
A:J =R
Questa equazione ci dice che in ogni punto p = «(t) il numero A(t) ¢ un
autovalore dell’applicazione simmetrica
h(p) : T,S — T,S.

Sappiamo che un’applicazione simmetrica in uno spazio euclideo di dimen-
sione 2 ammette due autovalori reali.

Definizione 4.2. Un punto p € S si dice un punto ombelicale o ombelico
di S se i due autovalori reali di h(p) coincidono, non ombelicale se i due
autovalori sono distinti.

Abbiamo per i noti risultati sulle applicazioni simmetriche negli spazi
euclidei:

Proposizione 4.3. Per un punto non ombelicale passano al piv due linee
di curvatura. Le loro tangenti sono tra loro ortogonali.

Definizione 4.4. Gli autovettori di h(p) si dicono direzioni principali sulla
superficie S in p e gli autovalori corrispondenti k1, ko le curvature principali
di S in p.

Il loro prodotto

K =k ko
si dice curvatura gaussiana o curvatura totale di S in p e la loro somma
km = k1 + ko

curvature media di S in p. 1 punti di una superficie si classificano inoltre

come:
ellittici se K >0

parabolici se K =0
iperbolici se K <0
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Se f € una funzione che definisce S vicino al punto p, possiamo appros-
simare al secondo ordine la f mediante il polinomio di Taylor, ottenendo
una superficie quadrica che approssima S vicino a p a meno di infinitesimi
di ordine superiore al secondo. Se scegliamo coordinate cartesiane in R?
in modo che p = 0, n(p) = ¥(0,0,1) e ¥(1,0,0),%(0,1,0) siano le direzioni
principali, la quadrica cercata ha la forma:

2 =kia® + k2y2.
(Nota che ogni quadrica z = kyz? + koy? 4 k322 con ks arbitrario approssima

ancora la superficie S al secondo ordine.)

Esercizio 4.5. Si verifichi che tutti i punti di un elissoide, di un paraboloide
ellittico, di un iperboloide a due falde sono ellittici, che tutti i punti di un
iperboloide a una falda e di un paraboloide iperbolico sono iperbolici, che
tutti i punti di un cilindro o di un cono sono parabolici.

Teorema 4.6. Sia p un punto non ombelicale di S e sia v € T,S una
direzione principale di S in p. Possiamo allora trovare una e una sola linea
di curvatura (a meno di riparametrizzazioni)

a:[-R,R] = S

tale che

DIMOSTRAZIONE. Sia f una funzione che definisce S in un intorno U di
p, tale che Vf(z) = n(z) su SNU. La condizione perché « sia una linea di
curvatura si puo allora esprimere mediante:

Hf(a)a = A&+ uV f(a).
La condizione che:
(Vi@)|Vf(z))=1 Ve e SNU
ci da:
(Vi@)Vf(x) =1+ 0(z)f(z)
in un intorno di S in U e quindi differenziando troviamo:
Hf(z)Vf(x)=(1/2)o(x)Vf(x) Vee SNU.

Quindi V f(z) ¢ un autovettore di H f(z) per ogni x € SNU. Sommando a
f un multiplo di f?, possiamo supporre che H f(p) abbia in p tre autovalori
distinti. Essi definiscono quindi in un intorno U di p in R? tre funzioni (di
classe C*~2 se S ¢ di classe C*, con k > 2):

con:
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Possiamo quindi trovare funzioni v;(x) definite (e anch’esse di calsse C*~?)
in un intorno U’ di p in U tali che:

Hf(z)vi(z) = Ni(z)vi(x) Vi=1,2,3, Vz e U’

Infatti, essendo i tre autovalori \;(z) distinti, possiamo per ogni i = 1,2,3
trovare un minore due per due della matrice H f(p)—\;(p)I con determinante
diverso da zero. Supponiamo ad esempio che (9?f/0x'0x’ — Adij)i<ij<2
abbia determinante diverso da zero in p. Allora tale determinante sara
diverso da zero in un intorno di p ed in esso potremo ricavare v1(x) ponendo:

vi(z) ="(vi(2), vi(2),1)

e ricavando v{,v? mediante la regola di Cramer dal sistema lineare:

02 f(x 0% f(x O f(z
(250 (@)]ol (@) + 202 () = - 24)

2 X 2 X 2 i
TE b (@) + [5555 — M(@)vd(@) = - 249

Possiamo poi, a meno di riordinare gli autovettori, supporre che v;(p) sia
proporzionale a v e che v3(p) sia proporzionale a V f(p). Avremo allora
v3(x) proporzionale a n(x) in SN W per un intorno W di p in R? per cui
S N W sia connesso e dunque v;i(x), essendo perpendicolare a vs(x), sara
per € SN W un vettore tangente a S. Se v = cvy(p), troviamo la linea di
curvatura cercata come soluzione del problema di Cauchy:

a:[-R,R| - W di classe  C!

a(t) = cvr ()

a(0) = p.
Se a ha supporto in S, allora ¢ certamente una linea di curvatura:

det(a,n(a), h(a)d) = det(a, n(«a), H f(a)a) =0

perché la prima e la terza colonna del determinante sono proporzionali. Per
mostrare che a ha supporto in S, conviene introdurre una parametrizzazione:

r: A—R3

diffeomorfismo di un aperto A di R? su un intorno aperto di p in S. Cer-
chiamo allora la curva « nella forma:

a=rof

ove
B:[-R,R — A

¢ una curva piana. Abbiamo allora:

2
a(t) =Y W@i(w.
1

yl
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D’altra parte, poiché vy (r(y)) ¢ un vettore tangente a S per ogni y € A,
potremo scrivere in un unico modo:

2
nlr) = 3 i) 5.

1

per opportune funzioni u; : A — R di classe C¥~2. Otteniamo quindi per la
curva f il sistema di Cauchy:

516 = w(5(t)
B2 (t) = u2(B(t))
B(0) = yo
se yg € A ¢ il punto per cui:
r(yo) = p-

Esso ammette una soluzione unica in un intervallo [—R, R] e si verifica allora
facilmente che o = r o 8 coincide con la soluzione del precedente problema.
O

Nell'ultima parte della dimostrazione abbiamo provato il seguente fatto
generale:

Osservazione 4.7. Sia S una superficie chiusa in un aperto U di R? e
v : U — R3 un’applicazione continua tale che:

v(z) e T,S Vzeb.
Allora ogni soluzione del problema di Cauchy:

a:[-R,R] - U di classe ct
a(t) = v(a(t))
a(0) =p

con dato iniziale p in S ha supporto in S.

Vale il seguente teorema, di cui non daremo qui la dimostrazione:

Teorema 4.8. Una porzione di una superficie S che sia tutta di punti
ombelicali, € o una porzione di piano o una porzione di sfera.

Tutte le curve su S che passano per un punto ombelicale hanno uguale
curvatura normale in tale punto. Se un punto p € non ombelicale, possiamo
scegliere le direzioni principali v1,vo in tale punto in modo che formino,
insieme a n(z), un riferimento in SO(3). Dato un qualsiasi vettore non
nullo v € 7,5, sara univocamente determinato 1’ angolo 6 € [0,27) di cui
deve ruotare il riferimento di Darboux in p di una curva su S con vettore
tangente v per sovrapporsi al riferimento (v, ve, n(p)):

(e1(p), e2(p)) = (v1,v2)p(0).
Abbiamo:
e1(p) = v/|v| = v1 cosh + vgsinf.
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La formula della curvatura normale da:
curvatura normale = hy(eq, e1)
= hy(v1 cosf + vgsin b, vy cos @ + vo sin h)
= (cos? 0)hp(v1,v1) + (sin? 0)hp(v2, v2)
(perché vy, v2 sono una base ortonormale per hy)
= ky cos? 0 + ko sin® 0

dove si sono indicate con k1 e ks le due curvature principali di S in p. Questa
formula vale naturalmente anche quando il punto sia ombelicale: in tal caso
infatti k1 = ko e 'ultimo membro dell'uguaglianza & sempre uguale a tale
valore comune.

Il prodotto delle curvature normali di due curve che si sechino ortogo-
nalmente in p sara dato da:

(cos® Ok + sin? Oky)(cos? Oky + sin? Oky)
= (cos® 0 + sin? ) k1 ko + 25in? 0 cos? O(kF + k3)
= kiko 4 2(k; — k2)*sin? 6 cos® 0
dove 6 & 'angolo tra il riferimento delle direzioni principali e quello delle

tangenti alle due curve e dunque ¢ minimo se e soltanto se le due tangenti
alle curve sono direzioni principali.

5. Il Teorema di Gauss-Bonnet

Stabiliamo innanzi tutto, in termini di forme differenziali, le equazioni
fondamentali di una superficie.

Sia S una superficie di classe C? in R3. Fissato un punto p € S, possiamo
determinare in un intorno aperto U di p in R? un’applicazione differenziabile
di classe C?:

¢e: U — SO(3)
tale che, posto:
¢ = (e, e2,¢3)
risulti:
es(x) = n(z) Vee SNU.
Sono allora definite in U tre forme differenziali:
WU xR¥ =R

tali che:

se x € U e v € R3, ovvero

3
dr = E eiw' in U.
i=1
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Definiamo allora le forme differenziali wé per 1 <1¢,7 < 3sulU, con w} =

—w], ponendo:
(*) de,- = wf- ¢

per ¢ = 1,2, 3, dove per il secondo membro si considera valida la convenzione
per cui indici uguali in alto e in basso si intendono sommati. Abbiamo:

0= ddel
_ 2 3 2 3
= dQQ A w1 + de?, A wl + Qdel -+ egdwl
= ei(wh A wi + wh Awd) 4 eadw? + e3 A dw?
= e3(wi A w? 4 dwd) + ex(wi A wd 4 dw?).

Da questa, e dalla relazione analoga che si ottiene da ddes = 0, ricaviamo le
formule:

dw? = —w} Aws
(5.1) dw? = wi AW
dws = —w3 Aw?.

Osserviamo ora che dalle equazioni (%) si ricava che:
(5.2) wg = (eg‘deg) = —(ez|de3)w? = (83|d€1) = —(elldeg)
per le relazioni di ortogonalita tra le colonne di e. Utilizzando queste rela-
zioni, possiamo calcolare dw? nei punti di SN U. Infatti in tali punti, se f
e una funzione che definisce localmente .S, abbiamo:
e3=Vf
e quindi
des = H fdx + un multiplo di w3,
In particolare:
dez = H f(e1)w' + Hf(e2)w? + un multiplo di wd.

Da questo ricaviamo che:
2
wj-’ = — Z(ej\Hf(ei))wi + un multiplo di w?
i=1
per j = 1,2 e dunque, poiché il determinante della matrice

((ei’Hf(ej))lgi,j§2

¢ la curvatura Gaussiana K di S, troviamo:

(5.3) dw? = —Kw' A w? + un multiplo di wd.

Ricordiamo:
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Proposizione 5.1 (Formula di Stokes). Se A é un aperto di una superficie
orientata S, la cui frontiera orientata ¢ una curva OA di classe C' a tratti
e & & una forma differenziale di classe C' definita in un intorno di S, allora

/a/xg:/Adg'

Otteniamo dalla formula di Stokes:

Teorema 5.2 (Formula di Gauss-Bonnet). Sia A un aperto di S contenuto
nella regione SN U, con frontiera orientata OA di classe C' a tratti. Allora

(5.4) /w%—}—/ Kw'Aw? =0
0A A

Diamo ora una interpretazione geometrica dei due integrandi della for-
mula di Gauss-Bonnet. Osservando che w! A w? & Pelemento d’area sulla

superficie S:
// le/\WQZ//KdS.
A A

Per interpretare I'integrale sul contorno, calcoliamo il valore della forma
differenziale w? lungo una curva a con supporto in S NU. Sia (e1, e, e3) il
suo riferimento di Darboux. Risultera allora determinato, a meno di multipli
interi di 2m, ’angolo € di cui bisogna ruotare il riferimento di Darboux per
sovrapporlo al riferimento fissato e:

(e1,¢2)p(0) = (e1,e2)

o(6) = (cose —sin9>'

sinf cosf

ove

Abbiamo quindi

e1 = ¢pcosf + egsinf
eg = —e1sinf + ey cos b

dove le ¢; sono valutate nei punti a(t) e 6 € una funzione del parametro della
curva. Derivando otteniamo:

€1 =€awa1 + e3w31
=de (&) cos 0 + deg(cr) sin 6 + 6(—eq sin 6 + e cos 6)
—eow? () cos O + e3wi () cos  — eywi (&) sin O + ezws (&) sin 6 + fey
=(e18in 0 + e cos O)wi () cos O + e3(w? (&) cos 6 4 wi (&) sin )
— (e1cos @ — egsinf) sin 0 + ey
=ea(w? (&) + 6) + eawsr.
La forma w? lungo la curva & data quindi da:

w2 () = way — 0.
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Ora,

wo1 = |&| - curvatura geodetica.

Indichiamo con k4 la curvatura geodetica. Possiamo allora riscrivere la
formula di Gauss-Bonnet mediante:

/ kgds:/ d@—/ KdsS
0A 0A A

Se DA & una curva di classe C! a tratti, frontiera di un aperto A di S connesso
e semplicemente connesso, e se d61, ..., 06, sono le differenze degli angoli che
le tangenti alla curva formano tra loro nei punti di discontinuita, vale allora:

do + 00; = 2.
fue

=1

Otteniamo dunque finalmente:

kqyds + 56i—27r—//KdS
/aA ! ; A

Per superficie con curvatura gaussiana costante otteniamo, per i triangoli
con lati geodetici, le classiche formule dell’area della geometria non euclidea.
Nota che in questo caso la somma

001 + 065 + 605

¢ la somma degli angoli esterni del triangolo.







CAPITOLO 26

Analisi sulle superfici di Riemann

1. Superfici di Riemann

Sia X una varieta topologica paracompatta di dimensione due.

Definizione 1.1. Un atlante olomorfo su X ¢ il dato di una famiglia A =
{Ui, ¢i }ier di aperti U; di X e di omeomorfismi ¢; 2 p — ¢i(p) € V; € C
tali che:

(Z) Uie[ Ui=X;
(i1) ¢ij: ¢i(U;NU;j) 3 2 = ¢j o (2) € ¢;(U; NU;) & olomorfa per
ogni coppia di indici ¢,j € I tali che U; N U; # 0.

Dua atlanti olomorfi A; e Ay si dicono equivalenti se A; U Ay ¢ ancora
un atlante olomorfo. Questa relazione e una relazione di equivalenza nella
famiglia degli atlanti olomorfi di X. Una classe di equivalenza J di atlanti
olomorfi su X si dice una stuttura complessa su X.

Una superficie di Riemann € una varieta topologica X di dimensione
real due su cui sia stata fissata una struttura complessa J. Una ¢ : U —
¢(U) C C che appartenga a un atlante olomorfo di J si dice una carta locale
olomorfa, o semplicemente carta locale, in X.

Dall’identificazione di Gauss C ~ R? segue che ogni superficie di Rie-
mann ha un’unica struttura di varieta differenziabile reale di dimensio-
ne due, in cui gli atlanti di J definiscono atlanti differenziabili mediante
l'identificazione C ~ R2.

Una metrica Riemanniana g su una superficie di Riemann X si dice
compatibile con la struttura complessa, o conforme, se in ogni coordinata
locale olomorfa z = = + iy (z,y € R) su un aperto U di X risulta:

(1.1) g=9(2) (dz? + dy?) = g(2) -dz - dz.

Per il teorema di Korn-Lichtenstein (Teorema 1.9), ogni varieta differenzia-
bile di dimensione due orientabile ammette una struttura complessa com-
patibile con la sua struttura differenziabile: piu precisamente dimostreremo
che ogni metrica Riemanniana su una varieta orientabile ¢ compatibile con, o
conforme a una struttura complessa. Poiché ogni varieta differenziabile am-
mette una metrica Riemanniana, cio implica che la struttura differenziabile
di ogni varieta differenziabile orientabile di dimensione due contiene atlanti
olomorfi.

457
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Una funzione differenziabile f, definita su un aperto €2 di una superficie
di Riemann X, si dice olomorfa in € se per ogni carta locale olomorfa
¢:U — ¢(U) C Ccon U C Q la funzione f o ¢~! & olomorfa sull’aperto
o(U) di C.

In generale, se X7 ed X3 sono due superfici Riemann, un’applicazione
f X1 — Xo si dice olomorfa se per ogni p € X, esistono carte locali
olomorfe ¢1 : Uy — ¢1(U1) CcCeqy:Uy— d)Q(UQ) C Cin Xy ed X5
rispettivamente, con p € Uy, f(Uy) C Us, tali che C D ¢1(U1) 2 2z —
p20 f o t(z) € pa2(Ua) C C sia olomorfa.

Esempio 1.2. Un aperto X di C ¢ una superficie di Riemann con la struttu-
ra complessa descritta dall’atlante {X,idx }, dove idx € la funzione identita
suX: X3z—>z2e X CC.

Esempio 1.3. La retta proiettiva complessa P = CP! ~ C U {oc} & una
superficie di Riemann con la struttura complessa descritta dall’atlante che
consiste dei due aperti Uy = C e Uy, = (C\ {0}) U {o0} con le funzioni
coordinate ¢g = idc € ¢ : Usy — C definita da:

0 se z=o00.

Osserviamo che le funzioni di transizione sono @pec(z) = dooo(z) = 2,
olomorfe su ¢o(Up N Uso) = ¢oo(Up NUsx) = C\ {0}.

Esempio 1.4. Sia X il cilindro Rx S' C RxC. Sew = e* € S, conk € R
e —m < k <, per ogni z € S\ {—w} vi & un unico numero reale s = s,,(2)
con |s| < me z = exp(i(k+s)). Poniamo U, = R x (S'\ {—w}) e definiamo
Ow Uy D (t,2) = t + isy(z) € Rx] — m,w[C C. Definiamo su X una
struttura complessa mediante l'atlante A = {(Uy, ¢w) fwegt- Osserviamo
che le funzioni di transizione ¢y, , sono della forma z — 2z 4+ A con A € iR
e quindi sono olomorfe.

Esempio 1.5. Se X ¢ una superficie di Riemann e Q un aperto di X,
allora  ha un’unica struttura di superficie di Riemann che rende I'inclusione
Q> p—pe X olomorfa.

Nei paragrafi successivi di questo capitolo richiamiamo alcune nozioni di
analisi che ci saranno utili nello studio successivo delle proprieta geometriche
delle superfici di Riemann.

2. Laplaciano su una superficie di Riemann
Sia X una varieta reale di dimensione 2, su cui sia assegnata una metrica

Riemanniana ¢g. In coordinate locali z!, 22 scriviamo E| g = gijdx'dr’ e

1Useremo nel seguito la convenzione che indici ripetuti in alto e in basso si intendono
sommati.
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poniamo (g”) = (gij)fl, cioe, tenuto conto del fatto che (g;;) € simmetrica,
97 = (=1 gij/ (1922 — 915), 1.5 =1,2.

Poniamo ancora:
(21) gl =detg = det(gij) = gu1g22 — g2, dA=/lg| dz'dz®.

Se X ¢ orientata, e dx' A dx? ¢ positivo rispetto all’orientazione prescelta,
associamo alla metrica g la 2-forma w, che, nelle coordinate locali, si scrive

wg = +/|gldz! A da?.
Date due funzioni u, v € C?(X) le espressioni

2
1 0 - O0u
_ E : /ol i
(22) A= Vgl oz’ < 919 ij>

3,j=1

2
ou Ou
2 A = K -
(2.3) 1U “2219 O O
2 ou Ov
2.4 _ ij Ou v
( ) V(’LL, U) l]Z: g 8xz awj

non dipendono dalla scelta delle coordinate: essi si chiamano i parametr:
differenziali di Beltrami. In particolare Ao si dice 'operatore di Laplace-
Beltrami sulla varieta Riemanniana (X, g).

Vale I'importante relazione:

Teorema 2.1. Seu € C?(X), v € CY(X) ewu-v ha supporto compatto in X,
allora:

(2.5) //){Agu-vd/\ = —//XV(u,v)d)\.

Se X & una superficie di Riemann e la metrica g ¢ compatibile con la
struttura complessa, allora la parte reale e la parte immaginaria di una
coordinata locale complessa z definiscono coordinate isoterme e dunque eé:

;

h
g = hdzd,?, cioe (gij) = (O 2) = (h(sz])

—1
(26) (9) = (ho ,ﬁl) = (h14Y)

Llg| = B2, dr=ihdzdz.
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Otteniamo quindi:

( 2
_ -1 _ . :
Agu=h""(2)Au ove A = 46,282 ¢ il Laplaciano usuale
(2.7) Avu=h~1(z) ou* | oul”
' e 0z |0z

Oudv  Oviou
— 1 D T

Vi) =7 (z) <3z 9z " oz 8,2)

Quindi le formule del teorema precedente per I'operatore di Laplace-Beltrami
si semplificano in una carta locale alle formule usuali per il Laplaciano su
un aperto di C.

Fissiamo un aperto €2 C X. Introduciamo gli spazi di Hilbert:

(2.8) L*Q) = {f : Q2 — R d\ — misurabile con //Q |f2d\ < +oo} )

con la norma

(2.9) Ifloe = ( [[ 1772) v

e lo spazio
(2.10) H}(Q) = completamento di C},,,, (Q)

comp

10 = (//QA1(u)d>\+//Qf|2d)\>l/2.

Se m > 0, possiamo poi definire gli spazi di Sobolev H™(£2), nel caso in cui
) sia un aperto relativamente compatto di X. Essi consistono dell’insieme
di tutte le (classi di equivalenza di) funzioni f definite in €2 tali che, per ogni

rispetto alla norma

(2.11) /]

aperto coordinato U i) V C R? ed ogni V' € V, le restrizioni delle f o ¢!
a (U N Q)N V" appartengano allo spazio di Sobolev H™(p(U NQ) N V).
Indicheremo poi con C¥(Q) lo spazio delle funzioni continue su £ con
le loro derivate fino all’ordine k£ e con le derivate k-esime Holderiane di
esponente a.
Ricordiamo, che poiché X ha dimensione due, il teorema d’immersione
di Sobolev da l'inclusione:

(2.12) H™(Q) — C™ 2% ¥Ym>2 V0<a<1.

Infine, definendo mediante partizione dell’'unita e coordinate locali una nor-
ma Hilbertiana sugli spazi H™(2), otteniamo per il teorema di Rellich
inclusioni compatte H™(Q) < H™ (Q) se 0 < m’ < m.

Definizione 2.2. Se ) ¢ un aperto di X, chiamiamo armonica in {2 una
funzione a valori reali u : 2 — R, definita e di classe C? in €, che soddisfi I'e-
quazione di Laplace-Beltrami omogenea Asu = 0. Indicheremo con H®(Q)
lo spazio vettoriale reale delle funzioni armoniche in Q.
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Per 'operatore Ay valgono i risultati della teoria ellittica variazionale,
che richiameremo nel seguito. Molti dei risultati che esponiamo in questo pa-
ragrafo sono validi in generale per il Laplaciano di una varieta Riemanniana
di dimensione arbitraria.

Teorema 2.3. Sia X una superficie di Riemann, e sia  un aperto relati-
vamente compatto di X. Allora il sottospazio N(Q) = H®(Q) N HL(Q) ha
dimensione finita e per ogni f € L*(Q) tale che fof -vd\ = 0 per ogni
v € N(Q) esiste u € HE(Q) tale che

(2.13) —//QV(u,w)d/\—//Qf-wd)\ Yw e H(Q).

E allora u € H? () e Aqu = f nel senso delle distribuzioni.

Supponiamo poi che  sia connesso e che 02 sia unione finita di curve
regolari di classe C*° e # () (in particolare richiediamo che ogni componente
di O contenga almeno due punti, e dunque infiniti punti). Allora N(Q2) =
{0}.

Vale inoltre, sotto queste ipotesi, il risultato di regolarita: se f € H*(Q)
(k> 0), allora u € H*2(Q) e, se f € CH(Q), conk > 0,0 < a < 1, allora
u € CF22(Q).

Sia 2 un aperto relativamente compatto di X, localmente connesso in
ogni punto di 99, con 9N # () unione disgiunta di un numero finito di curve
regolari di classe C*°. Allora chiamiamo Q = QU dQ una sottovarieta con
bordo di X.

Possiamo quindi trarre dal teorema precedente I’enunciato:

Se Q & una sottovarieta con bordo di X, connessa e compatta, allora

(2.14) Ay H*(Q) N HI(Q) 5 u — Asu € L)

¢ un isomorfismo lineare.
Per dualita ricaviamo che anche la sua aggiunta:

(2.15) Ab: L2(Q) — (H*(Q) N H(Q)"

€ un isomorfismo.

Per i teoremi di inclusione di Sobolev, poiché X ha dimensione due, le
funzioni di H?(£2) sono continue in . In particolare, per ogni punto P €
I’applicazione

(2.16) Sp: HX(Q)NHNQ) 3v = v(P)eR

¢ lineare e continua. Quindi esiste una funzione vp € L%(Q) tale che

(2.17) //Q vp(z)Agu(x) dA(z) = u(P) Vu € H*(Q) N H(9).

Per il teorema di regolarita, la yp, poiché risolve I'equazione Ayyp = §p nel
senso delle distribuzioni, ¢ di classe C*° e armonica nell’aperto 2\ {P}.

Da queste considerazioni deduciamo il teorema relativo all’esistenza di
funzioni di Green:
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Teorema 2.4. Sia Q una sottovarietd con bordo, compatta e connessa, di
X. Allora per ogni punto P € §) esiste una funzione Gp € HE(Q\ {P}) N
C®(Q\{P}) tale che Gp =0 su 9N e AyGp = dp.

DIMOSTRAZIONE. Sia € un intorno aperto di €2 tale che Q; sia ancora
una sottovarieta con bpordo compatta e connessa di X. Sia yp la soluzione
dell’equazione variazionale Asyp = §p costruita, come in precedenza, per
I’aperto ;. Allora la restrizione di yp a 0f) & una funzione di classe C*.

Sia 1) € C*°(£2) una funzione tale che ) = yp su 9. Se w ¢ la soluzione del
problema di Dirichelet:

w e H*(Q)N HE(Q)

2.18
( ) AQU)IAQT/J n Q,

allora Gp = P|, + w — 1 soddisfa tutte le condizioni richieste. O

Se X & una superficie di Riemann e la metrica ¢ compatibile con la
struttura complessa di X, possiamo costruire la funzione di Green senza far
uso della dualita. Infatti, in una coordinata locale z con z(P) = 0, poiché
g=h(z2)dzdz,lau = % log | 2| & soluzione locale di Agu = dp. Estendiamo
la u a una funzione @, di classe C* su X \ {P}, che coincida con u in un
intorno di P. Allora Ayt = f + dp, ove f € C>°(X) & identicamente nulla
in un intorno di P. Se P € Q C Q per una sottovarieta con bordo connessa
e compatta di X, possiamo trovare una soluzione w del problema:

w € C(N)
(2.19) w=1u su 0
Aow=f in Q.

Allora Gp = @ — w ¢ la funzione di Green cercata.

Ancora, nel caso delle superficie di Riemann, ¢ facile ricondurre il prin-
cipio di continuazione unica al risultato analogo per le funzioni olomorfe
su aperti di C. Esso comunque & conseguenza del fatto che 'operatore di
Laplace-Beltrami ¢ ellittico del second’ordine:

Teorema 2.5. Sia Q un aperto connesso di X e sia u € H¥(2), nulla con
tutte le sue derivate parziali (rispetto a un qualsiasi sistema di coordinate
locali) nel punto p € Q. Allora u =0 in Q.

[cf. Hérmander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators. I11., Grundleh-
ren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Scien-
ces|, 274. Springer-Verlag, Berlin, 1994. viii+525 pp. ISBN 3-540-13828-5 Springer],
Theorem 17.2.6, p.14 e le indicazioni storico-bibliografiche alla fine del Capitolo 17 del-
I'op.cit. Nel caso delle due variabili, possiamo comunque ricondurci sempre - localmente
- al caso delle superfici di Riemann mediante la scelta di coordinate isoterme (Teorema di

Korn-Lichtenstein).]

Dalla costruzione delle funzioni «, traiamo il:
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Teorema 2.6. Sia ) una sottovarieta con bordo connessa e compatta di X
e sia f € C3°(2) tale che

(2.20) //Qfmd)\ =0 YoeH¥D).

Allora esiste una e una sola u € C§°(2) tale che Ayu = f.

. . L= = .
DIMOSTRAZIONE. Sia € un intorno aperto di € in X, tale che ) sia

anch’essa una varieta connessa, compatta, con bordo di X.
Sia u € H?(Y) N H(Y) sia la soluzione del problema di Dirichelet

Agu = f in
u=20 su 0.

Sia G la funzione di Green relativa a ' e ad un punto p € @'\ Q. Allora

o J[ r@ye) iz = o

in quanto G), & armonica in Q. Sia ¢ € C3°(€?'), uguale a 1 in un intorno di
p. Abbiamo allora:

[ Ax(6@ia) Gulaixe) = )

perché G, risolve AyG), = &, nel senso delle distribuzioni. D’altra parte,
poiché 1 — ¢ e nulla in un intorno di p, della w una palla coordinata tale che
¢ =1 in un intorno di @, abbiamo:

J[ axa-0pw car= [ 20w Gar
o QN\w

:///\w(l—qﬁ)uAngdA ~ 0

mediante integrazione per parti, in quanto (1 — ¢) u si annulla con tutte le
derivate su dw e G, ed u si annullano su 9. Sommando otteniamo u(p) = 0
e dunque, essendo u = 0 su '\ Q, per il principio di continuazione unica &
anche u = 0 sulla componente connessa di Q' \  in €'\ supp f, onde u ha
supporto compatto in €. U

Da questo teorema ricaviamo il

Teorema 2.7 (Teorema di approssimazione di Runge). Siano Q C Q' due

aperti connessi di X, tali che Q e Q' siano sottovarieta con bordo compatte
di X e Q'\ Q non abbia componenti connesse compatte. Allora le restrizioni
ad Q delle funzioni di HX(Y') formano un sottospazio denso di HX ().

DIMOSTRAZIONE. La tesi segue dal teorema di Hahn-Banach: infatti
ogni funzionale lineare e continuo su HR(Q) si puo rappresentare mediante

HR(Q)BU%//qud)\ con feC(Q).
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Come conseguenza abbiamo:

Teorema 2.8. Sia X una superficie di Riemann connessa e non compatta.
Allora per ogni f € C*°(X) esiste una u € C*°(X) tale che Ayu = f in X.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo una successione crescente di aperti {X,} in
X tali che, (i) per ogni n, X, sia una sottovarietd con bordo compatta di
X (ii) per ogni n sia X,, € X,,.1; (i41) per ogni n, I'aperto X, 11 \ X, non
abbia componenti connesse compatte.

Per ogni n sia u,, la soluzione del problema di Dirichelet:

u€ H*(X,) N H(X,)
Aoun, =f su X,.

Dico che allora possiamo trovare una successione {v,} con v, € C*(X,),
Agvy, = fsu Xy, esupy, | |vpy1 — vp| <277

Infatti, possiamo porre v; = u;. Supponiamo per ricorrenza di aver gia
definito v, va ... v,. Osserviamo allora che u,y1 — v, € armonica in X,,.
Per il teorema di approssimazione di Runge possiamo trovare allora una
funzione w, armonica in X,—1, tale che |uy 1 — v, — w| < 2~ in tutti i
punti di X,,_;. Poniamo allora v, 411 = Up4+1 — w.

Costruita la successione {v,}, otteniamo la u ponendo

u=v, + E (Vnah — Vnan-1) su  X,.
h>0
|

Corollario 2.9. Per ogni f € £'(X) tale che (f,u) = 0 per ogni u €
HR(X), esiste g € E'(X) tale che Ayg = f nel senso delle distribuzioni.

DIMOSTRAZIONE. Questo corollario € conseguenza del teorema appena
dimostrato nel caso in cui X sia una superficie di Riemann connessa non
compatta e del primo teorema di esistenza nel caso in cui X sia compatta.
Infatti in entrambi i casi si conclude che A : C*°(X) — C°°(X) ha immagine
chiusa e quindi anche la sua aggiunta As : £'(X) — £'(X) ha immagine
chiusa, che coincide con I'annullatore in &'(X) del nucleo di A : C*(X) —
C>®(X). O

Da questo corollario possiamo ricavare una dimostrazione del

Teorema 2.10 (Korn-Lichtenstein). Sia X wuna varieta Riemanniana di
dimensione due, e sia p € X. FEsistono coordinate isoterme in un intorno
dip in X.

DiMOSTRAZIONE. Fissiamo un intorno aperto connesso {2 di p in X, tale
che 2 sia una sottovarieta con bordo compatta di X e €2 sia semplicemente

connesso. Sia ®, lo spazio delle serie formali con centro in p: cioe ®, =
C>(Q)/F, dove abbiamo indicato con F, l'ideale di C>°(€2) delle funzioni
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che si annullano di ordine infinito (vale a dire con tutte le derivate parziali
in un qualsiasi sistema di coordinate in p). Su ®, consideriamo la topologia
di Fréchet della convergenza dei singoli coefficienti delle serie di Taylor.
Il duale <I>;J e allora lo spazio delle distribuzioni con supporto in {p}, che
denotiamo con 5{1)}. Per passaggio al quoziente definiamo Ay su @,,. Se T' €

%p}, e T(¢) = 0 per ogni ¢ € HR(Q), per il corollario precedente abbiamo
T = AyS per qualche S € £'(Q2). Ma, essendo € connesso e semplicemente
connesso, il principio di continuazione unica ci dice che S € 5&;}. Risulta
allora T'(¢) = 0 per ogni ¢ € ®, che soddisfa Ay¢p = 0. Ne segue che ogni
soluzione formale ¢ € ®, di As¢ = 0 ¢ approssimabile con serie di Taylor di
funzioni u € HE().

A questo punto, avendo scelto coordinate locali ', 22 in p, costruiamo
una qualsiasi soluzione formale ¢ con d¢(p) # 0. Una sua approssimante
u € HR(Q) sara allora tale che du(p) # 0. A questo punto, troviamo in un
intorno di p una primitiva v della forma differenziale chiusa

- O0u - O0u
N dat — g —da? ) .
ar <g 5 975
Le u, v sono allora coordinate isoterme in un intorno di p. O

Osservazione 2.11. Si puo dare una dimostrazione piu generale del teo-
rema di Korn-Lichtenstein sotto 1'ipotesi che la varieta X sia solo di classe
ch.

Corollario 2.12. Su ogni varieta di Riemann orientabile di dimensione
reale due si possono definire due sole strutture di varieta complessa - tra
loro coniugate - compatibili con la metrica Riemanniana g su X.

Osservazione 2.13. Sulle superficie di Riemann valgono il teorema di Sto-
kes e quindi tutti i risultati della teoria delle funzioni olomorfe di una va-
riabile complessa e delle funzioni meromorfe che sono legate al calcolo dei
residui.

Teorema 2.14. Sia X una superficie di Riemann, 2 un aperto relativa-
mente compatto di X tale che Q sia una sottovarietda con bordo compatta di
X. Allora:

Date ¢ € C®(0R) ed f € C®(Q),

vi & una ed una sola u € H?(Q) N HY(Q) che risolve il problema di
Dirichelet:

(2.21) {Agu:f n Q

U= su  08.
Tale u ¢ in C=(Q).
3. Il complesso di deRham

Sia X una superficie di Riemann. Indichiamo con £U)(X) lo spazio
delle forme differenziali esterne, a coefficienti complessi di classe C*°, su X.



466 26. ANALISI SULLE SUPERFICI DI RIEMANN

Il complesso di deRham si puo allora scrivere

(3.1) 0-->C--»£0(X) —L eW(x) —1 £@(Xx) 0.
Data una 1-forma «, la condizione che
(3.2) doo =0

€ necessaria perché I'’equazione
(3.3) du =«

possa avere soluzione. Condizione necessaria e sufficiente affinché una uno-
forma « sia esatta (cioe che la (3.3) ammetta soluzione) ¢ che sia verificata
la:

(3.4) 74 a=0

per ogni laccetto v in X .Supponiamo che X sia connessa e compatta. Allora

una due-forma w € £?)(X) & esatta (cioe & uguale al differenziale di una
uno-forma) se, e soltanto se,

(3.5) //Xw:O.

Definizione 3.1. Posto S(j)(X) =0 per j # 0,1, 2, definiamo i quozienti :
ker (d: EV(X) — EUTD(X))

d(EU-D(X))
gruppt di coomologia di deRham di X.

In particolare HO(X) = {u € £0(X) | du = 0} ¢ il sottospazio delle fun-
zioni localmente costanti su X. Se X & connesso, H’(X) ~ C ed in genereale
HO(X) ~ C™X) se 1y(X) indica l'insieme delle componenti connesse di X.

(3.6) H’(X)

4. Il complesso di deRham a coefficienti compatti

La coomologia di deRham definita nel paragrafo precedente ¢ isomorfa
alla coomologia singolare a coeffienti in C (teorema di deRham). In questo
paragrafo definiremo la coomologia di deRham a supporti compatti e dimo-
streremo un risultato che indica come essa si colleghi all’omologia singolare
a coefficienti in C.

Lemma 4.1. Sia k una curva chiusa semplice regolare sulla superficie di
Riemann X. Possiamo costruire una 1-forma differenziale chiusa n = n, €
EMN(X), con supporto compatto in X, tale che:

(4.1) //n/\a:/a Vo e EV(X) con da=0.
X K

La 1-forma a supporto compatto n é univocamente determinata, modulo il
differenziale di una funzione a supporto compatto.
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DIMOSTRAZIONE. Supporremo nel corso della dimostrazione che X sia
connessa. Questa non e una restrizione, perché la k appartiene a una com-
ponente connessa di X ed a questa ci possiamo ricondurre nella discussione
che segue.

Fissiamo su X una metrica Riemanniana g compatibile con la struttura
complessa. Sia d; la distanza associata su X. Possiamo fissare un numero
reale € > 0 tale che Q. = {p € X |dy(z, k) < €} sia un aperto relativamente
compatto di X, con frontiera regolare, e che Q¢ \ || consista di due com-
ponenti connesse QF, di cui s rappresenti la frontiera comune. Possiamo
supporre che la curva orientata s sia una parte della frontiera di 2. Sce-
gliamo una funzione reale f, di classe C* in X, con supporto in €2, che sia
uguale a 1 in un intorno di |x| e consideriamo la forma 7, € £V (X) definita
da:

df in QF
4.2 .= ‘
(4.2) 7 {0 X\ Q.

Se a € una 1-forma chiusa di classe C* in X :

v nne
:/Q;df A«
=/Q€_d<fa)
:/Hfoz:/na.

Sen € 5(1)(X ) & un’altra forma a supporto compatto che soddisfa (4.1)),
allora la differenza 8 = n — n’ soddisfa:

//5/\04:0 Vo e EV(X) con da=0.
X

Se v & una qualsiasi curva semplice chiusa, regolare di classe C*°, in X,
possiamo costruire, nello stesso modo in cui abbiamo costruito la 7, nella
prima parte della dimostrazione, una forma chiusa a supporto compatto 7,

per cui risulta:
5= oo
o X

Questa condizione ci dice che esiste una funzione u € £ (X) tale che 8 =
du. Se X e compatta, non c’e altro da dimostrare. Se X non e compatta,
osserviamo che la u ¢ localmente costante sul complementare del compatto
supp(8) C X. Possiamo scegliere la u uguale a zero su una delle componenti
connesse non relativamente compatte di X \ supp(3). Se X \supp(/) ha una
sola componente connessa non relativamente compatta, la u ha supporto
compatto e non c’e altro da dimostrare. Consideriamo quindi il caso in
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cui X \ supp(/3) abbia almeno due componenti connesse non relativamente
compatte e fissiamo due punti p e g che appartengano a due componenti
connesse non relativamente compatte distinte. Possiamo allora trovare una
curva v : R — X, regolare di classe C*°, con v(0) = p, v(1) = ¢ e y(t)
divergente per t — +o0o. Ripetiamo ora per la curva v una costruzione
analoga a quella che abbiamo fatto all’inizio della dimostrazione per la x:
costruiamo un intorno tubolare U di v in X :

U=|]J{peXld(p(t) <et)}
teR

per una funzione €(t) > 0 tale che, per ogni ¢ € R fissato, la curva v divida
il disco B; = {p € X |d,(p,7(t)) < e(t)} in due componenti connesse B, in
modo tale che B;\ |y| = BT UB™ e B; contenga nella sua frontiera la curva
orientata v N B;. Possiamo ancora supporre che By e B; siano contenuti,
con le loro chiusure, in X \ supp(f). L’intorno tubolare U risultera diviso
dalla curva v in due componenti connesse U*. Fissiamo a questo punto una
funzione F € £)(X) con supp(F) C U e F(z) = 1 in un intorno U’ di ||

in U. Allora

dF in U™

o= _

0 in X\U~™
e una l-forma differenziale chiusa, di classe C*°, in X. Possiamo supporre
che U abbia frontiera regolare di classe C*°. Consideriamo ora un dominio
D™, con frontiera regolare a tratti, contenuto in U™, tale che § D~ consista
dell’arco di v che congiunge p a ¢, di un arco della frontiera di U, e di

due archi che congiungano rispettivamente p e g alla frontiera di U e non
intersechino il supporto di 5. Otteniamo allora:

o= [ 3na

= // i BA« perché supp(B A a) C D™

:/ BNdF perché a =dF in D~ Cc U™
D-

:—/ B perché F-=0sudD” \|y|eF=1suly
YNOD—

=— / du
YNdD—

= u(p) — u(q).

Questo dimostra che u & costante su X \ supp(8) e quindi, poiché ¢ nulla su
una delle componenti non relativamente compatte di X \ supp(53), ¢ nulla
su tutte le componenti connesse non relativamente compatte di X \ supp(3)
ed ha quindi supporto compatto. O
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Definizione 4.2. Indichiamo con &SQHP(X ) il sottospazio di £)(X) delle
forme che hanno supporto compatto in X. Abbiamo il complesso di deRham
a supporti compatts :

(43) 0— gc(([))l)rlp(X) L} gc((ll)np(X) # gc(gl)np(X) — 0.
I quozienti :
X = kerd: Ep(X) = E53 (X)
d (ggggy (X))
dove si & posto 50%211 X)=0sej#0,1,2) sidicono i gruppi di coomologia
P
di deRham a coefficienti compatti.

HI

comp(

Il Lemma precedente si puo quindi riformulare nel modo seguente :

Proposizione 4.3. Una curva semplice chiusa k di classe C*° di una super-
ficie di Riemann X determina un’unica classe di coomologia di deRham a
coefficienti compatti [x] € Hy, (X)) tale che la ([.1)) valga per ognin € [K].

Osserviamo che Hgomp (X) & la somma diretta di tante copie di C quante
sono le componenti connesse compatte di X. Se X non ha componenti

connesse compatte, allora Hgomp(X ) = {0}, mentre in generale Hgomp (X) =

H{keno(x), kexy C-
I risultati di questo paragrafo e quelli richiamati nel paragrafo precedente
si possono riassumere nel seguente :

Teorema 4.4 (Teorema di dualtita). Sia X una superficie di Riemann, sia
§ un intero con 0 < j <2 e siano £ € H/(X) e pu € Hgo_n]lp(X) due classi di
coomologia di deRham, di cui la seconda con supporto compatto. Allora il
valore dell’integrale :

(%) //Xa/\ﬁ con a€& fep

¢ indipendente dalla scelta dei rappresentanti o € £ e 8 € p.
L’applicazione
(4.4)

I (X) x H25(X) 3 (€,1) = (El) = //Xaw €C (act fep)

e un accoppiamento di dualita. E| In particolare :

(i) Sea € E(X) eda = 0, condizione necessaria e sufficiente affinché
esista u € EU=V(X) tale che du = o é che

(4.5) //Xa/\ﬁ:O VB € Eain(X) condB =0.

2Cib significa che & bilineare e che (i): (€|u) = 0 per ogni y € HZ,.4,(X) se e soltanto
se £ =0, (#) (€|p) = 0 per ogni & € HI(X) se e soltanto se u = 0.
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(ii) Se B € Elomp(X) € dB = 0, condizione necessaria e sufficiente
affinché esista v € &Eg;ﬁ) (X) tale che dv = ¢é che

(4.6) //oz/\ﬁzo Va € £279(X) conda = 0.
X

5. Forme differenziali su una superficie di Riemann

Sia X una superficie di Riemann. Lo spazio £ (X) delle 1-forme dif-
ferenziali di classe C* a coefficienti complessi su X si puo decomporre nel-
la somma diretta di due sottospazi, che indicheremo rispettivamente con
E10(X) ed £OD(X). 1l sottospazio £10(X) (risp. £OD(X)) contiene
tutte le o € £M(X) tali che, per ogni aperto U di X ed ogni v € O(U),
risulta a A du = 0 (risp. a A du = 0).

Se z & una coordinata locale su un aperto U di X, abbiamo £10(U) =
EDdz ed EONU) = O dz (ove, se z = x + iy, & dz = dx + idy, e
dz = dz —idy).

Risultano cosi definiti, su una superficie di Riemann X, due operatori:

(51)  9:E0X) 5 EMNX) e 0:EV(X) - EOD(X)
e possiamo scrivere
(5.2) d=0+0.

I due operatori 9 e O si esprimono, in una coordinata olomorfa locale z,
mediante:
ou ou

(5.3) ou=——dz, Ou=

3 O (x
P (%dz se ueV(X),

ove abbiamo posto:

ou 1 (0u Ou ou 1 [0u n Ou

— =5 —i7 —==|==+iz=]).

0z 2\ox 0y)’ 0z 2\0r Oy
Osserviamo che condizione necessaria e sufficiente affinché f € O(X) sia
olomorfa & che 0f =0 in X.

Una 1-forma si esprime in coordinate locali mediante o = adx + bdy,
ovvero « = udz +vdz, ove a = u+ v, b = i(u — v). Abbiamo allora:

{aa:g‘zldz/\dx+glz’dz/\dy :%dz/\dé

5.4
(54 da = %2dz Ndx + dz Ndy = —%¢dzNdz.

Osserviamo che, per ogni funzione u € £©) (X), risulta:
(5.5)

- - 1 /0%u 0%*u B i (0*u O3
Quindi, per ogni aperto €2 di X, avremo:
(5.6) H(Q) =: Cop HE = {u € £V(Q) |00u = 0}

per ogni scelta di una metrica g compatibile con la struttura complessa.
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Indichiamo con A : £0(X) — £®(X) l'operatore differenziale alle
derivate parziali del secondo ordine definito da:

(5.7) Au = 2i00u  YueEO(X).

Poiché, fissata una metrica Riemanniana g compatibile con la struttura
complessa, con 2-forma associata wy, risulta:

(5.8) Au = (Agu) wy vu e EO(X),

per la discussione svolta nel paragrafo precedente, se X ¢ connesso e com-
patto, una u € £0)(X) che soddisfi ddu = 0, cioe Au = 0, & costante, e
I’equazione

= 5(0)(X)
(5.9) {Au:Qiaau:f€5(2)(X)

ha soluzione se e soltanto se

(5.10) //szo.

Se invece X ¢ una superficie di Riemann connessa e non compatta, allora
per ogni w € £?)(X) esiste una u € £ (X) tale che Au = 2i 0du = w.

Ricordiamo che per le 1-forme vale il:

Teorema 5.1 (Formula di Stokes). Se w é una 1-forma in X e D ¢é una
due-catena, allora :

ol

Come conseguenza della formula di Stokes, elenchiamo nella proposizione
seguente alcune formule utili di integrazione per parti.

Proposizione 5.2. Sia X una superficie di Riemann e sia § C X un aperto
relativamente compatto, con frontiera di classe C* a tratti.

(1) Siano o € EV(X) ed f € £O(X). Allora:

(5.12) /mfa:/gfda+//9(df)Aa.

(I1) Se o € EM(X) ¢ chiusa, allora :

(5.13) /ma ~ 0.

(ITT) Siano o € EMN(X) ed f € £O(X). Sesupp(a)nsupp(f) é compatto
i X, allora:

(5.14) J[ raa=[[ anar.



472 26. ANALISI SULLE SUPERFICI DI RIEMANN

Teorema 5.3. Siano ¢,v € £(X), con supp(¢) Nsupp(yp) compatto in
X. Allora :

(5.15) [ oav= [[ vao.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti:
Y 00 — ¢ OO = 1) 0P + ¢ DY
= d0¢p + ¢ dOy
=d(Y 9+ ¢ ) — dip N Ip — dp N\ O
=d(¢ 0 + ¢ OY) — Y N D¢ — D A
=d(y0p+ ¢ ).

La tesi ¢ allora una conseguenza del teorema di Stokes: poiché il differenziale
1 ¢ + ¢ 0y ha supporto compatto, otteniamo :

//X¢A¢_//X¢A¢:2i//Xd(¢5¢+¢5w)=0.

Da questa formula, e dal teorema di regolarita per le soluzioni deboli
(cioe nel senso delle distribuzioni) delle equazioni ellittiche, ricaviamo :

O

Teorema 5.4 (Lemma di Weyl). Condizione necessaria e sufficiente affin-

ché una funzione (a valori complessi) uw € L2 (X) sia armonica (coincida

cioé quasi ovunque con una funzione di H(X)) é che:
(5.16) // ulAgp =0 Vo e EO(X) con supp(¢) € X .
b's

6. Operatore *, forme armoniche e forme olomorfe

Sia X una superficie di Riemann e fissiamo su di essa una metrica con-
forme g. Indichiamo con wy la due-forma canonica definita nella coordinata
locale z = x + iy da:

(6.1) wg = /gl dx Ndy.

La metrica g definisce dei prodotti scalari, che indichiamo con (- |- )4, sulle
fibre degli £). Definiamo l'operatore :

(6.2) % EM(X) - (X)), m=0,1,2
mediante :
(6.3) BA (xa) = (a|B)gw, VYo, Be€EV(X) j=0,1,2.

In coordinate locali valgono le espressioni :
wu=u-w, se uc&O(X),

(6.4) < *(adr +bdy) = —bdx +ady se a=adr+bdycEV(X),
sn=uv/\/]g] se n=vdrAdyeE?DX).



6. OPERATORE %, FORME ARMONICHE E FORME OLOMORFE 473

Osserviamo che * : €M (X) — £1(X) dipende solo dalla struttura comples-
sa e non dalla metrica conforme g fissata.
Vale inoltre la formula:

(6.5) Au = d(x(du)) = 2i00u  Vu e EO(X).

Definizione 6.1. Una 1-forma o € €M) si dice:

esatta se o = du per qualche u € EO(X);

coesatta se o = dv per qualche v € £©) (X);

chiusa se da = 0;

cochiusa se d(xa) = 0;

armonica se per ogni punto p € X possiamo trovare un intorno
aperto € di p e una funzione u € C ® H(Q) tale che a|q = du.

Indicheremo nel seguito con H((X) lo spazio vettoriale delle forme
armoniche su X.

Proposizione 6.2. Una 1-forma o € EM(X) ¢ armonica se e solo se &
chiusa e cochiusa.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se o € armonica, da = 0 perché « ¢ localmente
esatta. La formula ci dice poi che a € cochiusa.

Viceversa, se « ¢ chiusa, abbiamo localmente o« = du. Essendo anche
cochiusa, avremo anche d(x(du)) = 0 e, per la (6.5), la u risulta armonica
dov’e definita. O

Definizione 6.3. Sia Q un aperto di X. Una 1-forma o € E0(Q) si dice
olomorfa se per ogni punto p di €2 esiste un intorno aperto U, di p in 2 e
una funzione olomorfa u € O(Up) tale che a|y, = du. Le 1-forme olomorfe

su X formano un sottospazio vettoriale £2(X) di £19)(X).

Proposizione 6.4. Sia X una superficie di Riemann ed € un aperto di X.

(a) Seue H(), allora du é un differenziale olomorfo.

(b) Se u,v e O(Q), allora wdv é un differenziale olomorfo in €.

(¢) Supponiamo che z sia una coordinata locale definita su Q. Un dif-
ferenziale a = udz+vdz € EM(Q) ¢ olomorfo se e soltanto se: (i)
v=0, (i) ue OQ).

(d) Una forma a € EM(X) & olomorfa se e soltanto se a € £10)(X)
edo = 0.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia u € £©(Q). Se z ¢ una coordinata locale su
un aperto U C Q, allora Ou = u,0z, ove u, = du/0dz. La condizione che du
sia un differenziale olomorfo equivale percio al fatto che ddu = 0, cioeé che
u € H(Q).

(b) Se u,v € O(R), abbiamo d(udv) = 0. Infatti, se z ¢ una coordi-
nata locale su un aperto U C Q, udv = u(0v/0z)dz e quindi d(udv) =
0 (u (0v/9z))Adz e il secondo membro & uguale a zero in quanto 9 (u (Jv/0z))
0 perché u (0v/0z) € olomorfa in U. Poiché udv & chiusa, essa ¢ localmente
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esatta. Ma se udv = df su un aperto U C €, con f € £O(U), avremo
Of =udv e df =0. Quindi f & olomorfa in U e cido dimostra che udv & un
differenziale olomorfo.

(c¢) Supponiamo ora che su (2 sia definita una coordinata locale z. Se
a=udz+vdz €& (1)(9) ¢ un differenziale olomorfo, allora per ogni punto
p di Q possiamo trovare un intorno aperto U di p in e una f € O(U)
tale che df = . Poiché df = (0f/0z) dz, avremo u|y = (0f/0z) € O(U) e
v|y = 0. Poiché una funzione localmente olomorfa & olomorfa e una funzione
localmente nulla & nulla, concludiamo che v =0 e u € O(Q). Per la (b), le
() e (i7) sono anche sufficienti affinché « sia un differenziale olomorfo.

(d) Sia ©Q un qualsiasi aperto di X. Se u € O(Q), chiaramente du €
E10)(Q) ed ¢ esatta. Quindi una forma olomorfa appartiene ad £19(Q) ed
& chiusa perché localmente esatta. Viceversa, se a € £1:9)(X) ¢ chiusa, essa
e localmente esatta. Fissiamo un qualsiasi aperto U di X su sui « sia esatta.
Se u € £EO(U) soddisfa du = «, abbiamo du = du = o e du = 0. Quindi
u € O(U). Per larbitrarieta di U questo dimostra che o € £2(X). O

Proposizione 6.5. Sia X una superficie di Riemann. Una 1-forma a é
armonica se e soltanto se esistono due forme olomorfe ay e ag tali che
(6.6) a=a)+ay.

Le forme a1, a2 € 2(X) in sono univocamente determinate.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che, se a = a1? + (%D ¢ la decompo-
sizione di a nelle sue componenti in £19(X) ed £V (X), abbiamo:
(6.7) s =—iab0) 40
La forma « € armonica se e soltanto se & al tempo stesso chiusa e cochiusa.
Queste condizioni sono equivalenti al fatto che sia (10 che a(®V) siano forme
chiuse. Per il punto (d) della Proposizione o = a9 ed ay = oD

sono olomorfe. L’unicita segue dal fatto dall’unicita della decomposizione
EM = g0 (x) @ £0D(X). O

Osserviamo che #2 = xox : EB — €M) ¢ Papplicazione che fa corrispon-
dere ad ogni forma « la sua opposta (—a). Possiamo quindi caratterizzare
i sottospazi £10(X) e £O1(X) di M) come gli autospazi relativi rispetti-
vamente agli autovalori (—i) e i dell’operatore x. Otteniamo in particolare
la caratterizzazione :

Proposizione 6.6. Sia X una superficie di Riemann. Una 1-forma o é
olomorfa se una delle condizioni sequenti ¢ soddisfatta :

(1) Esiste una forma armonica f tale che a =  +i(x5);
(2) da =0 e xa = —ia.

DIMOSTRAZIONE. Il fatto che la (2) sia necessaria e sufficiente segue
subito dal fatto che £(10 & autospazio relativo all’autovalore (—i) dell’o-
peratore * su £1(X) e dalla (d) della Proposizione



7. SPAZI DI HILBERT DI FORME DIFFERENZIALI 475

Supponiamo ora che 3 sia armonica. Allora ¢ chiusa e cochiusa e quindi
a = B +i(x8) & chiusa. Inoltre *(5 + i(x3)) = (x8) —i8 = (—i)(B + i(x08))
implica che a € £1:0)(X) e quindi a € 2(X) per la (d) della Proposizione
0.4

Viceversa, se o € 2(X), allora sia a che @ sono differenziali armonici.
Poniamo = (a—a)/2. Allora (8 & un differenziale armonico, 8 = —i(a+a)
e quindi a = B + i(*f) ¢ la decomposizione in (1). O

7. Spazi di Hilbert di forme differenziali

Sia X una superficie di Riemann. Abbiamo osservato che ’applicazione
% : EW(X) - EM(X) ¢ definita in modo invariante a partire dalla struttura
complessa di X.

Sia Q un qualsiasi aperto di X e indichiamo con Sc(cl)r)np (Q) lo spazio delle
1-forme di £ (X)) che hanno supporto compatto contenuto in Q. Su di esso
possiamo considerare la norma pre-Hilbertiana || - || definita da:

(7.1) |M%ﬁ:/éaA@® per o € EL)L(9Q).

Indichiamo con £M(Q) il completamento di &%I)np((l) rispetto a questa nor-
ma. Gli elementi di £1)(Q) sono le 1-forme di quadrato sommabile su Q.
Osserviamo che, se z = x + iy € una coordinata locale in un aperto U C {2,
allora la restrizione ad U di una I-forma a € £)(Q) si pud rappresenta-
re come una l-forma udz + vdz, con u e v funzioni (a valori complessi)
misurabili e

(7.2) aA(xa)=i(ut+vd)dz Adz =2 (|[u]* + |v|*) dz A dy in U.

Lo spazio £)(Q) & uno spazio di Hilbert per il prodotto scalare :

(7.3) QMmm:/LmA@@) per an,an € £L(Q).

Osserviamo che 'operatore * si estende con continuita a una isometria dello
spazio di Hilbert £ (). Si verifica infatti facilmente che ((xa1)|(xa2))q =

(a1|ag)q per ogni ag, an € E(Scl,l)np(Q) e quindi per ogni aq,ag € E(l)(Q).
Proposizione 7.1. Sia Q) un aperto relativamente compatto della superficie

di Riemann X, con frontiera 6 di classe C* a tratti, e siano o € EM(X),
fe&O(X). Allora:

(7.4) (df | *a)nz//gfda—/mfa-

DIMOSTRAZIONE. Il primo membro della ([7.4) & l'integrale su Q della
forma differenziale —(df) A @. Osserviamo che —(df) Na = —d(f @) + f da,
ed applichiamo la formula di Stokes per ottenere ([7.4]). [l
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Proposizione 7.2. Sia Q un aperto relativamente compatto della superficie
di Riemann X, con frontiera §Q di classe C* a tratti, e siano ¢, € E©) (X).

Allora :
(debrdw)w://gqmm/m*(w@

~ [[ @ni+ [ wwao.

DIMOSTRAZIONE. Applichiamo la formula di Stokes, tenendo presente
che

(7.5)

dp A (xdp) = d (¢ (xd)) — pd(xdyp) e d(xdy)) = Ad.
La seconda uguaglianza si ottiene dalla prima coniugando ambo i membri e
scambiando tra loro ¢ e 1. (|

Proposizione 7.3. Sia ) un aperto relativamente compatto della superficie
di Riemann X, con frontiera 5Q di classe C* a tratti, e siano ¢, € E©) (X).
Allora :

(7.6) (dd| » dip) = — /5 o) - /5 (d0).

DIMOSTRAZIONE. Il primo membro della (7.6 ¢ l'integrale su Q della
forma

—d¢ NdY = —d(¢p dp) = d(¢ dg).
La formula ((7.6) ¢ quindi conseguenza della formula di Stokes. U
Proposizione 7.4. Sia Q) un aperto relativamente compatto della superficie

di Riemann X, con frontiera 6Q di classe C' a tratti, sia f € £0(X) e sia
a € EN(X) una 1-forma chiusa. Allora :

(7.7) /mfa://gdf/\a.

DIMOSTRAZIONE. La ([7.7) segue dalla formula di Stokes e dal fatto che
d(f a) = df A a perché abbiamo supposto che « sia chiusa. O

Proposizione 7.5. Sia ) un aperto relativamente compatto della superficie
di Riemann X, con frontiera 0 di classe C a tratti, e siano f € O(X) una
funzione olomorfa ed o € 2(X) una forma olomorfa su X. Allora :

(7.8) //Qdf/\a:Q/m(Ref)a:% /m(hnf)a.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che f a € 2(X). In particolare f o € una
1-forma chiusa e quindi anche f@ & chiusa e |, so /@ = 0. Questa relazione
si puo scrivere :

2/§Q(Ref)a:2i /m(lmf)a:/mfa.

La tesi segue allora dalla (7.7) (con @ al posto di «). O
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8. Forme armoniche e coomologia di deRham

In questo paragrafo studieremo in particolare la coomologia di deRham
delle superficie di Riemann compatte.
Vale il seguente:

Teorema 8.1. Sia X wuna superficie di Riemann compatta. L’applicazione :
(8.1) HD(X) 3 a— [o] e HY(X),
che associa ad ogni 1-forma armonica in X la sua classe di coomologia di

deRham, & un isomorfismo lineare.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo innanzi tutto che I’applicazione & iniettiva.
Se a € HW(X) ed esiste una u € £)(X) tale che a = du, allora abbiamo:

ol = [[ ana)
= //du/\ (xa)

= // d(u A (xar)) perché & & cochiusa
=0 per la formula di Stokes
e quindi o = 0.

Sia ora a € £M(X) una I-forma chiusa. Osserviamo ora che, sempre
per la formula di Stokes, risulta

//Xd(*a):o.

Per i risultati sull’operatore di Laplace che abbiamo richiamato nel esiste
una u € £0(X) tale che d(xdu) = Au = d(xa). Allora a — du & una forma
armonica, coomologa ad o in H!(X). O

Definizione 8.2. Una curva semplice chiusa v su X separa X se X \ ||
non € connesso.

Abbiamo:

Teorema 8.3. Se esiste sulla superficie di Riemann X una curva semplice
chiusa che non la separa, allora la classe di coomologia [y] di~y € # 0. Quindi
esiste su X un differenziale armonico # 0.

DIMOSTRAZIONE. Poiché v non separa X, vi € una curva semplice chiusa
K che interseca 7 in un solo punto p. Sia U un intorno tubolare di |y| in X,
che || divide in due componenti connesse U*, con ~ parte della frontiera
orientata di U~. Se f & una funzione di £ (X ) con supporto in un intorno
tubolare U di ||, uguale a 1 in un intorno tubolare U’ C U di ||, e poniamo

Cfdf i U-
=Y o x\U-.
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Allora:
<[%LM>=/%=1#0

dimostra che le classi di coomologia [k] e [y] non sono nulle.
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