
CAPITOLO I

VARIETÀ DIFFERENZIABILI

§1 Varietà topologiche

Sia X = (X, τ) uno spazio topologico. Una carta locale di dimensione n in X è
il dato (U, φ) di un aperto U di X e di un omeomorfismo φ : U −→ φ(U) = Ω ⊂ Rn

di U su un aperto Ω dello spazio Euclideo Rn. Se φ(x0) = 0 per un punto x0 di U ,
diremo ancora che x0 è il centro della carta locale.

Se (U, φ), (V, ψ) sono due carte locali di dimensione n di X, con U ∩ V 6= ∅,
allora φ(U ∩ V ) e ψ(U ∩ V ) sono due aperti non vuoti di Rn e l’applicazione:

(1.1) φ ◦
(
ψ
∣∣ψ(U∩V )

U∩V

)−1

: ψ(U ∩ V ) −→ φ(U ∩ V )

è un omeomorfismo, che si dice la funzione di transizione dalla carta (V, ψ) alla
carta (U, φ).

Diciamo che X è una varietà topologica di dimensione n se ogni suo punto
ammette un intorno aperto omeomorfo a un aperto di Rn.

Osservazione 1 Ogni punto di una varietà topologica di dimensione n ammette un intorno

aperto omeomorfo a Rn.

Sia infatti U un intorno aperto di un punto x di una varietà topologica X e φ : U −→ Ω ⊂ Rn

un omeomorfismo di U su un aperto Ω di R
n. Fissiamo una palla aperta B, con centro in φ(x),

contenuta in Ω e un omeomorfismo ψ : B −→ Rn. Allora φ−1(B) = V ⊂ U è un intorno aperto di

x in X e ψ ◦ φ : V −→ Rn un omeomorfismo di un intorno aperto V di x in X con Rn.

Osservazione 2 La dimensione n di una carta locale in un punto p ∈ X è un invariante

topologico. Infatti non esistono omeomorfismi tra aperti di spazi Euclidei di dimensione diversa

(vedi ad es. [W.Hurewicz, H.Wallman, Dimension Theory. Princeton, Princeton Univ.Press,

1941]) .

Una famiglia A = {(Ui, φi)
∣∣ i ∈ I} di carte locali di X si dice un atlante se

{Ui
∣∣ i ∈ I} è un ricoprimento di X .

Le funzioni di transizione1

(1.2) φij = φi ◦
(
φj
∣∣φj(Ui∩Uj)

Ui∩Uj

)−1

: φj(Ui ∩ Uj) −→ φi(Ui ∩ Uj)

dalla carta (Uj , φj) alla carta (Ui, φi), al variare di i, j in I, si dicono funzioni
di transizione dell’atlante A. Poniamo Ωi = φi(Ui), Ωij = φj(Ui ∩ Uj). Allora
Ωij ⊂ Ωj e le funzioni di transizione φij : Ωij −→ Ωji soddisfano:

(1) Ωii = Ωi e φii è l’identità su Ωi.

1Per semplicità penseremo le funzioni di transizione definite anche quando Ui ∩ Uj = ∅,
ammettendo che la funzione vuota sia l’unico omeomorfismo dell’insieme vuoto.
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2 GEOMETRIA DIFFERENZIALE

(2) φ−1
ij = φji per ogni i, j ∈ I.

(3) φij(Ωij ∩ Ωkj) = Ωji ∩ Ωki per ogni i, j, k ∈ I e il seguente diagramma è
commutativo:

(1.3)

Ωij ∩ Ωkj
φij−−−−→ Ωji ∩Ωki

φkj

y
yφki

Ωik ∩ Ωjk Ωjk ∩Ωik

Proposizione 1.1 Sia X una varietà topologica di dimensione n e sia A =
{(Ui, φi)}i∈I un atlante di X. Allora X è omeomorfo alla somma topologica degli
aperti Ωi = φi(Ui) dello spazio Euclideo Rn, rispetto alle funzioni di incollamento

φij : Ωij = φj(Ui ∩ Uj) −→ Ωji = φi(Ui ∩ Uj).

Sia data viceversa una famiglia {Ωi}i∈I di aperti di Rn e per ogni coppia di
indici i, j ∈ I sia assegnato un sottoinsieme aperto Ωij di Ωj e omeomorfismi
φij : Ωij −→ Ωji tali che siano soddisfatte le proprietà (1), (2), (3) elencate sopra.
Allora la somma topologica degli Ωi rispetto alle funzioni di incollamento φij è una
varietà topologica di dimensione n.

Dim. Indichiamo con
⊔
i∈I Ωi l’unione disgiunta degli aperti Ωi ⊂ Rn, e definiamo

l’applicazione

ψ̃ :
⊔

i∈I

Ωi −→ X , mediante ψ̃ ◦ ιi = φ−1
i ∀i ∈ I .

Per passaggio al quoziente otteniamo un’applicazione continua

ψ :
⊎

(Ωi,Ωij, φij) −→ X ,

che è bigettiva ed aperta, e quindi un omeomorfismo.
Viceversa, per la [Proposizione 3.2 del Capitolo II, in Lezioni di topologia ge-

nerale, 2005-2006 ], gli affondamenti ji degli aperti Ωi nella somma topologica
X =

⊎
(Ωi,Ωij , φij) sono immersioni topologiche aperte : quindi X ammette un

ricoprimento mediante gli aperti di un sistema di carte locali di dimensione n e
quindi è una varietà topologica di dimensione n. �

Esempio 1.1 La sfera Sn è una varietà topologica di dimensione n. Infatti le
proiezione stereografiche dai due poli (±e0) sul piano equatoriale :

φ+ : U+ = Sn \ {+e0} −→ Rn , φ+(x0, x1, . . . , xn) =
(

x1

1−x0 , ... ,
xn

1−x0

)

φ− : U− = Sn \ {−e0} −→ Rn , φ−(x0, x1, . . . , xn) =
(

x1

1+x0 , ... ,
xn

1+x0

)

definiscono un atlante {(U+, φ+), (U−, φ−)} con funzioni di transizione

φ−,+ , φ+,− : Rn \ {0} −→ Rn \ {0} φ−+(y) = φ+−(y) = y/|y|2 .
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Esempio 1.2 Lo spazio proiettivo reale di dimensione n è una varietà topologica
di dimensione n. Un atlante A di RPn è descritto nelle coordinate omogenee dagli
aperti

Ui = {(x0 , x1 , . . . , xn)
∣∣xi 6= 0} per i = 0, 1, ..., n

e dagli omeomorfismi

φi : Ui ∋ (x0 , x1 , . . . , xn) −→
(

x0
xi
,

x1
xi
, ..., xn

xi

) ∈ Rni = {y ∈ Rn+1 | yi = 1} ≃ Rn .

Le funzioni di transizione sono le

φi,j : Ωi,j = {y ∈ Rnj | yi 6= 0} ∋ y −→ [yi]
−1 · y ∈ Ωj,i = {y ∈ Rni | yj 6= 0} .

Esempio 1.3 Lo spazio proiettivo complesso di dimensione n è una varietà topo-
logica di dimensione 2n. Un atlante A di CPn è descritto nelle coordinate omogenee
dagli aperti

Ui = {(z0 , z1 , . . . , zn)
∣∣ zi 6= 0} per i = 0, 1, ..., n

e dagli omeomorfismi

φi : Ui ∋ (z0 , z1 , . . . , zn) −→
(

z0
zi
,

z1
zi
, ..., zn

zi

) ∈ Cni = {y ∈ Cn+1 | zi = 1} ≃ Cn .

Le funzioni di transizione sono le

φi,j : Ωi,j = {y ∈ Cnj | ζi 6= 0} ∋ ζ −→ [ζi]
−1 · ζ ∈ Ωj,i = {ζ ∈ Rni | ζj 6= 0} .

Esempio 1.4 Sia Γ un sottogruppo additivo discreto di Rn e sia X = Rn/Γ lo
spazio quoziente ottenuto identificando due punti x, y ∈ Rn quando (x − y) ∈ Γ.
Sia δ = min{|γ| | γ ∈ Γ\{0}} . Sia π : Rn −→ X = Rn/Γ la proiezione nel quoziente.
Per ogni x0 ∈ Rn, l’insieme Ux0

= {π(x+ x0) | |x| < δ/2} è aperto in X perché
π−1(Ux0

) =
⋃
γ∈Γ{|x+ γ − x0| < δ/2}; inoltre la :

ψx0
: Ω = {x ∈ Rn | |x| < δ/2} ∋ x −→ π(x+ x0) ∈ Ux0

è un omeomorfismo. Si verifica quindi che A =
{
(Ux0

, ψ−1
x0

)
∣∣ x0 ∈ Rn

}
è un atlante

che definisce su X una struttura di varietà topologica di dimensione n.

Abbiamo:

Proposizione 1.2 Una varietà topologica di dimensione n soddisfa l’assioma di
separazione T1. �

Esempio 1.5 Sia Y uno spazio topologico con la topologia discreta, contenente
almeno due punti. Consideriamo sul prodotto topologico R × Y la relazione di
equivalenza

(x, y)R(u, v)⇔





x = u e y = v

oppure

x = u > 0.
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Il quoziente X = (R×Y) /R è una varietà topologica di dimensione 1, ma non è
uno spazio di Hausdorff in quanto i punti di X corrispondenti a (0, y) e (0, v) con
y 6= v sono distinti, ma non ammettono intorni disgiunti.

Quindi una varietà topologica non è necessariamente uno spazio di Hausdorff.

Una varietà topologica X di dimensione n si dice numerabile all’infinito se esiste
una famiglia numerabile di insiemi compatti {Kν | ν ∈ N} tali che

(∗) Kν ⊂
◦

Kν+1 ∀ν ∈ N ,

∞⋃

ν=0

Kν = X.

Proposizione 1.3 Una varietà topologica di Hausdorff numerabile all’infinito è
paracompatta. Viceversa, le componenti connesse di una varietà topologica para-
compatta sono numerabili all’infinito. �

Teorema 1.4 Sia X una varietà topologica di Hausdorff, di dimensione n e
numerabile all’infinito. Allora X è uno spazio topologico localmente compatto,
metrizzabile e a base numerabile.

Dim. Osserviamo che ogni varietà topologica di dimensione n è localmente com-
patta. Infatti ogni carta coordinata è un aperto localmente compatto di X.

Poiché uno spazio regolare e a base numerabile è anche metrizzabile, è sufficiente
dimostrare che X è regolare a base numerabile.

Siano x0 ∈ X ed F un chiuso di X che non contiene x0. Fissiamo un intorno
aperto U di x0 che non interseca F . Poiché X è localmente compatto, possiamo
supporre che U sia compatto e non intersechi F . Poiché U , essendo un compatto
di Hausdorff, è uno spazio normale, per il Lemma di Urysohn esiste una funzione
continua φ : U −→ I = [0, 1] con φ(x0) = 0 e φ(x) = 1 se x ∈ bU . La funzione

φ̃(x) =

{
φ(x) se x ∈ U
1 se x ∈ X \ U

è continua, e vale 0 in x0 e 1 su F . Ciò dimostra che X è completamente regolare
e quindi regolare.

Dimostriamo ora che X è a base numerabile. A questo scopo consideriamo un
qualsiasi atlante A = {(Ui, φi,Ωi) | i ∈ I} di X.

Sia {Kν} una successione di compatti di X che godano delle proprietà (∗). Per
ogni intero non negativo ν, possiamo trovare un insieme finito di indici Iν tali che
Kν ⊂ ∪i∈Iν

Ui. L’insieme J = ∪∞ν=1Iν è numerabile e A′ = {(Ui, φi,Ωi) | i ∈ J}
è ancora un atlante di X. Ciascuno degli aperti Ui ammette una base numerabile
Bi perché omeomorfo a un aperto di Rn. Allora B = ∪i∈JBi è ancora numerabile
perché unione di una famiglia numerabile di insiemi numerabili ed è evidentemente
una base di X . �

§2 Funzioni differenziabili negli spazi Rn

Sia Ω un aperto di Rn ed

f : Ω ∋ x −→ f(x) = t(f1(x), ..., fm(x)) ∈ Rm
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un’applicazione di Ω in Rm. Diciamo che f ammette in x0 ∈ Ω derivata parziale
rispetto a xi se la funzione

t −→ α(t) = f(x0 + tei) ∈ Rm ,

definita in un intorno di 0 ∈ R, è derivabile in 0. Si pone allora

∂f(x0)

∂xi
=

d

dt
α(t)|t=0 = lim

t−→0

f(x0 + tei)− f(x0)

t
.

La f si dice differenziabile in x0 ∈ Ω se esiste una applicazione lineare df(x0) :
Rn −→ Rm tale che

f(x) − f(x0) − df(x0)(x− x0) = o(|x− x0|) per x −→ x0 .

Questa condizione significa che, per ogni ǫ > 0, possiamo trovare un intorno Uǫ di
x0 in Ω tale che

|f(x) − f(x0) − df(x0)(x− x0)| ≤ ǫ|x− x0| ∀x ∈ Uǫ .

Vale il :

Teorema 2.1 Sia Ω un aperto di Rn ed f : Ω −→ Rm un’applicazione. La f
ammette la derivata parziale ∂f(x0)/∂x

i (risp. è differenziabile in x0) se e soltanto
se ciascuna delle funzioni

Ω ∋ x −→ f j(x) ∈ R, j = 1, ..., m

ammette la derivata parziale ∂f j(x0)/∂x
i (risp. è differenziabile in x0).

Se f è differenziabile in x0 essa è continua in x0 ed ammette tutte le derivate
parziali ∂f(x0)/∂x

i (per i = 1, ..., n) in x0 e

df(x0)(v) = Jf(x0)v ∀v ∈ Rn

ove Jf(x0) è la matrice Jacobiana

Jf(x0) =




∂f1(x0)

∂x1

∂f1(x0)

∂x2
. . .

∂f1(x0)

∂xn

∂f2(x0)

∂x1

∂f2(x0)

∂x2
. . .

∂f2(x0)

∂xn

...
...

. . .
...

∂fm(x0)

∂x1

∂fm(x0)

∂x2
. . .

∂fm(x0)

∂xn




.

Ricordiamo il seguente :

Teorema 2.2 Sia Ω un aperto di Rn e sia f : Ω −→ Rm una funzione che ammette
derivate parziali ∂f(x)/∂xi rispetto alle coordinate x1, ..., xn di Rn in ogni punto
di Ω. Se le funzioni

Ω ∋ x −→ ∂f(x)

∂xi
∈ Rm
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sono continue in x0 ∈ Ω per ogni i = 1, ..., n, allora f è differenziabile in x0 .

Una funzione f : Ω −→ Rm che ammetta derivate parziali prime continue in Ω,
rispetto a ciascuna delle coordinate, si dice differenziabile di classe C1 in Ω .

Teorema 2.3 (Differenziazione della funzione composta) Siano f : Ω −→
Rm e g : G −→ Rℓ due funzioni di classe C1, definite rispettivamente su un aperto
Ω ⊂ Rn e su un aperto G ⊂ Rm. Se f(Ω) ⊂ G, allora la funzione composta
g ◦ f : Ω −→ Rℓ è differenziabile di classe C1 e

d(g ◦ f)(x) = dg(f(x)) ◦ df(x) ∀x ∈ Ω.

Le derivate parziali di ordine superiore di una funzione f : Ω −→ Rm si definiscono
per ricorrenza: se 1 ≤ i1, ..., im ≤ n e la derivata parziale ∂mf(x)/∂xi1....∂xim è
definita in Ω, e 1 ≤ j ≤ n, allora la derivata parziale

∂m+1f(x)/∂xj∂xi1 ....∂xim

è, quando esiste, la derivata parziale rispetto alla coordinata xj della funzione

Ω ∋ x −→ ∂mf(x)/∂xi1....∂xim ∈ Rm.

Vale il:

Teorema 2.4 Sia Ω un aperto di Rn e sia f : Ω −→ Rm una funzione che ammetta
derivate parziali del primo e del secondo ordine rispetto alle coordinate, continue
in Ω. Allora

∂f(x)

∂xi∂xj
=

∂f(x)

∂xj∂xi
∀1 ≤ i, j ≤ n, x ∈ Ω.

Una funzione f : Ω −→ Rm definita su un aperto Ω di Rn si dice differenziabile di
classe Ck in Ω se essa ammette derivate parziali continue in Ω fino all’ ordine k. Se
Ω è un aperto di Rn e A è un sottoinsieme di Rm, indichiamo con Ck(Ω, A) l’insieme
di tutte le funzioni f : Ω −→ A tali che Ω ∋ x −→ f(x) ∈ Rm sia differenziabile di
classe Ck in Ω.

Diremo che f è differenziabile di classe Ck nel punto x0 di Ω se esiste un intorno
aperto U di x0 in Ω tale che f |U sia differenziabile di classe Ck.

Per il teorema precedente, se f ∈ Ck(Ω,Rm), le sue derivate parziali fino all’ or-
dine k non dipendono dall’ordine in cui si eseguono le successive derivate prime:

∂hf(x)/∂xi1...∂xih = ∂hf(x)/∂xiσ1 ...∂xiσh

∀1 ≤ h ≤ k, 1 ≤ i1, ..., ih ≤ n, ∀σ ∈ Sh .

Associamo ad ogni h-upla (i1, ..., ih) di interi con 1 ≤ i1, ..., ih ≤ n un multiindice
α = (α1, ..., αn) ∈ Nn ove αj è il numero di indici r tali che ir = j. Definiamo allora

∂|α|f(x)

∂xα
= ∂hf(x)/∂xi1...∂xih .
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Indichiamo con Ck(Ω,Rm) l’insieme di tutte le funzioni differenziabili di classe
Ck in Ω ⊂ Rn, a valori in Rm. Se α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, scriveremo per semplicità

∂α invece di
∂α1+...+αn

∂xα1

1 ...∂xαn
n

,

α! = α1! · . . . · αn! ,

e, se x = t(x1, ..., xn) ∈ Rn,

xα = (x1)α
1 · ... · (xn)αn .

Poniamo

C∞(Ω,Rm) =

∞⋂

k=0

Ck(Ω,Rm).

Una funzione f : Ω −→ Rm si dice analitica reale in Ω se per ogni punto x0 ∈ Ω
la serie di Taylor

∑

α∈Nn

∂αf(x0)

α!
(x− x0)

α

è convergente in un intorno {|x−x0| < r} ⊂ Ω, con r > 0, e la sua somma è uguale
a f(x) in ogni punto di tale intorno.

L’insieme delle funzioni analitiche reali definite sull’aperto Ω di Rn, a valori in
Rm, si indica con Cω(Ω,Rm).

Vale la catena di inclusioni:

C0(Ω,Rm) ⊃ C1(Ω,Rm) ⊃ .... ⊃ Ck(Ω,Rm) ⊃ ....C∞(Ω,Rm) ⊃ Cω(Ω,Rm).

Se m = 1, scriviamo Ck(Ω) invece di Ck(Ω,R) e osserviamo che, per la formula
di Leibnitz,

∂α(fg) =
∑

β+γ=α

α!

β!γ!
(∂βf)(∂γg) , ∀f, g ∈ Ck(Ω), α ∈ Nn, |α| ≤ k ,

lo spazio vettoriale reale Ck(Ω) (per 0 ≤ k ≤ ω) è una R-algebra per il prodotto di
funzioni.

§3 Equazioni differenziali ordinarie

Richiamiamo i risultati fondamentali sull’esistenza, unicità e dipendenza dai dati
iniziali e dai parametri relativi al problema di Cauchy per sistemi di equazioni
differenziali ordinarie.

Teorema 3.1 (Peano) Sia Ω un aperto di Rm+1 e sia f : Ω −→ Rm una funzione
continua. Fissati (t0, y0) ∈ Ω, possiamo trovare un r > 0 e una funzione u :
[t0, t0 + r] −→ Rm di classe C1 tale che

(i) (t, u(t)) ∈ Ω ∀t0 ≤ t ≤ t0 + r,
(ii) u′(t) = f(t, u(t)) ∀t0 ≤ t ≤ t0 + r,

(iii) u(t0) = y0.
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Dim. Possiamo supporre per semplicità che t0 = 0, y0 = 0. Siano a > 0 ed R > 0
tali che

K = [−a, a]×B(0, R) ⊂ Ω.

Per il teorema di Weierstrass, la f è limitata sul compatto K: sia M > 0 tale che

|f(t, y)| ≤M ∀(t, y) ∈ K.

Fissiamo r > 0 tale che
rM < R.

Sia X l’insieme di tutte le funzioni continue u : [0, r] −→ Rm tali che |u(t)| ≤ R
per ogni 0 ≤ t ≤ r. Su X consideriamo la topologia della convergenza uniforme,
associata alla distanza

‖u− v‖ = sup
0≤t≤r

|u(t)− v(t)|.

Con questa topologia, X è uno spazio metrico completo. Consideriamo l’ applica-
zione

X ∋ u −→ Φ(u) ∈ C([0, r],Rm)

definita da

Φ(u)(t) =

∫ t

0

f(s, u(s))ds.

Abbiamo

|Φ(u)(t)| ≤
∫ t

0

|f(s, u(s))|ds ≤
∫ t

0

Mds = Mt ≤ R se 0 ≤ t ≤ r.

Quindi Φ(u) ∈ X per ogni u ∈ X . La funzione Φ è continua su X . Infatti la f è
uniformemente continua su K e quindi, fissato ǫ > 0, possiamo trovare η > 0 tale
che

|f(t, y)− f(s, z)| < r−1ǫ se (t, y), (s, z) ∈ K, |t− s| < η, |y − z| < η.

Siano u, v ∈ X con ‖u− v‖ < η. Allora

|Φ(u)(t)−Φ(v)(t)| =

∣∣∣∣
∫ t

0

(f(s, u(s))− f(s, v(s))ds

∣∣∣∣ ≤ r−1ǫt ≤ ǫ.

Osserviamo ancora che le funzioni di Φ(X) sono equicontinue ed equilimitate e
quindi Φ(X) è relativamente compatto in X per il teorema di Ascoli-Arzelà.

Consideriamo la funzione

X ∋ u −→ ‖u−Φ(u)‖ ∈ R

e sia
δ = inf

u∈X
‖u− Φ(u)‖.
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Dico che δ = 0. Infatti, fissato ǫ > 0, sia η > 0 tale che

|f(t, y)− f(s, z)| < r−1ǫ se (t, y), (s, z) ∈ K, |t− s| < η, |y − z| < η.

Consideriamo una partizione

0 = t0 < t1 < .... < tN = r

con |tj − tj−1| < (1 +M)−1η per j = 1, ..., N . Definiamo per ricorrenza

{
y0 = f(0, 0)

yj = yj−1 + (tj − tj−1)f(tj−1, yj−1) se j = 1, ..., N.

Consideriamo poi la funzione a scalini

ψ(t) = f(tj−1, yj−1) se t ∈ [tj−1, tj [, j = 1, ..., N.

La funzione

v(t) =

∫ t

0

ψ(s)ds

è lineare a tratti e appartiene a X . Inoltre

|ψ(t)− f(t, v(t))| < r−1ǫ ∀0 ≤ t ≤ r.

Infatti su ciascuno degli intervalli [tj−1, tj[ abbiamo:

|ψ(t)− f(t, v(t))| = |f(tj−1, yj−1)− f(t, yj−1 + (t− tj−1)f(tj−1, yj−1)| < r−1ǫ

perché
|tj−1 − t| ≤ |tj − tj−1| < η,
|(t− tj−1)f(tj−1, yj−1)| < (1 +M)−1Mη < η.

Quindi

|v(t)− Φ(v)(t)| ≤
∫ t

0

|ψ(s)− f(s, v(s))|ds ≤ r−1ǫt ≤ ǫ.

Dunque δ = 0.
Sia {uν} una successione in X tale che

lim
ν−→∞

‖uν − Φ(uν)‖ = 0.

Poiché Φ(X) è relativamente compatto in X , a meno di estrarre una sottosucces-
sione, possiamo supporre che

{Φ(uν)} sia una successione convergente in X.

Allora

‖uν−uµ‖ ≤ ‖(uν−Φ(uν))‖+‖uµ−Φ(uµ)‖ + ‖Φ(uν)−Φ(uµ)‖ −→ 0 se µ, ν −→∞
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e quindi la {uν} è una successione di Cauchy in X . Poiché X è completo, essa
converge a una funzione u ∈ X . Per la continuità di Φ, abbiamo

Φ(u) = u

e quindi

u(t) =

∫ t

0

f(s, u(s))ds ∀0 ≤ t ≤ r.

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che u ∈ C1([0, r], B(0, R)) e
che u soddisfa il sistema

{
u′(t) = f(t, u(t)) se 0 ≤ t ≤ r,
u(0) = 0.

Osservazione Sotto le ipotesi del teorema di Peano, la soluzione del problema

{
u′(t) = f(t, u(t)) se t0 ≤ t ≤ t0 + r

u(t0) = y0

può non essere unica. Consideriamo ad esempio fa funzione continua

f : R2 ∋ (x, y) −→ 3
√
y ∈ R.

Tutte le funzioni

uc(t) =

{
0 se 0 ≤ t ≤ c√(

2
3 (x− c)

)3
se t ≥ c

per c ≥ 0 sono soluzioni di

{
u′(t) = 3

√
u(t) se t ≥ 0,

u(0) = 0.

Un’altra dimostrazione del Teorema di Peano

Siano K, M , r e X definiti come in precedenza. Fissato un qualsiasi numero
reale positivo 0 < ǫ < r, vi è una e una sola funzione uǫ ∈ X che soddisfa:





uǫ(t) = 0 se 0 ≤ t ≤ ǫ

uǫ(t) =

∫ t

0

f(s, uǫ(s− ǫ))ds se ǫ ≤ t ≤ r.

Si verifica facilmente che la famiglia {uǫ} ⊂ X è relativamente compatta in X per il
teorema di Ascoli-Arzelà. Possiamo quindi trovare una successione {ǫν} infinitesima
tale che

uǫν −→ u in X.

Passando al limite sotto il segno di integrale, otteniamo allora

u(t) =

∫ t

0

f(s, u(s))ds se 0 ≤ t ≤ r.
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Per il teorema fondamentale del calcolo integrale la u è una funzione di classe C1
su [0, r] e soddisfa:





(t, u(t)) ∈ Ω ∀0 ≤ t ≤ r
u(0) = 0

u′(t) = f(t, u(t)) se 0 ≤ t ≤ r.

Teorema 3.2 (Unicità) Sia Ω un aperto di Rm+1 = Rt ×Rmy e sia f : Ω −→ Rm

una funzione continua, che ammette derivate parziali prime continue rispetto alle
variabili y1, ..., ym. Sia (t0, y0) ∈ Ω. Se uj : [t0, t0 + rj ] −→ Rm (con rj > 0 per
j = 1, 2) sono funzioni di classe C1 che risolvono il sistema:





(t, uj(t)) ∈ Ω se t ∈ [t0, t0 + rj ],

u′j(t) = f(t, uj(t)) se t ∈ [t0, t0 + rj ],

uj(t0) = y0

allora
u1(t) = u2(t) ∀t0 ≤ t ≤ t0 + min{r1, r2}.

Dim. Poniamo r = min{r1, r2} e sia

A = {t ∈ [t0, t0 + r] | u1(t) = u2(t)}.
L’insieme A è chiuso perché le funzioni uj sono continue. Esso contiene t0 e quindi
non è vuoto. La componente connessa A0 di t0 in A è un intervallo chiuso [t0, t1]
con t0 ≤ t1 ≤ t0 + r. Dico che t1 = t0 + r. Infatti, se fosse t1 < t0 + r, avremmo

uj(t) = y1 +

∫ t

t1

f(s, uj(s))ds se t1 ≤ t ≤ t0 + r, j = 1, 2

con
y1 = u1(t1) = u2(t1).

L’aperto Ω contiene un intorno di (t1, y1) della forma

K = {|t− t1| ≤ r1} ×B(y1, R1).

Su K abbiamo ∣∣∣∣
∂f(t, y)

∂y

∣∣∣∣ ≤ L <∞.

Inoltre, poiché le uj sono continue, possiamo scegliere 0 < ǫ < min{r1, t0 + r − t1}
tale che

uj(t) ∈ B(y1, R1) ∀t1 ≤ t ≤ t1 + ǫ, j = 1, 2.

Se z1, z2 ∈ B(y1, R1), abbiamo

|f(t, z2)− f(t, z1)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

d

dξ
f(t, z1 + ξ(z2 − z1))dξ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

∂f

∂y
(t, z1 + ξ(z2 − z1))(z2 − z1)dξ

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

∣∣∣∣
∂f

∂y
(t, z1 + ξ(z2 − z1))(z2 − z1)

∣∣∣∣ dξ

≤L · |z2 − z1|.
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Otteniamo quindi

|u2(t)− u1(t)| ≤
∫ t

t1

|f(s, u2(s))− f(s, u1(s))|ds ≤ (t− t1)L sup
t1≤s≤t

|u2(s)− u1(s)|

per t1 ≤ t ≤ t1 + ǫ. Pur di scegliere δ > 0 con δL < 1, δ ≤ ǫ, avremo

supt1≤t≤t1+δ |u2(t)− u1(t)| ≤ δL supt1≤t≤t1+δ |u2(t)− u1(t)| ⇒ u1(t) = u2(t)
∀t1 ≤ t ≤ t1 + δ.

Ciò contraddice la definizione di t1 e mostra quindi che t1 = t+ r.

Teorema 3.3 (Dipendenza continua dai dati iniziali) Sia Ω un aperto di
Rm+1 = Rt × Rmy e sia f : Ω −→ Rm una funzione continua, che ammette derivate

parziali prime continue rispetto alle variabili y1, ..., ym. Sia (t0, y0) ∈ Ω. Possiamo
allora trovare r > 0, R > 0 e una funzione continua

φ : [t0, t0 + r]×B(y0, R) −→ Rm,

che ammette derivata parziale prima continua rispetto alla variabile t, tale che





(t, φ(t, y)) ∈ Ω se (t, y) ∈ [t0, t0 + r]×B(y0, R)

φ(t0, y) = y se y ∈ B(y0, R)

∂φ(t, y)

∂t
= f(t, φ(t, y)) se t0 ≤ t ≤ t0 + r.

Dim. Supponiamo per semplicità che t0 = 0, y0 = 0. Dal teorema di esistenza e
unicità segue facilmente l’esistenza, per ogni y in un intorno di 0, di una soluzione
uy(t) del problema





(t, uy(t)) ∈ Ω se 0 ≤ t ≤ r

uy(0) = y

u′y(t) = f(t, uy(t)) se 0 ≤ t ≤ r.

Posto φ(t, y) = uy(t), resta da dimostrare la dipendenza continua di φ da y.
A questo scopo introduciamo ψ(t, y) = φ(t, y)−y ed osserviamo che vale l’ ugua-

glianza:

ψ(t, y) =

∫ t

0

f(s, y + ψ(s, y))ds se 0 ≤ t ≤ r.

Abbiamo allora:

α(t) = |ψ(t, y2)− ψ(t, y1)|≤
∫ t

0

|f(s, y2 + ψ(s, y2))− f(s, y1 + ψ(s, y1))|ds

≤
∫ t

0

L(|y2 − y1|+ α(s))ds

≤ Lt|y2 − y1| + L

∫ t

0

α(s)ds

≤ Lr|y2 − y1 + +L

∫ t

0

α(s)ds.
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Indichiamo con β(t) la funzione

β(t) = Lr|y2 − y1|+ +L

∫ t

0

α(s)ds.

Allora β(t) è una funzione di classe C1 e




β′(t) = Lα(t)

β(t) ≥ Lr|y2 − y1|
α(t) ≤ β(t).

Otteniamo allora
β′(t)

β(t)
≤ L

da cui, integrando,
β(t) ≤ Lr|y2 − y1|eLt.

Questa disuguaglianza dimostra la tesi.

Teorema 3.4 (Dipendenza Ck dai dati iniziali) Sia Ω un aperto di Rt×Rmy ×
Rkλ e sia

f : Ω −→ Rm

una funzione di classe Ck con k ≥ 1. Fissato un punto (t0, y0, λ0) ∈ Ω, possiamo
trovare r > 0, R > 0, e una funzione

φ : G = [−r + t0, r + t0]×B(y0, R)×B(λ0, L) −→ Rm

di classe Ck tale che



(t, φ(t, y, λ), λ) ∈ Ω ∀(t, y, λ) ∈ G,
∂φ(t, y, λ)

∂t
= f(t, φ(t, y, λ), λ) se |t− t0| ≤ r

φ(t0, y, λ) = y.

Dim. Basta osservare che le derivate parziali delle soluzioni del sistema differen-
ziale

∂

∂t
φ(t, y, λ) = f(t, φ(t, y, λ), λ)

soddisfano ancora un sistema differenziale (che si ottiene calcolando le derivate
parziali di ambo i membri) ed applicare il teorema di esistenza e unicità. �

§4 Il teorema delle funzioni implicite

Teorema 4.1 (delle funzioni implicite) Sia Ω un aperto di Rnx × Rmy e sia
F : Ω −→ Rm una funzione continua. Supponiamo che F ammetta derivate parziali
prime continue rispetto a y1, ..., ym in Ω e che, in un punto (x0, y0) ∈ Ω la matrice

∂F

∂y
=




∂F 1(x0, y0)

∂y1

∂F 1(x0, y0)

∂y2
. . .

∂F 1(x0, y0)

∂ym

∂F 2(x0, y0)

∂y1

∂F 2(x0, y0)

∂y2
. . .

∂F 2(x0, y0)

∂ym

...
...

. . .
...

∂Fm(x0, y0)

∂y1

∂Fm(x0, y0)

∂y2
. . .

∂Fm(x0, y0)

∂ym



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sia invertibile. Possiamo allora determinare due numeri reali positivi r, R > 0 e una
funzione continua

f : B(x0, r) −→ B(y0, R)

tali che

B(x0, r)×B(y0, R) ⊂ Ω e F (x, f(x)) = F (x0, y0) ∀x ∈ B(x0, y0)

Dim. Possiamo supporre per semplicità che x0 = 0, y0 = 0 e F (x0, y0) = 0. Sia

A =
∂F (x0, y0)

∂y
e consideriamo l’applicazione

G : Ω ∋ (x, y) −→ y − A−1F (x, y) ∈ Rm.

La G ammette derivate parziali prime continue rispetto a y1, ..., ym e
∂G(0, 0)

∂y
= 0.

Possiamo quindi trovare r > 0, R > 0 tali che

B(0, r)×B(0, R) ⊂ Ω

e ∥∥∥∥
∂G(x, y)

∂y

∥∥∥∥ <
1

2
se |x| < r, |y| < R.

Abbiamo allora :

|G(x, y2)−G(x, y1)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

d

dt
G(x, y1 + t(y2 − y1))dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

∂G

∂y
(x, y1 + t(y2 − y1))(y2 − y1)dt

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

‖dfrac∂G∂y(x, y1 + t(y2 − y1))‖ |y2 − y1|dt

≤1

2
|y2 − y1|

∀|x| < r, |y1|, |y2| < R.

LaG è uniformente continua sul compattoB(0, r)×B(0, R). In particolare possiamo
trovare 0 < r0 < r tale che

|G(x2, y2)−G(x1, y1)| <
R

2
se |x2 − x1| ≤ r0, |y2 − y1| ≤ r0,
(x1, y1), (x2, y2) ∈ B(0, r)×B(0, R).

Siano ora x ∈ B(0, r0), y ∈ B(0, R). Allora

|G(x, y)| ≤ |G(x, y)−G(0, y)|+ |G(0, y)| < R.
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In particolare, se X è lo spazio delle funzioni continue f : B(0, r) −→ B(0, R),
munito della topologia della convergenza uniforme, l’applicazione :

T : X ∋ f −→ G(x, f(x)) ∈ X

è ben definita. Inoltre

‖T (u)− T (v)‖ = sup
B(0,r0)

|G(x, u(x))−G(x, v(x))| ≤ 1

2
‖u− v‖ ∀u, v ∈ X.

La T è una contrazione ed ammette quindi un unico punto fisso f ∈ X :

f(x) = f(x)− A−1F (x, f(x))⇒ F (x, f(x)) = 0.

Per dimostrare l’unicità, è sufficiente osservare che

|y2 − y1| = |G(x, y2)−G(x, y1)| ≤ 1
2
|y2 − y1|

se (x, y1), (x, y2) ∈ B(0, r)×B(0, R), F (x, y1) = F (x, y2) = 0.

Supponiamo che la funzione F ammetta derivate parziali continue rispetto a
tutte le variabili. Se una funzione f(x) di classe C1 soddisfa in un intorno del punto
x0: {

F (x, f(x)) = F (x0, y0)

f(x0) = y0

otteniamo, calcolando il differenziale rispetto a x:

∂F

∂x
(x, f(x)) +

∂F

∂y
(x, f(x))

∂f

∂x
(x) = 0 .

La matrice Jacobiana A(x, y) =
∂F

∂y
(x, y) è invertibile in un intorno di (x0, y0) ed

otteniamo quindi:

(∗ .)
∂f(x)

∂x
= −

(
∂F

∂y
(x, f(x))

)−1
∂F

∂x
(x, f(x))

Per ogni variabile xi, questo sistema definisce un sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie, dipendente dalle altre variabili xj (j 6= i) come parametri. Ot-
teniamo quindi che, se F è di classe Ck per k ≥ 1 (rispetto a tutte le variabili
x1, ..., xn, y1, . . . , ym) la funzione f è di classe Ck in un intorno di x0.

Vale quindi il :

Teorema 4.2 Sia Ω un aperto di Rn+m = Rnx × Rmy e sia F : Ω −→ Rm una

funzione differenziabile di classe Ck, con 1 ≤ k ≤ ω. Se, in un punto (x0, y0) ∈ Ω

lo Jacobiano
∂F

∂y
(x0, y0) è una matrice invertibile, allora esiste un intorno aperto

convesso U di x0 in Rn e un’unica funzione f : U −→ Rm di classe Ck tale che

(x, f(x)) ∈ Ω ∀x ∈ U e F (x, f(x)) = F (x0, y0) ∀x ∈ U .
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Dim. I casi in cui k sia un intero positivo o ∞ seguono dall’osservazione prece-
dente. Per dimostrare il teorema delle funzioni implicite nel caso analitico reale, si
ragiona risolvendo per serie, cioè calcolando le successive derivate parziali di f(x)
in x0 usando la (∗) e le relazioni che si ottengono differenziando la (∗); occorre poi
stimare la crescita di tali derivate usando l’ipotesi di analiticità della F .

Teorema 4.3 (dell’applicazione inversa) Sia Ω un aperto di Rn e sia f :
Ω −→ Rn un’applicazione differenziabile di classe Ck con 1 ≤ k ≤ ω. Se df(x0) è
invertibile, allora f è un omeomorfismo di un intorno aperto U di x0 su un intorno

aperto V di y0 = f(x0) e l’applicazione inversa
(
f |VU
)−1

è differenziabile di classe

Ck in un intorno di y0.

Dim. Consideriamo l’applicazione

Rny × Ω ∋ (y, x) −→ f(x)− y ∈ Rn .

Essa è di classe Ck e
∂F

∂x
(x, y) =

∂f(x)

∂x

è invertibile per x = x0, y = y0 = f(x0). Per il teorema delle funzioni implicite vi
è una g, univocamente definita e di classe Ck in un intorno V di y0 in Rny , tale che

{
f(g(y))− y = 0 ∀y ∈ V ,
g(y0) = x0 .

Poiché dg(y0) = df(x0)
−1 è ancora invertibile, possiamo determinare un’unica h

di classe Ck in un intorno W di x0, a valori in Rn, tale che g ◦ h sia ben definita
in W e g(h(x)) = x in W , h(x0) = y0. Possiamo supporre, poiché h è continua,
che h(W ) ⊂ V e quindi applicando f ai due membri dell’uguaglianza g ◦ h(x) = x
otteniamo:

h(x) = f ◦ g ◦ h(x) = f(x) in W .

§5 Mollificatori

Ricordiamo che il supporto di una funzione reale f , definita su uno spazio topo-
logico X , è la chiusura dell’insieme dei punti x di X in cui f(x) 6= 0:

supp f = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.

Lemma 5.1 Possiamo trovare una funzione φ ∈ C∞(Rn) tale che φ(x) ≥ 0 per
ogni x ∈ R e φ(0) > 0.

Dim. Consideriamo la funzione f : R −→ R definita da:

f(t) =

{
exp(−1/t) se t > 0

0 se t ≤ 0 .
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La funzione f è di classe C∞; essa è infatti di classe C∞ in tutti i punti t 6= 0. È
continua in 0 in quanto

lim
t−→0+

f(t) = lim
s−→+∞

1

es
= 0 .

Abbiamo poi, se t > 0 e k è un intero positivo:

(∗) dk

dtk
f(t) =

pk(t)

t2k
f(t)

per un polinomio pk ∈ R[t] di grado minore di k. Infatti

d

dt
f(t) = − 1

t2
f(t) ∀t > 0 ;

supponiamo che la (∗) sia vera per un intero k ≥ 1. Allora

dk+1

dtk+1
f(t)=

d

dt

(
pk(t)

t2k
f(t)

)

=
t2p′k(t)− (1 + 2kt)pk(t)

t2(k+1)
f(t) ∀t > 0 .

Abbiamo quindi, per polinomi q2k ∈ R[s] di grado ≤ 2k:

lim
t−→0+

dk

dt
f(t) = lim

s−→+∞

q2k(s)

es
= 0

per ogni intero k ≥ 1. Per il Teorema dell’Hopital, ne segue che f è di classe C∞ e
ha tutte le derivate nulle per t = 0.

Allora la funzione φ : Rn −→ R, definita da:

φ(x) = f(1− |x|2) ∀x ∈ Rn ,

gode di tutte le proprietà richieste.

Lemma 5.2 Sia φ : Rn −→ R una funzione continua a supporto compatto. Se
φ(x) ≥ 0 per ogni x ∈ Rn e φ(x0) > 0 in un punto x0 ∈ Rn, allora :

0 <

∫

Rn

φ(x)dx <∞ .

Dim. Osserviamo che φ è integrabile perché è continua e nulla fuori da un com-
patto. Per il Teorema di Weierstrass φ ha un massimo M su suppφ e 0 < M <∞.
Inoltre il supporto di φ, essendo compatto, è contenuto nel cubo [−R/2, R/2]n per
un numero positivo R sufficientemente grande. Per la monotonia dell’integrale,
otteniamo quindi

0 ≤
∫

Rn

φ(x)dx ≤M Rn <∞ .
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Poiché φ è continua, possiamo poi trovare ǫ > 0 tale che

φ(x) ≥ φ(x0)/2 > 0 se xi0 − ǫ/2 ≤ xi ≤ xi0 + ǫ/2 .

Ancora per la monotonia dell’integrale, otteniamo che

∫

Rn

φ(x)dx ≥
∫

|xi−xi
0
|≤ǫ/2

φ(x0)/2 dx = ǫnφ(x0)/2 > 0 .

Quindi, per i due lemmi precedenti, abbiamo :

Lemma 5.3 Esiste una funzione φ : Rn −→ R, di classe C∞ e a supporto compatto,
tale che

(1) φ(x) ≥ 0 per ogni x ∈ Rn;
(2) suppφ ⊂ Dn = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1};
(3)

∫
Rn φ(x)dx = 1.

Sia φ una funzione reale con le proprietà elencate nel lemma. Allora ciascuna delle
funzioni φǫ, per ǫ > 0, definite da:

φǫ(x) = ǫ−nφ(x/ǫ) ∀x ∈ Rn

gode delle proprietà:

(1) suppφǫ ⊂ B(0, ǫ) = {|x| ≤ ǫ};
(2)

∫
Rn φǫ(x)dx = 1.

La seconda proprietà segue infatti dalle formule di cambiamento di variabili negli
integrali multipli.

La famiglia {φǫ | ǫ > 0} si dice una famiglia di mollificatori in Rn.

Teorema 5.4 Sia {φǫ = ǫ−nφ(x/ǫ)}ǫ>0 una famiglia di mollificatori in Rn. Allora
per ogni funzione continua f : Rn −→ R, le funzioni:

fǫ(x) =

∫

Rn

f(y)φǫ(x− y)dy ∀x ∈ Rn

sono di classe C∞ in Rn; inoltre:

supp fǫ ⊂ supp f +B(0, ǫ) = {x ∈ Rn | dist(x, supp f) ≤ ǫ};
limǫ−→0+ fǫ(x) = f(x) uniformemente sui compatti di Rn.

Dim. Osserviamo che, per ogni x ∈ Rn fissato, la funzione Rn ∋ y −→ f(y)φǫ(x−
y) è continua e uguale a 0 fuori dal compatto {y ∈ Rn |y − x| ≤ ǫ}. Essa è
dunque integrabile su Rn e quindi la fǫ è ben definita. Chiaramente fǫ(x) = 0 se
dist(x, supp f) > ǫ.

Essa è una funzione di classe C∞ per il teorema di derivazione sotto il segno di
integrale.

Infine, abbiamo :

fǫ(x) =

∫

Rn

f(x− y)φǫ(y)dy =

∫

Rn

f(x− ǫy)φ(y)dy
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per il teorema di cambiamento di variabili negli integrali multipli. La funzione
Rn × Rn ∋ (x, y) −→ f(x − y) ∈ R è continua e quindi uniformemente continua
sui compatti. Fissato un numero reale δ positivo, possiamo trovare allora per ogni
compatto K di Rn un σ > 0 tale che

|f(x− y)− f(x)| < δ se x ∈ K, |y| < σ .

Allora:

|fǫ(x)− f(x)| ≤
∣∣∣∣
∫

Rn

|f(x− ǫy)− f(x)|φ(y)dy

∣∣∣∣ < δ se ǫ < σ , x ∈ K .

La dimostrazione è completa. �

Proposizione 5.5 Sia K un compatto di Rn e A un aperto di Rn contenente K.
Esiste allora una funzione f ∈ C∞(Rn) tale che 0 ≤ f(x) ≤ 1 in Rn e f(x) = 1 su
K, f(x) = 0 se x /∈ A.

Dim. Siano U1, U2 intorni aperti diK in A con U1 ⋐ U2 ⋐ A. Sia ǫ > 0 un numero
reale maggiore di dist(K,Rn \U1), dist(U1,Rn \U2) e dist(U2,Rn \A). Poiché Rn

è uno spazio normale, possiamo trovare una funzione di Urysohn ψ : Rn −→ I ⊂ R
tale che ψ(x) = 1 se x ∈ U1, ψ(x) = 0 se x /∈ U2. Sia {φσ}σ>0 una famiglia di
mollificatori in Rn. Allora

f(x) = ψǫ(x) =

∫

Rn

ψ(y)φǫ(x− y)dy

soddisfa tutte le proprietà richieste. Infatti, poiché 0 ≤ ψ(x) ≤ 1,

0 ≤ f(x) =

∫

Rn

ψ(y)φǫ(x− y)dy ≤
∫

Rn

φǫ(x− y)dy = 1;

se x ∈ K, allora ψ(y)φǫ(x− y) = φǫ(x− y) per ogni y ∈ Rn perché y ∈ U1 se x− y
appartiene al supporto di φǫ e quindi

f(x) =

∫

Rn

ψ(y)φǫ(x− y)dy =

∫

Rn

φǫ(x− y)dy = 1 ∀x ∈ K ;

se x /∈ A, allora ψ(y) = 0 sul supporto di y −→ φǫ(x−y), in quanto esso è contenuto
in Rn \ U2 e perciò:

f(x) =

∫

Rn

ψ(y)φǫ(x− y)dy =

∫

Rn

0dy = 0.

§6 Varietà differenziabili

Sia X una varietà topologica di dimensione n. Un atlante A = {(Ui, φi) | i ∈ I}
si dice di classe Ck (con 0 ≤ k ≤ ω) se le sue funzioni di transizione φij sono tutte
di classe Ck.

Due atlanti A e A′ di classe Ck di X si dicono Ck–compatibili se A∪A′ è ancora
un atlante di classe Ck.
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Un atlante di classe C0 è semplicemente un atlante e tutti gli atlanti di classe C0
sono tra loro compatibili.

La relazione di compatibilità Ck è una relazione di equivalenza nella famiglia
degli atlanti di una varietà topologica.

Se A è un atlante di classe Ck su una varietà topologica di dimensione n, l’unione
di tutti gli atlanti Ck–compatibili con A è ancora un atlante Ck compatibile con A;
esso è massimale nel senso che non è propriamente contenuto in nessun atlante di
classe Ck con esso compatibile.

Esempio 6.1 Un atlante formato da una sola carta è sempre di classe Cω. Quindi
i due atlanti A = {(R, x)} e A′ = {(R, x3)} su R sono atlanti di classe Cω sulla
varietà topologica R. Essi sono compatibili di classe C0, ma non di classe Ck per
k ≥ 1, perché la funzione di transizione x −→ 3

√
x non è differenziabile in 0.

Una varietà differenziabile di dimensione n è il dato di una varietà topologica di
Hausdorff X di dimensione n e di un atlante massimale A di classe Ck di X.

Osserviamo che una varietà differenziabile di classe C0 è semplicemente una
varietà topologica.

Nel seguito indicheremo spesso una varietà differenziabile con la lettera M ,
riservando X e X per spazi topologici o varietà topologiche prive di una struttura
differenziabile.

Osservazione Non tutte le varietà topologiche (anche se di Hausdorff e para-
compatte) ammettono un atlante differenziabile di classe Ck con k ≥ 1.

Hassler Whitney ha dimostrato che ogni varietà differenziabile di classe C1
paracompatta ammette un atlante di classe Cω. Quando studiamo le proprietà
topologiche di una varietà differenziabile M di classe Ck con k ≥ 1, potremo quindi
supporre, senza perdere in generalità, che essa sia di classe Cω, o di una qualsiasi
classe Ch con h ≥ 1 che sia utile per semplificare la discussione.

Un atlante A di classe Ck su una varietà topologicaM di dimensione n determina
su M un’unica struttura di varietà differenziabile di classe Ck. Un omeomorfismo

ϕ : U −→ V ⊂ Rn

di un intorno aperto U di un punto p di M su un aperto V di Rn si dice un sistema
di coordinate (o carta locale) di classe Ck in p se {(U, ϕ)}∪A è Ck–equivalente ad A.

Esempio 6.2 Gli atlanti definiti in §1 per le varietà topologiche Sn, PRn, CPn

sono tutti di classe Cω.

Lemma 6.1 Sia M una varietà differenziabile di classe Ck (con 0 ≤ k ≤ ω) e sia
A un aperto di M . Se A = {(Ui, φi) | i ∈ I} è un atlante di classe Ck su M , allora

AA = {(Ui ∩ A, φi|Ui∩A | i ∈ I, Ui ∩ A 6= ∅}

è un atlante di classe Ck su A.
Quindi, su ogni aperto A di una varietà differenziabile M risulta definita un’unica
struttura di varietà differenziabile di classe Ck tale che ogni carta locale di classe
Ck di A sia anche una carta locale di classe Ck di M .
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§7 Applicazioni differenziabili

Lemma 7.1 Siano M ed N due varietà differenziabili di classe Ck (con k ≥ 1) e
sia f : M −→ N un’applicazione continua. Dato un punto p ∈M sono equivalenti:

(i) Possiamo trovare una carta locale (U, ϕ) in p e una carta locale (V, ψ) in
f(p) tali che

ϕ(U ∩ f−1(V )) ∋ x −→ ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) ∈ ψ(V )

sia una applicazione di classe Ck in un intorno di ϕ(p).
(ii) Per ogni carta locale (U, ϕ) in p e per ogni carta locale (V, ψ) in f(p)

ϕ(U ∩ f−1(V )) ∋ x −→ ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) ∈ ψ(V )

è una applicazione di classe Ck in un intorno di ϕ(p).

Dim. Chiaramente (ii)=⇒(i). L’implicazione opposta segue dal fatto che i cam-
biamenti di carte locali sono applicazioni di classe Ck e la composizione di applica-
zioni di classe Ck sono ancora applicazioni di classe Ck. �

Un’applicazione continua f : M −→ N che soddisfi le condizioni equivalenti
del lemma, si dice differenziabile di classe Ck in p. Una applicazione f si dice
differenziabile di classe Ck in M se è tale in ogni punto di M .

L’insieme di tutte le applicazioni differenziabili di classe Ck definite sulla varietà
differenziabile M , a valori nella varietà differenziabile N , si indica con Ck(M,N).

Vale il seguente:

Lemma 7.2 Siano M , N varietà differenziabili di classe Ck (con 0 ≤ k ≤ ω) e
sia f : M −→ N un’applicazione. Sia Γ un ricoprimento aperto di M . Condizione
necessaria e sufficiente affinché f sia differenziabile di classe Ck è che per ogni aperto
A ∈ Γ la restrizione f |A : A −→ N di f ad A sia differenziabile di classe Ck. �

Consideriamo sulla retta reale R la struttura di varietà differenziabile di di-
mensione 1 definita dall’unica carta coordinata (R, id). L’insieme Ck(M,R) delle
applicazioni differenziabili di classe Ck, definite su una varietà differenziabile M di
classe Ck e a valori in R, si indica semplicemente con Ck(M). Se k =∞, scriveremo
E(M) invece di C∞(M) e se k = ω (funzioni analitiche–reali), scriveremo A(M)
invece di Cω(M).

Teorema 7.3 Sia M una varietà differenziabile di classe Ck, con 0 ≤ k ≤ ω.
Allora Ck(M) è un anello commutativo e unitario e un’algebra reale rispetto alle
operazioni

di somma:

(f + g)(p) = f(p) + g(p) ∀f, g ∈ Ck(M), ∀p ∈M ;

di prodotto

(fg)(p) = f(p)g(p) ∀f, g ∈ Ck(M), ∀p ∈M ;

di prodotto per scalare:

(kf)(p) = kf(p) ∀f ∈ Ck(M) , ∀k ∈ R, ∀p ∈M.



22 GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Teorema 7.4 (di partizione dell’unità) Sia M una varietà differenziabile di
classe Ck, con 0 ≤ k ≤ ∞, paracompatta. Sia Γ un ricoprimento aperto di M .
Allora esiste una partizione dell’unità {φA

∣∣A ∈ Γ} subordinata a Γ, mediante

funzioni φA di Ck(M).

Dim. Siano U = {Ui | i ∈ I} un raffinamento aperto localmente finito di Γ me-
diante aperti coordinati (Ui, xi) di M e sia V = {Vj | j ∈ J} un raffinamento aperto
localmente finito di U . Indichiamo con Ui →֒ Ai e Vj →֒ Ui(j) le funzioni di raffi-
namento. Scegliamo il raffinamento V di U in modo che Vj ⋐ Ui(j) per ogni j ∈ J .
Per ogni j ∈ J fissiamo un aperto Gj con Vj ⋐ Gj ⋐ Ui(j). Per la Proposizione 5.1
esiste per ogni j ∈ J una funzione gj ∈ C∞(Rn) tale che





0 ≤ gj(y) ≤ 1 ∀y ∈ Rn ,

gj(y) = 1 ∀y ∈ xi(j)(V j) ,
gj(y) = 0 ∀y ∈ Rn \ xi(j)(Gj) .

Le funzioni

hj(p) =

{
gj(xi(j)(p)) se p ∈ Ui(j) ,
0 se p /∈ Gj

sono allora di classe Ck su M ; i loro supporti formano un ricoprimento localmente
finito di M e inoltre anche {h−1

j (1) | j ∈ J} è un ricoprimento chiuso localmente
finito di M . Ne segue che

h(p) =
∑

j∈J

hj(p) , p ∈M

è una funzione di classe Ck e ≥ 1 su M e che le

ψj(p) =
hj(p)

h(p)
, p ∈M

formano una partizione dell’unità di classe Ck su M . Per ogni A ∈ Γ sia JA l’insieme
degli indici j ∈ J tali che A = Ai(j). Allora le

φA(p) =
∑

j∈JA

ψj(p)

sono funzioni di classe Ck che definiscono una partizione dell’unità suM subordinata
a Γ.

Come conseguenza dell’esistenza di partizioni dell’unità, otteniamo:

Proposizione 7.5 Sia F un chiuso di una varietà differenziabile M , di classe Ck
con 0 ≤ k ≤ ∞, paracompatta. Se U è un intorno aperto di F in M , esiste una
funzione f ∈ Ck(M) tale che

f(p) =

{
1 se p ∈ F ,
0 se p /∈ U .
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Dim. Poiché M è normale, possiamo fissare un intorno aperto V di F in U tale che
V ⊂ U . Sia Γ′ l’insieme degli aperti di M che non intersecano V e sia Γ = Γ′∪{U}.
Per il teorema precedente, esiste una partizione dell’unità {φA |A ∈ Γ} di classe Ck
subordinata a Γ. Allora f = φU soddisfa le proprietà richieste.

Osservazione Il teorema di partizione dell’unità non vale nella classe Cω: infatti
una funzione analitica–reale che si annulli su un aperto di una varietà M si annulla
sull’unione delle componenti connesse di M che intersecano tale aperto. Per questo
motivo, nonostante per il teorema di Whitney ogni varietà M , differenziabile di
classe C1 e paracompatta, ammetta un atlante compatibile di classe Cω, è conve-
niente considerare strutture di classe Ck con 1 ≤ k ≤ ∞.

Sia Ω un aperto di Rm. Un’applicazione differenziabile di classe Ck, con k ≥ 1,
è in x0 ∈ Ω :

un’immersione se df(x0) : Rm −→ Rn è iniettiva;
una sommersione se df(x0) : Rm −→ Rn è surgettiva;
un diffeomorfismo locale se df(x0) : Rm −→ Rn è un invertibile.

Dal teorema delle funzioni implicite abbiamo :

Proposizione 7.6 Sia f : Ω ⊂ Rm −→ Rn un’applicazione differenziabile di classe
Ck e sia x0 ∈ Ω.

(i) Se f è un’immersione in x0, allora m ≤ n ed esiste un intorno aperto U di
x0 in Ω tale che U ∋ x −→ f(x) ∈ f(U) ⊂ Rn sia un omeomorfismo ;

(ii) Se f è una sommersione in x0, allora esiste un intorno aperto U di x0 in Ω
ed un’applicazione affine φ : Rn −→ Rm tale che φ(0) = x0 e φ−1(U) ∋ t −→
f ◦ φ(t) ∈ V ⊂ Rn sia un diffeomorfismo di φ−1(U) su un aperto V di Rn.
�

Siano ora M ed N due varietà differenziabili di classe Ck, ed f : M −→ N
un’applicazione di classe Ck, con k ≥ 1 . Sia p0 ∈ M e q0 = f(p0) ∈ N . Diciamo
che f è un’immersione (risp. una sommersione) in p0 se, per carte locali (U, φ) in
M , con centro in p0, e (V, ψ) in N , con centro in q0, ed entrambe di classe Ck, la
φ(U) ∋ x −→ ψ ◦ f ◦ φ−1(x) ∈ ψ(V ) è un’immersione (risp. una sommersione) in
0. Si verifica facilmente che la definizione non dipende dalla scelta delle coordinate
locali.

Utilizzando il teorema delle funzioni implicite abbiamo :

Proposizione 7.7 Sia k ≥ 1 e sia f : M −→ N un’applicazione differenziabile
tra varietà differenziabili di classe Ck, di dimensioni m ed n rispettivamente. Sia
p0 ∈M , q0 = f(p0) ∈ N .

(i) Se f è un’immersione in p0, possiamo trovare una carta coordinata (U, φ)
di classe Ck in M , con centro in p0, ed una carta coordinata (V, ψ) di classe
Ck in N , con centro in q0, tali che

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) ∋ (x1, . . . , xm) −→ (x1, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m

m, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m

) ∈ ψ(V ) .

(ii) Se f è una sommersione in p0, possiamo trovare una carta coordinata (U, φ)
di classe Ck in M , con centro in p0, ed una carta coordinata (V, ψ) di classe
Ck in N , con centro in q0, tali che

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) ∋ (x1, . . . , xm) −→ (x1, . . . , xn) ∈ ψ(V ) .
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�

§8 Sottovarietà differenziabili

Sia M una varietà differenziabile di classe Ck (con k ≥ 1), di dimensione m .Un
sottoinsieme N è una sottovarietà differenziabile di dimensione n di M se, per ogni
punto p0 di N , esiste un intorno aperto U di p0 in M , un intorno aperto connesso
Ω di 0 ∈ Rn, e un’immersione differenziabile di classe Ck :

(∗) φ : Ω −→M

per cui φ(Ω) sia la componente connessa di p0 in N ∩ U .
Una sottovarietà differenziabile N di dimensione n e di classe Ck di M è una

varietà differenziabile di classe Ck e di dimensione n con l’atlante definito dalle
(φ(Ω), φ−1), al variare delle immersioni differenziabili (∗) che la definiscono.

Osservazione La topologia di N come sottovarietà differenziabile di classe Ck di
M è, in generale, più fine della topologia di sottospazio. Infatti la topologia su N si
può definire come la meno fine tra le topologie localmente connesse di N che sono
più fini di quella di sottospazio.

Esempio 8.1 Sia T 2 = R2/Z2 il toro di dimensione due. Sia π : R2
x,y −→ T 2 la

proiezione naturale nel quoziente. Si verifica allora che Na = π({y = a x}) è una
sottovarietà differenziabile di classe Cω di T 2. Se a /∈ Q, allora Na, come sottospazio
topologico di T 2, non è localmente connesso; la sua topologia di sottospazio è quindi
strettamente meno fine di quella di sottovarietà differenziabile : per quest’ultima
Na è omeomorfo a R. Se a ∈ Q, la topologia di Na come sottovarietà differenziabile
e come sottospazio topologico di T 2 coincidono.

Diciamo che la sottovarietà differenziabile N di M è localmente chiusa in M se
la sua topologia coincide con quella di sottospazio. Abbiamo :

Proposizione 8.1 Sia M una varietà differenziabile di dimensione m e di classe
Ck, con k ≥ 1, ed N una sottovarietà differenziabile di classe Ck di dimensione n di
M . Condizione necessaria e sufficiente affinché N sia localmente chiusa in M è che
per ogni punto p0 ∈ N si possano trovare un intorno aperto U di p0 in M ed una
sommersione f : U −→ Rm−n tale che N ∩ U = f−1(0). �

Esempio 8.2 La N =
{

1
1+et (cos(t), sin(t))

∣∣∣ t ∈ R
}
⊂ R2 è una sottovarietà lo-

calmente chiusa, ma non è un chiuso, di R2. Quindi una sottovarietà N può essere
localmente chiusa senza essere un chiuso di M : la nozione di sottovarietà differen-
ziabile localmente chiusa è dunque più debole di quella di sottospazio topologico
localmente chiuso, che richiede che ogni punto p di M abbia un intorno che interseca
N in un sottoinsieme chiuso.

Se N è una sottovarietà differenziabile e un sottospazio topologico chiuso di M ,
diremo che N è globalmente chiusa in M .

Osservazione La definizione generale di sottovarietà è utile per includere le traiettorie che

rappresentano soluzioni di sistemi di equazioni differenziali ordinarie, ovvero, più in generale, le

varietà n-dimensionali che corrispondono alle soluzioni di sistemi differenziali ai differenziali totali.
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CAPITOLO II

IL LEMMA DI SARD

In questo capitolo descriveremo alcune importanti proprietà delle applicazioni
differenziabili. Come esempi di applicazioni, discuteremo alcune proprietà di omo-
topia delle sfere, la nozione di grado per applicazioni continue della sfera is sè, il
teorema di punto fisso di Brower, il teorema d’immersione di Whitney. Premettiamo
(§0) alcune nozioni sulla categoria topologica e gli spazi di Baire, che saranno
utilizzate nella formulazione e nella dimostrazione del Teorema di Sard.

§0 Definizione ed esempi di spazi di Baire

Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X = (X, τX) si dice raro o da nessuna parte denso

se la sua chiusura Ā non contiene punti interni, cioè se
◦

Ā = ∅.

Un sottoinsieme A di X si dice di prima categoria se è unione numerabile di insiemi rari.

Un sottoinsieme di X che non sia di prima categoria si dice di seconda categoria.

Osservazione Un’unione numerabile di insiemi di prima categoria è di prima categoria.

Defininizione Uno spazio topologico X si dice di Baire se l’intersezione di una sua qualsiasi

famiglia numerabile di aperti densi è ancora un sottoinsieme denso.

Lemma 0.2 Sia X = (X,τX) uno spazio topologico. Sono equivalenti:

(1) X è uno spazio di Baire.

(2) Se {Fn |n ∈ N} è una famiglia numerabile di chiusi e F =
S

∞

n=0 Fn è tale che
◦

F 6= ∅,

allora esiste ν ∈ N tale che
◦

F ν 6= ∅.
(3) Ogni aperto non vuoto di X è di seconda categoria.

(4) Il complementare in ogni aperto non vuoto di X di un sottoinsieme di prima categoria di

X è di seconda categoria.

Dim. (1) ⇒ (2). Supponiamo che X sia uno spazio di Baire e sia {Fn} una qualsiasi successione

di chiusi ciascuno con parte interna vuota. Allora An = X \ Fn è per ogni n un aperto denso di
X. Quindi

D =

∞
\

n=0

An = X \
∞
[

n=0

Fn

è denso in X. Se U fosse un aperto non vuoto contenuto in
S

∞

n=0 Fn, sarebbe D ∩ U = ∅, ma
questo non è possibile perché D è denso in X.

(2) ⇒ (3). Supponiamo valga la (2) e sia A un qualsiasi aperto non vuoto di X. Se A fosse di

prima categoria, allora sarebbe unione numerabile di una successione {Rn} di insiemi rari. Allora

{Fn = Rn} sarebbe una famiglia di chiusi con parte interna vuota la cui unione conterrebbe

l’aperto A, contraddicendo la (2).

(3) ⇒ (4). È ovvia, perché l’unione di due insiemi di prima categoria è di prima categoria.

(4) ⇒ (1). Supponiamo valga (4). Sia {An} una successione di aperti densi di X. Per dimostrare
che D =

T

∞

n=0 An è denso in X, fissiamo un qualsiasi aperto U di X e consideriamo per ogni

n ∈ N l’insieme Fn = X \ An. Questo insieme è un chiuso con parte interna vuota di X. Allora

F =
S

∞

n=0 Fn è un sottoinsieme di prima categoria in X e quindi U \ F è di seconda categoria e
in particolare non vuoto. Poiché U \ F = U ∩D, otteniamo la tesi.
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Da 3) segue subito che:

Osservazione Ogni sottospazio aperto di uno spazio di Baire è uno spazio di Baire.

Teorema 0.3 Ogni spazio di Hausdorff localmente compatto è di Baire.

Sia X = (X, τX) uno spazio di Hausdorff localmente compatto. Sia {An} una famiglia numerabile

di aperti densi di X e sia D =
T

∞

n=0 An. Vogliamo dimostrare che per ogni aperto non vuoto U

di X interseca D. A questo scopo costruiamo induttivamente una successione {Bn} di aperti non
vuoti tali che

(*)

8

>

<

>

:

Bn è compatto ∀n ∈ N,

Bn ⊂ U ∀n ∈ N,

Bn+1 ⊂ Bn ∩An+1 ∀n ∈ N.

Poiché X è localmente compatto, U ∩A0 contiene un aperto non vuoto B0 con chiusura compatta
contenuta in U∩A0. Supponiamo di aver costruito B0, ..., Bn in modo che le (∗) siano soddisfatte.

Basterà allora scegliere un aperto non vuoto Bn+1 con chiusura compatta contenuta in Bn∩An+1.

La famiglia {Bn} è una famiglia di sottoinsiemi chiusi del compatto B0 che gode della proprietà

dell’intersezione finita. Quindi ∅ 6=
T

∞

n=0Bn ⊂ D ∩ U e la tesi è dimostrata.

Teorema 0.4 Ogni spazio metrico completo è uno spazio di Baire.

Dim. Sia (X,d) uno spazio metrico completo e sia {An} una successione di aperti densi di X.

Fissiamo un aperto npon vuoto U di X. Costruiamo per ricorrenza una successione {Bn} di palle
aperte di X tali che

(*)

8

>

<

>

:

Bn ⊂ U ∀n ∈ N,

Bn = B(xn, rn) con xn ∈ X e 0 < rn < 2−n ∀n ∈ N

Bn+1 ⊂ Bn ∀n ∈ N.

A questo scopo osserviamo che A0 ∩ U è un aperto non vuoto e quindi, fissati

x0 ∈ A0 ∩ U e 0 < r0 < min{1, d(x0, X \ (A0 ∩ U))}

e posto B0 = B(x0, r0) abbiamo B0 ⊂ A0 ∩ U. Supponiamo di aver costruito, per n ≥ 0, le palle
B0,..., Bn in modo che valgano le (∗). Fissato un punto xn+1 di Bn ∩ An+2 ⊂ U , possiamo

trovare 0 < rn+1 < 2−(n+1) tale che, posto Bn+1 = B(xn+1, rn+1) risulti Bn+1 ⊂ An+2 ∩ Bn.

La successione {xn} dei centri delle palle Bn è chiaramente una successione di Cauchy. Il suo

limite x∞ appartiene a Bn per ogni n ∈ N e quindi ad An∩U per ogni n. Dunque x∞ ∈ D∩U 6= ∅.

§1 Il lemma di Sard

Dimostriamo innanzi tutto il :

Lemma 1.1 Siano m, n, due interi positivi con m < n. Sia A un aperto di Rm e
f : A −→ Rn un’applicazione differenziabile. Allora f(A) è di prima categoria.

Dim. Per ogni intero positivo N ed ogni α ∈ Zn indichiamo con Q(α,N) il cubo
m-dimensionale:

Q(α,N) = {x ∈ Rm | |Nxi − αi| ≤ 1/2 per i = 1, · · · , m}.

La famiglia
{Q(α,N)|α ∈ Zn, N ∈ N− {0}}

è numerabile e le sue sottofamiglie formate dai cubi di lato 1/N sono ricoprimenti
chiusi localmente finiti (quadrettature) di Rm. Possiamo scrivere A come unione
numerabile di tutti i cubi Q(α,N) in esso contenuti:

A =
⋃
Qν
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con Qν = Q(αν , Nν), ν ∈ N.
Abbiamo allora :

f(A) =
⋃
f(Qν)

unione numerabile di insiemi compatti. Basterà dunque dimostrare che ciascuno di
questi insiemi f(Qν) ha parte interna vuota.

Supponiamo per assurdo che ciò non sia vero. A meno di sostituire ad f la
funzione di classe C1

x −→ k (f(hx+ α/N)− f(α/N))

(per opportuni numeri reali positivi k, h e α ∈ Zm) possiamo supporre che :

A ⊃ Q(m) = {x ∈ Rm | |xi| ≤ 1/2 per i = 1, · · · , m}.(i)

f(Q(m)) ⊃ Q(n) = {y ∈ Rn | |yi| ≤ 1/2 per i = 1, · · · , n}.(ii)

Le derivate parziali prime di f sono uniformemente limitate suQ(m). Per il teorema
della media, abbiamo allora, per una costante L,

|f(x1)− f(x2)| ≤ L|x1 − x2| ∀x1, x2 ∈ Q(m).

La f trasforma perciò un sottoinsieme di Q(m) contenuto in una palla di raggio δ
in un sottoinsieme di Rn contenuto in una palla di raggio Lδ.

Fissato un intero positivo N , suddividiamo Q(m) in Nm cubi di lato 1/N .
L’immagine mediante f di ciascuno di questi cubi è contenuta in un cubo di Rn di
lato 2L

√
m/N . Il volume di Q(n) dovrebbe essere allora inferiore alla somma dei

volumi di tali cubi:
1 = vol (Q(n)) ≤ (2L

√
m)n ·Nm−n

ci dà una contraddizione perché il secondo membro di questa diseguaglianza tende
a 0 per N →∞. La dimostrazione è completa. �

Osservazione Segue dalla dimostrazione che, se f : A −→ Rn è un’applicazione
differenziabile definita su un aperto A di Rm, e m < n, allora f(A) è contenuta in
un insieme di misura di Lebesgue nulla di Rn.

Sia A un aperto di Rm e sia f : A −→ Rn un’applicazione differenziabile. Per
ogni punto x di A indichiamo con

df(x) =



∂f1/∂x1 . . . ∂f1/∂xm

. . . . .

. . . . .
∂fn/∂x1 . . . ∂fn/∂xm




la matrice jacobiana di f in x. Il punto x si dice critico per f se df(x) ha rango
< n. Il corrispondente punto f(x) ∈ Rn si dice valore critico di f . Indichiamo con
C(f) e CV (f) rispettivamente l’insieme dei punti critici e dei valori critici di f . I
punti di f(A)− CV (f) si dicono valori regolari di f .

I punti critici di f sono tutti e soli i punti x ∈ A in cui f non è una sommersione e i valori

critici di f gli y ∈ f(A) per cui f−1(y) non è una sottovarietà differenziabile di dimensione m−n

di A.
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Possiamo riformulare il teorema delle funzioni implicite utilizzando la nozione di
punto critico :

Teorema 1.2 (delle funzioni implicite) Sia A un aperto di Rm e sia f :
A −→ Rn un’applicazione di classe Ck con 1 ≤ k ≤ ∞. Se x0 ∈ A non è un punto
critico di f possiamo trovare un intorno aperto V di f(x0) in Rn, un intorno aperto
W di 0 in Rm−n, un intorno U di x0 in A e un omeomorfismo

g : V ×W −→ U

di classe Ck tale che g non abbia punti critici in V ×W e

f(g(y, z)) = y ∀(y, z) ∈ V ×W.

In particolare, se m = n, la g è un omeomorfismo di V su un aperto g(V ) di A.
In questo caso diciamo che la f definisce un sistema di coordinate di classe Ck in
g(V ).

Dal teorema delle funzioni implicite deduciamo immediatamente il seguente :

Lemma 1.3 Sia A un aperto di Rn,

f : A −→ Rn

un’applicazione differenziabile di classe C1. Se y è un valore regolare di f , allora
f−1(y) è un sottospazio discreto di A.

Dim. Dal teorema delle funzioni implicite segue che ogni punto x di f−1(y) ha un
intorno aperto U tale che f−1(y) ∩ U = {x} . �

Teorema 1.4 (Lemma di Sard) Sia A un aperto di Rm e sia f : A −→ Rn

un’applicazione di classe C∞. Allora CV (f) è di prima categoria.

Dim. Osserviamo che C(f) è un sottoinsieme chiuso di A. Essendo A unione nu-
merabile di compatti, la tesi è equivalente al fatto che, per ogni compatto K ⊂ A,
l’insieme compatto f(K ∩ C(f)) sia privo di punti interni. Il teorema è banale
quando n = 0, perché in questo caso l’insieme dei punti critici di f è vuoto.
Possiamo quindi supporre n > 0 e il teorema vero per applicazioni di classe C∞
a valori in Rn−1. Ancora, il teorema è banale se m = 0; potremo quindi supporre
m ≥ 1 e il teorema vero per applicazioni differenziabili di classe C∞ definite su
aperti di Rk con k < m.

Poniamo C = C(f) e per ogni intero positivo k indichiamo con Ck il sottoinsieme
di C in cui si annullano le derivate parziali di f fino all’ordine k:

Ck = {x ∈ Rn | Dαf(x) = 0 se 0 < |α| ≤ k}.

Poniamo :
C∞ =

⋂
Ck .

Gli insiemi Ck, per 0 < k ≤ ∞, sono sottoinsiemi chiusi di C. Dimostreremo
separatamente che l’immagine di C − C1, di Ck − Ck+1 e di C∞ sono di prima
categoria in Rn.
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Sia x0 un punto di C−C1. Dimostriamo che esso ammette un intorno compatto
B in A tale che f(B∩C) non abbia punti interni. Possiamo supporre per semplicità
che x0 = 0 , f(0) = 0 e ∂f1/∂x1 6= 0 in 0. Possiamo trovare allora un intorno W
di 0 in A in cui, dopo un opportuno cambiamento di coordinate di classe C∞ in un
intorno di 0 in Rn, la f si può scrivere nella forma:

f(x) = f(x1, x2, ..., xn) = (x1, f2(x), ..., fn(x)).

[Ciò si ottiene applicando il teorema delle funzioni impicite alla
A ∋ x −→ (f1(x), x2, ..., xm) ∈ Rm.]

Sia B un intorno compatto di 0 in W della forma:

B = [−r, r]×G

con r > 0, e G intorno compatto di 0 in Rm−1. Supponiamo che f(C∩B) contenga
un punto interno y0.

La proiezione Rn ∋ (y1, y2, ..., yn) −→ (y2, ..., yn) ∈ Rn−1 è aperta. Conside-
riamo l’applicazione differenziabile di classe C∞

W ∋ x −→ g(x) = (f2(x), ..., fn(x)) ∈ Rn−1.

Per l’ipotesi induttiva, l’insieme g (C(g) ∩B) non ha punti interni.
Poiché B∩C ⊂ C(g), se ne deduce che l’intersezione di f(C ∩B) con l’iperpiano

H = {y1 = y1
0} non contiene un intorno di y0 per la topologia di sottospazio di H .

Ciò contraddice l’ipotesi che y0 fosse punto interno di f(C ∩B) ed abbiamo quindi
dimostrato che f(C ∩ B) è un compatto privo di punti interni. Possiamo quindi
ricoprire C − C1 con una famiglia numerabile di compatti {Bℓ} tali che f(C ∩Bℓ)
sia privo di punti interni e dunque

f(C − C1) =
⋃

ℓ

f(C ∩Bℓ)

è di prima categoria.
Sia ora k ≥ 1 e x0 ∈ Ck − Ck+1. A meno di una traslazione, possiamo per

semplificare le notazioni supporre che x0 sia l’origine 0 ∈ Rm. Indichiamo con ϕ
una derivata parziale di f di ordine k, per cui sia dϕ(0) 6= 0. Possiamo ancora
supporre che f(0) = 0 e, a meno di restringerci a un intorno aperto W di 0 ∈ Rm,
e di cambiare le coordinate in W e in Rn, che ϕ(x) = x1 .

Allora Ck ∩ W è contenuto in {x1 = 0} e quindi f(Ck ∩ W ) è contenuto
nell’insieme dei valori critici dell’applicazione

g(x2, ..., xm) = f(0, x2, ..., xm),

definita e di classe C∞ in un intorno A′ di 0 in Rm−1. L’insieme f(Ck ∩W ) è allora
di prima categoria per l’ipotesi induttiva su m.

Sia ora K un compatto contenuto in C∞. Poiché tutte le derivate parziali di
f si annullano identicamente su K, per ogni intero positivo ℓ possiamo trovare un
intorno aperto U di K in A tale che :

|∇f(x)| ≤ dist(x,K)ℓ ∀x ∈ U.
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Supponiamo per assurdo che f(K) contenga dei punti interni. Non è restrittivo
allora supporre che f(K) contenga il cubo :

Q = {y ∈ Rn | |yi| ≤ 1/2}

e che K sia contenuto nel cubo :

Q′ = {x ∈ Rm | |xj| ≤ 1/2}.

Sia N un intero positivo, con N · dist(K,Rm − U) > 1, e suddividiamo Q′ in Nm

cubi di lato 1/N . Se uno di questi cubetti, chiamiamolo P , interseca K, esso è tutto
contenuto in U e la sua immagine f(P ) è contenuta in un cubo di lato minore di
2(
√
m/N)ℓ. Avremo dunque:

1 = vol(Q) ≤ 2nNm(
√
m/N)ln.

Scegliendo ln > m, otteniamo una contraddizione.
Ne segue che l’immagine f(K ∩ C), essendo un compatto di prima categoria in

Rn, ha parte interna vuota. La dimostrazione è completa. �

Osservazione Dalla dimostrazione si può osservare come l’ipotesi del teorema
che la f sia di classe C∞ si possa indebolire a f di classe Ck con kn > m.

Osservazione In modo analogo si può dimostrare la forma più classica del lemma
di Sard :

Se f : A ⊂ Rm −→ Rn è un’applicazione di classe Ck con kn > m, allora CV (f)
ha misura di Lebesgue nulla in Rn.

§2 Il teorema di Sard per varietà differenziabili

Sia A un aperto di Rm, m > n e

f : A −→ Rn

un’applicazione di classe Ck con k ≥ 1. Se y ∈ f(A) è un valore regolare di f , allora
f−1(y) è una varietà differenziabile di classe Ck e di dimensione m−n (sottovarietà
differenziabile di classe Ck di A) con l’atlante definito dai sistemi di carte locali:

(∗) f−1(y) ⊃ Uξ,x0
∋ x −→ ξ(x) =

(
ξ1(x), ..., ξm−n(x)

)
∈ ξ(Uξ,x0

) ⊂ Rm−n

al variare di x0 in f−1(y) e di ξ ∈ HomR(Rm,Rm−n) tra le applicazioni lineari
tali che A ∋ x −→ g(x) = (f(x), ξ(x)) ∈ Rm sia regolare in x0. Per definire
l’aperto Uξ,x0

, osserviamo che, per il teorema delle funzioni implicite, la g definisce
un omeomorfismo di un intorno V di x0 su un aperto V ′ di Rm : poniamo allora
Uξ,x0

= V ∩ f−1(y). La f−1(y) è una sottovarietà globalmente chiusa in A.

Esempio 2.1 Sia M(m,n; R) lo spazio vettoriale delle matrici m×n a coefficienti
reali e sia k ≤ min{m,n}. Allora l’inseme M(m,n; k; R) delle matricim×n di rango
k è una sottovarietà differenziabile localmente chiusa di classe Cω di M(m,n; R),
di dimensione k(m + n− k). Infatti M(m,n; k; R) è l’intersezione del chiuso delle
matrici che hanno nulli tutti i determinanti dei minori di ordine (k+1) con l’aperto
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delle matrici che hanno almeno uno dei determinanti dei minori di ordine k diverso
da zero.

Un atlante di M(m,n; k; R) si può parametrizzare con la scelta di k colonne
Xi1 , . . . , Xik , con 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n della matrice X ∈M(m,n; k; R). L’aperto
Ui1,...,ik è formato dalle matrici X per cui Xi1 , . . . , Xik sono linearmente indipen-
denti. Le coordinate sono allora gli (mk) coefficienti della matrice (Xi1 , . . . , Xik),
che variano nell’aperto Ω di M(m, k; R) ≃ Rmk delle matrici che hanno un minore
k × k con determinante diverso da 0, e i k(n − k) coefficienti chj che si ricavano

dalla decomposizione Xj =
∑k
h=1 c

h
jXih della j-esima colonna (j 6= i1, . . . , ik) di

X rispetto alle colonne Xi1 , . . . , Xik . Questa scelta delle coordinate definisce un
diffeomorfismo di Ui1,...,ik sul prodotto Ω×Rk(n−k) ⊂ Rk(m+n−k).

Siano M , N varietà differenziabili di classe Ck, con k ≥ 1, di dimensioni m, n
rispettivamente, ed f : M −→ N un’applicazione differenziabile di classe Ck. Un
punto p che sia critico per la rappresentazione di f in un sistema di coordinate
locali in p e in f(p), lo è anche per la sua rappresentazione rispetto a qualsiasi altro
sistema di coordinate locali.

Possiamo quindi definire senza ambiguità l’insieme C(f) dei punti critici di f in
M e l’insieme CV (f) dei valori critici di f in N .

I punti regolari di f sono il complementare inM dei punti critici e i valori regolari
di f il complementare in f(M) dei valori critici. Se y ∈ f(M) ⊂ N è un valore
regolare, allora f−1(y) è una sottovarietà (globalmente) chiusa di M , differenziabile
di classe Ck, di dimensione m− n. Le (∗), relative alle possibili scelte di sistemi di
coordinate locali in p ∈ f−1(y) ed in y ∈ f(M), definiscono un atlante e quindi una
struttura differenziabile su f−1(y).

Usando atlanti formati da un insieme al più numerabile di elementi otteniamo
immediatamente:

Teorema 2.1 (Lemma di Sard) Siano M ed N varietà differenziabili di classe
C∞. Allora, per ogni applicazione

f : M −→ N

di classe C∞, CV (f) è un insieme di prima categoria in N . �

Osservazione Possiamo introdurre sulla varietà differenziabile N una misura
positiva n dimensionale µ, con la condizione che il suo pull-back rispetto a ciascuna
carta locale sia un multiplo di classe C∞ della misura di Lebesgue. Un modo
per costruire la µ è il seguente. Fissiamo un ricoprimento aperto localmente
finito {Ui}i∈I di N mediante gli aperti di un atlante {(Ui, xi)}i∈I di classe C∞
{(Ui, xi)}i∈I di N . Sia {φi} una partizione dell’unità su N , con funzioni φi ≥
0, subordinata al ricoprimento {(Ui, xi)}i∈I . Definiamo la misura µ mediante
l’integrale delle funzioni continue a supporto compatto, ponendo :

∫

N

g dµ =
∑

i∈I

∫

xi(Ui)

g(xi)φi(xi) dλn , ∀g ∈ C0c (N,R) ,

ove λn è la misura di Lebesgue n-dimensionale in Rn.
Vale allora il Lemma di Sard nella formulazione :
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Se f : M −→ N è un’applicazione differenziabile di classe C∞, allora l’insieme
CV (f) dei valori critici di f è µ-misurabile ed ha misura nulla.

§3 Proprietà di omotopia delle sfere

Ricordiamo che, dati due spazi topologici X ed Y, un’omotopia tra due appli-
cazioni continue f, g : X −→ Y è un’applicazione continua F : X × [0, 1] −→ Y

con F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x). L’omotopia è una relazione d’equivalenza
”∼” sull’insieme C(X,Y) delle applicazioni continue da X in Y. Indichiamo con
π(X,Y) il quoziente C(X,Y)/ ∼.

Uno spazio topologico X si dice k-connesso (k intero ≥ 0) se, per ogni 0 ≤ h ≤ k,
tutte le applicazioni continue f : Sh −→ X sono omotope tra loro. La 0-connessione
è equivalente alla connessione per archi.

Diciamo che gli spazi topologici X ed Y sono omotopicamente equivalenti, o che
hanno lo stesso tipo di omotopia, se esistono applicazioni continue f : X −→ Y e
g : Y −→ X tali che f ◦ g : Y −→ Y sia omotopa all’identità su Y e g ◦ f : X −→ X

sia omotopa all’identità su X. Due spazi topologici omeomorfi hanno lo stesso tipo
di omotopia, ma non è vero il viceversa. Uno spazio topologico è contrattile se
ha lo stesso tipo di omotopia di un punto, se cioè esiste un’applicazione continua
F : X × [0, 1] −→ X e un punto x0 ∈ X con F (x, 0) = x e F (x, 1) = x0 per ogni
x ∈ X . Ad esempio, gli spazi Euclidei Rn, e più in generale i sottoinsiemi stellati
degli spazi Euclidei Rn, sono contrattili.

Utilizziamo in questo paragrafo i risultati dei paragrafi precedenti per dimostrare
che la sfera Sn è (n− 1)-connessa, ma non n-connessa. Poiché due spazi topologici
omeomorfi hanno anche lo stesso tipo di omotopia, da questo fatto possiamo ricavare
una dimostrazione dell’invarianza della dimensione delle carte locali di una varietà
topologica.

Teorema 3.1 La sfera Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1} è (n− 1)-connessa.

Dim. Sia m un intero non negativo < n e sia :

f : Sm −→ Sn

un’applicazione continua. Per il teorema di Stone-Weierstrass, le applicazioni con-
tinue da Sm in R si possono approssimare uniformemente con restrizioni di appli-
cazioni polinomiali. Possiamo quindi trovare un’applicazione a componenti polino-
miali

P : Rm+1 −→ Rn+1

tale che :
|P (x)− f(x)| < 1/2 ∀x ∈ Sm.

Abbiamo quindi :

|f(x) + t(P (x)− f(x))| > 1/2 ∀(x, t) ∈ Sm × [0, 1].

L’applicazione:

Sm × [0, 1] ∋ (x, t) −→ f(x) + t(P (x)− f(x))

|f(x) + t(P (x)− f(x))| ∈ S
n



IL LEMMA DI SARD 33

è un’omotopia tra f e la restrizione g di P/|P | a Sm. Dico che la g non è surgettiva.
Infatti, g è di classe C∞ su Sm e quindi, per il Lemma di Sard, g(Sm) è di prima
categoria in Sn. Poiché Sn meno un punto è omeomorfa a Rn, che è contrattile, g
è omotopa a un’applicazione costante. �

Lemma 3.2 Sia n un intero ≥ 1. Definiamo un’applicazione (sospensione)

σ : C(Sn, Sn) −→ C(Sn+1, Sn+1)

mediante:

σf(x0, ..., xn, xn+1) =

(
√

1− (xn+1)2 · f
(

(x0, ..., xn)√
1− (xn+1)2

)
, xn+1

)
.

Essa induce un’applicazione bigettiva

σ∗ : π(Sn, Sn) −→ π(Sn+1, Sn+1).

Dim. Poiché un’omotopia di applicazioni continue di Sn in sè si trasforma me-
diante σ in un’omotopia di applicazioni continue si Sn+1 in sè, la σ∗ è ben definita.

Iniettività Siano f, g : Sn −→ Sn due applicazioni continue. Se σf è omotopa a
σg, possiamo trovare un’omotopia :

F : Sn+1 × [0, 1] −→ Sn+1 ,

tale che :

{
F (x, 0) = σf(x) ∀x ∈ Sn+1

F (x, 1) = σg(x) ∀x ∈ Sn+1 .

Osserviamo allora che :

{
Ψ(x, t) = t(|Fn+1(x, t)| − |xn+1|) · e0 + F (x, t) 6= 0

∀(x, t) ∈ Sn+1 × I con |Fn+1(x, t)| ≥ |xn+1| .

Infatti, se |Fn+1(x, t)| − |xn+1| > 0, abbiamo Fn+1(x, t) 6= 0 e i due termini nella
somma sono linearmente indipendenti. Se |Fn+1(x, t)| = |xn+1|, allora Ψ(x, t) =
F (x, t) 6= 0.

Possiamo allora definire un’omotopia G : Sn+1 × [0, 1] −→ Sn+1 mediante :

G(x, t) =

{
F (x, t) se |Fn+1(x, t)| ≤ |xn+1|
Ψ(x, t)/|Ψ(x, t)| se |Fn+1(x, t)| ≥ |xn+1|.

Osserviamo che :
G(x, 0) = F (x, 0) = σf(x)

in quanto (σf)n+1(x) = xn+1 e che analogamente :

G(x, 1) = F (x, 1) = σg(x) ∀x ∈ Sn+1.
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Abbiamo :
|Gn+1(x, t)| < 1 ∀(x, t) ∈ Sn × [0, 1]

in quanto ciò è vero se t = 0, 1 e per t 6= 0 , x ∈ Sn il vettore :

Ψ(x, t) = t|Fn+1(x, t)|e0 + F (x, t)

non è proporzionale a en+1. Otteniamo quindi un’omotopia H : Sn × [0, 1] −→ Sn

di f con g definendo :

̺ : Sn+1 ∩ {|xn+1| < 1} ∋ x −→ x′

|x′| ∈ S
n

(ove x′ = (x0, ..., xn)), e ponendo :

H(x′, t) = ̺ ◦G(x′, 0; t).

Surgettività Sia f : Sn+1 −→ Sn+1 un’applicazione continua.
a) Supponiamo che, posto :

Sn+1
+ = {x ∈ Sn+1 | xn+1 ≥ 0} , Sn+1

− = {x ∈ Sn+1 | xn+1 ≤ 0} ,

risulti :
f(Sn+1

+ ) ⊂ Sn+1
+ ed f(Sn+1

− ) ⊂ Sn+1
− .

Possiamo allora costruire un’omotopia tra f e σg, dove g è l’applicazione:

Sn ∋ (x0, ..., xn)
g−−−−→ f(x0, ..., xn, 0) ∈ Sn

nel modo seguente. Indichiamo con h : Dn+1 −→ Dn+1 la funzione continua:

h(y) =

{
|y| g

(
y
|y|

)
se y 6= 0

0 se y = 0 .

Siano σ+, σ− e p le applicazioni :

σ+ : Dn+1 ∋ (x0, . . . , xn) −→


x0, . . . , xn,

√√√√1−
n∑

i=0

[xi]2


 ∈ Sn+1

+ ,

σ+ : Dn+1 ∋ (x0, . . . , xn) −→


x0, . . . , xn,−

√√√√1−
n∑

i=0

[xi]2


 ∈ Sn+1

− ,

p : Sn+1 ∋ (x0, ..., xn, xn+1) −→ (x0, ..., xn) ∈ Dn+1 .

Allora :

σg(x) =

{
σ+(h(p(x)) ∀x ∈ Sn+1

+

σ−(h(p(x)) ∀x ∈ Sn+1
− .
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Indichiamo con f+, f− : Dn+1 −→ Dn+1 le funzioni continue :

f+(y) = p ◦ f(σ+(y)) per y ∈ Dn+1 , f−(y) = p ◦ f(σ−(y)) per y ∈ Dn+1 .

La proprietà della funzione f di trasformare in sè i due emisferi Sn+1
+ e Sn+1

− si può
esprimere mediante:

f(x) =

{
σ+ ◦ f+(p(x)) se x ∈ Sn+1

+

σ− ◦ f−(p(x)) se x ∈ Sn+1
− .

Allora un’omotopia F : Sn+1 × I −→ Sn+1 tra f e σg si può ottenere rialzando le
omotopie lineari tra f+ , f− ed h :

F (x, t) =

{
σ+(f+(p(x)) + t(h(p(x))− f+(p(x))) se x ∈ Sn+1

+

σ−(f−(p(x)) + t(h(p(x))− f−(p(x))) se x ∈ Sn+1
− .

b) Consideriamo ora il caso generale. Sia

f : Sn+1 −→ Sn+1

una qualsiasi applicazione continua. Se f non è surgettiva, allora è omotopa a
un’applicazione costante e questa è omotopa alla σh ove h(x) = e0 ∀x ∈ Sn.

Supponiamo quindi f surgettiva. Ripetendo il ragionamento svolto nella dimo-
strazione del Teorema 3.1, possiamo supporre che f sia di classe C∞. L’insieme dei
suoi valori critici è allora un compatto di Sn+1 privo di punti interni e potremo
trovare una coppia di punti diametralmente opposti che siano entrambi valori
regolari di f . A meno di una rotazione, che è omotopa all’identità, in quanto il
gruppo SO(n + 2) delle rotazioni intorno all’origine dello spazio Euclideo Rn+2 è
connesso per archi, possiamo supporre che en+1 e −en+1 siano valori regolari di
f . Poniamo N = en+1 ed S = −en+1. Per il teorema delle funzioni implicite,
N∗ = f−1(N) ed S∗ = f−1(S) sono sottoinsiemi discreti di Sn+1 e perciò finiti.
Possiamo quindi fissare una forma lineare ξ in (Rn+2)∗ che assuma valori distinti sui
punti distinti di N∗∪S∗. Infatti, per ogni coppia di punti distinti di Rn+2 l’insieme
delle forme lineari che hanno nei due punti valori distinti è un aperto denso in
(Rn+2)∗ e una intersezione finita di aperti densi è ancora un aperto denso. Scegliamo
ξ con |ξ| = 1 e |ξ(x)| < 1 su N∗ ∪ S∗. A meno di una rotazione, per cui valgono
le considerazioni svolte sopra, possiamo supporre sia ξ(x) = (x|N). Suddividiamo
ora [−1, 1] in un numero finito di intervalli, mediante punti −1 < c1 < ... < cℓ < 1,
in modo che ogni fetta ci < (x|N) < ci+1, con 1 ≤ i < ℓ contenga esattamente un
punto xi di N∗ ∪ S∗ e che ogni punto di N∗ ∪ S∗ sia interno ad una di tali fette.
Avremo cioè :





c1 < (x|N) < cℓ ∀x ∈ N∗ ∪ S∗

(x|N) 6= ci ∀x ∈ N∗ ∪ S∗ , ∀1 ≤ i ≤ ℓ
{xi} = {x | ci < (x|N) < ci+1} ∩ (N∗ ∪ S∗) ∀1 ≤ i ≤ ℓ .

Costruiamo ora un’omotopia :

H : Sn+1 × I −→ Sn+1
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tra l’identità e un omeomorfismo di Sn+1 la cui inversa trasformi i punti
x = (x0, ..., xn+1) ∈ N∗ in x̄ = (

√
1− (xn+1)2, 0, ..., 0, xn+1) e i punti

x = (x0, ..., xn+1) ∈ S∗ in x̄ = (−
√

1− (xn+1)2, 0, ..., 0, xn+1). A questo scopo,
per ogni indice i con 1 ≤ i < ℓ , sia gi(t) un arco continuo in SO(n+ 2) formato da
applicazioni che lasciano fisso il punto N (l’insieme delle trasformazioni di SO(n+
2) che lasciano fisso N è un gruppo topologico isomorfo ad SO(n + 1) e quindi
connesso per archi) e tali che gi(1)xi = x̄i. Definiamo la funzione ηi(x)C∞(Rn+2,R)
mediante:

ηi(x) =

{
exp

(
−|(x−xi|N)|2

[(x|N)−ci][ci+1−(x|N)]

)
se ci < (x|N) < ci+1 ,

0 altrimenti .

Possiamo quindi l’omotopia H : Sn+1 × [0, 1] −→ Sn+1 :

H(x, t) =





x se (x|N) /∈ [c1, cℓ]

gi(tηi(x))x se ci < (x|N) < ci+1, i = 1, ..., ℓ− 1

x se (x|N) = ci, i = 1, ..., l.

L’omotopia f(H(x, t)) trasforma f in un’applicazione g(x) = f(H(x, 1)) per cui
g−1(N) è un insieme finito di punti con (x|e0) > 0 e g−1(S) è un insieme finito di
punti con (x|e0) < 0 .

Componiamo quest’applicazione con un’omotopia in SO(n+ 2), tra l’identità e
una una rotazione che trasforma e0 in N . Abbiamo cos̀ı ottenuto un’applicazione
continua g : Sn+1 −→ Sn+1, omotopa ad f , tale che :

{
g−1(N) ⊂ Sn+1

+ \ Sn ,
g−1(S) ⊂ Sn+1

− \ Sn .

Per la continuità di g, possiamo trovare 0 < ǫ < 1/2 tale che :

{
g(Sn+1

+ ) ⊂ {x ∈ Sn+1|xn+1 > 2ǫ− 1} ,
g(Sn+1

− ) ⊂ {x ∈ Sn+1|xn+1 < 1− 2ǫ} .

Poniamo :
Ψ+(x, t) =

(
x′, (1/ǫ− 1)(ǫ(1 + t)− t(1− xn+1)

)
,

Ψ−(x, t) =
(
x′, (1/ǫ− 1)(t(1 + xn+1)− ǫ(1 + t)

)
,

e definiamo l’omotopia L : Sn+2 × [0, 1] −→ Sn+2 mediante :

L(x, t) =





x se |xn+1| ≥ 1− ǫ
Ψ+(x, t)/|Ψ+(x, t)| se 1− ǫ(1 + 1/t) ≤ xn+1 ≤ 1− ǫ
x/|x| se |xn+1| ≤ 1− ǫ(1 + 1/t)

Ψ−(x, t)/|Ψ−(x, t)| se − 1 + ǫ(1 + 1/t) ≤ xn+1 ≤ ǫ− 1.

tra l’identità ed un’applicazione λ : Sn+1 −→ Sn+1 tale che :

λ({|xn+1| ≤ 1− 2ǫ}) ⊂ Sn.
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Allora la L(g(x), t) è un’omotopia di g con un’applicazione continua L(g(x), 1) =
h(x) tale che : {

h(Sn+1
+ ) ⊂ Sn+1

+

h(Sn+1
− ) ⊂ Sn+1

− .

Ad essa si applica quindi l’argomento del punto a). La dimostrazione è completa.
�

Teorema 3.3 Sia Φ l’insieme di applicazioni continue :

Φ = {ϕk : S1 ∋ eiθ −→ ϕk(e
iθ) = ekiθ ∈ S1 | k ∈ Z} ⊂ C∞(S1, S1) .

L’applicazione naturale :

(†) Φ −→ π(S1, S1)

è una bigezione.

Dim. Ogni applicazione continua f : S1 −→ S1 è omotopa a un’applicazione
continua g : S1 −→ S1 tale che g(1) = 1. Indichiamo con C(S1, {1};S1, {1})
l’insieme delle f ∈ C(S1, S1) tali che f(1) = 1 e sia ”∼” la relazione d’equivalenza
che identifica f1, f2 ∈ C(S1, {1};S1, {1}) se esiste un’omotopia F : [0, 1]×S1 −→ S1

con F (t, 1) = 1 per ogni t ∈ [0, 1] e F (0, z) = f1(z), F (1, z) = f2(z). Posto2

π(S1, {1};S1, {1}) = C(S1, {1};S1, {1})/ ∼, si può facilmente verificare che :

π(S1, {1};S1, {1}) ≃ π(S1, S1).

Osserviamo che l’applicazione

(∗) R ∋ θ −→ eiθ ∈ S1

è un omeomorfismo locale. Per ogni applicazione continua :

f : S1 −→ S1 con f(1) = 1

possiamo allora trovare un’unica applicazione continua :

f̃ : R −→ R

tale che f̃(0) = 0 e il diagramma

R
f̃−−−−→ R

ei·

y
yei·

S1 −−−−→
f

S1

2L’omotopia π(S1, {1}; S1, {1}) si dice legata, in contrapposizione alla π(S1, S1), che si dice
libera.
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sia commutativo. Abbiamo allora

f̃(2π) = 2kπ per qualche k ∈ Z.

L’applicazione che fa corrispondere l’intero k alla funzione f è un’applicazione
continua

C(S1, {1};S1, {1}) −→ R

che assume solo valori interi.
Essa è dunque costante sulle componenti connesse di C(S1, {1};S1, {1}). Ciò

dimostra che (†) è iniettiva. Siano ora f, g ∈ C(S1, {1};S1, {1}) tali che f̃(2π) =
g̃(2π). Allora l’omotopia lineare:

(θ, t) −→ f̃(θ) + t[g̃(θ)− f̃(θ)]

induce un’omotopia tra f e g. Ne segue che la (†) è anche surgettiva. La dimostra-
zione è completa. �

Teorema 3.4 Sia n ≥ 2. L’applicazione

C(S1, S1) ∋ f −→ σf ∈ C(Sn, Sn)

ove, posto x = (x0, x1, x′′),

σf(x0, x1, x′′) = (
√

1− |x′′|2f(x0, x1), x′′),

induce un’applicazione bigettiva

π(S1, S1) −→ π(Sn, Sn).

In particolare, l’applicazione

Z ∋ k ←→ ϕk ∈ Φ

induce per ogni n ≥ 1 una bigezione:

Z←→ π(Sn, Sn).

Dim. La prima affermazione segue per iterazione dal Lemma 3.2 e la seconda dal
Teorema 3.3. �

L’intero associato ad un’applicazione continua f : Sn −→ Sn si dice il grado di f
e si indica con deg(f).

§4 Il teorema del punto fisso di Brouwer

Un’importante applicazione dei risultati del paragrafo precedente sull’omotopia
delle sfere è il seguente :

Teorema 4.1 (di Brouwer) Ogni applicazione continua

f : Dn −→ Dn
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ha almeno un punto fisso.

Dim. Il teorema è banale se n = 0. Sia n > 0 supponiamo per assurdo che vi sia
una funzione continua f : Dn −→ Dn tale che

f(x) 6= x ∀x ∈ Dn.

Allora l’applicazione ψ : Dn −→ Sn−1 che associa ad ogni punto x di Dn l’ inter-
sezione di Sn−1 con la semiretta

t −→ x+ t (x− f(x)) , per t ≥ 0

è continua ed è una retrazione diDn su Sn−1 : essa infatti è descritta analiticamente
mediante:

ψ(x) = x+

√
(x|x− f(x))2 + (1− |x|2)|x− f(x)|2 − |(x|x− f(x))|

|x− f(x)|2 (x− f(x)).

L’applicazione
Dn × I ∋ (x, t) −→ (1− t)x+ tψ(x) ∈ Dn

è una Sn−1 omotopia dell’identità con una retrazione di Dn su Sn−1. Ciò è assurdo
perchè Sn−1 non può essere un retratto di deformazione stretto di Dn. Infatti Dn

e Sn−1 non sono omotopicamente equivalenti in quanto Dn è contrattile, mentre,
per il Teorema 3.4, Sn−1 non è (n− 1)-connesso. �

Osservazione Il teorema di Brouwer si applica ovviamente a tutti i sottoinsiemi
di Rn che sono omeomorfi a Dn; in particolare a tutti i sottoinsiemi convessi e
compatti di uno spazio euclideo.

§5 Il teorema d’immersione di Whitney

Dimostriamo in questo paragrafo che ogni varietà differenziabileM di dimensione
m è diffeomorfa a una sottovarietà chiusa di R2m+1.

Cominciamo con alcuni risultati relativi ad applicazioni differenziabili tra spazi
Euclidei. Ricordiamo che nello spazio vettoriale delle matrici A di tipo n ×m, a
coefficienti reali o complessi, la ‖A‖ =

√
traccia(A∗A) è una norma Euclidea.

Lemma 5.1 Sia Ω un aperto di Rm, n un intero ≥ 2m, ed f : Ω −→ Rn,
un’applicazione differenziabile di classe C2. Allora, per ogni ǫ > 0 esiste una matrice
reale A = (aij), di tipo n × m, tale che : ‖A‖ < ǫ e l’applicazione fA: Ω ∋ x −→
fA(x) = f(x) + Ax ∈ Rn è un’immersione in ogni punto x ∈ Ω.

Dim. Se fA non è un’immersione in un punto x ∈ Ω, allora la matrice B = Jf(x)+
A ha rango minore di m, cioè A = B − Jf(x) per una matrice B di rango minore
di m. Per ogni 0 ≤ k < m, le matrici n ×m di rango k formano una sottovarietà
differenziabile localmente chiusa M(n,m; k; R) di dimensione k(n + m − k) dello
spazio Euclideo M(n,m; R) = {matrici reali n×m} ≃ Rmn . L’applicazione :

Fk : Ω×M(n,m; k; R) ∋ (x,B) −→ A = B − Jf(x) ∈M(n,m; R) ≃ Rmn

è differenziabile di classe C1, definita su una varietà differenziabile di dimensione
m + k(n + m − k) e a valori in una varietà differenziabile di dimensione mn. La
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k −→ m+k(n+m−k) è crescente se 2k < n+m, e quindi in particolare per k < m.
Abbiamo perciò :

m+ k(n+m− k) ≤ m+ (m− 1)(n+ 1) = mn+ 2m− n− 1 < 2n

per ogni intero k con 0 ≤ k < m, per l’ipotesi che n ≥ 2m. Per il Lemma 1.1,
l’immagine di Fk è di prima categoria in Rmn. In particolare, per ogni compatto
K contenuto in Ω ed ogni R > 0, l’insieme :

K(K,R) = {(x,B) ∈ Ω×M(n,m; R) | x ∈ K , rank(B) < m, ‖B‖ ≤ R}
=

⋃

0≤k<m

Fk (K × {B ∈M(n,m; k; R) | ‖B‖ ≤ R})

è un compatto di M(n,m; R) ≃ Rmn privo di punti interni.

Fissiamo una successione crescente {Kν} di compatti di Ω con Kν ⊂
◦

Kν+1 ed⋃
ν Kν = Ω, scegliendo ad esempio :

Kν = {x ∈ Rm | |x| ≤ eν , dist(x,Rm \Ω) ≥ e−ν}.
Per ogni intero positivo ν, l’insieme Aν = M(n,m; R) \ K(Kν , ν) è allora un

aperto denso di M(n,m; R). Le matrici A che appartengono ad A =
⋂
ν Aν sono

tutte e sole quelle per cui x −→ f(x) + Ax è un’immersione in ogni punto di Ω.
Poiché M(n,m; R) ≃ Rmn è uno spazio di Baire, A è un sottoinsieme denso di
seconda categoria di M(n,m; R). Da questa osservazione segue la tesi del Lemma.
�

Lemma 5.2 Sia Sia Ω un aperto di Rm, n un intero ≥ m, ed f : Ω −→ Rn

un’applicazione differenziabile di classe C1. Se f è un’immersione in tutti i punti di
un compatto K di Ω, allora possiamo trovare un ǫ > 0 tale che, per ogni applica-
zione differenziabile g : Ω −→ Rn di classe C1 con supx∈K ‖Jg(x)‖ < ǫ, l’applicazione
x −→ f(x) + g(x) sia ancora un’immersione in ogni punto x ∈ K.

Se inoltre f : Ω −→ Rn è iniettiva su un compatto K ′ ⊂ K ⊂ Ω, allora esiste un
numero reale ǫ′ > 0 tale che, se g: Ω −→ Rn soddisfa |g(x)− g(y)| ≤ ǫ′|x − y| per
x, y ∈ K ′, allora (f + g): Ω −→ Rn è ancora iniettiva su K ′.

Sia r < dist(K, bΩ). Esiste allora un numero reale positivo ǫ′′ > 0 tale che, se
g : Ω −→ Rn è un’applicazione di classe C1 e |g(x)| < ǫ′′ per x ∈ K ′, ‖Jg(x)‖ < ǫ′′

per x ∈ K ∪ {x ∈ Ω | dist(x,K ′) ≤ r}, allora f + g è un’immersione in tutti i punti
di K ed è iniettiva su K ′.

Dim. Sia :

Ui1,...,im(r) =
{
x ∈ Ω

∣∣ ∣∣det(∂f ih(x)/∂xj)1≤j,h≤m
∣∣ > r

}

l’aperto dei punti di Ω in cui il determinante del minore m×m formato dalle righe
(i1, . . . , im) della matrice Jacobiana Jf(x) è in modulo maggiore di un numero reale
positivo r assegnato. Per ipotesi, possiamo ricoprire K con un numero finito di
aperti Ui1,...,im(r). La tesi segue allora dalla dipendenza continua dei determinanti
dei minori dai coefficienti della matrice.

Dimostriamo adesso la seconda affermazione. Dimostriamo innanzi tutto che
esiste un numero reale positivo c > 0 tale che |f(x)− f(y)| ≥ c|x− y| se x, y ∈ K ′.
Infatti, se f è un’immersione iniettiva in ogni punto di K ′, la funzione

F (x, y) =

{ |f(x)−f(y)|
|x−y| se x 6= y

lim infx′−→x
|f(x′)−f(x)|

|x′−x|
se x = y
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è finita, semicontinua inferiormente e positiva in ogni punto del compatto K ′×K ′,
ed ha quindi su K ′ ×K ′ un minimo positivo c.

SE g: Ω −→ Rn soddisfa |g(x) − g(y)| < c|x − y| per x, y ∈ K ′, avremo, per
x 6= y ∈ K ′ :

|[f(x) + g(x)]− [f(y) + g(y)]| ≥ |f(x)− f(y)| − |g(x)− g(y)|
≥ c |x− y| − |g(x)− g(y)| > 0 .

Questo dimostra che (f + g) è ancora iniettiva su K ′.
Osserviamo che, fissati due numeri reali ǫ′, r > 0, con r > dist(K ′, bΩ), possiamo

trovare un ǫ′′ > 0 sufficientemente piccolo tale che ogni funzione g : Ω −→ Rn di
classe C1 che soddisfi ‖Jg(x)‖ < ǫ′′ se dist(x,K ′) ≤ r, soddisfi anche la disegua-
glianza |g(x)− g(y)| ≤ ǫ′|x− y| quando x, y appartengano alla stessa componente
connessa di K ′. Fisseremo inoltre ǫ′′ in modo tale che |f(x) − f(y)| > ǫ′′ se x, y
appartengono a diverse componenti connesse di K ′. In questo modo anche l’ultima
affermazione del Lemma risulterà verificata. �

Prima di enunciare e dimostrare il Teorema d’immersione di Whitney, è conve-
niente definire un’opportuna topologia sullo spazio vettoriale reale C∞(M,Rn) delle
applicazioni di classe C∞ delle applicazioni f :M −→ N differenziabili di classe C∞.

Definiamo innanzi tutto la topologia di C∞(Ω,Rn) nel caso in cui Ω sia un aperto
dello spazio Euclideo Rm. Per ogni compatto K ⊂ Ω ed ogni intero non negativo
m introduciamo la seminorma :

‖f‖K,m = sup
x∈K

sup
|α|≤m

|Dαf(x)| .

Sia ora {Kν}ν∈N una successione di compatti con Kν ⊂
◦

Kν+1 e
⋃
ν Kν = Ω e

definiamo, per f, g ∈ C∞(Ω,Rn) :

dist(f, g) =

∞∑

ν=0

2−ν
‖f − g‖Kν ,ν

1 + ‖f − g‖Kν ,ν
.

Si verifica che questa è una distanza su C∞(Ω,Rn), che induce la topologia della
convergenza uniforme della funzione con tutte le sue derivate parziali sui compatti
di Ω, e che, con questa distanza, C∞(Ω,Rn) è uno spazio metrico completo e quindi,
in particolare, uno spazio di Baire.

Consideriamo ora il caso in cui M sia una varietà differenziabile di classe C∞.

Fissiamo ancora una successione di compatti {Kν}ν∈N di M con Kν ⊂
◦

Kν+1 e⋃
ν Kν = M ed un atlante numerabile AM = {(Ua, xa)}a∈N, con gli aperti Ua

relativamente compatti in M . Per ogni a ∈ N, fissiamo un aperto U ′
a ⋐ Ua, in modo

tale che {U ′
a}a∈N sia una famiglia localmente finita e sia ancora un ricoprimento

di M . Definiremo allora la distanza tra due applicazioni f e g di C∞(M,Rn)
mediante :

dist(f, g) =

∞∑

ν=0

∞∑

a=0

2−ν−a
‖f ◦ x−1

a − g ◦ x−1
a ‖xa(Ū ′

a∩Kν),ν

1 + ‖f ◦ x−1
a − g ◦ x−1

a ‖xa(Ū ′
a∩Kν),ν

.

Si verifica che con questa distanza C∞(M,Rn) è uno spazio metrico completo, e
quindi di Baire. La topologia indotta dalla distanza è, per la rappresentazione
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della funzione in ogni carte locale, quella della convergenza uniforme con tutte le
derivate.

Dimostriamo ora il :

Teorema 5.3 (Whitney) Sia M una varietà differenziabile di classe C∞, para-
compatta, numerabile all’infinito, di dimensione realem. Esiste allora un’immersio -
ne differenziabile f : M −→ R2m e un diffeomorfismo g : M −→ N ⊂ R2m+1 di M su
una sottovarietà globalmente chiusa N di R2m+1.

Dim. Possiamo supporre per semplicità che M sia connessa. Fissiamo una suc-

cessione di compatti {Kν}ν∈N di M con Kν ⊂
◦

Kν+1 e
⋃
ν Kν = M ed un atlante

numerabile e localmente finito AM = {(Ua, xa)}a∈N, con gli aperti Ua relativamente
compatti in M . Per ogni ν indichiamo con Fν l’insieme delle applicazioni differen-
ziabili f ∈ C∞(M,Rn) che sono un’immersione in ogni punto di Kν . Per il Lemma
5.2, Fν è un aperto di C∞(M,Rn). Per il Lemma 5.1, Fν è denso in C∞(M,Rn).
Per il Teorema di Baire, F =

⋂
ν Fν è un sottoinsieme denso di seconda categoria

di C∞(M,Rn). Chiaramente le funzioni di F sono immersioni in ogni punto di M .
Se M è compatta, ogni applicazione differenziabile f :M −→ Rn è propria3. Se

M non è compatta, consideriamo il sottoinsieme T delle funzioni f ∈ C∞(M,Rn)
che soddisfano f(p) ≥ ν se p ∈ Kν \ Kν−1 per ν ≥ 1. Poiché T è chiuso, è uno
spazio metrico completo per la restrizione della distanza su C∞(M,Rn) e quindi
uno spazio di Baire. Ancora, si verifica facilmente che Fν ∩ T è un aperto denso di
T per ogni ν. Quindi F ∩ T è un sottoinsieme denso di seconda categoria di T ed
ogni f ∈ F ∩ T definisce un’immersione propria f :M −→ Rn.

Supponiamo ora che n > 2m. Sia f :M −→ Rn un’applicazione differenziabile
che è un’immersione differenziabile in ogni punto p si un compatto K di M . Sia
A = {(Ua, xa)} un atlante numerabile e localmente finito di M , con aperti Ua
relativamente compatti in M ed U ′

a aperti di M con U ′
a ⋐ Ua e

⋃
a U

′
a = M . Per

il teorema delle funzioni implicite, possiamo scegliere l’atlante A in modo che f
sia iniettiva su K ∩ Ua per ogni aperto Ua dell’atlante A. Sia {χa} una partizione
dell’unità di classe C∞ diM , subordinata al ricoprimento {Ua}, con χa(p) > 0 se p ∈
Ū ′
a. Dico che, data una qualsiasi successione di numeri reali positivi {ra}, è possibile

determinare una successione di vettori {va} ⊂ Rn tale che per ogni intero positivo
ν, fν = f +

∑
a<ν vaχa sia un’immersione in ogni punto di Fν = K ∩⋃a<ν Ū ′

a ed
iniettiva su Fν e su ogni sottoinsieme K∩Ua, per a ∈ N. Ragioniamo per ricorrenza
su ν. Per ν = 0, abbiamo Fν = ∅ e quindi non c’è nulla da dimostrare. Supponiamo
di aver costruito fν . L’insieme D = {(p, q) ∈ M ×M |χν(p) 6= χν(q)} è un aperto
di M ×M e quindi una varietà differenziabile di classe C∞ e di dimensione 2m.

Poiché 2m < n, per il Lemma di Sard l’applicazione D ∋ (p, q) −→ f(p)−f(q)
χν(p)−χν (q)

∈
Rn ha immagine di prima categoria in Rn ed è dunque possibile trovare un bν
arbitrariamente piccolo tale che fν(p)−fν (q)

χν(p)−χν(q) 6= bν se (p, q) ∈ D. Pur di scegliere bν
sufficientemente piccolo, per il Lemma 5.2 la funzione fν+1 = fν+bνχν sarà ancora
un’immersione differenziabile ed iniettiva su Fν e su tutte le intersezioni K ∩ Ua.
Potremo ancora, per il Lemma 5.2, scegliere bν in modo che fν sia un’immersione
differenziabile in ogni punto di Fν+1. Resta da verificare che fν+1 sia iniettiva
su Fν+1. Siano p, q ∈ Fν+1 con fν+1(p) = fν+1(q). Quest’uguaglianza implica

3Chiamiamo propria un’applicazione continua Φ : X −→ Y tra due spazi topologici X e Y che
trasformi chiusi di X in chiusi di Y e per cui Φ−1(K) sia compatto per ogni compatto K di Y .
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che p = q se entrambi i punti non appartengono all’aperto {χν > 0}. Infatti in
questo caso p, q ∈ Fν ed fν(p) = fν+1(p) = fν+1(q) = fν(q). Si verifica ancora
che fν+1(p) 6= fν+1(q) se χν(p) · χν(q) = 0 e p 6= q. Resta da considerare il caso
in cui χν(p) · χν(q) 6= 0. Allora p, q ∈ K ∩ Ua ed f(p) 6= f(q) se p 6= q per la
scelta dell’atlante A. Quindi : se χν(p) = χν(q), da fν+1(p) = fν+1(q) ricaviamo
che fν(p) = fν(q) e quindi p = q; se χν(p) 6= χν(q) la fν+1(p) = fν+1(q) implica
che p = q per la scelta di bν .

Sia ora {Kν} una successione di compatti di M con Kν ⊂
◦

Kν+1 e
⋃
Kν = M , sia

T = {f ∈ C∞(M,Rn) | |f(p)| ≥ ν se p ∈ Kν \Kν−1}. Per quanto dimostrato sopra,
se n > 2m, le f ∈ T che sono immersioni differenziabili iniettive su Kν formano un
aperto denso Tν di T . Per il teorema di Baire, T =

⋂
ν Tν è un sottoinsieme denso

di seconda categoria di T e chiaramente i suoi elementi sono immersioni iniettive
di M in Rn. �

Osserviamo che, utilizzando il Teorema d’immersione di Whitney, è possibile
definire una topologia metrizzabile sullo spazio C∞(M,N) delle applicazioni diffe-
renziabili definite sulla varietà differenziabile M ed a valori nella varietà differen-
ziabile N . Fissata un’immersione differenziabile iniettiva e propria N →֒ Rℓ, che ci
permetta di identificare N ad una sottovarietà chiusa di Rℓ, potremo considerare
C∞(M,N) come il sottospazio chiuso di C∞(M,N) formato dalle f per cui f(M) ⊂
N .
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CAPITOLO III

FORME DIFFERENZIALI

§1 Forme differenziali in Rn

Indichiamo con ΛqRn lo spazio vettoriale reale di dimensione
(
n
q

)
delle forme

q-multilineari alternate su Rn. Si dice forma differenziale di grado q e di classe Ck
su un aperto A di Rn un’applicazione differenziabile di classe Ck:

(1.1) η : A −→ ΛqRn .

Indichiamo con Ωqk(A) lo spazio vettoriale su R delle forme differenziali di grado q

e di classe Ck sull’aperto A di Rn. Sia dxi la forma lineare su Rn definita da

(1.2) dxi(x) = xi ∀x = t(x1, ..., xn) ∈ Rn .

Poiché le forme :

(1.3) dxi1 ∧ ... ∧ dxiq con 1 ≤ i1 < ... < iq ≤ n

definiscono una base di ΛqRn, la forma (1.1) si scrive in modo unico come :

(1.4)
∑

1≤i1<...<iq≤n

ηi1...iqdx
i1 ∧ · · · ∧ dxiq

ed è di classe Ck se e soltanto se tutte le funzioni reali ηi1,...,iq(x) = η(x)(ei1 , ..., eiq)

sono di classe Ck su A. (Abbiamo indicato con e1, ..., en i vettori della base canonica
di Rn.)

§2 Pull-back

Se f : A −→ R è una funzione di classe Ck con k ≥ 1, definita sull’aperto A di
Rn, il suo differenziale è l’elemento di Ω1

k−1(A) definito da:

(2.1) df(x) =
n∑

i=1

∂f(x)

∂xi
dxi .

Siano B un aperto di Rm, A un aperto di Rn e φ = t(φ1, ..., φn) : B −→ A
un’applicazione differenziabile di classe Ck+1, con k ≥ 0. Data una forma diffe-
renziale η ∈ Ωqk(A), definita da (1.4), definiamo il suo pull-back φ∗η come la forma
differenziale di Ωqk(B) :

(2.2) φ∗η =
∑

i1...iq

ηi1...iq(φ) dφi1 ∧ ... ∧ dφiq .
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Si verifica immediatamente che il pull-back di forme gode delle proprietà :

Teorema 2.1 φ∗ : Ωqk(A) −→ Ωqk(B) è un’applicazione R-lineare.

Se η1 ∈ Ωq1k (A) ed η2 ∈ Ωq2k (A), allora η1 ∧ η2 ∈ Ωq1+q2k (A) e φ∗(η1 ∧ η2) =
(φ∗η1) ∧ (φ∗η2) .

Se ψ : D −→ B è un’applicazione di classe Ck+1, definita su un aperto D di Rℓ,
allora (φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗ .

§3 Differenziale di una forma

La definizione del differenziale di una funzione si può estendere a forme differen-
ziali di ordine qualsiasi. Sia η ∈ Ωqk+1(A) una forma differenziale di grado q e di

classe Ck+1, con k ≥ 0, definita su un aperto A di Rn dalla formula (1.4). Poniamo :

(3.1) dη(x)=
∑

1≤i1<...<iq≤n
dηi1...1q

(x) ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxiq

=
∑n
i=1

∑
1≤i1<...<iq≤n

∂ηi1...1q (x)

∂xi dxi ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxiq .

Per ogni intero q ≥ 0, il differenziale definisce un’applicazione R-lineare :

(3.2) d : Ωqk+1(A) −→ Ωq+1
k (A) .

Teorema 3.1 Il differenziale è l’unica applicazione R-lineare (3.2), definita per
ogni q = 0, 1, ..., n, che coincida con il differenziale definito sulle funzioni nel caso
q = 0, e soddisfi le:

(3.3) d(η1 ∧ η2) = dη1 ∧ η2 + (−1)q1η1 ∧ dη2 ∀η1 ∈ Ωq1k+1 , ∀η2 ∈ Ωq2k+1

(3.4) d ◦ d : Ωqk+2(A) −→ Ωq+2
k è l’applicazione nulla, cioè d ◦ d = d2 = 0 .

Dim. La (3.3), per il differenziale definito dalla (3.1), segue dalle proprietà del
prodotto esterno e dalla regola di Leibnitz per la derivazione del prodotto di due
funzioni. La (3.4) è allora conseguenza della :

d2f =

n∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj = 0 ,

valida per ogni funzione f ∈ C2(A,R). Viceversa, se valgono (3.3) e (3.4) e il
differenziale è R-lineare, la sua espressione è data necessariamente dalla (3.1). �

Per ogni aperto A di Rn, abbiamo un complesso di operatori differenziali :

(3.5)

0 −−−−−→ Ω0
k+n

(A)
d

−−−−−→ Ω1
k+n−1(A) −−−−−→ · · ·

d
−−−−−→ Ωh

k+n−h
(A)

d
−−−−−→ Ωh+1

k+n−h−1(A)
d

−−−−−→ Ωh+2
k+n−h−2(A) −−−−−→

· · ·
d

−−−−−→ Ωn
k
(A) −−−−−→ 0
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Teorema 3.2 (Lemma di Poincaré-Volterra) Sia η ∈ Ωqk(A) (k ≥ 1) una
forma differenziale definita su un aperto A di Rn, che soddisfa

(3.6) df = 0

in un intorno aperto di un punto p di A. Se q = 0, allora f è costante in un intorno
di p in A. Se q > 0, possiamo trovare un intorno aperto U di p in A e una forma

differenziale u ∈ Ω
(q−1)
k+1 (U) tale che

(3.7) du = η in U.

Dim. L’affermazione nel caso q = 0 è conseguenza del teorema di Lagrange:
se f è una funzione di classe C1 su un aperto convesso, allora f(x) − f(y) =∑n
i=1 (xi − yi)∂f(ξ)/∂xi per un punto ξ del segmento [x, y] di estremi x, y. Quindi

f è costante su un aperto convesso in cui si annullino tutte le sue derivate prime.
Sia ora q > 0. Ragioniamo per induzione, supponendo il teorema vero per forme

differenziali che non contengano in un intorno di p i differenziali dxi+1, ..., dxn. Se
η, definita da (1.4), ciò significa che, in un intorno U di p :

(†[i]) ηi1...iq = 0 se 1 ≤ i1 < · · · < iq−1 ≤ i < iq ≤ n .

Se inoltre dη = 0 allora, in un intorno U di p :

(‡[i]) ∂ηi1...iq
∂xj

= 0 se 1 ≤ i1 < ... < iq ≤ i < j ≤ n .

Il caso i = 0 è banale perché allora η è identicamente nulla in un intorno U di p e
possiamo risolvere (3.7) ponendo u = 0. Supponiamo quindi i ≥ 0 e sia η ∈ Ωqk(A)
una forma, con dη = 0, che soddisfi (†[i+ 1]), e quindi anche (‡[i+ 1]) :

η =
∑

1≤j1<...<jm≤i+1

ηj1...jqdx
j1 ∧ ... ∧ dxjq

in un intorno U di p. Scriviamo in un intorno di p

η = dxi+1 ∧ η1 + η2

con η1, η2 che non contengono dxi+1, cioè η1 ∈ Ωq−1
k (U) ed η2 ∈ Ωqk(U) e soddisfano

(†[i]) e (‡[i+ 1]). Possiamo supporre che p = 0 e che questa decomposizione valga
in un intorno U di

W = [−R,R]n

in A ⊂ Rn, per R > 0 in cui dη = 0. Definiamo quindi una forma

β =
∑

1≤j1<...<jq−1≤i

βj1...jq−1
dxj1 ∧ ... ∧ dxjq−1

ponendo

βj1...jq−1
(x1, ..., xn) =

∫ xi+1

−R

ηj1...jq−1
(x1, ...xi, t, xi+2, ..., xn)dt.
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Allora si verifica che
η − dβ ∈ Ωqk((−R,R)n)

è indipendente da dxi+1, ..., dxn e quindi per l’ipotesi induttiva

η − dβ = dv

su un intorno aperto U di p contenuto in W e la tesi segue con

u = β + v.

�

Si verifica facilmente, dalla formula del calcolo dei differenziali, il :

Teorema 3.3 Se φ : B −→ A è una applicazione differenziabile di classe Ck+2

definita su un aperto B di Rm e valori in un aperto A di Rn, abbiamo, per ogni
intero q ≥ 0, il diagramma commutativo:

Ωqk+2(A)
d−−−−→ Ωq+1

k+1(A)

φ∗

y
yφ∗

Ωqk+1(B)
d−−−−→ Ωq+1

k (B)

Osservazione I teoremi 3.2 e 3.3 permettono di definire forme differenziali e il
differenziale di forme su varietà differenziabili astratte, in quanto ci dicono che la
definizione di differenziale e la differenziazione sono operazioni invarianti rispetto
ai cambiamenti di carte locali.

§4 Orientazione e sottovarietà di Rn.
Sia M una varietà differenziabile di classe Ck, con k ≥ 1. Un atlante A di

classe Ck si dice orientato se i determinanti degli jacobiani delle sue funzioni di
transizione sono positivi. Diremo che due atlanti orientati A1 e A2 sono compatibili
se la loro unione è ancora un atlante orientato. Una varietà differenziabile che
ammetta un atlante orientato si dice orientabile. La relazione di compatibilità è
allora una relazione di equivalenza tra gli atlanti orientati su M che ne definiscono
la struttura differenziabile. Se M è connessa e orientabile, ci sono esattamente due
classi di equivalenza di atlanti orientati su M . La scelta di una delle due classi è una
orientazione della varietà M . Nel caso di una varietà non connessa, un’orientazione
di M sarà la scelta di una particolare orientazione su ciascuna delle sue componenti
connesse.

Osservazione Non tutte le varietà sono orientabili. Ad esempio gli spazi proiet-
tivi RPn sono varietà orientabili se n è dispari, ma non se n è pari.

Consideriamo ora in particolare il caso di sottovarietà di Rn. Ricordiamo che
una sottovarietà localmente chiusa di Rn, di classe Ck (k ≥ 1) e di dimensione q,
è un sottoinsieme S di Rn tale che, per ogni punto p ∈ S, si possano trovare un
intorno aperto U di p in Rn ed n− q funzioni di classe Ck:

f i : U −→ R i = 1, ..., n− q
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tali che:

(4.1)

{
S ∩ U = {x ∈ U |f i(x) = 0 i = 1, ..., n− q}

df1(x) ∧ ... ∧ dfn−q(x) 6= 0 ∀x ∈ U.
Una carta locale su S è una parametrizzazione :

(4.2) r : B aperto ⊂ Rq −→ S ⊂ Rn

di classe Ck, cioè un’applicazione differenziabile di classe Ck, definita su un aperto
B di Rq, a valori in Rn, non singolare, cioè con Jacobiano di rango massimo q
in ogni punto di B, e la cui immagine r(B) sia contenuta in S. L’esistenza di un
atlante ottenuto mediante parametrizzazioni è assicurata dal teorema delle funzioni
implicite.

La scelta delle funzioni f1, . . . , fn−q determina un’orientazione su S ∩ U : una
parametrizzazione (4.2) con r(B) ⊂ S ∩ U sarà una carta ammissibile se :

det

(
∇f1(r), ...,∇fn−q(r), ∂r

∂y1
, ...,

∂r

∂yq

)
> 0 .

Torniamo al caso generale. Sia M una varietà di classe Ck con k ≥ 1 e sia D
un aperto di M . È allora possibile definire un’applicazione continua f : M −→ R
che assuma valori negativi su D e positivi su M − D̄. Infatti M è uno spazio
topologico regolare e a base numerabile e dunque metrizzabile. Se d è una distanza
che definisce la topologia di M , e bD è la frontiera di D, basterà porre

f(x) =

{ −d(x, bD) se x ∈ D̄
d(x, bD) se x ∈M −D.

Diciamo che D è regolare di classe Ck se è possibile scegliere una tale funzione
f in modo che sia di classe Ck in un intorno U di bD in M e non abbia punti
critici su bD; diciamo allora che la f definisce D. Se M è orientata, possiamo
definire sulla frontiera di un suo aperto D di classe Ck una struttura di varietà
orientata di dimensione n− 1. Se f è una funzione che definisce D, costruiamo un
atlante orientato su bD nel modo seguente: ogni punto p di bD ammette un intorno
coordinato (U, φ), compatibile con l’orientazione di M , della forma

φ = (f, φ1, ..., φn−1).

Considereremo allora la
(bD ∩ U, (φ1, ..., φn−1))

come una carta dell’atlante che definisce l’orientazione di bD. La frontiera di D,
pensata come varietà orientata nel modo che abbiamo precisato, si indica con ∂D
e si dice il bordo o la frontiera orientata di D.

Questa nozione è molto importante per la teoria dell’integrazione delle forme
differenziali.

§5 Integrazione e formule di Stokes

Sia A un dominio di Rn. Una n-forma Se η ∈ Ωn0 (A) si scrive nella forma

η = η1,...,ndx
1 ∧ ... ∧ dxn ,
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ove η1,...,n è una funzione reale, continua in A. Sia D un sottoinsieme misurabile
contenuto in A ed η1,...,n è integrabile in D, possiamo definire

∫

D

η =

∫

D

η1...ndx .

Sia r = (r1, ..., rn) : B −→ A ⊂ Rn un’applicazione differenziabile definita su un
aperto B ⊂ Rq, iniettiva e senza punti singolari. Diciamo che r(B) è una sottova-
rietà parametrica di A ⊂ Rn di dimensione q. Se η ∈ Ωq(A), il suo pull-back r∗η è
una q-forma continua su B. Se D è un dominio misurabile di B, e supp(r∗η)∩ D̄ è
un compatto contenuto in B, possiamo integrare su D la forma r∗η), e porre :

∫

r(D)

η =

∫

D

r∗η.

La formula di cambiamento di variabili negli integrali multipli ci dice che un cam-
biamento di parametrizzazione di r(D) che non ne cambi l’orientazione, ottenuto
cioè mediante un diffeomorfismo

σ : B′ −→ B tra aperti B′, B ⊂ Rq con det

(
∂σi

∂yj

)

1≤i,j≤q

> 0

non cambia il valore dell’integrale :

∫

σ−1(D)

(r ◦ σ)∗η =

∫

D

r∗η .

Possiamo quindi integrare una q-forma su sottoinsiemi compatti di sottovarietà
orientate di dimensione q, usando l’additività dell’integrale e riducendoci, per parti-
zione dell’unità, a considerare soltanto il caso di varietà parametriche (carte locali).

Riconsideriamo ora il concetto di bordo di un dominio di Rn. Supponiamo che
D sia un aperto relativamente compatto di Rn. Sia d la distanza euclidea in Rn e
consideriamo la funzione continua f : Rn −→ R negativa in D e positiva su Rn− D̄:

f(x) =

{ −d(x, bD) se x ∈ D̄
d(x, bD) se x ∈ Rn −D.

Allora bD è di classe Ck con k ≥ 1 in un punto p ∈ bD se soltato se la funzione f
cos̀ı definita è di classe Ck in un intorno di p e ∇f(p) 6= 0 .

Se bD è di classe Ck in un punto p, per il teorema delle funzioni implicite potremo
trovare un intorno U di p in Rn tale che bD∩U sia una sottovarietà chiusa di classe
Ck e di dimensione n − 1 dell’aperto U . L’orientazione di ∂D è definita dalle
rappresentazioni parametriche

r : V ⊂ Rn−1 −→ U

con r(V ) = bD ∩ U ′ ⊂ U che soddisfano la condizione:

det

(
∇f(r),

∂r

∂y1
, ...,

∂r

∂yn−1

)
> 0.
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Se la frontiera di un un aperto relativamente compatto D è differenziabile in tutti i
punti, indichiamo con ∂D la sua frontiera come sottovarietà differenziabile orientata
di dimensione n− 1, con l’orientazione definita nel modo precisato sopra.

Teorema 5.1 (Formula di Green) Sia D un aperto relativamente compatto
con frontiera differenziabile e sia η ∈ Ωn−1

1 (A) una forma differenziale definita in
un intorno A di D̄. Allora ∫

∂D

η =

∫

D

dη.

Dim. Ci limitiamo a dare un’idea della dimostrazione. Osserviamo in primo luogo
che la formula vale se η è nulla fuori da un compatto contenuto in D. In questo
caso infatti ci riconduciamo a un integrale su un compatto [−R,R]n che contiene D̄
e per il teorema di Fubini la formula è ridotta all’integrazione per parti per funzioni
di una variabile reale.

Per il teorema delle funzioni implicite e per la compattezza di ∂D, possiamo
ricoprire ∂D con un numero finito di aperti Ui, per i = 1, . . . , k, in cui siano
definite coordinate yi = yi(x) tali che :

D ∩ Ui = {−Ri < y1
i < 0 ,−Ri < yhi < Ri per 2 ≤ h ≤ n} , con Ri > 0.

Sia U0 ⋐ D un intorno di D \⋃mi=1 Ui, con chiusura compatta in D. Sia {χi}0≤i≤m
una partizione dell’unità di classe C∞ su D̄, subordinata al ricoprimento {Ui}.
Abbiamo allora ∫

D

dη =
m∑

i=0

∫

Ui

d(χiη) .

Poiché χ0 ha supporto compatto contenuto in U0,

∫

U0

d(χ0η) = 0. Per i > 0,

scriviamo in Ui :

χiη = η
(i)
1 dy2

i ∧ · · · ∧ yni + · · ·+ (−1)h+1η
(i)
h dy1

i∧ · · · ∧ d̂yhi ∧ . . . ∧ dyni
+(−1)n+1η

(i)
n dy1

i ∧ · · · ∧ dyn−1
i .

Abbiamo allora :

d(χiη) =

n∑

h=1

∂η
(i)
h

∂yhi
dy1
i ∧ · · · ∧ dyhi ,

∫

Ui

d(χiη)=

n∑

h=1

∫ 0

−Ri

dy1
i

∫ Ri

−Ri

dy2
i · · ·

∫ Ri

−Ri

dyni
∂η

(i)
h

∂yhi

=

∫ Ri

−Ri

dy2
i · · ·

∫ Ri

−Ri

dyni η
(i)
1 (0, y2

i , . . . , y
n
i ) =

∫

∂D

χiη

perché

∫ 0

−Ri

∂η
(i)
1

∂y1
i

dy1
i = η

(i)
1 (0, y2

i , . . . , y
n
i ), mentre

∫ Ri

−Ri

∂η
(i)
h

∂yhi
dyhi = 0 per i > 1.

Poiché {χi} è una partizione dell’unità in un intorno di ∂D, otteniamo la tesi. �

Sia ora S una sottovarietà differenziabile orientata di dimensione q e di classe Ck,
con k ≥ 1, di un aperto A di Rn. Ciò significa che, per ogni punto p ∈ S, possiamo
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trovare un intorno Up di p ed n − q funzioni differenziabili f i per i = 1, ..., n− q
definite in Up e tali che :

(∗)
{
S ∩ Up = {x ∈ Up|f i(x) = 0 ∀i = 1, ..., n− q} ,

df1(x) ∧ ... ∧ dfn−q(x) 6= 0 ∀x ∈ S ∩ Up .

e inoltre l’orientazione di S è definita dall’atlante in cui sono carte ammissibili in
S ∩ Up le parametrizzazioni :

r : V ⊂ Rq −→ S ∩ Up ⊂ Rn

per cui

det

(
∇f1(r), ...,∇fn−q(r), ∂r

∂y1
, ...,

∂r

∂yq

)
> 0.

Dato un aperto relativamente compatto D di S, diremo che la sua frontiera è di
classe Ck se possiamo trovare una funzione φ di classe Ck con :

{
D = {x ∈ S|φ(x) < 0}

dφ(x) ∧ df q+1(x) ∧ ... ∧ dfn(x) 6= 0 ∀x ∈ bD ,

dove bD è la frontiera di D in S e le f1, . . . , fn−q definiscono l’orientazione di S
in un intorno x. Su bD consideriamo allora l’orientazione definita dalle funzioni
f q+1, ..., fn, φ. La sottovarietà bD, con questa orientazione, si dice il bordo di D e
si indica con ∂D. Otteniamo allora, per la definizione di integrale di una q-forma
su una sottovarietà orientata q-dimensionale e la formula di Green:

Teorema 5.2 (Formula di Stokes) Sia D un dominio relativamente compatto
con frontiera di classe Ck (k ≥ 1) di una sottovarietà orientata S di dimensione q

di Rn (con q ≥ 1). Sia η ∈ Ωq−1
1 (U) per un intorno U di D̄ in Rn. Allora:

∫

∂D

η =

∫

D

dη.

Osservazione Le formule di Green e di Stokes si estendono al caso in cui la
frontiera dell’aperto relativamente compatto D sia di classe C1 a tratti, cioè D si
possa ottenere mediante unioni e intersezioni finite di aperti con frontiera regolare
di classe C1. In questo caso ∂D risulta un’unione finita di sottoinsiemi chiusi di sot-
tovarietà orientate, due a due senza punti interni comuni e l’integrale sulla frontiera
deve intendersi come la somma finita degli integrali effettuati su ciascuno di tali
sottoinsiemi.

Concludiamo con alcune osservazioni che collegano le formule di Green-Stokes al
lemma di Poincaré-Volterra. Sia A un aperto di Rn e sia η ∈ Ωqk(A), (k, q ≥ 1) con

dη = 0 in A.

Una tale forma si dice chiusa. Allora:
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(i) L’integrale della η su sottovarietà compatte di A di dimensione q è invariante
per omotopia e la sua definizione si può estendere fino a definire applicazioni :

π(Sq, A) −→ R , πℓ(D
q, Sq−1;A) −→ R.

Ciò dipende dal fatto che le applicazioni continue Sn −→ A si possono approssimare
mediante applicazioni di classe C∞ e queste, per il lemma di Sard, hanno luogo di
valori critici di misura q-dimensionale nulla.

(ii) Condizione necessaria e sufficiente affinché si possa trovare una forma u ∈
Ωq−1
k+1(A) tale che

du = η in A

(in questo caso diciamo che η è esatta in A) è che l’integrale di η su ogni sottovarietà
compatta orientata di dimensione q di A sia 0.

Sia A = R2 − {0}. Consideriamo su A la forma chiusa

dθ =
xdy − ydx
x2 + y2

.

Essa non è esatta in quanto il suo integrale su una qualsiasi circonferenza

[0, 2π] ∋ t −→ t(R cos t, R sin t) ∈ A

(R > 0) è uguale a 2π. L’integrale della forma dθ su un laccetto in A, diviso per
2π si dice l’indice del laccetto rispetto a 0 e l’annullarsi dell’indice del laccetto è
condizione necessaria e sufficiente affinché esso sia omotopo al laccetto costante.
Intuitivamente l’indice rispetto a 0 di un laccetto in A misura quante volte esso si
avvolge intorno all’origine. In generale, dato un laccetto in R2, è possibile definire
l’indice del laccetto rispetto a qualsiasi punto di R2 che non appartenga al laccetto,
considerando le forme:

(x− x0)dy − (y − y0)dx
(x− x0)2 + (y − y0)2

.

Nel caso di laccetti semplici, l’indice rispetto al laccetto di ciascun punto che non
sia nel suo supporto può assumere solo due valori tra i numeri 0, 1,−1. I punti
in cui l’indice è diverso da 0 formano un aperto limitato che ha il laccetto come
frontiera (Teorema di Jordan).

L’indice rispetto a 0 della frontiera orientata di un dominio regolare connesso
e semplicemente connesso che contenga 0 come suo punto interno è 1, mentre la
somma degli indici dei laccetti che compongono la frontiera di un dominio regolare
che non contenga 0 nella sua chiusura è uguale a 0.
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CAPITOLO IV

FIBRATI VETTORIALI E FIBRATI PRINCIPALI

§1 Campi di vettori e curve integrali

Sia M una fissata differenziabile di dimensione m, e di classe C∞, numerabile
all’infinito. Denotiamo con E(M) l’algebra reale ed anello commutativo unitario
delle funzioni C∞, a valori reali, definite su M . Si dice campo di vettori su M una
derivazione dell’algebra E(M), cioè un’applicazione R-lineare:

X : E(M) −→ E(M)

che soddisfi l’identità di Leibnitz:

(1.1) X(fg) = gX(f) + fX(g) ∀f, g ∈ E(M) .

Indichiamo con X(M) l’insieme di tutti i campi di vettori su M . Essi formano un
E(M)-modulo unitario, per il prodotto definito da (fX)(g) = f(X(g)) (se f, g ∈
E(M), X ∈ X(M), ed un’algebra di Lie reale per il prodotto di commutazione :

(1.2) [X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)) per X, Y ∈ X(M) , f ∈ E(M) .

Lemma 1.1 Se X ∈ X(M), allora X si annulla su tutte le funzioni costanti.

Dim. Indichiamo con c, per c ∈ R, la funzione costante che vale c su M . Abbiamo:

cX(1) = X(c) = X(c · 1) = c ·X(1) + 1 ·X(c) = 2 ·X(c)

e quindi X(c) = 0. �

Lemma 1.2 Sia X ∈ X(M). Se f ∈ E(M) e f(p) = 0 per tutti i punti p di un
aperto A di M , allora X(f)(p) = 0 per ogni p ∈ A. Abbiamo quindi :

(1.3) supp(X(f)) ⊂ supp(f) ∀f ∈ E(M) , ∀X ∈ X(M) .

Dim. Fissato un punto p ∈ A, siano U e V due aperti di M con p ∈ U ⋐ V ⋐ A
φ una funzione di E(M) uguale a 0 in U e uguale a 1 su M \ V . Allora f = φf e
quindi:

X(f)(p) = X(φf)(p) = φ(p)X(f)(p) + f(p)X(φ)(p) = 0.

Da questo lemma si ricava immediatamente:

Lemma 1.3 Sia X un campo di vettori su M ; se f , g sono due funzioni di E(M)
che assumono gli stessi valori su tutti i punti di un aperto A di M , allora :
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X(f)(p) = X(g)(p) ∀p ∈ A .

Dim. Infatti f − g si annulla su A e quindi:
X(f)(p)−X(g)(p) = X(f − g)(p) = 0 ∀p ∈ A .

�

Corollario 1.4 Se A è un aperto di M , per ogni X ∈ X(M) vi è uno ed un solo
campo di vettori X |A ∈ X(A) tale che X |A f |A = (Xf) |A per ogni f ∈ E(M). �

Ad ogni carta locale (U, x) in M possiamo associare campi di vettori ∂/∂x1, . . .,
∂/∂xm in X(U), definiti da :

(1.4)

(
∂

∂xi

)
f =

∂[f ◦ x−1]

∂xi
◦ x ∀f ∈ E(U) .

Vale il :

Lemma 1.5 Sia X ∈ X(M) e sia (U, x) una carta locale in M . Allora :

(1.5) X |U =
m∑

i=1

X(xi)

(
∂

∂xi

)
.

Dim. Data f ∈ E(U), sia f∗ = f ◦ x−1 ∈ E(x(U)). Se x0 ∈ x(U), per ogni punto
x di un intorno aperto Vx0

⊂ x(U) di x0, stellato rispetto ad x0 :

f∗(x) = f∗(x0) +

∫ 1

0

df∗(x0 + t(x− x0))

dt
dt

= f∗(x0) +
m∑

i=1

(xi − xi0)f∗
i (x), con

f∗
i (x) =

∫ 1

0

∂f∗

∂xi
(x0 + t(x− x0)) dt ∈ E(Vx0

) .

Con x0 = x(p0) abbiamo f∗
i (x0) = ∂f∗(x0)

∂xi =
[(

∂
∂xi

)
f
]
(p0). e quindi :

[X |Uf ] (p0) =
[
X
∣∣
Vx0

f
]
(p0)

=
[
X
∣∣
Vx0

f(p0)
]
(p0) +

[
X
∣∣
Vx0

m∑

i=1

(xi − xi0)f∗
i ◦ x

]
(p0)

=

m∑

i=1

f∗
i (x0)

[
X
∣∣
Vx0

(xi − xi0)
]
(p0)

=

m∑

i=1

[
X(xi)

]
(p0)

[(
∂

∂xi

)
f

]
(p0) �

Dato un campo di vettori X ∈ X(M) ed un punto p ∈ M , indichiamo con Xp la
derivazione :

(1.6) E(M) ∋ f −→ Xpf := (Xf)(p) ∈ R



IV - FIBRATI VETTORIALI E FIBRATI PRINCIPALI 55

dell’algebra reale E(M). Diciamo anche che Xp è un vettore tangente ad M nel
punto p.

Una curva φ : (a, b) −→M di classe C1 è una curva integrale del campo di vettori
X ∈ X(M) se :

(1.7)
df ◦ φ(t)

dt
= Xφ(t)f ∀f ∈ E(M) , ∀t ∈ (a, b) .

Se (U, x) è una carta locale in M ed X =
∑m
i=1 a

i(x) ∂
∂xi in U , allora gli integrali

φ in U del campo di vettori X sono soluzioni x(t) = x(φ(t)) del sistema autonomo
di equazioni differenziali ordinarie del prim’ordine :

(1.8) ẋi = ai(x) per i = 1, . . . , m .

Dai teoremi di esistenza e unicità per sistemi di equazioni differenziali ordinarie
abbiamo allora :

Teorema 1.6 Sia X ∈ X(M) un campo di vettori in M e sia p0 un qualsiasi
punto di M . Esiste allora un’unica curva integrale φ: (a, b) −→M di X , con −∞ ≤
a < 0 < b ≤ +∞, con φ(0) = p0, tale che, se a > −∞, allora φ(t) non ha limite in
M per t −→ a; se b < +∞, allora φ(t) non ha limite in M per t −→ b .

§2 Vettori tangenti e fibrato tangente

Fissato un punto p ∈M , chiamiamo vettore tangente ad M in p un’applicazione
R-lineare v: E(M) −→ R che soddisfi l’uguaglianza di Leibnitz :

(2.1) v(fg) = (v(f))g(p) + f(p)(v(g)) ∀f, g ∈ E(M) .

I vettori tangenti in un punto p ∈ M formano uno spazio vettoriale reale, che
indicheremo con TpM . Se X ∈ X(M), o più in generale X ∈ X(U) per un intorno
aperto U di p in M , allora Xp è un vettore tangente ad M in p. Abbiamo :

Teorema 2.1 Per ogni punto p ∈M l’applicazione lineare

(2.2) X(M) ∋ X −→ Xp ∈ TpM

è surgettiva.
Se (U, x) è una carta locale in p, allora i vettori tangenti

(
∂
∂x1

)
p
, . . .,

(
∂

∂xm

)
p

formano una base di TpM . �

Indichiamo con TM l’unione disgiunta degli spazi vettoriali TpM , al variare di
p in M e con π : TM −→ M che fa corrispondere al vettore tangente v ∈ TpM
il suo punto di applicazione p . Possiamo definire su TM una struttura di varietà
differenziabile nel modo seguente. Per ogni carta locale (U, x) di M , definiamo una
carta locale (π−1(U), x× dx) di TM ponendo :

(2.3)
π−1(U) ∋ v−→ (x(π(v)), v(x)) ∈ x(U)×Rm

con v(x) = (v(x1), . . . , v(xn)) ∈ Rm .

Se (V, y) è un’altra carta locale di M , per p ∈ U ∩ V abbiamo :

(2.4) v(yi) =
m∑

h=1

v(xh)
∂yj

∂xh
,
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cioè v(y) =
(
∂y
∂x

)
v(x). Questa relazione si esprime anche dicendo che le componenti

di un vettore tangente sono covarianti rispetto ai cambiamenti di coordinate.
Quindi, se y = φ(x), per x ∈ x(U ∩ V ) ⊂ Rn è la funzione di transizione delle

due carte (U, x) e (V, y), il cambiamento di coordinate dalla carta (π−1U, x × dx)
alla carta (π−1(V ), y × dy) è (φ× dφ).

Abbiamo perciò :

Proposizione 2.2 Dato un atlante A = {(Ui, xi)} di M , con funzioni di transi-
zione xi,j (abbiamo cioè xi,j = xi ◦x−1

j su xj(Uj ∩Ui)), allora TA = {π−1(Ui), xi×
dxi)} è un atlante di TM , con funzioni di transizione xi,j × dxi,j. �

Un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di M è un’applicazione differenziabile

(2.5) Φ:M × R ∋ (p, t) −→ Φ(p, t) ∈M

che gode delle proprietà :

Φ(p, 0) = p ∀p ∈M(i)

Φ(p, t+ s) = Φ(Φ(p, t), s) ∀p ∈M , ∀t, s ∈M .(ii)

Chiamiamo gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi di M il dato di un
intorno U∗ di M × {0} in M × R e di un’applicazione

(2.6) Φ:U∗ ⊂M ×R ∋ (p, t) −→ Φ(p, t) ∈M

che gode delle proprietà :

Φ(p, 0) = p ∀p ∈M(i)

Φ(p, t+ s) = Φ(Φ(p, t), s) se (p, t+ s) e (Φ(p, t), s) ∈ U∗ .(ii)

Vale il :

Teorema 2.3 A un gruppo locale a un parametro Φ : U∗ −→M di diffeomorfismi
di M corrisponde un campo di vettori X ∈ X(M) tale che

(2.7) (Xf)(p) =
df(Φ(p, t))

dt

∣∣∣∣
t=0

∀f ∈ E(M) , ∀p ∈M .

Viceversa, dato un campo di vettori X ∈ X(M) esiste un gruppo locale di diffeo-
morfismi di Φ : U∗ −→M di M per cui (2.7) è verificata. Due gruppi a un parametro
Φ1 : U∗

1 −→ M e Φ2 : U∗
2 −→ M per cui sia verificata (2.7) per lo stesso campo X

coincidono su tutte le componenti connesse di U∗
1 ∩ U∗

2 che intersecano M × {0}.

Dim. L’esistenza e unicità di un gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi
associato ad un campo di vettori X ∈ X(M) è conseguenza del teorema d’esistenza
locale, unicità e dipendenza C∞ dai dati iniziali per il sistema di equazioni diffe-
renziali ordinarie (1.8). Il fatto che la soluzione generale del problema di Cauchy
definisca un gruppo locale a un parametro è conseguenza del fatto che il sistema
(1.8) è autonomo, che cioè le funzioni a secondo membro in (1.8) non dipendono
dalla variabile t e quindi che, se t −→ Φ(p, t) è soluzione in un intervallo t ∈ (a, b),
con a < 0 < b, con dato iniziale Φ(p, 0) = p, allora, per ogni t0 ∈ (a, b) fissato,
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t −→ Φ(p, t+ t0) è soluzione nell’intervallo (a− t0, b− t0), con dato iniziale Φ(p, t0),
e coincide quindi con Φ(Φ(p, t0), t).

Si verifica poi facilmente, utilizzando la formula di Leibnitz per la derivata del
prodotto di funzioni reali di una variabile reale, che la (2.7) definisce un campo di
vettori X ∈ X(M). �

Siano M ed N due varitetà differenziabili ed f : M −→ N un’applicazione di
classe C∞. Essa induce un’applicazione (il pull-back di funzioni) :

(2.8) f∗: E(N) ∋ φ −→ f∗(φ) = φ ◦ f ∈ E(M) .

Utilizzando il pull-back di funzioni definiamo il differenziale di f in un punto p ∈M :

(2.9)
f∗(p) = dfp : TpM −→ Tf(p)N mediante :

f∗(p)(v)(φ) = dfp(v)(φ) = v(f∗(φ)) = v(f ◦ φ) ∀φ ∈ E(N) .

Se (U, x) e (V, y) sono carte locali in M ed N rispettivamente, con p ∈ U ed
f(p) ∈ V , abbiamo :

(2.10) f∗(p)

(
m∑

i=1

vi
(

∂

∂xi

)

p

)
=

n∑

j=1

(
m∑

i=1

vi
∂f j

∂xi
(p)

)(
∂

∂yj

)

f(p)

.

Possiamo definire in questo modo un’applicazione differenziabile :

(2.11) f∗ = df :TM ∋ v −→ dfπ(v)(v) ∈ TN ,

ove abbiamo indicato con π : TM −→ M la proiezione canonica. Essa si dice il
differenziale dell’applicazione f , o il suo sollevamento allo spazio tangente.

§3 Fibrati vettoriali

Siano E ed M due varietà differenziabili. Una fibrazione differenziabile di E su
M è una sommersione differenziabile surgettiva ̟ : E −→M . Sia V uno spazio vet-

toriale di dimensione finita. Un atlante di trivializzazione di E
̟−→M , come fibrato

vettoriale con base M e fibra tipica V , è il dato di un ricoprimento aperto {Ua}a∈A
di M e, per ogni a ∈ A, di una sommersione differenziabile ψa : ̟−1(Ua) −→ V tale
che :

̟−1(Ua) ∋ ξ −→ (̟(ξ), ψa(ξ)) ∈ Ua × V è un diffeomorfismo ∀a ∈ A(i)

V ∋ v ψa,b−−→ ψb(ψ
−1
a (p, v)) ∈ V è un isomorfismo lineare ∀p ∈ Ua ∩ Ub.(ii)

La famiglia A(E,M, V ) = {(Ua, ψa) | a ∈ A} si dice un atlante di trivializzazione

come fibrato vettoriale E
̟−→ M e le funzioni ψa,b : Ua ∩ Ub −→ GLR(V ) le sue

funzioni di transizione.
Due atlanti di trivializzazione A1(E,M, V ) e A2(E,M, V ) come fibrati vettoriali

E
̟−→ M sono equivalenti se A1(E,M, V ) ∪ A2(E,M, V ) è ancora un atlante di

trivializzazione come fibrato vettoriale E
̟−→M .

Defininiamo struttura di fibrato vettoriale reale con base M e fibra tipica E una

fibrazione differenziabile E
̟−→ M e una classe di equivalenza di atlanti di trivia-

lizzazione come fibrato vettoriale E
̟−→M . Fissata una tale struttura, diremo che

E
̟−→M è un fibrato vettoriale reale differenziabile con base M e fibra tipica V .
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Lo spazio tangente TM , definito nel paragrafo precedente, è un esempio di fibrato
vettoriale differenziabile, con base M e fibra tipica Rm.

Il prodotto cartesiano M × V , con la proiezione sul primo fattore, è un altro
esempio di fibrato vettoriale. Esso si dice banale o triviale e un fibrato vettoriale

E
̟−→M si dice trivializzabile se ammette una carta di trivializzazione (M,ψ).

Indicheremo con Ep = ̟−1(p) la fibra su p ∈M . Essa ha una struttura naturale
di spazio vettoriale.

Siano E1
̟1−−→ M1 ed E2

̟2−−→ M2 due fibrati vettoriali reali differenziabili.
Un’applicazione differenziabile F :E1 −→ E2 si dice un morfismo di fibrati vettoriali
reali differenziabili se conserva le fibre, se cioè esiste un’applicazione differenziabile
f :M1 −→M2 tale che F (E1p) ⊂ E2f(p) per ogni p e la sua restrizione Fp a ciascuna
fibra E1p è lineare :

E1
F−−−−→ E2

̟1

y
y̟2

M1 −−−−→
f

M2

è commutativo e

Fp:E1p −→ E2f(p) è lineare ∀p ∈M1 .

Se inoltre la F :E1 −→ E2 è un diffeomorfismo, allora anche la sua inversa F−1:E2 −→
E1 è un morfismo di fibrati differenziabili reali e si dirà un isomorfismo di fibrati
vettoriali reali differenziabili.

Un fibrato differenziabile E
̟−→M è quindi trivializzabile se è isomorfo al fibrato

differenziale triviale M × V , per qualche spazio vettoriale reale V .

Le costruzioni dell’algebra lineare si estendono in modo naturale ai fibrati vet-
toriali.

In particolare, se E
̟−→M è un fibrato vettoriale differenziabile con fibra tipica

V , consideriamo l’insieme E∗ formato dall’unione disgiunta degli spazi vettoriali
duali E∗

p . Indichiamo ancora con ̟∗ : E∗ −→M l’applicazione che associa il punto

p ∈M ad η ∈ E∗
p ⊂ E∗. Se {(Ua, ψa)} è un atlante del fibrato vettoriale E

̟−→M ,
per ogni punto p ∈ M la ψa(p) : Ep −→ V è un isomorfismo lineare. Definiamo
[ψ∗
a]

−1 : [̟∗]−1(Ua) −→ V ∗ ponendola uguale a [ψ∗
a(p)]

−1 su ciascuna fibra E∗
p . In

questo modo otteniamo un atlante di trivializzazione {(Ua, [ψ∗
a]

−1)}, che definisce

su E∗ ̟∗

−−→ M una struttura di fibrato vettoriale reale differenziabile. Con questa

struttura differenziabile, chiamiamo E∗ ̟∗

−−→M il fibrato duale di E
̟−→M .

Siano E1
̟1−−→M ed E2

̟2−−→M due fibrati vettoriali reali, con fibre tipiche V1 e
V2, sulla stessa base M . Definiamo :

(3.1) E1 ⊕M E2 = {(ξ1, ξ2) ∈ E1 × E2 |̟1(ξ) = ̟2(ξ)} .

Si verifica facilmente che E1 ⊕M E2
̟−→ M , ove ̟(ξ1, ξ2) = ̟1(ξ1) = ̟2(ξ2) è

un fibrato vettoriale reale differenziabile con fibra tipica V1 ⊕ V2. Esso si dice la

somma di Whitney dei fibrati E1
̟1−−→M ed E2

̟2−−→M . Osserviamo che E1⊕M E2

s’identifica in modo naturale all’unione disgiunta degli spazi vettoriali E1p ⊕ E2p.
Siano A1(E1,M, V1) = {(Ua, ψ1a)} e A2(E2,M, V2) = {(Ua, ψ2a)} due atlanti

di trivializzazione, corrispondenti allo stesso ricoprimento aperto {Ua} di M . Defi-
niamo E1⊗ME2 come l’unione disgiunta degli spazi vettorialiE1p⊗E2p, al variare di
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p in M . Se ξ
(h)
1 ∈ E1p, ξ

(h)
2 ∈ E2p, per h = 1, . . . , µ, porremo ̟(

∑µ
h=1 ξ

(h)
1 ⊗ξ

(h)
2 ) =

p. Definiamo allora una struttura di fibrato vettoriale reale differenziabile su

E1⊗ME2
̟−→M mediante {Ua, ψ1a⊗ψ2a} con (ψ1a ⊗ ψ2a) (p):E1p⊗E2p −→ V1⊗V2

uguale al prodotto tensoriale delle applicazioni lineari ψ1a(p) e ψ2a(p).

In particolare, fissati due interi non negativi r, s possiamo definire, a partire dal

fibrato vettoriale reale differenziabile E
̟−→M , con fibra tipica V , un fibrato vetto-

riale differenziabile T r,s(E)
̟r,s−−−→M , con fibra tipica V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r volte

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗

︸ ︷︷ ︸
s volte

.

La fibra sopra il punto p è Ep ⊗ · · · ⊗Ep︸ ︷︷ ︸
r volte

⊗E∗
p ⊗ · · · ⊗ E∗

︸ ︷︷ ︸
s volte

e, se (U, ψ) è una carta di

trivializzazione di E
̟−→ M , la

(
U, ψ⊗r ⊗ [ψ∗−1]⊗

s)
è una carta di trivializzazione

di T r,s(E)
̟r,s−−−→ M . Chiamiamo il fibrato vettoriale T r,s(E) −→ M la potenza

tensoriale r-covariante ed s-controvariante di E −→M .

In modo perfettamente analogo possiamo definire un fibrato vettoriale complesso
differenziabile, richiedendo che la fibra tipica V sia uno spazio vettoriale complesso
e che le funzioni di transizione degli atlanti di trivializzazione ammissibili siano
C-lineari.

Sia E
̟−→ M un fibrato differenziabile e sia A un aperto di M . Si dice sezione

differenziabile di E su A un’applicazione s ∈ C∞(A,E) con ̟ ◦ s(p) = p per ogni
p ∈ A.

Osserviamo che X(A) si identifica in modo naturale a C∞(A, TM).

§4 Fibrato cotangente e tensori

Indichiamo con T ∗M il duale del fibrato tangente TM della varietà M . Esso si
dice il fibrato cotangente di M ed i suoi elementi vettori cotangenti o covettori in M .
Se f ∈ E(M), per ogni p ∈ M l’applicazione Tp ∋ v −→ v(f) ∈ R è un funzionale
lineare su TpM ed è dunque un elemento di T ∗

pM . Associamo in questo modo ad

ogni f ∈ E(M) una sezione differenziabile d̃f del fibrato T ∗M . Con la definizione di
differenziale data nel paragrafo precedente, identifichiamo TR ad R×R , abbiamo :

df(v) = d̃f(v)

(
d

dt

)

f(π(v))

avendo indicato con t la coordinata canonica di R. Nel seguito scriveremo per

semplicità df invece di d̃f , identificando il differenziale di una funzione reale alla
corrispondente sezione del fibrato cotangente.

Indichiamo con X∗(M) l’E(M)-modulo delle sezioni differenziabili del fibrato
T ∗M .

Una sezione differenziabile X di TM su M è un elemento di X(M) e possiamo
farla agire su X∗(M) mediante [X(ξ)](p) = ξp(Xp) per ogni p ∈M . Analogamente,
possiamo interpretare la stessa uguaglianza come l’azione di ξ ∈ X∗(M) su X ∈
X(M).

Sia T r,s(TM) la potenza tensoriale r-covariante ed s-controvariante di TM . Essa
è un fibrato vettoriale con fibra [TpM ]⊗

r⊗[T ∗
pM ]⊗

s

. Le sue sezioni si dicono tensori
r-covarianti ed s-controvarianti.

Estendendo al prodotto tensoriale l’accoppiamento di dualità :

(4.1) X(M)× X∗(M) ∋ (X, ξ) −→ 〈X, ξ〉 ∈ E(M) , 〈X, ξ〉(p) = ξp(Xp) ∀p ∈M ,
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una sezione τ ∈ C∞(M, T r,s(TM)) definisce un’applicazione :

(4.2) τ : X∗(M)⊗ · · · ⊗ X∗(M)︸ ︷︷ ︸
r volte

⊗X(M)⊗ · · · ⊗ X(M)︸ ︷︷ ︸
s volte

−→ E(M)

Si verifica senza difficoltà il seguente criterio :

Proposizione 4.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché un’applicazione R-
multilineare (4.2) sia associata ad un tensore è che sia E(M)-multilineare. �

§5 Forme differenziali su una varietà

Indichiamo con Ωh(M) lo spazio dei tensori alternati h-controvarianti su M . Gli
elementi di Ωh(M) sono i tensori τ ∈ C∞(M, T 0,h(TM)) tali che τ(X1, . . . , Xh) =
0 quando due dei campi di vettori X1, . . . , Xh sono uguali. Questa proprietà è
equivalente a :

(5.1) τ(v1, . . . , vh) = 0 se v1, . . . vh ∈ TpM sono linearmente dipendenti.

Ancora, questa è equivalente a :

(5.2) τ(vσ1
, . . . , vσh

) = ε(σ)τ(v1, . . . , vh) se v1, . . . vh ∈ TpM e σ ∈ Sh .

Gli elementi di Ωh(M) si chiamamo h-forme alternate. Definiamo il differenziale
di una h-forma alternata τ ∈ Ωh(M) come la (h + 1)-forma alternata dτ definita
da :

(5.3)

dτ(X0,X1, . . . , Xh) =

h∑

i=0

(−1)iXi[τ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xh)]

+
∑

0≤i<j≤h

(−1)i+jτ([Xi, Xj], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xh)

∀X0, X1, . . . , Xh ∈ X(M) .

Verifichiamo che la (5.3) definisce una (h+ 1)-forma alternata. Se, per due indici
0 ≤ r < s ≤ h, è Xr = Xs = Y , si verifica facilmente che ciascuna delle due somme
a secondo membro di (5.3) si annulla. Per dimostrare la E(M)-multilinearità, è
allora sufficiente verificare che :

dτ(fX0, X1, . . . , Xh) = fdτ(X0, X1, . . . , Xh) ∀f ∈ E(M), ∀X0, . . . , Xh ∈ X(M) .

Ciò segue da :

[fX0, Xi] = f [X0, Xi]− (Xif)X0
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e quindi :

dτ(fX0,X1, . . . , Xh) = f
h∑

i=0

(−1)i(Xi)τ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xh)]

+
h∑

i=1

(−1)i(Xif)τ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xh)]

+ f
∑

0≤i<j≤h

(−1)i+jτ([Xi, Xj], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xh)

−
h∑

i=1

(−1)i(Xif)τ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xh)]

= fdτ(X0, X1, . . . , Xh)

∀f ∈ E(M) ∀X0, X1, . . . , Xh ∈ X(M) .

Poiché
[
∂
∂xi ,

∂
∂xj

]
= 0 se x1, . . . , xm sono coordinate locali, questa definizione del

differenziale di una forma è equivalente a quella che avevamo data nel caso di forme
differenziali su aperti degli spazi Euclidei. In particolare otteniamo :

Teorema 5.1 Se M è una varietà differenziabile di dimensione m, il differenziale
definisce un complesso di operatori differenziali del prim’ordine :

(5.4)
0 −−−−→ Ω0(M)

d−−−−→ Ω1(M) −−−−→ · · ·

· · · d−−−−→ Ωm−1(M)
d−−−−→ Ωm(M) −−−−→ 0 .

È Ω0(M) = E(M) e, per ogni aperto connesso U di M , le funzioni f ∈ E(U) con
df = 0 su U sono costanti su U . Ogni punto p ∈M ha un sistema fondamentale di
intorni aperti U tali che, se 1 ≤ h ≤ m e τ ∈ Ωh(U) soddisfa dτ = 0 in U , allora
esiste una η ∈ Ωh−1(U) tale che dη = τ in U .

Dim. Il Teorema segue dal teorema analogo (Lemma di Poincaré-Volterra) dimo-
strato per le forme differenziali definite sugli aperti degli spazi Euclidei. �

Un aperto U di M si dice contrattile se esiste un’applicazione differenziabile
Φ : U × [0, 1] −→ U con Φ(p, 0) = p0 costante e Φ(p, 1) = p per ogni p ∈ U .
Abbiamo :

Teorema 5.2 (Poincaré-Volterra) Se U è un aperto contrattile di M ed
h ≥ 1, allora per ogni α ∈ Ωh(U) che soddisfa dα = 0 in U esiste una u ∈ Ωh−1(U)
tale che du = α .

Dim. Sia Φ : U × [0, 1] −→ U un’applicazione differenziabile con Φ(p, 0) = p0

costante e Φ(p, 1) = p per ogni p ∈ U .
Sia α ∈ Ωh(U) una forma chiusa e poniamo :

Φ∗(α) = α0 + dt ∧ α1

con α0, α1 indipendenti da dt. Allora :

d(Φ∗(α)) = Φ∗(dα) = 0 =⇒ dMα0 = 0 ,
∂α0

∂t
= dMα1
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dove abbiamo indicato con dM la restrizione del differenziale su U × [0, 1] ai vettori
orizzontali, cioè ai vettori tangenti annullati da dt. Definiamo :

β(t) =

∫ t

0

α1(s)ds .

Otteniamo allora, poiché α0(0) = 0 :

dMβ(t) =

∫ t

0

dMα1(s)ds =

∫ t

0

∂α0

∂t
(s)ds = α0(t) .

Con u = β( · , 1) ∈ Ωh−1(U), otteniamo du = α0(1) = α in U . �

§6 Derivata di Lie di un tensore.

Un diffeomorfismo ψ : M −→ N definisce isomorfismi :

(ψ−1)∗ : E(M) ∋ f −→ fψ = f ◦ ψ−1 ∈ E(N)

ψ∗ : X(M) ∋ X −→ Xψ = ψ∗(X) ∈ X(N) ove ψ∗(X)(q) = dψ(Xψ−1(q)) ∀q ∈ N
(ψ−1)∗ : X∗(M) ∋ ξ −→ ξψ ∈ X∗(N) ove ξψ(Xψ) = ξ(X) ∀X ∈ X(M) .

Questi isomorfismi si estendono agli isomorfismi degli spazi tensoriali :

T r,s(M) ∋ τ −→ τψ ∈ T r,s(N) ,

definiti da :

τψ(ξ1ψ, . . . , ξ
r
ψ, X

ψ
1 , . . . , X

ψ
s ) = τ(ξ1, . . . , ξr, X1, . . . , Xs)

∀ξ1, . . . , ξr ∈ X∗(M), ∀X1, . . . , Xs ∈ X(M) .

Sia ΦX = ΦX(t) il gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi di M , con
generatore infinitesimale X ∈ X(M). Per ogni aperto U relativamente compatto in
M esiste un ǫ > 0 tale che, per ogni t ∈ (−ǫ, ǫ), ΦX(p, t) sia definita per ogni p ∈ U .
Quindi, per ogni τ ∈ T r,s(M), utilizzando il diffeomorfismo ΦX(t)−1(U) ∋ p −→
ΦX(p, t) ∈ U , possiamo definire τX(t) = τΦX( · ,t) ∈ T r,s(U). Questo ci permette di
ottenere un nuovo tensore LX(τ) ∈ T r,s(M), ponendo :

(6.1) LX(τ) = − dτX(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Il tensore LX(τ) è la derivata di Lie del tensore τ rispetto al campo di vettori X .

Proposizione 6.1 Se X, Y ∈ X(M), allora LX(Y ) = [X, Y ].

Dim. In una carta coordinata (U, x) siano X =
∑m
i=1 a

i∂/∂xi, Yi =
∑
bi∂/∂xi.

Il gruppo locale a un parametro Φ(t) è allora definito dalle equazioni :

Φ̇i(x, t) = ai(Φ(x, t)) i = 1, . . . , m .
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Scriviamo Ψ(x, t) per l’inversa della Φ(t). Abbiamo cioè Φ(Ψ(x, t), t) = x per ogni
t e x nel dominio di definizione. Abbiamo allora :

Y (t) =
m∑

i,j=1

bi(Ψ(x, t))(∂Φj/∂xi)(Ψ(x, t))(∂/∂xj) .

Otteniamo allora :

∂Y (t)

dt
=

m∑

i,j=1

(
m∑

h=1

∂bi

∂xh
∂Ψh

∂t

∂Φj

∂xi
+ bi

[
∂2Φj

∂xi∂xk
∂Ψk

∂t
+
∂2Φj

∂xi∂t

])
∂

∂xj
.

Da Ψ(Φ(x, t), t) = x, abbiamo :

∂Ψh

∂t
+

m∑

k=1

∂Ψh

∂xk
∂Φk

∂t
= 0 .

Poiché ∂Φ/∂x e ∂Ψ/∂x sono entrambi l’identità per t = 0, abbiamo :

m∑

i,j,h=1

∂bi

∂xh
∂Ψh

∂t

∂Φj

∂xi

∣∣∣∣∣∣
t=0

= −
m∑

h=1

ah
∂bj

∂xh
.

Per t = 0 è ∂2Φj/∂xi∂xk = 0, mentre ∂2Φj/∂xi∂t = ∂aj/∂xi ed otteniamo quindi
la formula desiderata. �

Si verifica facilmente che :

Proposizione 6.2 Se f ∈ T 0,0(M) = E(M), allora LXf = Xf per ogni X ∈
X(M). �

Dati numeri positivi h, k, r, s con h ≤ r, k ≤ s, definiamo sui tensori l’operazione
di contrazione degli indici (h, k) :

chkT r,s(M) −→ T r−1,s−1(M)

nel modo seguente : siano X1, . . . , Xm ∈ X(M) campi di vettori che definiscono un
sistema di riferimento su un aperto U di M , tali cioè che X1(p), . . . , Xm(p) ∈ TpM
sia una base di TpM per ogni p ∈ U . Definiamo il sistema di riferimento duale
ξ1, . . . , ξm ∈ X∗(U) mediante 〈Xi, ξ

j〉(p) = δij (delta di Kronecker) per ogni p ∈ U .
Allora, su U , poniamo :

chk(τ)(η
1, . . . , ηr−1, Y1, . . . , Ys−1)

=

m∑

j=1

τ(η1, . . . , ηk−1, ξj

k̂

, ηk, . . . ηr−1, Y1, . . . , Yh−1, Xj

ĥ

, Yh, . . . Ys−1)

∀ηi ∈ X∗(M), Yi ∈ X(M) .

Si verifica che la contrazione è ben defininta, che cioè non dipende dalla scelta del
sistema di riferimento su U .
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Abbiamo :

Proposizione 6.3 La derivata di Lie commuta con le contrazioni. �

Utilizzando questa proposizione possiamo calcolare la derivata di Lie dei diversi
tensori a partire dalla definizione della derivata di Lie dei campi di vettori. Ad
esempio, se α ∈ Ω1(M), abbiamo :

(6.2) LX(α)(Y ) = X(α(Y ))− α([X, Y ]) ∀X, Y ∈ X(M)

e, più in generale :

Proposizione 6.4 Se X ∈ X(M) e α ∈ Ωh(M), allora :

(6.3)

LX(α)(X1, . . . , Xh)= X(α(X1, . . . , Xh))

+
∑h

i=1 (−1)iα([X,Xi], X1, . . . , X̂i, . . . , Xh) ,

∀X1, . . . , Xh ∈ X(M) .

Dato un campo di vettori X ∈ X(M), definiamo il prodotto interno rispetto ad
X ∈ X(M) mediante :

ıX : T r,s(M) ∋ τ −→ ıX(τ) ∈ T r,s−1(M)

ıX(τ)(ξ1, . . . , ξr, X1, . . . , Xs−1) = τ(ξ1, . . . , ξr, X,X1, . . . , Xs−1)

∀ξ1, . . . , ξr ∈ X∗(M) , ∀X1, . . . , Xs−1 ∈ X(M)

quando s ≥ 1, porremo ıX(τ) = 0 per ogni tensore 0-controvariante.

Teorema 6.5 Valgono le formule :

(6.4) LX(α) = d(ıXα) + ıX(dα) ∀X ∈ X(M) , ∀α ∈ Ωh(X) ,

(6.5) [LX , ıY ](τ) = LX(ıY (τ))− ıY (LX(τ)) = ı[X,Y ](τ)

{ ∀X, Y ∈ X(M),

∀τ ∈ T r,s(M) .

§7 Distribuzioni vettoriali

Una distribuzione vettoriale sulla varietà differenziabile M è un sotto-E(M)-
modulo W di X(M). Ciò singifica che fX + gY ∈ W per ogni X, Y ∈ W e per
ogni f, g ∈ E(M). Per ogni p ∈ M poniamo Wp = {Xp |X ∈ W} ⊂ TpM . La
dimensione di Wp è il rango di W in p. Se il rango di W è costante, allora gli
elementi di W sono le sezioni di un sottofibrato vettoriale W −→ M del fibrato
tangente e, viceversa, se W −→M è un sottofibrato vettoriale del fibrato tangente,
lo spazio W = C∞(M,W ) delle sezioni di W su M è una distribuzione vettoriale
su M .

Sia Ω∗(M) =
⊕m

h=0 Ωh(M) l’algebra delle forme differenziali alternate su M .

Indichiamo con Ω∗
+(M) =

⊕m
h=1 Ωh(M) l’ideale delle forme di grado positivo, che

non contengono cioè componenti di grado 0.
Associamo alla distribuzione vettoriale W il sistema differenziale :

IW = {α ∈ Ω∗
+(M) |α|W = 0}.
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Osserviamo che IW è un sotto-E(M)-modulo graduato di Ω∗(M) ed un ideale
generato dai suoi elementi di grado uno.

In generale, chiamiamo sistema differenziale su M un qualsiasi ideale I di Ω∗(M)
con I ∩ Ω0(M) = {0}. Ad esso associamo la distribuzione vettoriale :

(7.1) WI = {X ∈ X(M) | ıX(I) ⊂ I} ,

che si dice la sua distribuzione caratteristica.
La distribuzione W coincide con la distribuzione caratteristica del sistema diffe-

renziale IW ad essa associato, è cioè WIW
= W. Viceversa, in generale il sistema

differenziale IWI
associato alla distribuzione caratteristica di un sistema differen-

ziale I può essere più grande di I.
Esempio 7.1 Sia I il sistema differenziale Ω(Rn) ∧ (dx1 + dx2 ∧ dx3) in Rm, con
m ≥ 3. Allora WI = E(Rm)

[
∂
∂x4 , . . . ,

∂
∂xm

]
e IWI

è l’ideale di Ω∗(M) generato da

dx1, dx2, dx3.

Una sottovarietà N di M si dice una sottovarietà integrale di W se TpN ⊂ Wp

per ogni p ∈ N .
Una distribuzione vettoriale W si dice totalmente integrabile se per ogni punto

p ∈M esiste una sottovarietà integrale N di W con p ∈ N e TpN = Wp.
Diciamo che W è formalmente integrabile se

(7.2) [W,W] ⊂W .

Abbiamo il :

Teorema 7.1 (Frobenius) Sia W una distribuzione vettoriale di rango costante
k. Sono allora equivalenti :

W è totalmente integrabile;(i)

W è formalmente integrabile;(ii)

dIW ⊂ IW(iii)

Dim. (ii) =⇒ (i) Sia p ∈ M . Poiché Wp ha rango k, possiamo fissare k campi
vettoriali X1, . . . , Xk ∈ W con X1p, . . . , Xkp linearmente indipendenti in TpM .
Possiamo allora trovare una carta locale (U, x) per cui :

Xi =
∂

∂xi
+

m∑

j=1

aji (x)
∂

∂xj
con aji (0) = 0 i = 1, . . . , k , j = 1, . . .m .

A meno di sostituire ad U con un intorno più piccolo di p, possiamo supporre che
la matrice :

A(x) =




1 + a11(x) a12(x) · · · a1k(x)
a21(x) 1 + a22(x) · · · a2k(x)

...
...

. . .

ak1(x) ak2(x) · · · akk(x)



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sia invertibile in x(U). Sia B(x) = (bij(x)) la sua inversa. Allora i campi di vettori

Yi =

k∑

j=1

bji (x)Xi =
∂

∂xi
+

m∑

j=k+1

chi (x)
∂

∂xh
(i = 1, . . . , k)

generano Wq in ogni punto q ∈ U . La condizione (ii) implica che [Yi, Yj]q ∈
〈Y1q, . . . , Ykq〉 per ogni q ∈ U . Poiché Y1, . . . , Yk,

∂
∂xk+1 , . . . ,

∂
∂xm definisce una base

di TpM in ogni punto q ∈ U , e [Yi, Yj]q ∈ 〈
(

∂
∂xk+1

)
q
, . . . ,

(
∂

∂xm

)
q
〉, otteniamo che

[Yi, Yj] = 0 in U per ogni 1 ≤ i, j ≤ k.
Per concludere la dimostrazione, dimostriamo il seguente :

Lemma 7.2 Siano Y1, . . . , Yk campi di vettori definiti e linearmente indipendenti
in tutti i punti di un intorno aperto U di p ∈ M . Se [Yi, Yj] = 0 in U per ogni

1 ≤ i < j ≤ k, allora esite una carta locale (U ′, y) con p ∈ U ′ ⊂ U per cui Yi = ∂
∂yi

in U ′ per i = 1, . . . , k.

Dim. Possiamo supporre che (U, x) sia una carta locale in p. Ragioniamo per
induzione su k.

Sia k = 1. Possiamo supporre che Y1p =
(
∂
∂x1

)
p
. Il campo di vettori Y1 definisce

un gruppo locale a un parametro di diffeomorismi x(U)×R ⊃ Ũ ∋ (x, t) −→ Φ(x, t) ∈
Rm, ove Ũ è un intorno di x(U)×{0} in x(U)×R. Abbiamo ∂Φ1(x,t)

∂t
= 1 per x = 0,

t = 0 e quindi, per il teorema delle funzioni implicite, x = Φ(0, y2, . . . , ym; y1)
definisce coordinate in un intorno U ′ di p in U , per cui Y1 = ∂

∂y1 .

Supponiamo ora che k > 1 e che il lemma sia dimostrato per un numero inferiore
di campi di vettori linearmente indipendenti che commutano tra loro. Per la prima
parte della dimostrazione, possiamo fissare coordinate locali (U, x) tali che :

Y1 =
∂

∂x1
, Yi =

m∑

j=1

aji (x)
∂

∂xj
per 2 ≤ j ≤ k .

Abbiamo :

[Y1, Yi] =

m∑

j=1

∂aji (x)

∂x1

∂

∂xj
per 2 ≤ j ≤ k .

Quindi [Y1, Yi] = 0 implica che i coefficienti aji sono indipendenti da x1 in un

intorno {−ǫ < xi < ǫ} ⊂ x(U). Poniamo Zj =
m∑

j=2

aji (x)
∂

∂xj
per 2 ≤ j ≤ k . Con

un cambiamento delle coordinate x2, . . . , xm possiamo allora supporre, per l’ipotesi
induttiva, che Zj = ∂

∂xj per 2 ≤ j ≤ k. Otteniamo perciò nelle nuove coordinate

x1, . . . , xm :

Y1 =
∂

∂x1
, Yi =

∂

∂xi
+ a1

i (x)
∂

∂x1
per 2 ≤ i ≤ k .

Da [Yi, Yj] = 0 per ogni 1 ≤ i, j ≤ k otteniamo allora che le a1
i sono indipendenti

da x1 e ∂a1
i/∂x

j = ∂a1
j/∂x

i per 2 ≤ i, j ≤ k. Possiamo quindi trovare una funzione

φ, indipendente da x1, tale che a1
i = ∂φ/∂xi per 2 ≤ i ≤ k. Nelle nuove variabili :

{
y1 = x1 + φ(x2, . . . , xm)

yi = xi per 2 ≤ i ≤ m
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abbiamo Yi = ∂
∂yi per 1 ≤ i ≤ k. �

Completiamo ora la dimostrazione dell’implicazione (ii) =⇒ (i). Fissata una
carta locale (U ′, y) con centro in p per cui Yi = ∂

∂yi , la N = {yk+1 = 0, . . . , ym = 0}
è una sottovarietà di M , contenuta in U ′, contenente p e tale che TqN = Wq per
ogni q ∈ N .

(ii) =⇒ (iii) Se α ∈ X ∗(M) si annulla su tutti i campi di W, abbiamo :

(∗) dα(X, Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X, Y ]) = 0 ∀X, Y ∈W

perché α(Y ) = 0, α(X) = 0 ed anche α([X, Y ]) = 0 perché [X, Y ] ∈W. Si ragiona
in modo analogo per forme di grado maggiore di uno.

(iii) =⇒ (ii) Abbiamo W = {X ∈ X(M) |α(X) = 0 ∀α ∈ IW ∩ X∗(M)}.
L’implicazione è allora una facile conseguenza della (∗).

(ii) =⇒ (i) Segue dal fatto che il commutatore di due campi di vettori tangenti
a una sottovarietà N in tutti i suoi punti è ancora tangente alla sottovarietà N in
tutti i suoi punti. �

Osserviamo infine che vale la :

Proposizione 7.3 Se I è un sistema differenziale in M e dI ⊂ I, allora WI è
formalmente integrabile.

Dim. Se X ∈WI e α ∈ I, allora :

LX(α) = d(ıX(α)) + ıX(dα) ∈ I

per l’ipotesi che dα ∈ dI ⊂ I. Poiché la derivata di Lie commuta con la contrazione,
abbiamo, per X, Y ∈WI ed α ∈ I :

ı[X,Y ](α) = ıLX(Y )(α) = LX(ıY (α))− ıY (LX(α)) ∈ I .

Questo vale per ogni α ∈ I e quindi anche [X, Y ] ∈WI . �

§8 Gruppi di Lie

Un gruppo di Lie è un gruppo G su cui è fissata una struttura di varietà differen-
ziabile per cui l’operazione di gruppo G×G ∋ (a, b) −→ ab−1 ∈ G sia differenziabile.

Poiché G è localmente connesso, la componente connessa dell’identità G0 di G è
un sottogruppo normale ed è aperta e chiusa in G. Osserviamo che G0 è numerabile
all’infinito e quindi condizione necessaria e sufficiente affinché lo sia anche G è che
il quoziente G/G0 sia al più numerabile.

Per ogni elemento a di G, le traslazioni a sinistra La : G ∋ g −→ ag ∈ G e a
destra Ra : G ∋ g −→ ga ∈ G e l’automorfismo interno ad(a) : G ∋ g −→ aga−1 ∈ G

sono diffeomorfismi di G in sé.
Un campo di vettori X ∈ X(G) si dice invariante a sinistra se La∗(X) = X . I

campi di vettori invarianti a sinistra formano una sottoalgebra di Lie reale L(G) di
X(M). L’applicazione :

(∗) TeG ∋ Xe −→ {Xa = La∗(Xe) | a ∈ G} ∈ L(G)
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è un isomorfismo lineare. Indichiamo con g lo spazio vettoriale TeG con la struttura
di algebra di Lie reale che rende (∗) un isomorfismo di algebre di Lie.

Indichiamo con la stessa lettera X l’elemento di g e il corrispondente campo
di vettori invarianti a sinistra. Esso genera un gruppo a un parametro φX(t) di
diffeomorfismi di G. Il fatto che φX sia definita su G× R è conseguenza del fatto
che :

φX(a, t) = ab−1φX(b, t) ∀a, b ∈ G

ed, a priori, per |t| sufficientemente piccolo. Questa formula ci permette di estendere
la definizione di φX(a, t) per ogni t ∈ R.

Si pone φX(e, t) = exp(tX). Abbiamo :

(8.1) exp((t1 + t2)X) = exp(t1X) exp(t2X) ∀t1, t2 ∈ R .

Chiamiamo {exp(tX) | t ∈ R} un sottogruppo a un parametro di G. L’applicazione
g ∋ X −→ φX(e, 1) ∈ G si dice l’applicazione esponenziale. Il suo differenziale
in e è l’identità e quindi per il teorema delle funzioni implicite essa definisce un
diffeomorfismo di un intorno di 0 in g su un intorno di e in G. In particolare, la
dimensione della varietà differenziabile G è uguale alla dimensione di g come spazio
vettoriale reale.

Esempio 8.1 Il gruppo delle matrici reali n× n invertibili GL(n,R) è un gruppo
di Lie, di dimensione n2. La sua algebra di Lie gl(n,R) è l’algebra di Lie di tutte
le matrici reali n× n e l’esponenziale coincide con quello definito per le matrici :

(8.2) exp(X) =

∞∑

h=0

1

h!
Xh .

Il suo sottogruppo SL(n,R) delle matrici con determinante 1 è anch’esso un gruppo
di Lie di dimensione (n2 − 1) con algebra di Lie sl(n,R) formata dalle matrici reali
con traccia nulla.

Esempio 8.2 Il gruppo ortogonale O(n) è formato dalle matrici a ∈ GL(n,R)
tali che ta = a−1. Esso è un gruppo di Lie con algebra di Lie o(n) formata dalle
matrici reali antisimmetriche. La sua dimensione è n(n− 1)/2.

Un sottogruppo H di G è un suo sottogruppo di Lie se è anche una sottovarietà
differenziabile di G, e con tale struttura differenziabile è un gruppo di Lie.

L’algebra di Lie h di un sottogruppo di Lie H di G è una sottoalgebra di Lie di
g. Infatti i campi di vettori invarianti a sinistra su H sono restrizioni a H di campi
di vettori invarianti a sinsitra di G.

Viceversa, per ogni sottoalgebra di Lie h di G il sottogruppo H di G generato da
exp(h) è un un sottogruppo di Lie connesso di G. Questo è conseguenza del fatto
che i campi di vettori invarianti a sinistra corrispondenti agli elementi di h generano
una distribuzione vettoriale di rango costante formalmente (e quindi totalmente)
integrabile in G.

Ogni omorfismo differenziabile φ : G1 −→ G2 di gruppi di Lie determina un
omomorfismo dφ(e) : g1 −→ g2 delle loro algebre di Lie. Il viceversa non è sempre
vero; lo è quando G2 è semplicemente connesso.

In particolare, la G ∋ a −→ ad(a) ∈ Aut(G) definisce un’applicazione G ∋ a −→
Ad(a) ∈ Aut(g), che si dice la rappresentazione lineare aggiunta di G.
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Una forma differenziale ω ∈ Ω(G) si dice invariante a sinistra se L∗
aω = ω

per ogni a ∈ G. In modo equivalente, ω è invariante a sinistra se (e solo se)
ω(X) = costante se X ∈ L(G), cioè se è costante sui campi di vettori invarianti a
sinistra.

È conveniente considerare nel seguito anche forme differenziali a valori in spazi
vettoriali: se V è uno spazio vettoriale reale di dimensione finita ed M una varietà
differenziabile, indichiamo con Ωh(M,V ) le forme differenziali di grado h a valori
in V . Esse sono le applicazioni E(M)-multilineari alternate :

α: X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
h volte

−→ C∞(M,V ) .

Possiamo estendere in modo standard la definizione del differenziale al caso di forme
alternate a valori in uno spazio vettoriale V .

Inoltre, quando V = a è anche un’algebra di Lie reale, possiamo definire il
prodotto esterno di due forme differenziali a valori in a. Per due forme omogenee
poniamo :
(8.3)



[α ∧ β](X1, . . . , Xp+q) =
∑

σ∈Sp+q

1≤σ1<···<σp≤p+q
1≤σp+1<···<σp+q≤p+q

ε(σ)[α(Xσ1
, . . . , Xσp

), β(Xσp+1
, . . . , Xσp+q

)]

per α ∈ Ωp(M, a), β ∈ Ωq(M, a), X1, . . . , Xp+q ∈ X(M)

ed estendiamo il prodotto cos̀ı definito per bilinearità. In particolare, se α e β sono
1-forme a valori in a, abbiamo :

[α ∧ β](X, Y ) = [α(X), β(Y )]− [α(Y ), β(X)]

[α ∧ α](X, Y ) = 2[α(X), α(Y )]

∀X, Y ∈ X(M) .

Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. Per ogni a ∈ G abbiamo isomorfismi
lineari :

(8.4) g ∋ Xe ←−−−− X ∈ L(G) ∋ X −−−−→ Xa ∈ TaG .

Otteniamo una forma differenziale invariante a sinistra ω ∈ Ω1(G, g) associando ad
ogni Xa ∈ TaG l’elemento Xe ∈ g = TeG tale che Xe ed Xa siano i valori assunti
in e ed a da uno stesso campo di vettori invariante a sinistra X ∈ L(G). La forma
ω si dice la forma di Cartan del gruppo di Lie G.

Proposizione 8.1 La forma di Cartan ω di un gruppo di Lie g è una forma
invariante a sinistra e soddisfa l’equazione di Maurer-Cartan :

(8.5) dω +
1

2
[ω ∧ ω] = 0 .
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Dim. Siano X, Y ∈ L((G)). Allora :

dω(X, Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ])

= −[ω(X), ω(Y )]

= −1

2
[ω ∧ ω] (X, Y ) .

Poiché X(M) è generato, come E(G)-modulo, da L(G), otteniamo la tesi. �

Lemma 8.2 La forma di Cartan ω di G soddisfa :

(8.6) R∗
aω = Ad(a−1) ◦ ω .

Ogni forma differenziale η ∈ Ω1(G, V ), invariante a sinistra su G è della forma
η = T ◦ ω, per un’applicazione linerare T : g −→ V .

Dim. Se X ∈ g, abbiamo :

Ra∗(X
∗) = Ra∗ ◦ La−1∗(X

∗) = Ad(a−1)∗(X
∗) =

(
Ad(a−1)(X)

)∗
,

cioè, se X ∈ g, il campo di vettori Ra∗(X
∗) è ancora invariante a sinistra (perché le

traslazione a sinistra commutano con le traslazioni a destra) e coincide quindi con
il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente ad Ad(a−1)(X).

Se η ∈ Ω1(G, V ) è invariante a sinistra, abbiamo η = T ◦ ω con T = η(e) : g =
TeG −→ V . �

§9 Fibrati principali

Sia G un gruppo di Lie e P una varietà differenziabile. Chiamiamo azione
differenziabile a destra di G su P un’applicazione differenziabile:

(9.1) P ×G ∋ (p, g) −→ p · g ∈ P

tale che, per ogni g ∈ G l’applicazione (traslazione a destra) :

Rg : P ∋ p −→ p · g ∈ P(9.2)

sia un diffeomorfismo di P in sè e

(p · g1) · g2 = p · (g1g2) ∀p ∈ P, ∀g1, g2 ∈ G.(9.3)

Sia g l’algebra di Lie di G. Allora, per ogni X ∈ g, l’applicazione

(9.4) P ×R ∋ (p, t) −→ p · exp(tX) ∈ P

definisce un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di P e quindi un campo di
vettori X∗ ∈ X(P ).
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Teorema 9.1 L’applicazione

(9.5) g ∋ X −→ X∗ ∈ X(P )

è un omomorfismo R-lineare. Per ogni g ∈ G abbiamo

(9.6) (Rg)
∗ (X∗) = (ad(g)X)

∗ ∀X ∈ g.

Dim. Il fatto che l’applicazione (9.5) sia R-lineare segue dalla formula

exp(tX) exp(tY ) = exp(t(X + Y ) + o(t2)) ∀X, Y ∈ g, ∀t ∈ R.

Sia ora f ∈ E(P ). Allora, se g ∈ G, p ∈ P ,

((Rg)
∗(X∗))f(p)= X∗(f(q · g−1))|q=p·g =

d

dt
f(q · exp(tX)g−1)|q=p·g, t=0

=
d

dt
f(p · g exp(tX)g−1)|t=0 = (ad(g)X)

∗
f(p)

ed otteniamo cos̀ı la (9.6). �

Si dice fibrato principale con gruppo strutturale G e base M il dato di due varietà
differenziabili P ed M , un gruppo di Lie G, un’azione differenziabile a destra

(9.7) P ×G ∋ (p, g) −→ p · g ∈ P

e una fibrazione localmente banale con fibra tipica G:

(9.8) π : P −→M

tali che:

(1) L’azione di G su P è libera, ovvero Rg non ha punti fissi se e 6= g ∈ G.
(2) G agisce transitivamente sulle fibre di π: se p1, p2 ∈ P , allora:

(9.9) π(p1) = π(p2)⇐⇒ p1 = p2 · g per qualche g ∈ G.

Sia P
π−→
G

M un fibrato principale con gruppo strutturale G. Indichiamo con

V = V(P ) la distribuzione vettoriale dei campi di vettori verticali su P :

(9.10) V = {X ∈ X(P ) | π∗(X) = 0}.

Essa è formalmente integrabile, in quanto la π : P −→M è una foliazione globale di
V. Infatti, per ogni p ∈M , la Vp = π−1(p) è una sottovarietà differenziabile chiusa
di P con TξVp = Vξ per ogni ξ ∈ Vp.

Indichiamo con V = VP il corrispondente sotto-fibrato vettoriale di TP .

Lemma 9.2 Per ogni X ∈ g, il campo di vettori X∗ è verticale. Per ogni punto
p ∈ P , l’applicazione:

(9.11) g ∋ X −→ X∗
p ∈ VpP
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è un isomorfismo R-lineare. Il fibrato VP è globalmente banale su P , in quanto la

(9.12) P × g ∋ (p,X) −→ X∗
p ∈ VP

è un isomorfismo di fibrati vettoriali.
La distribuzione V(P ) è il sotto-E(P )-modulo libero di X(P ) generato dai campi

di vettori X∗ al variare di X in g.

Dim. Se X ∈ g , allora

π(p · exp(tX)) = π(p) ∀t ∈ R e ∀p ∈ P

implica che
π∗(X

∗) = 0.

Poichè per ipotesi, fissato p ∈ P , l’applicazione

G ∋ g −→ p · g ∈ π−1(p)

è un diffeomorfismo, essa induce un isomorfismo R-lineare

g ∋ X −→ X∗
p ∈ Tp

(
π−1(p)

)
= VpP.

Dato un vettore tangente verticale V ∈ VP applicato in un punto p di P , vi è
per il lemma precedente un’unico elemento X dell’algebra di Lie g di G tale che
X∗
p = V . Risulta allora definita un’unica applicazione

(9.13) θ : VP −→ g

tale che θ(X) ∈ E(P ) per ogni X ∈ V(P ). La

(9.14) θ : V(P ) −→ E(P )

è un’applicazione E(P )-lineare. Diremo quindi che è una forma differenziale sulla
distribuzione verticale, a valori nell’algebra di Lie g. Nota che la θ gode della
proprietà:

(9.15) (Rg)
∗θ = ad(g) ◦ θ ∀g ∈ G.

Esempio 9.1 Indichiamo con F(M) il fibrato dei sistemi di riferimento di M .
Per ogni punto p ∈ M , la fibra Fp(M) è costituita da tutte le basi (v1, . . . , vm)
di TpM . Una carta di trivializzazione del fibrato F(M) è il dato di un aperto
U ⊂ M e di m campi di vettori X1, . . . , Xm ∈ X(U) che definiscano una base
di TpM per ogni punto p ∈ U . Il gruppo strutturale è GL(m,R), con l’azione
naturale (v1, . . . , vm) · a = (

∑m
i=1 ai,1vi, . . . ,

∑m
i=1 ai,mvi) se (v1, . . . , vm) ∈ Fp(M),

a = (ai,j) ∈ GL(m,R). Se F(M) ammette una trivializzazione globale, diciamo
che M è parallelizzabile. Il fatto che M sia parallelizzabile è anche equivalente al
fatto che TM ammetta una trivializzazione globale. Ad esempio, tutti i gruppi
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di Lie sono varietà parallelizzabili, e possiamo utilizzare la forma di Cartan per
definire la trivializzazione globale :

(π × ω) : T (G) ∋ v −→ (π(v), ω(v)) ∈ G× g.

§10 Il fibrato dei sistemi di riferimento

Sia M una varietà differenziabile di dimensione m, numerabile all’infinito. In-
dichiamo con F(M) il fibrato dei sistemi di riferimento su M . I punti ξ di F(M)
che appartengono alla sua fibra sul punto p ∈ M sono le basi di TpM come spazio
vettoriale reale. Indichiamo con π : F(M) −→ M la proiezione sulla base. La fibra
Fp(M) si può identificare all’insieme di tutte le applicazioni R-lineari invertibili
ξ : Rm −→ TpM . Abbiamo quindi un’azione naturale a destra del gruppo GL(m,R)
su F(M), definita mediante ξ · a = ξ ◦ a per ogni ξ ∈ F(M) ed a ∈ GL(m,R). La
struttura differenziabile su F(M) è definita nel modo seguente. Se X1, . . . , Xm sono
campi di vettori definiti, differenziabili e lineramente indipendenti in tutti i punti
di un aperto U ⊂M , allora :

(∗) U ×GL(m,R) ∋ (x, a) −→ (X1(x), . . . , Xm(x)) ◦ a ∈ π−1(U)

è un diffeomorfismo. Le (∗) definiscono anche la struttura di fibrato principale con
gruppo strutturale GL(m,R) di F(M).

§11 Fibrati vettoriali associati a fibrati principali

Sia P
π−→
G

M un fibrato principale su M , con gruppo strutturale G. Sia ρ : G −→
GLR(V ) una rappresentazione lineare, di dimensione finita, di G. Poniamo :

(11.1) E = P×V/∼ ove (ξ, v) ∼ (ξ ·a, ρ(a−1)(v)) ∀ξ ∈ P , ∀v ∈ V , ∀a ∈ G .

Il diagramma commutativo :

P× V pr−−−−→ E
y

y̟

P −−−−→
π

M

definisce una sommersione differenziabile ̟ : E −→ M . Se σ ∈ C∞(U,P) è una
sezione differenziabile di P su un aperto U di M , allora possiamo considerare :

(11.2) U × V ∋ (x, v) −→ pr((σ(x), v)) ∈ ̟−1(U)

come l’inversa di una carta di trivializzazione di un fibrato vettoriale E
̟−→M , con

fibra tipica V .
In questo modo associamo ad ogni rappresentazione lineare ρ di G un fibrato

vettoriale su M . Se pensiamo di aver fissato una volta per tutte il fibrato principale

P
π−→
G

M , potremo indicare con Eρ(M)
̟−→ M il fibrato vettoriale con fibra tipica

V corrispondente alla rappresentazione lineare ρ : G −→ GLR(V ). Le sezioni diffe-
renziabili del fibrato vettoriale Eρ(M) si diranno in generale quantità di tipo ρ.

Ad esempio, nel caso del fibrato dei sistemi di riferimento, F(M)
π−−−−−−→

GL(m,R)
M , il

fibrato associato alla rappresentazione identica GL(m,R) ∋ a −→ a ∈ GLR(Rm) è il
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fibrato tangente TM ; se consideriamo invece la rappresentazione duale GL(m,R) ∋
a −→ ta

−1 ∈ GLR(Rm), otteniamo lo spazio cotangente T ∗M . Possiamo poi ottenere
i fibrati tensoriali dalle rappresentazioni tensoriali :

ρ(a)(v1⊗· · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗wq)
= a(v1)⊗ · · · ⊗ a(vp)⊗ ta

−1
(w1)⊗ · · · ⊗ ta

−1
(wq)

∀v1, . . . , vp, w1, . . . , wq ∈ Rm .

Siano P1
π1−−→
G1

M1 e P2
π2−−→
G2

M2 due fibrati principali.

§12 G-strutture

Un’applicazione differenziabile f : P1 −→ P2 è un omomorfismo di fibrati princi-
pali se è un omomorfismo di fibrati ed inoltre esiste un omomorfismo di gruppi di
Lie φ : G1 −→ G2 tale che

f(ξ · a) = f(ξ) · φ(a) ∀ξ ∈ P1 ∀a ∈ G1 .

Quando M1 = M2, G1 è un sottogruppo di Lie di G2 e la f è un’immersione che
induce l’identità sulla base, diciamo che la f è una riduzione del gruppo strutturale.

Se G è un sottogruppo del gruppo lineare GL(m,R) e P
̟−→
G

M una riduzione

del gruppo strutturale di F
π−−−−−−→

GL(m,R)
M , diciamo che P

̟−→
G

M è una G-struttura

su M .
Il concetto di G-struttura permette di considerare con un punto di vista unitario

diverse strutture geometriche su una varietà differenziabile.
Ad esempio,
dare un’orientazione su M è equivalente a dare una GL+(m,R)-struttura;
dare una misura di Radon di classe C∞ equivale ad assegnare una SL(m,R)-

struttura;
una metrica Riemanniana corrisponde a una O(m)-struttura;
una struttura quasi-compessa è una GL(m2 ,C)-struttura (m = 2n pari);
una struttura quasi-Hermitiana è una U(m2 )-struttura (m = 2n pari);
una struttura quasi-simplettica è una Sp(m2 ,R)-struttura (m = 2n pari). Ricor-

diamo che Sp(m2 ,R) = {a ∈ SL(2n,R) | taΩa = Ω} per una matrice antisimmetrica
(2n)× (2n) non degenere Ω;

una 1-struttura è un parallelismo completo.

§13 Trasversalità

Siano M ed N varietà differenziabili di dimensione m ed n, rispettivamente,
f :M −→ N un’applicazione differenziabile ed S una sottovarietà differenziabile
chiusa di codimensione k in N . Diciamo che f è trasversale ad S in p ∈M se :

o f(p) /∈ S(i)

oppure Tf(p)S + df(p)(TpM) = Tf(p)N .(ii)

La seconda condizione si può verificare solo se m ≥ k. Quando m < k, dire che f
è trasversale as S in p significa soltanto che f(p) /∈ S.

Diciamo che f è trasversale ad S se lo è in ogni punto di M .
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Sia f : M −→ N un’immersione differenziabile e siano p1, p2 ∈ M due punti
distinti di M che hanno la stessa immagine q = f(p1) = f(p2). Diciamo che f è
regolare in (p1, p2) se

df(Tp1M) + df(Tp2M) = TqN .

Ciò equivale ad affermare che esistano intorni aperti U1, U2 di p1, p2 rispettiva-
mente, tali che f |U1

sia trasversale ad f(U2) in p1. Diciamo che f è un’immersione
regolare se lo è in tutte le coppie di punti (p1, p2) con p1 6= p2 ed f(p1) = f(p2).

Teorema 13.1 (Thom) Siano M,N due varietà differenziabili ed S una sottova-
rietà differenziabile di N . Se K è un compatto di M , le applicazioni differenziabili
f : M −→ N che sono trasversali ad S nei punti di K di M sono un aperto denso
di C∞(M,N). Le f ∈ C∞(M,N) che sono trasversali ad S in tutti i punti di M
formano un sottoinsieme denso di seconda categoria di C∞(M,N).

Dim. Si verifica immediatamente che, se K è un compatto di M , le applicazioni
f ∈ C∞(M,N) che sono trasverali ad S in ogni punto di K formano un aperto FK
di C∞(M,N). Basterà dimostrare che questo aperto è denso in C∞(M,N).

Fissiamo un’applicazione differenziabile f : M −→ N . Sia {(Va, ya)}a∈A un
atlante numerabile e localmente finito di N , con la proprietà che o V̄a ∩ S = ∅,
oppure S ∩ Va = {y1

a = 0 , . . . , y=
a 0}. Consideriamo ora un atlante numerabile

{(Ub, xb)}b∈B di M tale che gli Ūb siano compatti in M e, per un’applicazione
 : B −→ A, sia f(Ūb) ⊂ V(b) per ogni b ∈ B. Siano b1, . . . , bt un insieme finito di

indici in B con K ⊂ ⋃ti=1 Ubi
. Indichiamo con Uf l’intorno aperto di f in C∞(M,N)

formato dalle applicazioni differenziabili h con h(Ūbi
) ⊂ V(bi).

Ricordiamo che, per definire la topologia di C∞(M,N), possiamo supporre,
applicando il teorema d’immersione di Whitney, che N ⊂ Rℓ. Se V̄(bi) ∩ S = ∅, la

restrizione di f a Ūbi
è trasversale ad S. In questo caso, posto ǫi = dist(V̄(bi), S) >

0, per ogni g ∈ C∞(M,Rℓ) tale che (f + g)(M) ⊂ N e supp∈Ūbi
|g(p)| < ǫi, avremo

ancora (f + g)(Ūbi
∩ S = ∅, e quindi la f + g è ancora trasversale ad S su Ūbi

.

Se invece Vbi
∩S 6= ∅, detta pr : Rn −→ Rk la proiezione sulle prime k coordinate,

le applicazioni differenziabili h : Ũbi
−→ Vbi

(ove Ũbi
è un intorno aperto di Ūbi

con
chiusura compatta in f−1(Vbi

)) che non sono trasversali ad S su Ūbi
sono contenute

nell’insieme delle h ∈ C∞(Ũbi
, Vbi

) per cui pr ◦ y ◦ h ha punti critici in Ūbi
. Per il

lemma di Sard le applicazioni di C∞(Ũbi
,Rp) prive di punti critici in Ūbi

sono un

aperto denso di C∞(Ũbi
,Rk). Ne segue che le g : M −→ Rℓ per cui (f + g) ∈ Uf ed

f + g è trasversale ad S in Ūbi
sono un aperto denso in Uf .

Da queste osservazioni ricaviamo che FK è un aperto denso di C∞(M,N). Fissata

una successione di compatti {Kν} di M con Kν ⊂
◦

Kν+1 ed
⋃
ν Kν = M , le appli-

cazioni differenziabili da M in N che sono trasversali ad S sono tutte e sole quelle
che appartengono ad

⋂
ν Fν e sono quindi l’intersezione di una famiglia numerabile

di aperti densi e quindi un sottoinsieme denso di seconda categoria per il Teorema
di Baire. �

Date due varietà differenziabiliM , N , indichiamo con C∞imm(M,N) l’insieme delle
immersioni differenziabili f : M −→ N .

Lemma 13.2 Siano M , N due varietà differenziabili connesse, di dimensione m
ed n rispettivamente, con m ≤ n. Se M è compatto, allora C∞imm(M,N) è aperto
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in C∞(M,N). In generale, C∞imm(M,N) o è vuoto, o è di seconda categoria in
C∞(M,N).

Dim. È facile verificare che l’insieme GK delle applicazioni differenziabili f : M −→
N che Date due varietà differenziabili connesse M,N , di dimensioni m,n rispetti-
vamente, con m ≤ n, indichiamo con Imm(M,N) il sottospazio delle immersioni
differenziabili in C∞(M,N), con la topologia di sottospazio. Osserviamo che, se
M è compatto, Imm(M,N) è aperto in C∞(M,N) ; in generale, Imm(M,N) è un
sottoinsieme di seconda categoria di C∞(M,N) e quindi è uno spazio di Baire.

Teorema 13.3 (Thom) Siano M , N due varietà differenziabili di dimensione
m,n rispettivamente, con m ≤ n. Per ogni compatto K ⊂ M , le immersioni
differenziabili f : M −→ N che sono trasversali su K formano un aperto denso in
Imm(M,N). Le immersioni differenziabili f : M −→ N che sono trasversali su tutto
M sono un sottoinsieme denso di seconda categoria di Imm(M,N).

Dim. Siano ∆N = {(q, q) | q ∈ N} la diagonale in N ×N e ∆M = {(p, p) | p ∈M}
quella in M ×M . Un’applicazione differenziabile f : M −→ N è un’immersione
trasversale se l’applicazione (M × M) \ ∆M ∋ (p1, p2) −→ (f(p1), f(p2)) ∈ N ×
N è trasversale a ∆N . Quindi, per il teorema precedente, l’insieme GK delle
f ∈ C∞(M,N) che sono immersioni differenziabili trasversali in ogni punto di K
formano un aperto di C∞(M,N). Resta da dimostrare che tale aperto è denso. Sia
f ∈ C∞(M). Vogliamo dimostrare che ogni intorno di f contiene funzioni di GK .
Utilizzando il teorema d’immersione di Whitney, è sufficiente considerare il caso in
cui f sia un’immersione in ogni punto di M . Sia {(Ua, xa)}a∈A, con A ⊂ N, un
atlante numerabile di M , con Ūα compatto ed f iniettiva su Ūa per ogni a ∈ A .
Identifichiamo N , usando il teorema di immersione di Whitney, a una sottovarietà
chiusa di Rℓ. Sia f ∈ C∞(M).
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CAPITOLO V

CONNESSIONI PRINCIPALI

§1 Definizioni fondamentali

Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g e sia P
π−→
G

M un fibrato principale,

con gruppo strutturale G e sia VP il sottofibrato di TP dei vettori verticali, cioè
dei vettori v ∈ TP tali che π∗(v) = 0.

Ricordiamo che ad ogni elemento X dell’algebra di Lie g è associato un campo
di vettori X∗ ∈ C∞(P, V P ), definito su P e a valori in VP, che si dice il campo di
vettori fondamentale associato a X :

(1.1) X∗
ξ f =

(
d

dt

)

t=0

f(ξ · exp(tX)) ∀ξ ∈ P ∀f ∈ E(P) .

Risulta quindi definito un unico isomorfismo

(1.2) VξP ∋ v = X∗
ξ −→ X ∈ g

per ogni ξ ∈ P.

Chiamiamo connessione principale sul G fibrato principale P
π−→ M il dato di

una forma differenziale (la forma di Cartan della connessione) :

(1.3) ω : TP −→ g

che goda delle proprietà:

(1) ω(A∗) = A per ogni A ∈ g;
(2) R∗

aω = ad(a−1)ω per ogni a ∈ G, cioè ω((Ra)∗(X)) = ad(a−1)ω(X) per
ogni X ∈ X(P).

Alla forma di connessione ω associamo la distribuzione orizzontale :

(1.4) HP = {v ∈ TP |ω(v) = 0} .

Essa gode delle proprietà:

(1′) TξP = VξP⊕HξP per ogni ξ ∈ P;
(2′) (Ra)∗HξP = HξaP per ogni ξ ∈ P e a ∈ G.

Siano h : TP −→ HP e v : TP −→ VP le proiezioni associate alla decomposizione
TP = VP⊕P HP.

La connessione principale ω su P
π−→ M ci permette di definire il rilevamento

orizzontale :

(1.5) h̃ : X(M) ∋ X −→ X̃ ∈ C∞(P, HP) .
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Il campo di vettori X̃ su P è l’unico campo di vettori orizzontali π-correlato al
campo di vettori X su M . Esso è caratterizzato dalle proprietà :

X̃ ∈ C∞(P, HP) e π∗(X̃) = X ,(1.6)

(Ra)∗X̃ = X̃ , ∀X ∈ X(M) .(1.7)

Viceversa, ogni campo di vettori Y ∈ C∞(P, HP) che soddisfi (1.7) è della forma

Y = X̃ per qualche X ∈ X(M).

Proposizione 1.1 L’applicazione (1.5) è R-lineare e soddisfa :

f̃X = π∗(f) X̃ ∀f ∈ E(M), ∀X ∈ X(M) ,(1.8)

[̃X, Y ] = h([X̃, Ỹ ]) ∀X, Y ∈ X(M)(1.9)

Dim. La verifica della (1.8) è immediata. Per dimostrare la (1.9), osserviamo che
essa è equivalente alla :

π∗(h([X̃, Ỹ ])) = [X, Y ] ∀X, Y ∈ X(M) .
�

Consideriamo un atlante di trivializzazione di P
π−→M . Esso consiste del dato di

un ricoprimento aperto {Uα} diM e, per ogni indice α, di una sezione σα : Uα −→ P.
Il diffeomorfismo :

(1.10) Uα ×G ∋ (x, g) −→ σα(x) · g ∈ π−1(Uα)

è l’inverso del diffeomorfismo di trivializzazione. Le funzioni di transizione sono le
applicazioni ψβ,α = σ−1

β · σα:Uα ∩ Uβ −→ G, per cui risulta

(1.11) σα(x) = σβ(x) · ψβ,α ∀x ∈ Uα ∩ Uβ .

Sia θ : TG −→ g la forma di Maurer-Cartan di G, che identifica i vettori di g con
i corrispondenti campi di vettori invarianti a sinistra.

Il pull-back su Uα ∩ Uβ della forma di Maurer-Cartan di G è una forma diffe-
renziale su Uα ∩ Uβ a valori in g :

(1.12) θαβ = ψ∗
αβθ = ψ−1

α,βdψα,β .

Per ogni α consideriamo il pull-back su Uα della forma di Cartan che definisce la
connessione principale mediante la sezione σα della trivializzazione :

(1.13) ωα = σ∗
αω su Uα .

Il pull-back di ω mediante il diffeomorfismo Uα×G ∋ (x, g) −→ σα(x) · g ∈ π−1(Uα)
è la forma ω∗

α = ωα + θ.

Lemma 1.2 Le forme ωα e θαβ soddisfano la relazione di compatibilità:

(1.14) ωβ = ad(ψ−1
αβ )ωα + θαβ su Uα ∩ Uβ . (Equazione di Gauge)
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Viceversa, date forme ωα che soddisfino la relazione di compatibilità, esiste un’unica
connessione principale ω tale che ωα = σ∗

αω.

Dim. Per differenziare l’identità σβ = σα · ψα,β, conviene considerare la σβ, su
Uα ∩ Uβ , come l’applicazione composta :

Uα ∩ Uβ −−−−→ P×G −−−−→ G

x −−−−→ (σα(x), ψα,β(x)) −−−−→ σβ(x)

Calcoliamo il differenziale dell’azione a destra P × G ∋ (ξ, g) −→ ξ · g ∈ P. Se
v ∈ Tξ0P e Y ∈ Tg0G, consideriamo due curve differenziabili ξ(t) e g(t) in P e G

rispettivamente, con ξ(0) = ξ0, ξ̇(0) = v e g(0) = g0, ġ(0) = Y . Allora :

d

dt
(ξ(t) · g(t))|t=0 = [dRg0](v) + [dLξ0 ](Y )

dove Rg0 : P ∋ ξ −→ ξ · g0 e Lξ0 : G ∋ g −→ ξ0 · g ∈ P. Otteniamo perciò :

dσβ(x) = [dRψα,β(x)] ◦ dσα + [dLσα(x)] ◦ dψα,β .

Da questa ricaviamo :

ωβ = σ∗
β(ω) = ω ◦ dσβ

= ω ◦ [dRψα,β(x)] ◦ dσα + ω ◦ [dLσα(x)] ◦ dψα,β
= ad(ψ−1

α,β)ω ◦ dσα + ω ◦ ψ−1
α,βdψα,β

da cui segue la tesi perché ω coincide con la forma canonica sui vettori verticali.
Viceversa, data una famiglia di forme {ωα ∈ C∞(Uα, g)}, possiamo definire ω su

π−1(Uα) come il pull-back di ω∗
α = ωα+ θ mediante il diffeomorfismo di trivializza-

zione. Le equazioni di gauge ci garantiscono che le definizioni di ω sono compatibili
sulle intersezioni π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ). �

Lemma 1.3 Sia γ : [a, b] −→M una curva differenziabile di classe C1, sia x0 = γ(a)
e sia ξ0 ∈ P tale che π(ξ0) = x0. Allora esiste un’unica curva γ̃ : [a, b] −→ P tale
che

(1) π ◦ γ̃ = γ,

(2)
d

dt
γ̃(t) ∈ HP per ogni t ∈ [a, b].

La curva γ̃ si dice il sollevamento orizzontale di γ a partire dal punto ξ0.
Osserviamo che, se ξ1 = ξ0 · a, per a ∈ G, è un altro punto sulla fibra π−1(x0),

allora γ̃(t) · a è il sollevamento orizzontale di γ a partire dal punto ξ1.

§2 Forme tensoriali e pseudotensoriali

Sia V uno spazio vettoriale e ρ una rappresentazione lineare di G su V . Una
r-forma pseudotensoriale su P di tipo (ρ, V ) è una r-forma alternata definita su P

e a valori in V tale che

(2.1) R∗
aφ = ρ(a−1) · φ ∀a ∈ G .
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La φ si dice tensoriale se è orizzontale, cioè se φ(X1, ..., Xr) = 0 quando uno dei
vettori Xi è verticale.

La forma di connessione ω : TP −→ g di una connessione principale è una 1-forma
pseudotensoriale su P, di tipo (ad, g).

Data una r-forma tensoriale φ su P
π−→M , definiamo il suo differenziale esterno

covariante Dφ mediante:

(2.2)

{
Dφ(X0, X1, . . . , Xr) = dφ(h(X0), h(X1), . . . , h(Xr))

∀ξ ∈ P, ∀X0, X1, . . . , Xr ∈ TξP .

Teorema 2.1 Sia φ ∈ Λ(P, V ) una r-forma pseudotensoriale di tipo (ρ, V ).
Allora:

(a) φ ◦ h è una r-forma tensoriale di tipo (ρ, V );
(b) dφ è una (r + 1)-forma pseudotensoriale di tipo (ρ, V );
(c) Dφ = (dφ) ◦ h è una (r + 1)-forma tensoriale di tipo (ρ, V ).

§3 Forma di curvatura ed equazioni di struttura

Definiamo forma di curvatura della connessione ω la

(3.1) Ω = Dω = dω ◦ h .

La forma di curvatura Ω è una 2-forma tensoriale di tipo (ad, g).

Essa soddisfa le due condizioni:

(i) R∗
aΩ = ad(a−1) ◦ Ω per ogni a ∈ G;

(ii) Ω(X, Y ) = 0 se uno dei due campi di vettori X, Y è verticale.

Teorema 3.1 La forma di curvatura soddisfa l’equazione di struttura:

(3.2) dω +
1

2
[ω ∧ ω] = Ω .

Osserviamo che, se X, Y ∈ C∞(P, HP), allora l’equazione di struttura si riduce a
Ω(X, Y ) = −ω([X, Y ]). Se X, Y ∈ g, abbiamo Ω(X∗, Y ∗) = 0 e :

dω(X∗, Y ∗) = −ω([X∗, Y ∗]) = −[X, Y ] = −1

2
[ω ∧ ω](X∗, Y ∗) .

Se X ∈ g ed Y ∈ X(M), allora Ω(X∗, Ỹ ) = 0, [ω ∧ ω](X∗, Ỹ ) = 0 e :

dω(X∗, Ỹ ) = X∗ω(Ỹ )− Ỹ ω(X∗)− ω([X∗, Ỹ ]) = ω(LX∗ Ỹ ) = 0 ,

dove abbiamo indicato con LX∗ la derivata di Lie rispetto al campo di vettori X∗.
Risulta infatti :

ω(LX∗ Ỹ ) = (LX∗ω)(Ỹ ) +X∗(ω(Ỹ )) = 0 .

Teorema 3.2 Vale l’identità differenziale di Bianchi:

(3.3) DΩ = 0 .
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Proposizione 3.3 Se φ è una 1-forma tensoriale di tipo (ad, g) su P, allora

(3.4) Dφ = dφ+
1

2
[φ ∧ ω] .

Dim. Dobbiamo dimostrare che, se A,B ∈ X(P), allora

(3.5) Dφ(A,B) = dφ(A,B) + [φ(A), ω(B)]− [φ(B), ω(A)] .

La formula vale banalmente quando A e B siano o entrambi verticali o entrambi
orizzontali.

Esaminiamo ora il caso in cui A e B siano l’uno verticale, l’altro orizzontale.
Possiamo supporre che A = X∗ perX ∈ g e che B = Ỹ sia il rialzamento orizzontale
di un campo di vettori Y ∈ X(M). In questo caso Ỹσa = (Ra)∗Ỹσ per ogni σ ∈ P

ed ogni a ∈ G e quindi:

(3.6) [Ỹ , X∗] = lim
t−→0

1

t

([
Rexp(tX)

]
∗
Ỹ − Ỹ

)
= 0 .

Quindi:
dφ(X∗, Ỹ )= X∗φ(Ỹ )− Ỹ φ(X∗)− φ([X∗, Ỹ ])

= X∗φ(Ỹ )

e dunque, essendo Dφ(X∗, Ỹ ) = 0, dobbiamo dimostrare che

X∗φ(Ỹ ) = [φ(Ỹ ), X∗] .

Abbiamo:

X∗
σφ(Ỹ )= limt−→0

1
t

(
φσ exp(tX)(Ỹ )− φσ(Ỹ )

)

= limt−→0
1
t

(
Ad(exp(−tX))(φσ(Ỹ ))− φσ(Ỹ )

)

= −[X, φσ(Ỹ )] ∀σ ∈ P .

La dimostrazione è completa.

§4 Connessioni principali e derivazione covariante

Sia P
π−→ M un fibrato principale con gruppo strutturale G e sia (ρ, V ) una

rappresentazione lineare di G. Scriveremo per semplicità a · v invece che ρ(a)(v)
per indicare l’azione dell’elemento a ∈ G su v ∈ V .

Consideriamo ora la varietà differenziabile P × V e su di essa facciamo agire a
destra il gruppo G mediante

(4.1) P× V ×G ∋ (ξ, v; a) −→ (ξ · a, a−1 · v) ∈ P× V .

Sia E il quoziente di P× V rispetto a questa azione di G:

(4.2) (ξ1, v1) ∼ (ξ2, v2)⇔ π(ξ1) = π(ξ2) e v2 = (ξ−1
1 ξ2) · v1 .
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(Nota che se π(ξ1) = π(ξ2) vi è un’unico elemento a ∈ G, che denotiamo con ξ−1
1 ξ2,

tale che ξ1 · a = ξ2.) Indichiamo con pr : P× V −→ E la proiezione nel quoziente.
Per passaggio al quoziente otteniamo un’applicazione surgettiva

(4.3) E
πE−−→M .

Si verifica facilmente che E ha una struttura di fibrato vettoriale. Se σ : U −→
P è una sezione differenziabile del fibrato principale P su un aperto U di M ,
l’applicazione

(4.4) U × V −→ pr(σ(x), v) ∈ E

definisce una trivializzazione locale del fibrato vettoriale E.

Risulta in particolare definita per ogni x ∈M e ξ ∈ Px un’applicazione lineare

(4.5) V ∋ v
ξ−→
←−−

ξ−1

pr(ξ, v) ∈ Ex

Possiamo associare a una r forma differenziale a valori in E una forma tensoriale
di grado r e tipo (ρ, V ) su P estendendo per linearità la corrispondenza:

(4.6) s⊗ ϑ −→ ξ−1 ◦ s ◦ (π(ξ))⊗ π∗ϑ , ξ ∈ P .

Indichiamo con Λr
G

(P, V ) lo spazio delle forme tensoriali di grado r e tipo (ρ, V )
su P. Abbiamo:

Teorema 4.1 La (4.6) definisce un isomorfismo lineare

(4.7) Λr(M,E) −→ Λr
G

(P, V ) .

La differenziazione covariante o connessione lineare sul fibrato E
πE−−→ M definita

dalla connessione principale ω su P
π−→M è descritta dal diagramma commutativo:

(4.8)

Λr(M,E)
∇−−−−→ Λr+1(M,E)

≃

y
y≃

Λr
G

(P, V ) −−−−→
D

Λr+1
G

(P, V )

Proposizione 4.2 Valgono le formule:

(4.9) ∇(fs) = s⊗ df + f ∇s ∀f ∈ E(M), ∀s ∈ C∞(M,E) ,

(4.10) ∇(s⊗ β) = s⊗ dβ + ∇s⊗ β ∀s ∈ C∞(M,E), ∀β ∈ Λr(M) .

Se X ∈ X(M) e s ∈ C∞(M,E), indichiamo con ∇Xs la sezione ∇s(X) di E

(derivazione covariante di s rispetto ad X).
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Lemma 4.3 Sia s ∈ C∞(M,E) e poniamo s̃(ξ) = ξ−1 s(π(ξ)) per ξ ∈ P. Otte-

niamo in questo modo una sezione in Λ0
G

(P, V ). Sia X ∈ X(M) e sia X̃ = h̃(X) il
corrispondente campo di vettori orizzontale su P. Allora:

(4.11)
(
X̃ s̃
)

(ξ) = ξ−1∇Xs(π(ξ)) .

§5 Forme di Christoffel

Utilizziamo le notazioni introdotte nei paragrafi precedenti.
Sia U × V ∋ (x, v) −→ pr(σ(x), v) = σ(x) · v ∈ E|U una trivializzazione locale di

E. Risulta allora definita una forma ωσ ∈ Λ1(U, gl(V )) tale che

(5.1) ∇(σ · v) = σ · ωσ · v ∀v ∈ V .

Teorema 5.1 Se ω è la forma di Cartan della connessione principale e ρ∗(e) :
g −→ gl(V ) il differenziale nell’identità della rappresentazione ρ : G −→ GL(V ),
allora la forma di Christoffel è data da:

(5.2) ωσ = ρ∗(e) ◦ σ∗ω .

Corollario 5.2 Le forme di Christoffel di ∇ rispetto a un atlante di trivializza-
zione soddisfano le equazioni di gauge:

(5.3) ωσβ
= Ad(ρ(ψ−1

αβ )) ◦ ωσα
+ ρ∗(e)θαβ .

§6 Connessioni lineari

Sul GL(n,R) fibrato L(M) dei sistemi di riferimento4 su M è definita una forma
canonica ϑ ∈ Λ1(L(M),Rn), mediante:

(6.1) ϑ(X) = σ−1π∗(X) ∀X ∈ TσL(M) .

Proposizione 6.1 La ϑ è una 1-forma tensoriale di tipo (GL(n,R),Rn).
Fissata su L(M) una connessione principale con forma di Cartan

ω ∈ Λ1(L(M), gl(n,R))

chiamiamo campi di vettori orizzontali standard i campi

(6.2) B(v)(σ) = h̃σ(σv) = σ̃v per v ∈ Rn .

4Ricordiamo che un punto σ di L(M) è un ismomorfismo R-lineare σ : Rn −→ TxM , ove
x = π(σ).
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(Ricordiamo che X̃σ è il rilevamento orizzontale in σ ∈ P di X ∈ Tπ(σ)M .) Essi
sono caratterizzati da:

(6.3)

{
ϑ(B(v)) = v ,

ω(B(v)) = 0 .

Proposizione 6.2 Vale:

(6.4) Ra∗B(v) = B(a−1(v)) ∀v ∈ Rn .

Inoltre B(v)(σ) 6= 0 per ogni σ ∈ L(M) se v 6= 0.

Dim. Infatti Ra∗B(v) è orizzontale e

ϑ(Ra∗B(v)) = (R∗
aϑ) (B(v)) = a−1ϑ(B(v)) = a−1(v) .

Osservazione I campi di vettori Ei = B(ei) e E∗
ij, ove {Eij}1≤i,j≤n è la base

canonica di gl(n,R), formano in ogni punto σ di L(M) una base di TσL(M)
(parallelismo completo) e quindi per il Teorema di Palais il gruppo delle affinità di

M (diffeomorfismi f : M −→ M tali che il rialzamento f̂ : L(M) −→ L(M) preservi

la connessione, i.e. f̂∗ω = ω, ovvero f̂∗ preserva la distribuzione orizzontale) è un
gruppo di Lie di dimensione ≤ n2 + n.

Proposizione 6.3 Se A ∈ gl(n,R) e v ∈ Rn, allora

(6.5) [A∗, B(v)] = B(A(v)) .

Dim. Abbiamo infatti:

[A∗, B(v)]=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

R∗
Exp(tA)B(v)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

B(Exp(tA)(v))

= B(A(v)) .

La torsione della connessione lineare ω è la forma:

(6.6) Θ = Dϑ .

La Θ è una forma tensoriale di tipo (GL(n,R),Rn), cioè:

(6.7) R∗
aΘ = a−1 Θ ∀a ∈ GL(n,R) .

Teorema 6.4 Curvatura e torsione di una connessione lineare soddisfano le equa-
zioni di struttura:

(6.8)

{
dϑ + 1

2 [ω ∧ ϑ] = Θ

dω + 1
2

[ω ∧ ω] = Ω .
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Le equazioni di struttura si possono riscrivere in termini delle componenti scalari
ϑi (1 ≤ i ≤ n) di ϑ e delle componenti scalari ωij (1 ≤ i, j ≤ n) di ω:

(6.9)

{
dϑi + ωih ∧ ϑh = Θi

dωij + ωih ∧ ωhj = Ωij .

Teorema 6.5 (Identità differenziali di Bianchi) Valgono:

(6.10)

{
DΘ = 1

2 [Ω ∧ ϑ] = Ω ∧ ϑ
DΩ = 0 .

Dim. Differenziando le equazioni di struttura otteniamo:

dΘ= dω ∧ ϑ− ω ∧ dϑ
= (Ω− ω ∧ ω) ∧ ϑ− ω ∧ (Θ− ω ∧ ϑ)
= Ω ∧ ϑ− ω ∧Θ

e
dΩ= dω ∧ ω − ω ∧ dω

= (Ω− ω ∧ ω) ∧ ω − ω ∧ (Ω− ω ∧ ω)
= Ω ∧ ω − ω ∧ Ω .

Componendo a sinistra con h : TL(M) −→ HL(M) otteniamo le uguaglianze
desiderate.

Osservazione

(1) Condizione necessaria e sufficiente affinché Θ = 0, è che

[B(v), B(w)] ∈ V L(M) per ogni v,w ∈ Rn;

(2) condizione necessaria e sufficiente affinché Ω = 0 è che

[B(v), B(w)] ∈ HL(M) per ogni v,w ∈ Rn;

ciò equivale al fatto che la distribuzione HM sia formalmente integrabile.

Se ω, ω0 sono le forme di Cartan di due connessioni lineari su M , la differenza
ω − ω0 è una 1-forma tensoriale di tipo (Ad, gl(n,R) e viceversa, se φ è una 1-
forma tensoriale di tipo (Ad, gl(n,R), allora ω0 +φ è una connessione lineare su M .
Indichiamo con Θ0, Ω0 le forme di torsione e di curvatura di ω0 e con Θ, Ω quelle
di ω. Abbiamo:

Θ= dϑ+ ω ∧ ϑ
= dϑ+ ω0 ∧ ϑ+ φ ∧ ϑ
= Θ0 + φ ∧ ϑ

Ω= dω + ω ∧ ω
= dω + dφ+ ω0 ∧ ω0 + ω0 ∧ φ+ φ ∧ ω0 + φ ∧ φ
= Ω0 + ω0 ∧ φ+ φ ∧ ω0 + φ ∧ φ .



86 GEOMETRIA DIFFERENZIALE - V

Osserviamo ora che Θ0 è una forma tensoriale di tipo (GL(n,R),Rn) e quindi si
può rappresentare mediante

Θ0 = τ ◦ ϑ ∧ ϑ
con τ ∈ C∞(Λ2(L(M)),Rn), cioè Θh

0 =
∑n
i,j=1 τ

h
i,jϑ

iϑj . Possiamo allora definire

una 1-forma φ a valori in gl(n,R) ponendo φ = −τ ◦ θ, cioè −φij =
∑n
h=1 τ

i
hjϑ

h.

Si verifica che φ è tensoriale di tipo (Ad, gl(n,R)) e quindi ω = ω0 + φ è una
connessione di Cartan con torsione nulla.

Consideriamo ora una trivializzazione L(M)|U ≃ U ×GL(n,R) del fibrato dei
sistemi di riferimento su un aperto coordinato U . Identifichiamo U a un aperto di
Rn. La forma di Maurer Cartan ̟ = a−1da su GL(n,R) definisce in modo ovvio
una connessione principale sul fibrato triviale U ×GL(n,R). Abbiamo

ϑ = a−1dx

nel punto (x, a) ∈ U ×GL(n,R). Una connessione di Cartan ω su L(M) differisce
in L(M)|U da ̟ per una forma

φ(x, a) = a−1Γ(x)a

con Γ(x) ∈ Λ1(U, gl(n,R). Otteniamo allora:

(6.11) Θ = φ ∧ ϑ =
(
a−1Γ(x)a

) (
a−1dx

)
= a−1Γ(x) ∧ dx.

Se Γ(x) = Γhi,jdx
i, otteniamo allora

(6.12) Θk(x, a) =

n∑

h,i,j=1

(a−1)khΓ
h
i,jdx

i ∧ dxj .

Per quanto riguarda la curvatura, otteniamo:

(6.13)

Ω= dφ+ φ ∧ φ+ φ ∧̟ +̟ ∧ φ
= a−1dΓ a − a−1da a−1 ∧ Γ a − a−1Γ ∧ da

+a−1Γ ∧ Γ a + a−1Γ ∧ da + a−1da ∧ a−1Γ a
= a−1 (dΓ + Γ ∧ Γ ) a .

Definiamo il tensore di torsione T ∈ C∞(M,TM ⊗ Λ2(M)) mediante:

(6.14) T (X, Y ) = σΘσ(X̃, Ỹ ) ∀X, Y ∈ Tπ(σ)M ,

e il tensore di curvatura R ∈ C∞(M,TM ⊗ T ∗M ⊗ Λ2(M)) mediante:

(6.15) R(X, Y )Z = −σΩσ(X̃, Ỹ )ϑ(Z̃) ∀X, Y, Z ∈ Tπ(σ)M .

Essi coincidono con la curvatura e la torsione definite mediante la derivazione
covariante di Koszul5 :

(6.16)

{
T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

R(X, Y ) = ∇[X,Y ] − [∇X ,∇Y ] .

5Ricordiamo che ∇XY (x) = σ(X̃σϑ(Ỹ )) se π(σ) = x.
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§7 La connessione di Levi-Civita

Sia (M, g) una varietà Riemanniana di dimensione n. Indichiamo con O(M)
il fibrato principale dei sistemi di riferimento ortonormali di (M, g), e con π :
O(M) −→ M la proiezione sulla base. Un punto σ di O(M) con π(σ) = x è
un’isometria lineare σ : Rn −→ TxM dello spazio Euclideo Rn su TxM , con la
metrica associata al prodotto scalare gx.

Definiamo la forma canonica ϑ su O(M) mediante

(7.1) ϑσ(X) = σ−1(π∗(X)) ∀σ ∈ O(M), ∀X ∈ TσO(M) .

Indichiamo con o(n) l’algebra di Lie del gruppo O(n): abbiamo

(7.2) O(n) = {a ∈ GL(n,R) | a ta = In} e o(n) = {A ∈ gl(n,R) | tA+A = 0} .
Indichiamo con ̟ la 1-forma su O(n), a valori in o(n), che fa corrispondere a un
vettore tangente A ∈ TaO(n) l’unico elemento ̟(A) ∈ o(n) = TeO(n) tale che
(La)∗(̟(A)) = A.

La ̟ è la restrizione a O(n) della forma differenziale x−1dx su GL(n,R). Os-
serviamo che vale l’identità di Maurer-Cartan:

(7.3) d̟ = −̟ ∧̟ = −1

2
[̟,̟] .

Una qualsiasi connessione di Cartan ω0 sul fibrato principale O(M) definisce una
connessione compatibile con la metrica g.

Indichiamo con Θ la sua forma di torsione: Θi = tijkϑ
j ∧ ϑk, con tijk = −tikj .

Definiamo:

τ ij =
n∑

k=1

(tijk + tjki − tkij)ϑk .

Allora
τ ji = −τ ij ∀i, j = 1, . . . , n

e quindi τ = (τ ij) ∈ Λ1(O(M), o(n)). Chiaramente τ si annulla sui vettori verticali

ed è quindi tensoriale di tipo (Ad, o(n)). La ω = ω0 + τ è allora la forma di Cartan
di una connessione su O(M) priva di torsione. Infatti:

dϑi + ωij ∧ ϑj= dϑi + ω0
i
j ∧ ϑj + τ ij ∧ ϑj

= tikjϑ
kϑj + (tijk + tjki − tkij)ϑk ∧ ϑj

= (tjki − tkij)ϑk ∧ ϑj
= 0 .

Osserviamo che due connessioni di Cartan ω e ω̄ su O(M) che abbiano entrambi
torsione nulla soddisfano la condizione:

(
ωij − ω̄ij

)
∧ ϑj = 0 .

Poiché ωij − ω̄ij si annulla sui vettori verticali, possiamo scrivere ωij − ω̄ij = F ijhϑ
h

ed otteniamo perciò:
F ijhϑh ∧ ϑj = 0 .

Questa relazione ci dice che F ijh è simmetrica rispetto agli indici j, h. Essendo anche
antisimmetrica rispetto agli indici i, j, abbiamo:

F ijh = F ihj = −Fhij = −Fhji = F jhi = F jih = −F ijh .
Ciò dimostra che F ijh = 0 e dunque ω = ω̄.


