CAPITOLO 1

VARIETA DIFFERENZIABILI

§1 VARIETA TOPOLOGICHE

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico. Una carta locale di dimensione n in X &
il dato (U, ¢) di un aperto U di X e di un omeomorfismo ¢ : U — ¢(U) =Q C R"
di U su un aperto Q) dello spazio Euclideo R™. Se ¢(zp) = 0 per un punto zq di U,
diremo ancora che zg ¢ il centro della carta locale.

Se (U, ¢), (V,4) sono due carte locali di dimensione n di X, con U NV # 0,
allora (U N V) e (U NV) sono due aperti non vuoti di R™ e I’applicazione:

Y(UNY)

(1.1) b o (¢ v )_1 HUNV) = dUNV)

¢ un omeomorfismo, che si dice la funzione di transizione dalla carta (V) alla
carta (U, ¢).

Diciamo che X & una wvarieta topologica di dimensione m se ogni suo punto
ammette un intorno aperto omeomorfo a un aperto di R”.

OSSERVAZIONE 1 Ogni punto di una varieta topologica di dimensione n ammette un intorno
aperto omeomorfo a R™.

Sia infatti U un intorno aperto di un punto z di una varieta topologica X e ¢ : U — Q C R"™
un omeomorfismo di U su un aperto € di R™. Fissiamo una palla aperta B, con centro in ¢(x),
contenuta in € e un omeomorfismo ¢ : B — R™. Allora ¢~ 1(B) =V C U & un intorno aperto di
zin Xewyo¢p:V — R™ un omeomorfismo di un intorno aperto V di « in X con R™.

OSSERVAZIONE 2 La dimensione n di una carta locale in un punto p € X & un invariante
topologico. Infatti non esistono omeomorfismi tra aperti di spazi Euclidei di dimensione diversa
(vedi ad es. [W.HUREWICZ, H.WALLMAN, Dimension Theory. Princeton, Princeton Univ.Press,
1941]) .

Una famiglia A = {(U;, ;) |i € I} di carte locali di X si dice un atlante se
{Ui|i € I} ¢ un ricoprimento di X.
Le funzioni di transizione!

(U A\ —1
(1.2) Gij = pi o (<z>j Z%ﬂU)) 0, (UiNU;) — ¢i(U; N U;)

dalla carta (Uj,¢;) alla carta (U;,¢;), al variare di 4,5 in I, si dicono funzioni
di transizione dell’atlante A. Poniamo Q; = ¢;(U;), Qi = ¢,;(U; N U;). Allora
Q;; C Q; e le funzioni di transizione ¢;; : 2;; — £1;; soddisfano:

!Per semplicitda penseremo le funzioni di transizione definite anche quando U; N U; = 0,
ammettendo che la funzione vuota sia I’'unico omeomorfismo dell’insieme vuoto.
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2 GEOMETRIA DIFFERENZIALE

(2) i_jl = ¢j; per ogni i,j € I.
(3) @i (i N Q) = Qj; N Qy; per ogni 4,7,k € I e il seguente diagramma e
commutativo:

bij
Qij N ij —J> jS N ka

(1.3) ¢>kgl l@m‘
Qi Ny ——

ij N QL

ProPOSIZIONE 1.1 Sia X una varieta topologica di dimensione n e sia A =
{(U;, ¢:) }ier un atlante di X. Allora X & omeomorfo alla somma topologica degli
aperti ; = ¢;(U;) dello spazio Euclideo R", rispetto alle funzioni di incollamento

qbij . Qij = ¢J(UZ N U]) — jS = ¢Z(Uz N UJ)

Sia data viceversa una famiglia {;};c; di aperti di R™ e per ogni coppia di
indici i,j € I sia assegnato un sottoinsieme aperto €);; di §2; e omeomorfismi
¢ij - Qi — Qj; tali che siano soddisfatte le proprieta (1), (2), (3) elencate sopra.
Allora la somma topologica degli §); rispetto alle funzioni di incollamento ¢;; ¢ una
varieta topologica di dimensione n.

Dim.  Indichiamo con | |;; €2; 'unione disgiunta degli aperti ; C R", e definiamo
I’applicazione

@:UQiﬂX, mediante 1;OL1-:¢;1 Viel.
icl

Per passaggio al quoziente otteniamo un’applicazione continua
1/} : H-J(Q’UQ’L]7¢Z]) - X7

che e bigettiva ed aperta, e quindi un omeomorfismo.

Viceversa, per la [Proposizione 3.2 del Capitolo I, in Lezioni di topologia ge-
nerale, 2005-2006], gli affondamenti j; degli aperti §2; nella somma topologica
X = |8 (4,45, ¢i;) sono immersioni topologiche aperte: quindi X ammette un
ricoprimento mediante gli aperti di un sistema di carte locali di dimensione n e
quindi e una varieta topologica di dimensione n. O

Esempio 1.1 La sfera S™ ¢ una varieta topologica di dimensione n. Infatti le
proiezione stereografiche dai due poli (feg) sul piano equatoriale :

¢p UL =8S"\{+eo} =R, o¢4(2 2", 2" = (=5 ... =)
¢ U_=8"\{-e} — R", ¢_(x0,x1,...,a:”)=(zl o T5)

_a™
1420 ’ 1420

definiscono un atlante {(Uy, ¢4 ), (U-,¢_)} con funzioni di transizione

G-ty dp— (RPN{O} > R\ {0} o_1(y) =d+—(v) =y/lyl*.
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EsemMPIOo 1.2 Lo spazio proiettivo reale di dimensione n ¢ una varieta topologica
di dimensione n. Un atlante A di RP™ ¢ descritto nelle coordinate omogenee dagli
aperti

U ={(xg,z1,...,2,) }xz #0} per 1=0,1,...,n

e dagli omeomorfismi
€T xT xX —_ 1 i —_—
¢ :U; D (2,21, ,20) — (z_om—lm—n) ER!={yeR"" |y =1} ~R".
Le funzioni di transizione sono le

Gij Qi ={yeR} |y #0t oy — [y " -yeQi={y R} |y #0}.

EsemMPio 1.3 Lo spazio proiettivo complesso di dimensione n € una varieta topo-
logica di dimensione 2n. Un atlante A di CIP" & descritto nelle coordinate omogenee
dagli aperti

U ={(z0,21,-.. ,zn)‘zi #0} per i=0,1,...,n
e dagli omeomorfismi
Gi Ui 2 (20,21, ,2n) — (2—22—12—7) cCl={ycC"|z'=1}~C".
Le funzioni di transizione sono le

Gij: Qi ={yeCl#0}2¢ =[G -CeQ={CeRY |7 #0}.

EsEMPIO 1.4 Sia I' un sottogruppo additivo discreto di R™ e sia X = R"™/T lo
spazio quoziente ottenuto identificando due punti z,y € R"™ quando (z —y) € I.
Sia 6 = min{|vy||y € I'\{0}}. Sia 7 : R™ — X = R"/I la proiezione nel quoziente.
Per ogni zy € R”, l'insieme U,, = {m(z+ z¢)| || < §/2} ¢ aperto in X perché
Y (U,,) = U, ertlz +v — zo| < d/2}; inoltre la:

Yy : Q={x e R"||2| <6/2} 32 — w(z+ 20¢) € Uy,

¢ un omeomorfismo. Si verifica quindi che A = {(Uy,,¥.}) ’ zo € R™} & un atlante
che definisce su X una struttura di varieta topologica di dimensione n.

Abbiamo:

PROPOSIZIONE 1.2 Una varieta topologica di dimensione n soddisfa 'assioma di
separazione 1. Il

Esempio 1.5 Sia Y uno spazio topologico con la topologia discreta, contenente
almeno due punti. Consideriamo sul prodotto topologico R x Y la relazione di
equivalenza
r=u e Yy=vu
(z,y)R(u,v) & oppure
r=u>0.



4 GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Il quoziente X = (R X Y) /z € una varieta topologica di dimensione 1, ma non &
uno spazio di Hausdorff in quanto i punti di X corrispondenti a (0,y) e (0,v) con
y # v sono distinti, ma non ammettono intorni disgiunti.

Quindi una varieta topologica non e necessariamente uno spazio di Hausdorff.

Una varieta topologica X di dimensione n si dice numerabile all’infinito se esiste
una famiglia numerabile di insiemi compatti { K, | v € N} tali che

(*) K,CK,1 WeN, [JK, =X
v=0

PROPOSIZIONE 1.3 Una varieta topologica di Hausdorff numerabile all’infinito é
paracompatta. Viceversa, le componenti connesse di una varieta topologica para-
compatta sono numerabili all’infinito. O

TEOREMA 1.4 Sia X una varieta topologica di Hausdorff, di dimensione n e
numerabile all’infinito. Allora X & uno spazio topologico localmente compatto,
metrizzabile e a base numerabile.

DiM. Osserviamo che ogni varieta topologica di dimensione n ¢ localmente com-
patta. Infatti ogni carta coordinata € un aperto localmente compatto di X.

Poiché uno spazio regolare e a base numerabile ¢ anche metrizzabile, e sufficiente
dimostrare che X ¢ regolare a base numerabile.

Siano xp € X ed F un chiuso di X che non contiene xy. Fissiamo un intorno
aperto U di zy che non interseca F'. Poiché X e localmente compatto, possiamo
supporre che U sia compatto e non intersechi F. Poiché U, essendo un compatto
di Hausdorff, ¢ uno spazio normale, per il Lemma di Urysohn esiste una funzione
continua ¢ : U — I =[0,1] con ¢(z9) =0 e ¢(z) =1 se x € bU. La funzione

[ o(x) se veU
(ﬁ)_{l se reX\U

e continua, e vale 0 in zg e 1 su F. Cio dimostra che X e completamente regolare
e quindi regolare.

Dimostriamo ora che X & a base numerabile. A questo scopo consideriamo un
qualsiasi atlante A = {(U;, ¢;, ) |i € 1} di X.

Sia {K, } una successione di compatti di X che godano delle proprieta (x). Per
ogni intero non negativo v, possiamo trovare un insieme finito di indici 7, tali che
K, C Uier, U;. L'insieme J = U, & numerabile e A" = {(U;, ¢;,Q;)|i € J}
e ancora un atlante di X. Ciascuno degli aperti U; ammette una base numerabile
B; perché omeomorfo a un aperto di R™. Allora B = U,;c;B; € ancora numerabile
perché unione di una famiglia numerabile di insiemi numerabili ed ¢ evidentemente
una base di X. 0

§2 FUNZIONI DIFFERENZIABILI NEGLI SPAZI R"
Sia €2 un aperto di R” ed

f:Q32— f2) =" (z),.., ["(x)) e R™
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un’applicazione di €2 in R™. Diciamo che f ammette in xy € Q derivata parziale
rispetto a x' se la funzione

t —a(t) = f(xo+te;) € R™,
definita in un intorno di 0 € R, e derivabile in 0. Si pone allora

Of(zo)  d o flwo+te;) — f(xo)
oot~ ar®Wl=o = Jim / '

La f si dice differenziabile in xg € 2 se esiste una applicazione lineare df (xg) :
R"™ — R™ tale che

f(x) — f(xo) — df(xo)(x — x9) = o(|lx — x0|]) per x — xg.

Questa condizione significa che, per ogni € > 0, possiamo trovare un intorno U, di
o in € tale che

|f(x) — f(zo) — df (wo)(z — 20)| < €|z — 20| VI EU,.
Vale il :

TEOREMA 2.1 Sia  un aperto di R™ ed f : Q@ — R™ un’applicazione. La f
ammette la derivata parziale Of(xg)/0x" (risp. € differenziabile in x() se e soltanto
se ciascuna delle funzioni

Qszr— fl(z)eR, j=1,...,m

ammette la derivata parziale 0f7(xq)/0x" (risp. é differenziabile in x).
Se f e differenziabile in xo essa é continua in xy ed ammette tutte le derivate
parziali O f (xg)/0x" (peri=1,...,n) in zg e

df (zo)(v) = Jf(zo)v Vv eR"

ove J f(xo) é la matrice Jacobiana

Of(xo)  Of'(wo) 0f (o)

ox! Ox? o Ox™
Of*(wo)  0f*(x0) (o)

Jf(zo) = oxl 0z oz
Af™(xo)  Of™ (o) Of " (o)

Oxl Ox? o ox™

Ricordiamo il seguente :

TEOREMA 2.2 Sia (2 un aperto di R" e sia f : ) — R" una funzione che ammette
derivate parziali Of(x)/0x" rispetto alle coordinate x',...,x™ di R™ in ogni punto
di Q. Se le funzioni

of(x)

Q — 7
ST — O

e R™
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sono continue in xg € ) per ogni i = 1,...,n, allora f e differenziabile in x .

Una funzione f : 2 — R™ che ammetta derivate parziali prime continue in 2,
rispetto a ciascuna delle coordinate, si dice differenziabile di classe C* in Q.

TEOREMA 2.3 (DIFFERENZIAZIONE DELLA FUNZIONE COMPOSTA) Siano f : ) —
R™ e g : G — R’ due funzioni di classe C', definite rispettivamente su un aperto
Q C R™ e su un aperto G C R™. Se f(2) C G, allora la funzione composta
go f:Q — R* ¢ differenziabile di classe C' e

d(go f)(x) = dg(f(z)) o df(x) Vi€

Le derivate parziali di ordine superiore di una funzione f : 2 — R™ si definiscono
per ricorrenza: se 1 < iy,...,%,,, < n e la derivata parziale 0™ f(z)/0z"....0z"'" &
definita in €2, e 1 < j < n, allora la derivata parziale

o™t f(x) /027 Oz ....0x" ™
¢, quando esiste, la derivata parziale rispetto alla coordinata z’ della funzione
Q>x — 0™f(x)/0z"....0z" € R™.

Vale il:

TEOREMA 2.4 Sia () un aperto di R™ e sia f : {2 — R™ una funzione che ammetta
derivate parziali del primo e del secondo ordine rispetto alle coordinate, continue

in Q. Allora
of(x) _ 0f(w)
o0xioxI 0xI 0zt

V1<i,jg<n, xel

Una funzione f : 2 — R™ definita su un aperto 2 di R" si dice differenziabile di
classe C* in ) se essa ammette derivate parziali continue in 2 fino all’ ordine k. Se
Q) & un aperto di R" e A & un sottoinsieme di R™, indichiamo con C*(£2, A) I'insieme
di tutte le funzioni f : @ — A tali che Q 3 z — f(x) € R™ sia differenziabile di
classe C* in Q.

Diremo che f ¢ differenziabile di classe C* nel punto zq di €2 se esiste un intorno
aperto U di x¢ in Q tale che f|y sia differenziabile di classe C*.

Per il teorema precedente, se f € C¥(Q, R™), le sue derivate parziali fino all’ or-
dine £ non dipendono dall’ordine in cui si eseguono le successive derivate prime:

O f(x)/0x™ .0z = 9" f(x)/0xter...0x
Vi<h<k 1<iy,..,1,<n,VoeGy,.

Associamo ad ogni h-upla (i1, ...,p) di interi con 1 < iy, ..., 45, < n un multiindice
a = (a1, ...,a,) € N" ove ¢ € il numero di indici 7 tali che i, = j. Definiamo allora

o1 ()

Z IS\ gh i1 73
e 0" f(x)/0x"...0x"".
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Indichiamo con C*(Q, R™) Iinsieme di tutte le funzioni differenziabili di classe
C* in Q C R", a valori in R™. Se a = (a, ..., ) € N”, scriveremo per semplicita

8a1+...+an

0, invecedi —-——
Ozt 0zp

al =yl oosap!,

e, se x = Yat ..., 2") € R",

Poniamo
C®(QR™) = [ CHQ,R™).
k=0
Una funzione f : 2 — R™ si dice analitica reale in {2 se per ogni punto zg € €2
la serie di Taylor

Z 8af(x0) (.11 . xo)a

|
aeNn @

¢ convergente in un intorno {|x — x| < r} C £, con r > 0, e la sua somma ¢ uguale
a f(z) in ogni punto di tale intorno.

L’insieme delle funzioni analitiche reali definite sull’aperto 2 di R™, a valori in
R™, si indica con C¥ (€2, R™).

Vale la catena di inclusioni:

C°(Q,R™) > CHQ,R™) D .... D CH*(Q,R™) D ...C%°(Q,R™) D C¥(Q,R™).

Se m = 1, scriviamo C*(2) invece di C*(£2,R) e osserviamo che, per la formula
di Leibnitz,

|
0a(f9)= 3 F10s/)(09), VS g€CHQ), a €N, Ja <k,
Biy=a T

lo spazio vettoriale reale C*(£2) (per 0 < k < w) & una R-algebra per il prodotto di
funzioni.

§3 EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

Richiamiamo i risultati fondamentali sull’esistenza, unicita e dipendenza dai dati
iniziali e dai parametri relativi al problema di Cauchy per sistemi di equazioni
differenziali ordinarie.

TEOREMA 3.1 (PEANO) Sia Q un aperto di R™*! e sia f : Q — R™ una funzione
continua. Fissati (tg,yo) € €2, possiamo trovare un r > 0 e una funzione u :
[to,to + 7] — R™ di classe C! tale che
(i)  (tul) eQ Vg <t<ty+r,
(i) w'(t) = f(t,u(t)) Vo <t<to+r,
(7i7)  u(to) = yo.
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DiMm. Possiamo supporre per semplicita che tg =0, yg = 0. Sianoa >0ed R > 0
tali che B
K = [—a,a] x B(0,R) C Q.

Per il teorema di Weierstrass, la f e limitata sul compatto K: sia M > 0 tale che
If(t,y)| < M V(t,y) € K.

Fissiamo r > 0 tale che
rM < R.

Sia X linsieme di tutte le funzioni continue w : [0,7] — R™ tali che |u(t)] < R
per ogni 0 <t < r. Su X consideriamo la topologia della convergenza uniforme,
associata alla distanza

Jlu =] = sup |u(t) —v(t)].
0<t<r

Con questa topologia, X e uno spazio metrico completo. Consideriamo 1’ applica-
zione
X >u— ®(u) € C([0,7],R™)

definita da .
B(u)(t) = /0 £(s,u(s))ds.

Abbiamo
t t
\@(u)(mg/ \f(s,u(s))\dsg/ Mds = Mt<R se 0<t<r.
0 0

Quindi ®(u) € X per ogni v € X. La funzione ® ¢ continua su X. Infatti la f &
uniformemente continua su K e quindi, fissato € > 0, possiamo trovare n > 0 tale
che

|f(t,y)—f(s,z)]<r_1e se (t,y),(S,Z>€K, ‘t_8‘<777 ]y—z!<77.

Siano u,v € X con ||u —v| <n. Allora

[B(u) (1) — B(v) ()] = / (F(s.u(s)) — f(s,0(s))ds| < r et < e.

Osserviamo ancora che le funzioni di ®(X) sono equicontinue ed equilimitate e
quindi ®(X) & relativamente compatto in X per il teorema di Ascoli-Arzela.
Consideriamo la funzione

Xou—|lu—2u)|erR

e sia

6 = inf [lu—2(u)].
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Dico che § = 0. Infatti, fissato € > 0, sia n > 0 tale che
[f(ty) = f(s,2) <r7le se (ty), (s,2) €K, [t—s|<m |y—z]<n.
Consideriamo una partizione
O=th<thi < ..<tny=r
con |t; —tj_1| < (14+ M) 'nper j =1,..., N. Definiamo per ricorrenza

{ Yo = f(0,0)
yi =yj1+ (t; —tj—1)f(tj—1,y;-1) se j=1,..,N.

Consideriamo poi la funzione a scalini
V() = f(tj—1,y-1) se te€[tj_1t;, j=1,...N.
La funzione .
v(t) = / W(s)ds
0
e lineare a tratti e appartiene a X. Inoltre
[W(t) — f(to) <r le YO<t<r

Infatti su ciascuno degli intervalli [¢;_1,t;[ abbiamo:

() = f(tv)] = [f(tj—1,yj-1) — Ftyj—1+ (E—ti—1) f(ti—1,y-1)] <r 7 'e

perché
tj1 =t < |t; —tj1| <,
((t—tj—1)f(tj—1,yj—1)| < (L +M)"'Mn <.
Quindi
t
o) = 2| < [ 105) = Sls.vls)lds < 7 et <
0
Dunque 6 = 0.

Sia {u, } una successione in X tale che

lim ||u, — ®(u,)| = 0.

V—>00

Poiché ®(X) & relativamente compatto in X, a meno di estrarre una sottosucces-
sione, possiamo supporre che

{®(u,)} sia una successione convergente in X.
Allora

[t = | < 1 (=@ ()| [y = P () || + ([ @ () = B(up) | = 0 se p, v — o0
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e quindi la {u,} € una successione di Cauchy in X. Poiché X & completo, essa
converge a una funzione v € X. Per la continuita di ¢, abbiamo

O(u)=u
e quindi .
u(t) = s,u(s))ds V T.
0 = [ flsuis <<

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che u € C([0,7], B(0, R)) e
che u soddisfa il sistema

{ u'(t) = f(t,u(t)) se 0<t<r,
u(0) = 0.

OSSERVAZIONE Sotto le ipotesi del teorema di Peano, la soluzione del problema
{ W(t) = fltut)) se to<t<to+r
u(to) = yo

puo non essere unica. Consideriamo ad esempio fa funzione continua

fiR*> (2,y) — Yy R
Tutte le funzioni

0 se 0<t<c¢
“C“):{ (

%(x—c))3 se t>c¢

per ¢ > 0 sono soluzioni di

{ u'(t) = Yu(t) se t>0,
u(0) = 0.
UN’ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI PEANO

Siano K, M, r e X definiti come in precedenza. Fissato un qualsiasi numero
reale positivo 0 < € < r, vi € una e una sola funzione u. € X che soddisfa:

u(t)=0 se 0<t<e

uc(t) = /Otf(s,ue(s —€))ds se e<t<r.

Si verifica facilmente che la famiglia {u.} C X & relativamente compatta in X per il
teorema di Ascoli-Arzela. Possiamo quindi trovare una successione {¢, } infinitesima
tale che

U, —u in X.

Passando al limite sotto il segno di integrale, otteniamo allora

u(t) = /0 f(s,u(s))ds se 0<t<r.
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Per il teorema fondamentale del calcolo integrale la u ¢ una funzione di classe C!
su [0, 7] e soddisfa:

(t,u(t)) e YO<t<r

u(0) =0

u'(t) = f(t,u(t)) se 0<t<r.

TEOREMA 3.2 (UNICITA) Sia Q un aperto di R™! =Ry x R} e sia f : Q@ — R™
una funzione continua, che ammette derivate parziali prime continue rispetto alle
variabili y',...,y™. Sia (to,y0) € Q. Se u; : [to,to +7;] — R™ (con r; > 0 per
j =1,2) sono funzioni di classe C! che risolvono il sistema:

(t,u]'(t)) el se te [to,to + rj],

u; (t) = f(t, u](t)) se te [to,to + Tj],

u;(to) = yo
allora

ul(t) = UQ(t) vto S t S to + min{rl, ’I“Q}.

DiMm. Poniamo r = min{ry,ro} e sia
A = {t c [to,to + T‘] ‘ ul(t) = Ug(t)}

L’insieme A ¢ chiuso perché le funzioni u; sono continue. Esso contiene ¢y e quindi
non ¢ vuoto. La componente connessa Ay di ¢ty in A & un intervallo chiuso [tg, t1]
con tg < t; < tg—+r. Dico che t; =ty + r. Infatti, se fosse t; < ty 4+ r, avremmo

t

uj(t) =y + [ f(s,u(s))ds se t1 <t<to+r, j=1,2
ty

con
Y1 = ul(tl) = UQ(tl).

L’aperto €2 contiene un intorno di (t1,y1) della forma
K = {‘t — tl‘ < 7’1} X E(yl,Rl).

Su K abbiamo

of(t.y)
Jy

Inoltre, poiché le u; sono continue, possiamo scegliere 0 < € < min{ry,to+r —t1}

tale che

< L < o0.

u;(t) € By, R1) Yt <t<ti+e j=1,2.
Se z1, 20 € B(y1, R1), abbiamo

F(t, ) — f(t, )] = /0 Dt + e a))d&‘

d§

1
/ D121+ €2 -2 - znd&\
/

1
g/a
o |0y

== (t, 21 + &(22 — 21)) (22 — 21)
SL . ‘22 — Zl‘.

3
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Otteniamo quindi
ug(t) —ur (D)) < [ |f(s,u2(s)) = fs,ui(s))|ds < (¢ —t1)L sup |ua(s) —ui(s)]

t1 tlgsgt
per t1 <t <ty + e Purdiscegliere 6 >0 con L < 1, § < ¢, avremo

SUPy, <¢<tq+6 lua(t) —ui(t)| < 6L SUD¢, <t<t1+6 [ug (t) — ur(t)| = ui(t) = ua(t)
Vi, <t <t;+0.

Cio contraddice la definizione di t; e mostra quindi che t; =t + r.

TEOREMA 3.3 (DIPENDENZA CONTINUA DAI DATI INIZIALI)  Sia  un aperto di
R™H =R, x Ry esia f: Q@ — R™ una funzione continua, che ammette derivate
parziali prime continue rispetto alle variabili y,...,y™. Sia (to,y0) € Q2. Possiamo
allora trovare r > 0, R > 0 e una funzione continua

¢ : [to,to +r] x B(yo, R) — R™,
che ammette derivata parziale prima continua rispetto alla variabile t, tale che

(tvd)(tay)) € Q se (t7y) S [tﬂatO + T] X B(yOaR)
¢(t0,y) =y se Yy € B(y07R)

DiM. Supponiamo per semplicita che ¢ty = 0, yo = 0. Dal teorema di esistenza e
unicita segue facilmente ’esistenza, per ogni y in un intorno di 0, di una soluzione
uy(t) del problema

(t,uy(t) €2 se 0<t<r

uy(0) =y
uy (1) = f(t,uy(t)) se 0<t<r

Posto ¢(t,y) = u,(t), resta da dimostrare la dipendenza continua di ¢ da y.
A questo scopo introduciamo (¢, y) = ¢(t,y) —y ed osserviamo che vale I’ ugua-
glianza:

t
vty = [ Flsy+uls)ds s 0<t<r
0
Abbiamo allora:
t
oft) = [Y(t, y2) — (t, y1)|< /O |f (5,92 +¥(s,92)) — f(s,y1 +9(s,y1))|ds
t
< [ Lz -]+ as)ds
0
t
< Lt|lys — 1| + L/ a(s)ds
0

t
< Lr|ys —y1 + +L/ a(s)ds.
0



VARIETA DIFFERENZIABILI 13

Indichiamo con (§(t) la funzione

¢
8(6) = Lriga =l + +L [ a(s)ds
0
Allora 3(t) ¢ una funzione di classe C! e
g(t) = La(t)
B(t) = Lrlyz — i
a(t) < B(t).

Otteniamo allora )
B'(t)
B(1)

<L

da cui, integrando,
B(t) < Lr|ys — y1|et.
Questa disuguaglianza dimostra la tesi.
TEOREMA 3.4 (DIPENDENZA C* DAI DATI INIZIALI)  Sia Q2 un aperto di R; x Ry %
R’; e sia
f:Q—R™

una funzione di classe C* con k > 1. Fissato un punto (to,yo, \o) € €2, possiamo
trovare r > 0, R > 0, e una funzione

¢:G=[—r+to,r+to] X B(yo,R) x B(Ao, L) — R™

di classe C* tale che
(t,o(t,y,\),\) € Q V(t,y,\) € G,

% = f(t,o(t,y,\),\) se [t—to] <
¢(t07y7 )\) = .

DiMm. Basta osservare che le derivate parziali delle soluzioni del sistema differen-
ziale
0

&d)(ta Y, )‘) = f(ta ¢(t7 Y, )\)’ )\)

soddisfano ancora un sistema differenziale (che si ottiene calcolando le derivate
parziali di ambo i membri) ed applicare il teorema di esistenza e unicita. O

64 1L TEOREMA DELLE FUNZIONI IMPLICITE

TEOREMA 4.1 (DELLE FUNZIONI IMPLICITE) Sia {0 un aperto di R} x R} e sia
F : Q) — R™ una funzione continua. Supponiamo che F' ammetta derivate parziali
prime continue rispetto a y*,...,y™ in Q e che, in un punto (xq,yo) € Q la matrice

OF (zo,y0)  OF(x0,y0) OF (o, yo)
oy % e T
OF OF*(z0,y0)  OF?(xo0,y0) OF?(xo, yo)
or _ Ayt Dy e By
dy . . . .
OF™(x9,y0) OF™(20,%0) . OF™ (0, o)

By By e By
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sia invertibile. Possiamo allora determinare due numeri reali positivir, R > 0 e una
funzione continua

f: B(xo,7) — B(yo, R)

tali che

B(zo,7) x B(yo, R) CQ e F(x, f(z)) = F(zo,y0) Yz € B(%0,%0)

Dim. Possiamo supporre per semplicita che 2o = 0, yo = 0 e F(xg,y0) = 0. Sia
OF (x
A= % e consideriamo ’applicazione
Y
G:Q> (z,y) »y — A 'F(z,y) e R™

. 9G(0,0)
dy

La G ammette derivate parziali prime continue rispetto a y*, ..., y™ = 0.

Possiamo quindi trovare r > 0, R > 0 tali che

B(0,r) x B(0,R) C Q

1
H%ZZJ)H<§ se |z| < |yl <R.

Abbiamo allora:

/ G + - ymdt'

‘G(x7y2)_G(x7y1)| = dt

L oG
/ OC 1+t — y1)) (s — )t
0 39

1
< [ dfracoGoyte. v + 1oz — i) e — il
0

La G & uniformente continua sul compatto B(0,r)x B(0, R). In particolare possiamo
trovare 0 < rg < r tale che

se |ra—x1| <7, |y2 —y1] < 1o,
(xbyl)v (.132,y2> € E(()?T) X E(Oa R)

R
|G (22,y2) — G(71,91)| < 5

Siano ora x € B(0,7¢), y € B(0, R). Allora

G(z,y)| < [G(z,y) — G(0,y)| +|G(0,y)| < R.
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In particolare, se X & lo spazio delle funzioni continue f : B(0,r) — B(0, R),
munito della topologia della convergenza uniforme, ’applicazione :

T:X>f— Gz flx)eX

¢ ben definita. Inoltre

[T(u) =T ()| = sup |G(z,u(z)) - G(z,v(z))] < %HU —vf| Vu,ve X
B(0,rp)

La T & una contrazione ed ammette quindi un unico punto fisso f € X:

f(z) = f(x) = A7 F(z, f(2)) = F(z, f(z)) = 0.
Per dimostrare 1'unicita, e sufficiente osservare che
ly2a — 1] = |G(z,y2) — G(z,91)] < 3ly2 — u1
se (.I‘, yl)? (wa y2) S E(Ov T) X E((]? R)a F(.I‘, yl) = F(Q?, y2) =0.

Supponiamo che la funzione F' ammetta derivate parziali continue rispetto a
tutte le variabili. Se una funzione f(z) di classe C! soddisfa in un intorno del punto

v { Fla, f(2)) = F(xo,30)
f(xo) = wo

otteniamo, calcolando il differenziale rispetto a x:

OF OF of .
%(maf(x)) + 8—y(90,f($))8—w(90) = 0.

oF

La matrice Jacobiana A(z,y) = a—y(a:, y) € invertibile in un intorno di (zg, yo) ed
otteniamo quindi:

df(x)  [OF L oF
(+) 9~ (Gws@)) S s

Per ogni variabile z*, questo sistema definisce un sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie, dipendente dalle altre variabili z7 (j # i) come parametri. Ot-

teniamo quindi che, se F ¢ di classe C¥ per k& > 1 (rispetto a tutte le variabili
o', 2"yt oo y™) la funzione f & di classe C* in un intorno di zo.
Vale quindi il :

TEOREMA 4.2 Sia Q un aperto di R**™ = RY x R e sia F : Q@ — R™ una
funzione differenziabile di classe C*, con 1 < k < w. Se, in un punto (xq,yo) €

OF
lo Jacobiano 6—(330, Yo) € una matrice invertibile, allora esiste un intorno aperto
Yy

convesso U di zg in R™ e un’unica funzione f : U — R™ di classe C* tale che

(z,f(x) e VxeU e F(z, f(z)) = F(xo,y0) VzxeU.
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DiMm. I casi in cui k sia un intero positivo o oo seguono dall’osservazione prece-
dente. Per dimostrare il teorema delle funzioni implicite nel caso analitico reale, si
ragiona risolvendo per serie, cioe calcolando le successive derivate parziali di f(z)
in xg usando la (x) e le relazioni che si ottengono differenziando la (x); occorre poi
stimare la crescita di tali derivate usando l'ipotesi di analiticita della F'.

TEOREMA 4.3 (DELL’APPLICAZIONE INVERSA) Sia ) un aperto di R" e sia f :
Q) — R"™ un’applicazione differenziabile di classe C¥ con 1 < k < w. Se df(xg) &
invertibile, allora f é un omeomorfismo di un intorno aperto U di xy su un intorno
aperto V di yo = f(zo) e Papplicazione inversa (f \5)_1 ¢ differenziabile di classe
C* in un intorno di vyy.

DiMm. Consideriamo ’applicazione
Ry x Q3 (y,z) — f(z) —y € R".

Essa ¢ di classe CF e

OF _ Of(x)

¢ invertibile per x = xg, y = yo = f(xp). Per il teorema delle funzioni implicite vi
¢ una g, univocamente definita e di classe C¥ in un intorno V' di yg in Ry, tale che

{ flgly)) —y =0 WyeV,
9(yo0) = o .

Poiché dg(yg) = df(xp)~! & ancora invertibile, possiamo determinare un’unica h
di classe C* in un intorno W di xg, a valori in R™, tale che g o h sia ben definita
in We g(h(zx)) =2 in W, h(zg) = yo. Possiamo supporre, poiché h & continua,
che h(W) C V e quindi applicando f ai due membri dell'uguaglianza g o h(z) = x
otteniamo:

h(z) = fogoh(x)=f(x) in W.

85 MOLLIFICATORI
Ricordiamo che il supporto di una funzione reale f, definita su uno spazio topo-
logico X, & la chiusura dell’insieme dei punti z di X in cui f(z) # 0:

supp f = {z € X | f(z) # 0}.

LEMMA 5.1 Possiamo trovare una funzione ¢ € C*°(R™) tale che ¢(x) > 0 per
ogni x € R e ¢(0) > 0.

DiMm. Consideriamo la funzione f : R — R definita da:

[ exp(—1/t) se t>0
f(t)_{O se t<0.
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La funzione f e di classe C*°; essa e infatti di classe C*° in tutti i punti ¢ # 0. E
continua in 0 in quanto

1
lim f(¢)= lim — =0.

t—0+ s—+oo €°

Abbiamo poi, se t > 0 e k € un intero positivo:

k
(+ @i =" g

per un polinomio p; € R[t] di grado minore di k. Infatti
d 1
—ft)=—=f(t) Vt>0;
g/ =—gft) ¥t>0;
supponiamo che la (x) sia vera per un intero k > 1. Allora
dF+1 d [ pw (t)
Wf(t): a ( 12k f(t))

2l (1) — (1 + 2Kkt)pi(t)
o $2(k+1)

) V>0,

Abbiamo quindi, per polinomi go) € R]s| di grado < 2k:

dk
lim —f(t) = lim 92 (5)
t—o+ dt s—+oo €°

=0

per ogni intero k£ > 1. Per il Teorema dell’Hopital, ne segue che f e di classe C* e
ha tutte le derivate nulle per t = 0.
Allora la funzione ¢ : R — R, definita da:

¢(x) = f(1—|z[*)  VeeR",
gode di tutte le proprieta richieste.

LEMMA 5.2 Sia ¢ : R™ — R una funzione continua a supporto compatto. Se
¢(z) > 0 per ogni z € R" e ¢(xy) > 0 in un punto xy € R", allora:

0< o(r)dr < 0.
Rn

Dim. Osserviamo che ¢ ¢ integrabile perché e continua e nulla fuori da un com-
patto. Per il Teorema di Weierstrass ¢ ha un massimo M su supp ¢ e 0 < M < oo.
Inoltre il supporto di ¢, essendo compatto, & contenuto nel cubo [—R/2, R/2]™ per
un numero positivo R sufficientemente grande. Per la monotonia dell’integrale,
otteniamo quindi

0< ¢(x)de < M R" < 0.
Rn
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Poiché ¢ & continua, possiamo poi trovare € > 0 tale che
d(x) > ¢(20)/2 >0 se zb—¢/2<a" <xh+e€/2.

Ancora per la monotonia dell’integrale, otteniamo che
o(o)ds > | O(10)/2dz = " 3(0)/2 > 0.
R™ |zt —x}|<e/2

Quindi, per i due lemmi precedenti, abbiamo :

LEMMA 5.3 Esiste una funzione ¢ : R" — R, di classe C* e a supporto compatto,
tale che

(1)  ¢(x) >0 per ogni z € R™;
(2)  suppyp C D" ={z e R"||z| < 1};
(3)  fp dla)de = 1.

Sia ¢ una funzione reale con le proprieta elencate nel lemma. Allora ciascuna delle
funzioni ¢., per € > 0, definite da:

be(z) = e "Pp(x)e) Vx eR"

gode delle proprieta:

(1)  supp . C B(0,¢) = {|z| < €};

(2)  Jgn Ge(x)dz = 1.
La seconda proprieta segue infatti dalle formule di cambiamento di variabili negli
integrali multipli.

La famiglia {¢. | € > 0} si dice una famiglia di mollificatori in R™.

TEOREMA 5.4  Sia{¢. = € "¢(x/€)}e>0 una famiglia di mollificatori in R™. Allora
per ogni funzione continua f : R — R, le funzioni:

fla)= [ e —pdy  vreR

sono di classe C*° in R"; inoltre:

supp f. C supp f + B(0,¢) = {z € R™ | dist(z,supp f) < €};
lim__,,, fe(v) = f(z) uniformemente sui compatti di R™.

Dim.  Osserviamo che, per ogni = € R™ fissato, la funzione R 3 y — f(y)¢.(z —
y) ¢ continua e uguale a 0 fuori dal compatto {y € R" |y — z| < €}. Essa ¢
dunque integrabile su R™ e quindi la f. ¢ ben definita. Chiaramente f.(z) = 0 se
dist(z, supp f) > e.

Essa e una funzione di classe C* per il teorema di derivazione sotto il segno di
integrale.

Infine, abbiamo:

fe(x) = - flx—y)oe(y)dy = | f(z —ey)p(y)dy

R~
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per il teorema di cambiamento di variabili negli integrali multipli. La funzione
R™ x R" 5 (x,y) — f(z —y) € R & continua e quindi uniformemente continua
sui compatti. Fissato un numero reale § positivo, possiamo trovare allora per ogni
compatto K di R"™ un o > 0 tale che

lflx—y)— f(x)|<d se z€K, |y <o.

Allora:

50 = F@)| < | [ 1@ e) = F@)lou)dy] <6 se <o, zek.

La dimostrazione ¢ completa. 0

PROPOSIZIONE 5.5 Sia K un compatto di R™ e A un aperto di R" contenente K.
Esiste allora una funzione f € C*°(R"™) tale che 0 < f(z) <1 inR" e f(x) =1 su
K, f(zr)=0sex ¢ A.

DiMm. Siano Uy, Us intorni aperti di K in A con U; € Us € A. Sia € > 0 un numero
reale maggiore di dist(K,R™\ Uy), dist(Uy, R"™ \ Uy) e dist(Us, R™ \ A). Poiché R"
€ uno spazio normale, possiamo trovare una funzione di Urysohn ¢ : R - I C R
tale che ¥(z) = 1 se x € Uy, ¥(x) = 0se z ¢ Us. Sia {¢s}o>0 una famiglia di
mollificatori in R™. Allora

f(z) =9c(r) = o V(y)pe(z — y)dy

soddisfa tutte le proprieta richieste. Infatti, poiché 0 < ¢(z) < 1,
0< f(z) = : Y(y)ge(r —y)dy < : ¢e(z —y)dy = 1;

se v € K, allora (y)pc(z — y) = ¢c(x —y) per ogni y € R™ perché y € U se v —y
appartiene al supporto di ¢, e quindi

f(z) = . V(y)de(r — y)dy = - Pe(x —y)dy=1 Vre K;

se z ¢ A, allora ¥ (y) = 0 sul supporto di y — ¢.(x —y), in quanto esso & contenuto
in R™ \ Us e percio:

F@) = [ vz —y)dy = / 0y = 0.
R™ n

§6  VARIETA DIFFERENZIABILI

Sia X una varieta topologica di dimensione n. Un atlante A = {(U;, ¢;)|i € I}
si dice di classe C* (con 0 < k < w) se le sue funzioni di transizione ¢;; sono tutte
di classe C*.

Due atlanti A e A’ di classe C* di X si dicono C*—compatibili se AU A" & ancora
un atlante di classe C*.
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Un atlante di classe C° ¢ semplicemente un atlante e tutti gli atlanti di classe C°
sono tra loro compatibili.

La relazione di compatibilita C* & una relazione di equivalenza nella famiglia
degli atlanti di una varieta topologica.

Se A & un atlante di classe C* su una varieta topologica di dimensione n, 'unione
di tutti gli atlanti C¥—compatibili con A & ancora un atlante C* compatibile con A;
esso e massimale nel senso che non e propriamente contenuto in nessun atlante di
classe C* con esso compatibile.

Esempio 6.1 Un atlante formato da una sola carta ¢ sempre di classe C*. Quindi
i due atlanti A = {(R,2)} e A" = {(R,2®)} su R sono atlanti di classe C* sulla
varieta topologica R. Essi sono compatibili di classe C°, ma non di classe C* per
k > 1, perché la funzione di transizione x — &z non ¢ differenziabile in 0.

Una varieta differenziabile di dimensione n € il dato di una varieta topologica di
Hausdorff X di dimensione n e di un atlante massimale A di classe C* di X.

Osserviamo che una varieta differenziabile di classe C° ¢ semplicemente una
varieta topologica.

Nel seguito indicheremo spesso una varieta differenziabile con la lettera M,
riservando X e X per spazi topologici o varieta topologiche prive di una struttura
differenziabile.

OSSERVAZIONE Non tutte le varieta topologiche (anche se di Hausdorff e para-
compatte) ammettono un atlante differenziabile di classe C¥ con k > 1.

HASSLER WHITNEY ha dimostrato che ogni varietd differenziabile di classe C*
paracompatta ammette un atlante di classe C¥. Quando studiamo le proprieta
topologiche di una varieta differenziabile M di classe C¥ con k > 1, potremo quindi
supporre, senza perdere in generalita, che essa sia di classe C¥, o di una qualsiasi
classe C" con h > 1 che sia utile per semplificare la discussione.

Un atlante A di classe C* su una varieta topologica M di dimensione n determina
su M un’unica struttura di varietd differenziabile di classe C¥. Un omeomorfismo

p:U—VCR"

di un intorno aperto U di un punto p di M su un aperto V di R" si dice un sistema
di coordinate (o carta locale) di classe C* in p se {(U, ¢)}UA & C*—equivalente ad A.

Esempio 6.2 Gli atlanti definiti in §1 per le varieta topologiche S™, PR", CP"
sono tutti di classe C“.

LEMMA 6.1 Sia M una varieta differenziabile di classe C* (con 0 < k < w) e sia
A un aperto di M. Se A= {(U;,¢;)|i € I} & un atlante di classe C* su M, allora

Aa={(UiNA, ¢;

UiﬂA‘iGI, UiﬂA?é@}

¢ un atlante di classe C* su A.

Quindi, su ogni aperto A di una varieta differenziabile M risulta definita un’unica
struttura di varieta differenziabile di classe C* tale che ogni carta locale di classe
C* di A sia anche una carta locale di classe C* di M.
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87 APPLICAZIONI DIFFERENZIABILI
LEMMA 7.1 Siano M ed N due varieta differenziabili di classe C¥ (con k > 1) e
sia f : M — N un’applicazione continua. Dato un punto p € M sono equivalenti:

(i)  Possiamo trovare una carta locale (U, ) in p e una carta locale (V, ) in
f(p) tali che

eUNfHV)2az— o fop Hx)ep(V)

sia una applicazione di classe C* in un intorno di ¢(p).
(ii)  Per ogni carta locale (U, ) in p e per ogni carta locale (V1) in f(p)

pUNfHV) 22— o fopt(z) € p(V)

& una applicazione di classe C* in un intorno di o(p).

Dim. Chiaramente (i1)=-(i). L’implicazione opposta segue dal fatto che i cam-
biamenti di carte locali sono applicazioni di classe C* e la composizione di applica-
zioni di classe C* sono ancora applicazioni di classe C¥. 0

Un’applicazione continua f : M —— N che soddisfi le condizioni equivalenti
del lemma, si dice differenziabile di classe C* in p. Una applicazione f si dice
differenziabile di classe C* in M se ¢ tale in ogni punto di M.

L’insieme di tutte le applicazioni differenziabili di classe C* definite sulla varieta,
differenziabile M, a valori nella varieta differenziabile IV, si indica con C*(M, N).
Vale il seguente:

LEMMA 7.2 Siano M, N varieta differenziabili di classe C* (con 0 < k < w) e
sia f : M — N un’applicazione. Sia I' un ricoprimento aperto di M. Condizione

necessaria e sufficiente affinché f sia differenziabile di classe C* ¢ che per ogni aperto
A €T Ia restrizione f|a: A — N di f ad A sia differenziabile di classe C*. 0

Consideriamo sulla retta reale R la struttura di varieta differenziabile di di-
mensione 1 definita dall’'unica carta coordinata (R,id). L’insieme C¥(M,R) delle
applicazioni differenziabili di classe C*, definite su una varieta differenziabile M di
classe C* e a valori in R, si indica semplicemente con C*(M). Se k = oo, scriveremo
E(M) invece di C®(M) e se k = w (funzioni analitiche-reali), scriveremo A(M)
invece di C¥(M).

TEOREMA 7.3 Sia M una varieta differenziabile di classe C*, con 0 < k < w.
Allora Ck(M) ¢ un anello commutativo e unitario e un’algebra reale rispetto alle
operazioni

di somma:

(f+9)p)=fp)+glp) Vf geC(M), VpeM,;

di prodotto
(fo)(p) = f(p)g(p)  Vf, g€ CF(M), Vpe M;

di prodotto per scalare:

(kf)(p) =kf(p)  VfeCF(M), VkeR,VpeM.
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TEOREMA 7.4 (DI PARTIZIONE DELL'UNITA) Sia M una varieta differenziabile di
classe C¥, con 0 < k < oo, paracompatta. Sia I' un ricoprimento aperto di M.
Allora esiste una partizione dell'unita {¢4 | A € T} subordinata a I', mediante
funzioni ¢4 di C*(M).

DiMm. Siano U = {U;|i € I} un raffinamento aperto localmente finito di I" me-
diante aperti coordinati (U;, z;) di M esia V = {Vj|j € J} un raffinamento aperto
localmente finito di ¢/. Indichiamo con U; — A; e V; < Uy, le funzioni di raffi-
namento. Scegliamo il raffinamento V di ¢ in modo che V; € Uy(;) per ogni j € J.
Per ogni j € J fissiamo un aperto G; con V; @ G € Uy(;). Per la Proposizione 5.1
esiste per ogni j € J una funzione g; € C>°(R") tale che

0<gily) <1  WyeR",

1 Yy € 2 (Vi)

Le funzioni

9i(zin(p))  se peli,
hy(p) = { OJ ©) ()

se pé¢G,
sono allora di classe C* su M; i loro supporti formano un ricoprimento localmente

finito di M e inoltre anche {hj_l(l) |j € J} & un ricoprimento chiuso localmente
finito di M. Ne segue che

h(p) =Y hi(p), peM
JjeJ

¢ una funzione di classe C¥ e > 1 su M e che le

peM

formano una partizione dell'unita di classe C¥ su M. Per ogni A € T sia J4 I'insieme
degli indici j € J tali che A = A;(;). Allora le

$a(p) = Y _ ¢;(p)

J€Ja

sono funzioni di classe C* che definiscono una partizione dell’unita su M subordinata
al.

Come conseguenza dell’esistenza di partizioni dell’unita, otteniamo:

PROPOSIZIONE 7.5 Sia F un chiuso di una varieta differenziabile M, di classe C*

con 0 < k < oo, paracompatta. Se U e un intorno aperto di F' in M, esiste una
funzione f € C¥(M) tale che

1 se peF,

f(p)Z{O s pdU.



VARIETA DIFFERENZIABILI 23

DiMm. Poiché M e normale, possiamo fissare un intorno aperto V di F' in U tale che
V C U. Sia I I'insieme degli aperti di M che non intersecano V e sia ' = IVU{U}.
Per il teorema precedente, esiste una partizione dell’unita {¢4 | A € T'} di classe C*
subordinata a I'. Allora f = ¢y soddisfa le proprieta richieste.

OSSERVAZIONE Il teorema di partizione dell’unita non vale nella classe C¥: infatti
una funzione analitica—reale che si annulli su un aperto di una varieta M si annulla
sull’unione delle componenti connesse di M che intersecano tale aperto. Per questo
motivo, nonostante per il teorema di Whitney ogni varieta M, differenziabile di
classe C! e paracompatta, ammetta un atlante compatibile di classe C¥, & conve-
niente considerare strutture di classe C* con 1 < k < 0.

Sia Q un aperto di R™. Un’applicazione differenziabile di classe C*, con k > 1,
ein xzg € Q:

un’immersione se df (xg) : R™ — R ¢ iniettiva,

una sommersione se df (xg) : R™ — R™ & surgettiva;

un diffeomorfismo locale se df (xg) : R™ — R™ & un invertibile.

Dal teorema delle funzioni implicite abbiamo :

PROPOSIZIONE 7.6 Sia f: Q C R™ — R™ un’applicazione differenziabile di classe
CF e sia xg € Q.
(i) Se f é un’immersione in xg, allora m < n ed esiste un intorno aperto U di
xo in Q tale che U 3 x — f(z) € f(U) C R™ sia un omeomorfismo ;

(i) Se f € una sommersione in xg, allora esiste un intorno aperto U di zq in
ed un’applicazione affine ¢ : R™ — R™ tale che ¢(0) = zg e ¢~ (U) >t —
fod(t) € V CR" sia un diffeomorfismo di ¢~1(U) su un aperto V di R™.
O

Siano ora M ed N due varietd differenziabili di classe C*, ed f : M — N
un’applicazione di classe C¥, con k > 1. Sia pg € M e qo = f(po) € N. Diciamo
che f & un’immersione (risp. una sommersione) in pg se, per carte locali (U, ¢) in
M, con centro in pg, e (V,1)) in N, con centro in qg, ed entrambe di classe C¥, la
d(U)>x — o fop(zx) € (V) ¢ un’'immersione (risp. una sommersione) in
0. Si verifica facilmente che la definizione non dipende dalla scelta delle coordinate
locali.

Utilizzando il teorema delle funzioni implicite abbiamo :

PROPOSIZIONE 7.7 Sia k > 1 esia f : M — N un’applicazione differenziabile
tra varieta differenziabili di classe C*, di dimensioni m ed n rispettivamente. Sia

po € M, qo = f(po) € N.

(i) Se f é un’immersione in pg, possiamo trovare una carta coordinata (U, ¢)
di classe C* in M, con centro in py, ed una carta coordinata (V,) di classe
C* in N, con centro in qq, tali che

_ 1
pofop tip(U)> (z...,2™) — (z',...,2™,0,...,0) € (V).
m n—m

(i) Se f € una sommersione in py, possiamo trovare una carta coordinata (U, ¢)
di classe C* in M, con centro in py, ed una carta coordinata (V,) di classe
Ck in N, con centro in qq, tali che

o fop ! :¢(U)B(xl,...,xm)—>(x1,...,$n)€¢(V).
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§8 SOTTOVARIETA DIFFERENZIABILI

Sia M una varieta differenziabile di classe C* (con k > 1), di dimensione m .Un
sottoinsieme NN € una sottovarieta differenziabile di dimensione n di M se, per ogni
punto py di N, esiste un intorno aperto U di pg in M, un intorno aperto connesso
Q di 0 € R”, e un’immersione differenziabile di classe C* :

() p: Q- M

per cui ¢(£2) sia la componente connessa di pp in N NU.

Una sottovarietd differenziabile N di dimensione n e di classe C* di M ¢ una
varietd differenziabile di classe CF e di dimensione n con 'atlante definito dalle
(¢(2), ¢~ 1), al variare delle immersioni differenziabili (%) che la definiscono.

OSSERVAZIONE  La topologia di N come sottovarieta differenziabile di classe C* di
M ¢, in generale, piu fine della topologia di sottospazio. Infatti la topologia su N si
puo definire come la meno fine tra le topologie localmente connesse di N che sono
piu fini di quella di sottospazio.

Esempio 8.1 Sia T? = R?/Z? il toro di dimensione due. Sia 7 : RZ — T? la
proiezione naturale nel quoziente. Si verifica allora che N, = 7({y = ax}) ¢ una
sottovarieta differenziabile di classe C¥ di T2. Se a ¢ Q, allora N,, come sottospazio
topologico di T2, non ¢ localmente connesso; la sua topologia di sottospazio ¢ quindi
strettamente meno fine di quella di sottovarieta differenziabile: per quest’ultima
N, e omeomorfo a R. Se a € Q, la topologia di N, come sottovarieta differenziabile

e come sottospazio topologico di T2 coincidono.

Diciamo che la sottovarieta differenziabile N di M e localmente chiusa in M se
la sua topologia coincide con quella di sottospazio. Abbiamo:

PROPOSIZIONE 8.1 Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e di classe
C*, con k > 1, ed N una sottovarieta differenziabile di classe C* di dimensione n di
M. Condizione necessaria e sufficiente affinché N sia localmente chiusa in M é che
per ogni punto py € N si possano trovare un intorno aperto U di pg in M ed una
sommersione f : U — R™~" tale che NNU = f~1(0). O

EsempiOo 8.2 La N = {ﬁ(cos(t),sin(t)) ’ te R} C R? & una sottovarieta lo-

calmente chiusa, ma non & un chiuso, di R?. Quindi una sottovarietd N puo essere
localmente chiusa senza essere un chiuso di M : la nozione di sottovarieta differen-
ziabile localmente chiusa ¢ dunque piu debole di quella di sottospazio topologico
localmente chiuso, che richiede che ogni punto p di M abbia un intorno che interseca
N in un sottoinsieme chiuso.

Se N ¢ una sottovarieta differenziabile e un sottospazio topologico chiuso di M,
diremo che N ¢ globalmente chiusa in M.

OSSERVAZIONE La definizione generale di sottovarieta & utile per includere le traiettorie che
rappresentano soluzioni di sistemi di equazioni differenziali ordinarie, ovvero, piu in generale, le

varieta n-dimensionali che corrispondono alle soluzioni di sistemi differenziali ai differenziali totali.
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CAPITOLO 1II

IL LEMMA DI SARD

In questo capitolo descriveremo alcune importanti proprieta delle applicazioni
differenziabili. Come esempi di applicazioni, discuteremo alcune proprieta di omo-
topia delle sfere, la nozione di grado per applicazioni continue della sfera is se, il
teorema di punto fisso di Brower, il teorema d’immersione di Whitney. Premettiamo
(80) alcune nozioni sulla categoria topologica e gli spazi di Baire, che saranno
utilizzate nella formulazione e nella dimostrazione del Teorema di Sard.

80 DEFINIZIONE ED ESEMPI DI SPAZI DI BAIRE

Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X = (X, 7x) si dice raro o da nessuna parte denso
(o)

se la sua chiusura A non contiene punti interni, cioé se A = ().

Un sottoinsieme A di X si dice di prima categoria se & unione numerabile di insiemi rari.
Un sottoinsieme di X che non sia di prima categoria si dice di seconda categoria.

OSSERVAZIONE Un’unione numerabile di insiemi di prima categoria ¢ di prima categoria.

DEFININIZIONE Uno spazio topologico X si dice di Baire se l'intersezione di una sua qualsiasi
famiglia numerabile di aperti densi & ancora un sottoinsieme denso.

LEMMA 0.2 Sia X = (X, 7x) uno spazio topologico. Sono equivalenti:
(1) X é uno spazio di Baire.
o
(2) Se {Fn|n € N} & una famiglia numerabile di chiusi e F = |J;_, Fn & tale che F # (),

allora esiste v € N tale che fgl, # (.

(3) Ogni aperto non vuoto di X & di seconda categoria.

(4) Il complementare in ogni aperto non vuoto di X di un sottoinsieme di prima categoria di
X é di seconda categoria.

DmM. (1) = (2). Supponiamo che X sia uno spazio di Baire e sia { F\, } una qualsiasi successione
di chiusi ciascuno con parte interna vuota. Allora A, = X \ F}, & per ogni n un aperto denso di
X. Quindi

oo oo
n=0 n=0

e denso in X. Se U fosse un aperto non vuoto contenuto in U?LO:() F,,, sarebbe DNU = ), ma
questo non & possibile perché D & denso in X.

(2) = (3). Supponiamo valga la (2) e sia A un qualsiasi aperto non vuoto di X. Se A fosse di
prima categoria, allora sarebbe unione numerabile di una successione { Ry} di insiemi rari. Allora
{F, = R,} sarebbe una famiglia di chiusi con parte interna vuota la cui unione conterrebbe
Paperto A, contraddicendo la (2).

(3) = (4). E ovvia, perché I'unione di due insiemi di prima categoria ¢ di prima categoria.

(4) = (1). Supponiamo valga (4). Sia { Ay} una successione di aperti densi di X. Per dimostrare
che D = ﬂffzo Ap € denso in X, fissiamo un qualsiasi aperto U di X e consideriamo per ogni
n € N linsieme F,, = X \ A,. Questo insieme & un chiuso con parte interna vuota di X. Allora
F = U;2 Fn & un sottoinsieme di prima categoria in X e quindi U \ F' & di seconda categoria e
in particolare non vuoto. Poiché U \ F = U N D, otteniamo la tesi.
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Da 3) segue subito che:
OSSERVAZIONE  Ogni sottospazio aperto di uno spazio di Baire é uno spazio di Baire.

TEOREMA 0.3 Ogni spazio di Hausdorff localmente compatto € di Baire.

Sia X = (X, 7x) uno spazio di Hausdorfl localmente compatto. Sia { Ay} una famiglia numerabile
di aperti densi di X e sia D = (72, An. Vogliamo dimostrare che per ogni aperto non vuoto U
di X interseca D. A questo scopo costruiamo induttivamente una successione { By} di aperti non
vuoti tali che

B, & compatto Vn €N,
() B.,CU VYneN,

En—f—l C B, N An+1 Vn € N.
Poiché X & localmente compatto, U N Ap contiene un aperto non vuoto Bg con chiusura compatta
contenuta in UNAg. Supponiamo di aver costruito By, ..., Bn in modo che le (%) siano soddisfatte.
Bastera allora scegliere un aperto non vuoto By, 41 con chiusura compatta contenuta in By, NAy, 1.

La famiglia { B, } & una famiglia di sottoinsiemi chiusi del compatto By che gode della proprieta
dell’intersezione finita. Quindi @ # (72, Bn C DNU e la tesi & dimostrata.

TEOREMA 0.4 Ogni spazio metrico completo ¢ uno spazio di Baire.

DiM. Sia (X,d) uno spazio metrico completo e sia {A,} una successione di aperti densi di X.
Fissiamo un aperto npon vuoto U di X. Costruiamo per ricorrenza una successione { By} di palle
aperte di X tali che

B, CU VneN,
@) Bn = B(xn,mn) con z,€X e 0<7,<2™" VYneN

Bpy1 C By VneN.
A questo scopo osserviamo che Ag NU & un aperto non vuoto e quindi, fissati
0 € AoNU e 0<rg<min{l,d(zg, X \ (Ao NU))}

e posto By = B(xp,r9) abbiamo Bo C Ag NU. Supponiamo di aver costruito, per n > 0, le palle
Bo,..., By in modo che valgano le (x). Fissato un punto xzp4+1 di By N Apya C U, possiamo
trovare 0 < 741 < 2—(n+1) ¢ale che, posto Bp+1 = B(zn41,7n41) risulti §n+1 C Apy2 N By.
La successione {x,} dei centri delle palle B, & chiaramente una successione di Cauchy. Il suo
limite zoo appartiene a By, per ogni n € N e quindi ad A, NU per ogni n. Dunque zoc € DNU # 0.

61 I LEMMA DI SARD
Dimostriamo innanzi tutto il :

LEMMA 1.1 Siano m, n, due interi positivi con m < n. Sia A un aperto di R™ e

f: A — R™ un’applicazione differenziabile. Allora f(A) é di prima categoria.

DiM.  Per ogni intero positivo N ed ogni o € Z" indichiamo con Q(a, V) il cubo
m-dimensionale:

Q(a,N)={z € R™ | |[Na'—af|<1/2peri=1,---,m)}.
La famiglia
{Q(e, N)|a € Z", N € N — {0}}

¢ numerabile e le sue sottofamiglie formate dai cubi di lato 1/N sono ricoprimenti
chiusi localmente finiti (quadrettature) di R™. Possiamo scrivere A come unione
numerabile di tutti i cubi Q(a, N) in esso contenuti:

A=Ja
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con @, = Q(ay,N,), v € N.
Abbiamo allora:

A =Ure)

unione numerabile di insiemi compatti. Bastera dunque dimostrare che ciascuno di
questi insiemi f(Q,) ha parte interna vuota.

Supponiamo per assurdo che cid non sia vero. A meno di sostituire ad f la
funzione di classe C!

r — k(f(hz +a/N) — f(a/N))
(per opportuni numeri reali positivi k, h e a € Z™) possiamo supporre che:

(i) ADQ(m)={x cR™||z"|<1/2peri=1,---,m}.
(i) F(@Um) > Q(n) = {y € R [|yi| < 1/2peri =1, ,n}.

Le derivate parziali prime di f sono uniformemente limitate su @Q(m). Per il teorema
della media, abbiamo allora, per una costante L,

|f(z1) = f(@2)| < Llz1 — 22| VT1,22 € Q(M).

La f trasforma percid un sottoinsieme di @(m) contenuto in una palla di raggio d
in un sottoinsieme di R™ contenuto in una palla di raggio LJ.

Fissato un intero positivo N, suddividiamo @Q(m) in N cubi di lato 1/N.
[’immagine mediante f di ciascuno di questi cubi e contenuta in un cubo di R™ di
lato 2Ly/m/N. 11 volume di Q(n) dovrebbe essere allora inferiore alla somma dei
volumi di tali cubi:

1 =wol (Q(n)) < (2Ly/m)" - N™"

ci da una contraddizione perché il secondo membro di questa diseguaglianza tende
a 0 per N — oco. La dimostrazione ¢ completa. O

OSSERVAZIONE Segue dalla dimostrazione che, se f : A — R"™ & un’applicazione
differenziabile definita su un aperto A di R™, e m < n, allora f(A) é contenuta in
un insieme di misura di Lebesgue nulla di R™.

Sia A un aperto di R e sia f : A — R”™ un’applicazione differenziabile. Per
ogni punto x di A indichiamo con

oft/oxt ... oft/ox™
=1
afr/oxt ... Of"/oz™

la matrice jacobiana di f in . Il punto z si dice critico per f se df(x) ha rango
< n. Il corrispondente punto f(z) € R™ si dice valore critico di f. Indichiamo con
C(f) e CV(f) rispettivamente 'insieme dei punti critici e dei valori critici di f. I
punti di f(A) — CV(f) si dicono wvalori regolari di f.

I punti critici di f sono tutti e soli i punti x € A in cui f non & una sommersione e i valori
critici di f gli y € f(A) per cui f~!(y) non & una sottovarieta differenziabile di dimensione m —n

di A.
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Possiamo riformulare il teorema delle funzioni implicite utilizzando la nozione di
punto critico:

TEOREMA 1.2 (DELLE FUNZIONI IMPLICITE) Sia A un aperto di R™ e sia f :
A — R™ un’applicazione di classe C* con 1 < k < co. Se xy € A non é un punto
critico di f possiamo trovare un intorno aperto V di f(xg) in R™, un intorno aperto
W di 0 in R™™", un intorno U di x¢ in A e un omeomorfismo

g: VW —U
di classe C* tale che g non abbia punti criticiin V. x W e

flg(y,2)) =y Y(y,z) €V x W.

In particolare, se m = n, la g ¢ un omeomorfismo di V' su un aperto g(V') di A.
In questo caso diciamo che la f definisce un sistema di coordinate di classe C* in

g(V).
Dal teorema delle funzioni implicite deduciamo immediatamente il seguente :

LEMMA 1.3 Sia A un aperto di R",
f:A— R"

un’applicazione differenziabile di classe C'. Se y & un valore regolare di f, allora
f~Y(y) & un sottospazio discreto di A.

DiMm. Dal teorema delle funzioni implicite segue che ogni punto x di f~!(y) ha un
intorno aperto U tale che f~1(y)NU = {x}. O

TEOREMA 1.4 (LEMMA DI SARD) Sia A un aperto di R™ esia f : A — R”
un’applicazione di classe C*°. Allora CV (f) é di prima categoria.

Dim.  Osserviamo che C(f) € un sottoinsieme chiuso di A. Essendo A unione nu-
merabile di compatti, la tesi & equivalente al fatto che, per ogni compatto K C A,
I'insieme compatto f(K N C(f)) sia privo di punti interni. Il teorema ¢ banale
quando n = 0, perché in questo caso l'insieme dei punti critici di f & vuoto.
Possiamo quindi supporre n > 0 e il teorema vero per applicazioni di classe C*
a valori in R”~!. Ancora, il teorema ¢ banale se m = 0; potremo quindi supporre
m > 1 e il teorema vero per applicazioni differenziabili di classe C°° definite su
aperti di R* con k < m.

Poniamo C' = C(f) e per ogni intero positivo k indichiamo con C}, il sottoinsieme
di C in cui si annullano le derivate parziali di f fino all’ordine k:

Cr={ze€R" | Df(x) =0 se 0< |a] <k}.
Poniamo:
Coo =[)Ch -

Gli insiemi C%, per 0 < k < 00, sono sottoinsiemi chiusi di C. Dimostreremo
separatamente che I'immagine di C' — C1, di C;, — Ck41 e di C sono di prima
categoria in R"™.
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Sia ¢ un punto di C'— (. Dimostriamo che esso ammette un intorno compatto
B in A tale che f(BNC) non abbia punti interni. Possiamo supporre per semplicita
che 2g = 0, f(0) =0 e df'/0x' # 0 in 0. Possiamo trovare allora un intorno W
di 0 in A in cui, dopo un opportuno cambiamento di coordinate di classe C* in un
intorno di 0 in R", la f si puo scrivere nella forma:

f(x) = f(z*, 22, ..., 2™) = (2!, f2(2), ..., f"(x)).

[Cio si ottiene applicando il teorema delle funzioni impicite alla
As>z— (fY(),2?%, ...,2™) € R™]
Sia B un intorno compatto di 0 in W della forma:

B=[-rr|xG

con r > 0, e G intorno compatto di 0 in R™~!. Supponiamo che f(C'N B) contenga
un punto interno yg.

La proiezione R" > (y%,42,...,4™) — (v%, ...,y") € R*! & aperta. Conside-
riamo 'applicazione differenziabile di classe C*°

Wsz— g(x)=(f(z),.., f"(z)) e R" 1

Per l'ipotesi induttiva, 'insieme ¢g (C(g) N B) non ha punti interni.

Poiché BNC C C(g), se ne deduce che l'intersezione di f(C'N B) con 'iperpiano
H = {y' = y}} non contiene un intorno di yo per la topologia di sottospazio di H .
Cio contraddice I'ipotesi che yq fosse punto interno di f(C'N B) ed abbiamo quindi
dimostrato che f(C'N B) ¢ un compatto privo di punti interni. Possiamo quindi
ricoprire C' — Cy con una famiglia numerabile di compatti {By} tali che f(C N By)
sia privo di punti interni e dunque

f(C =) =|]Jf(CnBy)
J4

e di prima categoria.

Sia ora k > 1 e xg € Cp — Cgyr1. A meno di una traslazione, possiamo per
semplificare le notazioni supporre che zg sia l'origine 0 € R™. Indichiamo con ¢
una derivata parziale di f di ordine k, per cui sia dp(0) # 0. Possiamo ancora
supporre che f(0) = 0 e, a meno di restringerci a un intorno aperto W di 0 € R™,
e di cambiare le coordinate in W e in R™, che ¢(z) = z*.

Allora Cy N W & contenuto in {z! = 0} e quindi f(Cx N W) & contenuto

nell’insieme dei valori critici dell’applicazione

definita e di classe C* in un intorno A’ di 0 in R™~!. L’insieme f(CjNW) & allora
di prima categoria per I'ipotesi induttiva su m.

Sia ora K un compatto contenuto in C,,. Poiché tutte le derivate parziali di
f si annullano identicamente su K, per ogni intero positivo ¢ possiamo trovare un
intorno aperto U di K in A tale che:

|V f(x)| < dist(z, K)* Vo € U.
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Supponiamo per assurdo che f(K) contenga dei punti interni. Non & restrittivo
allora supporre che f(K) contenga il cubo:

Q={yeR"|ly'| <1/2}
e che K sia contenuto nel cubo:
Q' = {r cR™||z7| < 1/2}.

Sia N un intero positivo, con N - dist(K,R™ — U) > 1, e suddividiamo @’ in N™
cubi di lato 1/N. Se uno di questi cubetti, chiamiamolo P, interseca K, esso € tutto
contenuto in U e la sua immagine f(P) ¢ contenuta in un cubo di lato minore di

2(y/m/N)¢. Avremo dunque:

1 =vol(Q) < 2"N™(v/m/N)™.

Scegliendo In > m, otteniamo una contraddizione.
Ne segue che 'immagine f(K N C), essendo un compatto di prima categoria in
R", ha parte interna vuota. La dimostrazione e completa. U

OSSERVAZIONE Dalla dimostrazione si puo osservare come l’ipotesi del teorema
che la f sia di classe C™ si possa indebolire a f di classe C* con kn > m.

OSSERVAZIONE In modo analogo si puo dimostrare la forma piu classica del lemma
di Sard:

Se f: A C R™ — R™ ¢ un’applicazione di classe C* con kn > m, allora CV (f)
ha misura di Lebesgue nulla in R™.

§2 IL TEOREMA DI SARD PER VARIETA DIFFERENZIABILI
Sia A un aperto di R™, m >n e

f:A— R"

un’applicazione di classe C* con k > 1. Se y € f(A) ¢ un valore regolare di f, allora
f~1(y) & una varieta differenziabile di classe C* e di dimensione m —n (sottovarieta
differenziabile di classe C* di A) con l'atlante definito dai sistemi di carte locali:

() ST W) D Uewy 22— &(x) = (§'(2),....€" 7 "(2)) € E(Ueay) CR™TT

al variare di o in f~1(y) e di ¢ € Homg(R™,R™™") tra le applicazioni lineari
tali che A 5 ¢ — g(z) = (f(z),{(z)) € R™ sia regolare in z. Per definire
I'aperto Ug 4,, osserviamo che, per il teorema delle funzioni implicite, la g definisce
un omeomorfismo di un intorno V' di zy su un aperto V' di R™: poniamo allora
Uezo =V N f7Hy). La f~'(y) & una sottovarietd globalmente chiusa in A.

EsSEmMPIO 2.1 Sia 9(m, n; R) lo spazio vettoriale delle matrici m x n a coefficienti
reali e sia k < min{m, n}. Allora I'inseme 9t(m, n; k; R) delle matrici m xn di rango
k & una sottovarieta differenziabile localmente chiusa di classe C¥ di M (m,n;R),
di dimensione k(m + n — k). Infatti 9 (m, n; k;R) & 'intersezione del chiuso delle
matrici che hanno nulli tutti i determinanti dei minori di ordine (k+1) con ’aperto
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delle matrici che hanno almeno uno dei determinanti dei minori di ordine k diverso
da zero.

Un atlante di M(m,n;k;R) si pud parametrizzare con la scelta di k colonne
Xiyy oy Xip, con 1 <y <--- <i <n della matrice X € M(m, n; k;R). L’aperto

Uk
Ui, ...i, € formato dalle matrici X per cui X; X, sono linearmente indipen-
Xik)7

PR
denti. Le coordinate sono allora gli (mk) coefficienti della matrice (X;
che variano nell’aperto Q di 9M(m, k; R) ~ R™* delle matrici che hanno un minore

iy
k x k con determinante diverso da 0, e i k(n — k) coefficienti c? che si ricavano

dalla decomposizione X; = 2521 C?Xih della j-esima colonna (j # i1,...,4x) di
X rispetto alle colonne Xj;,,...,X;,. Questa scelta delle coordinate definisce un
diffeomorfismo di U, .4, sul prodotto  x R¥(n=Fk) ¢ Rk(m+n=k)

2

Siano M, N varieta differenziabili di classe C*, con k > 1, di dimensioni m, n
rispettivamente, ed f : M — N un’applicazione differenziabile di classe C*. Un
punto p che sia critico per la rappresentazione di f in un sistema di coordinate
locali in p e in f(p), lo & anche per la sua rappresentazione rispetto a qualsiasi altro
sistema di coordinate locali.

Possiamo quindi definire senza ambiguita I'insieme C(f) dei punti critici di f in
M e linsieme C'V (f) dei valori critici di f in N.

I punti regolaridi f sono il complementare in M dei punti critici e i valori regolari
di f il complementare in f(M) dei valori critici. Se y € f(M) C N & un wvalore
regolare, allora f~1(y) & una sottovarietd (globalmente) chiusa di M, differenziabile
di classe C*, di dimensione m — n. Le (*), relative alle possibili scelte di sistemi di
coordinate locali in p € f~!(y) ed in y € f(M), definiscono un atlante e quindi una
struttura differenziabile su f~!(y).

Usando atlanti formati da un insieme al piti numerabile di elementi otteniamo
immediatamente:

TEOREMA 2.1 (LEMMA DI SARD)  Siano M ed N varieta differenziabili di classe
C®°. Allora, per ogni applicazione

f:M— N

di classe C*, CV(f) é un insieme di prima categoria in N. O

OSSERVAZIONE Possiamo introdurre sulla varieta differenziabile N una misura
positiva n dimensionale p, con la condizione che il suo pull-back rispetto a ciascuna
carta locale sia un multiplo di classe C* della misura di Lebesgue. Un modo
per costruire la p e il seguente. Fissiamo un ricoprimento aperto localmente
finito {U;};er di N mediante gli aperti di un atlante {(U;, z;)}ier di classe C*>
{(Ui,x;)}ier di N. Sia {¢;} una partizione dell’unita su N, con funzioni ¢; >
0, subordinata al ricoprimento {(U;,x;)}ier. Definiamo la misura p mediante
I’integrale delle funzioni continue a supporto compatto, ponendo:

/gdu - Z/ g(z) dile) dre, Vg €CON,R),

i€l i(Ui)

ove A, ¢ la misura di Lebesgue n-dimensionale in R".
Vale allora il Lemma di Sard nella formulazione :
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Se f : M — N e un’applicazione differenziabile di classe C*°, allora l’insieme
CV(f) dei valori critici di f é p-misurabile ed ha misura nulla.

§3 PROPRIETA DI OMOTOPIA DELLE SFERE

Ricordiamo che, dati due spazi topologici X ed Y, un’omotopia tra due appli-
cazioni continue f,g : X — Y & un’applicazione continua F : X x [0,1] — Y
con F(z,0) = f(z), F(z,1) = g(x). L’omotopia ¢ una relazione d’equivalenza
7~ sull’insieme C(X,Y) delle applicazioni continue da X in Y. Indichiamo con
7(X,Y) il quoziente C(X,Y)/ ~.

Uno spazio topologico X si dice k-connesso (k intero > 0) se, per ogni 0 < h < k,
tutte le applicazioni continue f : S — X sono omotope tra loro. La 0-connessione
e equivalente alla connessione per archi.

Diciamo che gli spazi topologici X ed Y sono omotopicamente equivalenti, o che
hanno lo stesso tipo di omotopia, se esistono applicazioni continue f : X — Y e
g:Y — X taliche fog:Y — Y sia omotopa all’identitasu Y ego f: X — X
sia omotopa all’identita su X. Due spazi topologici omeomorfi hanno lo stesso tipo
di omotopia, ma non e vero il viceversa. Uno spazio topologico ¢ contrattile se
ha lo stesso tipo di omotopia di un punto, se cioe esiste un’applicazione continua
F:X x[0,1] — X e un punto 9 € X con F(z,0) = z e F(z,1) = xy per ogni
x € X. Ad esempio, gli spazi Euclidei R"™, e piu in generale i sottoinsiemi stellati
degli spazi Euclidei R™, sono contrattili.

Utilizziamo in questo paragrafo i risultati dei paragrafi precedenti per dimostrare
che la sfera S™ ¢ (n — 1)-connessa, ma non n-connessa. Poiché due spazi topologici
omeomorfi hanno anche lo stesso tipo di omotopia, da questo fatto possiamo ricavare
una dimostrazione dell’invarianza della dimensione delle carte locali di una varieta
topologica.

TEOREMA 3.1 La sfera S" = {x € R"™!||z| = 1} & (n — 1)-connessa.
DiM.  Sia m un intero non negativo < n e sia:
f:8m — 8"

un’applicazione continua. Per il teorema di Stone-Weierstrass, le applicazioni con-
tinue da S™ in R si possono approssimare uniformemente con restrizioni di appli-
cazioni polinomiali. Possiamo quindi trovare un’applicazione a componenti polino-
miali

pP:R™ Rt

tale che:
|P(z) — f(x)] <1/2 VxeS™.

Abbiamo quindi :
|f(x)+t(P(z) — f(x))| >1/2 V(x,t) € S™ x [0,1].

L’applicazione:

S™ x [0,1] 3 (x,t) — |§§g i ig

9| o
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¢ un’omotopia tra f e la restrizione g di P/|P| a S™. Dico che la g non ¢ surgettiva.
Infatti, g & di classe C* su S™ e quindi, per il Lemma di Sard, g(S™) & di prima
categoria in S™. Poiché S™ meno un punto ¢ omeomorfa a R", che ¢ contrattile, g
€ omotopa a un’applicazione costante. O
LEMMA 3.2 Sian un intero > 1. Definiamo un’applicazione (sospensione)

o:C(S™,8") — C(S" T, gnth

mediante:

of(2?, ...,z ™) (W f( 2’ ( ::1)) ) xn-l—l)‘

Essa induce un’applicazione bigettiva

(8™, 8") — w(S" T, S,

DiM. Poiché un’omotopia di applicazioni continue di S™ in se si trasforma me-
diante ¢ in un’omotopia di applicazioni continue si S”*! in se, la o, ¢ ben definita.

Iniettivita  Siano f,g : S™ — S™ due applicazioni continue. Se of ¢ omotopa a
0g, possiamo trovare un’omotopia :

F: 8" x[0,1] — ST,

F(z,0)= i Sntl
tale che: { (2,0) = o f(x) ve

F(z,1) =0og(x) Vze S,
Osserviamo allora che:
{ (o, 1) = H(F™ (o, 0)] — [27)) - e + Fla,1) £ 0
V(x,t) € S"M x I con |F" T (x,t)| > a1,

Infatti, se |[F™ VL (z,t)] — |[#" "] > 0, abbiamo F""!(z,t) # 0 e i due termini nella
somma sono linearmente indipendenti. Se |F"*(x,t)| = 2", allora ¥(z,t) =

F(x,t) #0.

Possiamo allora definire un’omotopia G : S"*! x [0,1] — S™*! mediante :

Z, =
Wz, 0)/|0(z, 6)] se [z, 6)] = [« .

Osserviamo che:

G(z,0) = F(z,0) = o f(x)

in quanto (o f)"T!(x) = 2™*! e che analogamente :

G(z,1) = F(z,1) = og(z) Vo € S"T.
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Abbiamo:
\Gnﬂ(az,t)\ <1 V¥Y(x,t)e S™ x[0,1]

in quanto cio e verose t = 0,1 e per t #0, x € S™ il vettore:
U(z,t) = t|F" (z,t)|eg + F(z, 1)

non & proporzionale a e, 1. Otteniamo quindi un’omotopia H : S™ x [0,1] — S™
di f con g definendo:

/

g:sn+1m{|x”+1\<1}9x—>ﬁesn
xXr

(ove o’ = (29, ...,2™)), e ponendo:

H(z',t) = 00 G(2',0;1).

Surgettivita  Sia f: S™t! — S"*+! un’applicazione continua.
a) Supponiamo che, posto:

Sfrl ={z e gntl | 2" > 0}, gntl — {z € gntl | 2" < 0},

risulti:

FOSTTY STt ed  f(S™TH) C S
Possiamo allora costruire un’omotopia tra f e og, dove g e I'applicazione:
S™ 3 (29, ..., 2™) —7 f(20, ...,2™,0) € S"

nel modo seguente. Indichiamo con h : D™t1 — D"*! la funzione continua:

h(y) = { !y\g<|y7|) se y # 0

0 sey=0.

Siano o, o_ e p le applicazioni:

o D" s (2% 2" — |20, 2",
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Indichiamo con f,, f_ : D" — D" le funzioni continue:

f+@) =po f(o4(y)) pery e D" f_(y)=po f(o_(y)) per y € D",

La proprieta della funzione f di trasformare in se i due emisferi Sfrl e S" i puo
esprimere mediante:

[ orofi(p(x) sexeSPT
fe) = { o_of (p(x)) sexec S

Allora un’omotopia F : S"t! x I — S"*+! tra f e og si puo ottenere rialzando le
omotopie lineari tra f, , f_ed h:

o4 (4 (p(2)) + (@) — f+(p(x))) ez € STH

F@”:{axﬁ@u»+wmm»—ﬂ@um sew € ST

b) Consideriamo ora il caso generale. Sia
f . SnJrl Sn+1

una qualsiasi applicazione continua. Se f non e surgettiva, allora ¢ omotopa a
un’applicazione costante e questa ¢ omotopa alla oh ove h(x) = ¢y Yz € S™.

Supponiamo quindi f surgettiva. Ripetendo il ragionamento svolto nella dimo-
strazione del Teorema 3.1, possiamo supporre che f sia di classe C*°. L’insieme dei
suoi valori critici e allora un compatto di S™*! privo di punti interni e potremo
trovare una coppia di punti diametralmente opposti che siano entrambi valori
regolari di f. A meno di una rotazione, che € omotopa all’identita, in quanto il
gruppo SO(n + 2) delle rotazioni intorno all’origine dello spazio Euclideo R™*2 ¢
connesso per archi, possiamo supporre che e, 1 € —e,41 siano valori regolari di
f. Poniamo N = e,4; ed S = —epq1. Per il teorema delle funzioni implicite,
N* = f71(N) ed S* = f~1(9) sono sottoinsiemi discreti di S™*! e percio finiti.
Possiamo quindi fissare una forma lineare £ in (R"*2)* che assuma valori distinti sui
punti distinti di N*US*. Infatti, per ogni coppia di punti distinti di R”*2 I'insieme
delle forme lineari che hanno nei due punti valori distinti e un aperto denso in
(R™*2)* e una intersezione finita di aperti densi ¢ ancora un aperto denso. Scegliamo
Econ [(|=1e|{(z)] < 1su N*US* A meno di una rotazione, per cui valgono
le considerazioni svolte sopra, possiamo supporre sia {(z) = (|N). Suddividiamo
ora [—1, 1] in un numero finito di intervalli, mediante punti —1 < ¢; < ... < ¢y < 1,
in modo che ogni fetta ¢; < (z|N) < ¢;41, con 1 < i < £ contenga esattamente un
punto x; di N* U S* e che ogni punto di N* U S™* sia interno ad una di tali fette.
Avremo cioe:

c1 < (z|N) < ¢ Ve e N*US*
(z|N) # ¢ Vee N*US* V1<i</
{z.} ={z]|c; < (z|N) <cita}N(N*US*) VI<i</.

Costruiamo ora un’omotopia:

H:S" 1 x 1 — gntl
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tra I'identitd e un omeomorfismo di S™*! la cui inversa trasformi i punti

r= (20 ..., 2" e N*in z = (/1 — (z"t1)2,0,...,0,2" ") e i punti

r= (22 ...,2") € §*in T = (—/1 — (2"t1)2,0,...,0,2"1). A questo scopo,
per ogni indice i con 1 < i < £, sia g;(t) un arco continuo in SO(n + 2) formato da
applicazioni che lasciano fisso il punto N (I'insieme delle trasformazioni di SO(n +
2) che lasciano fisso N & un gruppo topologico isomorfo ad SO(n + 1) e quindi
connesso per archi) e tali che g;(1)z; = #;. Definiamo la funzione n; (x)C>(R"*2 R)
mediante:

e NI | |
ni(x) = { e (s o) s @ < @) < e,

0 altrimenti .

Possiamo quindi 'omotopia H : S™*! x [0,1] — Sn*!:

x se (z|N) ¢ [e1, ¢
H(xz,t) =1 gi(tni(x))z sec; < (x|N) <ciy1, i=1,...,0—1
x se (z|N)=¢;, i=1,...,1

L’omotopia f(H(x,t)) trasforma f in un’applicazione g(x) = f(H(z,1)) per cui
g~ 1(N) & un insieme finito di punti con (x|eg) > 0 e g~1(S) & un insieme finito di
punti con (x|eg) < 0.

Componiamo quest’applicazione con un’omotopia in SO(n + 2), tra l'identita e
una una rotazione che trasforma ey in N. Abbiamo cosi ottenuto un’applicazione
continua ¢ : S"t! — S"*1 omotopa ad f, tale che:

( gl N) € ST ST

g1 (S) c st Sm.

Per la continuita di g, possiamo trovare 0 < e < 1/2 tale che:
{ g(STHh) C {w € SnH |zt > 2¢ — 1},

g(8" ) c {x € §7H |zt < 1 — 2¢}.

Poniamo :
U (z,t) = (2, (1/e — 1) (e(L+t) —t(1 — ")),

U_(z,t) = (2, (/e — 1)(t(L +2"T1) —e(1 4+ 1)) ,

e definiamo I"omotopia L : S"2 x [0,1] — S™*2 mediante:

x se |[z"t] >1—¢
Lz 1) U, (z,t)/|0,(z,t)] sel—e(l+1/t)<a"t <1—¢
z,t) =
z/|z| se [zt <1 —e(1+1/t)

U_(z,t)/|V_(z,t)] se —1+e(l+1/t)<z"t! <e—1.
tra I'identitd ed un’applicazione X : S"t1 — S™*! tale che:

A{|z" T <1 —2¢}) C S™.
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Allora la L(g(x),t) ¢ un’omotopia di g con un’applicazione continua L(g(z),1) =
h(z) tale che:
{ h(STHhY c st

h(S™t1) c s™t.

Ad essa si applica quindi ’argomento del punto a). La dimostrazione ¢ completa.
O

TEOREMA 3.3 Sia ® l'insieme di applicazioni continue :
D ={pp:S' el — pp(e?) =€kl e St |k ez} cCc(St, 8.
L’applicazione naturale :
(1) d — w(Sh, 51
e una bigezione.

DiM. Ogni applicazione continua f : S' — S! & omotopa a un’applicazione
continua g : S' — 8! tale che g(1) = 1. Indichiamo con C(S',{1};S', {1})
I'insieme delle f € C(S*, S!) tali che f(1) =1 e sia ”~” la relazione d’equivalenza
che identifica fi, fo € C(S1,{1};S1,{1}) se esiste un’'omotopia F : [0,1] x S* — S*
con F(t,1) = 1 per ogni t € [0,1] e F(0,2) = fi(2), F(1,2) = fo(2). Posto?
m(St {1}; 81 {1}) =C(St, {1}; S, {1})/ ~, si puo facilmente verificare che :

m(Sh {1}; 81 {1}) ~ = (S, Sh).
Osserviamo che I'applicazione
(%) R>60— e et
¢ un omeomorfismo locale. Per ogni applicazione continua :
f:8t — gt con f(l)y=1

possiamo allora trovare un’unica applicazione continua :

f:R—R

tale che f(0) = 0 e il diagramma

f

R —— R

gl . gl

f

2L’omotopia 7(S!, {1}; S, {1}) si dice legata, in contrapposizione alla 7(S!, S'), che si dice
libera.
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sia commutativo. Abbiamo allora
f(27r) = 2km per qualche k € Z.

L’applicazione che fa corrispondere l'intero k alla funzione f ¢ un’applicazione
continua

c(st, {1};8',{1})) —R

che assume solo valori interi.

Essa ¢ dunque costante sulle componenti connesse di C(S?t,{1};S?t, {1}). Cio
dimostra che (f) ¢ iniettiva. Siano ora f,g € C(S',{1};S%, {1}) tali che f(27r) =
g(2m). Allora 'omotopia lineare:

(6,) — F(6) +t[3(8) — F(0)]

induce un’omotopia tra f e g. Ne segue che la (}) ¢ anche surgettiva. La dimostra-
zione e completa. O

TEOREMA 3.4 Sian > 2. L’applicazione

C(S,8Y) 3 f — of €C(S™, 8™

ove, posto x = (2%, 21, 2",

of(z° 2zt 2"y = (V1= [2"]2f (20, 2!
induce un’applicazione bigettiva
n(St, 8Y) — w(S™, 8™).
In particolare, ’applicazione
Zo>5k+— e
induce per ogni n > 1 una bigezione:

Z — m(S",S").

Dim. La prima affermazione segue per iterazione dal Lemma 3.2 e la seconda dal
Teorema 3.3. O

L’intero associato ad un’applicazione continua f : S™ — S™ si dice il grado di f
e si indica con deg(f).

84 1L TEOREMA DEL PUNTO FISSO DI BROUWER
Un’importante applicazione dei risultati del paragrafo precedente sull’omotopia
delle sfere ¢ il seguente :

TEOREMA 4.1 (DI BROUWER)  Ogni applicazione continua

f:D" — D"
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ha almeno un punto fisso.

DiM. 1l teorema ¢ banale se n = 0. Sia n > 0 supponiamo per assurdo che vi sia
una funzione continua f : D" — D" tale che

f(z) # x Vz € D".

Allora I'applicazione 9 : D" — S™~! che associa ad ogni punto z di D" 1’ inter-
sezione di S”~! con la semiretta

t—x+t(x— f(zx)), pert >0

& continua ed & una retrazione di D™ su S™ ! : essa infatti ¢ descritta analiticamente
mediante:

V(e — f(2)?+ (1 — 2]z — f(2)? — [(z|z — f(2))|
|z — f(z)]?

P(z) =2+ (@ — f(2)).
L’applicazione
D" x I35 (z,t) — (1 —t)z+tp(x) € D"

¢ una S™ ! omotopia dell’identita con una retrazione di D™ su S"~!. Cio e assurdo
perche S™~! non puo essere un retratto di deformazione stretto di D™. Infatti D"
e S™! non sono omotopicamente equivalenti in quanto D™ & contrattile, mentre,
per il Teorema 3.4, S*~! non ¢ (n — 1)-connesso. O

OSSERVAZIONE Il teorema di Brouwer si applica ovviamente a tutti i sottoinsiemi
di R"™ che sono omeomorfi a D™; in particolare a tutti i sottoinsiemi convessi e
compatti di uno spazio euclideo.

§5 1L TEOREMA D'IMMERSIONE DI WHITNEY

Dimostriamo in questo paragrafo che ogni varieta differenziabile M di dimensione
m & diffeomorfa a una sottovarietd chiusa di R?™+1,

Cominciamo con alcuni risultati relativi ad applicazioni differenziabili tra spazi
Euclidei. Ricordiamo che nello spazio vettoriale delle matrici A di tipo n x m, a
coefficienti reali o complessi, la || A|| = y/traccia(A*A) € una norma Euclidea.

LEMMA 5.1 Sia Q un aperto di R™, n un intero > 2m, ed f : @ — R",
un’applicazione differenziabile di classe C2. Allora, per ogni e > 0 esiste una matrice
reale A = (aé-), di tipo n x m, tale che: ||A| < € e I'applicazione fs:Q > x —
fa(x) = f(z) + Az € R™ é un’immersione in ogni punto z € €.

DiM. Se f4 non ¢ un’immersione in un punto x € €2, allora la matrice B = J f (z)+
A ha rango minore di m, cioe A = B — J f(x) per una matrice B di rango minore
di m. Per ogni 0 < k < m, le matrici n x m di rango k formano una sottovarieta
differenziabile localmente chiusa 9t (n, m; k;R) di dimensione k(n + m — k) dello
spazio Euclideo 9t(n, m; R) = {matrici reali n x m} ~ R™". L’applicazione:

Fi : Q@ x M(n,m; ks R) > (2, B) = A= B — Jf(z) € M(n,m;R) ~R™"

¢ differenziabile di classe C!, definita su una varietd differenziabile di dimensione
m + k(n +m — k) e a valori in una varieta differenziabile di dimensione mn. La
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k — m+k(n+m—k) é crescente se 2k < n+m, e quindi in particolare per k < m.

Abbiamo percio:
m+kn+m—k)<m+(m-1)n+1)=mn+2m-n—-1<2n

per ogni intero k£ con 0 < k < m, per l'ipotesi che n > 2m. Per il Lemma 1.1,

I'immagine di Fj e di prima categoria in R™". In particolare, per ogni compatto

K contenuto in 2 ed ogni R > 0, I'insieme :

K(K,R)={(z,B) € Q xM(n,m;R) |z € K, rank(B) <m, ||B| <R}
= |J Fe(Ex{BeMnmkR)||B| <R}

0<k<m
¢ un compatto di M (n, m; R) ~ R™" privo di punti interni.

o

Fissiamo una successione crescente { K, } di compatti di Q con K, C K, ed
U, K. = Q, scegliendo ad esempio:

K, ={x e R"||z| <e”, dist(z,R™\ Q) > e "}

Per ogni intero positivo v, l'insieme A, = M(n,m;R) \ L(K,,v) ¢ allora un
aperto denso di M (n, m;R). Le matrici A che appartengono ad A = (1, A4, sono
tutte e sole quelle per cui x — f(z) + Az & un’immersione in ogni punto di €.
Poiché 9M(n, m;R) ~ R™™ & uno spazio di Baire, A ¢ un sottoinsieme denso di
seconda categoria di M(n, m;R). Da questa osservazione segue la tesi del Lemma.
O

LEMMA 5.2 Sia Sia  un aperto di R™, n un intero > m, ed f:Q) — R"
un’applicazione differenziabile di classe C'. Se f & un’immersione in tutti i punti di
un compatto K di ), allora possiamo trovare un € > 0 tale che, per ogni applica-
zione differenziabile g :  — R™ di classe C! con sup, .k ||Jg(z)| < €, applicazione
x — f(z) + g(x) sia ancora un’immersione in ogni punto x € K.

Se inoltre f:Q — R™ ¢ iniettiva su un compatto K’ C K C , allora esiste un
numero reale € > 0 tale che, se g: Q2 — R" soddisfa |g(z) — g(y)| < €'|z — y| per
x,y € K', allora (f + g): 2 — R™ & ancora iniettiva su K'.

Sia r < dist(K, bQ). Esiste allora un numero reale positivo €’ > 0 tale che, se
g : 0 — R™ ¢ un’applicazione di classe C! e |g(x)| < €' per x € K', || Jg(z)| < €”
perx € K U{z € Q|dist(z, K') < r}, allora f + g é un’immersione in tutti i punti
di K ed é iniettiva su K'.

DiM. Sia:
Uiy, i (1) = {x €N ’ ’det(afih(x>/6$j)1§j7h§m} > 7“}

I’aperto dei punti di €2 in cui il determinante del minore m x m formato dalle righe
(41, ..., 1m) della matrice Jacobiana J f(x) ¢ in modulo maggiore di un numero reale
positivo r assegnato. Per ipotesi, possiamo ricoprire K con un numero finito di
aperti U;, ;. (r). La tesi segue allora dalla dipendenza continua dei determinanti
dei minori dai coefficienti della matrice.

Dimostriamo adesso la seconda affermazione. Dimostriamo innanzi tutto che
esiste un numero reale positivo ¢ > 0 tale che |f(z) — f(y)| > c|lz —y| se z,y € K'.
Infatti, se f ¢ un’immersione iniettiva in ogni punto di K’, la funzione

1)1
Foy) = { (@) —f(@)]

lim mfw,_)x ]

se THYy

se T =1y
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¢ finita, semicontinua inferiormente e positiva in ogni punto del compatto K’ x K,
ed ha quindi su K’ x K’ un minimo positivo c.

SE ¢:Q — R” soddisfa |g(z) — g(y)| < c|lz — y| per z,y € K’, avremo, per
x#ye K

1f (@) + g(@)] = [f (W) + 9@l = | f(z) = fF(y)] — g(z) — g(y)]
> clz —y|—|g(z) —g(y)| > 0.

Questo dimostra che (f 4+ g) & ancora iniettiva su K’.

Osserviamo che, fissati due numeri reali €/, > 0, con r > dist(K’, b§2), possiamo
trovare un ¢’ > 0 sufficientemente piccolo tale che ogni funzione g :  — R™ di
classe C! che soddisfi ||Jg(x)|| < €’ se dist(z, K’) < r, soddisfi anche la disegua-
glianza |g(z) — g(y)| < €|x — y| quando z,y appartengano alla stessa componente
connessa di K’. Fisseremo inoltre ¢ in modo tale che |f(z) — f(y)| > €’ se x,y
appartengono a diverse componenti connesse di K’. In questo modo anche 'ultima
affermazione del Lemma risultera verificata. 0

Prima di enunciare e dimostrare il Teorema d’immersione di Whitney, € conve-
niente definire un’opportuna topologia sullo spazio vettoriale reale C>° (M, R™) delle
applicazioni di classe C* delle applicazioni f: M — N differenziabili di classe C*°.

Definiamo innanzi tutto la topologia di C*°(£2, R™) nel caso in cui € sia un aperto
dello spazio Euclideo R™. Per ogni compatto K C €2 ed ogni intero non negativo
m introduciamo la seminorma :

1fll,m = sup sup |D%f(z)].
€K |a|<m

Sia ora {K,},cy una successione di compatti con K, C K41 e |J, K, = Qe
definiamo, per f,g € C*(2,R"):

T
dist(f, g 277 D
(f:9 Z T+ 11 = gllx,0

Si verifica che questa & una distanza su C*° (£, R™), che induce la topologia della
convergenza uniforme della funzione con tutte le sue derivate parziali sui compatti
di ©, e che, con questa distanza, C*° ({2, R™) & uno spazio metrico completo e quindi,
in particolare, uno spazio di Baire.

Consideriamo ora il caso in cui M sia una varieta differenziabile di clasose Ce.

Fissiamo ancora una successione di compatti {K,},eny di M con K, C K,11 e
U, K, = M ed un atlante numerabile Ay; = {(Uq, %) }aen, con gli aperti U,
relativamente compatti in M . Per ogni a € N, fissiamo un aperto U, € U, in modo
tale che {U]},en sia una famiglia localmente finita e sia ancora un ricoprimento
di M. Definiremo allora la distanza tra due applicazioni f e g di C*>°(M,R")
mediante :

01'71— 01'71 77/
dlSt f, _ZZ 9—v—a Hf a g a Hwa(UaﬂKl,),u

v=0a=0 L+ ||f Oxgl - goxglnxa(lj(’lﬂl(y),u

Si verifica che con questa distanza C*°(M,R™) & uno spazio metrico completo, e
quindi di Baire. La topologia indotta dalla distanza e, per la rappresentazione
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della funzione in ogni carte locale, quella della convergenza uniforme con tutte le
derivate.
Dimostriamo ora il :

TEOREMA 5.3 (WHITNEY) Sia M una varieta differenziabile di classe C*, para-
compatta, numerabile all’infinito, di dimensione reale m. Esiste allora un’immersio -
ne differenziabile f : M — R?™ e un diffeomorfismo g : M — N C R*"*1 di M su
una sottovarieta globalmente chiusa N di R?™+1,

Dim. Possiamo supporre per semplicita che M sia connessa. Fissiamo una suc-

o
cessione di compatti {K, },eny di M con K, C K41 e |J, K, = M ed un atlante
numerabile e localmente finito Ap; = {(Ua, Z4) }aen, con gli aperti U, relativamente
compatti in M . Per ogni v indichiamo con F, 'insieme delle applicazioni differen-
ziabili f € C*°(M,R™) che sono un’immersione in ogni punto di K,. Per il Lemma
5.2, F, € un aperto di C>°(M,R"™). Per il Lemma 5.1, F,, & denso in C*°(M,R").
Per il Teorema di Baire, F = [, F, € un sottoinsieme denso di seconda categoria
di C*°(M,R™). Chiaramente le funzioni di F sono immersioni in ogni punto di M.

Se M ¢ compatta, ogni applicazione differenziabile f: M — R™ & propria3. Se
M non ¢ compatta, consideriamo il sottoinsieme 7 delle funzioni f € C>°(M,R"™)
che soddisfano f(p) > vsep € K, \ K,_1 per v > 1. Poiché T & chiuso, ¢ uno
spazio metrico completo per la restrizione della distanza su C*°(M,R™)e quindi
uno spazio di Baire. Ancora, si verifica facilmente che F,, N7 & un aperto denso di
T per ogni v. Quindi F N7 & un sottoinsieme denso di seconda categoria di 7 ed
ogni f € FN7T definisce un’immersione propria f: M — R™.

Supponiamo ora che n > 2m. Sia f: M — R™ un’applicazione differenziabile
che e un’immersione differenziabile in ogni punto p si un compatto K di M. Sia
A = {(U,,z,)} un atlante numerabile e localmente finito di M, con aperti U,
relativamente compatti in M ed U/, aperti di M con U, € U, e |J, U, = M. Per
il teorema delle funzioni implicite, possiamo scegliere ’atlante A in modo che f
sia iniettiva su K N U, per ogni aperto U, dell’atlante A. Sia {x,} una partizione
dell’unita di classe C*° di M, subordinata al ricoprimento {U, }, con x,(p) > 0sep €
U!. Dico che, data una qualsiasi successione di numeri reali positivi {7}, & possibile
determinare una successione di vettori {v,} C R™ tale che per ogni intero positivo
V, fu = + > 41 VaXa sia un’immersione in ogni punto di F, = K N{J,_, U, ed
iniettiva su F}, e su ogni sottoinsieme K NU,, per a € N. Ragioniamo per ricorrenza
su v. Per v = 0, abbiamo F,, = () e quindi non c¢’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo
di aver costruito f,. L’insieme D = {(p,q) € M x M | x.(p) # x.(q)} € un aperto

di M x M e quindi una varieta differenziabile di classe C* e di dimensione 2m.
flp)=fla)
xv(P)—xv (q)

R™ ha immagine di prima categoria in R"™ ed ¢ dunque possibile trovare un b,

arbitrariamente piccolo tale che % # b, se (p,q) € D. Pur di scegliere b,
sufficientemente piccolo, per il Lemma 5.2 la funzione f, 1 = f, +b, X, sara ancora
un’immersione differenziabile ed iniettiva su F, e su tutte le intersezioni K N U,.
Potremo ancora, per il Lemma 5.2, scegliere b, in modo che f, sia un’immersione
differenziabile in ogni punto di F),;;. Resta da verificare che f,;; sia iniettiva

su Fyy1. Siano p,q € F,41 con f,11(p) = fu+1(q). Quest’uguaglianza implica

Poiché 2m < n, per il Lemma di Sard lapplicazione D > (p,q) —

3Chiamiamo propria un’applicazione continua ® : X — Y tra due spazi topologici X e Y che
trasformi chiusi di X in chiusi di Y e per cui ®!(K) sia compatto per ogni compatto K di Y.
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che p = ¢ se entrambi i punti non appartengono all’aperto {x, > 0}. Infatti in
questo caso p,q € F, ed f,(p) = fur1(p) = fu+1(q) = fu(g). Si verifica ancora
che fuo41(p) # fu+1(q) se xu(p) - xv(¢) = 0 e p # q. Resta da considerare il caso
in cui x,(p) - xv(q) # 0. Allora p,q € KNU, ed f(p) # f(q) se p # q per la
scelta dell’atlante A. Quindi: se x,(p) = xv(q), da fu41(p) = fo4+1(g) ricaviamo

che f,(p) = fu(q) e quindi p = ¢; se xu(p) # xv(q) la fu11(p) = fu+1(q) implica
che p = ¢ per la scelta di b,,.

o

Sia ora { K, } una successione di compatti di M con K,, C K, 11 e|J K, = M, sia
T ={feC(MR")||f(p)| >vsepe K,\ K,_1}. Per quanto dimostrato sopra,
sen > 2m, le f € T che sono immersioni differenziabili iniettive su K, formano un
aperto denso T, di 7. Per il teorema di Baire, T = ("), T, ¢ un sottoinsieme denso
di seconda categoria di T e chiaramente i suoi elementi sono immersioni iniettive
di M in R"™. O

Osserviamo che, utilizzando il Teorema d’immersione di Whitney, e possibile
definire una topologia metrizzabile sullo spazio C*° (M, N) delle applicazioni diffe-
renziabili definite sulla varieta differenziabile M ed a valori nella varieta differen-
ziabile N. Fissata un’immersione differenziabile iniettiva e propria N — R¥, che ci
permetta di identificare N ad una sottovarietd chiusa di R, potremo considerare
C> (M, N) come il sottospazio chiuso di C*° (M, N) formato dalle f per cui f(M) C
N.
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CAPITOLO III

FORME DIFFERENZIALI

§1 FORME DIFFERENZIALI IN R"
Indichiamo con AYR"™ lo spazio vettoriale reale di dimensione (Z) delle forme

g-multilineari alternate su R™. Si dice forma differenziale di grado ¢ e di classe C*
su un aperto A di R™ un’applicazione differenziabile di classe C*:

(1.1) n:A— AR"™.

Indichiamo con Q7 (A) lo spazio vettoriale su R delle forme differenziali di grado ¢
e di classe C* sull’aperto A di R™. Sia dz’ la forma lineare su R” definita da

(1.2) dz'(x) = x* Vo =(a',...,2") € R".
Poiché le forme:
(1.3) dz™ A ... A dzte con 1<in<..<ig<nm

. ) 1) si serive i . :
definiscono una base di A?R", la forma (1.1) si scrive in modo unico come

(1.4) Z ml,,_iqdazil A~ Adze

1<ir1<...<ig<n

ed ¢ di classe C* se e soltanto se tutte le funzioni reali n;, i, (x) = n(z)(es, ... €:,)

sono di classe C* su A. (Abbiamo indicato con ey, ..., e, i vettori della base canonica
di R™.)

62 PULL-BACK
Se f: A — R & una funzione di classe C* con k > 1, definita sull’aperto A di
R™, il suo differenziale ¢ I’elemento di Qf_,(A) definito da:

(2.1) i) = S U@ i

P or’
Siano B un aperto di R™, A un aperto di R” e ¢ = {¢!,....,¢") : B — A
un’applicazione differenziabile di classe C**!, con k > 0. Data una forma diffe-
renziale n € Qf (A), definita da (1.4), definiamo il suo pull-back ¢*n come la forma

differenziale di Q(B):

(2.2) ON=> Miy.iy(@)de™ A A dg
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Si verifica immediatamente che il pull-back di forme gode delle proprieta:
TEOREMA 2.1 ¢*: Q}(A) — Qf(B) & un’applicazione R-lineare.

Sem € QP (A) ed ny € Qf2(A), allora gy Ay € QITE(A) e ¢*(m A1) =
(@"m) A (0" n2) -

Se v : D — B & un’applicazione di classe C**1, definita su un aperto D di R¢,

allora (¢ o ¥)* = 1" 0 ¢* .

§3 DIFFERENZIALE DI UNA FORMA

La definizione del differenziale di una funzione si puo estendere a forme differen-
ziali di ordine qualsiasi. Sia 7 € Q] (A) una forma differenziale di grado ¢ e di
classe C¥*1, con k > 0, definita su un aperto A di R™ dalla formula (1.4). Poniamo :

(3.1) dn(2)= 21 <iy <. <igen Pir..1,(2) A dz' A ... A dx's
= 22;1 21§11<...<z’q§n 8777113;1 () dr* ANdx™ A ... \Ndz'a.

Per ogni intero ¢ > 0, il differenziale definisce un’applicazione R-lineare :

(3.2) d: QY (A) — Qit'(A).

TEOREMA 3.1 Il differenziale é I'unica applicazione R-lineare (3.2), definita per
ogni ¢ = 0,1, ...,n, che coincida con il differenziale definito sulle funzioni nel caso
q = 0, e soddisfi le:

(3.3)  dmAne)=dn A+ (=1)"m Adna V€ QY V2 € QF
(34) dod:Qf ,(A) — QI & Papplicazione nulla, cioé dod=d*>=0.

Dim. La (3.3), per il differenziale definito dalla (3.1), segue dalle proprieta del
prodotto esterno e dalla regola di Leibnitz per la derivazione del prodotto di due
funzioni. La (3.4) ¢ allora conseguenza della:

9 f(x)
0x'0xI

t,j=1

d2f: — i Ada? =0,

valida per ogni funzione f € C?(A,R). Viceversa, se valgono (3.3) e (3.4) e il
differenziale ¢ R-lineare, la sua espressione ¢ data necessariamente dalla (3.1). O
Per ogni aperto A di R™, abbiamo un complesso di operatori differenziali:

4 —4— al ) —

d d SN
(3-5) —— (A —— QZLIL n—1(4) —— QZLQL h—2(4)

— . o) ———0
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TEOREMA 3.2 (LEMMA DI POINCARE-VOLTERRA) Sian € Q{(A) (k > 1) una
forma differenziale definita su un aperto A di R™, che soddista

(3.6) df =0

in un intorno aperto di un punto p di A. Se ¢ = 0, allora f é costante in un intorno
di pin A. Se q > 0, possiamo trovare un intorno aperto U di p in A e una forma

differenziale u € Q,(chr_ll)(U ) tale che

(3.7) du=mn in U.

DiMm. L’affermazione nel caso ¢ = 0 e conseguenza del teorema di Lagrange:
se f ¢ una funzione di classe C' su un aperto convesso, allora f(z) — f(y) =
Yo (@' —y")of(€)/0x" per un punto £ del segmento [z, y] di estremi z,y. Quindi
f € costante su un aperto convesso in cui si annullino tutte le sue derivate prime.

Sia ora ¢ > 0. Ragioniamo per induzione, supponendo il teorema vero per forme
differenziali che non contengano in un intorno di p i differenziali dz'*!, ..., dx". Se
n, definita da (1.4), cio significa che, in un intorno U di p:

(t[7]) Niy.ig =0 se 1<y <o <idg 1 <i<ig<n.
Se inoltre dn = 0 allora, in un intorno U di p:

ONiy . . . L
(t[7]) %:O se 1< <..<<i<j<n.

Il caso ¢ = 0 e banale perché allora 7 ¢ identicamente nulla in un intorno U di p e
possiamo risolvere (3.7) ponendo u = 0. Supponiamo quindi ¢ > 0 e sia n € Qf (A)
una forma, con dn = 0, che soddisfi (f[i + 1]), e quindi anche (i[i 4+ 1]):

n= Z njlquda:jl A ... A dxda
1<j1 <. <Jm <i+1

in un intorno U di p. Scriviamo in un intorno di p
n=dz TP An + o

con 71,7 che non contengono dz**1, cioe 7, € QI (U) ed 1 € Q7 (U) e soddisfano
(t[é]) e (f][¢ + 1]). Possiamo supporre che p = 0 e che questa decomposizione valga
in un intorno U di

W = [-R, R]"

in A CR™, per R > 0 in cui dn = 0. Definiamo quindi una forma

B = Z 5j1...jq_1daﬁj1 A oo Adadat

1<j1<...<jg1<i

ponendo
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Allora si verifica che
n—dpeQ((—-R,R)")

¢ indipendente da dx**!, ..., dz™ e quindi per l'ipotesi induttiva
n—dp=dv
su un intorno aperto U di p contenuto in W e la tesi segue con

u=[04+wv.

t

Si verifica facilmente, dalla formula del calcolo dei differenziali, il :

TEOREMA 3.3 Se ¢ : B — A ¢ una applicazione differenziabile di classe C*12
definita su un aperto B di R™ e valori in un aperto A di R", abbiamo, per ogni
intero q > 0, il diagramma commutativo:

Qf ,(4) —1— QfTi(4)

k+2 k+1
Wl l(ﬁ*
d
QZH(B) - QZH(B)

OSSERVAZIONE I teoremi 3.2 e 3.3 permettono di definire forme differenziali e il
differenziale di forme su varieta differenziabili astratte, in quanto ci dicono che la
definizione di differenziale e la differenziazione sono operazioni invarianti rispetto
ai cambiamenti di carte locali.

84 ORIENTAZIONE E SOTTOVARIETA DI R".

Sia M una varietd differenziabile di classe C*, con k > 1. Un atlante A di
classe C* si dice orientato se i determinanti degli jacobiani delle sue funzioni di
transizione sono positivi. Diremo che due atlanti orientati A; e A5 sono compatibili
se la loro unione e ancora un atlante orientato. Una varieta differenziabile che
ammetta un atlante orientato si dice orientabile. La relazione di compatibilita e
allora una relazione di equivalenza tra gli atlanti orientati su M che ne definiscono
la struttura differenziabile. Se M e connessa e orientabile, ci sono esattamente due
classi di equivalenza di atlanti orientati su M. La scelta di una delle due classi ¢ una
orientazione della varieta M. Nel caso di una varieta non connessa, un’orientazione
di M sara la scelta di una particolare orientazione su ciascuna delle sue componenti
connesse.

OssSERVAZIONE Non tutte le varieta sono orientabili. Ad esempio gli spazi proiet-
tivi RP™ sono varieta orientabili se n ¢ dispari, ma non se n e pari.

Consideriamo ora in particolare il caso di sottovarieta di R™. Ricordiamo che
una sottovarietd localmente chiusa di R™, di classe C* (k > 1) e di dimensione g,
¢ un sottoinsieme S di R™ tale che, per ogni punto p € S, si possano trovare un
intorno aperto U di p in R” ed n — ¢ funzioni di classe C*:

fl:U—-Ri=1,..,n—q
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tali che:

SNU={zeU|f(x)=0i=1,...,n—q}
(4.1) {

dff(x) A ... Adf"9(z) #0 Vo € U.
Una carta locale su S € una parametrizzazione:
(4.2) r: Baperto CR? — S CR"

di classe C¥, cioe un’applicazione differenziabile di classe C*, definita su un aperto
B di R?, a valori in R™, non singolare, cioé con Jacobiano di rango massimo ¢
in ogni punto di B, e la cui immagine r(B) sia contenuta in S. L’esistenza di un
atlante ottenuto mediante parametrizzazioni e assicurata dal teorema delle funzioni
implicite.

La scelta delle funzioni f',..., f"~¢ determina un’orientazione su S N U : una
parametrizzazione (4.2) con r(B) C SN U sara una carta ammissibile se:

or or
1 n—q -
det (Vf (r),..., Vf9r), Dyl 8yq) >0.

Torniamo al caso generale. Sia M una varietd di classe C¥ con k > 1 e sia D
un aperto di M. E allora possibile definire un’applicazione continua f : M — R
che assuma valori negativi su D e positivi su M — D. Infatti M & uno spazio
topologico regolare e a base numerabile e dunque metrizzabile. Se d € una distanza
che definisce la topologia di M, e bD ¢ la frontiera di D, bastera porre

[ —d(=,bD) se z€D
f()_{d(w,bD) se x € M —D.

Diciamo che D & regolare di classe C¥ se & possibile scegliere una tale funzione
f in modo che sia di classe C* in un intorno U di bD in M e non abbia punti
critici su bD; diciamo allora che la f definisce D. Se M é orientata, possiamo
definire sulla frontiera di un suo aperto D di classe C* una struttura di varieta
orientata di dimensione n — 1. Se f € una funzione che definisce D, costruiamo un
atlante orientato su bD nel modo seguente: ogni punto p di bD ammette un intorno
coordinato (U, ¢), compatibile con l'orientazione di M, della forma

¢=(f,¢" ., " ).

Considereremo allora la
(bDNU, (¢, ....,¢o" 1))

come una carta dell’atlante che definisce 'orientazione di bD. La frontiera di D,
pensata come varieta orientata nel modo che abbiamo precisato, si indica con 9D
e si dice il bordo o la frontiera orientata di D.

Questa nozione € molto importante per la teoria dell’integrazione delle forme
differenziali.

85 INTEGRAZIONE E FORMULE DI STOKES
Sia A un dominio di R™. Una n-forma Se n € Qf(A) si scrive nella forma

n=m, adx' A..Adz",
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ove 711....n € una funzione reale, continua in A. Sia D un sottoinsieme misurabile
contenuto in A ed 7, , ¢ integrabile in D, possiamo definire

/7]:/ nl...nd-r~
D D
1

Siar = (r',..,r") : B — A C R"™ un’applicazione differenziabile definita su un
aperto B C RY, iniettiva e senza punti singolari. Diciamo che r(B) ¢ una sottova-
rieta parametrica di A C R™ di dimensione q. Se n € Q2(A), il suo pull-back r*n &
una ¢-forma continua su B. Se D & un dominio misurabile di B, e supp(r*n) N D &
un compatto contenuto in B, possiamo integrare su D la forma r*n), e porre:

/ n:/ rn.
r(D) D

La formula di cambiamento di variabili negli integrali multipli ci dice che un cam-
biamento di parametrizzazione di r(D) che non ne cambi 'orientazione, ottenuto
cioe mediante un diffeomorfismo

o A
oc:B" — B traaperti B’,BCR? con det< U.) >0
O J1<ii<q

non cambia il valore dell’integrale :

/ (roa)*nz/ r'n.
o—1(D) D

Possiamo quindi integrare una ¢-forma su sottoinsiemi compatti di sottovarieta
orientate di dimensione ¢, usando 1’additivita dell’integrale e riducendoci, per parti-
zione dell’'unita, a considerare soltanto il caso di varieta parametriche (carte locali).

Riconsideriamo ora il concetto di bordo di un dominio di R™. Supponiamo che
D sia un aperto relativamente compatto di R™. Sia d la distanza euclidea in R™ e
consideriamo la funzione continua f : R® — R negativa in D e positiva su R” — D:

_ [ —d(x,bD) se x € D
f(>_{d(x,bD) se x € R" — D.

Allora bD & di classe C* con k > 1 in un punto p € bD se soltato se la funzione f
cosl definita ¢ di classe C* in un intorno di p e Vf(p) # 0.

Se bD & di classe C* in un punto p, per il teorema delle funzioni implicite potremo
trovare un intorno U di p in R™ tale che bD NU sia una sottovarieta chiusa di classe
C* e di dimensione n — 1 dell’aperto U. L’orientazione di D & definita dalle
rappresentazioni parametriche

r:VcR*"! U

con r(V)=bDNU'" C U che soddisfano la condizione:

det (Vf(r), 63;1,...,3;1”_1) > 0.
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Se la frontiera di un un aperto relativamente compatto D e differenziabile in tutti i
punti, indichiamo con 0D la sua frontiera come sottovarieta differenziabile orientata
di dimensione n — 1, con 'orientazione definita nel modo precisato sopra.

TEOREMA 5.1 (FORMULA DI GREEN) Sia D un aperto relativamente compatto
con frontiera differenziabile e sia n € Q7 '(A) una forma differenziale definita in

un intorno A di D. Allora
e
8D D

Dim. Ci limitiamo a dare un’idea della dimostrazione. Osserviamo in primo luogo
che la formula vale se n € nulla fuori da un compatto contenuto in D. In questo
caso infatti ci riconduciamo a un integrale su un compatto [~ R, R]™ che contiene D
e per il teorema di Fubini la formula e ridotta all’integrazione per parti per funzioni
di una variabile reale.

Per il teorema delle funzioni implicite e per la compattezza di dD, possiamo
ricoprire 0D con un numero finito di aperti U;, per ¢ = 1,...,k, in cui siano
definite coordinate y; = y;(x) tali che:

DﬂUi:{—Ri<yi1<0,—Ri<yf’<Riper2§h§n}, con R; > 0.

Sia Uy € D un intorno di D\ J~, U;, con chiusura compatta in D. Sia {xi }o<i<m
una partizione dell’'unita di classe C*> su D, subordinata al ricoprimento {U;}.

Abbiamo allora .
dn = / d(xim) -

Poiché xo ha supporto compatto contenuto in Uy, / d(xon) = 0. Per i > 0,
Uo
scriviamo in U; :

xzn—n§)dyz Ce AR (=1 ()dyz - Adyl A Ady?
+(_1)n+1 (Z)dyz . /\dyznil

Abbiamo allora: o
n 8’]’] 1
d(xin) =) _ 3 hh dyl A Adyl,

=1

h
0
/ (xim)= Z/ dyz/ dy; - /d?g;

s s (@)
=/ dy?---/ dyl'ny' (O,y?,~-~,y?)=/ Xin
—R; —R; oD

0 (2) (2)

0 i 0

perché / 37711 dy} = ng )(O,yf, ..., y"), mentre / ;hh dyzh = 0 per i > 1.
R; -R; 0Y;

Poiché {Xz} ¢ una partizione dell’unita in un intorno di D, otteniamo la tesi. [J

Sia ora S una sottovarieta differenziabile orientata di dimensione ¢ e di classe C*,
con k > 1, di un aperto A di R™. Cio significa che, per ogni punto p € S, possiamo
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trovare un intorno U, di p ed n — ¢ funzioni differenziabili f* per i = 1,...,n — ¢
definite in U, e tali che:

) {SﬂUp:{xEUp|fi(a:)=0 Vi=1,..,n—q},

df (z) A .. Adfr9(z) £ 0 Vo € SNT,.

e inoltre Porientazione di S e definita dall’atlante in cul sono carte ammissibili in
S N U, le parametrizzazioni :

r:VcR?'—SNnU, CR"

per cui

Or Or

1 —

det (Vf (I‘), ,an q(I‘), 8—y1, ceey 8—yq) > 0.

Dato un aperto relativamente compatto D di S, diremo che la sua frontiera ¢ di
classe C* se possiamo trovare una funzione ¢ di classe C* con:

{ D = {x € S|¢p(x) < 0}
do(z) Ndf i (z) A Adf(x) #0 Vo € bD

dove bD ¢ la frontiera di D in S e le f1,..., f" 4 definiscono 'orientazione di S
in un intorno x. Su bD consideriamo allora ’orientazione definita dalle funzioni
fatt .. f", ¢. La sottovarietd bD, con questa orientazione, si dice il bordo di D e
si indica con dD. Otteniamo allora, per la definizione di integrale di una ¢-forma
su una sottovarieta orientata g-dimensionale e la formula di Green:

TEOREMA 5.2 (FORMULA DI STOKES) Sia D un dominio relativamente compatto
con frontiera di classe C* (k > 1) di una sottovarieta orientata S di dimensione q
di R (con ¢ >1). Sian € Q"' (U) per un intorno U di D in R™. Allora:

- Jy
oD D

OSSERVAZIONE Le formule di Green e di Stokes si estendono al caso in cui la
frontiera dell’aperto relativamente compatto D sia di classe C' a tratti, cioe D si
possa ottenere mediante unioni e intersezioni finite di aperti con frontiera regolare
di classe C'. In questo caso 0D risulta un’unione finita di sottoinsiemi chiusi di sot-
tovarieta orientate, due a due senza punti interni comuni e 'integrale sulla frontiera
deve intendersi come la somma finita degli integrali effettuati su ciascuno di tali
sottoinsiemi.

Concludiamo con alcune osservazioni che collegano le formule di Green-Stokes al
lemma di Poincaré-Volterra. Sia A un aperto di R" e sian € Qf(A), (k, ¢ > 1) con

dn=20 in A.

Una tale forma si dice chiusa. Allora:
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(i) L’integrale della n su sottovarieta compatte di A di dimensione ¢ ¢ invariante
per omotopia e la sua definizione si puo estendere fino a definire applicazioni :

m(S1,A) — R, m(D9, 8771 A) — R.

Cio dipende dal fatto che le applicazioni continue S™ — A si possono approssimare
mediante applicazioni di classe C* e queste, per il lemma di Sard, hanno luogo di
valori critici di misura g-dimensionale nulla.
(ii) Condizione necessaria e sufficiente affinché si possa trovare una forma u €
QZ:&(A) tale che
du=mnin A

(in questo caso diciamo che 7 ¢ esattain A) ¢ che 'integrale di 17 su ogni sottovarieta
compatta orientata di dimensione ¢ di A sia 0.
Sia A = R? — {0}. Consideriamo su A la forma chiusa

dezw_
«T2+y2

Essa non e esatta in quanto il suo integrale su una qualsiasi circonferenza
[0,27] >t — *(Rcost, Rsint) € A

(R > 0) e uguale a 27. L’integrale della forma df su un laccetto in A, diviso per
27 si dice I'indice del laccetto rispetto a 0 e "annullarsi dell’indice del laccetto e
condizione necessaria e sufficiente affinché esso sia omotopo al laccetto costante.
Intuitivamente I'indice rispetto a 0 di un laccetto in A misura quante volte esso si
avvolge intorno all’origine. In generale, dato un laccetto in R?, & possibile definire
I'indice del laccetto rispetto a qualsiasi punto di R? che non appartenga al laccetto,
considerando le forme:

(r —x0)dy — (y — yo)dx
(x—20)2+ (y —yo)?

Nel caso di laccetti semplici, I'indice rispetto al laccetto di ciascun punto che non
sia nel suo supporto puo assumere solo due valori tra i numeri 0,1, —1. I punti
in cui I'indice e diverso da 0 formano un aperto limitato che ha il laccetto come
frontiera (Teorema di Jordan).

L’indice rispetto a 0 della frontiera orientata di un dominio regolare connesso
e semplicemente connesso che contenga 0 come suo punto interno ¢ 1, mentre la
somma degli indici dei laccetti che compongono la frontiera di un dominio regolare
che non contenga 0 nella sua chiusura e uguale a 0.
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CAPITOLO 1V

FIBRATI VETTORIALI E FIBRATI PRINCIPALI

§1 CAMPI DI VETTORI E CURVE INTEGRALI

Sia M una fissata differenziabile di dimensione m, e di classe C°°, numerabile
all’infinito. Denotiamo con £(M) l'algebra reale ed anello commutativo unitario
delle funzioni C*°, a valori reali, definite su M. Si dice campo di vettori su M una
derivazione dell’algebra £(M), cioe un’applicazione R-lineare:

X:EM)— EM)
che soddisfi 'identita di Leibnitz:
(1.1) X(fg)=gX(f)+fX(9) Vf ge&(M).

Indichiamo con X(M) l'insieme di tutti i campi di vettori su M. Essi formano un
E(M )-modulo unitario, per il prodotto definito da (fX)(g) = f(X(g)) (se f,g €
E(M), X € X(M), ed un’algebra di Lie reale per il prodotto di commutazione :

(1.2)  [X,)Y](f) = XY (f) -Y(X(f)) per XY eX(M), fe&M).

LEMMA 1.1 Se X € X(M), allora X si annulla su tutte le funzioni costanti.

Dim. Indichiamo con ¢, per ¢ € R, la funzione costante che vale ¢ su M. Abbiamo:
X)) =X(e)=X(c-1)=c- X(1)+1-X(c)=2-X(c)
e quindi X (¢) = 0. O

LEMMA 1.2 Sia X € X(M). Se f € E(M) e f(p) = 0 per tutti i punti p di un
aperto A di M, allora X (f)(p) =0 per ogni p € A. Abbiamo quindi :

(1.3) supp(X (f)) Csupp(f)  Vfe&(M), VX € X(M).

DiM.  Fissato un punto p € A, siano U e V due apertidi M conp e U €V € A
¢ una funzione di £(M) uguale a 0 in U e uguale a 1 su M \ V. Allora f = ¢f e
quindi:

X(f)(p) = X(of)(p) = o(p)X(f)(p) + f(p)X(¢)(p) = 0.

Da questo lemma si ricava immediatamente:

LEMMA 1.3 Sia X un campo di vettori su M; se f, g sono due funzioni di E(M)
che assumono gli stessi valori su tutti i punti di un aperto A di M, allora:
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X(f)p)=X(g)(p) VpeA.

Dim. Infatti f — g si annulla su A e quindi:

X(f)p) = X(g9)(p) = X(f —9)(p) =0 VpeA. -

COROLLARIO 1.4 Se A é un aperto di M, per ogni X € X(M) vi & uno ed un solo
campo di vettori X |4 € X(A) tale che X |a f|la = (X f)|a perogni f € E(M).O

Ad ogni carta locale (U, x) in M possiamo associare campi di vettori 8/0z1, ...,
0/0x™ in X(U), definiti da:

9\, Olfor
(1.4) <6$i)f—70x Vfe&U).
Vale il :
LEMMA 1.5 Sia X € X(M) e sia (U, z) una carta locale in M. Allora:
(1.5) Xy = iX(xi) 8, :
pt oz*

DiM. Data f € E(U), sia f* = foxz~t € E(x(U)). Se zg € z(U), per ogni punto
x di un intorno aperto V., C z(U) di xo, stellato rispetto ad zg :

BN Y df*(zo + t(x — x0))
Fi(@) = F*(xo0) + / o it
— fo)+ > (& — @) ff(x),  con

1=1

1 *
fz*(x) = /O gﬁz (33'0 + t(ﬂl’ — .730)) dt € 5(‘/;30) .

Con xog = x(po) abbiamo f/(zg) = % = [(3%) f] (po)- e quindi:

(X [vf1(po) = [X |v., £] (po)

m

Vep D (@ —ap)ff o x] (po)

i=1

=X X

Voo £ (P0) ] (P0) +

=3 L) o0 [ (52) 1] o e

Dato un campo di vettori X € X(M) ed un punto p € M, indichiamo con X, la
derivazione :

(L6) E(M) 3 f — Xpf = (Xf)(p) € R
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dell’algebra reale £(M). Diciamo anche che X, ¢ un wvettore tangente ad M nel
punto p.
Una curva ¢ : (a,b) — M di classe C! & una curva integrale del campo di vettori

X e X(M) se:

(1.7) dfc;if(t) =X¢,(t)f Vfe&M), Vte (a,b).

Se (U, ) & una carta locale in M ed X = 31" | a’(z)52; in U, allora gli integrali
¢ in U del campo di vettori X sono soluzioni z(t) = z(¢(t)) del sistema autonomo

di equazioni differenziali ordinarie del prim’ordine:
(1.8) ' =ad'(z) peri=1,...,m.

Dai teoremi di esistenza e unicita per sistemi di equazioni differenziali ordinarie
abbiamo allora:

TEOREMA 1.6 Sia X € X(M) un campo di vettori in M e sia py un qualsiasi
punto di M. Esiste allora un’unica curva integrale ¢: (a,b) — M di X, con —oo <
a<0<b< 400, con ¢(0) = po, tale che, se a > —oo, allora ¢(t) non ha limite in
M pert — a; se b < 400, allora ¢(t) non ha limite in M pert — b.

62  VETTORI TANGENTI E FIBRATO TANGENTE
Fissato un punto p € M, chiamiamo vettore tangente ad M in p un’applicazione
R-lineare v: £(M) — R che soddisfi I'uguaglianza di Leibnitz :

(2.1) v(fg) = (w())glp) + f(p)(w(g)  Vf g€ &(M).

I vettori tangenti in un punto p € M formano uno spazio vettoriale reale, che
indicheremo con T,M. Se X € X(M), o piu in generale X € X(U) per un intorno
aperto U di p in M, allora X, ¢ un vettore tangente ad M in p. Abbiamo:

TEOREMA 2.1 Per ogni punto p € M [’applicazione lineare

(2.2) xX(M)> X — X, € T,M
e surgettiva.

Se (U, x) e una carta locale in p, allora i vettori tangenti (%)p, - (aa?m)p
formano una base di T, M. U

Indichiamo con T'M 1'unione disgiunta degli spazi vettoriali 1},M, al variare di
pin M e con m: TM — M che fa corrispondere al vettore tangente v € T, M
il suo punto di applicazione p. Possiamo definire su T'M una struttura di varieta
differenziabile nel modo seguente. Per ogni carta locale (U, z) di M, definiamo una
carta locale (7~ 1(U),z x dx) di TM ponendo:

(2.3) 7Y U) 3 v— (2(r(v)),v(z)) € 2(U) x R™
' con v(z) = (v(zl),...,v(z")) € R™.
Se (V,y) € un’altra carta locale di M, per p € U NV abbiamo:

(2.4 o) =3 o) 2

R
X
h=1 0
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cioe v(y) = <%> v(z). Questa relazione si esprime anche dicendo che le componenti

di un vettore tangente sono covarianti rispetto ai cambiamenti di coordinate.
Quindi, se y = ¢(z), per x € x(UNV) C R™ & la funzione di transizione delle
due carte (U,z) e (V,y), il cambiamento di coordinate dalla carta (7~'U,x x dz)
alla carta (7~ 1(V),y x dy) & (¢ x d¢).
Abbiamo percio:

PROPOSIZIONE 2.2 Dato un atlante A = {(U;,x;)} di M, con funzioni di transi-

zione x; ; (abbiamo cioe x; ; = x; ogl:j_1 suz;(U;NU;)), allora TA = {7 *(U;), z; X

dx;)} € un atlante di T M, con funzioni di transizione z; ; x dx; ;. O
Un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di M & un’applicazione differenziabile
(2.5) O: M xR > (p,t) — ®(p,t) e M

che gode delle proprieta:

(i) (p,0)=p VpeM
(ii) O(p,t+s)=D(P(p,t),s) Vpe M, Vt,se M.

Chiamiamo gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi di M il dato di un
intorno U* di M x {0} in M x R e di un’applicazione

(2.6) Q:U"C M xR> (pt)— &(p,t)e M

che gode delle proprieta:

(i) ®(p,0)=p VpeM
(ii) O(p,t+s)=2(2(p,1),s) se(pt+s)e(P(pt),s)elU”.
Vale il :

TEOREMA 2.3 A un gruppo locale a un parametro ® : U* — M di diffeomorfismi
di M corrisponde un campo di vettori X € X(M) tale che

df (®(p,1))

Vfe&M), VpeM.
dt t=0

(2.7) (Xf)(p) =

Viceversa, dato un campo di vettori X € X(M) esiste un gruppo locale di diffeo-
morfismi di ® : U* — M di M per cui (2.7) é verificata. Due gruppi a un parametro
Oy : U — M e &y : Uy — M per cui sia verificata (2.7) per lo stesso campo X
coincidono su tutte le componenti connesse di Uy N U5 che intersecano M x {0}.

DiMm. L’esistenza e unicita di un gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi
associato ad un campo di vettori X € X(M) ¢ conseguenza del teorema d’esistenza
locale, unicita e dipendenza C*° dai dati iniziali per il sistema di equazioni diffe-
renziali ordinarie (1.8). II fatto che la soluzione generale del problema di Cauchy
definisca un gruppo locale a un parametro ¢ conseguenza del fatto che il sistema
(1.8) & autonomo, che cioe le funzioni a secondo membro in (1.8) non dipendono
dalla variabile ¢ e quindi che, se t — ®(p,t) & soluzione in un intervallo ¢t € (a,b),
con a < 0 < b, con dato iniziale ®(p,0) = p, allora, per ogni ty € (a,b) fissato,
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t — ®(p,t+tp) e soluzione nell’intervallo (a — tg, b — ty), con dato iniziale ®(p, to),
e coincide quindi con ®(P(p,tg),1).

Si verifica poi facilmente, utilizzando la formula di Leibnitz per la derivata del
prodotto di funzioni reali di una variabile reale, che la (2.7) definisce un campo di
vettori X € X(M). O

Siano M ed N due variteta differenziabili ed f : M — N un’applicazione di
classe C*°. Essa induce un’applicazione (il pull-back di funzioni):

(2.8) [HEWN) > ¢ — [f(¢) =¢o fe&(M).
Utilizzando il pull-back di funzioni definiamo il differenziale di f in un puntop € M :
fulp) =dfy : T,M — Ty,yN  mediante:
fP) (W) (@) = dfp(v)(¢) = v(f*(d)) =v(fod) Voe&N).

Se (U,z) e (V,y) sono carte locali in M ed N rispettivamente, con p € U ed
f(p) € V, abbiamo:

210) L) <i o ( 62)) -y <i o <p>> (aiyj)ﬂp) .

i= j=1 \i=1

(2.9)

Possiamo definire in questo modo un’applicazione differenziabile :
(2.11) fe=df:TM > v — dfﬂ(v)(v) eTN,

ove abbiamo indicato con m : TM — M la proiezione canonica. Essa si dice il
differenziale dell’applicazione f, o il suo sollevamento allo spazio tangente.

63  FIBRATI VETTORIALI

Siano E ed M due varieta differenziabili. Una fibrazione differenziabile di E su
M & una sommersione differenziabile surgettiva @ : £ — M. Sia V uno spazio vet-
toriale di dimensione finita. Un atlante di trivializzazione di E = M, come fibrato
vettoriale con base M e fibra tipica V, ¢ il dato di un ricoprimento aperto {U, }aca
di M e, per ogni a € A, di una sommersione differenziabile 1, : w=1(U,) — V tale
che:

(i) w N (U,) 3 & — (w@(§),va(£)) € Uy x V & un diffeomorfismo Va € A
(i) V>sw o, Yp(¢; H(p,v)) € Ve un isomorfismo lineare Vp € U, N U,
La famiglia A(F, M,V) = {(Uqa,%.) | a € A} si dice un atlante di trivializzazione
come fibrato vettoriale E = M e le funzioni Yap : Uy N U, — GLr(V) le sue

funzioni di transizione.

Due atlanti di trivializzazione A, (E, M, V) e A2(E, M, V') come fibrati vettoriali
E = M sono equivalenti se A;(E, M,V)U Ay(E, M, V) & ancora un atlante di
trivializzazione come fibrato vettoriale & = M.

Defininiamo struttura di fibrato vettoriale reale con base M e fibra tipica E una
fibrazione differenziabile E — M e una classe di equivalenza di atlanti di trivia-
lizzazione come fibrato vettoriale E — M. Fissata una tale struttura, diremo che
E =5 M ¢ un fibrato vettoriale reale differenziabile con base M e fibra tipica V.
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Lo spazio tangente T'M , definito nel paragrafo precedente, € un esempio di fibrato
vettoriale differenziabile, con base M e fibra tipica R™.

Il prodotto cartesiano M x V', con la proiezione sul primo fattore, ¢ un altro
esempio di fibrato vettoriale. Esso si dice banale o triviale e un fibrato vettoriale
E = M si dice trivializzabile se ammette una carta di trivializzazione (M, ).

Indicheremo con E, = w!(p) la fibrasu p € M. Essa ha una struttura naturale
di spazio vettoriale.

Siano F; —5 M; ed Ey =2 M, due fibrati vettoriali reali differenziabili.
Un’applicazione differenziabile F': 1 — FE5 si dice un morfismo di fibrati vettoriali
reali differenziabili se conserva le fibre, se cioe esiste un’applicazione differenziabile
fr My — M3 tale che F(E1,) C Eajf(,) per ogni p e la sua restrizione F), a ciascuna
fibra E1, ¢ lineare:

E, —X . B

wll lm ¢ commutativo e

M1—>M2
f

Fp:Evy, — By e lineare Vp € M.

Se inoltre la F: By — E» ¢ un diffeomorfismo, allora anche la sua inversa F~1: By —
F1 e un morfismo di fibrati differenziabili reali e si dira un isomorfismo di fibrati
vettoriali reali differenziabili.

Un fibrato differenziabile E =+ M & quindi trivializzabile se & isomorfo al fibrato
differenziale triviale M x V', per qualche spazio vettoriale reale V.

Le costruzioni dell’algebra lineare si estendono in modo naturale ai fibrati vet-
toriali.

In particolare, se E — M ¢ un fibrato vettoriale differenziabile con fibra tipica
V', consideriamo l'insieme E* formato dall’unione disgiunta degli spazi vettoriali
duali £7. Indichiamo ancora con @™ : E* — M I’applicazione che associa il punto

pe M adne E; CE*. Se{(Us,va)} ¢ un atlante del fibrato vettoriale E — M,
per ogni punto p € M la 9,(p) : E, — V & un isomorfismo lineare. Definiamo
[2] " ¢ [w*] "1 (Ua) — V* ponendola uguale a [¢%(p)] ' su ciascuna fibra EY. In
questo modo otteniamo un atlante di trivializzazione {(U,, [1)}]~1)}, che definisce

su B* =— M una struttura di fibrato vettoriale reale differenziabile. Con questa
struttura differenziabile, chiamiamo E* —— M il fibrato duale di E = M .

Siano E; =% M ed Ey =2 M due fibrati vettoriali reali, con fibre tipiche V; e
V5, sulla stessa base M. Definiamo :

(3.1) By @y B = {(§1,&2) € Er X B |w1(§) = wa(§)} -

Si verifica facilmente che By @y Eo —» M, ove w(£1,&) = wi(€1) = wa(&s) @
un fibrato vettoriale reale differenziabile con fibra tipica V; @ V5. Esso si dice la
somma di Whitney dei fibrati By — M ed Ey —2 M . Osserviamo che Ey @ Eo
s’identifica in modo naturale all’unione disgiunta degli spazi vettoriali Ey, ® Ea,,.

Siano Al(El,M, Vl) = {(Ua,l/Jla)} (§ AQ(EQ,M, VQ) = {(UG,I/JQG)} due atlanti
di trivializzazione, corrispondenti allo stesso ricoprimento aperto {U,} di M. Defi-
niamo £1® s B2 come 'unione disgiunta degli spazi vettoriali £1,® F3,,, al variare di
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pin M. Se fih) € By, & (h) ¢ Es,,perh=1,..., pu, porremo w(d> ) _, ih)®€(h))
p. Definiamo allora una struttura di ﬁbrato vettoriale reale differenziabile su
E1@pn By = M mediante {Ua, 1,812, } con (Y1, ® 1,) (p): B1,8Es, — ViQVs
uguale al prodotto tensoriale delle applicazioni lineari ¥1,(p) e 1¥2,(p).

In particolare, fissati due interi non negativi r, s possiamo definire, a partire dal
fibrato vettoriale reale differenziabile E =% M, con fibra tipica V, un fibrato vetto-

Wr,s

riale differenziabile 7"*(E) —— M, con fibra tipica V @ --- @ VeV @ -0 V",

g v~

r volte s volte
La fibra sopra il puntope £, ® --- @ E,®@ By ® -+~ ® E* e, se (U, 1) ¢ una carta di
r \:glte s v‘glte
trivializzazione di £ > M, la (U,9®" ® [¢*']®") ¢ una carta di trivializzazione

W, s

di 7%(F) —— M. Chiamiamo il fibrato vettoriale 7™*(E) — M la potenza
tensoriale r-covariante ed s-controvariante di E — M.

In modo perfettamente analogo possiamo definire un fibrato vettoriale complesso
differenziabile, richiedendo che la fibra tipica V sia uno spazio vettoriale complesso
e che le funzioni di transizione degli atlanti di trivializzazione ammissibili siano
C-lineari.

Sia E = M un fibrato differenziabile e sia A un aperto di M. Si dice sezione
differenziabile di E su A un’applicazione s € C*°(A, E) con w o s(p) = p per ogni
p e A

Osserviamo che X(A) si identifica in modo naturale a C*°(A,TM).

84 FIBRATO COTANGENTE E TENSORI

Indichiamo con T*M il duale del fibrato tangente T'M della varieta M. Esso si
dice il fibrato cotangente di M ed i suoi elementi vettori cotangenti o covettoriin M.
Se f € E(M), per ogni p € M T’applicazione T}, > v — v(f) € R ¢ un funzionale
lineare su T, M ed ¢ dunque un elemento di 7}y M. Associamo in questo modo ad

ogni f € £(M) una sezione differenziabile cfl} del fibrato T'x M. Con la definizione di
differenziale data nel paragrafo precedente, identifichiamo TR ad R x R, abbiamo :

df (v) = df (v )(ccllt)f(ﬂ(v))

avendo indicato con ¢ la coordinata canonica di R. Nel seguito scriveremo per
semplicita df invece di df, identificando il differenziale di una funzione reale alla
corrispondente sezione del fibrato cotangente.

Indichiamo con X*(M) I'€(M )-modulo delle sezioni differenziabili del fibrato
T*M.

Una sezione differenziabile X di TM su M ¢ un elemento di X(M) e possiamo
farla agire su X* (M) mediante [X (§)](p) = £,(X,) per ogni p € M. Analogamente,
possiamo interpretare la stessa uguaglianza come 'azione di £ € X*(M) su X €

Sia T7*(T M) la potenza tensoriale r-covariante ed s-controvariante di 7M. Essa
& un fibrato vettoriale con fibra [T, M]®" @ (1M ]®”. Le sue sezioni si dicono tensori
r-covarianti ed s-controvarianti.

Estendendo al prodotto tensoriale 'accoppiamento di dualita :

(4.1) X(M) x X*(M) 3 (X, &) — (X,§) € E(M), (X, &)(p) =&(Xp) Vpe M,
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una sezione 7 € C*°(M,T"*(TM)) definisce un’applicazione :

(4.2) FX(M)® X (M) @X(M)® - X(M) — E(M)

- . 7
g v~

r volte s volte

Si verifica senza difficolta il seguente criterio:

ProrosizioNE 4.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché un’applicazione R-
multilineare (4.2) sia associata ad un tensore & che sia £(M )-multilineare. O

§5 TFORME DIFFERENZIALI SU UNA VARIETA

Indichiamo con Q" (M) lo spazio dei tensori alternati h-controvarianti su M. Gli
elementi di Q" (M) sono i tensori 7 € C°(M,T%"(TM)) tali che 7(X1,...,Xp) =
0 quando due dei campi di vettori Xi,..., X}, sono uguali. Questa proprieta e
equivalente a:

(5.1) T(v1,...,vn) =0 se wvy,...v, € T,M sono linearmente dipendenti.
Ancora, questa e equivalente a:
(5.2)  T(voy,.--y05,) =€(0)T(V1,...,0) se vi,...vp€T,Me o€Gy.

Gli elementi di Q"(M) si chiamamo h-forme alternate. Definiamo il differenziale
di una h-forma alternata 7 € Q"(M) come la (h + 1)-forma alternata dr definita
da:

Verifichiamo che la (5.3) definisce una (h + 1)-forma alternata. Se, per due indici
0<r<s<h,e X, =X,=Y, siverifica facilmente che ciascuna delle due somme
a secondo membro di (5.3) si annulla. Per dimostrare la (M )-multilinearita, e
allora sufficiente verificare che:

dT(on,Xl,...,Xh) :de(Xo,Xl,...,Xh) erg(M), VXo,...,Xp E%(M)

Cio segue da:

[f Xo, Xi] = f[Xo, Xa] = (Xif)Xo
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e quindi:
h —_~
(fX07X17 7Xh) = fz (_1)2(X1,)7-(X07 7Xi7 7Xh)]
i=0
h . —~
+Z( )Z(Xf) (X07 7X127 7Xh)]
+f Z H_j XMX] X07 7X7 75(\37 7Xh)
0<i<j<h
—Z (X0, .., X4, oo, Xn)]
= de(Xo,Xl, ce ,Xh)
Vf e 5(M) VXo, X1,...,Xp € %(M)
Poiché [axw a?cj] = 0 se x',...,2™ sono coordinate locali, questa definizione del

differenziale di una forma e equivalente a quella che avevamo data nel caso di forme
differenziali su aperti degli spazi Euclidei. In particolare otteniamo :

TEOREMA 5.1 Se M ¢ una varieta differenziabile di dimensione m, il differenziale
definisce un complesso di operatori differenziali del prim’ordine :

(5.4 0 —— QM) SN orM) ——

— 4 omiM) —2 5 am(M) —— 0.
E QM) = £(M) e, per ogni aperto connesso U di M, le funzioni f € £(U) con
df = 0 su U sono costanti su U. Ogni punto p € M ha un sistema fondamentale di
intorni aperti U tali che, se 1 < h < m e T € Q"U) soddisfa dr = 0 in U, allora

esiste una n € Q" 1(U) tale che dn =7 in U.

DiM. Il Teorema segue dal teorema analogo (Lemma di Poincaré-Volterra) dimo-
strato per le forme differenziali definite sugli aperti degli spazi Euclidei. O

Un aperto U di M si dice contrattile se esiste un’applicazione differenziabile
® : U x[0,1] — U con ®(p,0) = pg costante e ®(p,1) = p per ogni p € U.
Abbiamo :

TEOREMA 5.2 (POINCARE-VOLTERRA) Se U ¢é un aperto contrattile di M ed
h > 1, allora per ogni o € Q"(U) che soddisfa dae = 0 in U esiste una u € Q"~1(U)
tale che du = «.

Dim. Sia @ : U x [0,1] — U un’applicazione differenziabile con ®(p,0) = po
costante e ®(p,1) = p per ogni p € U..
Sia a € Q"(U) una forma chiusa e poniamo :

" (a) =ap+dt Ny
con «y, o indipendenti da dt. Allora:

(?Oéo

d(®*(a)) = *(da) =0 = dpap =0, B

= dMOél
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dove abbiamo indicato con djs la restrizione del differenziale su U x [0, 1] ai vettori
orizzontali, cioe ai vettori tangenti annullati da dt. Definiamo :

t
B(t) = / ay(s)ds.
0
Otteniamo allora, poiché ap(0) =0:

¢ (?Cko

dy B(t) = /0 dyraq(s)ds = ; W(s)ds = ap(t).

Con u = (-, 1) € Q" 1(U), otteniamo du = ag(1) = a in U. d

§6 DERIVATA DI LIE DI UN TENSORE.
Un diffeomorfismo 1 : M — N definisce isomorfismi :

(W) EM)> f— fp=foyp " € EN)
e 1 X(M) 3 X — XY =0 (X) € X(N) ove ©.(X)(q) =d(Xy-1(y) YgEN
(P X (M) 2 € — & € X (N) ove &u(XY)=¢(X) VX € X(M).

Questi isomorfismi si estendono agli isomorfismi degli spazi tensoriali:
T(M)> 71— 1% e T(N),
definiti da:

TE T XY LX) =T XL X))
Vel L €T e XY (M), VX, ..., X, € X(M).

Sia ®x = Px(¢) il gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi di M, con
generatore infinitesimale X € X(M). Per ogni aperto U relativamente compatto in
M esiste un € > 0 tale che, per ogni t € (—¢,¢€), ®x(p,t) sia definita per ogni p € U.
Quindi, per ogni 7 € 7"*(M), utilizzando il diffeomorfismo ®x (t)"1(U) > p —
®x(p,t) € U, possiamo definire 7x (t) = 72x(1) € 775(U). Questo ci permette di
ottenere un nuovo tensore Lx(7) € 7"%(M), ponendo :

dTX (t)

(6.1) Lx(r)=- X

t=0
Il tensore Lx (7) € la derivata di Lie del tensore T rispetto al campo di vettori X.
PROPOSIZIONE 6.1 Se X,Y € X(M), allora Lx(Y) = [X,Y].

DiM. In una carta coordinata (U, z) siano X = >_1", a'd/0z", Y; = > b'0/0x".
Il gruppo locale a un parametro ®(¢) ¢ allora definito dalle equazioni :

i(x,t) = a'(®(x,t)) i=1,...,m.
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Scriviamo W(z,t) per I'inversa della ®(¢). Abbiamo cioe ®(V(x,t),t) = x per ogni
t e x nel dominio di definizione. Abbiamo allora:

Y(t)= > b (¥(x,1)(00/02")(¥(x,t))(0/d27) .
Otteniamo allora:

6Y Z Z bt oUh oBI L o Rk o) N ok %)
oxh ot Oxt oxtoxk Ot oxiot| | 0xi -

1,7=1 \h=1

Da ¥(®(x,t),t) = x, abbiamo:

oulh L 90l 9dk
4y —— —0.
o = oxk Ot

Poiché 0®/0x e 0¥ /0x sono entrambi 'identita per ¢ = 0, abbiamo:

L Ot OVt 90 00
Z ozh Ot ozt —hZa ozt

t=0

Per t = 0 & 0?®7 /0x'0x* = 0, mentre 92®7 /92’0t = Ja’ /Ox' ed otteniamo quindi
la formula desiderata. O

Si verifica facilmente che:
PROPOSIZIONE 6.2 Se f € T%%(M) = (M), allora Lxf = X f per ogni X €
X(M). O
Dati numeri positivi h, k,r,s con h < r, k < s, definiamo sui tensori I’operazione
di contrazione degli indici (h, k) :

CZTT,S(M) N Trfl,sfl(M)

nel modo seguente : siano X, ..., X, € X(M) campi di vettori che definiscono un
sistema di riferimento su un aperto U di M, tali cioe che X1 (p),..., X;n(p) € T,M
sia una base di T, M per ogni p € U. Definiamo il sistema di riferimento duale
¢, &™ e X*(U) mediante (X;,£7)(p) = 0% (delta di Kronecker) per ogni p € U.
Allora, su U, poniamo:

m
=> NGt T, Y, X, YY)
j=1 k h

vt € X*(M), Y; € X(M).

Si verifica che la contrazione ¢ ben defininta, che cioe non dipende dalla scelta del
sistema di riferimento su U.
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Abbiamo:

PROPOSIZIONE 6.3 La derivata di Lie commuta con le contrazioni. O

Utilizzando questa proposizione possiamo calcolare la derivata di Lie dei diversi
tensori a partire dalla definizione della derivata di Lie dei campi di vettori. Ad
esempio, se a € Q(M), abbiamo:

(6.2) Lx(@)(Y) = X(a(Y)) — a([X,Y]) VX,Y € X(M)

e, pill in generale :
PROPOSIZIONE 6.4 Se X € X(M) e a € Q"(M), allora:
Lx(a)(Xy,...,Xn)= Xga(Xl,....,Xh)) .

(63) +Zi:1 (_1)Za([X7Xi]7X17-"7Xi7"'7Xh)7

VXq,...,X, € %(M)
Dato un campo di vettori X € X(M), definiamo il prodotto interno rispetto ad
X € X(M) mediante :
ix T (M) 51 —ax(r) € T (M)

ix (7)€Y, €0 X, X)) =7(6h 6T X X, X )
VEL e XY (M), VX, ..., Xe_1 € X(M)

quando s > 1, porremo u1x (7) = 0 per ogni tensore 0-controvariante.

TEOREMA 6.5 Valgono le formule:

(6.4) Lx(a) =d(ixa) +ux(da) VX € X(M), Yo € Q"(X),
(6.5)  [Lx,oy](m) = Lx (0 (7)) — oy (Lx (7)) = 4x,v)(7) { zf,GYTfjf%),

§7 DISTRIBUZIONI VETTORIALI

Una distribuzione vettoriale sulla varieta differenziabile M ¢ un sotto-E(M)-
modulo 20 di X(M). Cio singifica che fX + gY € 20 per ogni X,Y € 20 e per
ogni f,g € £&(M). Per ogni p € M poniamo 20, = {X,|X € W} ¢ T,M. La
dimensione di 20, ¢ il rango di 20 in p. Se il rango di 2 ¢ costante, allora gli
elementi di 20 sono le sezioni di un sottofibrato vettoriale W — M del fibrato
tangente e, viceversa, se W — M ¢ un sottofibrato vettoriale del fibrato tangente,
lo spazio 20 = C>°(M, W) delle sezioni di W su M ¢ una distribuzione vettoriale
su M.

Sia Q*(M) = @, Q"(M) lalgebra delle forme differenziali alternate su M.
Indichiamo con Q% (M) = @, , Q"(M) l'ideale delle forme di grado positivo, che
non contengono cioe componenti di grado 0.

Associamo alla distribuzione vettoriale 20 il sistema differenziale:
Ty = {a € Q% (M) | ale = 0}.
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Osserviamo che Zgy € un sotto-E(M)-modulo graduato di Q*(M) ed un ideale
generato dai suoi elementi di grado uno.

In generale, chiamiamo sistema differenziale su M un qualsiasi ideale Z di Q* (M)
con ZNQO(M) = {0}. Ad esso associamo la distribuzione vettoriale::

(7.1) Wy ={X € X(M) [1x(Z) C 1},

che si dice la sua distribuzione caratteristica.

La distribuzione 2 coincide con la distribuzione caratteristica del sistema diffe-
renziale Zgy ad essa associato, e cioe Wz, = W. Viceversa, in generale il sistema
differenziale Zoy, associato alla distribuzione caratteristica di un sistema differen-
ziale Z puo essere piu grande di Z.

EsemMPIO 7.1 Sia Z il sistema differenziale Q(R™) A (dx! + dz? A dx®) in R™, con
m > 3. Allora 207 = E(R™) [%, Cees axim} e oy, € l'ideale di Q*(M) generato da
dxt, dx?, da3.

Una sottovarieta N di M si dice una sottovarieta integrale di 20 se T, N C 20,
per ogni p € N.

Una distribuzione vettoriale 20 si dice totalmente integrabile se per ogni punto
p € M esiste una sottovarieta integrale N di 20 conp € N e T,N = 20,,.

Diciamo che 20 e formalmente integrabile se

(7.2) [20,90] C 2.

Abbiamo il:

TEOREMA 7.1 (FROBENIUS) Sia 20 una distribuzione vettoriale di rango costante
k. Sono allora equivalenti :

(i) 20 e totalmente integrabile;
(ii) 20 & formalmente integrabile;
(iii) ATy C Toy

DiMm. (ii) = (i) Sia p € M. Poiché 20, ha rango k, possiamo fissare k campi
vettoriali Xy,..., Xy € W con Xy,,..., Xy, linearmente indipendenti in T, M.
Possiamo allora trovare una carta locale (U, z) per cui:

Xi:aii—'—zaz(x)% con al(0)=0 i=1,....k,j=1,...m.

A meno di sostituire ad U con un intorno piu piccolo di p, possiamo supporre che
la matrice:
1+ ai1(z) a2(x) o agg(x)

Alz) = asn(zr) 1+ a.zz(w) < agk(x)

a1 (z) a2 () <o agk(T)
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sia invertibile in z(U). Sia B(x) = (b%(«)) la sua inversa. Allora i campi di vettori

k m
. ) 9
. = J L h -
Y; ;bz(a:)xz axi+§ h@)gy (i=1....k)

generano 20, in ogni punto ¢ € U. La condizione (ii) implica che [Y;, Y]], €

(Y1g, ..., Yiy) per ogni g € U. Poiché Yy, ..., Yy, %, cee a:cim definisce una base
. . . P ) .
di T, M in ogni punto q € U, e [Y;, Y]], € ((W)q,..., (&c—m)q>7 otteniamo che

Y;,Y;] =01in U per ogni 1 <14,j <k.
Per concludere la dimostrazione, dimostriamo il seguente :

LEMMA 7.2 Siano Yi,...,Y; campi di vettori definiti e linearmente indipendenti
in tutti i punti di un intorno aperto U di p € M. Se [Y;,Y;] = 0 in U per ogni
1 <i < j <k, allora esite una carta locale (U',y) conp € U' C U per cui Y; = aiyi
inU peri=1,... k.

Dim. Possiamo supporre che (U, x) sia una carta locale in p. Ragioniamo per
induzione su k.
Sia k = 1. Possiamo supporre che Y7, = (%)p. Il campo di vettori Y; definisce

un gruppo locale a un parametro di diffeomorismi z(U) xR D U> (z,t) — P(x,t) €

R™, ove U & un intorno di z(U) x {0} in 2(U) x R. Abbiamo 84)1(,)(;”’” = 1perxz =0,
t = 0 e quindi, per il teorema delle funzioni implicite, x = ®(0,y2,...,y™;y')
definisce coordinate in un intorno U’ di p in U, per cui Y7 = ﬁiyl'

Supponiamo ora che k > 1 e che il lemma sia dimostrato per un numero inferiore
di campi di vettori linearmente indipendenti che commutano tra loro. Per la prima

parte della dimostrazione, possiamo fissare coordinate locali (U, z) tali che:

) ~ ;. 0 .
leﬁ, Yi:j;ai(x)% per2<j<k.

Abbiamo : . '
dal(z) 0
| = — <171<k.
[Yh }/;] : 8%1 o1 per 2 7> k
Jj=1
Quindi [Y7,Y;] = 0 implica che i coefficienti ag sono indipendenti da z' in un
m
: : : ; 0 :
intorno {—e < 2’ < ¢} C z(U). Poniamo Z; = z;az(w)@ per 2 < j < k. Con
‘7:
un cambiamento delle coordinate x2, ..., 2™ possiamo allora supporre, per 'ipotesi
induttiva, che Z; = % per 2 < 5 < k. Otteniamo percio nelle nuove coordinate
1 m.
R AL
0 0 1 0 .
Yl:@’ Yizﬁ—kai(x)@ per 2<i<k.

Da [Y;,Y;] = 0 per ogni 1 < i,j < k otteniamo allora che le a; sono indipendenti
da 2! e Oa} /027 = 3&} /0x" per 2 < i,j < k. Possiamo quindi trovare una funzione
¢, indipendente da x!, tale che a} = 9¢/dz" per 2 < i < k. Nelle nuove variabili :
yl =t +o(2?,... 2™)
yt = per2<i<m
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abbiamoYiza%iperlgigk. OJ

Completiamo ora la dimostrazione dell’implicazione (ii) = (i). Fissata una
carta locale (U’,y) con centro in p per cui Y; = 8%“ la N = {y**1 =0,...,9™ =0}
¢ una sottovarieta di M, contenuta in U’, contenente p e tale che T, N = 20, per
ogni g € N.

(ii) = (iii) Se o € X*(M) si annulla su tutti i campi di 20, abbiamo:
() da(X,Y)=X(a(Y)) - Y(a(X))—a([X,Y]) =0 ¥X,Y e

perché a(Y) =0, a(X) = 0 ed anche «([X,Y]) = 0 perché [X,Y] € 20. Si ragiona
in modo analogo per forme di grado maggiore di uno.

(ili) = (ii) Abbiamo 20 = {X € X(M)|a(X) = 0 Va € Iy N X*(M)}.
L’implicazione & allora una facile conseguenza della (x).

(ii) = (i) Segue dal fatto che il commutatore di due campi di vettori tangenti

a una sottovarieta IV in tutti i suoi punti e ancora tangente alla sottovarieta N in
tutti i suoi punti. O

Osserviamo infine che vale la:

PROPOSIZIONE 7.3 Se 7 é un sistema differenziale in M e dI C I, allora 07 e
formalmente integrabile.

DiM. Se X € W7 e acZ, allora:
Lx(a) =d(ix(a)) +1x(da) €T

per 'ipotesi che da € dZ C Z. Poiché la derivata di Lie commuta con la contrazione,
abbiamo, per X, Y € Wred a € 7:

i,y (@) =1y vy (@) = Lx (v () —w (Lx(a)) € .

Questo vale per ogni a € 7 e quindi anche [X,Y] € 207. O

68 GRUPPI DI LIE

Un gruppo di Lie ¢ un gruppo G su cui e fissata una struttura di varieta differen-
ziabile per cui 'operazione di gruppo G x G > (a,b) — ab~! € G sia differenziabile.

Poiché G ¢ localmente connesso, la componente connessa dell’identitd G° di G ¢
un sottogruppo normale ed ¢ aperta e chiusa in G. Osserviamo che G° & numerabile
all’infinito e quindi condizione necessaria e sufficiente affinché lo sia anche G & che
il quoziente G /GO sia al pitt numerabile.

Per ogni elemento a di G, le traslazioni a sinistra L, : G 5 g — ag € G e a
destra R, : G 3 g — ga € G e Pautomorfismo interno ad(a) : G > g — aga™! € G
sono diffeomorfismi di G in sé.

Un campo di vettori X € X(G) si dice invariante a sinistra se L, (X) = X. 1
campi di vettori invarianti a sinistra formano una sottoalgebra di Lie reale £(G) di
X(M). L’applicazione :

(*) T.G 3 X, — {Xo = Lo (Xe) |a € G} € £(G)
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€ un isomorfismo lineare. Indichiamo con g lo spazio vettoriale T, G con la struttura
di algebra di Lie reale che rende (*) un isomorfismo di algebre di Lie.

Indichiamo con la stessa lettera X I’elemento di g e il corrispondente campo
di vettori invarianti a sinistra. Esso genera un gruppo a un parametro ¢x(t) di
diffeomorfismi di G. Il fatto che ¢x sia definita su G x R e conseguenza del fatto

che:
bx(a,t) =ab lpx(b,t)  Va,be G

ed, a priori, per |t| sufficientemente piccolo. Questa formula ci permette di estendere
la, definizione di ¢x(a,t) per ogni t € R.
Si pone ¢x (e,t) = exp(tX). Abbiamo:

(8.1) exp((t1 + t2)X) = exp(t1 X)) exp(taX) Viti,te € R.

Chiamiamo {exp(tX) |t € R} un sottogruppo a un parametro di G. L’applicazione
g2 X — ¢x(e, 1) € G si dice V'applicazione esponenziale. 1l suo differenziale
in e e l'identita e quindi per il teorema delle funzioni implicite essa definisce un
diffeomorfismo di un intorno di 0 in g su un intorno di e in G. In particolare, la
dimensione della varieta differenziabile G € uguale alla dimensione di g come spazio
vettoriale reale.

EsemMPIO 8.1 1l gruppo delle matrici reali n x n invertibili GL(n,R) & un gruppo
di Lie, di dimensione n2. La sua algebra di Lie gl(n,R) & l'algebra di Lie di tutte
le matrici reali n x n e 'esponenziale coincide con quello definito per le matrici:

(8.2) exp(X) =) %Xh .
h=0

11 suo sottogruppo SL(n, R) delle matrici con determinante 1 ¢ anch’esso un gruppo
di Lie di dimensione (n? — 1) con algebra di Lie s[(n, R) formata dalle matrici reali
con traccia nulla.

EsempIiOo 8.2 1l gruppo ortogonale O(n) ¢ formato dalle matrici a € GL(n,R)
tali che 'a = a=!. Esso ¢ un gruppo di Lie con algebra di Lie o(n) formata dalle
matrici reali antisimmetriche. La sua dimensione & n(n —1)/2.

Un sottogruppo H di G € un suo sottogruppo di Lie se &€ anche una sottovarieta
differenziabile di G, e con tale struttura differenziabile ¢ un gruppo di Lie.

L’algebra di Lie h di un sottogruppo di Lie H di G ¢ una sottoalgebra di Lie di
g. Infatti i campi di vettori invarianti a sinistra su H sono restrizioni a H di campi
di vettori invarianti a sinsitra di G.

Viceversa, per ogni sottoalgebra di Lie h di G il sottogruppo H di G generato da
exp(h) € un un sottogruppo di Lie connesso di G. Questo ¢ conseguenza del fatto
che i campi di vettori invarianti a sinistra corrispondenti agli elementi di f generano
una distribuzione vettoriale di rango costante formalmente (e quindi totalmente)
integrabile in G.

Ogni omorfismo differenziabile ¢ : G; — Go di gruppi di Lie determina un
omomorfismo d¢(e) : g3 — go delle loro algebre di Lie. Il viceversa non ¢ sempre
vero; lo € quando Go e semplicemente connesso.

In particolare, la G 3 a — ad(a) € Aut(G) definisce un’applicazione G > a —
Ad(a) € Aut(g), che si dice la rappresentazione lineare aggiunta di G.
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Una forma differenziale w € Q(G) si dice invariante a sinistra se Liw = w
per ogni a € G. In modo equivalente, w & invariante a sinistra se (e solo se)
w(X) = costante se X € £(QG), cioe se ¢ costante sui campi di vettori invarianti a
sinistra.

E conveniente considerare nel seguito anche forme differenziali a valori in spazi
vettoriali: se V € uno spazio vettoriale reale di dimensione finita ed M una varieta
differenziabile, indichiamo con Q"*(M,V) le forme differenziali di grado h a valori
in V. Esse sono le applicazioni £(M )-multilineari alternate:

: X(M) x -+ x X(M) — C*(M, V).

.

h volte

Possiamo estendere in modo standard la definizione del differenziale al caso di forme
alternate a valori in uno spazio vettoriale V.

Inoltre, quando V' = a e anche un’algebra di Lie reale, possiamo definire il
prodotto esterno di due forme differenziali a valori in a. Per due forme omogenee
poniamo :

(8.3)
[ ABI(X1,. . Xprg) = Y e(0)a(Xoys o Xo), B Xy s Xoy )]

0€6p1q
1<o1<-<op<ptq
1§Up+l<"'<gp+q §P+q

per a€QP(M,a), B€QI(M,a), X1,...,Xprq € X(M)

ed estendiamo il prodotto cosi definito per bilinearita. In particolare, se « e 3 sono
1-forme a valori in a, abbiamo:

[a A BI(X,Y) = [a(X), B(Y)] = [a(Y), B(X)]
[a A a](X,Y) = 2[a(X), (Y]
VX,Y € X(M).

Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. Per ogni a € G abbiamo isomorfismi
lineari :

(8.4) g2 X, ——— Xeg(G)23X — X, e€T,G.

Otteniamo una forma differenziale invariante a sinistra w € Q' (G, g) associando ad
ogni X, € T,G l'elemento X, € g = T. G tale che X, ed X, siano i valori assunti
in e ed a da uno stesso campo di vettori invariante a sinistra X € £(G). La forma
w si dice la forma di Cartan del gruppo di Lie G.

PROPOSIZIONE 8.1 La forma di Cartan w di un gruppo di Lie g € una forma
invariante a sinistra e soddisfa ’equazione di Maurer-Cartan :

(8.5) dw+%[u)/\w]20.
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Dim. Siano X,Y € £((G)). Allora:

dw(X,Y) = Xw(Y) = Yw(X) —w([X,Y])
= —[w(X), w(Y)]
1
=-3 wAw](X,Y).
Poiché X(M) ¢ generato, come £(G)-modulo, da £(G), otteniamo la tesi. O

LEMMA 8.2 La forma di Cartan w di G soddisfa :
(8.6) Riw=Ad(aHow.

Ogni forma differenziale n € Q'(G,V), invariante a sinistra su G ¢ della forma
n =T ow, per un’applicazione linerare T : g — V.

DiMm. Se X € g, abbiamo:
— _ *
Rou(X*) = Ry 0 Ly—1,(X*) = Ad(a™"),(X*) = (Ad(a ") (X)),
cioe, se X € g, il campo di vettori R,, (X*) & ancora invariante a sinistra (perché le
traslazione a sinistra commutano con le traslazioni a destra) e coincide quindi con
il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente ad Ad(a=1)(X).

Se n € Q(G, V) ¢ invariante a sinistra, abbiamo n = Tow con T =n(e) : g =
T.G — V. O

§9 FIBRATI PRINCIPALI
Sia G un gruppo di Lie e P una varieta differenziabile. Chiamiamo azione
differenziabile a destra di G su P un’applicazione differenziabile:

(9.1) PxG>(pg) —p-geP

tale che, per ogni g € G 'applicazione (traslazione a destra) :

(9.2) Ry:P>p—p-gcP

sia un diffeomorfismo di P in se e

(9.3) (P-91)-92=p-(9192) VPEP, Vg1,92€G.
Sia g l'algebra di Lie di G. Allora, per ogni X € g, 'applicazione

(9.4) PxR>(p,t) = p-exp(tX)eP

definisce un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di P e quindi un campo di
vettori X* € X(P).
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TEOREMA 9.1 L’applicazione
(9.5) g5 X — X" e X(P)
e un omomorfismo R-lineare. Per ogni g € G abbiamo

(9.6) (Rg)™ (X7) = (ad(g9)X)" VX €g.

Dim. I fatto che I'applicazione (9.5) sia R-lineare segue dalla formula
exp(tX)exp(tY) = exp(t(X +Y) +o(t?)) VX,Y €g, VteR.

Sia ora f € E(P). Allora, se g € G, p € P,

((Rg)*(X*))f(p): X*(f(q- g_l))|q=p-g = %f(q : eXP(tX)gilﬂq:p-g,t:O

- %f(p -gexp(tX)g—")|i=o = (ad(9)X)" f(p)

ed otteniamo cosi la (9.6). O

Si dice fibrato principale con gruppo strutturale G e base M il dato di due varieta
differenziabili P ed M, un gruppo di Lie G, un’azione differenziabile a destra

(9.7) PxG>(pg) —p-geP
e una fibrazione localmente banale con fibra tipica G:
(9.8) 7:P—M

tali che:

(1) L’azione di G su P ¢ libera, ovvero R, non ha punti fissi se e # g € G.
(2) G agisce transitivamente sulle fibre di 7: se p1,py € P, allora:

(9.9) m(p1) = m(p2) <= p1 =p2-g per qualche g€ G.

Sia P - M un fibrato principale con gruppo strutturale G. Indichiamo con
G

¥ = Y(P) la distribuzione vettoriale dei campi di vettori verticali su P:
(9.10) P ={X € X(P)|m(X)=0}.

Essa e formalmente integrabile, in quanto la 7 : P — M e una foliazione globale di
0. Infatti, per ogni p € M, la V,, = 7~ 1(p) & una sottovarieta differenziabile chiusa
di P con TV, = ‘U¢ per ogni § € V,,.

Indichiamo con V = V P il corrispondente sotto-fibrato vettoriale di T P.

LEMMA 9.2 Per ogni X € g, il campo di vettori X* é verticale. Per ogni punto
p € P, ’applicazione:

(9.11) g3 X - X €V,P
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e un isomorfismo R-lineare. Il fibrato V P é globalmente banale su P, in quanto la
(9.12) Pxg>(p,X)— X, €VP

¢ un isomorfismo di fibrati vettoriali.
La distribuzione G(P) é il sotto-E(P)-modulo libero di X(P) generato dai campi
di vettori X* al variare di X in g.

Dim. Se X € g, allora
w(p-exp(tX))=n(p) VteR e VpeP

implica che
T (X*) = 0.

Poiche per ipotesi, fissato p € P, "applicazione
Gag—p-gen '(p
¢ un diffeomorfismo, essa induce un isomorfismo R-lineare

g3 X — X} €T, (7 (p)) = V,P.

Dato un vettore tangente verticale V' € VP applicato in un punto p di P, vi e
per il lemma precedente un’unico elemento X dell’algebra di Lie g di G tale che
X, = V. Risulta allora definita un’unica applicazione

(9.13) 0: VP — g
tale che 0(X) € E(P) per ogni X € Y(P). La
(9.14) 6 :0(P) — £(P)

¢ un’applicazione £(P)-lineare. Diremo quindi che ¢ una forma differenziale sulla
distribuzione verticale, a valori nell’algebra di Lie g. Nota che la 6 gode della
proprieta:

(9.15) (Rg)*0 =ad(g)of Vge G.

Esempio 9.1 Indichiamo con F(M) il fibrato dei sistemi di riferimento di M.
Per ogni punto p € M, la fibra F,(M) ¢ costituita da tutte le basi (v1,...,vm)
di T,M. Una carta di trivializzazione del fibrato F(M) e il dato di un aperto
U C M e di m campi di vettori Xi,...,X,, € X(U) che definiscano una base
di T,M per ogni punto p € U. Il gruppo strutturale ¢ GL(m,R), con I'azione
naturale (v1,...,0m) a = (3 ie; Gi1Vis ..., D oieq Qim0;i) S (V1,. .., Um) € Fp(M),
a = (a;;) € GL(m,R). Se F(M) ammette una trivializzazione globale, diciamo
che M e parallelizzabile. 11 fatto che M sia parallelizzabile ¢ anche equivalente al
fatto che T'M ammetta una trivializzazione globale. Ad esempio, tutti i gruppi
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di Lie sono varieta parallelizzabili, e possiamo utilizzare la forma di Cartan per
definire la trivializzazione globale :
(mxw): T(G)>v — (7(v),w(v)) € G x g.

610 IL FIBRATO DEI SISTEMI DI RIFERIMENTO

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, numerabile all’infinito. In-
dichiamo con §(M) il fibrato dei sistemi di riferimento su M. I punti £ di F(M)
che appartengono alla sua fibra sul punto p € M sono le basi di T, M come spazio
vettoriale reale. Indichiamo con 7 : §(M) — M la proiezione sulla base. La fibra
§p(M) si puo identificare all’insieme di tutte le applicazioni R-lineari invertibili
¢ :R™ — T,M. Abbiamo quindi un’azione naturale a destra del gruppo GL(m, R)
su §(M), definita mediante £ - a = £ o a per ogni & € F(M) ed a € GL(m,R). La
struttura differenziabile su §(M) e definita nel modo seguente. Se X1, ..., X,, sono
campi di vettori definiti, differenziabili e lineramente indipendenti in tutti i punti
di un aperto U C M, allora:

(%) U x GL(m,R) 3 (z,a) — (X1(z),..., Xm(z))oa € 7 (V)

¢ un diffeomorfismo. Le (x) definiscono anche la struttura di fibrato principale con
gruppo strutturale GL(m,R) di §(M).

§11 FIBRATI VETTORIALI ASSOCIATI A FIBRATI PRINCIPALI
Sia P M un fibrato principale su M, con gruppo strutturale G. Sia p : G —
G

GLg (V) una rappresentazione lineare, di dimensione finita, di G. Poniamo:
(11.1) E=PxV/~ ove (&0v)~ (E-a,p(aN)(w)) VE€P,VoeV,VacG.
Il diagramma commutativo:

Pxv ., F

! =

P — M

definisce una sommersione differenziabile w : £ — M. Se 0 € C*(U,P) ¢ una
sezione differenziabile di P su un aperto U di M, allora possiamo considerare :

(11.2) UxV 3 (x,v) — pr((c(z),v)) € @ H(U)

come l'inversa di una carta di trivializzazione di un fibrato vettoriale E — M, con
fibra tipica V.

In questo modo associamo ad ogni rappresentazione lineare p di G un fibrato
vettoriale su M. Se pensiamo di aver fissato una volta per tutte il fibrato principale
P % M, potremo indicare con E,(M) =, M il fibrato vettoriale con fibra tipica

V' corrispondente alla rappresentazione lineare p : G — GLg(V'). Le sezioni diffe-
renziabili del fibrato vettoriale E,(M) si diranno in generale quantita di tipo p.

Ad esempio, nel caso del fibrato dei sistemi di riferimento, F(M) ————— M, il
GL(m,R)

fibrato associato alla rappresentazione identica GL(m,R) 3 a — a € GLg(R™) ¢l



74 GEOMETRIA DIFFERENZIALE - IV

fibrato tangente T M; se consideriamo invece la rappresentazione duale GL(m,R) >
a—ta e GLg(R™), otteniamo lo spazio cotangente 7% M. Possiamo poi ottenere

i fibrati tensoriali dalle rappresentazioni tensoriali:

p(a)(V1® @V, w1 ® -+ ® wy)
=a(v) @ @a(vy) @ (W) @@ (wy)

Vv, ..., U0p, W1, ..., wy € R™.

Siano P; /% M; e Py 25 M, due fibrati principali.
G Go

6§12 G-STRUTTURE

Un’applicazione differenziabile f : P; — Ps € un omomorfismo di fibrati princi-
pali se € un omomorfismo di fibrati ed inoltre esiste un omomorfismo di gruppi di
Lie ¢ : G; — Gy, tale che

f(§-a)=f(§)-pla) VE€P: VaecG.

Quando M; = Ms, G ¢ un sottogruppo di Lie di G5 e la f € un’immersione che
induce l'identita sulla base, diciamo che la f € una riduzione del gruppo strutturale.
Se G & un sottogruppo del gruppo lineare GL(m,R) e P =5 M una riduzione

G

del gruppo strutturale di § ———— M, diciamo che P =5 M & una G-struttura
GL(m,R) G
su M.

Il concetto di G-struttura permette di considerare con un punto di vista unitario
diverse strutture geometriche su una varieta differenziabile.

Ad esempio,

dare un’orientazione su M ¢ equivalente a dare una GL™ (m, R)-struttura;

dare una misura di Radon di classe C*° equivale ad assegnare una SL(m, R)-
struttura;

una metrica Riemanniana corrisponde a una O(m)-struttura;

una struttura quasi-compessa ¢ una GL(Z, C)-struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi-Hermitiana ¢ una U( ) struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi-simplettica ¢ una Sp( R)-struttura (m = 2n pari). Ricor-
diamo che Sp(%,R) = {a € SL(2n,R) | a Q} per una matrice antisimmetrica
(2n) x (2n) non degenere €2;

una 1-struttura e un parallelismo completo.

wlswl

|| MIS

§13 TRASVERSALITA

Siano M ed N varieta differenziabili di dimensione m ed n, rispettivamente,
f:M — N un’applicazione differenziabile ed S una sottovarieta differenziabile
chiusa di codimensione k£ in N. Diciamo che f é trasversale ad S in p € M se:

(1) 0 flp) ¢S
(ii) oppure Typ)S + df (p)(TpM) = Ty, N .

La seconda condizione si puo verificare solo se m > k. Quando m < k, dire che f
¢ trasversale as S in p significa soltanto che f(p) ¢ S.
Diciamo che f é trasversale ad S se lo € in ogni punto di M.



IV - FIBRATI VETTORIALI E FIBRATI PRINCIPALI 75

Sia f : M — N un’immersione differenziabile e siano pi,ps € M due punti
distinti di M che hanno la stessa immagine ¢ = f(p1) = f(p2). Diciamo che f &
regolare in (p1,p2) se

df(Tle) + df(szM) = TQN‘

Cio equivale ad affermare che esistano intorni aperti Uy, Us di py, po rispettiva-
mente, tali che f|y, sia trasversale ad f(Us) in p;. Diciamo che f ¢ un’immersione

regolare se lo € in tutte le coppie di punti (p1,p2) con p1 # p2 ed f(p1) = f(p2).

TEOREMA 13.1 (THOM) Siano M, N due varieta differenziabili ed S una sottova-
rieta differenziabile di N. Se K é un compatto di M, le applicazioni differenziabili
f M — N che sono trasversali ad S nei punti di K di M sono un aperto denso
di C*(M,N). Le f € C>®°(M,N) che sono trasversali ad S in tutti i punti di M
formano un sottoinsieme denso di seconda categoria di C*°(M, N).

DiM. Si verifica immediatamente che, se K € un compatto di M, le applicazioni
f € C°(M,N) che sono trasverali ad S in ogni punto di K formano un aperto Fg
di C*°(M, N). Bastera dimostrare che questo aperto ¢ denso in C*°(M, N).

Fissiamo un’applicazione differenziabile f : M — N. Sia {(V4,Ya)}aca un
atlante numerabile e localmente finito di IV, con la proprieta che o V, NS = 0,
oppure SNV, = {yl = 0,...,y70}. Consideriamo ora un atlante numerabile
{(Up, 2p) }pen di M tale che gli Uy siano compatti in M e, per un’applicazione
7:B — A, sia f(Uy) C V) per ogni b € B. Siano by,...,b; un insieme finito di
indici in B con K C Ule Up,. Indichiamo con Uy 'intorno aperto di f in C*°(M, N)
formato dalle applicazioni differenziabili & con h(Uy,) C V).

Ricordiamo che, per definire la topologia di C*°(M, N), possiamo supporre,
applicando il teorema d’immersione di Whitney, che N C R*. Se ‘_/J(bi) NS =401la
restrizione di f a Uy, & trasversale ad S. In questo caso, posto ¢; = dist(f/](bi), S) >
0, per ogni g € C°>°(M,R?) tale che (f + g)(M) C N e sup,cg,. [9(p)| < €, avremo

ancora (f + g)(Up, NS =0, e quindi la f + g & ancora trasversale ad S su Uy,.

Se invece Vj, NS # 0, detta pr : R* — R* la proiezione sulle prime k coordinate,
le applicazioni differenziabili h : Uy, — Vi, (ove Uy, & un intorno aperto di U, con
chiusura compatta in f~1(V4,)) che non sono trasversali ad S su Uy, sono contenute
nell’insieme delle h € C*°(U,,, V3,) per cui proy o h ha punti critici in Uy, . Per il
lemma di Sard le applicazioni di C*(Us,,RP) prive di punti critici in Up, sono un
aperto denso di Coo([?bi,Rk). Ne segue che le g : M — R per cui (f + g) € Uy ed
[ + g ¢ trasversale ad S in Uy, sono un aperto denso in Uy.

Da queste osservazioni ricaviamo che Fg € un aperto denso di C*° (M, N). Fissata

o
una successione di compatti {K,} di M con K, C K, 11 ed |J, K, = M, le appli-
cazioni differenziabili da M in N che sono trasversali ad S sono tutte e sole quelle
che appartengono ad (), F,, e sono quindi I'intersezione di una famiglia numerabile
di aperti densi e quindi un sottoinsieme denso di seconda categoria per il Teorema
di Baire. U

Date due varieta differenziabili M, N, indichiamo con C% (M, N) I'insieme delle
immersioni differenziabili f : M — N.

LEMMA 13.2 Siano M, N due varieta differenziabili connesse, di dimensione m

ed n rispettivamente, con m < n. Se M e compatto, allora C2 (M, N) é aperto
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in C*°(M,N). In generale, C2% (M, N) o é vuoto, o é di seconda categoria in
C® (M, N).

DiM. E facile verificare che l'insieme G delle applicazioni differenziabili f : M —
N che Date due varieta differenziabili connesse M, N, di dimensioni m, n rispetti-
vamente, con m < n, indichiamo con Imm(M, N) il sottospazio delle immersioni
differenziabili in C*°(M, N), con la topologia di sottospazio. Osserviamo che, se
M & compatto, Imm(M, N) & aperto in C>°(M, N) ; in generale, Imm(M, N) & un
sottoinsieme di seconda categoria di C*°(M, N) e quindi € uno spazio di Baire.

TEOREMA 13.3 (THOM) Siano M, N due varieta differenziabili di dimensione
m,n rispettivamente, con m < n. Per ogni compatto K C M, le immersioni
differenziabili f : M — N che sono trasversali su K formano un aperto denso in
Imm(M, N). Le immersioni differenziabili f : M — N che sono trasversali su tutto
M sono un sottoinsieme denso di seconda categoria di Imm(M, N).

DiM. Siano Ay = {(q,q) |q € N} la diagonale in N x N e Ay = {(p,p) |p € M}
quella in M x M. Un’applicazione differenziabile f : M — N ¢ un’immersione
trasversale se I'applicazione (M x M)\ Ay > (p1,p2) — (f(p1), f(p2)) € N x
N ¢ trasversale a Ay. Quindi, per il teorema precedente, l'insieme Gg delle
f € C>(M, N) che sono immersioni differenziabili trasversali in ogni punto di K
formano un aperto di C>**(M, N). Resta da dimostrare che tale aperto ¢ denso. Sia
f € C°(M). Vogliamo dimostrare che ogni intorno di f contiene funzioni di G .
Utilizzando il teorema d’immersione di Whitney, e sufficiente considerare il caso in
cui f sia un’immersione in ogni punto di M. Sia {(U,,x4)}aca, con A C N, un
atlante numerabile di M, con U, compatto ed f iniettiva su U, per ogni a € A.

Identifichiamo N, usando il teorema di immersione di Whitney, a una sottovarieta
chiusa di R?. Sia f € C>°(M).
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CAPITOLO V

CONNESSIONI PRINCIPALI

§1 DEFINIZIONI FONDAMENTALI
Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g e sia P — M un fibrato principale,
G

con gruppo strutturale G e sia VP il sottofibrato di T'P dei wvettori verticali, cioe
dei vettori v € TP tali che 7. (v) = 0.

Ricordiamo che ad ogni elemento X dell’algebra di Lie g e associato un campo
di vettori X* € C*>°(P,V P), definito su P e a valori in VP, che si dice il campo di
vettori fondamentale associato a X :

d

(1.1) Xif= (%) _Of(g.exp(tX)) Ve e P Vf e E(P).

Risulta quindi definito un unico isomorfismo
(1.2) ViPov=X/—X¢€g

per ogni £ € P.

Chiamiamo connessione principale sul G fibrato principale P - M il dato di
una forma differenziale (la forma di Cartan della connessione):

(1.3) w:TP — g

che goda delle proprieta:
(1) w(A*) = A per ogni A € g;
(2) Riw = ad(a 1w per ogni a € G, cioe w((R,)«(X)) = ad(a™Hw(X) per
ogni X € X(P).

Alla forma di connessione w associamo la distribuzione orizzontale:
(1.4) HP ={v e TP |w(v) = 0}.

Essa gode delle proprieta:

(1) TeP = VeP @ H¢P per ogni & € P;

(2") (Ra)«HeP = HeoP perogni é e Pea e G.
Siano h : TP — HP e v : TP — VP le proiezioni associate alla decomposizione
TP =VP &p HP.

La connessione principale w su P — M ci permette di definire il rilevamento
orizzontale:

(1.5) h:%X(M)>X — X € C®(P,HP).
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Il campo di vettori X su P & I'unico campo di vettori orizzontali m-correlato al
campo di vettori X su M. Esso e caratterizzato dalle proprieta:

(1.6) X eC®[P,HP) ¢ m.(X)=X,

(1.7) (Ro)-X =X, VX eX(M).

Viceversa, ogni campo di vettori Y € C>°(P, HP) che soddisfi (1.7) & della forma
Y = X per qualche X € X(M).

PROPOSIZIONE 1.1  L’applicazione (1.5) é R-lineare e soddisfa :

(1.8) fX=n"(f)X VfeEM), VX € X(M),
(1.9) X,Y] = h([X,Y]) VXY e X(M)

DiMm. La verifica della (1.8) ¢ immediata. Per dimostrare la (1.9), osserviamo che
essa e equivalente alla: o
(WX, V) = [X,Y] ¥X,Y € X(M).
U

Consideriamo un atlante di trivializzazione di P - M. Esso consiste del dato di
un ricoprimento aperto {U,} di M e, per ogni indice «, di una sezione o, : U, — P.
Il diffeomorfismo :

(1.10) Uy X G 3 (2,9) = 0a(z) - g € 71 (Uy)

¢ I'inverso del diffeomorfismo di trivializzazione. Le funzion:i di transizione sono le
applicazioni ¢g o = 051 ~04:Uy NUg — G, per cui risulta

(1.11) oo(x) =08(x) - Yga VYreU,NUgz.

Sia 0 : TG — g la forma di Maurer-Cartan di G, che identifica i vettori di g con
i corrispondenti campi di vettori invarianti a sinistra.

Il pull-back su U, N Ug della forma di Maurer-Cartan di G ¢ una forma diffe-
renziale su U, N Ug a valori in g:

(1.12) Oup = Vg0 = U5 dtbas

Per ogni « consideriamo il pull-back su U, della forma di Cartan che definisce la
connessione principale mediante la sezione o, della trivializzazione :

(1.13) Wa =0aw  su U,.

Il pull-back di w mediante il diffeomorfismo U, x G 3 (z,9) — 04(x)-g € 71 (Uy)
e la forma w} = wq, + 6.

LEMMA 1.2 Le forme w, e 0,3 soddisfano la relazione di compatibilita:

(1.14) wp = ad(Y3)wa + 0o su UsNUg. (EQUAZIONE DI GAUGE)



V - CONNESSIONI PRINCIPALI 79

Viceversa, date forme w,, che soddisfino la relazione di compatibilita, esiste un’unica
connessione principale w tale che w, = o} w.

DiMm. Per differenziare 'identita og = 04 - 1,3, conviene considerare la og, su
U, NUg, come I'applicazione composta:

U.NUg —— P xG — G
. (0a(®),Yap(@)) —— 0op(z)

Calcoliamo il differenziale dell’azione a destra P x G 3 (§,9) — £-g € P. Se
veT,PeY e€T,G, consideriamo due curve differenziabili £(¢) e g(¢) in P e G

rispettivamente, con £(0) = &y, £(0) = v e g(0) = go, g(0) =Y. Allora:

d

%(S(t) -g(t))|t:0 = [ngo](U) + [deo](Y)

dove Ry :P3>& —E&-goeLegy : G g — & g€ P. Otteniamo percio:
da/g(ﬂ?) = [deaﬁ(x)] odo, + [dLaa(gC)] oding.-
Da questa ricaviamo :
wp = 0j(w) =wodog

=wo[dRy, )] odoy +woldL, ()]0 dias

= ad (¢, j)w 0 dog +w o U gdiba
da cui segue la tesi perché w coincide con la forma canonica sui vettori verticali.

Viceversa, data una famiglia di forme {w, € C*(U,, g)}, possiamo definire w su

771 (Uy) come il pull-back di w} = w, + 6 mediante il diffeomorfismo di trivializza-

zione. Le equazioni di gauge ci garantiscono che le definizioni di w sono compatibili
sulle intersezioni 7~1(U,) N~ 1(Up). O

LEMMA 1.3 Sia~: [a,b] — M una curva differenziabile di classe C', sia xo = y(a)
e sia & € P tale che m(&y) = xo. Allora esiste un’unica curva 7 : [a,b] — P tale
che

(1) me 7=
(2) E’y(t) € HP per ognit € [a,b).

La curva 7 si dice il sollevamento orizzontale di v a partire dal punto &.
Osserviamo che, se &, = &y - a, per a € G, & un altro punto sulla fibra 7= (z),
allora 4(t) - a ¢ il sollevamento orizzontale di 7 a partire dal punto &;.

62 FORME TENSORIALI E PSEUDOTENSORIALI

Sia V' uno spazio vettoriale e p una rappresentazione lineare di G su V. Una
r-forma pseudotensoriale su P di tipo (p, V') € una r-forma alternata definita su P
e a valori in V tale che

(2.1) Rip=pla™)-¢ VYaecG.
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La ¢ si dice tensoriale se € orizzontale, cioe se ¢(X1, ..., X,) = 0 quando uno dei
vettori X, e verticale.

La forma di connessione w : TP — g di una connessione principale € una 1-forma
pseudotensoriale su P, di tipo (ad, g).

. ™ . . . .
Data una r-forma tensoriale ¢ su P — M, definiamo il suo differenziale esterno
covariante D¢ mediante:

(2.2) { Dé(Xo, X1, .-, Xp) = dp(h(Xo), h(X1), ..., h(X,))

VSEP, VXo,Xl,...,XTGTSP.

TEOREMA 2.1 Sia ¢ € A(P,V) una r-forma pseudotensoriale di tipo (p, V).
Allora:

(a) ¢ o h é una r-forma tensoriale di tipo (p,V');
(b) d¢ é una (r + 1)-forma pseudotensoriale di tipo (p,V);
(¢) D¢ = (do) o h é una (r + 1)-forma tensoriale di tipo (p, V).

83 FORMA DI CURVATURA ED EQUAZIONI DI STRUTTURA
Definiamo forma di curvatura della connessione w la

(3.1) Q=Dw=dwoh.

La forma di curvatura 2 ¢ una 2-forma tensoriale di tipo (ad, g).
Essa soddisfa le due condizioni:
(i) R:Q =ad(a™!) o per ogni a € G;
(7i) QX,Y) =0 se uno dei due campi di vettori X,Y & verticale.

TEOREMA 3.1 La forma di curvatura soddisfa ’'EQUAZIONE DI STRUTTURA:
1
(3.2) dw+§[w/\w]zﬂ.

Osserviamo che, se X,Y € C>*(P, HP), allora ’equazione di struttura si riduce a
QUX,Y)=—-w([X,Y]). Se X,Y € g, abbiamo Q(X*,Y*)=0e:

dw(X*, V") = —w([ X, Y"]) = -[X,Y] = —%[w Awl(X*,Y™).

Se X €cgedY € X(M), allora Q(X*Y) =0, [wAw](X*,Y)=0e:

do(X*Y) = X*w(Y) = Yw(X*) —w([X*,Y]) =w(Lx-Y) =0,

dove abbiamo indicato con Lx~« la derivata di Lie rispetto al campo di vettori X*.
Risulta infatti:

w(Lx+Y)=(Lxw)(Y)+ X*(w(Y))=0.

TEOREMA 3.2 Vale 'I'DENTITA DIFFERENZIALE DI BIANCHI:

(3.3) DQ=0.
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PROPOSIZIONE 3.3 Se ¢ & una 1-forma tensoriale di tipo (ad, g) su P, allora

(3.4) D¢:d¢+%[¢/\w].

Dmm. Dobbiamo dimostrare che, se A, B € X(P), allora

La formula vale banalmente quando A e B siano o entrambi verticali o entrambi
orizzontali.

Esaminiamo ora il caso in cui A e B siano 'uno verticale, 1’altro orizzontale.
Possiamo supporre che A = X* per X € geche B = Y sia il rialzamento orizzontale
di un campo di vettori Y € X(M). In questo caso Yyq = (R,).Y, per ogni o € P
ed ogni a € G e quindi:

(3.6) [V, X*] = lim % ([Rewpex)], ¥ =¥) =0.

t—0

Quindi: ~ ~ ~ ~
dp(X™, V)= X"¢(Y) = Yo(X™) — ¢([X™,Y])
= X"¢(Y)

e dunque, essendo D¢(X*, Y) = 0, dobbiamo dimostrare che

X*¢(Y) =[p(Y), X"].
Abbiamo:

(z)a exp(tX) (S}) - (z)cr (S})>

= lim,_ } (Ad(exp(—1X)) (6 (V) ~ 6 (V)
(~ )] VoeP.

La dimostrazione & completa.

§4 CONNESSIONI PRINCIPALI E DERIVAZIONE COVARIANTE

Sia P = M un fibrato principale con gruppo strutturale G e sia (p,V) una
rappresentazione lineare di G. Scriveremo per semplicita a - v invece che p(a)(v)
per indicare I'azione dell’elemento a € G suv € V.

Consideriamo ora la varieta differenziabile P x V' e su di essa facciamo agire a
destra il gruppo G mediante

(4.1) PxVxG53(&va)— (E-a,atv)ePx V.
Sia E il quoziente di P x V rispetto a questa azione di G:

(4.2) (1,01) ~ (G2,02) & m(&r) =7(&) e v2= (& &) 1.
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(Nota che se 7(&;) = 7(&) vi ¢ un’unico elemento a € G, che denotiamo con &; '&,,
tale che & - a = &5.) Indichiamo con pr : P x V' — E la proiezione nel quoziente.
Per passaggio al quoziente otteniamo un’applicazione surgettiva

(4.3) E 5 M.

Si verifica facilmente che E ha una struttura di fibrato vettoriale. Se ¢ : U —
P ¢ una sezione differenziabile del fibrato principale P su un aperto U di M,
I’applicazione

(4.4) UxV —pr(o(z),v) e E

definisce una trivializzazione locale del fibrato vettoriale E.

Risulta in particolare definita per ogni x € M e £ € P, un’applicazione lineare

¢
(4.5) Vov . pr(&v) e E,

5—1

Possiamo associare a una r forma differenziale a valori in E una forma tensoriale
di grado r e tipo (p, V') su P estendendo per linearita la corrispondenza:

(4.6) s@9 — & toso(m(é))@n*9, £€P.

Indichiamo con Ag (P, V) lo spazio delle forme tensoriali di grado r e tipo (p, V)
su P. Abbiamo:

TEOREMA 4.1 La (4.6) definisce un isomorfismo lineare
(4.7) AN (M,E) — A (P, V).

La differenziazione covariante o connessione lineare sul fibrato E —— M definita
. . . ™ N . . .
dalla connessione principale w su P — M e descritta dal diagramma commutativo:

A"(M,E) —Y— A™1(M,E)

(4.8) =| |=

AE‘, (P7 V) - AE?Ll(P? V)
D

PROPOSIZIONE 4.2  Valgono le formule:

(4.9) V(fs) = s@df + fVs Vfe&M), VseC®(ME),

(4.10) V(is®pf) = s®dB + Vs® Vs € C*(M,E), VBe A (M).

Se X € X(M) e s € C>*°(M,E), indichiamo con Vxs la sezione Vs(X) di E
(derivazione covariante di s rispetto ad X).
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LEMMA 4.3 Sia s € C*°(M,E) e poniamo 3(£) = £ s(n(§)) per € € P. Otte-
niamo in questo modo una sezione in A% (P, V). Sia X € X(M) e sia X = h(X) il
corrispondente campo di vettori orizzontale su P. Allora:

(4.11) (X g) (€) = €1V ys(n(€)).

85 FORME DI CHRISTOFFEL

Utilizziamo le notazioni introdotte nei paragrafi precedenti.

SiaU xV 3 (z,v) — pr(c(z),v) = o(x) - v € E|y una trivializzazione locale di
E. Risulta allora definita una forma w, € A (U, gl(V)) tale che

(5.1) V(io-v)=0-w, v YweV.

TEOREMA 5.1 Se w é la forma di Cartan della connessione principale e p.(e) :
g — gl(V) il differenziale nell’identita della rappresentazione p : G — GL(V),
allora la forma di Christoftel e data da:

(5.2) Wy = px(€) oc*w.

COROLLARIO 5.2 Le forme di Christoftel di V rispetto a un atlante di trivializza-
zione soddisfano le equazioni di gauge:

(5.3) wo, = Ad(p(¥,3)) 0 o, + pu(€)fas

§6  CONNESSIONI LINEARI
Sul GL(n,R) fibrato L(M) dei sistemi di riferimento* su M & definita una forma
canonica ¢ € A'(L(M),R"), mediante:

(6.1) I(X) = o 'm(X) VX € T,L(M).

PROPOSIZIONE 6.1 La ¥ é una 1-forma tensoriale di tipo (GL(n,R),R™).
Fissata su L(M) una connessione principale con forma di Cartan

w € AYL(M), gi(n, R))
chiamiamo campi di vettori orizzontali standard i campi
(6.2) B(v)(0) = hy(ov) =av per veR™.

4Ricordiamo che un punto o di L(M) & un ismomorfismo R-lineare o : R® — T, M, ove
z =mw(o).
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(Ricordiamo che X, ¢ il rilevamento orizzontale in ¢ € P di X € T w(oyM.) Essi
sono caratterizzati da:

(6.3)

PROPOSIZIONE 6.2 Vale:

(6.4) Ro..B(v) = B(a™'(v)) V¥veR".
Inoltre B(v)(c) # 0 per ogni o € L(M) se v # 0.

DiM. Infatti R,,B(Vv) ¢ orizzontale e

I(Ra. B(v)) = (R;0) (B(v)) = a '9(B(v)) =a" (v).
OSSERVAZIONE I campi di vettori E; = B(e;) e B}, ove {Eij}1i<ij<n € la base
canonica di gl(n,R), formano in ogni punto ¢ di L(M) una base di T,L(M)
(parallelismo completo) e quindi per il Teorema di Palais il gruppo delle affinita di
M (diffeomorfismi f : M — M tali che il rialzamento f : L(M) — L(M) preservi
la connessione, i.e. f *w = w, ovvero f* preserva la distribuzione orizzontale) € un
gruppo di Lie di dimensione < n? + n.

PROPOSIZIONE 6.3 Se A € gl(n,R) e v € R", allora

(6.5) [A*, B(v)] = B(A(v)).

DiM. Abbiamo infatti:

d

A B |

RExp(tA)B(V)

G| BEA)

= B(A(v)).

La torsione della connessione lineare w ¢ la forma:
(6.6) ©=D79.
La © ¢ una forma tensoriale di tipo (GL(n,R),R"™), cioe:

(6.7) R® =a 'O VacGL(n,R).

TEOREMA 6.4 Curvatura e torsione di una connessione lineare soddisfano le equa-
zioni di struttura:

{d19+%[w/\19] =0

(6:8) dw + 3 wAw] = Q.
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Le equazioni di struttura si possono riscrivere in termini delle componenti scalari
¥* (1 <i<n)dive delle componenti scalari w; (1 <i,j <n)diw:

At + Wi A = O
(6.9) { ;

) 7 h _ Ot
dw; +wp Awj = Q5.
TEOREMA 6.5 (IDENTITA DIFFERENZIALI DI BIANCHI)  Valgono:

(6.10) {D@:%MAM:QAﬁ

DQ=0.

DiM. Differenziando le equazioni di struttura otteniamo:

dO=dw N — w A dV
=(Q-wAW)ANI—wA (O —-wAD)
=QANI—-—wAO

dQ=dw Nw —w A dw
=Q-wAw)Aw—wA (2 —wAw)
=QANw—-—wAQ.

Componendo a sinistra con h : TL(M) — HL(M) otteniamo le uguaglianze
desiderate.

OSSERVAZIONE

(1) Condizione necessaria e sufficiente affinché © = 0, & che
[B(v),B(w)] € VL(M) per ogni v,w € R";

(2) condizione necessaria e sufficiente affinché 2 = 0 ¢ che
[B(v),B(w)] € HL(M) per ogni v,w € R";

cio equivale al fatto che la distribuzione HM sia formalmente integrabile.

Se w, wg sono le forme di Cartan di due connessioni lineari su M, la differenza
w — wp € una l-forma tensoriale di tipo (Ad, gl(n,R) e viceversa, se ¢ ¢ una 1-
forma tensoriale di tipo (Ad, gl(n, R), allora wy + ¢ ¢ una connessione lineare su M.
Indichiamo con g, €2 le forme di torsione e di curvatura di wy e con ©, 2 quelle
di w. Abbiamo:

O=dd+w A
=d9 4wy AD+PpAY
=g+ NV
O=dw+wAw

=dw+dp+wisNwog+wog AP+ ANwo+ QA
=QotwoNPp+oAwo+dN9.
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Osserviamo ora che ©( ¢ una forma tensoriale di tipo (GL(n,R),R"™) e quindi si
puo rappresentare mediante

Op=ToUAY
con 7 € C*(A*(L(M)),R"), ciot ©f = 7', 7/";0"9’. Possiamo allora definire
una 1-forma ¢ a valori in gl(n,R) ponendo ¢ = —7 00, ciot —¢% = > _, T,ijﬁh.

Si verifica che ¢ & tensoriale di tipo (Ad,gl(n,R)) e quindi w = wy + ¢ & una
connessione di Cartan con torsione nulla.

Consideriamo ora una trivializzazione L(M )|y ~ U x GL(n,R) del fibrato dei
sistemi di riferimento su un aperto coordinato U. Identifichiamo U a un aperto di
R". La forma di Maurer Cartan @ = a~'*da su GL(n,R) definisce in modo ovvio
una connessione principale sul fibrato triviale U x GL(n,R). Abbiamo

Y =a tdrx

nel punto (z,a) € U x GL(n,R). Una connessione di Cartan w su L(M) differisce
in L(M)|y da w per una forma

(z,a) = a 'T'(z)a
con I'(z) € AN (U, gl(n,R). Otteniamo allora:
(6.11) ©=¢A0=(a"'I'(z)a) (a'dz) = a 'T'(z) A dx.

Se I'(x) = T'}! ;dz’, otteniamo allora

(6.12) O (z,a) = Y (a )T} da’ Adal .

hyi,j=1
Per quanto riguarda la curvatura, otteniamo:

O=dd+dNd+dNTw+TAP
=a 'dl'a — a 'daa™* ATa — a"'I' Ada
+a ' 'ATa+ a 'T'Ada + a*dana 'Ta
=a'dl +TAT)a.

(6.13)

Definiamo il tensore di torsione T € C°(M,TM ® A%?(M)) mediante:
(6.14) T(X,Y)=00,(X,Y) VX,Y € TroM,
e il tensore di curvatura R € C°(M,TM ® T*M @ A?(M)) mediante:
(6.15) R(X,Y)Z = —0Q,(X,V)9(Z) VX,Y,Z € Tp,)M.

Essi coincidono con la curvatura e la torsione definite mediante la derivazione
covariante di Koszul® :

(6.16) { T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

R(X,Y)=Vixy —[Vx, Vy].

5Ricordiamo che VxY (z) = 0(Xo9(Y)) se n(o) = .
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§7 LA CONNESSIONE DI LEVI-CIVITA

Sia (M, g) una varieta Riemanniana di dimensione n. Indichiamo con O(M)
il fibrato principale dei sistemi di riferimento ortonormali di (M,g), e con 7 :
O(M) — M la proiezione sulla base. Un punto o di O(M) con w(c) = x &
un’isometria lineare o : R® — T, M dello spazio Euclideo R™ su T, M, con la
metrica associata al prodotto scalare g, .

Definiamo la forma canonica 9 su O(M) mediante

(7.1) Vo(X) =0 (1 (X)) VYoecOM), VX € T,O(M).
Indichiamo con o(n) 1'algebra di Lie del gruppo O(n): abbiamo
(7.2) O(n) ={a€ GL(n,R)|a'a=1,} e o(n)={Acgl(nR)|'A+A=0}.

Indichiamo con w la 1-forma su O(n), a valori in o(n), che fa corrispondere a un
vettore tangente A € T,0(n) l'unico elemento w(A) € o(n) = T.0(n) tale che
(La).(w(4)) = A.

La w & la restrizione a O(n) della forma differenziale 2~ 'dx su GL(n,R). Os-
serviamo che vale 'IDENTITA DI MAURER-CARTAN:

(7.3) dw = —wAhw = —i[w,w].

Una qualsiasi connessione di Cartan wy sul fibrato principale O(M ) definisce una
connessione compatibile con la metrica g.
Indichiamo con © la sua forma di torsione: @' = t;kﬁj A 9%, con Ui = —th;-

Definiamo:
n

7= (1, — )0k
k=1
Allora

J _ ) S
T =-7; Vi,j=1,....n

e quindi 7 = (7}) € A (O(M),0(n)). Chiaramente 7 si annulla sui vettori verticali
ed ¢ quindi tensoriale di tipo (Ad,0(n)). La w = wp + 7 ¢ allora la forma di Cartan
di una connessione su O(M) priva di torsione. Infatti:
A0 + wi A DT = A0 + wol A DT+ 7E A D
= 1y, 007 + (5, + ty,; — th) 0" A
= (t?m - tf})ﬁ"’ NI

Osserviamo che due connessioni di Cartan w e @ su O(M) che abbiano entrambi
torsione nulla soddisfano la condizione:

(Wl — &) A =0.

J J
Poiché w;- — @; si annulla sui vettori verticali, possiamo scrivere wj» — @; =F ;hﬁh
ed otteniamo percio:

FUjho" A9 =0.
Questa relazione ci dice che th ¢ simmetrica rispetto agli indici 7, h. Essendo anche
antisimmetrica rispetto agli indici 7, j, abbiamo:

i i h _ h _ i _ g _ i
= Fyy = —Fjj = —Fj; = Fyy = Fyjy = —Fjp, .

Cio dimostra che F;h =0 e dunque w = @.



