Lezioni di Geometria Differenziale I
Calcolo differenziale sulle varieta

Mauro Nacinovich






Indice

|Capitolo I.  Calcolo differenziale negli spazi Euclidey
[[.1.  Funzioni differenziabili negli spazi R"|
|.2.  Equazioni differenziali ordinarie]
[[.3. Il teorema delle funzioni implicite|

E

[[.5. Immersioni € sommersioni differenziabili negli spazi Euclidei|

[[.6. Sottovarieta differenziabili negli spazi Euclidei]

[Capitolo 1. Geometria differenziale di R”|
|II i . E;ampl di vettori in R”]

[[L2. Curve integrali di un campo di vettori in R”|

|lI§ Eirumzl locali a un parametro associati a campi di vettori|

1.4. “ampi di vettori e cambiamenti di coordinate

11.5. Derivata di Lie rispetto a un campo di vettori

[IT.6.  Spazio tangente ad un aperto di R”]

[II.7. Spazio tangente a una sottovarieta di R"|
[II.8.  Campi di vettor1 F'-correlati

E

[II.10. Integrali primif

|Capitolo III.  Varieta topologiche e varieta difterenziabili|
|{I.1.  Paracompattezza e partizione dell’unital
|I.2.  Varieta topologiche|
[UL.3. Alcun1 esempi|
[lIL.4.  Varieta topologiche con bordo|

[

[II.6.  Applicazioni differenziabilif

[lI.7.  Funzioni reali differenziabili e partizione dell’unital

IIIL.8.  Immersioni, sommersioni, diffeomorfismi|
11 Pr 1ano di vari ifferenziabili

|

[Capitolo IV.  Strutture differenziali su alcuni gruppi e spazi omogenel|

V.1. I quaternioni e la struttura differenziale di

k)

)

[[V2. La trasformata di Cayley|

12
18
21

26

29
29
31
34
36
37
38
39
40
42
45

47
47
48
49
51
52
53
54
59
60
61
64
65

67
67
68



4 INDICE

V.3. Tgruppi SL1(C), Sp(l, €), SO, ©), SLy(R), SO, 2)]
IV.4. La quadrica di CP° ed alcuni omomorfismi di gruppil
[V.5. Varieta di Stiefel realil
[[V.6. Varieta di Grassmannl
[[V.7. Varieta di Stiefel e di Grassmann complesse]

[[V.8. Matrici di rango assegnatol
[TV.9. Varieta dei sottospazi Lagrangiani|

|{Capitolo V. Il lemma di Morse-Sard|
|V.1. " Il caso degli spaz1 Euclidei|
[V.2. 1l teorema di Sard per varieta difterenziabilif

Capitolo VI. Teoremi di approssimazione e d’ immersione
I.1. Il teorema d immersione per varieta compatte
[.2. 1l teorema d immersione nel caso non compatto
[VL.3.Alcuni teoremi di approssimazione per applicazioni differenziabili]
VL4, Retratti differenziabili d”
[VL5.  Omotopie di classe 6 |

|Capitolo VII.  Campi di vettor1 e spazio tangente|
[VIL.1.  Campi di vettori e curve integrali sulle varieta
VIL.2. Lo spazio tangente]
|VIL.3. Differenziale di un’applicazione differenziabile]
|VII.4. " Gruppi a un parametro di diffeomorfismi|
[VILS. Isotop1
[VIT.6. Campi di vettori ed isotopie dell’ identitd]
|VIL7. Isotopie dello spazio ambiente|
(VILS. k-celle differenziabilil

|Capitolo VIII.  Fibrati vettorialif
(VIIL1. Fibrat differenziabilil
(VIIL.2. Fibrat vettoriali differenziabilil
|VIIL.3. Morfismi1 e operazioni di fibrati vettoriali|
|VIIL.4.  Fibrati vettoriali e fibrato tangente]
(VIILS. Norme differenziabili e strutture Euclideel
(VIIL.6. Classi diisomorfismo di fibrati vettorialil
(VIIL/. Fibrati vettoriali sulle sferel

[VIILE.  Quozient1 della stera e spazi lenticolari|

|Capitolo IX. Fibrato normale e intorno tubolare|
[IX.1. II fibrato normalel
[X.2. Intorni tubolaril
IX.3. Unicita dellintorno tubolarel
[[X.4. Intorni tubolari propri|
[[X.5. Tmmagine inversa di un valore regolare]

72
74
78
83
85
88
88

91
91
96

97
99
101
103
111
113

115
115
118
119
120
122
123
125
126
128

131
131
135
136
138
139
140
141
143

145
145
146
149
150
153



INDICE

[Capitolo X. Trasversalital
.1.  Applicazioni e sottovarieta trasversal

[X.3.  Immersioni regolari|

X.6. Indice d’intersezionel

IX.7. Indice d’intersezione e grado topologico|

|Capitolo XI.  Alcune Costruzioni|
IXL1. Somme connesse]
X1.2. Somme connesse di varieta con bordol

IXI.3." Somme connesse lungo 1l bordo|

[XI.4. Incollamento lungo una sottovarietal
|YI.3. Incollamento Iungo sottovarieta del Eorao|
(XI.6. Attaccamento di manici alla frontieral

|Capitolo XII. Forme differenziali negli spazi Euclidei|
(XIL.1. Forme differenziali in R™
(XTL.2._Pull-backl
(XIL.3. Dufferenziale di una formal
IXIL.4. 1l complesso di de Rham|
IXIL.5.  Coomologia di de Rham a supporti compatti|
IXII.6. 1l grado di un’applicazione propria di R" 1n sé|
(XIL.7. Orientazione e sottovarieta di R”|

IXIL.8. Integrazione sulle sottovarieta e formule di Stokes|

[Capitolo XIII.  Calcolo differenziale sulle varietal

1II.1. Fibrato cotangente e tensorl

[XTIL2.__Forme differenziali su una varietal

[XIII.3. 1l lemma di Poincare-Volterra sugli intorni contrattilil

[XTIT.4.Derivata di Lie di un tensore]
(XIILS. Distribuzioni vettoriali e teorema di Frobenius|

IXIIL.6. Integrabilita formale e lemma di Poincaré-Volterral

IXIIL7. Il teorema di Darboux sulle forme canoniche]

|Capitolo XIV. La coomologia di de Rham sulle varieta
[XIV.1.  Definizioni prinicipali|
IXIV.2. Invarianza omotopical

(XTV.3. Fibrat vettorialil
XI1V.4.  Coomologia di deRham e rivestimenti|

[XIV.5.  Complessi differenziali|
|XIV.§. Le successioni di Mayer-Vietoris|

[XTV.7.Alcuni esempi|
|XIV§. La successione di Mayer- Vietoris a supporti compatti |

[XIV.9. T.a dualita di Poincaré|

155
155
158
163
165
169
170
172

175
175
180
181
182
183
183

187
187
188
188
189
192
195
198
199

205
205
206
208
208
211
216
219

225
225
226
227
229
229
233
234
237
238



6 INDICE

[XIV.10. Grado di un’applicazione]
XIVIL Laf =i Kinned

XIV.12. Duale di Poincaré in una sottovarieta orientatal
IXIV.13. La proprieta semi-locale]

|Capitolo XV. Coomologia di de Rham e fibrati1 differenziabili
IXV.1. Coomologia a supporti compatti nelle fibre]

[XV.2. Integrazione sulla fibra e 1isomorfismo di Thom|

IXV.4.  Due proprieta fondamentali della dualita di Poincaré|

[XV.5.  Coomologia di de Rham relatival

V.6. 1l complesso di de Rham twistato

[Capitolo XVI. Il complesso di Cech-de Rham|

VI.1.  Successione esatta associata ad un ricoprimento|
XVIL.2. Lacoomologia di Cech-de Rham|

[XVI.3. Una formula di omotopia]

[XVI4. Taforma di Eulero di un fibrato in sfere orientatel
[XVL5. La successione di Gysin|

[XVI.6.  Coomologia delle varieta di Stiefel complesse e quaternioniche]
XVL7. _T'isomorfismo di Thoml

(XVI.8. Fibrat in sfere associati a fibrati vettorialil
(XVL9. Il numero di Eulerol

(XVL10. La caratteristica di Eulerol

IXVIL.11. Caratteristica d1 Eulero di un complesso|

[Capitolo XVII.  Classi caratteristiche]

|Z Y ||1 La classe di Chern di un fibrato in rette complesse|
[XVIT.2. La coomologia degli spazi proiettivi complessi|
(XVIL3. [Le classi di Chernl

IXVIL.4. Proprieta delle classi di Chern|

(XVILS. Varieta bandiera e varieta di Grassmann|

IXVIL.6. Varieta bandiera di un fibrato vettoriale]

|CaEit010 XVIIL.__ Fasci e coomologia di Cech|
[XVTIL.T.Fasci d’insiemi e morfismi di fascil

(XVIIL2. Prefasci d'insiemil

IXVIIL.3. Fascio associato ad un prefascio e prefasci canonici|
IXVIIL4. 1l fascio immagine direttal

[XVIIL5. Fasci dotati di struttura algebrical

VIIL.6. Morfismi di .27-moduli e fasci quozienti

|§VHI.7. Coomologia di Cech con coefficienti in un fasciol
[XVIILS. Tl teorema di Serre]
[XVIILY. Un teorema d1 algebra omological

|XVIII. i () I! teorema §1 Leray sul ricoprimenti aciclici|
XVIILIT. 1T Teorema di de Rhaml

241
242
244
245

251
251
251
254
255
256
259

265
265
266
270
273
279
284
285
287
289
291
293

295
295
297
297
299
302
303

305
305
307
308
310
312
313
315
318
325
330
334



INDICE

IXVIILI2. Fasci fiacchil

|Capitolo XIX. Il Teorema di de Rham|
XIX.1. Il teorema di de Rhaml

XIX.2.  Prolungamento di sezioni

|Capitolo XX. Appendice: Esponenziale di matrici|
IXX.1.  Spazi di matrici]
[XX.2. La decomposizione di Wedderburn|
IXX.3. Esponenziale di matrici|

XX.4.  Matrici Hermitianel

|Capitolo XXI.  Appendice: Omologial
IXXI.1. Notazione]
XXIL.2. Definizione assiomatical
[XXI.3. Prime conseguenze degli assiomi|

(XXI.4. Taformula di Kiinnet
IXXIL.5. Gruppi di omologia dei complessi cellulari|

|Capitolo XXII.  Appendice: Elementi di algebra omological
XXII.1. Complessi|
IXXIL.2.  Complessi di catene]
IXXII.3.  Complessi di cocatene]
(XXIL.4. [Ifuntori Hom e Ton

IXXII.5. Relazione con I’omologia singolare|

|Capitolo XXIII.  Appendice: Fibrati di Steenrod|
IXXIIL.1.  Azione di gruppo]

XXIIL2. Azioni continuel
XXIIL.3.  Alcuni fibrati principalil

335

341
341
347
348
352
352
353
354

355
355
357
359
364

369
369
370
372
378
378

383
383
384
390
394
395

397
397
400
401






CAPITOLO 1

Calcolo differenziale negli spazi Euclidei

In questo capitolo raccogliamo i risultati di calcolo differenziale per funzioni
di piu variabili reali, a valori negli spazi Euclidei, che ci saranno utili nel seguito.

I.1. Funzioni differenziabili negli spazi R”"

Indichiamo con x!

aperto di R" ed

,...,x" le coordinate dello spazio Euclideo R". Sia Q un

f:Q3x - f() =%, .. "(x) eR”
un’applicazione di Q in R™.

Definizione 1.1.1 (Derivate parziali). Diciamo che f ammette in xy € Q derivata
parziale rispetto ad x' se la funzione

t — a(t) = f(xo +1e;) € R",
definita in un intorno di 0 € R, ¢ derivabile in 0. Si pone allora

Of(xo) _ d o f(xo + t€) — f(x0)
W = dt(l(l) = lim .

=0 =0 t
Diciamo che f ammette la derivata nella direzione del vettore v € R" nel punto
Xo € Q se esiste il limite

0if (x0) =

fGo+ 1) = fx=0)

0y f(xo) = lim ;

Le derivate parziali di f sono le sue derivate rispetto nelle direzioni dei vettori
el,...,e, della base canonica di R".

Definizione 1.1.2 (Differenziale). La f si dice differenziabile in xo € Q) se esiste
un’applicazione lineare d f(xp) : R* — R tale che

f(x) = f(xo) —df(x0)(x — x0) = o(]x — xo) per x — xo.

Questa condizione significa che, per ogni € > 0, possiamo trovare un intorno
U, di xg in Q tale che

|f(x) = f(xo0) — df(xo)(x — x0)| < €lx—xo| VYxe€ Ue.
Vale il:
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Teorema 1.1.3. Sia Q un aperto di R", f : Q — R™ un’applicazione, xo un punto
di Q. La f ammette la derivata parziale 0f(xg)/0x' (risp. e differenziabile in xg)
se e soltanto se ciascuna delle funzioni

Qax— fix)eR, j=1,...,m

ammette la derivata parziale 8 f(xy)/0x' (risp. é differenziabile in x).
Se f é differenziabile in xy essa é continua in xo, ammette tutte le derivate
parziali 0f(xg)/0x' (peri=1,...,n)in xy, e

df(xo)(v) = (Jf)(xo)v Vv eR"

ove (Jf)(xp) e la matrice Jacobiana

flx0)  df'(x0) df (x0)
Ox! 0x? e ox"
f*(x0)  9f*(x0) 3f*(x0)
Ox! 0x? e ox"
(J)xo) =
af"™(xo) 0™ (x0) af™(xo)
Ox! 0x2 to ox"

Ricordiamo il seguente:

Teorema L.1.4. Sia Q un aperto di R" ed f : Q — R™ una funzione che ammette
derivate parziali df(x)/0x' rispetto a tutte coordinate x', ..., x" di R" in ogni punto
di Q. Se le funzioni

QBx—)af—(ix)eRm

X
sono continue per ognii = 1,...,n, allora f ¢ differenziabile in ogni punto x di Q.

Definizione 1.1.5. Una f : Q — R™ che ammetta derivate parziali prime continue
in Q, rispetto a ciascuna delle coordinate, si dice differenziabile di classe ¢!

Teorema 1.1.6 (Differenziale della funzione composta). Siano Q un aperto di R",
G un aperto diR™, ed f : Q — G, g : G — R’ due funzioni di classe €. Allora la
funzione composta go f : Q — R ¢ differenziabile di classe €', e vale la formula:

d(g o f)(x) = dg(f(x)) o df(x) VxeQ.

Definizione 1.1.7. Le derivate parziali di ordine superiore di una funzione f :
Q — R™ si definiscono per ricorrenza: se 1 < iy, ...,i,, < n e la derivata parziale
0" f(x)/0x"....0x' ¢ definita in Q, ed 1 < j < n, allora la derivata parziale

™ () 0x0x" ....0x"™
&, quando esiste, la derivata parziale rispetto alla coordinata x/ della funzione
Q> x— d"f(x)/0x"...0x™ e R™.
Vale il:
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Teorema 1.1.8 (Schwarz). Siano Q un aperto di R" edf : Q — R™ una fun-
zione che ammetta derivate parziali del primo e del secondo ordine rispetto alle
coordinate, continue in Q. Allora

of(x) _ dfx)

Oxiox) — Axiodxi
Definizione 1.1.9. Una funzione f : Q — R™ definita su un aperto Q di R” si dice
differenziabile di classe €* in Q se ammette derivate parziali continue in Q fino
all’ordine k.

Se Q ¢ un aperto di R” ed A un sottoinsieme di R, indichiamo con €*(Q, A)
I’insieme di tutte le funzioni f : Q — A taliche Q > x — f(x) € R"” sia
differenziabile di classe € in Q.

Diremo che f & differenziabile di classe € nel punto xy di Q se esiste un
intorno aperto U di xo in Q tale che f]|y sia differenziabile di classe € k.

Per il Teoremall.1.8| se f € €*(Q, R™), le sue derivate parziali fino all’ordine
k non dipendono dall’ordine in cui si eseguono le successive derivate prime:

" f(x)/0x"..0x" = O f(x)/Oxr..Oxin, Y1 <h<k, 1<iy,..i,<n, Vo€ .

VY1<i,j<n, xeQ.

Associamo ad ogni h-upla (iy, ..., i) di interi con 1 < iy, ..., i < n un multiin-
dice @ = (a1, ...,@,) € N" ove «; ¢ il numero di indici r tali che i, = j. Definiamo
allora:

3l f(x)

= " f(x)/0x"...0x™.

ox®
Se a = (a1, ...,a,) € N, poniamo

al=a)l !, ledl=a++a, x*=HT ).

e scriviamo per semplicita
ol
- .
04, oppure D¢ invece di pe

Definizione 1.1.10. Poniamo
TUQR™) = [ EHQRY).
k=0
Una funzione f € €*(Q, R™) si dice analitica reale in Q se per ogni punto xg € Q

la serie di Taylor
0
Z (If(xo) (x _ xo)(y
a!

aeN"
converge uniformemente, in un intorno di xp, alla funzione f.

Esempio I.1.11. La funzione
) 0 se x =0,
X) =
exp (;—21) sex#0

¢ di classe € su R, ma non ¢ analitica reale in 0. Infatti essa si annulla con tutte le
sue derivate in 0 e quindi la sua serie di Taylor in 0 non converge ad f in un intorno
di 0.
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L’insieme delle funzioni analitiche reali definite sull’aperto Q2 di R”, a valori
in R™, si indica con €“(Q, R™).

Vale la catena di inclusioni:
FOUQLR™ D> ECHQR™) D ... D CHQR™) D -+ D EV(QR™) D FUQ,R™).
Se m = 1, scriviamo €*(Q) invece di *(Q,R). Vale la formula di Leibnitzﬂ

|
09 = D, o1 0fN0y0), Vf. g €CHQ), a e, fal < ks
ot Iy!

ne segue che EKQ) (per 0 < k < w) € una R-algebra ed un anello unitario per il
prodotto di funzioni.

I.2. Equazioni differenziali ordinarie

Teorema 1.2.1 (Peano). Siano Q un aperto di R™" ed f : Q — R™ una funzione
continua. Fissati (ty,yo) € Q, possiamo trovare un T > 0 ed una funzione u :
[to. 10 + T] = R™ di classe € tale che
@ (tu@®)eQ Von<t<t+T,
@) W' @) =ft,u@®) Vip<t<t+T,
(iii)  u(to) = yo.
DimosTrAZIONE. Possiamo supporre, per semplicita di notazioni, che o = 0,
yo = 0. Siano a > 0 ed R > 0 tali che
K = [-a,a]l x B(O,R) c Q.

L’insieme K ¢ compatto e quindi, per il teorema di Weierstrass, f & limitata su K.

Sia M > 0 tale che
lf(t,y)| < M Y(t,y) € K.

Fissiamo 7 > 0 in modo tale che
TM < R.

Indichiamo con la lettera X 1’insieme di tutte le funzioni continue u : [0, T] —» R™
tali che |u(f)] < R per ogni 0 < ¢t < T. Su X consideriamo la topologia della
convergenza uniforme, associata alla distanza
du,v) = lu = vl = sup |u(®) —v(®)l.
0<t<T
Con questa topologia, X € uno spazio metrico completo. Consideriamo I’applica-
zione
X>3u—- ®u) e ?(0,r],R™
definita da

D(u)(1) = fo F(s. u(s)ds.

IScriviamo ”) = (“) estendendo cosi la definizione del binomiale al caso dei

a f—
Bly! - (ﬁ Y.
multiindici.
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Abbiamo
! [
|[D(u)(1)] < f |f (s, u(s))lds < f Mds =Mt <R se 0<t<T.
0 0

Quindi ®(u) € X per ogni u € X. La funzione ® ¢ continua su X. Infatti la f &
uniformemente continua su K e quindi, fissato € > 0, possiamo trovare n > 0 tale
che

Ift,y) — f(s, Dl <r e se (t,y), (s,20€K, |t—sl<n, ly—z<n.

Siano u,v € X con |lu — V|| < 7. Allora

|D)(®) = POV = f (f(s,u(s)) = f(s,v(s))ds| < T~ 'et < e.
0

Osserviamo ancora che le funzioni di ®(X) sono equicontinue ed equilimitate e
quindi ©(X) & relativamente compatto in X per il teorema di Ascoli-Arzela.
Consideriamo la funzione

Xou—-|u—dwe €R
e sia
o = inf |lu — ®(u)||co.
ueX
Dico che 6 = 0. Infatti, fissato € > 0, sia n > 0 tale che
ft.Y) - f(5.9l<T'e se (Ly),(s.00€K, |lt—sl<n ly—z<n
Consideriamo una partizione
O=ty<t<..<ty=r
conlt;—tjq| <(1+ M)‘ln per j = 1,..., N. Definiamo per ricorrenza
yo = f(0,0)
yi=yj1+ @ —ti-)f(tj-1,yi-1) se j=1,.,N.
Consideriamo poi la funzione a scalini

U(t) = f(tj-1,yj-1) se teltiq, L, j=1,..,N.

v(t)=fl,//(s)ds
0

¢ lineare a tratti ed appartiene ad X. Inoltre

() — fe,v@) < T 'e VO<t<T.

La funzione

Infatti su ciascuno degli intervalli [;_;, ;[ abbiamo:

(0 = fE VO = |f 1, yj1) = fyjo1 + @ = 1) f o,y < T le

perché
ltiog =t <tj—tjo1l <nm,

(= t;-1)f(tj-1,y,-0] < (1 + M) "My < 7.
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Quindi
t
V(1) = P)(D)] < f () = fs,v(s)lds < T et < e.
0

Dunque ¢ = 0.
Sia {u,} una successione in X tale che

lim (s, — P(uy)l|eo = 0.
y—00
Poiché ®(X) ¢ relativamente compatto in X, a meno di estrarre una sottosuccessio-
ne, possiamo supporre che
{®(u,)} siauna successione convergente in X.
Allora
”“v_“p”oo < ||(uv_q)(“v))||oo+”u/1_q)(“/1)”00+||q)(uv)_q)(u;1)”oo -0 se p,y—o oo

e quindi la {u,} ¢ una successione di Cauchy in X. Poiché X ¢ completo, essa
converge a una funzione u# € X. Per la continuita di @, abbiamo

O(u) =u

e quindi
u(t) = f f(s,u(s)ds YO<t<T.
0

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che u € €'([0,T], B(O,R)) e
soddisfa il sistema

w) = ft,u(t)) se 0<r<T,
u(0) = 0.
O

Osservazione 1.2.2. Sotto le ipotesi del teorema di Peano, la soluzione del proble-
ma

W) = f(t,u(t)) se ty<t<to+T,
{M(lo) =)0
puo non essere unica. Consideriamo ad esempio fa funzione continua
fiR*3(x,y) > Yy eR.
Tutte le funzioni

0 se 0<Ltr<e,

el = (%(x - c))3 se t>c

per ¢ > 0 sono soluzioni di

w(@t) = Yu@®) se t>0,
u(0) = 0.
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UN’ ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI PEANO. Siano K, M, T e X definiti
come in precedenza. Fissato un qualsiasi numero reale positivo 0 < € < T, vi
€ una e una sola funzione u,. € X che soddisfa:

u()=0 se 0<tr<e

ue(t) = [} f(s,ues —€)ds se e<t<T.

Si verifica facilmente che la famiglia {u} C X ¢ relativamente compatta in X
per il teorema di Ascoli-Arzela. Possiamo quindi trovare una successione {€,}
infinitesima tale che

ue, > u in X

Passando al limite sotto il segno di integrale, otteniamo allora

u(t) = f f(s,u(s)ds se 0<t<T.
0

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale la u & una funzione di classe %!
su [0, T'] e soddisfa:
tu)eQ VYO<t<T
u0)=0
u' ()= f(t,u(t)) se 0<t<T.
O
Teorema 1.2.3 (Unicitd). Sia Q un aperto di R™! = R, x R;” esia f:Q — R"
una funzione continua, che ammette derivate parziali prime continue rispetto alle
variabili yl,...,ym. Sia (ty,y0) € Q. Se u; : [to,to + T;] — R™ (con T; > 0 per
j = 1,2) sono funzioni di classe €' che risolvono il sistema:
(t,uj(r) e Q se telt,to+1Tl,
wit) = f(t,uj1)) se t€lto,to+Tl,
u;(to) = yo
allora
ui(t) = ur(t) Vitg <t <ty+min{Ty, T,}.
DimosTrAZIONE. Poniamo T = min{7;, 75} e sia
A={te€[to,t0+ T ui(t) = ua(t)}.

L’insieme A ¢ chiuso perché le funzioni u; sono continue. Esso contiene 7 € quindi
non ¢ vuoto. La componente connessa Ag di fy in A € un intervallo chiuso [#y, #]
conty <t <tg+T.Dicochet; =ty+T. Infatti, se fosse t| < typ + T, avremmo

!
uj(t):y1+ff(s,uj(s))ds se t1<t<t+T, j=1,2
1

con
1 = ui(ty) = us(ty).
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L’ aperto Q contiene un intorno di (¢1, y;) della forma
K ={lt— 1| < T1} x By, Ry).
Su K abbiamo
of(t,y)
dy
Inoltre, poiché le u; sono continue, possiamo scegliere 0 < € < min{T, o+ T — 1}
tale che

<L<o

ui(ty € Byi,R)) Vo <t<n+e j=12.
Se z1,22 € B(y1,Ry), abbiamo

1
(b 22) = flt )] = I f L ))df‘
o dé
1
=|f g—f(f,zl +§(Z2—Zl))(Z2—Zl)d§’
0o 0y

([t

a—(f, 21 +&(z2 — Zl))‘ df} |z — z1]
y
<L-l|zp — z1l.

Otteniamo quindi
!
|z () — up (1) Sf LfCs, ua(s)) — f(s,ur(s))lds
f
< (t =1L sup |uz(s) — uy(s)|

pert; <t <t + €. Purdiscegliere 6 > 0 condL < 1,6 < €, avremo

sup |ua(r) —u1 ()| < 6L sup  |uz(t) — ur(0)l = ui(2) = ua(2)
1 <t<t;+6 11 <t<t;+6

Vi <t<tH +6.
Ci0 contraddice la definizione di #; e mostra quindi che t; = ¢ + . O

Teorema 1.2.4 (Dipendenza continua dai dati iniziali). Siano Q un aperto di R™ =
Ry xR ed f : Q — R™ una funzione continua, che ammette derivate parziali prime
continue rispetto alle variabili y', ...,y". Sia (t,yo) € Q. Possiamo allora trovare
T > 0, R > 0 ed una funzione continua

¢ : [to, 10 + T] X B(yo, R) — R™,
che ammette derivata parziale prima continua rispetto alla variabile t, tale che
(1,6, y) €Q se (1,y) € [to,10 + T1X B(yo, R)
P(t0,y) =y se y€ B(y,R)

6¢gt,y) = ft.¢(ty) se to<t<ty+T.




1.2. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 17

DimosTtrAZIONE. Supponiamo, per semplicita di notazioni, che o = 0, yp = 0.
Dal teorema di esistenza e unicita segue facilmente I’esistenza, per ogni y in un
intorno di 0, di una soluzione u,(t) del problema

tuy()eQ se 0<t<T
My(o) =Yy
u;(t) = f(t,uy(t)) se 0<r<T.

Posto ¢(t,y) = uy(t), resta da dimostrare la dipendenza continua di ¢ da y.
A questo scopo introduciamo ¥(t,y) = ¢(t,y) — y ed osserviamo che vale
I’uguaglianza:

%l’(f,)’)=ff(S,y+W(s,y))ds se 0<t<T.
0

Abbiamo allora:

M0=W&n%wmwNSihﬂ&n+w&nD—ﬂ&w+wmwmm
< fo L(ly2 — y1l + a(s))ds
< Ltly, —y1| + Lf a(s)ds
0

!
< Lrly, —yi| + Lf a(s)ds.
0

Indichiamo con S(¢) la funzione

!
pi = L=yl + L [ atsids
0
Allora 3(¢) & una funzione di classe ¢! e

B’ (1) = La(?)
B(t) = Lrly, — y1|
a(t) < B(2).
Otteniamo allora
O _,
B

da cui, integrando,
() < Lrlys = yile".
Questa disuguaglianza dimostra la tesi. O
Teorema 1.2.5 (Dipendenza & k dai dati iniziali). Sia Q un aperto di R, X R;” X Rﬁ
e sia
f:Q—->R"
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una funzione di classe €* con k > 1. Fissato un punto (ty, yo, dg) € Q, possiamo
trovare T > 0, R > 0, e una funzione
¢:G=[-T+1,T +t9] X B(yo,R) X B(p,L) - R"
di classe €* tale che:
oy, ),)eQ V(ty ) ed,

W = f(t,p(t,y,2),1) se |t—to|<T

¢(t0’y’ /l) =)

DimosTrAZIONE. Basta osservare che le derivate parziali delle soluzioni del
sistema differenziale

0
E¢(t’y’ A) = f(t’ ¢(t7y9 /l)’/l)

soddisfano ancora un sistema differenziale (che si ottiene calcolando le derivate
parziali di ambo i membri) ed applicare il teorema di esistenza e unicita. O

1.3. 1l teorema delle funzioni implicite

Teorema 1.3.1 (delle funzioni implicite). Siano Q un aperto di R, X R;’ ed I :
Q — R™ una funzione continua. Supponiamo che F ammetta derivate parziali
prime continue rispetto a y', ..., y"™ in Q e che, in un punto (xo, yo) € Q la matrice
quadrata m X m

F(xop0)  OF (x0.0) AF ! (x0,0)

dy! ay* T aoy"
OF OF (xo.p0)  OF*(x0.0) AF*(x0,0)

_ _ oy! 0y? e aym

Ao = ——(x0,y0) = Y Y Y
dy

OF™(x0,y0)  9F™(x0,y0) OF™ (x0,0)

0})1 0)/2 L aym

sia invertibile. Possiamo allora determinare due numeri reali positivi r, R ed una
funzione continua

S B(xo,r) = B(yo,R)
tali che
B(xg,7) X B(yo,R) C Q,
F(x, f(x)) = F(x0,y0) Yx € B(xo, yo).

DimosTrAZIONE. Per semplificare le notazioni, possiamo supporre siano
x=0, yo=0, F(xo,y0) = F(0,0)=0.
L applicazione
G:Q>3(x,y) > y-A; F(x,y) e R"
ammette derivate parziali prime continue rispetto ad y',...,y" e %—}Cf(O, 0 = 0.
Quindi G(x,y) = o(+/|x]> + [y|?) e percid possiamo trovare costanti r, R > 0, tali
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che
{B(o, r)x B(O,R) Cc Q,

10G(x,y) /0¥l < 5 se |xl<r, yI<R

Abbiamo allora:

1
d
IG(x,y2) — G(x,y1)| = fo EG(XJI + t(y2 — y1))dt

oG
- f S0yt + 12 =y — y)dr
0o oy

1
Sl)’z—wl'f
0

1
SE [y2 = yil, per |x| <r, |yil, [y2l <R.

oG
Sy oY+ 2 =) 'dl
Y

La G & uniformente continua sul compatto B(0, 7)< B(0, R). In particolare possiamo
trovare 0 < ry < r tale che

1G(x2, y2) = G(x1, y)l < R/2
se |x2—xil<ro, ya=yil<ro,  (x1,31), (x2,¥2) € B(0,r) x B(O, R).
Quindi, per x € B(0, ry) ed y € B(0, R), abbiamo
IG(x, I <1G(x,y) — GO, I +1G(0, y)l < R.

In particolare, se X = € (B(0,r), B(O,R)) & lo spazio delle funzioni continue u :
B(0,r) — B(0,R), munito della topologia della convergenza uniforme, 1’applica-
zione

T:X5u->Gx,ulx)eX
¢ ben definita ed & una contrazione, perché
1
ITG) =Tl = sup [G(x, u(x)) = G vl < Sllu—vll Yu,v € X.
B(0,ro)
Poiché X, con la distanza
d(u, v) = sup,ep,nlu(x) = v(x)l,

€ uno spazio metrico completo, la 7 ammette in X un unico punto fisso f. Ottenia-
mo:

f(x) = f(x) = Ay F(x, f(x)) = F(x, f(x)) = 0.
Per verificare I’unicita, € sufficiente osservare che
1
[y2 = y1l = 1G(x,y2) = G(x, y1)| < 3 ly2 = y1l
se  (x,y1), (x,y2) € B(0,r) x B(O,R), F(x,y1) = F(x,y,) = 0.



20 I. CALCOLO DIFFERENZIALE NEGLI SPAZI EUCLIDEI

Supponiamo ora che la funzione F ammetta derivate parziali continue rispetto
a tutte le variabili. Se una funzione f(x) di classe €' soddisfa, in un intorno del
punto xo,

f(x0) = yo,

otteniamo, calcolando il differenziale rispetto ad x:

OF OF of
Ty & S0) + a—y(x,f(X))a(X) =0.

{F(x, F(x) = F(x0,0),

La matrice Jacobiana A(x,y) = %—I;(x, y) ¢ invertibile in un intorno di (xg,yg) ed
otteniamo quindi:

f ) _

(1.3.1) P

-1
- ((Z—F(x, f(X))) a—F(x, f(x).

y 0x
Per ogni variabile x, (T.3.1) definisce un sistema di equazioni differenziali ordina-
rie, dipendente dalle altre variabili x/ (j # i) come parametri. Otteniamo quindi
che, se F & di classe € per k > 1 rispetto a tutte le variabili x!, ..., ", y', ..., y",
la funzione £ & di classe € in un intorno di xo.

Vale quindi il:

Teorema 1.3.2. Siano Q un aperto di R"™™ = Ry X R ed F : Q — R" una

funzione differenziabile di classe €%, con 1 < k < w. Se, in un punto (xo,yo) € Q
lo Jacobiano %—5()60, Yo) é una matrice invertibile, allora esiste un intorno aperto

convesso U di xg in R" ed un’unica funzione f : U — R"™, di classe €* tale che
(x, f(x) e Q VxeU ed F(x, f(x))=F(xg,y0) VxeU.

DimosTrAZIONE. I casi in cui k sia un intero positivo od oo seguono dall’osser-
vazione precedente. Per dimostrare la tesi nel caso analitico reale, si puo, in primo
luogo, risolvere per serie, cioe calcolando le successive derivate parziali di f(x) in
xo usando la (T.3.T)) e le relazioni che da essa si ottengono differenziandola; oc-
corre poi stimare la crescita di tali derivate utilizzando I’ipotesi di analiticita della
F. O

Teorema 1.3.3 (dell’applicazione inversa). Siano Q un aperto di R" ed f : Q —
R” un’applicazione differenziabile di classe €%, con 1 < k < w. Se df(xo) é
invertibile, allora f e un omeomorfismo di un intorno aperto U di xy su un intorno

-1
aperto 'V di yo = f(xg) e I’applicazione inversa ( f I‘&) e differenziabile di classe
€* in un intorno di yy.
DimvosTrAZIONE. Consideriamo 1’applicazione
Ry X Q3 (y,x) — f(x) —yeR".

Essa & di classe €* e, per ipotesi,

('3_F( )_(’3f(x)
Ox )= 0x
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¢ invertibile per x = xg ed y = yo = f(xp). Per il teorema delle funzioni implicite vi
¢ una g, univocamente definita e di classe %* in un intorno V di Yo in R;’, tale che

fg) -y =0 VyeV,
g(yo) = xo ..

Poiché dg(yo) = df(xp)~" & ancora invertibile, possiamo determinare un’unica
di classe €* in un intorno W di xo, a valori in R”, tale che g o / sia ben definita
in We g(h(x)) = xin W, h(xg) = yo. Possiamo supporre, poiché i & continua,
che /(W) C V e quindi applicando f ai due membri dell’uguaglianza g o h(x) = x
otteniamo:

h(x)=fogoh(x)=f(x) in W.

1.4. Mollificatori

Ricordiamo che il supporto di una funzione reale f, definita su uno spazio
topologico X, ¢ la chiusura dell’insieme dei punti x di X in cui f(x) # 0:

supp(f) = {x € X[ f(x) # 0}.

Definizione 1.4.1. Se Q ¢ un aperto di R”, indichiamo con ‘@’;mp(ﬂ), per0 <k <
o0, lo spazio vettoriale reale delle funzioni reali, di classe €* su Q, con supporto

compatto contenuto in Q.

Osserviamo che la funzione identicamente nulla (che ha supporto vuoto) ¢
I’unica funzione analitica reale a supporto compatto in R”.

Lemma 1.4.2. Possiamo trovare una funzione ¢ € ¢e5, (R") tale che ¢(x) > 0 per
ogni x € R", $(0) > 0 e supp(f) = {|x| < 1}.

DmvosTtrAZIONE. La funzione reale f : R — R, definita da

_ Jexp(=1/1) se t>0
f(t)_{O se t<0.

& di classe €; essa & infatti di classe €’ in tutti i punti 7 # 0. E continua in 0 in
quanto

1
lim f(#) = lim — =0.
t—0*

s—o+o0 e¥

Abbiamo poi, se ¢t > 0 e k ¢ un intero positivo:

d* Pi(0)
/O =" /O

per un polinomio py € R[¢] di grado minore di k. Infatti:

(1.4.1)

d -1
/0= t—zf(t) Vi >0;
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supponiamo che la (T.4.T)) sia vera per un intero k£ > 1. Allora

! J0)
) = ( P ))
20 (8) = (1 + 2kt)palt)
Pk e PED v, Vi 0.

Abbiamo quindi, per polinomi q2k € R[s] di grado < 2k:

hm i f(t)—l Q) _ g

+ drk s—o+o0 @S

per ogni intero k > 1. Per il Teorema dell’Hopital, ne segue che f & di classe € e
ha tutte le derivate nulle per ¢ = 0.
Allora la funzione ¢ : R" — R, definita da:

¢(x) = f(1—-Ix)  VYxeR",
gode di tutte le proprieta richieste. O

Lemma 1.4.3. Sia ¢ : R" — R una funzione continua a supporto compatto. Se
@(x) = 0 per ogni x € R" e ¢p(x9) > 0 in un punto xo € R", allora

d(x)dx < 0.
Rn

DimostrAzZIONE. Osserviamo che ¢ ¢ integrabile perché & continua e nulla fuori
da un compatto. Per il Teorema di Weierstrass ¢ ha un massimo M su supp ¢ e
0 < M < oo. Inoltre il supporto di ¢, essendo compatto, & contenuto nel cubo
[-R/2,R/2]" per un numero positivo R sufficientemente grande. Per la monotonia
dell’integrale, otteniamo quindi

0< H(x)dx < MR" < 0.
R}‘l

Poiché ¢ ¢ continua, possiamo poi trovare € > 0 tale che
$(xX) > p(x0)/2 >0 se xh—e€/2<x <x+e€/2.

Ancora per la monotonia dell’integrale, otteniamo che

d(x)dx > f _ d(x0)/2dx = €' p(x9)/2 > 0.
R» |xi—xf|<e/2

Dai due lemmi precedenti ricaviamo:

Lemma 1.4.4. Esiste una funzione ¢ : R" — R, di classe € e a supporto
compatto, tale che

(1)  ¢(x) >0 perogni x e R";

(2)  supp(d) C D" = {x € R"||x| < 1);

3) f d(x)dx = 1.

Rn
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Sia ¢ una funzione reale con le proprieta elencate nel lemma. Allora ciascuna
delle funzioni ¢, per € > 0, definite da:

de(x) = € "Pp(x/e) YxeR"

gode delle proprieta:

(1) supp(¢e) € B(0, €) = {|x| < €}

(2) f ) Pe(x)dx = 1.
La seconda pl]'Roprieté segue infatti dalle formule di cambiamento di variabili negli
integrali multipli.
Definizione I.4.5. La famiglia {¢.|€ > 0} si dice una famiglia di mollificatori in
R™.

Teorema 1.4.6. Sia {¢. = € "¢(x/€)}e=0 una famiglia di mollificatori in R". Allora
per ogni funzione continua f : R" — R, le funzioni:

fe(x) = fRn FO)de(x — y)dy VYxeR"

sono di classe €% in R"; inoltre:

(1) supp(£.) € supp(f) + B(O, €) = {x € R" |dist(x, supp(f)) < €};
2)  limeso+ fe(x) = f(x) uniformemente sui compatti di R".

DimosTtrAZIONE. Osserviamo che, per ogni x € R” fissato, la funzione R" >
y = f()pe(x — y) ¢ continua e uguale a 0 fuori dalla palla chiusa di centro x e
raggio €. Essa ¢ dunque integrabile su R" e quindi la f; & ben definita. Chiaramente
Je(x) = 0 se dist(x, supp f) > €.

Essa € una funzione di classe € per il teorema di derivazione sotto il segno
di integrale.

Infine, abbiamo

0= [ eyt = [ o= e

per il teorema di cambiamento di variabili negli integrali multipli. La funzione
R"xR" 3 (x,y) = f(x —y) € R ¢ continua e quindi uniformemente continua
sui compatti. Fissato un numero reale ¢ positivo, possiamo trovare allora per ogni
compatto K di R” un o > 0 tale che

lf(x—y)—-fx)<d se xek, |y<o.
Allora:

o) — 0l < fR - ) - fls0Ib| <6 se €<, xeK.

La dimostrazione ¢ completa. O

Proposizione 1.4.7. Siano K un compatto di R" ed A un aperto di R" contenente
K. Esiste allora una funzione f € €°(R") tale che 0 < f(x) < 1 inR", f(x) =1
suKed f(x) =0sex¢A.
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DimvosTrAZIONE. Siano Uj, U, intorni aperti di K in A con U; € U, € A. Sia
€ > 0 un numero reale maggiore di dist(K, R"\ Uy), dist(U, R"\ Uy) e dist(Us, R™\
A). Poiché R" ¢ uno spazio normale, possiamo trovare una funzione di Urysohn
YR - [ =10,1] c Rtale che y(x) = 1 sexeﬁl,z//(x) =0sex ¢ U,. Sia
{#s}o>0 una famiglia di mollificatori in R”. Allora

10 =00 = [ ws=dy

soddisfa tutte le proprieta richieste. Infatti, poiché 0 < ¥(x) < 1,
0= f(x)= f Y(pe(x = y)dy < f pe(x —y)dy = 1
R” R”

se x € K, allora ¢/(y)pe(x — y) = ¢pe(x — y) per ogni y € R" perché y € U; se x — y
appartiene al supporto di ¢, e quindi

f(X)=fRnlﬁ(y)¢s(x—y)dy=fRntﬁe(x—y)dy:1 YxeK;

se x ¢ A, allora y/(y) = 0 sul supporto di y — ¢(x — y), in quanto esso & contenuto
in R" \ U, e percio:

F = f WO)Ge(x = y)dy = f 0dy = 0.
R” R”
O

Osservazione 1.4.8. Pill semplicemente, se 3r > dist(K, CA), posto K, = {x € R" |
dist(x, K) < r}, possiamo definire

Fo) = f 6,(x — y)dy.
K,

Si dimostra che la funzione f ha supporto in Ky, = {x | dist(x, K) < 2r}, che
assume valori nell’intervallo [0, 1], e che f 11 =K.

L.5. Immersioni e sommersioni differenziabili negli spazi Euclidei

Siano A un aperto di R”, B un aperto di R” ed f : A — B una funzione
differenziabile di classe €%, con k > 1.

Definizione 1.5.1. Diciamo che f & un’immersione differenziabile in xy € A se il
suo differenziale df(xg) : R” — R™ ¢ un monomorfismo R-lineare; la f si dice
un’immersione differenziabile se ¢ tale in ogni punto di A.

Diciamo che f ¢ una sommersione differenziabile in xo € A se il suo differen-
ziale df(xp) : R” — R™ & un epimorfismo R-lineare; la f si dice una sommersione
differenziabile se ¢ tale in ogni punto di A.

Un punto xg in cui la f non sia una sommersione differenziabile si dice punto
critico di f e la sua immagine f(xg) € B valore critico di f.

L’insieme dei punti critici di f si indica con C(f) e I'insieme dei valori critici
con CV(f).
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Esempio 1.5.2. Consideriamo 1’applicazione f : R 3 x — 1 + x> € R. Allora f
¢ un’immersione e una sommersione in ogni x € R \ {0}; abbiamo C(f) = {0} e

CV(f) = {1}.

Teorema 1.5.3 (dell’inversa sinistra). Siano A € R" e B C R™ due aperti ed
f : A = Bun’applicazione differenziabile di classe €* con k > 1. Se f & un’im-
mersione nel punto xo € A, allora n < m e possiamo trovare un intorno aperto U
di xg in A, un intorno aperto W di f(xo) in B ed un’applicazione differenziabile
g: W — U,diclasse €*, tali che

fU)ycw e gof(x)=x VxeU.

DivosTrAZIONE. Per ipotesi il differenziale df(xp) : R” — R™ & un monomor-
fismo R-lineare e quindi n < m. In particolare, il determinante di un minore n X n
della matrice Jacobiana di f in xq & diverso da zero. Supponiamo per semplicita
che la matrice delle prime 7 righe:

fl(x)  afl(x0) df(x0)
Ox! Ox? o ox"
| af’(x0) > (x0) af*(x0)
6(f,...,f")_ ox! ox? Ox"
Axt, ..., x")
af"(x0)  9f"(x0) af"(x0)
ox! 0x? T ox"

abbia determinante diverso da zero. Poiché essa € la matrice Jacobiana in x( della
composizione 7 o f di f con la proiezione nelle prime n coordinate:

TR G,y SOy eRT,

per il teorema dell’applicazione inversa possiamo trovare intorni aperti U di xg in
Ae W dimo f(xp)in R” tali che

¢=mofy :Usx—a(fx)eW

sia un omeomorfismo di U su W’ e ¢! sia differenziabile di classe €* in W’.
Poniamo W = 7~ /(W' )N Be g = ¢! o x su W: la funzione cosi definita & di classe
€ e soddisfa la tesi. O

Teorema 1.5.4 (dell’inversa destra). Siano A C R" ¢ B C R™ due apertied f : A —
B un’applicazione differenziabile di classe €*, con k > 1. Se f & una sommersione
differenziabile nel punto xo € A, allora n > m e possiamo trovare intorni aperti U
di xo in A, W di f(xo) in B ed una funzione differenziabile g : W — U di classe €*
tale che

gW)ycU, fogly)=y VyeW.

DimosTtrAZIONE. Poiché df(xp) : R" — R™ ¢ un epimorfismo R-lineare, n > m.
A meno di permutare gli indici delle coordinate x', ..., x, possiamo supporre che
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la matrice delle prime m colonne:

af'0)  8f' () af!(xo)
Ox! 0x? T Oxm
af*x0) 82 (x) af*(x0)
aft,... M | Ta e
a(xt, ..., xm
af"(xo)  Af"(x0) af™(x0)
Ox! 0x2 e ox™

abbia determinante diverso da 0.
Siano x’ = (x!, ..., x"), X" = (X" XY,
. m t.’ tr 7 ’7 n _ m n—-m
t:R"5% - (X, x)) eR —Ry X R

La ¢ € un’immersione di classe ¥“ di R™ in un sottospazio affine di dimensione
n di R" per il punto xg. Quindi la f o ¢ ¢ definita e differenziabile in un intorno
Qdix, = ! (x(l), ..., Xxy) in R™ e il suo differenziale in x;; ¢ un isomorfismo lineare
R™ — R™. Per il teorema dell’applicazione inversa, possiamo trovare intorni U’ di
x6 in Q, Wdiyg = f(xg) = f ou(yp) in B, tali che

U=(fou), :Usy— fuy) e W

sia un omeomorfismo e la sua inversa y~! : W — U’ sia differenziabile di classe
€*. Allorala g = ¢ o y~! soddisfa la tesi. O

1.6. Sottovarieta differenziabili negli spazi Euclidei

Definizione 1.6.1. Una sottovarieta parametrica di dimensione m e di classe €*,
con k > 1, dello spazio Euclideo R" & un’applicazione

a: Q- R,
definita su un aperto Q di R, tale che:

(1)  a ¢ un’immersione topologica;
(2)  «&un’immersione differenziabile di classe €*.

L’immagine a(€2) si dice il supporto della varieta parametrica e si indica con |a/|.

Osserviamo che m < n. Se m = n, per il teorema dell’applicazione inversa la @
& un diffeomorfismo di classe €* dell’aperto Q di R” = R™ sull’aperto a(Q) di R".

Lemma 1.6.2. Sia a : Q — R”" una varieta parametrica di dimensione m, definita
su un aperto Q C R™ e di classe €, con k > 1. Per ogni yy € Q, esistono un
intorno aperto U di a(yg) in R" ed n — m funzioni f; : U — R di classe €* tali
che

a@QNU={xelU| fi(x)=0, 1 <i<n-—m},
ed inoltre

dfl (X), ooy dfn—m(x) € (Rn),

sono linearmente indipendenti per ogni x € U.
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DimosTtrAzZIONE. Poiché « & un’immersione differenziabile in ogni punto di €,
possiamo senz’altro supporre che la matrice

da! da!
R T
aa™ aa™
L Tt ay"

abbia determinante diverso da zero in yg € Q. Sia 7 : R" — R™ la proiezione nelle

prime m coordinate. Per il teorema dell’applicazione inversa, possiamo trovare un

intorno aperto W di m(a(yp)) in R” e un intorno V di yg in € tale che
gomoa(y)=y, VYyeV, roaog(x)=x", VX' eWw.

Poiché abbiamo supposto che @ sia un’immersione topologica, possiamo trovare
un intorno aperto U di a(yp) in R” tale che

alV) = Una(Q).
Poniamo
fix)y=x""—a™ og(n(x)) per xeU i=1,..,n—m.
Chiaramente le f hanno differenziali linearmente indipendenti in U e a(V) ¢ il
luogo di zeri delle f* in U. O

Viceversa, vale il

Lemma 1.6.3. Siano n, m interi con 0 < m < nesia F : A —» R"™ una som-
mersione differenziabile di classe €* (k > 1), definita su un aperto A di R". Se
F(xp) = 0 in un punto xo € A, possiamo trovare una sottovarieta parametrica
@ : Q — A, definita su un aperto Q di R™, di classe €* e dimensione m, tale che,
per un intorno aperto U di xg in A, risulti:

(xeU|F(x) =0} = a(Q)).

OF(x)

oy sia inver-

DimvosTrAZIONE. Possiamo supporre che la matrice ( )
1<i,j<n—m

tibile per x = xg. Per il teorema delle funzioni implicite, esistono un intorno
aperto Q di (x(l), > Xy) iIn R™, un intorno aperto W di (xg‘“, s X) In R tali che
Qx W =U c Qeduna funzione g : Q — W, di classe €*, tali che

{F(x) =0inU = {(v,g(n) |y € Q}.
Bastera allora definire
a:Q>3y-> (y,g(y) eR"
O

Definizione 1.6.4. Si dice sottovarieta differenziabile di classe €* e di dimensione
m di R" un sottoinsieme S di R” tale che, per ogni punto xo € S si possa trovare un
intorno aperto U di xp in R” tale che la componente connessa di xp in S N U sia il
supporto di una sottovarieta parametrica di dimensione .

Una superficie parametrica regolare o : Q — R” di classe €*, con a(Q) C S,
si dice una parametrizzazione locale di classe €, della superficie S .
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La topologia di sottovarieta di S ¢ quella che ha per base le componenti
connesse delle intersezioni di S con gli aperti di R".

Si puo scegliere come base della topologia di sottovarieta di S anche la famiglia
dei supporti delle sue parametrizzazioni locali di classe €.

Essa ¢ in generale pit fine della topologia di sottospazio.

Esempio 1.6.5. Sia Mi(m,n;R) ~ R™ lo spazio vettoriale delle matrici m X n a
coefficienti reali e sia k < min{m, n}. Allora I’inseme Wi(m, n; k; R) delle matrici
m X n di rango k ¢ una sottovarieta differenziabile localmente chiusa di classe €
di M(m, n; R), di dimensione k(m + n — k). Infatti Mi(m, n; k; R) ¢ I’intersezione del
chiuso delle matrici che hanno nulli tutti i determinanti dei minori di ordine (k + 1)
con ’aperto delle matrici che hanno almeno uno dei determinanti dei minori di
ordine k diverso da zero.

Un atlante di 9(m, n; k; R) si puod parametrizzare con la scelta di k£ colonne

Xi,...,X;,conl <ij <--- < iy <ndella matrice X € M(m, n; k;R). L’ aperto
Ui,....;, € formato dalle matrici X per cui X; , ..., Xj, sono linearmente indipendenti.
Le coordinate sono allora gli (mk) coefficienti della matrice (X;,, ..., X, ), che va-

riano nell’aperto Q di M(m, k; R) = Rk delle matrici che hanno un minore kxk con
determinante diverso da 0, e i k(n — k) coeflicienti c’} che si ricavano dalla decom-
posizione X; = Z/}i=1 C?Xih della j-esima colonna (j # iy, ..., i) di X rispetto alle
colonne X;,, ..., X;,. Questa scelta delle coordinate definisce un diffeomorfismo di
Ui,....i, sul prodotto Q x RK#=K) ¢ Rk(m+n=k),



CAPITOLO 1II

Geometria differenziale di R"

II.1. Campi di vettori in R"

Sia Q un aperto di R”. Indichiamo con € (Q) 1’algebra reale delle funzioni
reali che sono definite e continue, con le loro derivate parziali di ogni ordine, su Q.
Vale il seguente:

Lemma IL.1.1. Siano Q un aperto di R", f € €*(Q), ed xo un punto di Q.
Possiamo trovare funzioni gy, ..., g, € €< (Q) tali che:

QL1 f) = flxo) + (' = 210 + o+ (P = xga(x) VxeQ.

Inoltre
of(x
(2.12) gj(x0) = {9;10)
DimosTtrAzZIONE. Possiamo supporre per semplicita che f(xp) = 0. Sia B(xp, r) =
{x € R" | |x — xo| < r} una palla aperta, di centro xg, contenuta in 2. Per ogni pun-
to x di B(xgp, r), il segmento [xg, x], di estremi xp, x|, & contenuto in Q. Abbiamo
percio, per il teorema fondamentale del calcolo integrale,

j=1,...,n

Ld
S&x) = fx) = f(xo) = fo d—tf(xO + 1(x — x0))dt

1
n . ; 0
= Zj:l(xf - x(]))j(; gfj(xo + t(x — x0))dt.

Per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, le funzioni
1
of
hj(x) = fo 25 (10 + 1(x = x0))dt

sono definite e di classe ¢’ sulla palla aperta B(xy, r). Fissiamo ora numeri reali
ri,rp con 0 < r; < ry < red introduciamo la funzione di taglio:

1 se t<n
¢(t) = {exp (—eXp(tl_/ gl_’)) se 1 <t<r
0 se t=>rn.

La ¢ ¢ una funzione di classe €, non crescente, uguale a 1 per ¢ < ry ed uguale a
0 per ¢ > ry. Percio le funzioni

_ ) é(x = xoDhj(x)  se  |x—xo|l <12
ki(x) =
0 se |x—xp|=r

29
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sono definite e di classe " su R". Osserviamo che k;(x) = h;(x) se |x — xo| < ry.
In particolare:

n . :
FO) =3 O = xpki(x) per x € Blxo. ).
Poiché la funzione f = f(x) - Z;Ll (x/ — xé)k (%), che ¢ definita e di classe € su
Q, si annulla sulla palla B(xo, r1), le funzioni
0 se x € B(xp,r1)
750 =4 (¢ - DFW)
—Of x€Q\ {xo)
|x — xol?
sono definite e di classe €™ in Q. Otteniamo quindi la tesi ponendo g; = k; +1;,
per j = 1,...,n. Infatti la (2.1.2) & conseguenza della (2.1.1). o

Definizione I1.1.2. Un campo di vettori X sull’aperto Q di R" € un operatore
differenziale lineare reale del primo ordine omogeneo su Q, cio¢ un’applicazione:

(2.1.3) X:67(Q) - €7(Q)
che si possa descrivere mediante:

n . 0
X(Hx) = ijlaf(x)%

con @/ €€¥(Q) per j=1,...,n

(2.1.4) ety

Indicheremo nel seguito con X(Q2) I’insieme di tutti i campi di vettori su €.

Ricordiamo la definizione:

Definizione II.1.3. Un’algebra g su un campo K, con prodotto g X g > (X,Y) —
[X, Y] € g si dice un’algebra di Lie se il prodotto soddisfa gli assiomi:

[X,X]=0 VXeg (antisimmetria)
(X, [VZII+ [V [Z, X1+ [Z, [X, Y]] =0 VX,Y,Z€g
(identita di Jacobi).
Abbiamo facilmente:

Proposizione I1.1.4. L’insieme X(Q) dei campi di vettori su Q e:

(1) uno spazio vettoriale reale;

(2) un €= (Q)-modulo a sinistra;

(3) un’algebra di Lie reale per I’operazione di commutazione di campi di
vettori:

2.1.5) XQ)XX¥Q)5(X,Y) > [X,Y]=XoY-YoXeXQ).

DmosTtrAZIONE. Ricordiamo che, se

no 0
X = Z af(x)— ed Y:Zj:]bf(x)@,
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si ha:

aX +BY = Z';zl (aa’(x) + B0 () % Va,BeR,

n . - 0
fX+g¥ =3 (f@al) +gb@) 5= Vf.g e Q).

Queste operazioni definiscono le strutture di spazio vettoriale reale e di ¢ (Q2)-
modulo di X(Q). La verifica di (1) e (2) ¢ dunque immediata.
Per dimostrare la (3), basta verificare che:

o v, Obi(x) . dal(x)\ 0 O
(216) [X, Y] = Zj,k:l (61 (X)W -b (X) Ok )%

Per preparare la definizione astratta di campo di vettori su una varieta, dimo-
striamo la

Proposizione I1.1.5. Condizione necessaria e sufficiente affinché un’applicazione
R-lineare X : € (Q) — €*(Q) sia un campo di vettori in Q é che valga la:

Q.17  X(fg) = fX(g) +gX(f) Vf.g€ €x(Q) (identita di Leibnitz).

DimosTrAZIONE. La verifica della necessita della condizione ¢ immediata. Ve-
rifichiamo la sufficienza. Dimostriamo innanzi tutto che, se X € Endg(%*(Q))
soddisfa la (2.1.7), allora X si annulla sulle costanti. Se infatti indichiamo con ¢ la
funzione che vale identicamente ¢ € R su €, otteniamo dalla (2.1.7):

XH=XA-H)=1X(H+1X(1)=2X(1) = X(1)=0.

Quindi anche:
Xc)=X(c-1)=cX(1)=c-0=0.
Poniamo ora a/(x) = X(x/). Fissato xo € Q ed f € €°(Q), utilizziamo il Lemma

I1.1.1| per fissare anche funzioni g; € €*(Q) che soddisfino le 2.1.1) ed (2.1.2).
Otteniamo:

X(f)0) = X(fo0) + 3 (& = 5810 amg
= X(fo) + 3 X = o] _
=0+ 0 [0 = x)X (e + 80X —x]

n . n . 0
= X = 3 @l L

La dimostrazione ¢ completa. O

I1.2. Curve integrali di un campo di vettori in R"

Sia Q un aperto di R". Al campo di vettori
noo 0
- J(x)——
2.2.1) X= ijla (07 € ¥(Q)
associamo il sistema (autonomo) di equazioni differenziali ordinarie:

(2.2.2) W) =d' (x@), j=1,...,n.
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Definizione I1.2.1. Le soluzioni del sistema (2.2.2) si dicono curve integrali o
curve caratteristiche del campo di vettori (2.2.1).

Osservazione I1.2.2. Lungo le curve integrali  — x(¢) I’azione del campo si riduce
alla differenziazione ordinaria:

(2.2.3) Xf)(x(0) = d%f (x(@®) YfeTV (.
Viceversa, le soluzioni u € €*(Q) dell’equazione differenziale alle derivate
parziali:
(2.2.4) Xu(x) =0 VYVxeQ
sono integrali primi del sistema (2.2.2)). Ciog, se x = x(f), per t € (a, b), & soluzione

di (2.2.2), allora:

(2.2.5) u(x(t)) = costante per a <t <b.

Dal teorema di esistenza, unicita e dipendenza differenziabile dei dati per i
sistemi di equazioni differenziali ordinarie abbiamo:

Proposizione I1.2.3. Siano (2.2.1) un campo di vettori nell’aperto Q c R" ed xo
un punto di Q. Allora vi é un unico intervallo aperto (a,b) C R, con —o0 < a <
0 < b < +00 ed un’unica curva « : (a,b) — Q di classe €, tale che valgano le

(2.2.6) {

a(t) = a/(a(t)) perogni a<t<b ed 1<j<n,
(Y(O) = X0-.

a(t,) diverge in
2.2.7) { 8

Y successione {t,} limitata e divergente in (a,b). 0O

Indicheremo con con Ix ,, I'intervallo (a, b) e con ax(xo, t) lacurvae : (a,b) —
Q descritti nella Proposizione Abbiamo ancora:

Proposizione I1.2.4 (Dipendenza dai dati iniziali). Con le notazioni della Propo-
sizione [[I.2.3} fissato xo € Q esistono un intorno U di xy in Q ed un numero reale
r > 0 tali che:

(22.8) IxyD>(-r,r) VxeU,
22.9) UX(-rr)> (1) - ax(x, 1) € Q éun’applicazione di classe €.
Definizione II.2.5. Sia (2.2.1)) un campo di vettori. Un punto x € Q si dice:

regolare, 0 non stazionario, se (a'(x), ..., da"(x)) # 0,
-
critico, o stazionario, se (a'(x), ..., d"(x)) = 0.

Osserviamo che x € Q ¢ un punto critico per X € X(Q2) se e soltanto se Iy, = R
ed ax(x,t) = x per ogni t € R.

Esempio IL.2.6. Sia Q = R”" e supponiamo che i coefficienti a’ di (2.2.1) siano
costanti e non tutti nulli. Allora le curve integrali di X sono della forma:

xj(t)=x6+taj per j=1,...,n, teR,
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sono ciog il fascio delle rette parallele alla direzione @ = (@,...,a".

Fissiamo un’applicazione lineare ¢ : R” — R"~! che abbia come nucleo la
retta Rd. Allora le soluzioni di (2.2.4)) sono tutte e sole le u = v o y, al variare di v
in €°@®R").

Esempio IL2.7. Sia Q = R} | e sia:

Allora il corrispondente sistema di equazioni ordinarie ¢:
Xx=-y
y=x

x = Acos(t + ty)
y = Asin(t + tg)
con A,y € R.

che ha soluzioni della forma:

Le soluzioni sono quindi I’origine, che & 1’'unico punto stazionario di X, e le cir-
conferenze con centro nell’origine.
Le soluzioni di (Z.2.4) sono le u = v(x* + y?), con v € €*(R).

Esempio I1.2.8. Sia ancora Q = Ri’y e sia:

0 0
X=x—+y—.
0x yﬁy
Le soluzioni del sistema:
X=x
y=y
sono le curve:
x=xg-é€
y=yo-ée

teR, x0,y0 €R,

cioe I’origine, unico punto critico di X, e le semirette aperte uscenti dall’origine. Le
soluzioni di (2.2.4)) devono essere costanti su ciascuna componente connessa del-
I’intersezione del suo dominio di definizione con una qualsiasi semiretta uscente
dall’origine. In particolare, le uniche soluzione di classe € di (2.2.3) su un do-
minio stellato rispetto all’origine sono le costanti. In generale, se ¢ € € *°(A) per
un aperto A C R, allora le funzioni della forma u(x,y) = ¢(x/y) e v(x,y) = ¢(y/x)
sono soluzioni di (2.2.4)), rispettivamente su U; = {(x,y) € R2 | y#0, (x/y) € A}
esuls ={(x,y) eR?| x £0, (y/x) € A).
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Esempio I1.2.9. Sia Q = Ri’y e:

0 0
X = xa - ya—y.

Le soluzioni del sistema:

X=x

b

sono le curve:

x=xp-é€

y=yo-e'

teR, X0,Y0 € R,
cioe I’origine, unico punto critico di X, e le componenti connesse delle iperboli
equilatere aventi per asintoti gli assi coordinati. Le soluzioni di (2.2.5)) sono della
forma u = v(xy), ove v € €°(R).
I1.3. Gruppi locali a un parametro associati a campi di vettori
Sia Q un aperto di R” ed X € X(€2) un campo di vettori. Poniamo:
(2.3.1) Q={t:x) eRxXQ|1€Ix,}.
Possiamo precisare ulteriormente la Proposizione [II.2.4]nella forma seguente:

Teorema IL.3.1. L’insieme Q ¢ un intorno aperto di {0} x Q in R"™. La:

(2.3.2) ax Q>3 (tx) - ax(t;x) € Q
definita dalle:

(2.3.3) % = Xoy(y Y(t,x) €Q

2.34) ax(0;x) = x VxeQ

gode delle proprieta:

ax(ty + 1, x) = ax(ty, ax(f2; x))
(2.3.5) { ~

se  (t2;x), (t1; ax(t2; x)), () + 12, %) € L
(2.3.6) (t,x) € Q = (—t,ax(t; X)) € Q ed ax(—t, ax(t; x)) = x.

DmMosTRAZIONE. Basta solo verificare le (2.3.3) e (2.3.6). La (2.3.3) & conse-
guenza del fatto che, se consideriamo i due membri dell’uguaglianza come funzioni
di 11, essi soddisfano lo stesso problema di Cauchy:

{ﬁb(f) = Xy

Y(0) = ax(f; x).
La (2.3.6) & conseguenza della (2.3.5)). O
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Osserviamo che la ci dice in particolare che, se (; x) € Q, allora esiste
un intorno aperto U di x in Q ed un € > 0 tale che, per [t| < €, la x — ax(t, x) € un
diffeomorfismo tra I’aperto U e I’aperto ax(t; U) di Q.

Scriveremo anche o/, per I’applicazione x — ax(t, x). Osserviamo che in ge-
nerale essa non ¢ definita su tutto 1’aperto Q. La si pud comunque riscrivere
nella forma:

1 th _ 1+
(2.3.7) ayoay =ay °,

intendendo con questo che 1’'uguaglianza ¢ verificata per tutti gli x € € per cui
entrambi i membri della (2.3.7) siano definiti.
Introduciamo per funzioni di questo tipo la seguente:

Definizione I1.3.2. Sia Q un aperto di R” e sia {Q, | ¢+ € R} una famiglia di
sottoinsiemi aperti di € con le proprieta:

(2.3.8) Q,cQ, se |l <l
(2.3.9) UQ:UQ:%:Q

t<0 >0
(2.3.10) QO={(t;x)eRxQ|xeQ,) &apertoinR™!.

Sia poi {¢' € €y, Q) | t € R} una famiglia di funzioni che godono delle seguenti
proprieta:

(2.3.11) ¢° = idy,
(2.3.12) o =¢"" su Q,NQ,, Vi, €eR,
(2.3.13) Q3 1x) - ¢'(x) € Q) e €°(Q, Q).

Allora la famiglia {¢'} si dice un gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi
di Q.

Il Teorema ci dice che:

Proposizione 11.3.3. Un campo di vettori X € X(Q) definisce un gruppo locale a
un parametro ('} di diffeomorfismi di Q.

Definizione I1.3.4. 1l gruppo locale a un parametro {a}} si dice il flusso del campo
di vettori X € X(Q).

Naturalmente 1’aperto Q nella Definizione |I1.3.2] pud in generale essere piil
piccolo dell’aperto massimale considerato nell’enunciato del Teorema [lI.3.1] Ab-
biamo viceversa:

Teorema I1.3.5. Se {¢; € €, Q)} e un gruppo locale a un parametro di dif-
feomorfismi di Q, risulta univocamente determinato un campo di vettori X € X(Q))
tale che:

0¢' (x)
ot

(2314) = qu(x) Vx e Q.
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a t
DmvosTrAZIONE. Definiamo X mediante X, = % , per ogni x € Q.
1=0

Allora, per la (2.3.12)), vale anche la (2.3.14). o

Definizione I1.3.6. Il campo di vettori X € ¥(Q) che soddisfa la (2.3.14) si dice il
generatore infinitesimale del gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi {¢'}.

Definizione I1.3.7. Chiamiamo gruppo a un parametro di diffeomorfismi di € una
famiglia di applicazioni differenziabili ¢' : Q — Q, per ¢ € R, tali che:

(2.3.15) ¢° = idy,
(2.3.16) ¢ o ="t Vi 1 €R,
(2.3.17) RXQ3(tx) > ¢'(x) Q) e E°RxQ,Q).

Chiaramente un gruppo ¢ anche un gruppo locale a un parametro di diffeomor-
fismi.

Definizione I1.3.8. Un campo di vettori X € X(Q) si dice completo se ¢ generatore
infinitesimale di un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di €.

Si dimostra facilmente il seguente:

Teorema I1.3.9. Ogni campo di vettori a supporto compatto in Q e completo.

I1.4. Campi di vettori e cambiamenti di coordinate

Sia ¢ : Q — Q' un diffeomorfismo tra due aperti di R”. Ad esso corrisponde
un isomorfismo lineare:

(2.4.1) . 1 X(Q) - X(Q),
univocamente determinato dalla proprieta che:

(2.4.2) @Xf =X(¢" /) =X(fod) YfeET™(Q).

0

Se X = Z;f:laf (x)m, applicando alla (18.5.4) il teorema della derivazione della
X

funzione composta, ricaviamo:

NV p 09 () 9 ~
(2.4.3) 6. X = Zj,h:la 0= 5 P oY= B(x).
Possiamo interpretare la ¢ come un cambiamento di coordinate in Q, e quindi la
(2.4.3) come I’espressione del campo di vettori X nelle nuove coordinate y.
Abbiamo:

Proposizione I1.4.1. Sia xy un punto regolare per il campo di vettori x € X(Q).
Possiamo allora trovare un intorno aperto U di xqo in Q ed un cambiamento di
coordinate ¢ : U 5 x > y = ¢(x) € U’ tale che:

0

(2.4.4) 6. X = 57
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DimosTrAZIONE. Possiamo supporre, per fissare le idee, che X sia descritto dal-
la 2.2.1) e che sia a' (xo) # 0. Indichiamo allora con ¥ = ¥(y', .. .,y") la soluzione
del problema di Cauchy:

J . )

@%l,yz, Y =dWO) (G=1,...,0)
w0,y ..y = x)

W02, ...y = x) + (j=2.....n).

Per il teorema di esistenza e unicita, esso definisce una funzione ¥ di classe € in
un intorno di 0 in RY. 11 suo Jacobiano in 0 &:

al(xg) a*(xo) ... a“(xo)
W(©0) _ !
dy
1

(sono nulli tutti i termini fuori dalla prima riga e dalla diagonale principale). Quindi
la ¢ definisce un diffeomorfismo tra un intorno U” di 0 in RY ed un intorno U di xo
in Q. Abbiamo:

o o
VA (a—yl)f = a—ylﬂw(yl,yz, R O))

ol of i
Z} 1 ayl ox/ Z} 1 (x )_
ed otteniamo quindi la tesi con ¢ = ¢~ O

IL.5. Derivata di Lie rispetto a un campo di vettori

Proposizione IL.5.1. Sia Q un aperto di R" e sia X € X(Q) un campo di vettori in
Q. L’applicazione:

(2.5.1) Ly X¥(Q)3Y > [X,Y]=Xo0Y-YoX e XQ)

e una derivazione dell’algebra di Lie X(Q). E cioé R-lineare e soddisfa:
(25.2) (V. Z]) = [£x(Y), Z] + [Y,€x(2)] VY, Z € X(Q).

Vale inoltre la:

(2.5.3) Lx(fY) = (XY + fLx(Y) Vfe€T(Q), VYeXQ).

DIMOSTRAZIONE La verifica delle diverse proprieta ¢ immediata. Osserviamo
che la (2 ¢ una scrittura equivalente dell’identita di Jacobi. O

Definizione IL.5.2. La £y : X(Q) — X(Q) si dice la derivata di Lie rispetto al
campo di vettori X € X(Q).

Diamo ora un’interpretazione geometrica della derivata di Lie di un campo di
vettori, che illustra anche il significato dell’operazione di commutazione di campi
di vettori.
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Teorema I1.5.3. Sia Q un aperto di R" e siano X, Y € X(Q). Allora

d
q) _ —_ | = —t
(2.5.4) Le(YV)(x) = [X, Y](x) = [ dtLo ([ex'Y| ).
DimvosTrAZIONE. La formula che vogliamo dimostrare ¢ di carattere locale ed &
invariante rispetto a cambiamenti di coordinate. Quindi, se Xy, # 0, per dimostrare
che essa ¢ valida nel punto xg € Q, potremo ricondurre la verifica al caso in cui

0
X = e Allora a/g((x) = x+te; ove e; = (1,...,0) ¢ il primo vettore della base
X
canonica di R". p
n .
_ i) i
SeY = Zi:lb (x) e € X(Q), abbiamo

mo 0
day(V)(x) = )" bx 1)

e quindi

d t _ n abi(x)i__
[E]tzodax(Y)(x)— D e e 2]

Questo dimostra la (2.5.4) fuori dai punti critici di X. Osserviamo che, per la
dipendenza continua della soluzione del problema di Cauchy per un sistema di
equazioni differenziali ordinarie dai parametri, se X’ € X(Q) & un altro campo
di vettori, la derivata di Lie Lx.ex/(Y) dipende con continuita dal parametro €.
Possiamo cosi ottenere la (2.5.4) anche in un punto critico xo di X, sostituendo ad
X il campo di vettori X + €X’, con X’ non singolare in xy, applicando la prima parte
della dimostrazione e poi passando al limite, nella Ly, .y (¥Y)(x0) = [X+€eX’, Y](xp),
per € — 0, in modo da ottenere la ancora la (2.5.4). O

I1.6. Spazio tangente ad un aperto di R”

Definizione I1.6.1. Sia Q un aperto di R” ed xp un punto di Q. Un vettore tangente
ad Q in xg (0 applicato in xp) ¢ un’applicazione R-lineare:

(2.6.1) V:67(Q) - R
che soddisfa I’identita
(2.6.2) V(fg) = f(x0)V(g) + gxo)V(f) Yf,g € ETT(Q).

Indicheremo con 7', Q lo spazio tangente ad Q in xo.

Ripetendo i ragionamenti svolti nei paragrafi precedenti pei campi di vettori
otteniamo:

Proposizione I1.6.2. Per ogni xo € Q lo spazio tangente T, Q é uno spazio vetto-

riale reale di dimensione n; i vettori (%) , per 1 < j < n, ne costituiscono una
X0

base. O

Definizione I1.6.3. L'unione disgiunta 7Q = | | o T+ si dice lo spazio tangente
di Q. L’applicazione

(2.6.3) QXR"> (x;6) > ijlgf [i eTQ

ox/ |,
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¢ una bigezione, con cui identifichiamo 7Q al prodotto cartesiano Q x R". Indi-
chiamo con 7 : TQ — Q I’applicazione che associa ad ogni vettore tangente il suo
punto d’applicazione.

Osservazione IL6.4. La TQ 5 Q definisce un fibrato vettoriale banale su Q.

Proposizione 11.6.5. [ campi di vettori in X(QQ) sono in corrispondenza biunivoca

con le sezioni di classe € del fibrato TQ 50 ILa corrispondenza: X(Q) <
I'(Q, TQ) associa ad X € X(Q) la sezione Q> x — X, € T,Q ove X, (f) = X(f)(x)
perogni x € Qed f € €=(Q).

Definizione I1.6.6. Se X € X(Q) ed x € Q, il vettore tangente X, € T,Q definito
nella Proposizione si dice la valutazione di X in x.

Definizione I1.6.7. 1l differenziale di un’applicazione F : Q — R™, di classe ¢!
su un aperto Q di R”, & I’applicazione

(2.6.4) F.=dF :TQ - TR™
definita da
(2.6.5) dFW)(f) = F.0)(f) =VF"f)=WfoF) VWeTQ, VfeET R").

In coordinate, abbiamo:
n | 0 m n -8Fi(x0) 0
§ vl — § § JZZ VO 2
(2.6.6) dF( j:la [5)51})60] - i=1 j:la Ox/ ayi

I1.7. Spazio tangente a una sottovarieta di R”

Sf(xo)

Definizione I1.7.1. Sia S una sottovarieta differenziabile di dimensione m di R”".
Sia xp € S. Un vettore V € T,,R" si dice tangente ad S se ¥(f) = 0 per ogni
funzione f, definita e di classe € su un intorno di U di xg, che si annulla su un
intorno di xpin S N U.

Indichiamo con T',S lo spazio dei vettori tangenti ad S in xo.

Proposizione 11.7.2. Sia S una sottovarieta differenziabile di dimensione m di R".
Perogni x € S, TS é uno spazio vettoriale reale di dimensione m. L’insieme:

2.7.1) TS ={(x,V) |xeS, Ve T,S}

e una sottovarieta differenziabile di dimensione 2m di TR" ~ R" x R".
Sea : Q — S C R" e una parametrizzazione di classe €5 conk>1,di S in
un intorno di xo € S, con Q aperto di R™ e yo = a(x), allora

(2.7.2) TyS = da(xo)(Ty,Q).

Se S e localmente chiusa in R", allora anche TS é localmente chiusa in R" x R".

DimosTrAZIONE. Sia U un intorno aperto di xg € S e fissiamo funzioni fi, ..., f—m €

&> (U) in modo che
x| fix)=0,perj=1,....,n—mNU
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sia un intorno aperto di xg in S per la topologia di sottovarieta. Osserviamo che:
1

v
. n [0 O(f1s - s fn-m)(X0)

= § ) .
V=200 (W)xo €eT,S = i - 1=0

Da questo segue che T,S ha dimensione m. Abbiamo poi:
Fj(x,V) = fj(x) =
6 X
(5, %) € TS N(UXR") & Fy s j(x, 1) = Z 1 N
=

a i
per j=1,.
e la matrice Jacobiana di ' = (Fy,. .., Fou—m)) € della forma:
6(fl 7'“sf;l—m)(-x) *
OF (x,V) _ Ox
a(x, V) 0 W fifrm)® |
ox

Essa ha quindi rango 2(n — m) e cio dimostra che 7'S € una varieta sottovarieta
di R?* di dimensione 2m; chiaramente essa & localmente chiusa se S & localmente
chiusa.

Se @ : Q — S & una parametrizzazione locale di classe €' di S, abbiamo
da(y)(TyQ) C Ty(y)S per ogniy € Q. Poiché a ¢ un’immersione differenziabile, il
sottospazio vettoriale da(y)(T,€) ha dimensione m e quindi coincide con Tyy)S .

O

Definizione I1.7.3. Data una sottovarieta differenziabile S di R” ed un intorno
aperto Q di S in R”, un campo di vettori X € X(2) si dice tangente ad S se, per
ogni x € X, la valutazione X, di X in x ¢ un vettore tangente ad S in x.

Si verifica facilmente il seguente:

Lemma Il1.7.4. Sia S una sottovarieta differenziabile localmente chiusa di R" ed Q
un intorno aperto di S in R". Allora i campi di vettori X € X(Q) che sono tangenti
ad S formano una sottoalgebra di Lie di X(€2).

DimosTrRAZIONE. Infatti, se f & una funzione reale di classe ¥’ definita in Q e
nulla su §, ed X, Y € X(2) sono tangenti ad S, allora:

[X.Y](f) = X(Yf) - Y(Xf) =0 suS

perché Xf ed Y f sono ancora funzioni reali di classe ¢ definite in Q e nulle
sus. O

I1.8. Campi di vettori F-correlati

Un’applicazione differenziabile F : Q — Q' di classe €™ tra un aperto Q C R”
ed un aperto Q' c R definisce un’applicazione, anch’essa di classe €, dF :
TQ — TQ'. In generale perd, ad un campo di vettori X € X(Q) la F non fa
corrispondere un campo di vettori su '.

Introduciamo percio la nozione seguente:
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Definizione I1.8.1. Sia F' : Q — Q' un’applicazione differenziabile tra due aperti
Q di R" ed Q' di R”. Due campi di vettori X € ¥(Q) ed X’ € X(Q') si dicono
F-correlati se:

(2.8.1) dF(x)(X,) = Xy Vx € Q.

()

Osservazione I1.8.2. Ad esempio, se F' & un diffeomorfismo, allora X’ = F.(X)
¢ F-correlato ad X ed & 'unico campo di vettori F-correlato ad X. Se F non &
un diffeomorfismo, non ¢ detto che ad un assegnato campo di vettori X € X(Q) si
possa far corrispondere un campo di vettori X’ € X(€") che sia F-correlato ad X.
Chiaramente, se ve n’¢ uno, esso ¢ completamente determinato nei punti di F(€2).

Proposizione 11.8.3. Sia F : Q — Q' un’applicazione differenziabile tra due
aperti Q di R" ed Q' di R" . Se X1, X, € ¥(Q), X/, X} € X(Q), ed X;. e F-correlato
a Xj per j = 1,2, allora anche [X{, X}] e F-correlato ad [X1, X>].

DIMOSTRAZIONE. Siano
n 0
X = a'(x)—
= S0 o
’ _ n k 0
X;= Zk:lb/(”a_yk

per j = 1,2. Il fatto che X;. sia F-correlato ad X significa che:

n OFF
PF@) =Y d(x) W et =12 k=1l....7 xeQ

h=1 J (9xh

Differenziando, otteniamo:

3 OB (F () oF"(x) _ 3 datj(x) (9Fk(x)+zn n  PFHx)

=1y oxl =1 oxl  oxh it 1) Gt

Abbiamo, per i coefficienti di [ X7, X]]:

r 6[915 r abllc haFk abg h aFk abll{
_ haai aFk h_s asz
g o IR dysOxk

p0ay oFF o 9*F*

T D s T PN Ay’ dxk

(e _ et or

Loxh — “29xh ) ox

dove abbiamo calcolato per y = F(x) ed abbiamo utilizzato per brevita la conven-
zione per cui gli indici ripetuti in alto e in basso si intendono sommati per tutti i
valori per cui sono definiti. Questa relazione ci da la tesi. O
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I1.9. 11 teorema di Frobenius

Sia Q un aperto di R” ed X un campo di vettori in Q. Per ogni punto regolare di
X passa una ed una sola sua curva integrale. Quindi, se X ¢ regolare in tutti i punti
di Q, la famiglia § delle curve integrali di X in Q ¢ una famiglia di sottovarieta
differenziabili di dimensione 1 di Q ed ogni punto x di Q appartiene ad uno ed un
solo elemento di &.

Chiaramente la famiglia delle curve integrali di fX, se f & una qualsiasi fun-
zione differenziabile che non si annulla in nessun punto di €2, coincide con la . Se
quindi siamo interessati a studiare la famiglia di curve §, sara naturale considerare
non un singolo campo di vettori X, ma il € ()-modulo ¢"*°(Q2) - X generato da X,
ovvero il *°(2)-modulo formato da tutti quei campi di vettori che sono tangenti a
tutte le curve della famiglia .

Estendiamo questa nozione mediante la definizione:

Definizione I1.9.1. Si dice sistema differenziale in Q, un qualsiasi sotto-%*(Q)-
modulo D(Q) di X(Q).

Per ogni x € Q, I'insieme D, = {X; | X € D(Q)} ¢ un sottospazio vettoriale di
T.Q. La sua dimensione si dice dimensione di D(Q) in x.

Se tale dimensione & costante ed uguale a p in tutti i punti di Q, diciamo che
D(Q) ¢ una distribuzione vettoriale regolare di dimensione p, o una distribuzione
di p-piani in Q.

Se U ¢ un sottoinsieme aperto di Q, indicheremo con D(U) il €*°(U)-modulo
generato dalle restrizioni ad U dei campi di vettori di D(Q).

11 sistema differenziale D(Q) si dice completamente integrabile se:

(2.9.1) [D(Q), D(Q)] € D(Q).

Abbiamo indicato con [D(Q2), D(Q)] il €*(Q2)-modulo generato dai commutatori
[X, Y], al variare di X, Y in D(Q).

Esempio I1.9.2. Se n > 2, i campi di vettori

.0 0
Xij=x——-x/— per 1<i<j<n
b oxJ oxt P /
generano un sistema differenziale completamente integrabile in R"*. La sua restri-
zione ad Q = R" \ {0} & una distribuzione regolare di iperpiani.

.....

1
0,09

1= ox ox/ 9x0

generano una distribuzione di iperpiani completamente integrabile in R !,
XV, x

per j=1,...,n

..... X"
Esempio I1.9.4. Sia Q = R¥" = R" x RY. I campi di vettori:
0 G
- — xlyi
I e Y dy/

generano una distribuzione completamente integrabile di n-piani in R>".
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Esempio I1.9.5. Sia Q un aperto di R” ed F € €*(Q). Allora 2(Q) = {X €
X(Q) | XF = 0} ¢ un sistema differenziale completamente integrabile in Q, e la sua
restrizione all’aperto Q" = {x € Q | dF(x) # 0} ¢ una distribuzione d’iperpiani.

Definizione I1.9.6. Sia D(QQ) un sistema differenziale. Una sottovarieta differen-
ziabile S di Q si dice varieta integrale di D(Q) se T,.S C D, per ogni x € §.

Esempio I1.9.7. Nel caso dell’Esempio[[1.9.2] {0} e tutte le sfere {x € R" | |x| = r},
con r > 0, sono varieta integrali di D(Q).

Nel caso dell’Esempio tutte le ipersuperficie {x° = ¢(x', ..., x*) + k}, al
variare di k € R, sono varieta integrali di D(RZ),

Nel caso dell’Esempio tutte le sottovarieta n dimensionali

0/ = kjexp(=[x/]*/2)},
al variare di kp, ..., k, € R, sono sottovarieta integrali di D(R).

Nel caso dell’Esempio tutte le sottovarieta differenziabili di Q su cui F
sia costante sono sottovarieta integrali di Z(Q).

Vale il:

Teorema I1.9.8 (Frobenius). Sia Q un aperto di R" e sia D(Q) una distribuzione
vettoriale regolare completamente integrabile di p-piani in Q. Per ogni punto x €
Q possiamo trovare un intorno aperto U di xg in Q ed un’unica varieta integrale

connessa S di dimensione p di D(Q) che contenga xy e sia una sottovarieta chiusa
diU.

La dimostrazione del Teorema di Frobenius ¢ conseguenza della seguente:

Proposizione 11.9.9. Sia ©(Q) una distribuzione vettoriale regolare completamen-
te integrabile di p-piani in Q. Allora, per ogni xg € L possiamo trovare un intorno
aperto U di xg in Q ed un diffeomorfismo ¢ : U — V di U su un intorno aperto V
0

di 0in R” tale che ¢.(D(U)) sia generato da —, ..., —.

" $.(D(V)) sia g e
DimosTrAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza su p. Nel caso p = 1 ci si riduce
alla Proposizione [I1.4.1} Supponiamo quindi che p > 1 e che il teorema sia vero
per distribuzioni totalmente integrabili di (p — 1)-piani. Fissiamo p campi di vettori
X1,..., X, € D(Q) tali che Xy x,,...,X, x, generino Dy,. Sia X; = Z?:ﬂlj%, per
Jj=1,....p. A meno di cambiare gli indici delle coordinate, possiamo supporre
che la matrice A(xgp) = (a’j(xo))lg, j<p sia invertibile. Fissiamo un intorno aperto U

di xg in cui A(x) = (d;(x))lgl” j<p siainvertibile. Alloraicampi di vettori Y1, ..., Yy,

definiti da:
Y, X

= [A)]™!
Yy Xp
generano D(U) come € *°(U)-modulo. Essi sono della forma:

(9 n ha .
Y/_@+Zh:p+1b1@ per j=1,...,p.
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La condizione che D(U) sia completamente integrabile, ci dice che i commutatori
[Y;, Yi],per 1 < j <k < p, sono combinazioni lineari di Y1, ..., Y, con coefficienti
in °(U). Ma:

I
(Y}, Y] = Zh:pﬂcj,kﬁ

[Y;,Y,)]=0 VI<j<k<p.
In particolare, il ¢ (U)-modulo ©4_1(U) generato da Yi,...,Y,_; & una distri-
buzione di (p — 1)-piani in U completamente integrabile. Per I’ipotesi indutti-
va, possiamo allora trovare un intorno aperto U’ di xg in U ed un diffeomorfismo
U — V’ su un intorno aperto V' di 0 in R” tale che y,(D,_1(U")) sia generato

implica allora che

da 6‘;1 yeees 6EP =2~ Quindi ¥, (DU ’)) e generato da campi di vettori:

0
e aapl’“ =2, a&h’

dove possiamo supporre che a”(0) # 0 e quindi, a meno di sostituire ad U’ un
intorno aperto pil piccolo di xg, che a”(§) # 0 per § € V’. Poiché ¢/, (D(U’)) € un
%> (V’)-modulo, a meno di dividere §, a sinistra per a” (E), possiamo supporre sia:

- _ 0 n h
I @ * Zh:p+l (E) azh
11 fatto che ¥ (D(U")) sia completamente integrabile ci da allora:

da"(E)

o0&/
Questo ci dice che le * sono localmente costanti rispetto alle variabili gl,... er 1,
Possiamo supporre che I’aperto V’ sia della forma V' = V| x V'3, con V] intorno

=0 per j=1,...,p—-1

aperto di 0 in Rgl IEP , e V} intorno aperto di 0 in Rg p fl Applichiamo la Pro-
posizione [[I al campo di vettori agp + 2 » +1a/h(§) e in VJ. Esiste quindi un

dlffeomorﬁsmo T: V) - W2 di un 1ntorn0 aperto %4 d1 0in R” P*+1 su un intorno

----- (77]‘1

C0n51der1amo ora I’intorno aperto U"” = l// l(V' V') e I'applicazione ¢ :
U” 3 x—ye VX W, cR" definita da:

Y =y se 1<i<p-1
Y =7 @), .. ) se p<is<n
Quest’applicazione verifica la tesi della Proposizione. O

DimosTtrAZIONE DEL TEOREMA[[I.9.8] Sia ¢ : U — V C R" un diffeomorfismo
che trasforma un intorno aperto di xp in € in un intorno di 0 in R” della forma
V=Alyl<r, y'I<r}ovey =0, .. y),y = (yerl ...,y”) ed r,r”’
Sono numeri reah positivi, e per cui ¢.(DU)) = ¢ °°(V)[ FREREEE 6y,,] Allora le
{¢p+1(x) =kpt1, ..., ¢"(x) = ky}, al variare di (kp41, ..., k,) nella palla di centro 0
e raggio "/ di R"77, sono le varieta integrali di D(U) in U. O
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I1.10. Integrali primi

Discutiamo in questo paragrafo una generalizzazione del teorema di Frobenius,
che ci sara utile nel seguito.
Sia Q un aperto di R" e sia D(€2) una distribuzione regolare di p-piani in Q.

Definizione I1.10.1. Sia F = (F',..., F¥) € €*(Q,R¥). Diciamo che F = 0 & un
integrale primo di D(Q) se:

(2.10.1) XF(x)=0 se Xe®DQ), x€Q ed Fx)=0;
oF
(2.10.2) lo Jacobiano a—(x) harango kse x € Qed F(x) = 0.
X
Vale il:

Teorema I1.10.2. Sia F = 0 un integrale primo di D(Q). Se:
(2.10.3) [X,Y](x) e D, VX, Y eDQ), Vxe{F(x)=0}nQ,

allora ogni punto xy € {F(x) = 0} N Q ¢ contenuto in una varieta integrale di
dimensione p di D(Q).

DIMOSTRAZIONE. Sia xo € Q un punto in cui F(xg) = 0. Per il Lemma [[.6.2] del
Capitolo [[ possiamo trovare un intorno aperto U di xo in ©, un intorno V di 0 in
R", e un diffeomorfismo ¢ : U — V con ¢(xp) = 0 tale che p({F(x) = 0} N U) =
() =0]1 < j<k}nV. Consideriamo D) = ¢.(DU)). Se Y = Z;f:la{,(y)%,
abbiamo per ipotesi:

a{,zY(yj)zo perl<j<kseYe®D(V)ey =0perl <i<k.

Consideriamo ora I’aperto G = {z € R*? | (0,z) € V} di R"”. I campi di vettori
Z;:]fal)‘f“ha‘—zh, al variare di Y in D(V), definiscono una distribuzione completamente
integrabile D(G) di p-piani di G. Per il Teoremam esiste una varieta integrale
$ di dimensione p di D(G) passante per 0. Allora § = {(0,z) | z € $1 & una
varieta integrale di dimensione p di (V) passante per I’origine e contenuta in
(3 =0| 1< j <k} Infine, S = ¢ 1(§) & una varietd integrale di D(Q), di
dimensione p, passante per xo € contenuta in {F = 0}. O






CAPITOLO 1III

Varieta topologiche e varieta differenziabili

II1.1. Paracompattezza e partizione dell’unita
Sia X uno spazio topologico.

Definizione II1.1.1. Se % ={U;|ie I} e ¥ ={V, | @ € A} sono due ricoprimenti
di X, diciamo che ¥ & un raffinamento di % se per ogni i € I esiste un indice
a; € A tale che V,,, € U;. Una funzione i — «a; con V,, C U, per ogni i € [ si dice
una funzione di raffinamento.

Una famiglia .% = {A;|i € I} di sottoinsiemi di X si dice localmente finita se
per ogni punto x di X esiste un intorno aperto U, di xin X taleche {i € [ |A;N U, #
0} sia finito.

Definizione I11.1.2. Lo spazio topologico X si dice paracompattoﬂ se verifica I’as-
sioma di separazione di Hausdorff, e se ogni suo ricoprimento aperto ammette un
raffinamento aperto localmente finito.

Ricordiamo, senza darne la dimostrazioneﬂ, le principali proprieta degli spazi
paracompatti:

Teorema II1.1.3. Ogni spazio paracompatto e normale.

Su uno spazio paracompatto X valgono cioe le due proprieta di separazione:

(1) Se x # y sono due punti distinti di X, allora esistono due intorni aperti,
UydixeU,diy,taliche Uy N U, = 0;

(2) Se A, B sono due chiusi di X con A N B = 0, allora esistono due aperti U,
VdiXtaliche AcU,BcVeUNV=0.

Teorema I11.1.4. Ogni sottospazio chiuso di uno spazio paracompatto e paracom-
patto.

Definizione ITI.1.5. Sia X uno spazio topologico ed ZZ = {U; | i € I} un suo
ricoprimento aperto. Una partizione continua dell’unita su X subordinata ad % &
una famiglia {¢; | i € I} € ¥ (X, R) di funzioni reali continue su X che godano delle
seguenti proprieta:

(@) pi(x) >0, VxeX, Viel,

1Questo concetto fu introdotto nel 1944 da J. Dieudonné (Une géneralization des espaces
compacts, J. Math. Pures Appl. 23, pp. 65-76).

2ef. Cap. 2-§11 di J.G.Hocking, G.S.Joung Topology, Addison-Wesley Publishing Compa-
ny Inc., Reading, Massachusetts, 1961, oppure Cap 1X-§4.3,4.4 di N.Bourbaki General Topology
Hermann, Paris, 1966.
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(if) suppg; = (xE X [0 0} C U;,  Viel,
(itD) {supp¢; | i € I} ¢& localmente finita,
(iv) D gm=1, VxeX.

Osserviamo che la somma in (7)) & ben definita perché per la (izi) per ciascun
punto x € X vi & un intorno aperto U, in cui solo un numero finito di addendi siano
non nulli.

Teorema II1.1.6. Sia X uno spazio di Hausdorff. Sono equivalenti:

(A) X é paracompatto.
(B) Per ogni ricoprimento aperto % di X esiste una partizione continua
dell’unita su X subordianta ad % .

Teorema II1.1.7. Sia X uno spazio di Hausdorff, localmente compatto.

(a) Se X e unione numerabile di compatti, allora X e paracompatto.
(b) Se X ¢é connesso e paracompatto, allora X é unione numerabile di com-
patti.

Teorema II1.1.8. Ogni spazio di Hausdorff, localmente compatto e a base nume-
rabile, é paracompatto.

Teorema II1.1.9 (Stone E[} Ogni spazio topologico metrizzabile é paracompatto.

I11.2. Varieta topologiche

Definizione III.2.1. Uno spazio topologico X si dice localmente euclideo di di-
mensione n se ogni punto p di X ammette un intorno U omeomorfo ad R".

Poiché ogni punto di R” ha un sistema fondamentale di intorni aperti che sono
omeomorfi ad R”, dire che un punto p di X ammette un intorno omeomorfo ad R" &
equivalente a dire che esso ammette un intorno omeomorfo ad un qualsiasi aperto
di R™.

Definizione II1.2.2. Una carta locale di dimensione n di X ¢ il dato di un aperto U
di X, di un aperto V di R", e di un omeomorfismo¢ : U - V.SeO0eVepge Ue
il punto per cui ¢(pg) = 0, chiameremo py il suo centro.

Definizione II1.2.3. Una varieta topologica di dimensione n € uno spazio topolo-
gico X paracompatto e localmente Euclideo di dimensione 7.

Per il Teorema la paracompattezza si puo descrivere in modo equiva-
lente richiedendo che X sia di Hausdorftf e che ogni sua componente connessa
sia numerabile all’infinito. Ci0 significa che, per ogni componente connessa Y
di X, si pu0 trovare una successione {K}},en di sottoinsiemi compatti di Y tali che
K, C K1 per ogniinteron > 0ed Y = (e K.

3Paracompacmess and product spaces in Bull. A.M.S. 54 (1948), pp. 977-982. Osserviamo che
il prodotto di due spazi paracompatti pud non essere paracompatto.
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Definizione II1.2.4. Sia M una varieta topologica di dimensione n ed U; ﬂ Vi C
R", peri = 1,2, due carte locali in M. Se U; N U, # 0, allora ¢1(U; N U,) e
¢2(U; N Uy) sono aperti di R" e
3.2.1) $21: $1(U1 N U2) 3 X — ¢y 0 ¢7'(x) € $o(Uy N 1)
¢ un omeomorfismo tra aperti di R", che si dice la funzione di transizione dalla
carta U, ﬂ V; alla carta U, ﬁ V5.
Definizione IIL.2.5. Un atlante di M & una famiglia o/ = {U; ﬂ Vi € R}y di
carte locali in M tale che | J;c; U; = M. Poniamo:
(3.2.2) Vii=¢;UinU)) CV; e
(3.2.3) $ij:Vijdx— ¢io ¢J_.1(x) eV
Le (¢; ;) cosi definite si dicono le funzioni di transizione dell’atlante <7 .

Le funzioni di transizione soddisfano le relazioni di compatibilita
(3.24) ¢ii =1dy;,  dijo djx(x) = dix(x), Yx € ¢p(U; N U; N Uy).
Teorema II1.2.6. Ogni varieta topologica ¢ localmente compatta e metrizzabile.

DimvosTrAZIONE. La prima affermazione segue dal fatto che gli spazi Euclidei
R" sono localmente compatti. Per quanto riguarda la seconda, basta osservare che
ogni componente connessa di una varieta topologica ¢ a base numerabile ed ogni
spazio regolare a base numerabile ¢ metrizzabile; se indichiamo con X;, i € I le
componenti connesse di X e con d; : X; X X; — R una distanza che definisce la
topologia di X;, possiamo definire la distanza in X ponendo

LICS N
xny€eX, xe€X,yeX;=dxy={1+di(xy) ’
1 sei# j

IIL.3. Alcuni esempi

Esempio II1.3.1. Ogni sottoinsieme aperto X di R"” ¢ una varieta topologica di
dimensione n.

Esempio II1.3.2. Sia A un apertodi R” (n > 1),con® # A # R" e sia X il quoziente
di R" x {0, 1} che si ottiene identificando i punti (x,0) ed (x,1) se x € A. Lo
spazio topologico X ¢ localmente Euclideo di dimensione n, ma non ¢ una varieta
topologica perché non ¢ di Hausdorft: i punti (x,0) ed (x, 1), per x sulla frontiera
0A di A, definiscono nel quoziente X elementi distinti che non ammettono intorni
disgiunti.

Esempio II1.3.3. Su R X {0, 1} consideriamo la relazione di equivalenza che identi-
fica due punti (x, 0) ed (x, 1) se x < 0. Il quoziente X & uno spazio di Hausdorff, ma
non ¢ localmente Euclideo, perché il punto xy di X corrispondente a {(0, 0), (0, 1)}
non ha un intorno omeomorfo ad R. Infatti, se U ¢ un intorno aperto di xp in X,
allora U \ {xo} ha almeno tre componenti connesse.
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Esempio I11.3.4. Sia X lo spazio topologico ottenuto considerando su R? la topo-
logia definita dall’ordine lessicografico:

x1 < X3, oppure

Xp=x2 ¢ yr<».

(x1,y1) < (x2,)2) © {

Ogni componente connessa di X ¢ omeomorfa ad R e quindi X ¢ uno spazio local-
mente Euclideo di dimensione 1. La topologia dell’ordine lessicografico ¢ indotta
dalla distanza:
1 se X1 # X
d((xl,)ﬁ), (xz,yZ)) = |y1 —y2|
1+ 1[y1 =y

Quindi X, essendo metrizzabile, ¢ paracompatto e dunque una varieta topologica
di dimensione 1.

S€ X1 =Xp.

Esempio IIL.3.5. Sia X =]0, 1]x]0, 1[, ed “<” un buon ordinamento su ]0, 1[, ri-

spetto al quale ]0, 1[ non ammetta massimo: in particolare per ogni ¢ €]0, 1[ vi & un

elemento ¢’ €]0, 1[ (successivo di 7) con ¢ < ¢’ tale che {s €]0, 1[ |t < s < '} = 0.
Consideriamo su X la topologia dell’ordine relativa all’ordinamento totale:

<s oppure
t=s e x<y.

(1) < (5r5) & {t

Chiaramente X € localmente euclideo di dimensione 1, &€ connesso e di Hausdorff,
ma non ¢ una varieta topologica perché non & paracompatto.

N

Esempio II1.3.6. La sfera S ¢ una varieta topologica di dimensione n. Siano
X0, - - - » X, le coordinate cartesiane di R"*! e scriviamo

n
S”:{xeR’”l > = 1}.
i=0" !
Indichiamo poi con p : R"™*! — R” la proiezione sulle ultime 7 coordinate
P
R s x = (xo, x1,..., %) — X' =(x1,...,%,) €R"
e siano
¢y U, =8S"\{—¢p}2x— Hl—xOx'eR”,
¢-:U-=5"\{eg} 3 x — Z-x €R".

le proiezioni stereografiche rispetto al polo sud —( ed al polo nord ey, rispettiva-
mente. Allora o = {(U, ), (U_,¢_)} ¢ un atlante di S", formato da due carte
locali di dimensione n. Le sue funzioni di transizione sono ¢._ = ¢_ : R*\ 0 >

y = y/lyPF € R\ {0}.
Esempio IT1.3.7. Lo spazio proiettivo reale di dimensione n
RP' = R\ {0)/ ~, ove x~yeyeRy,

¢ una varieta topologica di dimensione n. Indichiamo con [xg, X1, . .., x,] il punto
di RP" che corrisponde al punto (xg, x1, . .., X,) di R™1\{0}. Le xo, . . ., x, SONo sue
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coordinate omogenee. Un atlante .7 di RP” ¢ descritto nelle coordinate omogenee
dagli aperti

U; = {[xo0, x1, ..., xn]|xi #0} per i=0,1,..,n
e dagli omeomorfismi

¢i : ljl3 [x07x17‘--’xn] — (yla"'ayl’l)ean

xj—1/x; sel < j<i,
ove y; =
Xj/xi sei< j<n.

Esempio I11.3.8. Lo spazio proiettivo complesso di dimensione n
CP" = (C"'\{0})/ ~, ove z~woweCq

¢ una varieta topologica di dimensione 2n. Indichiamo con [z, z1, . . - , 2,] il punto
di CP”" che corrisponde al punto (zg, 71, . - . , Z5) di C™1\ {0}. Le zo, .. ., 2, SONO sue
coordinate omogenee. Un atlante .7 di CP" ¢ descritto nelle coordinate omogenee
dagli aperti

U; = {lzo0, 21, -vs Zul |Z,~ #0} per i=0,1,..,n

e dagli omeomorfismi

¢i: Uia [Z03219azn] B— (Wl,,Wn)ECn :Rzny

Zj—l/Zi se 1 S].Sl.,
ove w;=
Zj/zi  sei< j<n.

I11.4. Varieta topologiche con bordo

Definizione II1.4.1. Una varieta topologica di dimensione n con bordo & uno spa-
zio topologico paracompatto M in cui ogni punto ha un intorno aperto omeomorfo
ad un aperto di R} = {(xq,...,x,) € R" | x,, > 0}.

La parte interna M di M & I'insieme dei punti di M che hanno un intorno
omeomorfo ad R”. M & una varieta topologica di dimensione n ed un aperto denso
di M.

L’insieme OM = M \ M & una varieta differenziabile di dimensione (n—1)che
si dice il bordo di M.

Un omeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R} di un aperto U di M su un aperto ¢(U)
di RY} si dice una carta locale in M.

Una collezione < = {(U;, ¢;) | i € I} di carte locali in M tali che M = | J,;U;
si dice un atlante di M.

Le varieta topologiche definite in §III.2{sono varieta a bordo con il bordo vuoto.
Per questo le chiameremo anche varieta senza bordo.



52 II. VARIETA TOPOLOGICHE E VARIETA DIFFERENZIABILI

II1.5. Definizione di varieta differenziabile

Definizione I11.5.1. Sia M una varieta topologica di dimensione n. Un atlante .o/
di M si dice di classe €* (ove k & un intero non negativo, oppure co od w) se le sue
funzioni di transizione sono diffeomorfismi di classe €*.

Due atlanti o7 ed &7’ di classe €* di M si dicono €*-compatibili se o/ U o7’
& ancora un atlante di classe €*.

Un atlante di classe ¢ & semplicemente un atlante e tutti gli atlanti di classe
%€ su M sono tra loro compatibili.

La relazione di compatibilita ©’* & una relazione di equivalenza nella famiglia
degli atlanti di M.

Se .o/ & un atlante di classe %% su M, I’'unione di tutti gli atlanti €**-compatibili
con ¢/ & ancora un atlante €* compatibile con .27; esso & massimale nel senso che
non & propriamente contenuto in nessun atlante di classe €’* con esso compatibile.

Esempio IIL1.5.2. Un atlante formato da una sola carta ¢ sempre di classe €.
Quindi i due atlanti &7 = {(R, x)} e &’ = {(R,x°)} su R sono atlanti di classe €
sulla varieta topologica R. Essi sono compatibili di classe €, ma non di classe €*
per k > 1, perché la funzione di transizione x — +/x non ¢ differenziabile in 0.

Definizione II1.5.3. Una varieta differenziabile di dimensione n ¢ il dato di una
varieta topologica M di dimensione n e di un suo atlante massimale .27 di classe €*.

Osservazione II1.5.4. Una varieta differenziabile di classe €° ¢ semplicemente
una varieta topologica.

Osservazione II1.5.5. Non tutte le varieta topologiche (anche se di Hausdorff
e paracompatte) ammettono un atlante differenziabile di classe €* con k positi-
vo. Un esempio di varieta topologica su cui non puo essere definita una struttura
differenziale @ stato dato da MicseL A. KervaiRE ] nel 1959.

HassLEr WHITNEYEI ha dimostrato che ogni varieta differenziabile di classe %!
paracompatta ammette un atlante di classe ’“. Quando studiamo le proprieta to-
pologiche di una varieta differenziabile M di classe €* con k > 1, potremo quindi
supporre, senza perdere in generalita, che essa sia di classe €, o di una qualsiasi
classe € con h > 1 che sia utile nella discussione (vedi il .

Tutte le varieta differenziabili sono triangolabili, come ¢ stato dimostrato da
STEWART S. CAIRN@ ma non tutte le varieta topologiche lo sono, come mostrato da
LAurence C. SIEBENMAN Abbiamo quindi delle inclusioni proprie

Varieta topologiche C Varieta triangolabili C Varieta differenziabili.

4 A Manifold which does not not admit any Differentiable Structure, Commentarii Mathematici
Helvetici, 34 (1960), pp. 257-270.

SDifferentiable Manifolds, Annals of Mathematics 37 (3) (1936), pp. 645-680

6 On the triangulation of regular loci, Ann. of Math. (2) 35 (1934), no. 3, 579-587.

7Topo]ogical manifolds. Actes du Congrs International des Mathématiciens (Nice, 1970),
Tome 2, pp. 133-163. Gauthier-Villars, Paris, 1971
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Infine, una varieta topologica triangolabile puo avere due triangolazioni non equi-
valenti

Un atlante .27 di classe €% su una varieta topologica M di dimensione n de-
termina su M un’unica struttura di varieta differenziabile di classe €*. L atlante
massimale .7 corrispondente & formato da tutti e soli gli omeomorfismi ¢ : U —s
V ¢ R" diun aperto U di M su un aperto V di R” tali che {(U, ¢)} U .o/ sia ancora
un atlante di classe € (equivalente ad .27). Ogni carta di tale atlante massimale si
dice un sistema di coordinate (o carta locale) di classe €* di M.

Se (U, ¢) & una carta locale di classe €% con centroin pe ¥ : V. — V' & un
diffeomorfismo di classe €* tra due intorni aperti di 0 in R”, con ¥(0) = 0, allora
anche (U N ¢‘1(V), Y o ¢) & una carta locale di classe €* con centro in p.

Un atlante di classe € & anche di classe ¢ per ogni 0 < h < k. Definisce
quindi su M un’unica struttura di varieta differenziabile di classe €". In partico-
lare, possiamo considerare una varieta differenziabile di classe €* come varieta
differenziabile di classe € per ogni h < k.

Esempio IT1.5.6. Gli atlanti definiti nel paragrafo §III.2|per le varieta topologiche
S, RP", CP" sono tutti di classe €“.

Lemma IIL5.7. Sia M una varieta differenziabile di classe €* (con 0 < k < w) ed
A un aperto di M. Se o7 = {(Uj, ;) |i € I} & un atlante di classe €* su M, allora

Ay ={(U;NA,¢ilunaliel, UnNA+0}
¢ un atlante di classe €* su A.

Quindi, su ogni aperto A di una varieta differenziabile M risulta definita un’uni-
ca struttura di varieta differenziabile di classe €* tale che ogni carta locale di classe
€ di A sia anche una carta locale di classe €* di M. Con la struttura differenziale
cosi definita, diciamo che A ¢ una sottovarieta aperta di M.

In modo del tutto analogo si possono definire le varieta differenziabili con
bordo.

Definizione II1.5.8. Sia M una varieta topologica con bordo. Un atlante </ di M
¢ di classe €* se le sue funzioni di transizione sono di classe €*. Due atlanti di
classe €* sono equivalenti se la loro unione & ancora un atlante di classe €’*. Una
struttura differenziale di classe %% su M & il dato di una classe di equivalenza di
atalanti €% su M.

I11.6. Applicazioni differenziabili

In questo paragrafo introduciamo la nozione di applicazione differenziabile tra
varieta.

8 Rosion C.KmBy, LAURENCE C. SIEBENMANN: Foundational essays on topological manifolds,
smoothings, and triangulations. With notes by John Milnor and Michael Atiyah, Annals of Ma-
thematics Studies, No. 88. Princeton University Press, Princeton, N.J.; University of Tokyo Press,
Tokyo, 1977. vii+355 pp.
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Lemma IIL.6.1. Sia f : M — N un’applicazione continua tra due varieta
differenziabili di classe €* e sia p € M. Sono equivalenti:

(i) Possiamo trovare una carta locale (U, @) in p ed una carta locale (V, )
in f(p) tali che

fW) eV e yofoy e €. p(V)).
(if) Per ogni carta locale (U, @) in p e per ogni carta locale (V, ) in f(p)

Yo foyp e G (pUn fF1(V)),y(V)).

DmosTtrAZIONE. Chiaramente (ii) = (i). L’implicazione opposta segue dal
fatto che i cambiamenti di carte locali sono applicazioni di classe €* e la compo-
sizione di applicazioni di classe ¢* sono ancora applicazioni di classe €*. O

Definizione II1.6.2. Un’applicazione continua f : M — N che soddisfi le con-
dizioni equivalenti del lemma, si dice differenziabile di classe €* in p. Un’ap-
plicazione f si dice differenziabile di classe €* in M se & tale in ogni punto di
M.

L’insieme di tutte le applicazioni differenziabili di classe €* definite sulla
varieta differenziabile M, a valori nella varieta differenziabile N, si indica con
¢*(M,N).

Vale il seguente:

Lemma I11.6.3. Siano M, N varieta differenziabili di classe € (0 < k < w) ed
[+ M — N un’applicazione. Sia % un ricoprimento aperto di M. Condizione
necessaria e sufficiente affinché f sia differenziabile di classe €* su M ¢ che per
ogni aperto U € % la restrizione f|y : U — N di f alla sottovarieta aperta U
sia differenziabile di classe €*.

I11.7. Funzioni reali differenziabili e partizione dell’unita

Consideriamo sulla retta reale R la struttura di varieta differenziabile di di-
mensione 1 definita dall’unica carta coordinata (R,id). L’insieme €*(M,R) delle
applicazioni differenziabili di classe €, definite su una varieta differenziabile M
di classe €* e a valori in R, si indica semplicemente con EK(M). Se k = oo,
scriveremo a volte &(M) invece di °(M) e se k = w (funzioni analitiche—reali),
scriveremo a volte .7 (M) invece di €“(M).

Teorema II1.7.1. Sia M una varieta differenziabile di classe €k (0 < k < w).
L’insieme €*(M) delle Sfunzioni reali di classe € k su M é un anello commutativo e
unitario e un’algebra reale rispetto alle operazioni

(1) di somma:

(f+9() =f(p)+g(p)  Vf, ge€ M), VYpeM,
(2) di prodotto:

(fo) = f(pgp)  Vf, g€ € (M), VpeM;
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(3) di prodotto per scalare:
kf)(p)=kf(p)  VfeE"M), VkeR,V¥pe M.

Teorema II1.7.2 (di partizione dell’unita). Sia M una varieta differenziabile di
classe €%, (0 < k < o), paracompatta. Sia % = {U j | J € J} un ricoprimento
aperto di M. Allora esiste una partizione dell’unita {¢} je;, subordinatnﬂ ad %,
mediante funzioni ¢; di €*(M).

DimostrAzZIONE. Siano ¥ = {V; | i € I} un raffinamento aperto localmente
finito di % mediante aperti coordinati (V;, x;) di M, con V; compatto, e sia # =
{W; | i € I} un raffinamento di ¥, con

WiCWi@Vi@Uji

per un’opportuna funzione di raffinamento i — j;.
Per ogni i € [ fissiamo un aperto G; con W; € G; € V;. Per la Proposizione
del CapitoloI] esiste per ogni i € i una funzione g; € ¥*(R") tale che

0<g(y=<1 VyeR",

gy =1 Vy € xi(W),

gy =0 Yy & xi(G)) .
Le funzioni

hi(p) = gi(xi(p))  se peVi,
' 0 se pé¢aG;

sono allora di classe €% su M; i loro supporti formano un ricoprimento localmente
finito di M ed inoltre anche {hi‘l(l) | i € I} ¢ un ricoprimento chiuso localmente
finito di M. Ne segue che

Wp) =) _hp), peM

& una funzione reale di classe €%, che assume valori > 1 su M. Quindi le

l/fl(p)—h(p), PEM, i€l

formano una partizione dell’unita di classe €* su M. Per ogni j € J sia ; Iinsieme
degli indici i € [ tali che j; = j. Allorale

Bip)= D o, Vi)

sono funzioni di classe €* che definiscono una partizione dell’unita su M subordi-
nata ad % . O

Come conseguenza dell’esistenza di partizioni dell’unita, otteniamo:

Ricordiamo che questo significa che {supp ¢;} je; € un ricoprimento chiuso localmente finito di
M, con supp ¢; C U; per ogni j € J e che },;¢;(p) = 1 perogni p € M.
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Proposizione II1.7.3. Sia F un chiuso di una varieta differenziabile M, di classe
€* con 0 < k < oo, paracompatta. Se U é un intorno aperto di F in M, esiste una
funzione f € €X(M) tale che

se peF,
se p¢U.

DmosTtrAZIONE. Poiché M ¢ normale, possiamo fissare un intorno aperto V di
F in U la cui chiusuraV sia ancora contenuta in U. Consideriamo il ricoprimento
aperto {U, CV). Per il Teorema esiste una partizione dell’unita {f, g}, con
f.g € €X(M), supp f c U,suppg NV = 0. La f & uguale ad 1 su V e quindi su F
ed & nulla fuori da U e percio soddisfa la tesi. O

1
0<f(p)<1, VYpeM, f(p)={0

Lemma II1.7.4. Sia M una varieta differenziabile, paracompatta e a base nume-
rabile, di classe €% con 0 < k < co. Se { fv | v € N} e una successione di funzioni di
classe €% in M, possiamo trovare una successione {€,} di numeri positivi tali che
la serie

(3.7.1) P
v=0
converga uniformemente sui compatti di M ad una funzione di classe €*.

DmostrAzZIONE. Fissiamo un atlante o/ = {(U;, x;) |i € I c N} di M con U; €
M ed {U,}ie; localmente finito, e sia {V;};; un raffinamento di {U;} con V; € U,.
Sceglieremo poi le €, > 0 in modo tale che

Z jSVZIBIsmin{k,v}Z iet, i<y > "Px(Vi) Py
a

La scelta ¢ possibile perché per ogni v il primo membro € una somma finita di
estremi superiori di funzioni continue su sottoinsiemi compatti. Con questa scelta
degli €,, per ogni i € I la serie )€, f, © )cl.‘1 di funzioni di €*(x;(U;)) converge
uniformemente con tutte le derivate fino all’ordine & (con tutte le derivate se k = o)
su tutti i compatti di x;(U;) ¢ R™. Questo implica che la serie (3.7.1)) converge,
uniformemente sui compatti di M, a una funzione di classe €* su M. O

Osservazione I11.7.5. L’enunciato del Lemma[IL7.4lnon & valido se k = w. Siano
ad esempio M = Red {f, = (1 +v?x?)7'}. Sia f = 3,506,(1 +v*x*)~! per una
serie convergente con €, > 0 per ogni v € N. In particolare, la serie }},.g€, €
convergente e quindi la f definisce una funzione analitica su R \ {0}, che si estende
a una funzione olomorfa nell’intorno U = {z € C | iz ¢ Z} di R\ {0} in C, ed in
esso coincide con la funzione F = }; 96,(1 + v?z%), meromorfa su C \ {0} e con
poli semplici nei punti +i/v per v € Z,. Se f fosse analitica in 0, la sua serie di
potenze con centro in O convergerebbe in un intorno V di 0 in C ad una funzione
olomorfa G. Poiché F = G su U N V per 'unicita della continuazione analitica,
abbiamo ottenuto una contraddizione perché F ha una singolarita essenziale in O.

v
< —.
€

o' f;

Proposizione I11.7.6. Se F ¢ un chiuso di una varieta differenziabile M, para-
compatta e a base numerabile, di classe €* con 0 < k < oo, allora esiste un’ap-
plicazione f € €*(M) tale che 0 < f(p) < 1 per ogni p € M ed f~1(0) =
F.
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DmostrAZIONE. Osserviamo che M, essendo normale e a base numerabile ¢
metrizzabile. Sia dist : M X M — R una distanza su M e consideriamo gli intorni
U, ={peM]|dist(p, F) <27}, al variare di vin N, di F in M. Per la Proposizione
esiste una funzione f, € €*(M) tale che

0<f(p)<1 VYpeM, Kcf'©0), Cu cfrl).

Per il Lemma [lII.7.4| Possiamo allora scegliere una successione €, di numeri reali
positivi tale che

@) =" efup)

converga ad una funzione di classe E*(M). La f € €X(M) cosi ottenuta ha allora
le proprieta richieste. O

In modo analogo si pud dimostrare la:

Proposizione I11.7.7. Sia M una varieta differenziabile, paracompatta e a base
numerabile, di classe €%, con 0 < k < 0. Se Fo ed Fy sono due chiusi disgiunti
di M, allora esiste una f € €*(M) tale che 0 < f(p) < 1 per ogni p € M ed

0y =Fo, £71(1) = Fy. o

Osservazione I11.7.8. Il teorema di partizione dell’unita non vale nella classe €“:
infatti una funzione analitica—reale che si annulli su un aperto di una varieta M
si annulla sull’'unione delle componenti connesse di M che lo intersecano. Per
questo motivo, nonostante per il teorema di Whitney ogni varieta M, differenzia-
bile di classe €' e paracompatta, ammetta un atlante compatibile di classe €%, &
conveniente considerare strutture di classe €* con 1 < k < co.

Definizione II1.7.9. Siano M ed N varieta differenziabili ed F' un sottoinsieme
chiuso di M. Sia 0 < k < w. Un’applicazione continua f : F — N si dice
differenziabile di classe €* su F se per ogni punto p € F esiste un intorno aperto
U, di p in M ed una funzione fe %k(Up,N) tale che fIU,,nF = flu,nr-

Indichiamo con €X(F, N) Iinsieme delle funzioni differenziabili di classe €*
di Fin N. Se N = R, scriveremo €*(F) invece di €*(F, R).

Proposizione I11.7.10. Sia M una varieta differenziabile paracompatta ed F un
chiuso di M. Allora, per ogni f € €*(F), con 0 < k < oo, esiste una funzione
f e €M) tale che fir = f.

DmosTtrAZIONE. Consideriamo un ricoprimento {U;};c; di F con aperti tali che
perognii € [ esistauna f; € €*(U;) tale che fi(p) = f(p) su U;N F. Consideriamo
una partizione dell’unita {¢;} U {/} subordinata al ricoprimento aperto {U;} U (CF)
di M. Per ogni i poniamo

¢i(p)fi(p) sepeU,

Jitp) = { 0 se pe CU..

Allora f; e €X(U)) ed f = 3,1 f; € €(M) & il prolungamento di f cercato. O
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Teorema II1.7.11 (di approssimazione). Sia M una varieta differenziabile para-
compatta, F un suo sottoinsieme chiuso ed f : M — R" un’applicazione continua,
la cui restrizione ad F sia di classe €%, con 0 < k < co. Allora per ogni € > 0
esiste un’applicazione g € € (M,R") tale che

(3.7.2) gp)=f(p), VpEeF,
(3.7.3) lg(p) — f(p)l <€, VpeM.

DiMOSTRAZIONE. Per la proposizione applicata ad ogni componente di
f, esiste una f € €X(M,R") con f|r = f|r. Costruiamo un ricoprimento aperto di
M nel modo seguente. Poniamo

Uo=1{peMI||f(p)- f(p)l < €.

Up & un intorno aperto di F in M. Poi, per ogni punto p € CF, sia

Up={qeM|If(p) - f(@l <€}

Allora % = {Up} U{U, | p € CF} & un ricoprimento di M. Sia {¢o} U {¢,} una
partizione dell’unit di classe €* subordinata ad % . Poniamo

Yo = ¢o-f suU, v, = ép- f(p) sulU,,
0 0 su CU,, P 0 suCUp.

Allora o, ), € EHM,R") e
= +
8(p) = Uo(p) + ) o Walp)
& un’applicazione in €’*(M, R") che soddisfa le (3.7.2), (3:7.3). o

eCF

Corollario I11.7.12. Sia M una varieta differenziabile connessa di classe € k con
1 < k < oo. Allora ogni coppia di punti di M puo essere congiunta da una curva
di classe €.

DmosTtrAZIONE. Fissiamo un qualsiasi punto pg e sia N il sottoinsieme dei pun-
ti di M che possono essere congiunti a py da una curva di classe €*. Chiaramente
po € N e quindi N ¢ non vuoto. Per dimostrare che N = M, dobbiamo dimo-
strare che ¢ aperto e chiuso. A questo scopo, bastera dimostrare che, dato un
qualsiasi punto p; € M, esiste un intorno U di p; in M tale che, per ogni curva
y : [0,11 = U, di classe €*, con y(1) = p; ed ogni punto p, di U, possiamo
trovare una y : [0,2] — U con y(t) = y(t) per 0 <t < 1 e ¥(2) = py.

Infatti, da questo segue che, se p; € N, tutto I'intorno U ¢ contenuto in N e
dunque N ¢ aperto. Se p; € N, 'intorno U di p; contiene qualche punto di N e
quindi p; € N e cido mostra che N ¢& chiuso.

Scegliamo una carta locale (U, x), con centro in p; ed x(U) = R™. Siay €
€*([0,11, U), con y(1) = p;. Utilizzando la Proposizione [[I.7.10, possiamo sup-
porre che x oy sia la restrizione a [0, 1] di una funzione f € €*(R,R™). Se p> & un
altro punto di U, sia x, = x(p>) e g(t) = xo(t — 1). Sia poi {@1, ¢»} una partizione
dell’unita su R, subordinata al ricoprimento {V; = {t < 2}, V, = {tr > 1}}. Allora
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n(t) = ¢1(O)f (1) + ¢2()g(?) definisce una funzione 7 € FX(R,R"), con n(f) = f(1)
se t < 1 ed 7(2) = x,. Definiamo 7 € €*([0, 2], U) ponendo
() = x"'(n(r)), per0O<r<2.
E (1) = y()per 0 <t < 1 e (2) = p,. La dimostrazione & completa. O

Teorema II1.7.13 (interpolazione). Sia M una varieta differenziabile paracom-
patta di classe €%, con 1 <k < oo, ed fi, f» : M — R due funzioni reali, con fi
semicontinua superiormente, f> semicontinua inferiormente ed fi(p) < fo(p) per
ogni p € M. Allora esiste una funzione f € €*(M) tale che fi(p) < f(p) < fr(p)
perogni p € M.

DimosTtrAzZIONE. Per ogni punto g € M, I’insieme

Ag=1p e M| fi(p) < f2(@), fo(p) > filg)}

€ un intorno aperto di ¢ in M. Fissiamo un intorno aperto relativamente compatto
U,digin M con U, € A;. Abbiamo

(3.7.4) Mg = Sup,ey, fi(p) < infyey, fo(p) = My.

Consideriamo il ricoprimento aperto % = {U, | ¢ € M} di M e sia {¢,} una
partizione dell’unita di classe €* subordinata ad % . Poniamo
Mg+ M,

(3.7.5) 0= =

La f & una funzione di classe €*(M) che soddisfa le condizioni richieste. Infatti,
per la (3.7.4), abbiamo

M
AP, <& ‘”2 L640) < H(P)by(P), se p.ge M e py(p)>0.

Da questo, sommando su g € M, segue che la f definita da (3.7.5)) soddisfa fi(p) <
f(p) < fo(p) perogni p € M. O

¢q(p)-

II1.8. Immersioni, sommersioni, diffeomorfismi

Siano M ed N due varieta differenziabili, di dimensione m ed n rispettivamente,
entrambe di classe €% con k > 1, ed f : M — N un’applicazione differenziabile
di classe €*. Fissiamo un punto py € M e sia qo = f(po) il punto corrispondente
di N. Fissiamo un intorno coordinato (V,y) di N con centro in gg e sia (U, x) un
intorno coordinato in M con centro in py tale che f(U) c V. La funzione

(3.8.1) R™ > x(U) 3 x = y(f(x" 1) e y(V)

¢ di classe €* ed in particolare, essendo k > 1, possiamo considerare il suo
Jacobiano in 0

N () W' (fh)
6y Ox! e ox™m
X
=0 oy ()

a.)Cl e (9xm .X:O
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La scelta di una diversa coppia di carte coordinate in pg e go definisce uno Jacobia-
no che differisce da quello in (3.8.2)) per la moltiplicazione a destra per una matrice
di GL,,(R) ed a sinistra per una matrice di GL,(R). In particolare

Lemma I11.8.1. 7] rango della matrice Jacobiana (3.8.2) non dipende dalla scelta
delle carte coordinate (U, x) in pg e (V,y) in qo.

Possiamo dare quindi la seguente

Definizione ITL.8.2. L applicazione differenziabile f : M — N di classe €* in
pPo € M ¢in pg

un’immersione differenziabile se la matrice Jacobiana (3.8.2) definisce
una trasformazione lineare iniettiva, se cio¢ ha rango m uguale alla di-
mensione di M;

una sommersione differenziabile se la matrice Jacobiana (3.8.2)) defini-
sce un’applicazione lineare surgettiva, se cio¢ ha rango n uguale alla
dimensione di N;

un diffeomorfismo locale se la matrice Jacobiana (3.8.2) definisce un iso-
morfismo lineare, se cio¢ n = m ed il determinante della matrice Jacobia-
na & diverso da zero.

Per il teorema delle funzioni implicite vale la

Proposizione I11.8.3. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile di classe
€%, con k > 1, tra due varieta differenziabili M ed N di classe &* e di dimensioni
m, n, rispettivamente. Sia po € M e qo = f(po)-

)

@)

3)

Se f e un’immersione differenziabile in py, allora m < n ed esiste un in-
torno aperto U di pg in M tale che la f sia un’immersione differenziabile
in ogni punto di U e che la restrizione f|ly : U — N sia iniettiva. Esiste
poi un intorno V di qo in N ed un’applicazione g € €*(V,U) tale che
go f(p)=pperognipel.

Se f é una sommersione differenziabile in py, allora m > n, e possiamo
trovare intorni aperti U di po in M e V di qo in N tali che f(U) =V,
che la f sia una sommersione differenziabile in tutti i punti di U, che la
sua restrizione ad U definisca un’applicazione aperta di U su V e che,
inoltre, esista una g € €*(V,U) tale che f o g(q) = q perogni g €'V.

Se f é un diffeomorfismo locale in po, allora m = n ed f definisce un
omeomorfismo di un intorno aperto U di pg su un intorno aperto V di qo,
con omeomorfismo inverso (f |‘(;)_1 : 'V = U di classe €.

I11.9. Prodotto cartesiano di varieta differenziabili

Se M ed N sono due varieta differenziabili di classe €* (0 < k < w) di dimen-
sione m ed n rispettivamente, possiamo definire sul prodotto cartesiano M X N una
ed una sola struttura di varieta differenziabile di dimensione m + n, che renda le
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proiezioni sui singoli fattori

M x N
2N
M N
sommersioni differenziabili di classe €*. Un atlante per questa struttura si ottiene

da atlanti &y = {(U;, x;) | i € I} ed oy = {(V},y;) | j € J} diclasse C*di Med N
rispettivamente, ponendo @yxn = {(U; X Vj, x; @ y;) | (i, j) € I X J}, ove

xi @y Uix Vi3 (p,q) — (xi(p),yj(@) € xi(Up) X y;j(Vj) c R™™.
II1.10. Sottovarieta differenziabili

Supporremo in questo paragrafo che M sia un’assegnata varieta differenziabile,
paracompatta, di dimensione m e di classe €%, con 1 < k < w.

Definizione II1.10.1. Diciamo che N ¢ una sottovarieta di dimensione n e di classe
¢t di M se:
(i) N & una varieta differenziabile di dimensione # e di classe €;
(ii) N C M come insieme;
(iii) € < k e l'inclusione 1 : N — M ¢ un’immersione differenziabile di
classe €.

Lemma II1.10.2. La topologia di una sottovarieta differenziabile e piu fine della
topologia di sottospazio topologico.

DimostrazIONE. Infatti la topologia di sottospazio su N & la meno fine tra
quelle che rendono I’inclusione ¢ : N — M continua; poiché ogni applicazio-
ne differenziabile di classe €, con k > 0, & in particolare continua, ne segue la
tesi. O

Esempio IT1.10.3. Consideriamo in R? il sottoinsieme N definito da

_ t . 1
N = {m(cost,smt)|teR}US .

Esso & una sottovarieta differenziabile di dimensione 1 di R%. La sua topologia di
sottovarieta differenziabile & strettamente piti fine della topologia di sottospazio:
infatti { \/ﬁ(cos t,sint) |t € R} ¢ chiuso nella topologia di sottovarieta differen-
ziabile (essendo una componente connessa), mentre ¢ denso e quindi non chiuso in

N per la topologia di sottospazio.

Esempio II1.10.4. Consideriamo il toro T?> = S! x S!. Esso & una varieta dif-
ferenziabile di classe €, con I’atlante definito dalle applicazioni inverse delle
immersioni topologiche:

(=, 71) X (=7, 7)(s, 1) —> (expli(s + @)],exp[i(t + B)]) € S! x §!
al variare di @, 8 in R. Sia r un numero reale e siano

N, = {(e”,e”’) 't € R}, i Rot— (ei’,eir’) € Ny.
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Vi ¢ un’unica struttura di varieta differenziabile su Ny per cui f, sia un diffeomorfi-
smo locale di classe €. Con questa struttura differenziabile, N £ € una sottovarieta
differenziabile di classe € del toro T2. Se r € Q, la N, & compatta e la sua topo-
logia di sottovarieta coincide con quella di sottospazio. Se r € R \ Q ¢ irrazionale,
allora f, & bigettiva, N, & un sottospazio denso di 7 e la sua topologia di sottova-
rieta ¢ strettamente piu fine di quella di sottospazio topologico: in particolare come
sottospazio topologico N, non ¢ localmente connesso.

Nel seguito, utilizzando il teorema di Whitney (vedi 1’Osserviazione [[II.5.5]),
supporremo per semplicita che M sia di classe €.

Proposizione II1.10.5. Sia N una sottovarieta differenziabile di dimensione n e
classe €%, conk > 1, di M. Per ogni punto p € N esiste un intorno aperto V di p
in N ed un aperto coordinato (U, z) di classe €* di p in M tali che:

() V={qeU|Z(q) =0, peri=n+1,...,m);

(if) (V, (Zi)lsign) sia una carta locale di classe €% di N.

DmosTtrAZIONE. Fissiamo carte coordinate (V,y) in N ed (U, x) in M, con cen-
tro in p. Per ipotesi, I’inclusione di N in M definisce un’applicazione differenzia-
bile di classe €*

yV)3y—x=f(y)ex(U), con f(0)=0,

la cui matrice Jacobiana 0x/dy ha rango n in 0. A meno di riordinare gli indici,
possiamo supporre che

dx dx
oy oy
det| : : # 0.

0x, ox,

I T v ly=0
Per il teorema dell’applicazione inversa, a meno di restringere 1’intorno V di p,
(V,x'), con x’ = (x1,...,x,)ly, € ancora una carta locale su N con centro in p.
Possiamo supporre che V c U. Le restrizioni di x,41,..., X, a V sono funzioni

di classe €* su V e si possono quindi esprimere come funzioni delle coordinate
locali:

Xj=fi(xt,...,x0), n<j<msuV.
Poniamo
Zi = Xis 1<i<n,
zi=Xi— fi(x1,..., %), n<i<m
Allora

82 . In' 0
a_ _g_){j. Im—n

¢ invertibile e quindi le z; definiscono una carta locale in un intorno U’ ¢ U di p in
M, che verifica le (i) ed (ii). O

Corollario I11.10.6. Sia N un sottoinsieme di M e k, n interi non negativi. Esiste
al piu, su N, una struttura di varieta differenziabile di classe €* e di dimensione n
per cui N sia una sottovarieta di classe €~ di M.
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DimosTRAZIONE. Infatti, se esiste, la struttura differenziabile di classe €% di N
¢ definita da un atlante le cui carte coordinate sono della forma (U N N, (x))1<i<n)
al variare di (U, (x')1<i<m) tra le carte locali di classe €* di M per cui L
sono nulle su U N N. O

Definizione I11.10.7. Una sottovarieta differenziabile N di M si diceEjI propria se
¢ un chiuso di M, localmente chiusa se € un sottospazio localmente chiuso di M.

Chiaramente
sottovarieta propria = sottovarieta localmente chiusa = sottovarieta.
Usando il teorema delle funzioni implicite, si dimostra la

Proposizione I11.10.8. Sia 1 <k < w.
Un sottospazio topologico N di M é una sottovarieta propria di classe €* di
M e di dimensione n se e verificata una delle due condizioni equivalenti:

(a) Per ogni p € M esiste una carta locale (U, x) di classe € in M, con cen-
tro in p, tale che MN\U sia connesso ed (UNM, x), con x’ = (x',...,x"),
sia una carta locale in N;

(b) Per ogni p € M esiste una carta locale (U, x) di classe €* in M, con
centroin p, tale che MNU = {p e U | X =0,...,x" =0

Un sottospazio topologico N di M e una sottovarieta localmente chiusa di clas-
se €% di M e di dimensione n se ¢ verificata una delle due condizioni equivalenti:

(@’) Perogni p € N esiste una carta locale (U, x) di classe €% in M, con centro
in p, tale che M N U sia connesso ed (U N M, x"), con x’ = (x', ..., 2",
sia una carta locale in N;

(b’) Per ogni p € N esiste una carta locale (U, x) di classe €% in M, con
centroin p, tale che MNU = {p e U | X =0,...,X"=0).

Abbiamo poi:

Proposizione I11.10.9. Siano M,N due varieta differenziabili di classe €*, con
1 <k <w edfeCMN). Seqéun valore regolare di f, se cioé q € f(M)
ed f é una sommersione in tutti i punti di {~'(q), allora f~'(q) é una sottovarieta
propria di M.

Proposizione I11.10.10. Siano M, N due varieta differenziabili di classe €k con
l1<k<wedfe KM, N). Siano r un intero con 0 < r < min{m, n}, q € f(M)
e supponiamo che, per ogni p € f~'(q) ed ogni coppia di carte locali (U, x) con
centro in p e (V,y) con centro in g, per cui f(U) C V, lo Jacobiano in 0 di yo fox™!
abbia rango r. Allora f~'(q) é una sottovarieta propria di M, di classe €* e di
dimensione m — r.

101y inglese neat.
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II1.11. Diffeomorfismi

Definizione II1.11.1. Un diffeomorfismo tra due varieta differenziabili M, N ¢ un’ap-
plicazione bigettiva f : M — N tale che sia f che la sua inversa f~! siano
differenziabili.

Osserviamo che I’insieme Diff(M) dei diffeomorfismi di una varieta differen-
ziabile M in sé & un gruppo rispetto al prodotto di composizione.
Premettiamo il seguente:

Lemma II1.11.2. Siano p,q € R". Fissato un numero reale R > max{|p|, |ql},
possiamo trovare un diffeomorfismo f : R" — R" tale che:

f(x)=x per |x]>R
f(p)=q.

DIMOSTRAZIONE. Sia v = (v!,...,V") = g — p € R" e indichiamo con V il
corrispondente campo di vettori a coeflicienti costanti:

n ) a
(3.11.2) V:Zv’
i=1

(3.11.1)

@.

Esso definisce il gruppo a un parametro di diffeomorfismi di R”* delle traslazioni
parallele a v: 7,(£)(x) = x + tv.
Fissiamo due numeri reali 1, 7, con max{|p|, |g|]} < r; < r, < Reduna funzione
X € CKS’"(R”), con
x) =1 se |x| < ry,
O<y(x) <1 ser; <|x|l <r,
x(x) =0 se |x| >
e consideriamo il campo di vettori:
(7 = "9
(3.11.3) X = y(x)¥ = )((x)zizlv e

Per il Teorema |I1.3.9 del Capitolo |} esso definisce un gruppo a un parametro di
diffeomorfismi:

(3.11.4) RxR" 3 (t,x) = ¢(x) e R"
con:
Opi(x) o
= Y(t, R xR"
(3.11.5) Y X(@(x)V V(2 x) € RX
$o(x) = x VYx € R".
Abbiamo ¢,(x) = x perognit e Rse x| >mnedi(p)=p+v=q. O

Dimostriamo ora:

Teorema I11.11.3. Se M ¢ una varieta differenziabile connessa, allora il gruppo
Diff(M) dei diffeomorfismi di M opera transitivamente su M.
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DimostrAzZIONE. Dobbiamo dimostrare che, per ogni coppia di punti p,q € M,
esiste un diffeomorfismo ¢ € Diff(M) che trasforma il punto p nel punto q.

Fissiamo p € M ed indichiamo con N I’insieme dei punti g di M per cui esiste
un diffeomorfismo di M che trasforma p in g.

N é aperto. Sia g = y(p) € N, cony € Diff(M) e sia (U, x) una carta coordinata
con centro in g ed x(U) = R™. Se ¢’ € U ed R un numero reale con 0 < |x(¢')| < R,
per il Lemma possiamo trovare un diffeomorfismo F : R™ — R™ tale che
F(0) = x(¢') ed F(x) = x per |x| > R. Definiamo ¢ € Diff(M) ponendo:

Yy se ygU
o0) = {x‘l o F(x(y)) se yeU.

Questa formula definisce un diffeomorfismo di M che trasforma ¢ in ¢’. Allora
¢ oy € Diff(M) e trasforma p in ¢’. Quindi U C N e questo dimostra che N ¢
aperto.

N é chiuso. Sia g un punto della chiusura di N. Scegliamo una carta coordinata
(U, x) con centro in g come nella prima parte della dimostrazione. Se ¢' € U N N,
costruiamo F e ¢ come nella prima parte della dimostrazione. Poiché ¢’ € N,
possiamo trovare y' € Diff(M) con y'(p) = ¢’. Allora ¢~' oy’ € Diff(M) e
¢! 0y (p) = g. Cid dimostra che N & anche chiuso.

Poiché N ¢ sia aperto che chiuso ed M ¢ connesso, ed inoltre p € N # 0, ne
segue che N = M. La dimostrazione ¢ completa. O

II1.12. Esistenza e unicita di strutture differenziali

Sia M una varieta topologica ed indichiamo con M’, M"” due varieta diffe-
renziabili di classi €% e €* rispettivamente, corrispondenti a due distinte strut-
ture differenziali su M, definite da atlanti </’ ed ./”’. Diremo che le due strut-
ture differenziali sono equivalenti di classe €% se k < min{k’,k”} ed esiste un
diffeomorfismo f : M’ — M" di classe €*.

Ad esempio, le M’ ed M” ottenute considerando sulla retta reale R le strutture
€ definite dagli atlanti &7’ = {(R,x)} ed &/” = {(R, x*)} sono €“-equivalenti,
perché f(x) = x> & un diffeomorfismo di M’ su M"’.

Su ogni varieta M di classe €', per un teorema di WhitneyEI si puo definire
una struttura di classe € compatibile. Inoltre le strutture compatibili di classe €*,
per ogni k > 1, sono tutte tra loro equivalenti.

E stato dimostrat(ﬂz] che esistono delle varieta topologiche che non ammettono
una struttura differenziale di classe €.

"Hagsler Whitney Differentiable Manifolds, The Annals of Mathematics, Second Series, Vol.
37, No. 3 (Jul., 1936), pp. 645-680.

I2Michel A. Kervaire, A manifold which does not admit any differentiable structure Comment.
Math. Helv. 34 (1960), pp. 257-270.
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L’esempio di Kervaire ¢ una varieta topologica di dimensione dieci. Le varieta
topologiche di dimensione due e tre ammettono una ed una sola struttura differen-
ziale. Questo fatto ¢ stato dimostrato da Johann Radoﬂ per dimensione 1 e 2 e da
Edwin E. Moisd"in dimensione 3.

Per dimensioni superiori, la struttura differenziale, quando esista, non ¢ univo-
camente determinata e si pone quindi il problema di determinare le diverse strutture
differenziali su una varieta. Di solito la classificazione ¢ fatta per varieta orientabili
e diffeomorfismi che preservano I’ orientazione.

Per tutte le varieta compatte di dimensione maggiore di quattro vi € un numero
finito di strutture differenziabili non equivalenti. Su R” c’¢ un’unica struttura dif-
ferenziale se n # 4, mentre per n = 4 ve ne sono inﬁniteE] (quelle diverse dalla
struttura standard sono gli R* esotici).

Per avere un’idea del numero di differenti strutture su una varieta compatta,
riportiamo in una tabella il numero v, delle strutture differenziabili non equivalenti
sulle sfere S” con n < 18. Nella prima riga riportiamo il valore di n e nella seconda
il corrispondente v,,.

[1]2]34|5|6|7[8]9]10| 1 |[R|[B[K] 15 |[I6|17]I18]

(T[T [2]1[1[28]2[8]6[992|1[3[2]162%|2|16]16]|
Quando ci siano piu di una struttura differenziale sulla sfera S”, le sfere con le
strutture non equivalenti a quella standard si dicono sfere esotiche. Ci sono 27
sfere esotiche di dimensione sette, mentre non si conoscono sfere esotiche di di-
mensione inferiore. E aperto il problema delle strutture differenziabili sulla sfera
di dimensione quattro. Non si sa se vi siano sfere esotiche, e quindi nemmeno se
esse siano in numero finito o infinito. Il fatto che non ci siano sfere esotiche in
dimensione quattro ¢ noto come la congettura di Poincaré generalizzata.

Utilizzando la teoria dell’ostruzione, Robion Kirby e Laurent Siebenman
hanno dimostrato che il numero di strutture differenziali non equivalenti su una
varieta compatta di dimensione maggiore di quattro ¢ finito. John Milnor, Michel
Kervaire e Morris Hirsch hanno dimostrat che tale numero ¢ lo stesso per tutte
e coincide quindi col numero delle strutture differenziali sulle sfere.

Quindi, se M ¢ una varieta topologica di dimensione diversa da quattro, essa
possiede al pili un numero finito di strutture differenziali non equivalenti.

13Johann Karl August Radon (1887-1956), matematico austriaco.

14Edwin Evariste Moise (1918-1998), matematico americano. I suoi risultati sulle varieta di
dimensione tre, ottenuti nell’articolo: Affine structures in 3-manifolds. V. The triangulation theorem
and Hauptvermutung. Annals of Mathematics. Second Series, Vol. 56 pg 96-114 (1952), sono
descritti nel libro: Geometric topology in dimensions 2 and 3. Graduate Texts in Mathematics, Vol.
47. Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1977. x+262 pp.

13¢f. M.Kreck Exotische Strukturen auf 4-Mannigfaltigkeiten. [Exotic structures on 4-
manifolds] Jahresber. Deutsch. Math.-Verein. 88 (1986), no. 3, 124-145. I primi esempi sono
di Robion Kirby e Michael Freedman.

IR C. Kirby e L.C. Siebenmann, Foundational Essays on Topological Manifolds. Smoothings,
and Triangulations. Princeton, New Jersey: Princeton University Press (1977).

Tedi: T.Asselmeyer-Maluga e C.H. Brans Exotic Smoothness in Physics. World Scientific
Singapore, 2007.



CAPITOLO 1V

Strutture differenziali su alcuni gruppi e spazi omogenei

IV.1. I quaternioni e la struttura differenziale di SU(2), SO(3), SO(4)

Indichiamo con H il corpo (non commutativo) dei quaternioni. Ricordiamo
che i suoi elementi hanno la rappresentazione matriciale standard

{5 7

Le unita immaginarie standard si rappresentano mediante

=5 %) =% o) w00

Identifichiamo R* e C? ad H ed R? allo spazio dei quaternioni puramente immagi-
nari. La sfera S3 si identifica allo spazio dei quaternioni g con ¢g = 1.
Identifichiamo il piano complesso C a un sottoinsieme di H, facendo corri-

a,ﬂe@}:H.

. . z 0
spondere al numero complesso z il quaternione 0 z)

Identifichiamo C? ad H facendo corrispondere a (z1,22) € CZil quaternione di

matrice ( “ ;2) Un’applicazione R-lineare A : H — H ¢ C-lineare indicheremo
2 2

con Ac la corrispondente applicazione C-lineare Ac : C> — C2. Osserviamo che,
in questo caso, det(A) = |det(Ac)?.

Proposizione IV.1.1. (1) Per ogni a € S3 I'applicazione o, definita da pu(x) =
axa, trasforma quaternioni puramente immaginari in quaternioni puramente im-
maginari e definisce quindi una trasformazione di R in sé, che appartiene al
gruppo speciale ortogonale. La

4.1.1) $33a— p, e SO?3)

e un omomorfismo continuo di gruppi con nucleo {1} ed un rivestimento a due

fogli.
(2) Per ogni a € S* la trasformazione

4.1.2) o, Hox — —axaeH

¢ la simmetrica di vettore a in H ~ R*.

(3) Per ogni coppia (a,b) € S3 U'applicazione p, definita da pqp(x) = axb é
un’isometria di H ~ R* con determinante 1. L’applicazione
(4.1.3) $3%x 833 (a,b) — Pap € SO4)

67



68 IV. STRUTTURE DIFFERENZIALI SU ALCUNI GRUPPI E SPAZI OMOGENEI

e un omomorfismo continuo con nucleo {+(1, 1)} e un rivestimento a due fogli.

(4) Perognite S' c Ceda € S’ I'applicazione p+, ¢ C-lineare e definisce
una trasformazione unitaria di C*. L’applicazione S' xS3 3 (t,a) — Prat € UR)
e un omomorfismo continuo e surgettivo, con nucleo {+(1, 1)} ed un rivestimento a
due fogli.

(5) Per ogni a € S* l'applicazione py,(x) = xa ¢ un’isometria di C* con
determinante 1. L’applicazione

(4.1.4) S33a— pr, e SUQ)
e un isomorfismo di gruppi ed un omeomorfismo.

DmvosTRAZIONE. Verifichiamo la (2). Se a € S3, & | — aXal = |al*|x| = || per
ogni x € H, e quindi la o, & un’isometria. Ricordiamo che il prodotto scalare in R*
di due elementi x,a € H & (x|la) = Re (xa). Quindi x L a se e soltanto se Xa € un
immaginario puro, ciog se ax = Xa = —Xa. Abbiamo quindi

o4(a) = —aaa = —-a, e o0,u,x)=-aXa=aax=1x, sex L a.

Quindi o, ¢ la simmetria vettoriale di vettore a.

Poiché ogni elemento di SO(4) ¢ prodotto di un numero pari di simmetrie
vettoriali, dalla (2) segue che I’omomorfismo ([@.1.3) & surgettivo. Se a,b € S e
pab € l'identita, da p, (1) = 1 ricaviamo che b = a = a!'. Da Pa.b(X) = x per ogni
x € H ricaviamo allora che ax = xa per ogni x € H, e quindi a ¢ reale e percio
uguale a +1. Questo dimostra la (3).

Le trasformazioni di SO(3) si identificano alle trasformazioni di SO(4) che
lasciano fisso 1. Sono cioe del tipo p, = p,.a € ne segue quindi (1).

Le (4) e (5) seguono dal fatto che la p,;, ¢ C-lineare se e soltanto se a € C e, in
questo caso det([pyplc) = a. O

Corollario IV.1.2. Abbiamo i seguenti diffeomorfismi di classe €“:
SO(3) ~ RP?,
SO(4) ~ S x RP?,
SUQ) =~ S°,
UQ)=s'xs’.

IV.2. La trasformata di Cayley
Sia C™" o spazio delle matrici complesse n X n. Indichiamo con
(4.2.1) U, = {X € C"™" | det(I + X) # 0}
I’aperto di C"™"* ~ C" delle matrici complesse che non hanno autovalore —1.
Definizione IV.2.1. La trasformata di Cayley di una matrice X € U, ¢ la matrice
(4.2.2) cX)=+X)7 U +X).
Vale il
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Teorema IV.2.2. La trasformata di Cayley (4.2.2) definisce un’involuzione diffe-
renziabile di classe € di U, in sé. La trasformata di Cayley di una matrice X € U,
e reale se e soltanto se X ¢ reale.

DmosTrAZIONE. La ¢ ¢ una funzione razionale, e quindi differenziabile di clas-
se €, sul suo dominio di definizione. Verifichiamo che I’immagine di ¢ & ancora
contenuta in U,. Abbiam(ﬂ infatti, se v € C",

v+e()=0== [+ Xpwv+(U-Xwv=2v=0v=0.
Possiamo quindi definire I’iterata ¢? di ¢, ed abbiamo
X =U+T+X)T-X))T-T+X)7'T - X))
=((T+X)+T-X)NUT+X)-UT-X) =X, VX e U,.
Chiaramente c si restringe ad un’involuzione di U, N R™". O

Come vedremo nel seguito, la trasformata di Cayley ¢ uno strumento molto
utile nello studio della struttura dei gruppi di matrici.
Sia H una matrice compessa zn X n non singolare. Poniamo

0y(C)={aeC™ |a'Ha=H), oyC)={XeC™|X'H+HX=0},
OyR)={a eR™ |d'Ha=H}, oyg(R)={XeR™ |X'H+HX=0},
Uy(C)={a e C™ |a*Ha = H}, uy(C)={XeC™ |X*H+HX =0}

Come vedremo nel seguito, Og(C), Og(R) ed Uy (C) sono gruppi di Lie e 0g(C),
0y(R) ed ug(C) le corrispondenti algebre di Lie.
Abbiamo

Proposizione IV.2.3. La trasformata di Cayley definisce omeomorfismi
U, N Ox(C) «— U, N 0y4(C),
U, N Ox(R) —— U, N oy (R),
U, N Ux(C) «— U, Nug(C).

DimosTtrRAZIONE. Per dimostrare il primo omeomorfismo basta verificare che,
se a € U, N Gy(C), allora X = c(a) € gy(C) e che, viceversa, se X =€ gy(C),
allora a = ¢(X) € Gy (C). 1l secondo omeomorfismo segue allora dal fatto che la
trasformata di Cayley trasforma matrici reali in matrici reali.

Se a € U, N Gy(C), abbiamo

[+a) ' d+a)'H=[U-a)I+a) 1TH=U+d")""(H-a"H)
=(I+aY " H-HaHY=U+d)'HUI-a"
=H'+H'dHY ' U-aHY=H " +a'H Y U -a)
=HIl+a Y 'U-aHY=HI+a) ' (a-1),

Ipossiamo anche osservare che gli autovalori di ¢(X) sonoip = (1 +A)~'(1 — ), al variare di A
tra gli autovalori di X e (1 +A)~!'(1 =) # —1 se A & un numero complesso # —1.
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ove abbiamo utilizzato
a'Ha = H a_lH_l(aJr)_l =H'—aH 'a" =H".

Questo dimostra che c(a) € gy(C).
Siaora X € U, N gy(C) ed a = ¢(X). Risulta allora

a'Ha=I+XH) "0+ XHHUI - X)T +X)!
=+ XYY H+XTHUT-X)UT+X)!
=T+ XD THT +X)U - X)) +X)~!
=H'"+H'XNY ' U-X)=H"'-XH YU -X)
=HI-X)"'1-X)=H,
ove abbiamo utilizzato
X'H+HX=0 = H'X"+XH ! = 0.

Quindi a = ¢(X) € Gy(C). Cido completa la dimostrazione dei primi due omeo-
morfismi.

Il terzo si dimostra verificando che se a € U, N Uy (C), allora c(a) € uy(C), e
che, viceversa, se X € U,Nug(C), allora ¢(X) € Ug(C). A questo scopo ¢ sufficien-
te ripetere le verifiche precedenti, sostituendo alla trasposizione I’aggiunzione. O

Gli insiemi og(C), og(R), 1y (C) sono spazi vettoriali reali di dimensione finita.
La trasformata di Cayley definisce quindi una carta locale con centro nell’identita
dei gruppo Gy (C) e Gy(R), rispettivamente.

Abbiamo

Teorema IV.2.4. Sia H € C™" una matrice invertibile e sia G uno dei gruppi
0y(C), Og(R), Uy(C). Indichiamo con g la corrispondente algebra di Lie og(C),
oy (R), ug(C), rispettivamente. Con la topologia di sottospazio di C™", il gruppo
G ¢ una varieta topologica ed ammette un’unica struttura differenziale di classe
Y per cui:

(1) ¢:U, NG — U, Nge una carta locale con centro in I;

(2) per ogni a € G la traslazione a sinistra G > x — ax € G ¢ un diffeomor-
fismo di classe €.

DmostrAzIONE. Per la Proposizione I’inisieme U, N G, che ¢ un intorno
aperto di / in G per la topologia di sottospazio, € omeomorfo ad un aperto dello
spazio vettoriale reale g. Poiché le traslazioni a sinistra L, : C"™" 3 x — ax € C"™"
mediante gli elementi a di G sono omeomorfismi, ogni punto a di G ha un intorno
U, = a- (U, N G) omeomorfo ad un aperto di g. Consideriamo il corrispondente
atlante 7 = {(U,, X,) | a € Gy(k)}, con X,(x) = ¢(a”'x) per x € U,. Esso defini-
sce su Gy(k) una struttura differenziale di classe € per cui valgono le condizioni
(1) e (2). Infatti le funzioni di transizione

Yap:c(UsNUp)3X — c(b_la -e(X) ec(U,NnUyp)

sono analitiche reali. O
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Ricordiamo le definizioni di alcuni gruppi classici e delle loro algebre di Lie.
Indichiamo con I la matrice identitd in C>" e con J la matrice antisimmetrica non

degenere
7= (—OI (I)) ¢ c2xan.
On)={aeR™ |a'a=1) (gruppo ortogonale),
SO(n) = {a € O(n) | det(a) = 1} (gruppo speciale ortogonale),
o(n) = {X eR™ | X" + X = 0} (algebra delle matrici antisimmetriche),
On,C)={acC™ |a'a=1 (gruppo ortogonale complesso),
SO(n,C) ={a € O(n,C) | det(a) = 1} (gruppo speciale ortogonale complesso),
Un) ={acC” |a*a=1) (gruppo unitario),
un) ={XeC™ | X*+X =0} (algebra delle matrici anti-hermitiane),
Sp(n,C) = {a € C¥*™" | q¥ Ja = J}, (gruppo simplettico complesso),
sp(n,C) = {X € CP™2 | XTJ + JX = 0}, (algebra simplettica complessa)
Sp(n,R) = {a € R | a¥ Ja = J}, (gruppo simplettico reale),
sp(n,R) = {X e R?™®" | XTJ + JX =0}, (algebra simplettica reale)
Sp(n) = Sp(n, C) N U(2n) (gruppo unitario quaternionico)
sp(n) = sp(n, C) N u2n) (algebra anti-hermitiana quaternionica).

Il gruppo unitario quaternionico si chiama anche iper-unitario.
Dal Teorema ricaviamo immediatamente

Teorema IV.2.5.

SO(n) é una varieta di classe € e dimensione n(n — 1)/2.
SO(n, C)) e una varieta di classe € e dimensione n(n — 1).
U(n) é una varieta di classe €° e dimensione n>.

Sp(n, C) e una varieta di classe € e dimensione 2n(2n + 1).
Sp(n, R) e una varieta di classe € e dimensione n(2n + 1).

Sp(n) é una varieta di classe € e dimensione n(2n + 1).

Osservazione IV.2.6. Tutti i gruppi nel Teorema [[V.2.5] sono connessi. I gruppi
O(n) ed O(n, C) sono formati ciascuno da due componenti connesse, omeomorfe
ad SO(n) ed SO(n, C), rispettivamente. I gruppi SO(n), O(n), U(n), Sp(n) sono
compatti. I gruppi SO(n, C), O(n,C), Sp(n,C), Sp(n, R) non sono compatti.

Osservazione IV.2.7. Le matrici antisimmetriche reali e le matrici anti-hermitiane
hanno autovalori puramente immaginari. Quindi la trasformata di Cayley ¢ definita
su tutte le algebre di Lie o(n), u(n), sp(n).

Oltre ai gruppi di Lie reali e complessi descritti sopra, ricordiamo le definizioni
di alcuni gruppi reali non compatti. Sia

1
fpa = ( ' _Iq)’
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ove abbiamo indicato con /; la matrice identita k X k. Poniamo allora

(gruppo ortogonale
— RP+O*X(+a) | T =7 i
Olp.q) =la e [ lpqa = Tpq) di segnatura (p, g)),

(gruppo speciale ortogonale

SO(p,q) = O(p,q) N SL,44(R) di segnatura (p, q)

(gruppo unitario

U9 =la € Gl © 1 lpga=1lry segnatura (p, q))

(gruppo speciale unitario

SUP.9) = Up. 9) O SLpy(©) di segnatura (p, q)

IV.3. I gruppi SL,(C), Sp(1, C), SO(3, C), SL»(R), SO(1,2)

Sia e}, e, la base canonica di C2. Definiamo una forma alternata non degenere
su C? ponendo

(4.3.1) VAW=oWw) el Aey, Yv,we C.

1l gruppo Sp(1, C) consiste delle trasformazioni lineari di C? che lasciano invariata
la forma (4.3.3)) e dunque coincide con SL;(C).

Consideriamo ora, sullo spazio C>*? delle matrici complesse 2 X 2 la forma
bilineare simmetrica

_ 2 . _ (a1 an _ bll b12 2X2
(432)  wAB) =) aibi. \v’A—(a21 azz),B ‘(lm bzz)EC :

Il sottospazio sl,(C) delle matrici di C?*2 con traccia nulla ha dimensione tre. Una
base di sl (C) consiste delle matrici

o 5) oo 9

ed in tale base la matrice associata alla restrizione ¥ ad sl(C) della forma tr &

2 00
0 0 1
010

ed ¢ quindi non degenere. Le trasformazioni lineari di sl(C) che lasciano invarian-
te la forma x formano quindi il gruppo ortogonale complesso O(3, C).
Per ogni a € GL,(C), la trasformazioneﬂ Ad(a) : C**? 5 X - aXa™! € €22
lascia le tracce invarianti. Trasforma quindi sl;(C) in sé€ e preserva la forma .
Abbiamo

2La corrispondenza che associa ad ogni a € GL,(C) la trasformazione lineare Ad(a) €
GL,,,(C) definita da Ad(a)(X) = aXa™' per X € C™" si dice la rappresentazione aggiunta di
GL,(C). Il nucleo della rappresentazione aggiunta & costituito dai multipli dell’identita in GL,,(C) e
il luogo dei punti fissi di Ad dai multipli dell’identita in C™".
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Proposizione IV.3.1. L’applicazione
(4.3.3) SL>(C) 2 a — Ad(a) € SO(3,C)
e un epimorfismo di gruppi con nucleo 1.

DimosTrRAZIONE. Abbiamo, per ogni a, b, c € C,

a b\ (a b\\_  (a®+bc O \ ., o . a b
N Y L B SV 3|

Quindi una trasformazione C-lineare T di sl,(C) che preservi la forma « preserva
sia la traccia che il determinante delle matrici di sl;(C) e quindi i loro autovalori. A
meno di comporre la T con una opportuna Ad(a), con a € SL,(C), possiamo quindi

supporre che T lasci fissa la matrice Q) = (é 1

e (i

Inoltre, poiché H ¢ un piano iperbolico, la T o lascia invarianti o scambia tra loro

le sue due rette isotrope
00
aeC} e {(b O)beC}.

o

Se T € SO(3,C) allora lascia invarianti ciascuna delle due rette iperboliche ed ¢
quindi della forma

) e quindi il suo k-ortogonale

a,beC}.

0 a 0 Aa
T(b O)_(yb 0), con A,ueC.

Da

0 a) (0 a 0 Aa 0 Aa
a0 20 ) =e((% (S )2 v

segue che 0 # u = 17!, Se 77 & un numero complesso con 7> = A, abbiamo allora
_aq[? O
renafy )

Questo dimostra che la (4.3.3) & un omomorfismo surgettivo e, considerando il caso
A =pu =1, cheil suo nucleo ¢ +/. O

Restringendoci alle matrici a coefficienti reali, otteniamo analogamente
Proposizione 1V.3.2. L’applicazione
(4.34) SL,(R) 3 a — Ad(a) € SO(1,2)

definisce un omomorfismo surgettivo sulla componente connessa dell’identita di
SO(1,2), con nucleo 1.
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IV.4. La quadrica di CP’ ed alcuni omomorfismi di gruppi

Consideriamo lo spazio vettoriale complesso A?(C*), di dimensione 6, dei due-
vettori complessi alternati. Sia ey, ez, e3, e4 la base canonica di C*. Definiamo una
forma bilineare e simmetrica su A%(C*) ponendo

(4.4.1) AAP=(alp) - e1 Aey Aez Aes, Yo,p e AXCH.
Nella base canonica
4.4.2) et Ney, egt Ne3, e1 Neyg, exp Ne3, eq4 Nex, ez N\ ey

di A%(C*) la matrice associata alla forma (- | -) &

00 0O0O01
000O0T10O0
000100
001000
01 00O00O0
1 00 00O

e quindi la forma & non degenere.

La forma (- | -) ci permette di rappresentare 1’insieme dei piani per 1’origine
di C* come punti di una quadrica proiettiva. Ricordiamo che ogni elemento di
A*(C*) ha rango pari. L’elemento nullo & quello di rango 0, gli elementi di rango
due sono tutti e soli quelli che si possono scrivere nella forma v; A v, con vy € vy
lineramente indipendenti, quelli di rango quattro si possono scrivere nella forma
V1 A vy + v3 A v4 per una base vy, vp, v3, v3 di 4,

Lemma IV4.1. Sia 0 # o € A2(C*). Allora

(1) a e isotropo, cioe {a. | a) = 0, se e soltanto se o ha rango due;

(2) a e anisotropo, cioe {a.| a) # 0, se e soltanto se o ha rango quattro;

(3) sea=vi AvyeP =wi Awy sono due elementi linearmente indipendenti
di A*(C*), allora {(a. | BY = 0 se e soltanto se i due piani (vi,v2) e (w1, w)
hanno una retta in comune. O

Un due-piano di C* si identifica, a meno di un fattore complesso, ad un elemen-
to di rango due di A%(C*). Quindi, come conseguenza del Lemmal[V.4.1} possiamo
enunciare il

Corollario IV.4.2. La Grassmanniana Gy, dei due-piani di C* si puo identificare
alla quadrica proiettiva complessa non degenere di CP°. O

Osservazione I1V.4.3. G4, ¢ quindi una sottovarieta analitica compatta di CP’ di
dimensione reale 8.

1l gruppo delle trasformazioni C-lineari di A*(C*) ~ C% che preservano la for-
ma bilineare simmetrica (- | -) ¢ il gruppo ortogonale complesso O(6,C). Le
trasformazioni di O(6,C) hanno determinante +1. Quelle di determinante 1 for-
mano il sottogruppo normale di indice due SO(6,C). Piu in generale, possiamo
considerare il gruppo CO(6, C) delle trasformazioni conformi per la forma (- | - ),
quelle cioe che la trasformano in un suo multiplo per uno scalare diverso da zero.
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Abbiamo
Proposizione IV.4.4. Per ogni a € GL4(C), I’applicazione C-lineare
(4.43) Ma) : AX(CH = AX(CYH, t.c. Ma)vi Ava) = a(n) A a(va), Yvi, vy € C*

soddisfa la condizione

(4.4.4) (Ma)(@) | Ma)(B)) = det(a)a | B), Yo, € A*(C*
ed é quindi conforme per la forma (- | -).

L’applicazione
(4.4.5) A : GL4(C) — CO(6,C)

e un epimorfismo di gruppi con nucleo +1. Per restrizione otteniamo epimorfismi
di gruppi, con nucleo +1,

(4.4.6) {a € GL4(C) | deta = 1} = 0(6,C),
(4.4.7) SL4(C) = SO(6. C).

DimostrazIONE. La (#.4.4) ed il fatto che A : GL4(C) — CO(6, C) sia un omo-
morfismo di gruppi seguono dalle proprieta del determinante. Dimostriamo ora
che tale omomorfismo ¢ surgettivo. Sia T € CO(6,C). Poiché la t trasforma ele-
menti isotropi di A%2(C*) in elementi isotropi di A%(C*), possiamo pensarla come
una trasformazione che manda piani di C* in piani di C*. Inoltre, poiché due piani
che si intersecano in una retta sono elementi isotropi non nulli distinti di A>(C*) tra
loro ortogonali rispetto alla forma (- | -), la T definisce una trasformazione dello
spazio proiettivo CP* delle rette per I’origine di C* che preserva le collineazioni.
Per il teorema fondamentale della geometria proiettiva 1’applicazione ¢ una omo-
grafia, che si ottiene per passaggio al quoziente da un’applicazione b € GL4(C).
Riscalando, otteniamo una a = k - b, con 0 # k € C, tale che Ma) = T. O

Osservazione I1V.4.5. GL4(C) e CO(6,C) sono varieta analitiche di dimensione
reale 32 e la ¢ un rivestimento differenziabile a due fogli.

SL4(C) e SO(6, C) sono varieta analitiche di dimensione reale 30 e la (4.4.7)
¢ un rivestimento differenziabile a due fogli. Poiché SL4(C) & semplicemente con-
nessa, essa ¢ il rivestimento universale di SO(6, C), (quest’ultima varieta ha gruppo
fondamentale Z).

La restrizione della forma bilineare simmetrica (- | -) al sottospazio reale
A*(R*) =~ R® & non degenere di segnatura (3,3). Il gruppo delle trasformazioni
R-lineari che la lasciano invariante ¢ quindi il gruppo ortogonale reale di segnatura
(3, 3) ed otteniamo percio

Proposizione I1V.4.6. L’applicazione

(4.4.8) SL4(R) - SO(3,3)

e un epimorfismo di SL4(R) sulla componente connessa dell’identita di SO(3, 3),
con nucleo +1. O
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Osservazione 1V.4.7. 11 gruppo SL4(R) ¢ connesso, ma non semplicemente con-
nesso (ha gruppo fondamentale Z,). Il gruppo SO(3, 3) ha due componenti connes-
se. SL4(R) e SO(3, 3) sono varieta analitiche di dimensione reale 15 e la (4.4.8) &
un rivestimento differenziabile a due fogli della componente connessa dell’identita
di SO(3,3).

Introduciamo su AZ(C*) un’involuzione anti-C-lineare %, definendola, sugli
elementi della base (4.4.2)), mediante

*ey Ney =e3Neyq, xep Ne3 =eq N\Nepy, kep Neqg =er N es,
*ey Ne3 =e1 Neyg, keqa Ner =e1 Ne3, kxez ANeg =e; Nep.

Sugli elementi della base canonica la matrice associata alla forma Hermitiana
simmetrica

(4.4.9) (| B) = (o | *B), Vo p e A*(CY)
¢ la matrice identita.
Lemma IV.4.8. Il gruppo delle trasformazioni C-lineari di A*(C*) che preservano

sia la forma simmetrica (- | -) che la forma Hermitiana simmetrica (- | -) e
isomorfo al gruppo ortogonale O(6).

DmosTrAZIONE. Infatti
V ={a e AXCYH | xo = a}

¢ una forma realeﬂ di A*(C*). Larestrizionea Vdi (- | -)edi(- | -) coincidono
e definiscono un prodotto scalare su V. Se t ¢ una trasformazione C-lineare di
A%(C*) che preservasia (- | -) che (- | -), abbiamo

(T(@) | W(*B)) = (o | *B) = (a | B) = (@) | UP)) = (Wa) | *¥T(B)), Yar, p € A*(CH).
Questo implica che *t = t* e quindi che ©(V) = V, e la restrizione di Tt a V

definisce un elemento di O(6). Viceversa, una trasformazione ortogonale su V si

estende in modo unico ad una trasformazione C-lineare su A%(C*), che preserva sia

(- | -)yche(-|-). m

Proposizione 1V.4.9. Per restrizione, la trasformazione \ in (4.4.5), definisce epi-

morfismi di gruppo

(4.4.10) {a € U4) | det(a) = 1} L 0(6),
4.4.11) SUM) 2 SO(6),
con nucleo +1.

DivostrAzZIONE. E sufficiente verificare che, se a € GL4(C) e M(a) preserva sia
(- | -)yche(- | -)alloraa € U4) e ha determinante +1. Il fatto che det(a) = +1
segue dalla (4.4.4). Osserviamo poi che il fatto che A(a) commuti con I’operatore
* ci dice che la a trasforma due-piani ortogonali in due-piani ortogonali di C*.

3Una forma reale V di uno spazio complesso W ¢ un suo sottospazio vettoriale reale tale che
VNniV={0leW=VaiV.
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Da questo ricaviamo che & una trasformazione C-lineare di C* che preserva I’or-
togonalith ed & quindi conforme per il prodotto scalare Hermitiano di C*. Avendo
determinante +1 ¢ allora unitaria. O

Osservazione 1V.4.10. SU(4) ed SO(6) sono varieta differenziabili analitiche reali
connesse e compatte di dimensione 15. Il gruppo SU(4) ¢ semplicemente connesso
e la (4.4.T1) il rivestimento universale, a due fogli, di SO(6).

Fissiamo ora una forma alternata non degenere w € AZ([C*]*). Possiamo ad
esempio scegliere la forma a coeflicienti reali

(4.4.12) o =dx' Adx® +dx* A dxt,

dove abbiamo indicato con dx!,dx?,dx>,dx* la base duale della base canonica
el, e, e3, eq di C*.

Ricordiamo che il gruppo simplettico complesso Sp(2, C) si puo identificare al
gruppo delle trasformazioni C-lineari di C* che preservano la forma alternata w:

Sp(2,C) = {a € GL4(C) | w(a(vy), a(v2)) = o(vi,v2), Yvi, vy € CH.

Possiamo considerare o come una forma lineare sullo spazio A%(C*). In parti-
colare,

(4.4.13) W = {a e AX(C* | o(a) = 0}

& un sottospazio vettoriale complesso, di dimensione cinque, di A%(C*), e

4.4.14) et Ney, egNeqg, ex Ne3, e3Neq, e1 Ne3—ex Aey

¢ una base di W. La restrizione della forma (- | -) a W ha in questa base la matrice

00O
0 01
010
1 00
0 00O

ed ¢ quindi non degenere. Osserviamo ancora che W ¢ 1’ortogonale, rispetto alla
forma (- | -),die; Ae3+ex Aey.

Il gruppo delle trasformazioni C-lineari di W che preservano la forma (- | -) &
quindi il gruppo ortogonale complesso O(5, C). Ogni trasformazione Tt € SO(5, C)
si estende in modo unico ad una trasformazione T € SO(6,C), che coincide con
T su W e lascia fisso I’elemento e; A e3 + ex A e4. D’altra parte & chiaro che una
a € GL4(C) definisce una Ma) che lascia fisso e; A e3 + ex A e4 se e soltanto se
appartiene al sottogruppo Sp(2, C). Otteniamo percio

(e
[N Ne)

D

Lemma IV4.11. L’applicazione
(4.4.15) Sp2,C) 3 a — Ma)lw € SO(5,C)
e un epimorfismo con nucleo *1. O

Osservazione IV.4.12. Sp(2,C) e SO(5, C) sono varieta analitiche connesse di di-
mensione reale 20; Sp(2, C) & semplicemente connesso e la (IV.4.T1) & un rivesti-
mento universale, differenziabile e a due fogli, di SO(5, C).
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La restrizione della forma bilineare simmetrica - | - ) al sottospazio reale
Wr = WNA2RY = {a e A’RY | o(a) = 0}

¢ non degenere ed ha segnatura (3,2). Poiché il gruppo delle trasformazioni che
preservano una forma bilineare simmetrica di segnatura (3,2) ¢ il gruppo ortogo-
nale O(2, 3) di segnatura (2, 3), otteniamo

Proposizione 1V.4.13. La restrizione dell’applicazione \ in (4.4.5) definisce un
omomorfismo di gruppi

(4.4.16) Sp(2,R) 3 a — Ma)lw, € SO(2,3),
surgettivo sulla componente connessa dell’identita di SO(2, 3), con nucleo +1. O

Osservazione 1V.4.14. Sp(2,R) e SO(2, 3) sono varieta analitiche di dimensione
reale 10. Sp(2,R) ¢ connesso e semplicemente connesso, SO(2, 3) consiste di due
componenti connesse ¢ la (4.4.16)) il rivestimento universale, differenziabile e a due
fogli, della sua componente connessa dell’identita.

L’involuzione anti-C-lineare % lascia invariante il sottospazio W e trasforma
I’elemento e; A e3 + €3 A e4 nel suo opposto. In particolare, gli elementi di W che
sono lasciati fissi da * formano un sottospazio vettoriale reale Lr di dimensione
cinque su cui la (- | - ) definisce un prodotto scalare Euclideo. Otteniamo percio:

Proposizione 1V.4.15. La restrizione dell’applicazione \ in (4.4.5) definisce un
epimorfismo di gruppi

4.4.17) Sp(2) 3 a — Ma)lr, € SO(O),
con nucleo 1. O

Osservazione 1V.4.16. Sp(2) e SO(5) sono varieta analitiche connesse e com-
patte di dimensione reale 10. Sp(2) & semplicemente connessa e la e il
rivestimento universale, differenziabile e a due fogli, di SO(5).

IV.5. Varieta di Stiefel reali

Definizione IV.5.1. Lavarieta di Stiefel reale V,, ,,(R) ¢ I’'insieme degli m-riferimenti
ortogonali di R”. T suoi punti sono cioe le m-uple ¥ = (vi,...,v,) di vettori
ortonormali di R".

Identificando v = (vy, ..., v,,) alla matrice nXm con colonne vy, . . ., v,, ottenia-
mo un’immersione naturale di V, ,,(R) nello spazio Euclideo R™. Consideriamo
su V,, »(R) la topologia di sottospazio.

La varieta di Stiefel V,,;(R) ¢ la sfera (n — 1)-dimensionale S =l R @
poi V., 1(R) =~ SO(m), V,,(R) = O(n). Le varieta di Stiefel reali generaliz-
zano quindi, allo stesso tempo, le sfere, i gruppi ortogonali ed 1 gruppi speciali
ortogonali.

Teorema IV.5.2. La varieta di Stiefel V, ,,(R) e una varieta analitica compatta di

. . dn-m-1
dimensione %



IV.5. VARIETA DI STIEFEL REALI 79

DimosTrRAZIONE. Abbiamo gia considerato i casim = 1, m = n— 1, m = n.
Supporremo quindi nella discussione che segue che 1 <m < n —2.
Poiché

Vum(R) = {A € M(n x m,R) | ATA = I,,},
ed abbiamo 1’inclusione naturale

Vn,m(R) C Sn_l X e X Sn_l c an,

m volte

il sottospazio V,, ,,(R) di R™ ¢ compatto perché chiuso e limitato.

Descriviamo ora un atlante di carte locali di V,, ,(R).

Definiamo in primo luogo una carta locale con centro in e = (ey, . .., e,), dove
abbiamo indicato con ey, ..., e, la base canonica di R". Sia U, I’aperto formato
dalle matrici v = (v1,...,vy) € ¥V, »(R) tali che

1 1
Vi Vj

4.5.1) detf : -, |>0, perl<j<m.
Jo )
1 J

Vv

Vogliamo dimostrare che I’applicazione x, : U, — B" ! x --- X B*/ x --- x B"™
definita da

— (2 n. e n. . om+1 n
x.(v) = (vl,...,vl,...,vj see s Vi Vi sy Vi)
¢ un omeomorfismo. La x, ¢ senz’altro ben definita, continua ed aperta. Sara
quindi sufficiente dimostrare che la x, ¢ bigettiva. A questo scopo dimostriamo per
ricorrenzasu k = 1,...,mche

YWy, ...,we) € BV x--x B, Aluy, ..., ux) € B' x --- x B tali che
1 1
vl LIRS VAN
(Pr) J
(u1 12 uk)eVn,ke det| : [>0perl <j<k.
wp wp - Wi . .
V! v/

; f

1 n .
= 1= MR
Vi izzlvll

Supponiamo ora k > 1 e che valga la (P;). Abbiamo quindi gia ottenuto i vettori
Vi,...,Vx e la condizione che la diseguaglianza in (4.5.1)) valga per j = k, ci di-
ce che vy, ..., Vg, €k+1, ..., €, € una base di R”. Utilizzando il procedimento di
ortogonalizzazione di Grahm-Schmidt possiamo ottenere in modo unico una base
ortonormale a = (ay, ..., a,;) ponendo

Per k = 1 abbiamo

a; = Vv; sel <i<k,

a; = A; (ei - Z’];llal,aj) cond; >0,sek<i<n.

Qui ai. = (ejla;) sono le componenti i-esime del vettore a;. I vettori a; coni > k
sono definti per ricorrenza, in quanto la definizione di ciascuno di essi utilizza i
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vettori precedenti, e i loro coefficienti dipendono analiticamente dai coefficienti VZ
perl<h<keh<j<n.
Osserviamo ora che

1 0 0
4 o - 1 0
a (Vi,-e s Vit1) = ghel L gkl ghel
1 k k+1
n e n n
g SR
I coeflicienti E;l di questa matrice, ad eccezione del coefficiente iii, sono funzioni

algebriche dei vil perl <h<k+1ledh <k < n. Sevogliamo che la matrice v
soddisfi la diseguaglianza in (4.5.1) per j = k + 1 occorre scegliere

,l )

ii} = \/1 - Zj:kJrz Wk+1|2'
Otteniamo allora i coefficienti di v¢;; moltiplicando a '(v1,..., Vi, Vis1) a sinistra
per a. Questo dimostra (Py+1) e quindi per ricorrenza la (Py) vale per tutti gli interi
kconl <k < m.

Otteniamo un atlante analitico reale .o/ = {(Ug, x,) | a € O(n)} su V,, ,(R)
ponendo U, =a- U, ed x,(v) = x(a~1v) perv=(i,...,vy) € U,.

In particolare

B m(m+ 1)

dimg V,,(R) = )" (0 = h) = nm >

h=1
O

11 gruppo speciale ortogonale SO(n) opera transitivamente sulle varieta di Stie-
fel V, n(R) per ogni 1 < m < n—1. Lo stabilizzatore di un punto ¢ isomorfo al
gruppo SO(n — m). Quindi:

Proposizione 1V.5.3. Sia 1 < m < n. La varieta di Stiefel V,, ,,(R) e connessa

per archi ed e omeomorfa allo spazio omogeneo SO(n)/SOn — m). Abbiamo la
successione esatta di omotopi

- — mSO0m-m) — m(SO0M) —— A(Vym(R))

452) — 11 (SO — m)) ——
- s WSO —m) —— m(SOM) —— 11 (Vym(R))

— 0.

Siano k, m, n interi con 1 < k < m < n. L’applicazione

(4.5.3) Vn,m(R) 3oy Vim) = (Vi,..., Vi) € Vn,k(R)

4Per semplicita in questa, e nelle altre successioni esatte in questo paragrafo ometteremo di
indicare il punto base.
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¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica V,_ ,—x(R). Otteniamo quindi
una successione esatta in omotopia

— M1 (Vii(R))
(4.5.4) — T (Vikm-k(R)) —— mp(Vy(R)) —— m(V(R))
— T (Vk(R)) —
Otteniamo percio la

Proposizione IV.5.4. Se 1 < m < n, la varieta di Stiefel reale V,, ,,(R), é (n—m—1)-
connessa e
4.5.5) Vo (R)) Z sen—mepari,om=1,
S. T =
e Z, sen—meédispariedm > 2.
DmvosTtrAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza su m > 1. Poiché, come abbiamo
osservato in precedenza, V, j(R) = S"!, la tesi & vera se m = 1. Supponiamo
allora che m > 1 e che la tesi sia vera per le varieta di Stiefel reali V, x(R) con
1 < k < m. Consideriamo la successione esatta (4.5.4) conk =m—1. Se h < n—m,
allora 7, (Vy—ma1,1(R)) = mp(S™") = 0, € mp(Vym—1(R)) = 0 per I’ipotesi induttiva.
Quindi anche 7;(V,, ,(R)) = 0.
Dimostriamo ora la (4.5.5]). Sappiamo che essa vale per m = 1.
Esaminiamo a parte il casom = 2. Perm =2,k = led h = n— 2, la (4.5.4) da:

456) 7 =m (5" —o Z= 1, 2(8")) —— mua(V,)) — O

Per calcolare I’applicazione 4, in (4.5.6), consideriamo il diagramma commutativo

di fibrazioni
SOn-1) —— SO(n) —— S"°!

! ! |

Vi i (R) —— Vyo(R) —— "1
Otteniamo allora un diagramma commutativo

a1 (S —2s 7,280 — 1) ——  7,5(SO(n))
4.5.7) || lp* l

T (S™h NN T2V 1(R)) —— m,2(V,2(R)).

Prima di procedere nella dimostrazione della proposizione, premettiamo alcuni
risultati relativi al gruppo ortogonale.

Lemma IV.5.5. Consideriamo I’applicazione ¥ : S" x S — S" definita da
(4.5.8) S"x 8" (x,y) > ¥(x,y) =y —-2(xly)x e S".

Perognixe S", laS" >y — F(x,y) € " ha grado (-1).
Perogniy e S", laS" > x —> F(x,y) € S" ha grado 1 — (—1)", cioe 2 sen ¢
dispari e 0 se n e pari.
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DIMOSTRAZIONE. Sia e, ey, ..., e, la base canonica di R,
Fissato x = e;, lay — F(ey,y) ¢ la sospensione della

S'5 (x0,x1) = (x0,—x1) € S',
che possiamo anche scrivere, mediante 1’inclusione S I'c @, come
1 = _ -1 1
S ' 3z—>z7=z7 €§.

Quindi la y — F(ey,y) ha grado (—1) e percio tutte le y — f.(y) = F(x,y) hanno
grado (—1).

Per dimostrare che le x — ¢,(x) = F(x,y) hanno grado 1 — (=1)", poiché §" ¢
connesso per archi, possiamo limitarci a considerare il caso speciale in cuiy = —ey,.
Scriviamo per semplicita ¢ = y_,,. Consideriamo quindi I’applicazione

S"3x=(Xp,..., %) 2 Y(x) = (2xnx0,...,2x,,xn_1,2x,2, -D=02x) -x—e, €S".

Abbiamo Y¥(x) = ¥(—x). Quindi, se a : S" 3 x —» —x € §" & 'applicazione
antipodale, = ¢ o a. Quindi, poiché il grado della mappa antipodale & (—1)"*!,
da

deg(y) = deg(y 0 @) = deg(y) - (=1)""!

otteniamo che deg(y) = 0 se n ¢ pari.
Consideriamo ora il caso in cui 7 sia dispari. Osserviamo che /(S =1y = {—¢p).
Possiamo quindi definire due applicazioni

o) {z,//(x) se x €57, ) {—eo sex €S,

—-ey sexeS”", W(x) sexeS”".

L’elemento definito da ¢ in 7, (S", eg) ¢ la somma delle classi di omotopia di i, e
. Poiché y_ =y, o a, abbiamo deg(¥_) = deg(y), perché la mappa antipodale
ha grado 1. Quindi deg(y) = 2 degdeg(y¥;). Osserviamo ora che ¥, (x) # —x per
ogni x € §”. Quindi

(=@ +ix g,

I(1 — () + 1 x]

¢ un’omotopia di ¢, con I’identita. Cio dimostra che ¥, ha grado 1, e quindi ¢ ha

S"x I3 (x,t) > ¥Yi(x,t) =

grado 2. O
La matrice della simmetria o, rispetto al vettore x = (xg,...,X,) € S" ¢ la
1- 2x(2) =2X0X1 ... —2X0X,
—2xox; 1-2x2 —2X1 X,
Ox = . .
—2x0Xx, —2x1%, ... 1- Zx%

Il determinante di o € (—1). Definiamo ¢, : S* — SO(n + 1) mediante

¢ S™! DX D 0y 00y,
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La restrizione di ¢, alla semisfera superiore S Tl = 8" N {x, > 0} trasforma la

coppia (S, S "1 nella coppia (SO(n + 1), (SO(n)). Consideriamo I’applicazione
p:SO(n+1)>g — gle,) € S". Abbiamo
P(Pp(x)) = p(x)(en) = 0y 0 O—eo(en)
=oy(e0) = —¢¥4(x) VYxeS|.
Possiamo quindi considerare I’estensione di p o ¢ che si ottiene mandando tutta la
semisfera S” nel punto e,,. L’applicazione che si ottiene ¢ la a o ¢, ed ha quindi,
poiché ., ha grado 1, grado uguale a (—1)"*!. Osserviamo infine che la restrizione
di ¢, all’equatore € la ¢,_1.
Questa applicazione ci permette di descrivere, nella successione esatta

7 = 1,(S") —2 s 7, 1(SOM)) —— 7,_1(SO( + 1)) —> 0

il nucleo della ¢,.. Abbiamo infatti

Proposizione 1V.5.6. Il nucleo di t. ¢ il sottogruppo ciclico generato da a =
A,(idgn). L’applicazione ¢,_1 : S"' — SO(n) rappresenta I’elemento (=1)" ' a.

Utilizziamo ora il diagramma commutativo (4.3.7)). Poiché I’immagine p. o 4.
della classe di idg.-1 € 0 0 2[idg»—] a seconda che n sia dispari o pari, otteniamo la

@5.3). =

IV.6. Varieta di Grassmann

Indichiamo con G, ,,(R) I’insieme dei sottospazi vettoriali di dimensione m
di R". Sia M(n X m,R) ~ R™ lo spazio vettoriale delle matrici reali n X m, ed
indichiamo con M(n X m, m,R) I’aperto delle matrici di rango m di M(n X m,R).
Abbiamo una bigezione di G, ,,(R) sul quoziente

Mn xm,m,R)/ ~, ove X ~Y < da € GL(m,R) tale che X = Ya.
Questo ci permette di defnire la topologia di Gj, ,,(R).

Proposizione 1V.6.1. Il quoziente G, ,,,(R) é uno spazio topologico di Hausdorff,
connesso e compatto.

DimostrAzZIONE. Per verificare che Gy, ,,(R) € connesso e compatto, basta os-
servare che ¢ uno spazio omogeneo per I’azione transitiva del gruppo speciale or-
togonale SO(n). Lo stabilizzatore di un punto ¢ isomorfo al sottogruppo chiuso

S(O(m) x O(n — m)) e quindi G,,,,(R) ¢ di Hausforff. O
Lemma IV.6.2. Sia & ~ GL(n,R) ’insieme delle basi di R".

Se € = (61,...,‘6,,) € %A, indichiamo con nz : R" — R™ la proiezione che
associa av = 3" V'e; ’elemento o, ..., V") eR™

L’insieme

Ue =1{p € Guu®) | me(p) = R™}
e aperto in G, ,,(R) e I’applicazione

¢z : M(m x (n—-m),R) — U



84 IV. STRUTTURE DIFFERENZIALI SU ALCUNI GRUPPI E SPAZI OMOGENEI

che associa alla matrice (x; ;) 1<i<m, I'm-piano
m<j<n

n n
€ +Z X1.i€iy -o.s € +Z X i€
< ! jeme1” LISP > m j=m+1" J>

¢ un omeomorfismo di M(m x (n—m),R) =~ R~ gy U,
Abbiamo percid

Proposizione I1V.6.3. Il quoziente G, ,(R) é una varieta topologica connessa e
compatta di dimensione m(n—m).

Proposizione 1V.6.4. Se € € %, indichiamo con xz : Uz — M(m X (n—m),R)
Uinversa di ¢pz. La famiglia of = {Ug, xg}zcp € un atlante analitico di G, ,,(R), in
cui le funzioni di transizione sono razionali.

Definizione I1V.6.5. G, ,,(R), con la struttura di varieta analitica reale definita dal-
I’atlante {Uy, xg}, si dice la varieta di Grassmann degli m-piani di R".

Osserviamo che G, | = RP" ! e quindi le varieta di Grassmann reali costitui-
scono una classe di varieta che comprende gli spazi proiettivi reali.

Osservazione IV.6.6. Otteniamo un atlante di G, ,(R) facendo variare € tra gli
elementi della forma (e;;,...,¢e;)conl <ij <---ip, <n, 1 <ipyy <--- <iy <,
ottenendo cosi un atlante di cardinalita finita (r',ll)

Proposizione 1V.6.7. Fissato un prodotto scalare su R", I’applicazione

(4.6.1) Gum(@®) 3 p = p- € Gppm(R)

che associa ad ogni m-piano p I’(n—m)-piano ad esso ortogonale é un diffeomor-
ﬁsmo.ﬂ

Nello studio dell’omotopia delle varieta di Grassmann potremo quindi suppor-
re nel seguito che n > 2m.
Consideriamo I’applicazione naturale

(4.6.2) VimR) = Gppm(R)

che associa ad un sistema vV € V,,,,(R) di m vettori ortonormali il sottospazio p €
Gpm(R) da essi generato. La (4.6.2) ¢ una fibrazione localmente banale con fibra
omeomorfa al gruppo O(m). Abbiamo quindi la successione esatta:

— 1 (Grm(R))
(4.6.3) — mO0m) —— m(Vpm®) —— m(Grm(R))

— -1 (0(m)) ——

Lemma IV.6.8. Per ogni intero non negativo h ed ogni coppia d’interi positivi
m,k, con m < k, le applicazioni v, : m,(0O(m)) = 13,(Vigmm(R)) hanno immagine
nulla.

SPer m = 1, ’applicazione ¢ una polarita proiettiva rispetto ad una quadrica senza punti reali.
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DimosTtrAZIONE. Rappresentiamo Vi, ,»(R) come lo spazio delle matrici reali
M di tipo (k+m)xm tali che 'M M = I,,. Alloral’inclusione ¢ : O(m) — Vi m(R)
identifica O(m) al sottospazio delle matrici

M, = (g) con g€ O(m).

L’omotopia F : O(m) X I — V,,,(R) definita da

g cos2(tn/2) + I, sin’(i7/2)
F(g,t) =| (g — L) sin(tn/2) cos(tm/2)

On—2m,m

definisce una retrazione di deformazione di O(m) sul punto base di V,,,,(R). Da
questo segue la tesi. O

In particolare, dalla successione esatta di Serre otteniamo le successioni esatte
corte:

(4.6.4) 0 - 1 (VymR) —— m(Gpm(R)) —— 1,-1(0(m)) — 0.
Abbiamo percio, tenuto conto dell’omeomorfismo (@.6.1),

Teorema IV.6.9. Siano 1 < m < n e v = min{m,n—m}. Per ogni h > 1 abbiamo
(4.6.5) Th(Gnm(R)) = Ta(Viy (R)) @ 71-1(O(0)).

In particolare, poiché V, ,,(R) & semplicemente connesso per n—m > 1, otte-
niamo che

(4.6.6) 711Gy mR)=Zy Y>3 e 1<m<n
ed inoltre
mh-1(SO(»)) se2<h<n-v,
(4.6.7) (G mR)) =4Z &, 1(SOW)) seh=n-—-veépariov =1,

Zy ®mp—y-1(SO(v)) seh=n-vyedispariev > 3.
Se n’ > n, abbiamo un’inclusione naturale
(4.6.8) GumR) = Gy jm(R).

Proposizione 1V.6.10. L’applicazione np(Gy,n(R)) — mp(Gy 1 (R)) indotta dalla
(4.6.8) é un isomorfismo per ogni h < min{m, n—m} ed ogni n’ > n.

DimosTrAZIONE. Infatti, se h < n—m, e consideriamo la partizione cellulare di

Gy m(R) data dalle celle di Schubert, lo scheletro /4 + 1-dimensionale di G, ,,(R) €

contenuto in Gy, ;,(R). O
IV.7. Varieta di Stiefel e di Grassmann complesse

In modo analogo definiamo le varieta di Stiefel e di Grassmann complesse.

Definizione IV.7.1. La varieta di Stielfel complessa V, ,,(C) ¢ costituita dalle m-
uple di vettori ortonormali di C".
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Possiamo identificare V,, ,,(C) all’iniseme delle matrici complesse Z, di tipo nX
m, che soddisfano Z*Z = I,,. Osserviamo che V,, ;(C) = §21=1 < C" che Vpn(C) =
U(n) e che V,,_1(C) =~ SU(n). Le varieta di Stiefel complesse generalizzano quindi
le sfere di dimensione dispari e i gruppi unitari.

Abbiamo:

Proposizione IV.7.2. Per ogni 0 < m < n, la varieta di Stiefel V, ,,(C) é una
varieta analitica di Hausdorff, di dimensione reale m(2n—m), compatta e connessa
per archi. Essa e omeomorfa allo spazio omogeneo SU(n)/SU(n — m).

DmostrAzIONE. V), (C) & uno spazio topologico di Hausdorff compatto per-
ché ¢ un sottoinsieme chiuso e limitato di C'"". Possiamo definire la sua struttura
differenziale descrivendo una carta locale con centro in un punto ¥V = (vi,..., ;).
Completiamo vy, ..., v, ad una base ortonormale (vy,...,v,) di C". Assegnamo
numeri complessi zj, j per 1 < j < h < n e numeri reali y; per j = 1,...,m, tali
che y? + 2 i+ |z, j|2 < 1 perogni j =1,...,m. Risulteranno allora univocamen-
te determinati numeri complessi z;, ;, per 1 < h < j < m tali che Im(z;;) = y;,

Re(z; ;) > 0 e detta Z la matrice Z = (zp,j) 1<h<n » S1a Z*Z = I,,. I numeri reali y; e
1<j<m
le parti reali e immaginarie degli z;,; con 1 < j < h < n sono le coordinate di una

carta locale con centro in V. La dimensione della varieta & quindi
Z"f [201= )+ 11=m@n+ 1) = m(m + 1) = 2nm = m?* = m(2n = m).
]:

Chiaramente il gruppo speciale unitario SU(n) opera transitivamente su V,, ,,(C),
con isotropia SU(n — m). Quindi V,, ,,(C) & omeomorfo al quoziente SU(n)/su—m)
e percid compatto e connesso per archi. O

Proposizione IV.7.3. La varieta di Stiefel complessa V,,,,(C) é (2n—2m)-connessa
e mp-2m+1(Vnm(C)) = Z.

DimostrazIONE. Fissato un intero k£ con 1 < k < m, ’applicazione
4.7.1) Vam(@©) 3 iy oyvm) = Vi, ..., k) € Vi (C).
¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica V,,_ ,,—¢(C). Otteniamo quindi
una successione esatta

— ”/Hl(vn,k(c))
4.7.2) — Tp(Vykm-k(C))  —— mp(Vyu(C)) —— mp(V,1(C))
— ﬂh—l(vn—k,mfk(c)) E—

Ragioniamo per ricorrenza sum > 1. Per m = 1, V,,1(C) = §2"~!, e sappiamo che
la sfera di dimensione (2n — 1) ¢ (2n — 2)-connessa. Supponiamo orache m > 1 e
che, per ogni r con 1 < r < m la varieta di Stiefel complessa V,, .(C) sia (2n — 2r)-
connessa. Utilizziamo la successione esatta (4.7.2) con k = 1. Poiché per I'ipotesi
induttiva V,,_; ,—1(C) & (2n — 2m)-connesso e V,, 1 (C) = §?m=1'& (2n — 2)-connesso,
otteniamo che 75 (V,,,,(C) € (2n — 2)-connesso.



IV.7. VARIETA DI STIEFEL E DI GRASSMANN COMPLESSE 87

Utilizziamo ancora la successione esatta conk = (m—1)ed h = 2n-2m.
Poiché V, ,,_1(C) € (2n — 2m + 2)-connessa, otteniamo 1’isomorfismo

T2n-2m+1(Vnm(©)) = 72p-2me1(Vems1.1(C)) = onms1 (S22 = Z.

L applicazione
4.7.3) Vum(C) 3 (vi,eoosvim) = iy ooy Vi) € Gy n(C)

¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica U(m). Otteniamo quindi una
successione esatta d’omotopia

— T 1(Gpm(C))
(4.7.4) — mpUm) —— m(Vum(©) —— 7(Gym(C))
— -1 (Um)) —— 11 (Vyu(C)) ——
Con una dimostrazione analoga a quella del Lemma[[V.6.§] otteniamo

LemmalIV.7.4. Se 1 < m < 2m < n, allora ’applicazione ,(U(m)) — (Y, 1,,(C))

in ha immagine nulla.

Questo di da, per ogni intero 2 > 1 e per 1 < m < 2m < n, le successioni esatte
corte

(4.7.5) 0 = 1 (Vpm(C)) —— mn(Gpm(C)) —— -1 (U(m)) — 0.
Otteniamo percio il

Teorema IV.7.5. Sia v = min{m,n —m}. Allora, per ogni 1 <m <nedh>1
(4.7.6) T3 (Gnm(C)) = Tp(Vy(C)) @ 75— 1 (U()).

DIMOSTRAZIONE. Se 2m < n, la tesi segue dalla (4.7.5). Per completare la

dimostrazione, € sufficiente utilizzare I’omeomorfismo
4.7.7) Gum(C) 3 p = p* € Gpu-m(O),

dove p* & I’(n—m)-piano ortogonale a p, rispetto ad un prodotto scalare Hermitiano
in C". O

Otteniamo in particolare

-1 (U()) sel <h<2n-2v,

(4.7.8) 71 (Gnm(C)) = {Z ® man-2v(U(v))  se h=2n—12v,

e quindi 771(G,, ,(C)) = 0 e (G, (C)) = Z perogni 1 < m < n.
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IV.8. Matrici di rango assegnato

11 gruppo prodotto GL,,(R) x GL,(R) opera sullo spazio vettoriale R”*" delle
matrici reali m X n mediante diffeomorfismi di classe “:

4.8.1) GL,,(R) X GL,(R) X R™" 5 (a,b, X) — aXb™' € R™".
Le orbite di questa azione sono i sottospazi
M(m X n,k;R) = {X € R™" | rank (X) = k}, 0 <k < min{m, n}.

Proposizione 1V.8.1. Per ogni k = 0, ..., min{m, n} il sottospazio M(m X n, k;R)
di R™" & una sottovarieta di classe € e dimensione k(n + m — k).

DmMosTRAZIONE. Scriviamo le matrici di R”™" come matrici a blocchi
1 1 1 kxk 2 (m—k)xk
- X, X . X, € R¥*, X7 e R s
X x2) X} € R0 x 1 e RUm=hx(n=h),

L’insieme
Uy, = {X € M(m x n, k; R) |det X| > 0}

. . I . .
¢ un intorno aperto di Xy = ( (;‘ 8) in M(m X n, k;R). Definiamo una carta locale

in U1

m

.1, mediante
L.xI, - X 3 - ’ ’ € X X ; s
W, - Uxy 2 X = (X[, X3, X7) € GL{(R) x R0 5 RO

ove abbiamo indicato con GL; (R) I'aperto delle matrici reali in R¥* che hanno
determinante positivo.

11 fatto che questa sia una carta locale si puo verificare osservando che I’appli-
cazione

1 1
(X, 10, X) = (ié X2 )1(2—1 1)
1 XXX
¢ U'inversa di ¢y, i, .

Se (a,b) € GL,(R) x GL,(R), la coppia che consiste dell’aperto U,;, =
aUp, 1,b € dell’omeomorfismo ¢q5(X) = ¢y,1, (@' Xb™!) & una carta locale in
M(m x n,k;R), e &7 = {(Ugp, dap) | (a,b) € GL,(R) X GL,(R)} & un atlante
di classe €' di M(m X n, k; R). Poiché GL; (R) & un aperto di R¥k 1a dimensione
di M(m x n,k;R) & k> + k(n — k) + (m — k)k = k(m + n — k). O

IV.9. Varieta dei sottospazi Lagrangiani

Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione pari 2n ed o € A*>V* una forma
bilineare alternata non degenere su V.

Definizione IV.9.1. Un sottospazio W di V ¢ isotrpo se w(wi,wp) = 0O per ogni
wi,wp € W.
Un sottospazio isotropo massimale, cioe di dimensione #, si dice Lagrangiano.
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Sia Wy un sottospazio Lagrangiano di V. Una base ey, . . ., e, di Wy si completa
ad una base ey, ..., ey, di V con
1 sej—i=n,
4.9.1) w(ej,e;) =4 —1 sei—j=n,
0 seli—j| #n.
Un sottospazio Lagrangiano W trasversale al sottospazio Lagrangiano {ey+1, .. ., ep)
ammette una base &1, . .., &, con

2n
s-:e-+Z x;iie, 1<j<n.
;o i=n+17 00 J

Nella base eq, . . ., €3, la matrice associata ad w &
0 1
(4.9.2) (_ ] 0) .

La condizione che W sia Lagrangiana si esprime, in termini della matrice ( X) che

esprime i vettori (g1, ..., &,) nella base ey, . . ., ez,, mediante

(1, X") (_0, (’)) ()’() _x-x'=o0.

Quindi X & una matrice simmetrica n X n.
Indichiamo con S, lo spazio vettoriale reale di dimensione @ delle matrici
simmetriche reali n X n. Le inverse delle applicazioni

S, 2 X = (X )i<i,j<n

!

(ej+ 22"\ Xijensis 1 S j<mye{WeM|Wh(emu...,em

al variare di ey, ..., ey, nell’insieme delle basi di V in cui la matrice associata ad
o abbia la forma (.9.2), definiscono un atlante analitico e quindi una struttura di
varieta analitica di dimensione @ su M.

Se g ¢ un prodotto scalare su V, risulta definita un’applicazione lineare J €
GLR(V) tale che

(4.9.3) o,w) =g(Jv,w), Yyv,weV.

Un prodotto scalare g su V & compatibile con » se J ¢ un’anti-involuzione di V, se
ciog J? = —1.

Ad esempio, se ey, ..., e, ¢ una base di V per cui valga la (4.9.1), il prodotto
scalare definito da
1 sei=},

4.9.4 e =61 =
( ) g(e; e]) ij {0 sei#j,

¢ compatibile con .
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In questo caso la J definisce su V la struttura di uno spazio vettoriale complesso
di dimensione n e la
4.9.5) vw) = gv,w) + in(v,w)
definisce un prodotto scalare Hermitiano. Abbiamo:
Sp(n,R) = {a € GL,,(R) | w(a(v), a(w)) = o(v,w), Yv,w € V},
Sp(n,R) N O(2n) = {a € Sp(n,R) | gla(v),aw)) = g(v,w), Yv,w € V} =~ U(n).
Il gruppo U(n) opera transitivamente su M. In particolare M € connesso e compatto.

Lo stabilizzatore di un sottospazio Lagrangiano ¢ il gruppo ortogonale O(n) ed
abbiamo quindi una fibrazione naturale

(4.9.6) m:Um) — M ~Un)/O(n) con fibra O(n).
Otteniamo la successione esatta di omotopia

D — 1(00n) —— 1(U(n) —— (M) ———

— mp-1(0(n)) ——
da cui si possono calcolare i gruppi di omotopia di M a partire da quelli dei gruppi
unitari e del gruppo ortogonale. In particolare, per quanto riguarda il gruppo fon-
damentale, dal momento che U(n) ed M sono connessi, ed O(n) ha due componenti
connesse, abbiamo una successione esatta
1(0m) — mUm) —— m((M) Zy 0,

~7p ~7

da cui ricaviamo che 71 (M) =~ Z.




CAPITOLO V

Il lemma di Morse-Sard

Il Lemma di Morse-Sard descrive alcune importanti proprieta delle applicazio-
ni differenziabili. Esso ha conseguenze importanti sia nella geometria che nella
topologia differenziale. Ad esempio, utilizzando il Lemma di Sard, dimostreremo
nel Capitolo il teorema d’immersione di Whitneyﬂ che ci dice che ogni va-
rieta differenziabile paracompatta di classe € e di dimensione m ¢ diffeomorfa
ad una sottovarieta propria di R*?"*!. Tra i diversi argomenti di cui il Lemma di
Sard costituisce un’indispensabile premessa, citiamo la trasversalita, la teoria delle
singolarita, la teoria di Morse.

Il Lemma fu dimostrato da Anthony P. Morseﬂ nel 1939 per funzioni a valori
scalari e generalizzato da Arthur Sard’| nel 1942, al caso di funzioni a valori in
una varieta differenziabile di classe €. In letteratura il risultato & citato come
Teorema di Sard, o Lemma di Sard, o Teorema di Morse-Sard.

V.1. 1l caso degli spazi Euclidei

V.1.1. Applicazioni differenziabili R” — R” con m < n.

Lemma V.1.1. Siano m, n, due interi positiviconm <ned f : A — R" un’appli-
cazione differenziabile di classe €, definita su un aperto A di R™. Allora f(A) é
di prima categoria ed ha misura di Lebesgue nulla.

DimostrAzZIONE. Per ogni intero positivo N ed ogni @ € Z™ indichiamo con
QO(a, N) il cubo m-dimensionale di lato 1/N e centro nel punto «/N:

O, N)={x e R" |INX —a/| < 1/2, peri=1,...,m}.
La famiglia:
(0@, N) | @ € Z", N € N\ {0}}
¢ numerabile e le sue sottofamiglie formate dai cubi di lato 1/N sono ricoprimenti
chiusi localmente finiti (quadrettature) di R™. L’insieme A ¢ 1’'unione numerabile
U, O, della famiglia {Q, = O(a,,N,) C A} dei cubi Q(a, N) in esso contenuti.
Allora
fa={J s

¢ una rappresentazione di f(A) come unione numerabile di insiemi compatti.

THassler Whitney, Differentiable manifolds, Ann. of Math. (2) 37 (1936), no. 3, 645-680.
2 Anthony P. Morse, The behavior of a function on its critical set. Ann. of Math. (2) 40 (1939),
no. 1, 62-70.

3 Arthur Sard, The measure of the critical values of differentiable maps. Bull. Amer. Math.
Soc. 48, (1942). 883-890.
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Bastera dimostrare che ogni f(Q,) ha parte interna vuota e misura di Lebesgue
nulla.

Fissiamo un indice v. Le derivate parziali prime di f sono uniformemente
limitate su Q,. Per il teorema della media, la f ¢ Lispchitziana su Q,. Abbiamo
cioe, per una costante L, > 0,

If(x1) = fG)l < Lylxy —x2f,  Yx1,x € Q).

Quindi I'immagine f(E) di un sottoinsieme E di Q, di diametro ¢ ha diametro
minore o uguale a L, -6 ed € perci0 contenuto in una palla n-dimensionale di raggio
L,6 e dunque in un cubo n-dimensionale di lato 2L,6. L’insieme f(Q,) € compatto
e quindi misurabile secondo Lebesgue in R".

Poiché Q, ¢ unione di N cubi m-dimensionali di lato 1/(N-N,) di R™, la
sua immagine f(Q,) ¢ contenuta in un’unione di N”* cubi n-dimensionali di lato
2L, \m/(N - N,) di R". Per la subadditivita della misura, otteniamo

2L, \m\"  2"L'm"?
N-N, ) - N?
Facendo tendere N all’infinito, otteniamo che f(Q,) ha misura di Lebesgue nulla.
Ne segue che f(A), essendo unione numerabile di sottoinsiemi misurabili di misura
nulla & misurabile ed ha misura di Lebesgue nulla in R".

Per dimostrare che f(A) ¢ un sottoinsieme della prima categoria di Baire, basta
verificare che ciascuno dei compatti f(Q,) ha parte interna vuota. Questo segue
dalla prima parte della dimostrazione, perché un compatto di R"” con parte interna
non vuota ha misura di Lebesgue positiva. La dimostrazione ¢ completa. O

N™" VN eN.

(5.1.1) vol(f(Qy)) < N’"(

V.1.2. Punti e valori regolari e critici. Ricordiamo le nozioni di punti e
valori regolari e critici per applicazioni differenziabili negli spazi Euclidei.

Definizione V.1.2. Sia f : A — R” un’applicazione differenziabile, di classe €*,
con k > 1, definita su un aperto A di R™.

Un punto xg € A si dice regolare se f ¢ una sommersione differenziabile in xp,
se cioe df(xp) : R™ — R”" ¢ surgettiva, critico se invece df(xg) non ¢ surgettiva,
cioe¢ se ha rango < n.

L’immagine f(xp) di un punto critico si dice valore critico di f.

Indichiamo con C(f) e CV(f) rispettivamente 1’insieme dei punti e dei valori
critici di f.

Gli elementi di f(A) \ CV(f) si dicono valori regolari di f.

I punti critici di f sono ciog tutti e soli i punti x € A in cui f non & una sommer-
sione. Se y & un valore regolare di f, allora f~!(y) & una sottovarieta differenziabile
propria, di dimensione m — n, di A.

In particolare, se m < ned f € €*(A,R"), allora tutti i punti di A sono critici e
CV(f) = f(A).

Possiamo riformulare il teorema delle funzioni implicite utilizzando la nozione
di punto critico:

Teorema V.1.3 (delle funzioni implicite). Sia f : A — R" un’applicazione diffe-
renziabile di classe €%, con k > 1, definita su un aperto A di R™. Se xo € A e un
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punto regolare, possiamo trovare un intorno aperto V di f(xo) in R", un intorno
aperto W di 0 in R"™", un intorno U di xq in A ed un diffeomorfismo di classe €*

g:VxW—>U
che non abbia punti critici in V X W e soddisfi I’identita
[y =y V(.2 eVxW

In particolare, se m = n, la g & un diffeomorfismo di classe €* di V su un
aperto g(V) di A. In questo caso la f definisce un sistema di coordinate di classe
€* in g(V).

Dal teorema delle funzioni implicite deduciamo immediatamente il seguente :

Lemma V.1.4. Sia A un aperto di R" ed f : A — R" un’applicazione differen-
ziabile di classe €. Se'y é un valore regolare di f, allora f~'(y) & un sottospazio
discreto di A.

DimvosTrAZIONE. Dal teorema delle funzioni implicite segue che ogni punto x
di f~!(y) ha un intorno aperto U tale che f~'(y) N U = {x}. O

V.1.3. Il lemma di Morse-Sard.

Teorema V.1.5 (Lemma di Morse-Sard). Sia f : A — R" un’applicazione diffe-
renziabile di classe €, definita su un aperto A di R™. Allora CV(f) é di prima
categoria ed ha misura di Lebesgue nulla.

DmosTtrAZIONE. L’enunciato del teorema ¢ banalmente vero quando n = 0,
perché in questo caso I’insieme dei punti critici di f ¢ vuoto. Possiamo quindi
supporre n > 0 ed il teorema vero per applicazioni di classe €’ a valori in R,
Se m < n, tutti i punti di A sono critici e dunque CV(f) = f(A). In questo caso, la
tesi & conseguenza del Lemma[V.1.1]

Consideriamo quindi, nel resto della dimostrazione, il caso in cui m,n > 1,
supponendo per ricorrenza che la tesi sia vera per applicazioni differenziabili di
classe € definite su aperti di R¥ con k < m.

Posto C = C(f), per ogni intero positivo k sia Cy il sottoinsieme di C in cui si
annullano tutte le derivate parziali di f di ordine positivo minore o uguale di :

Cr={xeA|D*f(x) =0 perognia € N"con0 < |a| <k},

€ poniamo

Coo = ﬂkck.

L’insieme C ¢ chiuso in A e, per ogni 0 < k < oo, i C sono sottoinsiemi chiusi di
C e quindi di A.

Dimostreremo separatamente che le immagini mediante f di C\Cy, di Ci\Cy41
e di C sono di prima categoria ed hanno misura di Lebesgue nulla in R".

Poiché

CV(f) = FAC\CU|J F(Ci\ Cran) U F(Coo),
k=1
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da cio seguira che CV(f) ¢ anch’esso di prima categoria ed ha misura di Lebe-
sgue nulla, perché unione numerabile d’insiemi di prima categoria con misura di
Lebesgue nulla.

Sia xp un punto di C \ C;. Mostriamo che esso ammette un intorno compatto
B in A tale che f(B N C) abbia misura di Lebesgue nulla e sia quindi privo di punti
interni. Possiamo supporre, per semplicita, che siano

af(0)
Ox!
Mediante un cambiamento di coordinate di classe € in un intorno W di 0 in A,

possiamo ricondurci al caso in cui la restrizione di f a W si possa scrivere nella
form

x =0, f(0)=0, # 0.

fO) = fGh 2 X = L ), () = (2 g(0),

con g € €°(W,R"™1). Lo Jacobiano di f si scrive in queste coordinate come

ye (o ﬁ):[g}g o ]

= 1 - TR m 5 - 2
Ax',...,x™)  \ox 0x axt a(x2,...,xm)

e quindi i punti critici di f in W sono un sottoinsieme dell’insieme dei punti critici
di g in W. Sia B un intorno compatto di O in W. Per I’ipotesi induttiva g(BNCV(g))
& un compatto di R”~! con parte interna vuota e misura di Lebesgue nulla. Poiché

g(BNC(g) D m1(f(BNC())),
ove w1 :R"> (yl,...,y”) — (y2,...,y") e R,

e la proiezione m,_ € aperta, ne segue che anche il compatto f(BNC(f)) ¢ privo di
punti interni. Inoltre, f(B N C(f)) ¢ contenuto in [—r, r] X g(B N C(g)) per qualche
r > 0. Quindi anche f(B N C(f)) ha misura nulla per il teorema di Fubini.

Ripetendo questo ragionamento per i diversi punti di C \ Cy, dimostriamo che
¢ possibile ricoprire C \ C; con una famiglia numerabile di compatti {B,} tali che
f(C N By) sia privo di punti interni e di misura di Lebesgue nulla. Dunque

fenen =, fensy
¢ di prima categoria ed ha misura di Lebesgue nulla in R”.

Siano ora k > 1 ed x9 € Ci \ Ci+1. Per semplicita, possiamo supporre che
xo = 0, f(xg) = 0. Indichiamo con ¢ una derivata parziale di f di ordine k, per
cui sia dp(0) # 0. A meno di restringerci ad un intorno aperto W di 0 € R™, e di
cambiare le coordinate in W ed in R”, possiamo supporre che ¢(x) = x' .

Allora C,y N W & contenuto in {x' = 0} e quindi f(Cy N W) & contenuto
nell’insieme dei valori critici dell’applicazione

2 2
g(x", ..., x™) = f(0,x, ..., x™),
4Se, ad esempio, risulta df!/0x! # 0, risolvendo I’equazione implicita x' = £!(¢,...,#") in un

intorno di 0, troviamo una funzione ' = h(x',7,...,f") ed allora x' = f!, x> =2, ..., X" ="
sono nuove coordinate in un intorno di 0 in cui la f ha la forma desiderata.
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definita e di classe € in un intorno W’ di 0 in R”~!. L’insieme f(C;yNW’) & allora
di prima categoria ed ha misura di Lebesgue nulla per I'ipotesi induttiva su m.
Ricoprendo Cy \ Ci+1 con una famiglia numerabile di tali intorni W, dimostria-
mo che f(Cy \ Ciy1) € di prima categoria ed ha misura di Lebesgue nulla, perché
unione numerabile di insiemi di prima categoria con misura di Lebesgue nulla.

Ci resta da verificare che anche f(Cs) ¢ di prima categoria ed ha misura di
Lebesgue nulla in R".

Fissiamo un cubo Q, di lato r > 0, contenuto in A e sia {Q; y}1<i<y» una sua
suddivisione in N cubi di lato /N. Per ogni N sia Iy I’insieme degli indici i per
cui OinNCo # 0.

Fissiamo un intero positivo £ con n(€ + 1) > m. Poiché tutte le derivate parziali
di f si annullano identicamente su C,, per ogni intero positivo £ possiamo trovar
un intorno aperto U, di Q N Cy in A tale che:

(5.1.2) IV£(x)] < dist(x, 0 N Cs)’, Vx e Uy
Poiché dist(Q N Co, CU¢) =6 > 0,
QincUe, VYN>r/s, ic€ly,
e percio otteniamo che
V@I < ¢Nm/N)', se N>rfo ed xel |, Q.
Da questa diseguaglianza ricaviamo che

diam(f(Q;n)) < (r Vm/N)™' se N >r/6, i € Iy.

Quindi, se w, ¢ il volume della palla unitaria di R", abbiamo, per ogni N > r/9,
vol(f(K N Cw) < Z'e[ vol(f(Qin)) < N"wy(r Vi /NY' D,
1€ly

Poiché n(¢ + 1) > m, il secondo membro di questa diseguaglianza tende a O per
N — oo. Quindi vol(f(Q N Cs)) = 0 e percido f(Q N Cy) € un chiuso con parte
interna vuota.

Poiché C € unione numerabile di compatti Q N C, con Q cubo chiuso in
A, l'insieme f(Cs) ¢ di prima categoria ed ha misura di Lebesgue nulla, perché
unione numerabile di insiemi di prima categoria con misura di Lebesgue nulla. La
dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione V.1.6. Dalla dimostrazione si puo osservare come it teorema riman-

ga valido sotto I’ipotesi pitt debole che f sia di classe €* con kn > m.

3Se W € €'((~a,a),R) si annulla in 0 con tutte le sue derivate fino all’ordine k, allora
1 X
Y(x) = a f (x = D" V@)dt, Vx e (-a,a).
*Jo
In particolare, se |y/**P(x)| < L per |x| < b < a, abbiamo

()| < Lixl, Vx € (=b,b).

Otteniamo la diseguaglianza (5.1.2)) applicandola alla restrizione di ciascuna defivata parziale prima
di f ai segmenti uscenti da un punto di Ce..
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V.2. 1l teorema di Sard per varieta differenziabili

Siano M, N varieta differenziabili di classe €%, con k > 1, di dimensioni m, n
rispettivamente, ed f € €*(M, N) un’applicazione differenziabile di classe &*.
Un punto p che sia critico per la rappresentazione di f in una qualsiasi coppia di
sistemi di coordinate locali in p ed in f(p), lo ¢ anche per la sua rappresentazione
rispetto a qualsiasi altra scelta di sistemi di coordinate locali.

Possiamo quindi definire senza ambiguita I’insieme C(f) dei punti critici di f
in M e I'insieme CV(f) dei valori critici di f in N.

Definizione V.2.1. Diciamo che un punto p € M ¢ un punto critico (rispettivamente
punto regolare) di un’applicazione differenziabile f : M — N, di classe €*, con
k > 1, se, rispetto a coordinate locali x in un intorno U di p in M ed y in un intorno
V di f(U)in N, il punto x(p) € critico (rispettivamente regolare) per la

yo fox':x(U)cR™— y(V)cR"
L’insieme dei valori regolari di f ¢ il complementare in f(M) dell’insieme
CV(f) dei valori critici.
Se g € f(M) c N &un valore regolare, allora f~!(g) & una sottovarietd
propria di M, differenziabile di classe €*, di dimensione m — n.
Usando atlanti formati da un insieme al piti numerabile di elementi otteniamo
immediatamente:

Lemma V.2.2. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile di classe €'
tra due varieta differenziabili di classe €% con k > 1, di dimensioni m ed n,
rispettivamente. Se m < n, allora f(M) ¢ un sottoinsieme di N di prima categoria.

Teorema V.2.3 (Lemma di Sard). Siano M ed N varieta differenziabili di classe
€* e di dimensione m, n rispettivamente, con k > 1 e kn > m. Allora, per ogni ap-
plicazione f € €*(M, N), I'insieme CV(f) dei valori critici é della prima categoria
di Baire in N.

Osservazione V.2.4. Possiamo introdurre sulla varieta differenziabile N una mi-
sura positiva n-dimensionale u, con la condizione che il suo pull-back rispetto a
ciascuna carta locale sia un multiplo, rispetto ad una funzione di densita di classe
¢*, della misura di Lebesgue in R”. Un modo per costruire la u ¢ il seguente.
Fissiamo un ricoprimento aperto localmente finito {U;};e; di N mediante gli aperti
di un atlante {(U;, x;)}ie; di N, di classe 4. Sia {¢;} una partizione dell’unita su
N, con funzioni ¢; > 0, subordinata al ricoprimento {U;};e;. Definiamo la misura u
mediante I’integrale delle funzioni continue a supporto compatto, ponendo :

f gdu =) f g0 D¢ Nd,, Vg e GNR),
N el VXU
ove A4, ¢ la misura di Lebesgue n-dimensionale in R".

Vale allora il Lemma di Sard nella formulazione :

Teorema V.2.5. Se M, N sono varieta differenziabili di classe €* e dimensione
m, n, rispettivamente, con k > 1 e kn > m, allora l'insieme CV(f) dei valori critici
di una f € €*(M, N) é u-misurabile ed ha misura nulla.



CAPITOLO VI

Teoremi di approssimazione e d’immersione

In questo capitolo dimostreremo che ogni varieta differenziabile M di dimen-
sione m & diffeomorfa ad una sottovarieta propria di R>"*!. Questo risultato & stato
ottenuto da WhitneyEI nel 1936. Egli dimostro che ogni varieta differenziabile di
dimensione m e di classe €%, con 1 < k < o0, & €*-diffeomorfa ad una sottovarieta
analitica propria di R*™*!. Da questo risultato segue il fatto che ogni atlante di
classe CK ne contiene uno di classe €. La tecnica della dimostrazione non forniva
pero, per varieta di classe ¢’“, un’immersione di classe ¢ e Whitney formulava,
nel lavoro citato, la congettura che una varieta M di dimensione m e classe ¢’ fos-
se anche ¢“-diffeomorfa ad una sotto varieta analitica propria di R>"*!, Bochnelﬂ
nel caso delle varieta compatte e poi e Malgrangeﬂ in generale dimostrarono 1’esi-
stenza di un’immersione di classe €’ sotto I’ipotesi su M si potesse definire una
metrica Riemanniana analitica. Nel 1958 Morreyﬂ dimostro che si poteva rinun-
ciare a questa ipotesi nel caso di una M compatta. La soluzione positiva generale
della congettura di Whitney & stata data da Grauertﬂ nel 1958.

Naslﬁl dimostro che le varieta differenziabili compatte sono diffeomorfe a sot-
tovarieta semialgebriche di R" ed in seguito Tognol' dimostro che esse sono dif-
feomorfe a varieta algebriche reali affini. L’immersione algebrica si dimostra uti-
lizzando un teorema di approssimazione, che vale per sottovarieta di dimensione
m di un R" con m piccolo rispetto ad n. La stima m < (n — 1)/2 di Tognoli ¢ stata
migliorata da Ivanov EI ad m < 2n/3. Ballico e Tognolﬂ dimostrarono che si pos-
sono utilizzare come modelli varieta algebriche complesse definite da equazioni a

THasserl Whitney, Differentiable manifolds. Ann. of Math. (2) 37 (1936), no. 3, 645-680.

23. Bochner Analytic mapping of compact Riemann spaces into Euclidean space. Duke Math.J.
3(1937), 339-354

3B.Malgrange, Plongement des variétés analytiques-reelles, Bull. Soc. Math. France 85(1957),
101-113.

4Charles B. Morrey, Jr., The Analytic Embedding of Abstract Real-Analytic Manifolds. Annals
of Mathematics , (2), Vol. 68, No. 1 (Jul., 1958), pp. 159-201

SHans Grauert, On Levi’s problem and the imbedding of real-analytic manifolds. Ann. of Math.
(2) 68 1958 460-472.

SJEN ash, Real algebraic manifolds. Annals of Mathematics 56 (1952), 405-421.

7A. Tognoli, Su una congettura di Nash. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 27 (1973), 167-185.

8N. V. Ivanov, Improvement of the Nash-Tognoli theorem. Journal of Soviet Mathematics July
1984, Volume 26, Issue 1, pp 1642-1645

9E.Ballico, A.Tognoli, Algebraic models dened over Q of differential manifolds. Geom.
Dedicata 42 (1992), no. 2, 155161.
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coefficienti razionali. Akbulut e King[?] hanno esteso il risultato di Nash e Tognoli
al caso di varieta che siano parte interna di varieta compatte con bordo. In generale
non ¢ possibile realizzare una qualsiasi varieta differenziabile non compatta come
una varieta algebrica. Un’ostruzione & costituita dal fatto che i gruppi di omologia
delle varieta algebriche hanno rango finito, mentre ci sono varieta differenziabili
non compatte con gruppi di omologia di rango infinito.

Per il caso di spazi analitici, cio¢ varieta che si possano localmente rappre-
sentare come luoghi di zeri di un ideale di funzioni analitiche, il corrispondente
teorema d’immersione ¢ dovuto ad Acquistapace, Broglia e Tognolﬂ

Un problema naturale ¢ quello di stabilire quale sia la dimensione ottimale
dello spazio Euclideo in cui si possa includere una varieta differenziabile. Lo stesso
Whitney{?] migliord nel 1944 il suo risultato precedente, mostrando che ogni varieta
di dimensione m ammette un’inclusione differenziabile in R¥". Questo fatto si
ricava mostrando dapprima che mediante un’isotopia una varieta di dimensione m
in R?" si pud deformare in una varieta che ha solo autointersezioni trasversali, e
che un’ulteriore deformazione puo eliminare i punti di autointersezione. Gli spazi
proiettivi reali di dimensione m = 2* non si possono includere in spazi Euclidei di
dimensione pili piccola di 2n = 2%*! e dunque n = 2m & la migliore stima lineare
per la dimensione dell’inclusione differenziabile. Se m non ¢ una potenza di due,
allora M puod essere incluso in uno spazio Euclideo R" con n < 2m. Haefliger
e Hirsch °| hanno dimostrato che varieta compatte di dimensione m ammettono
un’inclusione differenziabile in R*"* se 2k + 3 < m ed M & k-connessa. Questo
risultato, ottenuto per m # 4 ¢ stato esteso al caso m = 4 da Fanﬂ

Piu in generale, date due varieta M ed N si possono studiare le immersioni e
le inclusioni in €*(M, N). Per questi argomenti & interessante consultare I’articolo
di Thomas G. Goodwillie, John R. Klein, Michael S. Weiss: Spaces of smooth
embeddings, disjunction and surgery, in Annals of Math. Studies 149, Surveys on
surgery theory (vol. 2), 2000, che offre una vasta panoramica sull’argomento.

Qui ci limiteremo a dimostrare il teorema d’immersione nella formulazione
originaria e nella categoria €, con k < co. Dimostreremo dapprima il teorema
d’immersione per varieta compatte di classe €% con 2 < k < co. Nel paragra-
fo successivo esporremo alcuni risultati relativi ad applicazioni differenziabili tra

10Selman Akbulut and Henry King, Some new results on the topology of nonsingular real
algebraic sets. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) Volume 23, Number 2 (1990), 441-446.

UE. Acquistapace, F. Broglia e A. Tognoli, An embedding theorem for real analytic spaces.
Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze (4) 6, no 3 (1979), p. 415-426.

12H.Whitney, The selfintersections of a smooth nmanifold in 2nspace, Ann. of Math. 45 (1944),
220246.

3A. Haefliger, Plongements différentiables dans le domaine stable. Comment. Math. Helv. 37
(1962/63), 155-176. ed A. Haefliger and M. Hirsch, Immersions in the stable range. Ann. of Math.
(2) 75 (1962), 231-241.

14Fuquan Fang, Orientable 4-manifolds topologically embed into R7. Topology, 41 (2002),
927-930.
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spazi Euclidei, che sono per sé interessanti e che ci saranno utili nella dimostra-
zione del teorema d’immersione per varieta differenziabili, anche non compatte, di
classe €.

VL1. Il teorema d’immersione per varieta compatte

La dimostrazione del teorema d’immersione richiede due ingredienti fonda-
mentali. Il primo consiste nel produrre un numero sufficiente di funzioni differen-
ziabili reali, definite su tutta la varieta M; il secondo di usare il Lemma di Sard per
mostrare che, da una immersione (risp. inclusione), differenziabile di M in R! se
ne pud ottenere, con un’opportuna proiezione, una in R” con n < 2m (risp. in R”
conn <2m+1).

Lemma VI1.1. Sia M una varieta differenziabile di classe €%, con 0 < k < co.
Possiamo trovare un intero positivo n ed un’inclusione f € €*(M,R") di M in R".

DimostrAZIONE. Poiché M & compatta, ammette un atlante &7 = {(U;, d;)1<i<r}
finito e di classe €*. Consideriamo un ricoprimento aperto {W;}i<i<¢ di M con
W; € U; e per ogni i siay; € €*(M) una funzione con xi(p) = 1sep e We
suppy; € U;. Perognii =1,...,{ definiamo

o Jxip)di(p) sepe U,
\Ih(p)—{ 0 sepéUs

Allora y; € €X(M,R™) peri=1,...,¢. La

fiM3p— i), wep).x1(p), ... xe(p)) € RV

& un’inclusione differenziabile di classe €% di M in R*+D¢_ Infatti, & un’immersio-
ne differenziabile perche su ciascun W; la componente ; coincide con la funzione
¢; della carta locale. Siano poi p1, p2 € M, con f(p1) = f(p2). Poiché {W;}i=1. ¢
¢ un ricoprimento aperto di M, abbiamo p; € W;, e quindi y;(p1) = 1, per qual-
cheiconl < i < ¢ Allora anche ¥;(p2) = 1 e quindi p, € suppy; € U,.
Da vy;(p1) = ¥i(p2) otteniamo allora che ¢1(p1) = ¢;(p2), da cui p; = pr. Cio
dimostra che f ¢ iniettiva e quindi un’inclusione differenzabile di classe €*. O

A partire da un’immersione differenziabile f € EK(M,RY), con k > 1, definia-
mo lo spazio tangente di M nel modo seguente. Se (U, ¢) € un carta coordinata di
classe €* in M, per ogni punto p € U sia

TH(U.9) = {(p.v) € M xR |ved(f o ) (p)R™)).

Sia (U’, ¢’) un’altra carta locale di classe €*in M con p € V ed indichiamo con
v € €X' (UNU"), $p(U N U")) la corrispondente funzione di transizione, allora

d(f o ™)@' (p)) = d(f 0§ )D(P)) © AP (p)).

Poiché dy(¢’(p)) & un automorfismo lineare di R™, & T,{(U’,(j)’) = T}: U, ¢).
Definiamo

6.1.1) T)M =T,(U,¢), T/(U,¢) = UPGUTIJ;(U, o), T/M= UpeMT,{M.

Si verifica facilmente che vale il seguente
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Lemma VL1.2. Sia M una varieta differenziabile di classe €*, con k > 1 ed
f e €M, RY) un’immersione differenziabile. Si puo definire su T M un’unica
struttura differenziale di classe €% in cui, per ogni carta locale (U, ) di classe
Ckin M, Uinsieme T/ (U, ¢) sia aperto in T' M e la coppia formata da T/ (U, ¢) e
dall’inversa dell’applicazione bigettiva

GU) X R™ 3 (x,v) — (7 (x),d(f o ¢)(x)v) € T/ (U, §)
sia una carta locale di classe € in T' M. O
Abbiamo poi

Lemma VIL.1.3. Sia M una varieta differenziabile di classe E* conk > 1 ed
f € €M, RY) un’immersione differenziabile. Allora

STM ={(p.v) e T/M v =1}
¢ una sottovarieta differenziabile di classe €%~ e dimensione 2m —1di T'M. 0O
Il teorema d’immersione ¢ conseguenza del Lemma seguente.

Lemma VI.1.4. Sia M una varieta differenziabile di classe &% numerabile all’in-
finito. Sia f € €*(M,R") un’immersione differenziabile di classe €*, con k > 2.
Per ogni € € S"™! ¢ R sia 0:(x) = x — (x[E)E la proiezione ortogonale sull’iper-
piano perpendicolare a &. Se n > 2m, allora insieme dei vettori & € S"™ per cui
og o f non é un’immersione differenziabile é un insieme della prima categoria di
Baire in S"\.

DivosTrAZIONE. La condizione che oz o f non sia un’immersione differenziabi-
le equivale al fatto che (p, E) appartenga ad S/ M per qualche p € M. Consideriamo
quindi I’applicazione mt : S/ M > (p,v) — v € S"~!. Essa ¢ differenziabile di classe
¢*1. Sen—1> (2m - 1), poiché per ipotesi k — 1 > 1, essa & di prima categoria
per il Lemma [V.2.2] mi

Dai Lemmi [VI.T .1l e [VI.T.4] otteniamo

Teorema VL.1.5. Ogni varieta compatta M, di dimensione m e di classe €, con
k = 2, ammette un’immersione differenziabile f € ‘Kk(M, R™), di classe &, in uno
spazio Euclideo di dimensione n < 2m. O

Abbiamo poi il

Lemma VL1.6. Sia M una varieta di classe C¥, con 1 < k < w e di dimensione
m, numerabile all’infinito, e sia f € €*(M,R") un’applicazione differenziabile
iniettiva a valori in uno spazio Euclideo. Se n > 2m + 1, allora ’insieme dei
vettori & € $"~! tali che la mz o f non sia iniettiva e della prima categoria di Baire
inS"1

DivosTrAZIONE. Dire che 7z o f non ¢ iniettiva significa che vi sono due punti

p1 # p2in M per cui me(f(p1)) = me(f(p2)), per cui cioe f(p1) — f(p2) sia un
multiplo di & Consideriamo dunque I’aperto N = {(p1, p2) € M X M | p1 # p>}
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di M x M. Esso & una varieta di classe €* e di dimensione 2m, su cui possiamo
definire 1’applicazione, di classe €*,

SP) = fp2)  on
lf(p1) = f(p2) '
L’insieme degli € per cui 7z o f non ¢ iniettiva ¢ I'immagine F(N). Se n—1 > 2m,
per il Lemma [V.2.2]"immagine F(N) & della prima categoria di Baire. o

F:N>(p1,p2) —

Abbiamo quindi

Teorema VI.1.7. Ogni varieta compatta M, di dimensione m e di classe €* con
2 < k £ oo, ammette un’inclusione differenziabile in uno spazio Euclideo di
dimensione n < 2m + 1.

DimosTrAZIONE. Sia M una varieta differenziabile compatta di dimensione m e
classe €%, con 2 < k < oo. Per il Lemmal[VL.1.1|esiste un’inclusione differenziabile
f € €%(M,R". Sia n il pil piccolo intero positivo per cui cio sia possibile. Se fosse
n>2m+ 1, peri Lemmi epotremmo trovare £ € §"! tale che meof
sia ancora un’inclusione differenziabile in uno spazio Euclideo di dimensione n—1,
contraddicendo la scelta di n. La dimostrazione & completa. O

VI.2. 1l teorema d’immersione nel caso non compatto

Dimostreremo in questo paragrafo che una varieta differenziabile M di classe
€*, con 2 < k < oo e di dimensione m, connessa, ammette un’immersione propria
in uno spazio Euclideo di dimensione < 2m ed un’inclusione propria in uno spa-
zio Euclideo di dimensione < 2m + 1. Il ragiomamento ripercorrera, con piccole
variazioni, quello seguito nel paragrafo precedente per il caso compatto.

Lemma V1.2.1. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e di classe ¢k,
con 0 < k < oo. Se M ammette un atlante finito, allora esiste un’inclusione di
classe € di M in uno spazio Euclideo R™.

DimosTtrAZIONE. Sia &/ = {(U;, xi)}1<i<¢ un atlante finito di M e sia {);}1<i<¢
una partizione dell’unita di classe €’* subordinata al ricoprimento {U;}. Per ogni i
definiamo y; € €*(M, R™) mediante

vilp) = {Xi(P) -xi(p) sepelU;,

0 se p ¢ U
Allora
fiM3p— WP wep) xa(p). - xe(p) € RV
& un’inclusione differenziabile di classe €. O

Otteniamo allora

Lemma V1.2.2. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e di classe &k,
con2 < k < oo. Se M ammette un atlante finito, allora esiste un’inclusione di
classe €* di M in uno spazio Euclideo R" conn < 2m + 1.
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DimosTtrAzZIONE. Per il Lemma M ammette un’inclusione differenziabile
di classe € in uno spazio Euclideo. Sia 7 il pill piccolo intero positivo per cui esi-

sta un’inlcusione f € €X(M,R"). Se fosse n > 2m+ 1, periLemmi|VL.1.4/e|VIL.1.6

potremmo trovare & € §"~! tale che g o f sia ancora un’inclusione differenziabile.
Deve essere quindi n < 2m + 1. O

Per dimostrare I’esistenza di un’inclusione propria e togliere I’ipotesi che vi sia
un atlante finito, introduciamo su M una funzione di esaustione, cio¢ una funzione
y € €*(M) per cui tutti gli insiemi M, = {p € M | y(p) < r} siano compatti.

Lemma VI.2.3. Sia M una varieta differenziabile di classe €% con0 <k < oo,
numerabile all’infinito. Possiamo allora definire una funzione y, € €*(M) tale che,
perognir € R, 'insieme M, = {p € M | x(p) < r} sia compatto.

DmostrAzZIONE. Sia &/ = {(U,, x,),e; un atlante di M con I C N, {U,},es
localmente finito e U, relativamente compatto in M per ogni v € I. Sia {y,} una
partizione dell’unita di classe €*, con y, > 0 su M per ogni v, subordinata al
ricoprimento {U, },e;. Allora y(p) = X.,<;vxy(p) definisce una funzione in Erk(M)
che ha le proprieta richieste. Infatti x(p) > se p ¢ U, U,. O

Da questa ricaviamo

Lemma VI1.2.4. Ogni varieta M di classe €* con 0 < k < oo, numerabile all’in-
finito e di dimensione m, ammette un’inclusione propria f € €*(M,R"), di classe
©"™ in uno spazio Euclideo R", e con la proprieta che

(6.2.1) M,={peM| fl(p) <r} e compatto per ognir € R.

DIMOSTRAZIONE. Sia y € €*(M) tale che M, = {p € M | x(p) < r} sia compatto
per ogni r € R. Per ogni coppia di numeri reali 71, r, con r; < rp I’aperto

Ny, ={p €M | r1 <x(p) <r2}

¢ una varieta che ammette un atlante finito. Per il Lemma esiste un’inclu-
sione differenziabile f,, ,, € €X(N,,,,, R¥"*!). Siano

M=) N, M' =] N 1 1.

veZ v— V35

Allora {M’, M"’} & un ricoprimento aperto di M. Fissiamo una partizione dell’unita
{x', %"} di classe €* su M subordinata al ricoprimento {M’, M’} e definiamo

v X fowri(p)  sev <x(p) <v+1,
vip) =
0 sey(p) € Z,
, X' 1 1(p) sev<y(p)+i<v+l,
v (p) = T .
se (x(p) + 3) € Z.
Allora ', " € €X(M,R*"*1) e la

fiM>3p— xp).xXP).x" P,V (p).v"(p) e

& un’inclusione differenziabile propria di classe €, che soddisfa la (6.2.1)). O

R4m+5
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Ricaviamo infine

Teorema VL.2.5. Ogni varieta M, di classe €% con 2 < k < co, numerabile al-
Dinfinito, ammette un’inclusione differenziabile propria di classe €* in uno spazio
Euclideo di dimensione n < 2m + 1 ed un’immersione differenziabile propria di
classe €* in uno spazio Euclideo di dimensione < 2m.

DimmosTrAZIONE. Per il Lemma ¢’ un minimo intero positivo n per cui
esiste un’inclusione propria f € €*(M,R") per cui valga la (6.2.1). Supponiamo
per assurdo che n > 2m + 1. Per i Lemmi e I'insieme X dei &€ €
S"1 per cui 7z o f non ¢ pit un’inclusione differenziabile ¢ della prima categoria
di Baire in S"~!. In particolare, possiamo trovare £ € S"~! \ £ con [E!| < [E"].
Se pr ¢ la proiezione pr(xl,xz,...,x”) = &L ., ) e RV Ta proms o f
sarebbe un’inclusione differenziale in ¢’*(M, R"~!) che soddisfa ancora le (6.2.1),
contraddicendo la scelta di n.

Con un argomento simile possiamo dimostrare che esiste un’immersione pro-
pria di classe ¥ di M in uno spazio Euclideo di dimensione < 2m. O

VIL.3. Alcuni teoremi di approssimazione per applicazioni differenziabili
VI.3.1. Applicazioni definite su aperti di spazi Euclidei.

Lemma VL.3.1. Siano Q un aperto di R™ e K un sottoinsieme compatto di €. Se
f € € (QR") & un’immersione differenziabile in tutti i punti di K, allora esistono
due costanti positive c, r tali che

(6.3.1) |f(x1)— f(xo)l =clx1 —x0l, Vxo€eK, x1€Q, con |x1—xp|<r.

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con

Jf(X)=(

af (X))
1<i<n

OxJ _
1<j<m

la matrice Jacobiana di f. Per ipotesi, la matrice simmetrica F(x) = (Jf(x))*J f(x)
¢ definita positiva nei punti di K. Poiché gli autovalori di una matrice sono funzioni
continue dei suoi coefficienti, possiamo trovare un numero ¢ > 0 tale che 4¢ sia un
limite inferiore per il minimo autovalore di F'(x) per x € K. Se 0 < r < dist(K, Co),
ed xp € K, x; € R™, |xg — x1| < r, allora il segmento di estremi xg ed x; ¢ contenuto
in Q ed abbiamo, con x; = xg + #(x1 — Xg),

1 d 1
o) = fxo) = f < foxd = f JFGe)(x1 = o).
o dat 0

Per ogni 0 < r < dist(K, CQ),

K, ={x e R™ | dist(x, K) < r}
¢ un sottoinsieme compatto di Q. Fissiamo un 7y con 0 < ryp < dist(K, Co.
Lo Jacobiano di f ¢ uniformemente continuo su K, ed esiste quindi un r, con

0 < r < ro, tale che [[Jf(x0) — Jf(xDIl = sup [/ f(xo)v — Jf(x)v| < ¢ se
X0, x1 € Ky ed|xo — x| < 7.
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Sexp € K, x; € Q,ed|x; —xp| <r, allorax; € K, ed|x;—xo| <rperO0<t<1,
e quindi

1
G — fxo)l = ‘ fo JFCe)(x1 = xo)di

v

1
|/ f (x0)(x1 = x0)| —fo IV f Cxe) = T f(xo)ll - |x1 — xoldt
> clx; — xol.

La dimostrazione ¢ completa. O

Ricordiamo che
|A]| = +/traccia(A*A)

¢ una norma Hermitiana sullo spazio C"™™ delle matrici complesse n X m e la
sua restrizione al sottospazio R™™ delle matrici reali n X m una norma Euclidea.

N

L’applicazione C™" 5 A — A* € C"™" & un’isometria anti-C-lineare.

Lemma VIL.3.2. Siano Q un aperto di R", n un intero > 2m, ed f : Q — R”,
un’applicazione differenziabile di classe €*. L’insieme delle matrici reali A €
R™™ per cui I’applicazione

Q3x— fu(x) = f(x) +Ax e R"

sia un’immersione differenziabile in ogni punto x di ) é un sottoinsieme denso di
seconda categoria in R™™,

DimostrazIONE. Nei punti x € Q in cui la f4 non € un’immersione, la matrice
B = Jf(x) + A harango minore di m, cio¢ A = B— Jf(x) per una matrice B di rango
minore di m. Per ogni 0 < k < m, le matrici n X m di rango k formano una sot-
tovarieta differenziabile localmente chiusa M(n X m, k; R) di R™™ di dimensione
k(n + m — k) (vedi §IV.§). L’applicazione:

Fr: QXMnxm,k;R)> (x,B) > A=B-Jf(x) e R

¢ differenziabile di classe %!, definita su una varieta differenziabile di dimensione
m + k(n + m — k) ed a valori in una varieta differenziabile di dimensione mn.

Lak — m+ k(n + m — k) & crescente per 2k < n + m ed, in particolare, per
k < m. Percio, poiché abbiamo supposto che n > 2m, abbiamo

m+kn+m—-k)y<m+m-1mn+1)=mn+2m—-n-1<mn, per 0 <k <m.

Per il Lemma [V.2.2] I'immagine di Fy & di prima categoria in R, Quindi anche
I’unione delle immagini delle Fy, per 0 < k < m, € un sottoinsieme di prima
categoria in R, Ne segue che le A € R per cui f4 sia un’immersione in ogni
punto x € Q ¢ il complementare di un insieme di prima categoria, ed in particolare,
poiché R™™ & metrico completo e quindi di Baire, & di seconda categoria e denso
in R, O
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Lemma V1.3.3. Siano Q un aperto di R™, nun intero > m, f: Q — R" un’applica-
zione differenziabile di classe €', K e K’ compatti con K’ € K € Q e supponiamo
che

rank Jf(x) =m, VxeK,
fx1) # f(x2), se x1,x €K' ed x| # x.
Allora, possiamo trovare due numeri reali positivi €, € e, fissato un numero reale §
con 0 < ¢ < dist(K, CQ), un numero reale positivo €”, tali che
(1) se g € €1 (QR") e ||Jg(x)|| < € per ogni x € K, allora f + g é un’immer-
sione differenziabile in tutti i punti di K;
(2) Se g € €%Q, RY) soddisfa la diseguaglianza |g(x) — g(y)| < €'|x — y| per
x,y € K’, allora la restrizione di (f + g) a K’ ¢ iniettiva;
(3) se g € CUQRY e |gx)| + IJgx)l| < € quando dist(x,K) < 6, allora
f + g e un’immersione in tutti i punti di K ed iniettiva su K’'.

DmostrAZIONE. (1) Il minimo autovalore u(x) della matrice simmetrica
() Jf (x)
¢ una funzione continua e, per ipotesi, positiva in ogni punto x di K. Quindi
Mo = minyegu(x) >0,
e sara dunque, con yg > 0,
I F(V? > polv?, VxeK, YveR™

Fissiamo € = W. Sege CUQRY) e [[Jg(x)|| < € per ogni x € K, allora

[Jg()V?> < (uo/4)|vI* per x € K e v € R”. Otteniamo allora
I(Jf(x) + Jg(x))w| = |Jf (x| = |Jg(x)v| > €lvl, ¥YxeK, VYveR",

e dunque f + g ¢ un’immersione differenziabile in ogni x € K. Questo dimostra il
punto (1).
(2) Per il Lemma esistono ¢ > 0 ed r > O tali che valga la (6.3.1).
L’insieme
E ={(x0,x1) € K" XK' | |xo — x1| > r}

¢ compatto in R™ x R™ e quindi la funzione

F(xo, x1) = |f(x1) = f(xo)l/Ix1 = xol,

che ¢ definita e continua su E, ammette in £ un minimo positivo ¢’. Otteniamo
quindi, con x = min{c, ¢’} > 0,

If(x1) = f(xo)l = k|x1 — x0l,  Vx0,x1 € K'.

Se g: Q — R”" soddisfa |g(x;) — g(x0)| < k|x; — xo| per xg, x; € K’, avremo, per
xo # x1 € K':

[(f(x1) + g(x1)) = (f(x0) + g(xo))| = |f(x1) = f(xo)| = 1g(x1) — g(x0)]
> k|xy — xol — lg(x1) — g(x0) > 0,

che mostra come (f + g) sia ancora iniettiva su K’.
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(3) Avendo gia dimostrato la (1), & sufficiente verificare che ¢ possibile sce-
gliere ¢’ > 0 in modo che la condizione che |g(x)| + [|[Jg(x)|| < €” su K assi-
curi D'iniettivita di f + g su K’. Se xg,x; € K’ € K ed |x; — xo| < 6, allora
il segmento [xg, x1] di estremi xg, x; ¢ contenuto in K5 ed abbiamo percio, con
X; = xo + 1(x1 — xo),
< €’|x1 — xol.

1
lg(x1) — g(xo0)| = fo Je(x)(n — xo)dt

Per il Lemma [VL3.1] possiamo trovare costanti ¢, > 0 per cui valga la (6.3.1).
Quindi, se xg, x; € K’ ed |x; — x| < r1 = min{r, 6} abbiamo

I(f + @)(x1) = (f + &0l = |f(x1) = f(xo0)l = Ig(x1) = g(xo)| = (¢ — €”)|x1 — x0l.

L’insieme E = {(xg,x1) € K’ X K’ | |x; — xo| = r1} € compatto. Per I’ipotesi che f
sia iniettiva su K’, la funzione continua | f(x;) — f(xp)| & positiva su E ed ha percio
su E un minimo positivo c;. E allora

I(f + @)(x1) = (f + &)(xo)l = |f(x1) = f(xo)| = |g(x)| = |g(x0)| = 1 — 2€”,

Yxo,x1 € K’ con |x1 — xo| > 71.
Quindi f + g ¢ iniettiva su K’ purché sia €’ < min{c, c;/2}. O

Ricordiamo ora la definizione della topologia di Fréchet canonica dello spazio
€ (Q,R"), nel caso in cui Q sia un aperto di R™. Per ogni compatto K c Q ed
ogni intero non negativo k iconsideriamo la seminorm.

Ifllxx = sup sup |D f(x)].
xekK |a|<k
Fissiamo ora una successione {K, },en di compatti di Q, con K, C int(K,+1), U, K, =
Q e definiamo, per f,g € €< (Q,R"):

(o0

| U =gl
dist(f, g) = 27V
S0 = 22 T gl

Si verifica che questa ¢ una distanza su (€2, R"), che definisce la topologia della
convergenza uniforme delle funzioni con tutte le loro derivate parziali sui compat-
ti di Q, e che, con questa distanza, ¥"*°(Q2, R") & uno spazio metrico completo e
quindi, in particolare, uno spazio di Baire.

Dal Lemma ricaviamo

Corollario V1.3.4. Sia Q un aperto di R™ ed n un intero > 2m. Allora l’insieme
delle f € €% (Q,R") che non sono immersioni differenziabili é di prima categoria.

DimosTrAZIONE. Sia {K,} una successione di compatti con U, K, = Q. Per ogni
intero positivo k I’insieme
4, ={f € €°(Q,R" | Ax € K, t.c. rank Jf(x) < m}
15Una seminorma su uno spazio vettoriale reale V & un’applicazione p : V — R a valori non

negativi, positivamente omogenea di grado uno e subadditiva. A differenza della norma, non si
richiede a una seminorma la proprieta che p(v) = 0 implichi v = 0.
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¢ chiuso. Sia infatti {f, | @ € N} una successione di ¢, convegente in 4 (Q, R™).
Per ogni a € N esistono un punto x, € K, ed un vettore v, € R" con |v,] = 1 e
df,(x,)v, = 0. Poiché K, XS m=l g compatto, a meno di passare ad una sottosucces-
sione possiamo supporre che x;, = X € Ky € v, = Voo €S m=1_Ge foo €1l limite di
{fu} in €°(Q,R"), avremo J foo(Xoo)Veo = 0. Questo dimostra che f., € ¥4,. Percio
%, & chiuso in €°(Q,R"). Per il Lemma[VL.3.2|I’insieme %, non ha punti interni e
quindi I’insieme delle f di ¥’ (€2, R") che non sono immersioni differenziabili in
qualche punto di Q, essendo uguale all’unione numerabile | J,n%,, € della prima
categoria di Baire. O

Lemma VL3.5. Sia Q un aperto di R", K un compatto di Q ed n un intero >
2m + 1. Allora Uinsieme delle f € €<(Q,R") che sono immersioni differenziabili
in ogni punto di K ed iniettive su K e denso.

DmvmostrAzIONE. Per il Lemma [VI.3.2] data fy € €*(Q,R"), I'inisieme degli
A € R™™ tali che fa(x) = fo(x)+Ax sia un’immersione differenziabile in ogni pun-
to di Q & un aperto di seconda categoria in R, Fissato quindi un qualsiasi intorno
aperto ¥ di fy in €°(Q, R"), possiamo trovare una f € ¥ che sia un’immersione
differenziabile in tutti i punti di Q.

Fissiamo un compatto K di Q. Per il Lemma possiamo trovare due
costanti ¢, r > 0 per cui sia valida la (6.3.1). Consideriamo un ricoprimento finito
{Ui<i<e di K con aperti di diametro minore di r, e siano F; € U; sottoinsiemi
chiusi con K C |J <i< Fi. Osserviamo che, in particolare, f ¢ iniettiva su ciascun
U;. Per ogni i sia {y;} una funzione in ¥*°(Q) uguale ad 1 su F; e con suppy; € Ui,
xi < 1suU;\ F;. Posto go = f, definiamo per ricorrenza g; = f + Z{Zlvixi, per
opportuni vettori vy, ..., v € R", in modo che ciascuna delle g; appartenga ancora
a ¥ e sia un’immersione differenziabile su K, iniettiva su | ;< iFi e su ciascun F;
per j < i < ¢. Supponiamo di aver gia definito g;_;. Su Uj ={(x1,x) € QX Q|
¥x,;(x1) # ¥;(x2)} definiamo la funzione

gj-1(x1) — gj-1(x0) C R
X j(x1) — xj(xo)

U; 3 (x0,x1) = @j(x0,x1) =

Poiché n > 2m, 'immagine ¢ di prima categoria e quindi possiamo trovare un
vettore v; che non appartenga all’immagine di @}, e sia sufficientemente piccolo in
modo che g; sia ancora un’immersione differenziabile in tutti i punti di K, iniettiva
su J;<jFi e su ciascun F; per j < i < ¢, ed appartenga all’aperto #. Siano xo #
x1 € Uig;Fi. Allora g;(xo) # gj(x1). Cio infatti & vero se xo ed x| appartengono
entrambi a | J,.;F; o entrambi a F;. Se uno dei due appartiene ad F; e 'altro ad
Ui<jFi \ Fj, allora y(x1) # y(xo) € quindi g;(x1) # g;(xo) perché abbiamo scelto
v ¢ ®;(U;). Otteniamo dunque per ricorrenza una g, € ¥ che & un’immersione
differenziabile in tutti i punti di K ed iniettiva su K. O

Proposizione V1.3.6. Sia Q un aperto diR" ed n > 2m + 1. Allora I'insieme delle
applicazioni f € €°(Q,R") che non sono inclusioni differenziabili ¢ di prima
categoria.
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DimvosTrAZIONE. Sia {K,} una successione di compatti di Q con K, C Ky
ed Q = |J,K,. Sia ¥, come nella dimostrazione del Corollario Per i

Lemmal|VI.3.3]e[VIL.3.5] gli insiemi
Fy={f € FCT(QRY | Axg £ x1 € K tc. f(xo) = f(x)}VUY,

sono chiusi privi di punti interni. L’insieme delle funzioni di "°(€2, R") che non
sono inclusioni differenziabili ¢ 1’unione degli .%,, e quindi di prima categoria
perché unione numerabile di chiusi con parte interna vuota. O

VL.3.2. Applicazioni definite su una varieta e a valori in uno spazio Eu-
clideo. Definiamo la topologia di Fréchet dello spazio vettoriale reale (M, R")
delle applicazioni differenziabili di una varieta differenziabile M, di classe €,
numerabile all’infinito, nello spazio Euclideo R".

Fissiamo un atlante localmente finito {U,, x,) | @ € I}di M,conl c N,e gli U,
localmente compatti in M, ed un raffinamento (U} di {U,} con U, € U,. Poniamo
K, = x,(U /). Possiamo allora definire una distanza su ¢ (M, R") mediante

1 .
dist(f, g) = Z 27V Zaﬁv“f O Xo gox, ||K(y,V

=0 1+ Y lif oxgt —goxgtlk,.y

Si verifica che con questa distanza € *°(M,R") € uno spazio metrico completo, e
quindi di Baire. La topologia indotta dalla distanza ¢, per la rappresentazione delle
applicazioni nelle carte locali, quella della convergenza uniforme sui compatti delle
funzioni e di tutte le loro derivate.

Otteniamo allora:

, Vf,g € € (M,R").

Corollario V1.3.7. Siano M una varieta differenziabile di dimenione m ed n un in-
tero = 2m. Per ogni compatto K di M, I’insieme delle applicazioni f € € (M,R")
che sono immersioni differenziabili in ogni punto di K formano un aperto denso.

Se inoltre M e numerabile all’infinito, allora l'insieme delle applicazioni f €
E (M, R") che sono immersioni differenziabili in tutti i punti di M é un sottoinsie-
me denso di seconda categoria.

DimosTrAZIONE. Sia of = {U,, X4)}eer un atlante di M, con U, € M per ogni
@, ed {U,} localmente finita. Fissiamo un raffinamento {U),} di U, con U}, € U,
esia K, = U&. Allora I’insieme ¥, delle f € €*(M,R") che non sono immer-
sioni differenziabili in qualche punto p € K, formano un sottoinsieme chiuso di
€ (M,R"). Dimostriamo che ¥, non ha punti interni. A questo scopo, se fy € 9,
applichiamo il Lemma alla funzione

Joo 1 xaUg) 2 x> foo x;l e R"™

Per ogni € > 0 possiamo trovare una matrice reale A, di tipo n X m, con ||A¢|| < €,
tale che la

Xo(Uy) 3 x = foo+Aex €R"

sia un’immersione differenziabile in ogni punto x di x,(U,). Introduciamo una
funzione reale y, di classe ¥ in R™, costantemente uguale ad 1 in un intorno
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di x,(K,) ed uguale a 0 fuori di un altro intorno compatto di x,(K,) in xo(Uy).
Poniamo allora

Fp) = fo(p) se pe (U,
‘ fo(p) + x(Xa(P)AXo(p) se p € U,.

Allora le f; non appartengono a ¢, se € > 0 e limeofe = fo in €°(M,R"). Cio
dimostra che, per ogni @ € I, i chiusi ¢, hanno parte interna vuota.

Se K & un compatto di M, 'insieme .k delle f € €*(M,R") che non sono
immersioni differenziabili in qualche punto di K & un chiuso di (M, R") con-
tenuto in .#; = Uy, nkz0%- Poiché .Z} ¢ un’unione finita di chiusi con parte
interna vuota, ¢ esso stesso un chiuso con parte interna vuota. Questo dimostra la
prima affermazione del corollario.

Supponiamo ora che M sia numerabile all’infinito. Allora il ricoprimento
{Uqa}aer € numerabile e 'insieme delle f € €*°(M,R") che non sono immersio-
ni differenziabili in qualche punto di M ¢ I’'unione numerabile | J,¢;%,, € dunque
della prima categoria di Baire. O

Vale ancora il seguente

Lemma VL.3.8. Siano M una varieta differenziabile di dimensione m ed n un intero
conn > 2m. Perogniv e "' c R" siam, : R" — v+ ~ R la proiezione
ortogonale.

Se f € €% (M,R") ¢ un’immersione differenziabile, allora I’insieme dei vettori
v € §" ' ¢ R” per cui m, o f non sia un’immersione differenziabile & di prima
categoria in S™!

DivosTRAZIONE. Se (U, x) & una carta locale in p € M, la f o x~! definisce una
sottovarieta parametrica m-dimensionale f(U) di R". Sia V), lo spazio tangente ad
f(U) in f(p). Esso non dipende dalla scelta della carta locale. Si verifica che I'u-
nione disgiunta N = | | ,ep(V,NS n=1) & una varieta diﬂ:erenziabilem di dimensione
2m — 1. Consideriamo 1’applicazione differenziabile

Yy:N>(pv)—vesS™!

La condizione che 7, o f non sia un’immersione equivale al fatto che v appartenga
a ¥(N). Poiché n > 2m, I'immagine di ¢ & di prima categoria in S"~!. O

16possiamo definire su M = LIperVp una struttura di varieta differenziabile di dimensione 2m
associando ad ogni carta locale (U, x) di M una carta locale (U, %) di M definita come 1’inversa
dell’applicazione

0(f°x

XUYXR™ 3 (x), ., vm) - (N x’")z =2 HelUcm

Osserviamo che M si pud considerare una sottovarieta del prodotto M x R” ed N & I’intersezione di
M con M x S"~!. La varieta M ¢& diffeomorfa allo spazio tangente T M definito nel Capitolo
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VI1.3.3. Applicazioni differenziabili tra varieta. Siano M, N due varieta dif-
ferenziabili di classe € e di dimensioni m, n, rispettivamente. Definiamo una
topologia sullo spazio 6 (M, N) delle applicazioni differenziabili di classe € da
M in N.

Se K & un compatto di M e V un aperto di N, indichiamo con (M, K; N, V)
I’insieme delle f € €*°(M, N) tali che f(K) C V. Supponiamo ora che il compatto
K sia contenuto in una carta (U, x) di M e che V sia ’aperto di una carta (V,y) in N.
Ad ogni intero non negativo k possiamo associare la pseudodistanz OUxK,Vyk SU
(M, K;N,V) definita da

! -
OUxk,Vyk(f>8) = sup pek, O(f(x) — y(g(x)))

lal<k Ox”
Se fo € €°(M,K; N, V)edr > 0, poniamo
<%(f‘O’ U’ x7 K’ ‘/7))’ k? r) = {f € (g‘x’(M, K’ N’ V) | 6U,X,K,V,y,k(f7 fO) < r}'

La topologia di (M, N) & la meno fine tra quelle per cui Z(fo; U, x, K, V, y,k, 1)
sia un intorno aperto di fy per ogni possibile scelta di una coppia di carte coordinate
(U,x)in M e (V,y) in N con fp(U) C V, di un compatto K di U, di un intero non
negativo k e di un numero reale r > 0.

Se M ed N sono a base numerabile, allora questa topologia di (M, N) & me-
trizzabile con una metrica completa. Per verificarlo possiamo utilizzare il Teorema
d’immersione di Whitney.

Fissata un’inclusione differenziabile propria N < R, identifichiamo N ad
una sottovarieta propria, e quindi a un sottoinsieme chiuso, di R¢. Possiamo allora
considerare (M, N) come il sottospazio chiuso di (M, RY) formato dalle f
per cui f(M) c N. Si verifica allora che la topologia di (M, N) ¢ quella di
sottospazio chiuso di €*°(M, RY).

Vale quindi la

x=x(p)

Proposizione V1.3.9. Se M ed N sono numerabili all’infinito, allora la topolo-
gia che abbiamo definito in questo modo e metrizzabile ed ammette una metrica
completa. In particolare, € (M, N) ¢ uno spazio di Baire. O

Dai teoremi di immersione e di inclusione otteniamo

Teorema VI1.3.10. Supponiamo che M ed N siano a base numerabile. Se la di-
mensione n di N é maggiore o uguale al doppio 2m della dimensione di M, allora
Uinsieme delle [ € € (M, N) che non sono immersioni differenziabili ¢ di prima
categoria.

Se n > 2m+ 1, allora Iinsieme delle f € € (M, N) che non sono inclusioni
differenziabili e di prima categoria.

DmostrAZIONE. Utilizzando il teorema d’inclusione di Whitney, possiamo sup-
porre che N sia una sottovarieta propria di R. Sia {V,} un ricoprimento numerabile

TUna pseudodistanza su un insieme E ¢ una funzione reale non negativa § : E X E — R tale
che 6(x,y) = 6(y,x) = 0, 6(x, x) = 0, 6(x,y) < d(x,z) + 6(z,y) per ogni x,y,z € E. A differenza della
distanza, non si richiede che §(x,y) = 0 implichi che x = y.



VI.4. RETRATTI DIFFERENZIABILI D’INTORNO 111

di N con aperti relativamente compatti di N, per cui ci sia un’applicazione lineare
surgettiva 7, : R — R” la cui restrizione a un intorno aperto di V, sia un diffeo-
morfismo su un aperto di R". Sia poi {U,} una base numerabile degli aperti di M,
con U, relativamente compatto in M per ogni . Per ogni coppia (u, v) I'insieme
F,, delle f € (M, N) tali che f(U,) C V, e m, o f non sia un’immersione dif-
ferenziabile in qualche punto di U, & un chiuso privo di punti interni di ‘€ (M, N)
per il Corollario L’insieme delle f € €*°(M, N) che non sono immersioni
differenziabili € I’'unione degli F,, e quindi, essendo unione numerabile di chiusi
con parte interna vuota, di prima categoria.

Supponiamo ora che n > 2m + 1 e consideriamo per ogni uj, up, v I'insieme
Fyiy v delle f € € (M, N) tali che Uy, N Uy, = 0, f(Uy, UUy,) C Vy ed esistono
p1 € Uy, e py € Uy, tali che f(py) = f(p2). Chiaramente Fy, ,,, € un chiuso.
Per verificare che non ha punti interni, fissiamo una funzione x € (M) che sia
positiva su U; e con suppy N U; = 0. La funzione

m,(f(p1) = m(f(p2)) c R
x(p2)

Y :(p1,p2) —

¢ definita e di classe 4 in un intorno di Uy x U in M x M. Poiché n > 2m, per il
Lemma[V.2.2]1a sua immagine ¢ di prima categoria e di misura di Lebesgue nulla
in R”. Ricordiamo che la proiezione 7, &€ un diffeomorfismo di un intorno aperto v,
di V, in N su un aperto o, di R". Possiamo quindi trovare una successione {v }qen
di vettori di R” con 7, o f(p) + vax(p) € w, per ogni p € Uy, limy_eovy = 0, €
va & Y(Uy, x U,,) per ogni indice a. Indichiamo con f, € €*(M, N) la funzione
che coincide con f fuori del supporto di ¢ e per cui 7, o f, = @, 0o f + v, su
suppy. Allora f, ¢ F, 4, per ogniaed f; — fin €% (M,N). Questo dimostra
che il chiuso F, 4, , non ha punti interni. L’insieme delle f in (M, N) che non
sono iniettive & I'unione degli F,, ,,, € quindi di prima categoria perché unione
numerabile di chiusi privi di punti interni. L’insieme delle f in 4*°(M, N) che non
sono inclusioni differenziabili ¢ quindi di prima categoria perché unione dell’insie-
me di prima categoria delle applicazioni che non sono immersioni differenziabili e
I’insieme di prima categoria delle applicazioni differenziabili non iniettive. O

VI1.4. Retratti differenziabili d’intorno

Introduciamo innanzi tutto la definizione di retratto differenziabile d’intorno.
Sia M una varieta differenziabile di dimensione m ed N una sua sottovarieta
differenziabile localmente chiusa, di dimensione n < m.

Definizione V1.4.1. Diciamo che N € un retratto d’intorno in M se vi sono un
intorno aperto U di N in M ed una sommersione differenziabile w : U — N tale
che @w(p) = p per ogni p € N.

Consideriamo innanzi tutto il caso di una sottovarieta di uno spazio Euclideo.

Proposizione V1.4.2 (intorno tubolare). Sia N una sottovarieta differenziabile lo-
calmente chiusa in R", di dimensione n < m. Per ogni intorno aperto U di N in
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R™ esiste una funzione reale positiva p € € (N) tale che

— m _
Up = i e [lx =3 < p) € U,
Vx e U,, Ay =w(x) € N tale che |x—y| = dist(x,N),
@ € €7 (Up, N).
DmosTrAZIONE. Possiamo supporre che N sia un sottospazio chiuso di U. Sia

k = m — n. Per ogni punto p € N esiste un intorno aperto U, di p in U e funzioni
fl... fre ¢ (U)) tali che

NNU,={xeU,| f'(x)=0,..., fx) =0},

df l(x), cod fk (x) siano linearmente indipendenti per ogni x € U),.
L applicazione
af'(x)

ox

ove abbiamo indicato con df'/0x = (Af'/dx',...,0f1/0x™) il gradiente di f, &
differenziabile di classe €. Si verifica facilmente, scegliendo una qualsiasi carta
locale (Ap,y) su N con centro in p e con A, C U, che lo Jacobiano di ¢,, nelle
coordinate (y, 7), ¢ invertibile in 0. Per il punto (3) della Proposizione [I11.8.3, la ¢,

definisce un diffeomorfismo di un intorno V), X B, di(p,0)inA, X R¥ su un intorno
W, di p in R™. Osserviamo che W, N N = V,,. Possiamo ancora supporre che

(%) dist(W,, N\ Ap) > supxewpdist(x, N).

. k k ) m
(%) Op  (NNU)XRES (60) — x+ ) eR",

Indichiamo con
Yyt Wy 3 (x) = (@,(x),7,(x) € V), X By,
I’inversa della ¢,. Per la

o Oft
x—w@,(x) = Zlet;(x)w

e quindi il vettore x—@(x) ¢ perpendicolare ad N nel punto @ ,(x). Abbiamo allora

(ee) {lx — @, = dist(x, N), Vx € W,

|x — y| > dist(x, N) Vx € W), ¥y € N \ {w,(x)}.

Infatti, se x € W, edy € A, verifica [x —y| = dist(x, N), allora x € W), per la ed
il vettore x—y € perpendicolare ad N in y e quindi si scrive come una combinazione
lineare dei gradienti df'/dx, ...,df*/ox.

Sia Q = Upeny W) € definiamo, utilizzando I"unicita della proiezione ortogona-
le, w : Q — N ponendo w = @, su W,

La funzione 6(x) = dist(x, C(QNU)) & continua e positiva su N. Per il Teorema
esiste allora una funzione p € ¥ (Np) tale che %6()() < p(x) < 6(x) su Np.
La funzione p soddisfa la tesi. O

Utilizzando il teorema d’immersione di Whitney e la Proposizione [VI.4.2]
dimostriamo
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Teorema V1.4.3. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m ed N una sua
sottovarieta differenziabile di dimensione n < m, localmente chiusa in M. Allora
N ¢ un retratto differenziabile d’intorno in M.

DmvosTtrAZIONE. Poiché una sottovarieta localmente chiusa di M € una sottova-
rieta propria di un aperto My di M, possiamo supporre nella dimostrazione che N
sia una sottovarieta propria di M.

Per il teorema d’immersione di Whitney, possiamo trovare un intero £, con m <
{ < 2m+ 1, ed un diffeomorfimso ¢ : M — My C R di M con una sottovarieta
propria My di R¢. Allora Ny = (N & una sottovarieta propria di My e quindi di R.

Per la Proposizione Np ha un intorno tubolare W in R’ in cui la proie-
zione ortogonale my : W — N ¢ ben definita ed ¢ una sommersione differenzia-
bile. Posto U = y~ (W), possiamo allora definire una retrazione differenziabile
@ : U — N mediante il diagramma commutativo

¥

U—— W

wl lmvo

NT) N().

VL5. Omotopie di classe ¢

Il teorema d’immersione di Whitney e il Teorema ci permettono di
dimostrare il seguente teorema di approssimazione:

Teorema VI.5.1 (di approssimazione). Siano M ed N due varieta differenziabili
ed f : M — N un’applicazione continua. Allora esiste un’omotopia

F:Mx[0,1] — N, tale che

F(p,0) = f(p), VpeM,
F|M><((),1] € %W(M X (0, 1],N)

DimosTrAZIONE. Per il teorema d’immersione di Whitney, M ed N ammettono
inclusioni differenziabili

ML o) =My s R™,  NL gy = Ny s R,

conm<my<2m+1,n<ng <2n+l.

Possiamo estendere fo = Yo f o ¢‘1 e €°(M,, Ny) ad una funzione continua
fo € €°(R™,R™),

Per la Proposizione esiste una funzione positiva r € €*(Ny) tale che,
posto

V= UyeNOB(y, ro),

vi sia una sommersione differenziabile 7 € € (V,, Ny) con |y — ni(y)| = dist(y, Ny)
perogniy € V,.
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Per ogni x € M sia 7(x) un numero reale positivo tale che

Fo@) € B(fo(x), 3r(fo(x)) se 1€ =l < 7(x).
Per la Proposizione [VI.4.2] possiamo trovare una funzione positiva p € (M)
tale che

Up = oy BOpG) € | _,, BOGT(X)
e vi sia una sommersione differenziabile w € €*(U,, Mp) con |x — @w(x)| =
dist(x, M) per ogni x € U,,.
Sia y € €;°(R™), con y > 0, suppy C B(0, 1), f)(dx =1.
Poniamo G(0, x) = f(x) e, per ogni 0 < ¢ < 1 definiamo

G(x,1) = (1p(x) ™ f fo(x—§))(( € )df—(m(x»""o f fo(f))(( 5) de
o ) oo 00

_ fR o= et

Otteniamo cosi una funzione G € €%(M x I, R™) N €*(M x (0, 1], R™). Inoltre,
per la scelta di p, G(x,t) € V, per ogni (x,1) € M X I. La O(x,t) = mo G(x,¢) &
quindi un’omotopia di f; differenziabile su M x (0, 1]. La F = ¢~ o ® 0 ¢ definisce
I’omotopia cercata. O

Esempio VI.5.2. Ad esempio, in una varieta differenziabile connessa due punti
qualsiasi possono essere congiunti con un cammino di classe €.

Abbiamo ancora

Teorema VI1.5.3 (regolarizzazione dell’omotopia). Siano M ed N due varieta dif-
ferenziabili numerabili all’infinito, ed F : M X [0,1] — N un’omotopia continua
tra due applicazioni differenziabili fy, fi : M — N. Allora esiste un’omotopia
®: Mx[0,11 > Ntra fy ed fi con® € €°(M x [0, 1], N).

DmosTrAZIONE. Possiamo supporre che M ed N siano sottovarieta proprie di
spazi Euclidei. Costruiamo allora una F : M x [0,1] x [0,1] — N, come nel-
la dimostrazione del Teorema mediante I'uso di mollificatori. Allora la
O(x,1) = F(x, 1,1 — 1*) soddisfa le proprieta richieste. O

Dall’esistenza degli intorni tubolari negli spazi Euclidei, ricaviamo:

Teorema VI.5.4. Siano M, N due varieta differenziabili e sia d una metrica che
definisce la topologia di N.

(1) Esiste una funzione positiva § € € (N) tale che se f,g € €°(M,N) e
d(f(p),g(p)) < o(f(p)) per ogni p € M, allora f e g sono omotope tra
loro.

(2) Per ogni funzione positiva € € €°(M) ed ogni f € €°(M, N) esiste una
g€ C (M, N) tale che d(f(x), g(x)) < €(p) per ogni p € M.



CAPITOLO VII

Campi di vettori e spazio tangente

VIL.1. Campi di vettori e curve integrali sulle varieta

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, di classe €<, numerabile
all’infinito. Lo spazio (M) delle funzioni reali di classe € su M & un’algebra
reale ed un anello commutativo unitario.

VIL1.1. Campi di vettori.

Definizione VIL.1.1. Un campo di vettori su M & una derivazione dell’algebra
€ (M), cioe un’applicazione R-lineare

X: €M) - €7 (M)
che soddisfi I'identita di Leibnitz:
(7.1.1) X(fg) = gX(f) +fX(g) Vf, ge€™(M).

L’insieme ¥(M) dei campi di vettori su M & un ¥*°(M)-modulo unitario a
sinistra, con il prodotto definito da

(7.1.2) (fX)(g) = f(X(g)), perf,g€C™(M), X € X(M),

ed un’algebra di Lie reale con il prodotto di commutazione

(7.1.3)  [X.YI(f) = XX (/) -YX() per X, YeXM), feC™(M).
Lemma VIL1.2. I campi di vettori X € X(M) si annullano sulle funzioni costanti.

DimosTtrAZIONE. Indichiamo con ¢, per ¢ € R, la funzione costante che vale ¢
su M. Abbiamo:

Xe)=Xc-D=c-X()+1-X(c)=2-X(c)
e quindi X(c) = 0. O

Lemma VIL.1.3. Sia X € X(M). Se f € €°(M) ed f(p) = 0 per tutti i punti p di
un aperto A di M, allora X(f)(p) = 0 per ogni p € A. Abbiamo quindi :

(7.1.4) supp(X(f)) € supp(f)  Vf € E (M), VX € X(M).

DimosTrAZIONE. Fissato un punto p € A, siano U e V due aperti di M con
peUe&V €A, esia ¢ una funzione di (M) uguale a 0 in U ed uguale ad 1 su
M\ V. Allora f = ¢f e quindi:

X()(p) = X(@)(p) = ¢(p)X(H)p) + f(P)X(#)(p) = 0.

115
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Da questo lemma si ricava immediatamente:

Lemma VIL1.4. Sia X un campo di vettori su M; se f, g sono due funzioni di
E (M) che assumono gli stessi valori su tutti i punti di un aperto A di M, allora :

X(NHp)=X@(p) VYpeA.

DimosTtrazIONE. Infatti f — g si annulla su A e quindi:

X(f)p)-X@)p)=X(f-g(p) =0 VYpeA.
O

Corollario VIL.1.5. Se A e un aperto di M, per ogni X € X(M) vi é uno ed un solo
campo divettori X |4 € X(A) tale che X |s f|a = (Xf)|a perogni f € €°(M). O

Ad ogni carta locale (U, x) in M possiamo associare campi di vettori 9/dx',
., 0/0x™ in X(U), definiti da:

(7.1.5) ( )f_ ofoxy VfeE™U).
Ox!

oxi

In una carta locale, un campo di vettori si rappresenta come un operatore differen-
ziale alle derivate parziali, omogeneo del prim’ordine. Vale infatti il

Lemma VII.1.6. Siano X € X(M) ed (U, x) una carta locale in M. Allora :

(7.1.6) Xly = ZX(x)( )

DivosTRAZIONE. Data f € €°(U), sia f* = fox™! € €°(x(U)). Se xg € x(U),
per ogni punto x di un intorno aperto V,, C x(U) di xo, stellato rispetto ad xo :

Vdf*(xo +t(x - X))
dt

£ = £ () + fo

= f*(x0) + Z (x' - xé))fl-*(X), con
i=1

1 %
i) = f Bf. (x0 + t(x — x0)) dt € €= (Vy,).
0 ox!

Con xy = x(pg) abbiamo

af* 0
f;'*(xO) — f (XO) — [(

o §) f ] (Po)
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e quindi :

X1 1 o) = |X

= |x]v.!

Vo f ] (Po)

(po)

v, [f(Po)] ](Po) +|X|v, Z(xi —x)ffox
i=1

i o)X v, @ = )] o)

Z[Xm (Po) [( )f] (Po)-

VIL.1.2. Vettori tangenti.

Definizione VII.1.7. Fissato un punto p € M, chiamiamo vettore tangente ad M
in p un’applicazione R-lineare

(7.1.7) v: € (M) — R,
che soddisfi I’'identita di Leibnitz:
(7.1.3) v(fg) =v(f)-gp)+ f(p)-v(g), Vf.g€eECT(M).

I vettori tangenti in un punto p € M formano uno spazio vettoriale reale, che
indicheremo con T, M.

Lemma VIL1.8. Se U ¢ un intorno aperto di p in M ed X € X(U), allora

(7.1.9) X, : €"M)> f - Xf)(p)eR

e un vettore tangente ad M in p. O
Definizione VIL.1.9. Chiamiamo X, € T,M il valore in p del campo vettoriale X.

Teorema VIL.1.10. Per ogni punto p € M I’applicazione lineare
(7.1.10) XM)>X > X,eT,M

e surgettiva. Se M ha dimensione m ed (U, x) e una carta locale di M in p, allora

i vettori tangenti
9 9
axt),” 7 \oxm),

formano una base di T,M. O

VII.1.3. Velocita e curve integrali di un campo di vettori. Siano —co0 < a <
b <coedae € ((a,b), M) un arco di classe €' in M.

Definizione VIIL.1.11. La velocita di o in ¢ € (a,b) ¢ il vettore tangente A(f) €
ToM, definito da

d
(7.111) atnf) = L4,

Osserviamo che la (7.1.11) & ben definita in quanto f o a € €' ((a, b)).

Ve g (M).
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Definizione VIL.1.12. Un arco o € €' ((a, b), M) di classe €' in M & una curva
integrale del campo di vettori X € X(M) se:

(7.1.12) a(t) = X, Vi € (a,b).

Se (U, x) & una carta locale in M ed X = Y7, a'(x)8/dx' in U, allora gli in-
tegrali ¢ in U del campo di vettori X sono soluzioni x(f) = x(¢(¢)) del sistema
autonomo di equazioni differenziali ordinarie del prim’ordine :

(7.1.13) ¥ =d(x) peri=1,...,m.

Dai teoremi di esistenza e unicita per sistemi di equazioni differenziali ordinarie
abbiamo allora:

Teorema VII.1.13. Siano X € X(M) un campo di vettori in M e py un punto di M.
Esiste allora un’unica curva integrale o.: (a,b) > M di X, con —co <a<0<b <
+00, con ¢p(0) = po, tale che, se a > —co, allora ¢(t) non ha punti limiteﬂ in M per
t = a; se b < +oo, allora ¢(t) non ha punti limite in M pert — b.

VIL.2. Lo spazio tangente

Indichiamo con 7'M I’unione disgiunta degli spazi vettoriali ), M, al variare di
pin Meconn:TM — M I’applicazione che fa corrispondere al vettore tangente
v € T,M il suo punto d’applicazione p. Possiamo definire su 7M una struttura
di varieta differenziabile nel modo seguente. Per ogni carta locale (U, x) di M,
definiamo una carta locale (7~ (U), x x dx) di TM ponendo :

{ﬂ_l(U) 51— (x(n(v)), v(x)) € x(U) x R™,

(7.2.1) |
con v(x)=(x"),...,v(x™)eR".

Se (V,y) ¢ un’altra carta locale di M, per p € U NV abbiamo:
m .

. Ay’
722 v(y") = v(x) =,
(7.2.2) ) ; o2
cio¢ v(y) = (dy/dx)v(x), ove dy/0x ¢ la matrice Jacobiana del cambiamento di
coordinate. Questa relazione si esprime anche dicendo che le componenti di un
vettore tangente sono covarianti rispetto ai cambiamenti di coordinate.

Quindi, se y = ¢(x), per x € x(U N V) c R™ ¢ la funzione di transizione delle
due carte (U, x) e (V,y), il cambiamento di coordinate dalla carta (7~'(U), x X dx)
alla carta (7~ 1(V), y X dy) & (¢ X d).

Abbiamo percio :

Proposizione VIL.2.1. Dato un atlante of = {(U;, x;)} di M, con funzioni di tran-
sizion% X j, allora To/ = (= W(U)), x; X dx;)} ¢ un atlante di TM, con funzioni di
transizione x; j X dx; j.

IDiciamo che P. € un punto limite di o per t — ¢ € {a, b} se esiste una successione {t,} C (a, b)

tale che lim,_,,a(t,) = p..

2 Ca -
abbiamo cio¢ x;; = x; o x;' su x;(U;nU).
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Definizione VII.2.2. Con la struttura differenziale definita dall’atlante descritto
nella Proposizione |VII.2.1] chiamiamo T M lo spazio tangente di M.

Proposizione VIL.2.3. L’applicazione
(7.2.3) n:TM - M, tc n(v)=pseveT,M
¢ una sommersione differenziabile di classe €. O

Fibrati differenziabili. Lo spazio tangente & un particolare esempio di fibrato
differenziabile.

Definizione VIL.2.4. Un fibrato differenziabile ¢ il dato € = (E N B) di due va-

rieta differenziabili B, E e di una sommersione differenziabile E ~, B. La varieta
E si dice lo spazio totale, B la base e r 1a proiezione del fibrato &.

Se U & un aperto di B, Indichiamo con (U, §), od anche con ['(U, E) quando
non vi sia pericolo di confusione, lo spazio delle sezioni differenziabili di & su
U, cio¢ I'insieme delle applicazioni s € € (U, E) che sono inverse destre della
proiezione m:

(7.2.4) U8 ={s€€°(UE)|mos(p)=p, YpeU).

VIL.3. Differenziale di un’applicazione differenziabile

Siano M ed N due variteta differenziabili ed f : M — N un’applicazione di
classe €. Essa induce un’applicazione (il pullback di funzioni):

(7.3.1) i€ N3¢ - () =¢ofet™(M).

Definizione VIL.3.1. 1l differenziale di f in un punto p € M, che indicheremo con
f:(p) o condf(p), ¢ I’applicazione

filp) =df, : TyM — Ty,N, definita da:
(7.3.2) L P)W)(@) = df,(N(@) = v(f* (@) =v(fog) YpeEVN).

Osservazione VIL3.2. Se (U, x) e (V,y) sono carte locali in M ed N rispettivamen-
te,con p € U ed f(p) € V, abbiamo :

meog n o(m af] 9
(133) f*(p)( (%) ]= ( v'—l.(p>](—.) .
; 9x'/, ,Z::‘ ; Ox N ()

Nelle carte locali il differenziale ¢ quindi I’applicazione lineare associata alla ma-
trice Jacobiana della f.

Proposizione VIL.3.3. Se f € (M, N), allora
(7.3.4) df :TM >v = dfz)(v) € TN
¢ un’applicazione differenziabile di classe €. O

Definizione VIL.3.4. Lapplicazione df definita dalla (7.3.4) si dice la funzione
differenziale di f o il sollevamento di f agli spazi tangenti.
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VIL4. Gruppi a un parametro di diffeomorfismi

L’insieme Diff* (M) dei diffeomorfismi di classe " di M & un gruppo rispet-
to al prodotto di composizione. Studiamo qui nel seguito la relazione tra i suoi
sottogruppi e sottogruppi locali a un parametro ed i campi di vettori.

E utile introdurre la seguente notazione. Se M, N sono due varieta differenzia-
bili, U* un aperto di M X R, ed F € %](U*,N), allora per ogni (p,ty) € U* la
t — F(p,?) & una curva di classe ¢! in N, definita su un intervallo che contiene
il punto #y. Indicheremo allora con F(p, 1) la sua velocita in #9. Ricordiamo che

F(p,to) € Tr(ps)N.
Definizione VIL.4.1. Un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di M & un’ ap-
plicazione differenziabile
(7.4.1) O: MXR>(p,t) > P(p,t)eM
che goda delle proprieta :
0  Op,0)=p VpeM
(i1) O(p,t+5) = O(D(p,1),s) VpeM, Vt,s e R.
Definizione VIL.4.2. Chiamiamo gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi
di M il dato di un intorno U* di M x{0} in M xR tale che, per ogni p € M, I’'insieme
U;‘; ={teR|(p,1) € U*} sia connesso, e di un’applicazione
(7.4.2) O:U"CcMxR>(p,t) > O(p,H)eM
che goda delle proprieta :
H  Op,0)=p VpeM
(iM) O(p,t+5) = O(D(p,1),s) se(p,t+s)e(D(p,i),s)eU".

Al gruppo locale a un parametro (7.4.2) associamo il campo di vettori X €
X(M) definito da

(7.4.3) X, = ®(p,0), Vp e M.

Definizione VIL.4.3. Il campo di vettori X definito da (7.4.3)) si dice il generatore
infinitesimale del gruppo locale a un parametro (7.4.2).

Teorema VI1.4.4. Se X ¢ il generatore infinitesimale del gruppo locale a un para-
metro ® € €°(U*, M), allora

(7.4.4) D(p,1) = Xopy, Y(p,neU".

Ogni campo di vettori X e generatore infinitesimale di un gruppo locale a un
parametro di diffeomorfismi.

Due gruppi locali a un parametro di diffeomorfismi ®; € €<(U:, M), i = 1,2,
che abbiano lo stesso generatore infinitesimale, coincidono sul dominio comune di
definizione U N UJ.

DimosTrAZIONE. L’esistenza e unicita di un gruppo locale a un parametro di
diffeomorfismi associato ad un campo di vettori X € X(M) ¢ conseguenza del
teorema d’esistenza locale, unicita e dipendenza ¢’ dai dati iniziali per il sistema
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di equazioni differenziali ordinarie (7.1.13)). 1l fatto che la soluzione generale del
problema di Cauchy definisca un gruppo locale a un parametro ¢ conseguenza del
fatto che il sistema (7.1.13)) ¢ autonomo, che cioe le funzioni a secondo membro
in (7.1.13)) non dipendono dalla variabile ¢ e quindi che, se t — ®(p, 1) & soluzione
in un intervallo ¢ € (a, b), con a < 0 < b, con dato iniziale ®(p,0) = p, allora, per
ogni ty € (a,b) fissato, t — D(p,t + ty) ¢ soluzione nell’intervallo (a — ty, b — 19),
con dato iniziale ®(p, ty), e coincide quindi con ®(D(p, ty), t). O

Definizione VII.4.5. Il gruppo locale a un parametro con generatore infinitesimale
X € X(M) si dice anche flusso di X.

Definizione VII.4.6. Un campo di vettori X € X(M) si dice completo se, per ogni
po € M, la soluzione del problema di Cauchy

p=Xp,
(7.4.5)
P0) = po
¢ definita per ogni f € R.
Proposizione VIL.4.7. Ogni campo di vettori a supporto compatto e completo. O

Teorema VI1.4.8. Condizione necessaria e sufficiente affinché un campo di vettori
X € X(M) sia completo e che sia generatore infinitesimale di un sottogruppo a un
parametro di diffeomorfismi di M. O

In particolare, su una varieta differenziabile compatta, i sottogruppi a un para-

metro di Diff*° (M) sono in corrispondenza biunivoca con i campi di vettori in X(M).

VIL4.1. 1l caso delle varieta con bordo. Possiamo estendere senza difficolta
la definizione dei campi di vettori anche al caso delle varieta a bordo.

Definizione VII.4.9. Sia M una varieta differensiabile di dimensione m, con bordo,
X € X(M) e pg € OM. Fissiamo una carta locale (U, x) con centro in pg

Usp-oxeXWU)c{xeR"|X">20}, x(py) =0.
Diciamo che X nel punto pg ¢

diretto verso I’esterno se X,x"|=o < 0,
tangente se X,x"|,—o = 0,
diretto verso I’interno se X, x"|,—g < 0.
La definizione non dipende dalla scelta della carta locale, perché la componente

oy"/0x™ dello Jacobiano della funzione di transizione € positiva su U NV N oM
per ogni coppia di carte locali (U, x) e (V,y) di M.

Abbiamo allora

Proposizione VI1.4.10. Sia M una varieta differenziabile con bordo ed X € X(M)
un campo di vettori che non é tangente a OM in nessun punto. Esistono allora due
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funzioni continue non negative 6, : M — R tali che
o(p) >0, e(p) >0 se p € int(M),
o(p) >0, e(p) =0 se pe€dM edX), ¢ diretto all’esterno,
o(p) =0, e(p) >0 se pedM edX), e diretto all’interno,
ed un’applicazione continua ed infinitamente differenziabile fino al bordo di U*
O:U " ={(p,H e MxR|-6(p) <t<elp)

tale che
oD(p, 1) *
; = Xopy, Y(p,1)eU,
O(p,t+5) = D(D(p, 5),1), se (p,s),(p,t+9),(D(p,s),t)eU". O

VILS. Isotopia

Su una varieta M il flusso relativo ad un campo di vettori completo definisce
un’omotopia {f;};er dell’identita in cui ogni f; & ancora un diffeomorfismo di M
in sé. Piu in generale, introduciamo qui una nozione di equivalenza d’inclusioni
differenziabili.

Siano M ed N due varieta differenziabili.

Definizione VIL.5.1. Un’isotopia tra due inclusioni differenziabili fy, fi € €°(M, N)
¢ un’applicazione differenziabile F € €*°(M X R, N) tale che

(@) F(x,0) = fo(x), F(x,1) = fi(x) per ogni x € M;

(b) fi=F(-,t) € €°(M,N) ¢ un’inclusione differenziabile per ogni ¢ € R.
Osservazione VILS.2. Nella definizione di isotopia si potrebbe considerare, in

modo equivalente, un’applicazione F definita soltanto su M X [0, 1]. Sia infatti
X € €*(R) una funzione reale con

x(@® =0 set <0,
O<y(®<1 sel0<t<l,
x® =1 set>1.

Possiamo prendere ad esempio y(¢) = exp ( — ¢~ exp((r — 1)™1)) su (0, 1).

Se F € €°(M x [0, 1], N), con f; = F(-,t) inclusione differenziabile per ogni
t € [0, 1], allora G(p, 1) = F(p,x(t)) € €°(M xR, N), con g; = G(-,1) inclusione
differenziabile per ognit € R,e g, = fopert <0, g, = fipert > 1.

Proposizione VIL.5.3. L’isotopia d’inclusioni differenziabili di una varieta M in
una varieta N e una relazione d’equivalenza. O

Ad un’applicazione F € € (M x R, N) associamo I’applicazione
(75.1) F:MxR>(p,t)— (F(p,H),t) e NxR, Fe¥€°(MxR,NxR).

Diciamo che una F' € € (MxR, NxR) preserva i livelli se g (F(p, 1)) = t per ogni
(p,t) € M xR. Qui abbiamo indicato con g : N XR 3 (g,1) — t € R la proiezione
sul secondo fattore del prodotto cartesiano. In modo analogo, indicheremo con
ay : NXR >3 (gq,t) = g € N la proiezione sul primo fattore.
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Lemma VIL5.4. Per ogni isotopia d’inclusioni differenziabili F € € (M X R, N)
I’applicazione

(7.5.2) F:Mx[0,1]> (x,t) — (F(x,1),1) € N x [0, 1]

e un’inclusione differenziabile che preserva i livelli.
Viceversa, se F € €®°(M xR, N X R) é un’inclusione differenziabile che pre-
serva i livelli, allora F(x,t) = nyo F(x,t) e un’isotopia d’inclusioni differenziabili.

DimvosTrAZIONE. Verifichiamo che le f; = F(-¢) sono immersioni differenzia-
bili se e soltanto se F' & un’immersione differenziabile. Fissando un’inclusione
differenziabile propria  : N — R’ e considerando le applicazioni o F e o F
possiamo ricondurci al caso in cui N = R’. Fissata una carta locale (U, x) in M,
poiché F(p,t) = (f.(p), 1), lo Jacobiano di F & dato da

. (8f, OF
aF = (9x at .
a(x, 1) 0 |

E chiaro quindi che F' & un’immersione differenziabile se e soltanto se f; ¢ un’im-
mersione differenziabile per ogni t € R. Inoltre, F' ¢ iniettiva se e soltanto se
ciascuna delle f;, per ¢ € R, ¢ iniettiva. O

VIL.6. Campi di vettori ed isotopie dell’identita

Se F € €*(M x R,R), indichiamo con F(p,t) = dF,;(8/0t) la derivata

rispetto al tempo di F nel punto (p,?). Osserviamo che F ¢ una sezione di classe
nxidr

&> del fibrato differenziabile € = (TM Xx R —— M x R). Indicheremo con
I'(M xR, TM) lo spazio I'e(M x R, TM x R) delle sezioni del fibrato E.

Per ogni campo di vettori completo X € X(M), il gruppo a un parametro @y €
€< (M xR, M) che ha generatore infinitesimale X & un’isotopia dell’identita su M,
caratterizzata dall’equazione differenziale ®y = X.

Pil in generale, se F € €°(M x R, M) ¢ un’isotopia dell’identita su M, la
derivata rispetto al tempo F & un elemento di I'(M x R, TM). Viceversa, data una
sezione X € I'(M X R, T M) possiamo cercare di costruire un’isotopia dell’identita
risolvendo, per ogni p € M, il sistema di equazioni differenziali ordinarie

(7.6.1) {F (p.1) = X(F(p, 1), 1),

F(p,0)=p

Se X non ¢ costante rispetto a ¢, il sistema (7.6.1) non ¢ autonomo. Possiamo
associare ad esso un sistema autonomo nella funzione incognita G € (M X
R, M X R), considerando, per ogni p € M,

G(p.t) = X(G(p,n) = (X(G(p,1)),0/00),
G(p,0) = (p,0).
Qui X & un campo di vettori in ¥(M X R) che soddisfa dng(X) = 0/0t. Se

ammette per ogni p € M una soluzione definita per ogni t € R, allora F = mp; 0 G
¢ un’isotopia dell’identita su M.

(7.6.2)
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Vale quindi il

Teorema VIL6.1. Le isotopie dell’identita su M sono in corrispondenza biuni-
voca con i campi di vettori completi X € X(M X R) con dng(X) = 9/0t. La
corrispondenza e quella che associa ad X la my; o G per la soluzione G di (1.6.2).

Osservazione VIL.6.2. Se X € X(M) & completo, allora (X, d/0¢) € un campo
completo su M x R.

Osservazione VIL.6.3. Se X € ['((MxR, T M) ha supporto compatto, allora (X, d/0¢)
€ un campo di vettori completo su M X R.

Esempio VIL.6.4. Sia f € €°(R",R") un diffeomorfismo, con f(0) = 0. Possiamo
scrivere f nella forma

fi(x) = E j:lai-(x)xj per i=1,...,n, con aj. € €7 (R"Y),
con
|
. af
i _ 00 N
aj(x) = j; —axj(tx)dt € €7 ([R").
La F(x,1) = t! f(tx) & un’isotopia tra il diffeomorfismo lineare

ZAON
X

fo(x) =

ed f. Quindi ogni diffeomorfismo di R”" ¢ isotopo ad un diffeomorfismo lineare. In-
fine, poiché GL(n, R) ha esattamente due componenti connesse per archi, possiamo

concludere che ogni diffeomorfismo di R" ¢ isotopo o all’identita o alla simmetria
rispetto ad un iperpiano.

Nel suo lavoro del 1936, H. Whitney dimostro il

Teorema VII.6.5 (Isotopia di inclusioni omotope). Se fo, fi : M — N sono due in-
clusioni differenziabili omotope di una varieta compatta m-dimensionale M in una
varieta differenziabile N di dimensione n > 2m + 2, allora fy ed f| sono isotope
comme inclusioni differenziabili.

TRACCIA DELLA DIMOSTRAZIONE. Consideriamo un’omotopia F : M X [ — N tra
fo ed fi. Per il Teorema del Capitolo [VI] possiamo supporre che 1’omoto-
pia sia restrizione di una F € €*(M x R, N). Consideriamo allora la F(p,f) =
(F(p,1),1). Questa ¢ un’applicazione in (M X R, N X R). Poiché dim(M X R) =
m+ledim(NxXR)=n+12>2m+3 =2(m+ 1)+ 1, possiamo approssimare
F con un’inclusione differenziabile G € E°(M xR, N xR). Poiché M x [0,1] &
compatto, se G & sufficientemente vicina ad F in € (M xR, N x R), possiamo, con
un cambiamento di variabili, ottenere che G(p,t) = (G(p, 1), ) per t in un intorno
di [0, 1]. Inoltre, poiché inclusioni differenziabili di una varieta compatta che sia-
no vicine sono isotope, Gg sara isotopa ad fy e G| ad f;. Poiché I’isotopia ¢ una
relazione d’equivalenza, anche fy ed f; sono isotope. O
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Osservazione VIL6.6. Chiamiamo nodo in R" un’inclusione differenziabile di S
in R” (n > 3). Sciogliere un nodo v : S' — R” significa trovare un’isotopia di v
con il nodo banale

S5 e — (cos,sin,0,...,0) € R".

Sappiamo che ci sono in R? nodi chiusi non scioglibili. Per il Teorematutti
i nodi chiusi in R” con n > 4 sono scioglibili.

In generale, possiamo considerare delle catene di m nodi, o m-link, cio¢ inclu-
sioni differenziabili

:8'u-us! — R
m volte
Sciogliere una catena A di m nodi vuol dire trovare un’isotopia di A con la catena
banale
S'u---uS! s (e"); — (cosh,sind, j,0,...,0) € R".
m volte

Per il Teorema tutte le catene di m nodi in uno spazio Euclideo R”, con
n > 4, si possono sciogliere.

VIL.7. Isotopie dello spazio ambiente

Due inclusioni differenziabili fy, fi € € (M, N) possono essere isotope senza
che i complementi N \ fo(M) ed N\ f1(M) siano omeomorfi. Un semplice esempio
¢ I'inclusione in R? di un segmento aperto e di una circonferenza privata di un
punto. Introduciamo una nozione piu restrittiva di isotopia:

Definizione VIL7.1. Due inclusioni differenziabili fy, fi € €°(M, N) sono am-
bientalmente isotope se esiste un’isotopia dell’identita F € €°(N x R,N) su N
tale che

F(fo(p), 1) = fi(p), Yp € M.

In generale I’isotopia ambientale, che implica I’omeomorfismo dei comple-
menti delle immagini, & piu restrittiva dell’isotopia. Le due relazioni coincidono
per le inclusioni differenziabili di varieta compatte. Vale infatti il seguenteﬁ

Teorema VIL.7.2 (R. Thom). Siano M, N varieta differenziabili ed F € €*°(M X
R, N) un’isotopia di inclusioni differenziabili di M in N. Per ogni compatto K
contenuto in M esiste un’isotopia dell’identita G € €°(N X R, N) su N tale che

G(fo(p), D) = filp), Ypek.

DimosTrAZIONE. Possiamo supporre che, posto f; = F(-,1), sia f; = fo per
t<0edf, = fi pert > 1. Peril Lemma|VIL5.4/la F € €°(M xR, N x R) definita
da

F(p,t) = (F(p,1),t) e NxR, perpe M, teR
& un’inclusione differenziabile. L’immagine M = F(M x R) & una sottovarieti
differenziabile di N x R. Consideriamo il campo di vettori (X, 0/0t) = dE(0/0t),

3Rént Trom: La classification des immersions, Sémin. Bourbaki 157, 1957-58
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con X € I'(M, TN), su M. Possiamo trovare allora un campo di vettori (¥, 9/0t) €
X(N x R), con

YeI'(NXR,TN), suppY € N xR,
Y=X su F(Kx][O0,1]).

Il campo (Y, d/0t) & completo e quindi genera un gruppo a un parametro di diffeo-
morfismi di N X R che preservano i livelli. Ad esso corrisponde quindi un’isotopia
dello spazio ambiente che trasforma fj in fj su K. O

Corollario VILI.7.3. Se M ¢ una varieta compatta, due inclusioni differenziabili
Jo, f1 € €% (M, N) che siano isotope sono anche ambientalmente isotope. O

Osservazione VII.7.4. La conclusione del Corollario[VIL.7.3|non vale in generale
per varieta M non compatte.

Consideriamo ad esempio due nodi v, v; : S' — S3 con vo(=1) = vi(=1) =
(0,0,1). Le loro restrizioni fy, fi : S'\ {=1} — $31\{(0,0, 1)} sono isotope, ma
possono non essere ambientalmente isotope, in quanto i complementi dei supporti
dei due nodi possono non essere omeomor

Corollario VIL7.5. Se M e una varieta connessa, per ogni coppia di punti pg, p1 €
M esiste un’isotopia F € €< (M X R, M) dell’identita su M con F(pg,1) = p;. O

Corollario VIL7.6. Ogni inclusione differenziabile f € E*lS™, 8", conn =
2m+2, si estende ad una inclusione differenziabile f € €= (D™, S™).

DimosTtrAzZIONE. Poiché n > m, f & omotopa all’inclusione differenziabile stan-
dard
1:8"5 (0. — (0., x"0,...,0) e S

Questa si estende all’inclusione differenziabile
D s (0, ) — (O, AT = O — = xm2,0,...,0) € S™.
Per il Teorema |VII.6.5] f ed ¢ sono isotope e per il Teorema [VIL.7.2| 1o sono con

un’isotopia dello spazio ambiente. Ne segue che anche f si estende ad un’inclu-
sione differenziabile di D!, o

VIL.8. k-celle differenziabili

In questo paragrafo esponiamo alcuni risultatiE] relativi alle applicazioni diffe-
renziabili di dischi.

Premettiamo un’osservazione sulle applicazioni differenziabili.
Lemma VIL8.1. Siano M, N due varieta differenziabili, di dimensione m,n, ri-
spettivamente, e sia & € € (N, M) un’applicazione differenziabile. Se K é un
compatto di N tale che

411 nodo non banale pill semplice ¢ il trifoglio, cio& una curva in R? isotopa alla
x =sint + 2sin2t, y=cost—2cos?2t, z = —sin3t.

11 suo complemento in R3 non & omeomorfo ad R? \ R'.
SRichard S.Palais, Extending diffeomorphisms. Proc. Amer. Math. Soc. 11, 1960 pp. 274-277
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(1) flg sia iniettiva;

(2) df(q) : TyN — TyM sia iniettiva per ogni q € K,
allora esiste un intorno aperto U di K in N tale che ¢|y sia un’inclusione differen-
ziabile.

DmmostrAzIONE. Utilizzando il teorema d’immersione di Whitney, possiamo
ridurci al caso in cui M = R™ ed N sia una sottovarieta propria di uno spazio
Euclideo R’. In particolare, possiamo considerare 1’aggiunta d¢*(g) dell’appli-
cazione d{(q) : TyN — T4R™ = R™, rispetto al prodotto scalare canonico di
R™ e a quello indotto su T,N dalla restrizione del prodotto scalare canonico di
R’. La composta d¢*(p) o dd(g) & un endomorfismo iniettivo di T,N ed abbiamo
percio, nella norma degli operatori, infx [|dp*(q) o dd(g)||> = u > 0. Per conti-
nuita otteniamo che esiste un intorno relativamente compatto W di K in N tale che
lldd* (q) o dd()l|* = (1/2) > 0 per ogni g € W. Allora, applicando I’argomento del
Lemma ?? del Capitolo[VI| ad un numero finito di carte coordinate che ricoprono
W, otteniamo che esistono costanti positive 9, ¢ tali che

ld(g1) — P(g2)l = clgi — qol,  Yqi.qp € W conlgi — qof < 6.

Questo segue dal fatto che la distanza Euclidea su ciascun sottoinsieme compatto
di una carta coordinata & equivalente alla restrizione della distanza Euclidea su R’
Consideriamo ora il compatto F = {(q1,q2) € WX W | |q1 — q2| = 6}. La

funzione reale
ld(q1) — (g2l

lg1 — qol
¢ definita e continua su F ed ¢ positiva nei punti di F' N (K X K). Essa sara allora

ancora positiva in tutti i punti di un intorno A di F N (K X K) in F. L’insieme

v(q1,q2) =

/-/\ ,-/\ . . . . .
U = KU (m(A) Nmp(A)) € un intorno aperto di K in N, tale che la restrizione ad U
di ¢ sia un’inclusione differenziabile. O

Notazione VII.8.2. Se A ¢ un qualsiasi sottoinsieme della varieta differenziabile
N, indicheremo con (A, M) I’'insieme di tutte le funzioni continue f : A - M
per cui esista un intorno aperto U di A in N ed un’applicazione differenziabile
f e €*(U, M) tale che fl4 = f.

Definizione VII.8.3. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e k un inte-
ro con 0 < k < m. Una k-cella differenziabile di M & un’inclusione differenziabile
¢ € €=(DF, M).

L’applicazione ¢ & cioé un’inclusione topologica ed & la restrizione a D¥ =
{(xeRF||x| < 1} di un’applicazione di classe €, definita su un intorno aperto U
di D* in R, ed a valori in M, con differenziale iniettivo in ogni punto di D*.

Per il Lemma[VIL.8.1]la ¢ & la restrizione dell’inclusione differenziabile di un
disco aperto B(r),conr > 1, in M.

Vale il

Teorema VIL.8.4 (estensione ad un’n-cella). Se ¢ € € (D*, M) ¢ una k-cella di
M, con 0 < k < m, ed U un intorno aperto di q)(Dk) in M, allora esiste una m-cella
y € EC(D", M), conylpr = ¢ e y(D™) C U).
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Se M e orientata, possiamo scegliere \y in modo che mantenga I’ orientazione.
DimosTrAZIONE. 1l teorema & una conseguenza del Lemma O
Vale allora il

Teorema VIL.8.5 (Transitivita). Se ¢,y € € (D*, M) sono due k-celle differen-
ziabili di M, allora esiste un diffeomorfismo F € € (M, M) tale che y = F o §. Se
M ¢ orientata, e 0 k < m, oppure k = m e le due celle sono equi-orientate, allora
possiamo scegliere il diffeomorfismo F in modo che mantenga l’orientazione.

Osservazione VIL.8.6. Se M ¢ connessa, o pill in generale se le due celle ¢ e y
sono contenute nella stessa componente connessa di M, il diffeomorfismo F del
Teorema [VIL.8.5]puo essere scelto isotopo all’identita, in un’isotopia costante al di
fuori di un compatto di M.

Teorema VII.8.7 (di estensione). Se ¢ € € (D, M) é una k-cella differenziabile
in M ed f un’inclusione differenziabile di un intorno di ¢(D¥) in M, allora esiste
un diffeomorfismo F di M in sé, che coincide con f su un intorno di $p(D").

Se M ¢ orientabile ed f preserva l’orientazione, allora si puo ottenere una F
che preservi ’orientazione e sia isotopa all’identita in un’isotopia costante al di
fuori di un sottoinsieme compatto.

VIL.9. Collari

Definizione VII.9.1. Sia M una varieta differenziabile a bordo. Chiamiamo collare
di OM un intorno aperto di M in M diffeomorfo a M x [0, 1).

Per dimostrare I’esistenza di collari, dimostriamo in primo luogo il

Lemma VIL9.2. Sia M una varieta differenziabile a bordo. Esiste allora un
campo di vettori X € X(M) con

X,#0, VpeodM.

DmostrAZIONE. Fissiamo un atlante &/ = {U,, x,) | @ € A} di M localmente
finito ed una partizione dell’unita {¢, | @ € A}, mediante funzioni reali non negative
di classe € e subordinata ad {U,}. Poniamo

A

0 su M\ U,,

X= ZQEAXQ'

Allora X ¢ ben definito ed & un campo di vettori di classe € su M perché la
famiglia dei supporti degli X, ¢ localmente finita. Inoltre, &

Xaxg(p) >0, se peU,NUgNiM,

su U,,

e sia

onde
Xx(p)>0 se peU,NoM

dimostra che X, # 0 per p € M. O
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Abbiamo quindi il

Teorema VIL.9.3. Sia M una varieta a bordo. Ogni intorno aperto di OM in M
contiene un collare di OM.

DimostrazioNE. Poiché ogni intorno aperto di M in M & ancora una varieta
con bordo dM, bastera dimostrare che M ammette un collare in M. Per la propo-
sizione |VIL.4.10|esiste un intorno U* di M x {0} in M X R, della forma

6(p) = 0 su int(M),
U'={(p,t) e M XR | —=6(p) <t <e(p)}, con 5(p)=0sudM,

e(p)>0suM
eduna ®@ : U* — M, di classe €, tale che
0D(p, 1) .
6’; = Xoy. V(p.f) € U".

Poiché X, ¢ diretto verso I’interno, per il teorema delle funzioni implicite {(p, ?) €
OMXR|0<t<elp)>(p,t)— O(p,t) € M ¢ un diffeomorfismo locale.
Utilizziamo il seguente

Lemma VIL.9.4. Siano M, N due spazi paracompatti ed f : N — M un omeo-
morfismo locale. Sia F un sottospazio chiuso di N e supponiamo che la restrizione
flg : F — f(F) sia un omeomorfismo. Allora esiste un intorno aperto U di F in N
tale che fly : U — f(U) sia un omeomorfismo. O

DimosTrRAZIONE. Se A ¢ un aperto di N che interseca F.

Poiché f|r : F — f(F) ¢ per ipotesi un omeomorfismo, f(A N F) & un aperto
di f(F). Potremo trovare allora un aperto G di M tale che f(AN F) = G N f(F).
Laperto B=AN f~1(G) sara allora tale che

(%) BNF=ANF, e BNf Y (f(F))=BNF.

Poiché f & un omeomorfismo locale, raffinando un ricoprimento aperto di N forma-
to da un ricoprimento di F fatto con aperti B che soddisfino () e da CF, possiamo
trovare ricoprimenti aperti localmente finiti {U; | i € I} e {V; |ie€ [} diNed M
rispettivamente, tali che
fi 1 Ui x — f(x) € V; siaun omeomorfismo per ogni i € I,
se UyNF # 0, allora U; N F = f~Y(V;n f(F)).
Siano {U] | i € I} e {V] | i € I} loro raffinamenti con Ulf c U,V =fU)c

V! = f(U?) c V;. Indichiamo con J il sottoinsieme di indici i € I per cui U/NF # 0.
Dico che, per ogni coppia di indici (i, j) € J X J ’insieme

Wi j={xeU]|ye U} te.y#x, f(y) = f(x)}

¢ chiuso in U}. Infatti, se x € U \ W j, 0 x € U} ed allora U; N U; & un intorno
aperto di x che non interseca W; ;, oppure x ¢ U ; edU/\ f ‘1(\7]’.) € un intorno di x



130 VII. CAMPI DI VETTORI E SPAZIO TANGENTE

che non interseca W; ;. Poiché il ricoprimento {U 7} € localmente finito, gli insiemi
A =U\ U jel, j#i, Wij
N0 +0
J 1
sono aperti. Allora

u={]J, A
AiNF#D
¢ un intorno aperto di F in N, su cui la f ¢ iniettiva. Infatti, dico che F N W;; = 0

per ogni (i, j) € J x J. Infatti, B = U; soddisfa la («) se i € J. Se quindi x € Uj,
yeUj,coni,je Jed f(x) = f(y) € f(F), allora x =y € F. Quindi U contiene F.
Il fatto che f|y sia iniettiva segue dalla definizione. O

Utilizzando il Lemma, otteniamo che, pur di scegliere una funzione € : M —
{t > 0} sufficientemente piccola, possiamo supporre che

{(p,) eIMXR|0<t<elp)>(pt) > Op,HeM

sia un omeomorfismo con I’immagine. Possiamo supporre che € sia una funzione
di classe €. Ponendo allora

fiMx[0,1)>(p,1) > O(p,te(p)) e M
otteniamo un diffeomorfismo di dM x [0, 1) con un intorno aperto di M in M. O

Corollario VIL.9.5. Ogni varieta a bordo si puo realizzare come una sottovarieta
a bordo di una varieta senza bordo.

DmvosTtrAZIONE. Sia f: OM x [0,1) — M un diffeomorfismo di M x [0, 1) su
un intorno aperto di M in M.

Otteniamo una varieta senza bordo N attaccando OM X (—co, 1) ad M mediante
la f. O

Corollario VIL9.6. Sia M una varieta con bordo OM compatto. Supponiamo che
OM sia unione di due chiusi disgiunti
OM = Ny U Ny, N()ZN(), N1=N1, NoNN; =0.
Allora esiste una funzione ¢ : M — [0, 1], di classe €, tale che
¢7'(0)=No, f7'(1)=Ni.

DimosTrRAZIONE. Sia g : M X [0,1) - A € M un collare di M in M. Sia B =
int(M) Sia {4, ¥} una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento {A, B}.
Definiamo allora

() t sex=g(y,f)conye Ny, 0<t<1/2
X) =
(1 -=0pa(x) sex=gy,t)conye Ny, 0<t<1/2
Poiché la ¢ ¢ di classe €™ su un compatto di M, possiamo prolungarla ad una
funzione di classe €™ su tutto M, con le proprieta richieste. O



CAPITOLO VIII

Fibrati vettoriali

1l fibrato tangente & un esempio della struttura piu generale di fibrato vettoriale,
che esamineremo in questo capitolo. A loro volta, i fibrati vettoriali sono particolari
fibrati differenziabili localmente banali.

VIII.1. Fibrati differenziabili

Definizione VIIL.1.1. Un fibrato differenziabile € ¢ il dato di due varieta differen-
ziabili E = E(E), B = B(E) e di una sommersione differenziabile # = 7(€) : E — B.
Chiamiamo E lo spazio totale, B la base ¢ m 1a proiezione nella base di &.

Per ogni punto p € B, I'insieme E, = E,() = 771(b) & una sottovarieta
differenziabile propria di E, che si dice la fibra di & su p.

Se U ¢ un aperto di B, poniamo Ey = 7Y (U). La restrizione di 7 ad Ey
descrive un fibrato E; — U, che si indica anche con &|y e si dice la restrizione ad
Udit

Un’applicazione s € €%(U, E) tale che n(f(p)) = p per ogni p € U si dice una
sezione di classe €% di € su U. Indichiamo con F’E‘(U, E) lo spazio delle sezioni

di € su U. Scriveremo per semplicita T*(U, E) invece di F’é(U, E)eI'(U,E) per
I'(U, E) quando la notazione semplificata non generi confusione.

Ancora, indicheremo a volte il fibrato  con la sola lettera del suo spazio totale.
Ad esempio, diremo a volte il fibrato tangente T M invece di il fibrato tangente

(TM S m).

Lemma VIIL.1.2. Sia § un fibrato differenziabile, 79 € E(E) e po = n(E)(10).
Allora esistono un intorno aperto U di pg in B(E) ed una sezione s € I'e(U, E(E))

con s(po) = 1.
DimostrAzZIONE. Poiché 7(E) € una sommersione differenziabile in tutti i punti

di E(E), la tesi segue dal teorema delle funzioni implicite (cf. Proposizione [[11.8.3]).
O

Definizione VIIIL.1.3. Se M, F sono due varieta differenziabili, la proiezione my; :
M x F — M definisce un fibrato differenziabile, che si dice fibrato banale di base
M e fibra F.

Definizione VIIL.1.4. Diciamo che il fibrato differenziabile € ¢ localmente banale
con fibra tipica F se
(a) F & una varieta differenziabile;

131
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(b) per ogni p € B esistono un intorno aperto U di p in B ed una ¢y €
E*(Ey, F)tale che n X ¢y € €*°(Ey, U X F) sia un diffeomorfismo che
renda commutativo il diagramma

(8.1.1) Ey

Seyy : UXF — Ey ¢ linversa di m X ¢y, allora, per ogni g € F fissato,
I’applicazione p — Yy(p, o) € una sezione differenziabile di € su U. Una carta
locale definisce quindi un’applicazione della fibra tipica F nello spazio I's(U, E)
delle sezioni di € su U.

Definizione VIIL.1.5. La ¢y in (8.1.1), o I'inversa yy : U X F — Ey, si dicono
una trivializzazione di € su U.

Definizione VIIL.1.6. Un atlante di trivializzazione di € € una collezione o/ =
{(Ug, ¢4) | a € A} formata da aperti U, di B e da trivializzazioni locali

Ey,3 0 — (1(0), pa(0)) € Ug X F,
tale che B = | J,caUs.

A volte scriveremo E — B per il fibrato differenziabile € con E(E) = E,
B(E) = Be n(E) = n. La notazione E %) B significhera che, inoltre, il fibrato

differenziabile & & localmente banale, con fibra tipica F.

Proposizione VIII.1.7 (Un criterio di banalita locale). Siano E e B varieta dif-
ferenziabili, con B connessa. Allora ogni sommersione differenziabile propria
n: E — B definisce un fibrato differenziabile localmente banale.

Ricordiamo che il fatto che 7 sia propria significa che 7 ¢ continua, chiusa, e
che 771(K) & compatto in E per ogni compatto K di B.

DimvosTrAZIONE. Fissiamo un punto pg € B. L’insieme E,, = 7 1(po) & una
sottovarieta compatta di E£. Consideriamo un suo intorno tubolare W in E (cf. Pro-
posizione [VI.4.2), di cui E,, sia retratto differenziabile d’intorno: W & un intorno
aperto di E,, in E ed ¢ assegnata un’applicazione differenziabile p : W — E,,) con
p(o) = o per ogni o € Ep . Poiché ¢ chiusa, 7(E \ W) ¢ un chiuso di B che
non contiene pg. Quindi Uy = M \ n(E \ W) ¢ un intorno aperto di pg in B, con
Ey, = 7Y (Up) ¢ W. Quindi E », ha in E un intorno tubolare Eyy,. Utilizziamo la
retrazione p per definire la

®: Ey, 30 — (n(0),p(0)) € Uy X Ep,.

Poiché n € una sommersione differenziabile, la @ ¢ un diffeomorfismo locale in
tutti i punti o € E),. L'insieme dei punti o di Ey, in cui sia ® che la restrizione di
p ad Ey() sono diffeomorfismi locali € un intorno aperto Wy di £, in Ey,. Allora
Uy = M\ n(£\ Wp) & un intorno aperto di po in M e la restrizione di ® ad Ey, e
di p a ciascun E, con p € U; sono diffeomorfismi locali. In particolare, per ogni
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p € Uy, p(Ep) € un sottoinsieme aperto e chiuso di E),. Poiché E, ha al pil un
numero finito di componenti connesse, ne segue che r(E,) = E), per tutti i punti p
della componente connessa U; di pg in Uj.

Resta da dimostrare che p : E, — E), ¢ anche iniettiva se p appartiene a un
intorno sufficientemente piccolo di pg in U;. Poiché @ ¢ un diffeomorfismo locale,
I'insieme Q = {(01,02) € Ey, X Ey, | 01 # 02, O(o1) = P(02)} &, in Ey, X Ey,
un chiuso disgiunto dalla diagonale A = {(c,0) | o € Ey,} di Ey, X Ey,. Infatti
ogni o € Ey, ¢ contenuto in un aperto W, su cui ® definisce un diffeomorfismo
con un aperto W/ di U X E,;. Quindi W, X W, ¢ un intorno di (v, v) in Ey, X Ey,
che non interseca Q.

Sia ora {w,} un sistema fondamentale di intorni aperti relativamente compatti
di po in Uz, con wy4; € w, per ogni v. Abbiamo (,(Ey, X Eq,) = Epy X Ep, €
quindi

(@NIEo, x Eo,) = QN () (Ea, X Ew,) = QN (Ep, X Ep,) = 0.

Per la proprieta dell’intersezione finita, possiamo trovare un indice v per cui Q N
(Ew, X Ey,) = 0, e quindi la restrizione di ® ad E,,, sia una trivializzazione locale.

Per completare la dimostrazione, bastera osservare che le fibre E,, = 7 Y(p) so-
no tutte diffeomorfe tra loro. Cid segue dalla connessione di B e dal fatto che dalla
prima parte della dimostrazione si ricava che, fissato un punto py € B, I'insieme
dei p € B per cui la fibra E, ¢ diffeomorfa ad E),, ¢ aperto e chiuso in B. O

Proposizione VIIL.1.8. Sia § un fibrato differenziabile ed M una sottovarieta
differenziabile di B(E). Definiamo

(8.12) Ely =7® ' (M), 7ly: Ely 37— 2(€)(1) € M.
Allora E|y = (E|y ﬂl—M> M) ¢ un fibrato differenziabile con base M. O

Definizione VIIL.1.9. Il fibrato E|y, descritto nella Proposizione [VIIL.1.8|si dice la
restrizione ad M del fibrato E.

Proposizione VIIL.1.10. Se € e T sono fibrati differenziabili, allora, posto
E(EXT) = E€) X E(D),
B(E x T) = B(§) x B(D),
m(EXT) : EEXT) > (a,p) = (@(E)(), n(T)(B) € BE X D),

EXT=(EEXD @E)% B(E x ©)) ¢ un fibrato differenziabile.

Se € e € sono localmente banali con fibre tipiche F(E) ed F(C) rispettivamente,
allora anche € X T ¢ localmente banale, con fibra tipica F(E) X F(T).

Definizione VIIL.1.11. I fibrato differenziabile & x € descritto nella Proposizione

VIII.1.10[si dice prodotto cartesiano dei fibrati € e C.

Proposizione VIIL1.12 (pullback). Sia § un fibrato differenziabile, M una varieta
differenziabile ed f : M — B(E) un’applicazione differenziabile. Poniamo

E(f*8) ={(p.0) e M X E®) | f(p) = n(E) )},
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7(f*€): E>(p,o) — pe M.

Allora f*§ = E(f*€) ﬁ) M e un fibrato differenziabile con base M.

Se € ¢ localmente banale con fibra tipica F, anche f*E e localmente banale
con fibra tipica F.

Definizione VIII.1.13. Il fibrato f*& descritto nella Proposizione [VIIL.1.12]si dice
I’immagine inversa, o pullback, di £ mediante 1’applicazione f.

Definizione VIIL.1.14. Siano & e &, due fibrati differenziabili sulla stessa base
B(E1) = B(E;) = M. Chiamiamo somma di Whitney dei fibrati €; e &, ed indichia-
mo con & @y &, I'immagine inversa del fibrato £; x &, mediante I’immersione
canonicat: M > p — (p,p) € M X M di M nella diagonale di M X M.

Abbiamo, in modo canonico,

EE ®m &) = {(01,02) € E(€1) X E(&) | n(€1)(01) = n(E2)(02)},
n(& ®m E2)(01,02) = n€1)(01) = n(E)(02), V(0o1,072) € E(E1 &y E2).
Osserviamo che, per le Proposizioni [VIIL. 1.8} [VIIL.1.10} [VIIL.1.12| se E; e &

sono localmente banali con fibre tipiche F| ed F, rispettivamente, la loro somma
di Whitney &; @) &, & ancora localmente banale, con fibra tipica F| X F5.

Definizione VIII.1.15. Siano &; e &, due fibrati differenziabili. Un morfismo di
fibrati differenziabili (f,¢) : & — E&; ¢ il dato di una coppia di applicazioni dif-
ferenziabili f : E(§;) - E(&) e ¢ : B(E;) — B(Ey) che rendano commutativo il
diagramma

EE) —— EE)
(8.1.3) zr@l)l l”@”
BE) —— BE).

Abbiamo

Lemma VIIL.1.16. Siano & e &, due fibrati differenziabili.
Se f: E(E)) — E(&y) é un’applicazione differenziabile e

Vp € B(E1), g € B(&,) t.c. f(Ep(E1)) C Eq(E),

allora esiste un unico morfismo di fibrati differenziabili (f, $) : €1 — & che induca
f sugli spazi totali.

DivosTrAZIONE. L'unicita ¢ ovvia, in quanto la ¢ si ottiene per passaggio al
quoziente rispetto alle proiezioni sulle basi. Per dimostrare che ¢ ¢ differenziabile,
basta osservare che, se s € I't, (U, E(§1)) per un aperto U di B(E;), allora ¢|y =
n(Ey) o s, onde ¢ & differenziabile su U. O

Proposizione VIIL.1.17. Sia (f,¢) : & — &; un morfismo di fibrati differenzia-
bili. Se f : E(E1) — E(&) e un diffeomorfismo, anche ¢ : B(E)) — B(Ey) é un
diffeomorfismo, e la (f~',¢™") : €5 — €| & un morfismo di fibrati differenziabili.
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DimostraziONE. Chiaramente ¢ ¢ bigettiva. Se W & un aperto di B(Ey) ed 57 €
I, (W, E(&y)), allora qﬁ‘l lw=f ~1o5, dimostra che ¢‘1 ¢ anche differenziabile. O

Definizione VIIL.1.18. Un isomorfismo di fibrati differenziabili ¢ un morfismo
(f,$): & — Eypercui f: E(§) — E(&) sia un diffeomorfismo.

Un isomorfismo di fibrati differenziabili (f, ¢) : & — & con B(E;) = B(&) =
M e ¢ = idyy si dice un’equivalenza.

VIII.2. Fibrati vettoriali differenziabili

Definizione VIIL.2.1. Un fibrato vettoriale differenziabile di rango n & il dato di
un fibrato differenziabile § = E 5 B, conn surgettiva, e di una struttura di spazio
vettoriale reale di dimensione n su ogni fibra £, = 7~ (p), compatibile con la
struttura differenziabile. Cio significa che le applicazioni

EoyE>(v,w) > v+weE,
RXE>(k,v)—>k-veE

sono differenziabili.

Proposizione VIIL.2.2. Ogni fibrato vettoriale differenziabile di rango n e local-
mente banale con fibra tipica R".

DiMosTRAZIONE. Sia & = E %, B un fibrato differenziabile vettoriale di rango
n. Dato un punto py € B, fissiamo una R-base ey,...,¢e, di E,,. Per il Lemma
[VIIT.T.2] possiamo trovare un intorno aperto U di po in B e sezioni 1; € Te(U, E)
conn;(pg) = e;peri =1,...,n. Per continuita, I’insieme Uy dei punti p di U in cui
n1(p), ..., n,(p) sono ancora linearmente indipendenti ¢ un intorno aperto di pg in
B. Allora la

n . _
UpxR"> (p;v',... V") — Zizlv’m(p) e "' (Up)

€ una trivializzazione locale differenziabile di § in un intorno aperto del punto py.
O

Se o € It (U, E) ¢ una sezione di un fibrato vettoriale differenziabile § = E N B,
il supporto di o in U ¢ la chiusura in U dell’insieme dei punti p in cui o(p) # 0,:

suppo={peU|a(p) #0,}NU.

Proposizione VIIL.2.3. Sia € = E X Bun fibrato vettoriale differenziabile. Se
U,V sono aperti di B con U C V, allora per ogni o € gy £y possiamo trovare una
sezione globale & € I'yp  tale che supp & C V e 6(p) = o(p) per ogni p € U.

DiMosTRAZIONE. Se y € € (B) ha supporto contenuto in V ed ¢ uguale ad 1 in
un intorno di U, porremo

F(p) = xX(p)a(p) sepeV,
0, sepgV.
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Se V, W sono spazi vettoriali reali della stessa dimensione n, indichiamo con
Isor(V, W) I'insieme degli isomorfismi R-lineari di V in W.

Definizione VIIL.2.4. Una trivializzazione locale di un fibrato vettoriale differen-
ziabile € = (E 5 B) € una trivializzazione locale

(8.2.1) ¢:UxXR" = Ely

di € compatibile con la struttura lineare, che sia cio¢ lineare sulle fibre.
Potremo quindi scrivereE]

(8.2.2) #(p,v) = ¢(p)v, con o(p)€lsorR",E,) VpeU.

Un atlante di trivializzazione di un fibrato vettoriale differenziabile E & un
atlante di trivializzazione di § in cui tutte le trivializzazioni locali siano compatibili
con la struttura lineare.

Chiameremo funzioni di transizione dell’ atlante di trivializzazione </ = {(U,, ¢,)}

del fibrato vettoriale differenziabile § = (E 5 B), le applicazion 8ap €EECT(UsN
Uy, GL(n,R)), definite da

(8.2.3) 8ap(P) = ¢a(p) 0 dp(p), VYpeU,NU,

si dicono le funzioni di transizione dell’ atlante <7

VIIL3. Morfismi e operazioni di fibrati vettoriali

Siano &; e &; due fibrati vettoriali differenziabili.

Definizione VIIL.3.1. Un morfismo di fibrati differenziabili (f,¢) : & — & si
dice un morfismo di fibrati vettoriali reali differenziabili se ¢ lineare sulle fibre, se
ciog per ogni p € B(E;) I'applicazione E(E1), 3 v — f(v) € E(E2)g(p) ¢ lineare.

Se inoltre 1a f : E(§;) — E(&;) ¢ un diffeomorfismo, allora anche ( f‘1,¢‘1) :
&, — E; ¢ un morfismo di fibrati vettoriali differenziabili.

In questo caso diremo che (f, ¢) : &1 — & & un isomorfismo di fibrati vettoriali
reali differenziabili.

Se, ancora, B(§;) = B(Ey) = M e ¢ = idy, diremo che la (f,idy) : § = & ¢
un’equivalenza di fibrati vettoriali reali.

Dire che un fibrato differenziabile § di rango n & trivializzabile equivale dunque
adire che & isomorfo al fibrato differenziale triviale B(E)xV, con V spazio vettoriale
reale di dimensione .

Le costruzioni dell’algebra lineare si estendono in modo naturale ai fibrati
vettoriali.

e p — &(p) sono sezioni del fibrato vettoriale & ®p &, che sara definito nel paragrafo
successivo.

20sserviamo che GL(n,R) ¢ un aperto di R”z, e quindi una varieta differenziabile di

dimensione n?.
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Fibrato duale. Sia & = F % B un fibrato vettoriale reale di rango n. Sia

E"= |_|p€BE;

I’unione disgiunta dei duali degli spazi vettoriali E,, al variare di p nella base B.

Indichiamo ancora con 7 : E* — B I’applicazione che associa il punto p € B
adne E, CE".

Se o7 = {(U,,¥,) | a € A} & un atlante di trivializzazione per E, per ogni punto
peU,la

Ya(p) : R 3v = Yu(p,v) € E)p

€ un isomorfismo lineare. La sua trasposta ((p))* : E; — (RM)* ~ R" ¢ ancora un
isomorfismo lineare.

Possiamo cosi definire su £* = E* Z, B un’unica struttura di fibrato vettoriale
differenziabile, per cui &7* = {(U,, ¥)) | a € A}, ove

W Ua X R 3 (p,v*) = [(a(p)' TV € E¥y,,

sia un atlante di trivializzazione.

Definizione VIIL.3.2. Dato un fibrato vettoriale differenziabile &, il fibrato vetto-
riale differenziabile £* definito sopra si dice il fibrato duale di E.

Osservazione VIIL.3.3. Se £ € un fibrato vettoriale differenziabile su M e £ il
suo duale, sulla somma di Whitney & @y, " ¢ definito I’accoppiamento di dualita
EoyE > MxR N M). Esso associa a due sezioni o € I'e(U, E(§)), 0" €
Ie«(U, E*(€)) 1a funzione (U 3 p — (o (p),o*(p))) € €= (V).

Proposizione VIIL.3.4. Ogni fibrato vettoriale é equivalente al suo fibrato duale.

DimosTRAZIONE. Sia & un fibrato vettoriale di rango ned o7 = {(Uy,¥,) | a € A}
un suo atlante di trivializzazione. Sia {¢,} una partizione dell’unita subordinata ad
{Uy | a € A} con ¢, € €°(B(E)) e ¢, = 0 su B(E). Definiamo un prodotto scalare
sulle fibre di & mediante

(vilv2) = ZpeUa‘ba(P) ) (er'l('/’a(Vl)ler" Wa(v2)rrn,
Vp € B(E), Yvi,v2 € E(§),,.

1l prodotto scalare definisce un isomorfismo (di Riesz) p,, : E;, — E, per ogni
p € M, che ci da un’equivalenza (p, idp) : € — E*. O

Definizione VIIL3.5. Sia M una Val‘i;:tﬁ differenziabile e TM = M il suo fi-
brato tangente. Il fibrato duale 7*M — M del fibrato tangente si dice il fibrato
cotangente su M.

Somma diretta. Se &, & sono fibrati vettoriali, di ranghi n; ed n, rispetti-
vamente, allora il prodotto & X &, ha una struttura naturale di fibrato vettoriale di
rango n; + np, con fibra sopra il punto (py, p2) € B(E;) X B(E;) uguale allo spazio
vettoriale somma diretta E(§1),, ® E(E2)p,.

Se & e & hanno la stessa base B(E;) = B(E;) = M, allora la somma di Whitney
€1 @y &y € un fibrato vettoriale differenziabile di rango n; + ny.
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Prodotto tensoriale. Dati due fibrati vettoriali differenziabili §;, E;, di ranghi
ny ed ny rispettivamente, con basi B(E;) = Bj e B(Ey) = Bj, definiamo il loro
prodotto tensoriale & ® Ey come il fibrato vettoriale differenziabile di rango nin;
con base By x B; e fibra su E(E;),, ®r E(E2)p, sul punto (p1, p2) € By X By. Se
By = B, = M, indichiamo con & ®; & 1'immagine inversa di & ® &, rispetto
all’immersione p — (p, p) di M nella diagonale di M X M. Esso si dice prodotto
di Whitney dei fibrati E; ¢ &;.

Fibrati tensoriali. Le operazioni di somme dirette, prodotti tensoriali, som-
me e prodotti di Whitney di fibrati vettoriali differenziabili sono associative e
commutative, a meno di equivalenze.

In particolare, fissati due interi non negativi r, s possiamo definire, a partire da

un fibrato vettoriale reale & = E 5 Bdi rango n, un fibrato vettoriale differenziabile
7"%(§) sulla stessa base B, di rango n(r + s), con spazio totale

THE) =] | E @ ®E,0F,e 8k,

r volte s volte

Possiamo descrivere la sua struttura di fibrato vettoriale differenziabile a partire da
un atlante di trivializzazione <7 = {(U,,¥,) | a € A} di E. L’atlante corrispondente
T = {(Uy,, wﬁf’s) ) | a € A} di 7*(€) consiste delle carte

Uy, X (RN ® (RH® 3 (p,1,0) = Wa(p)® 1@ (Wa(p)'1T™H® 0 € T(E)y,.

Il fibrato vettoriale 7°(E) ha rango n(r + s) e si dice la potenza tensoriale r-
covariante ed s-controvariante di €.

Definizione VIIIL.3.6. Se M ¢ una varieta differenziabile di dimensione m, il fibrato

s .. . T . 4 . . . . .
™5(TM — M) siindica con T™*M — M e si dice il fibrato dei tensori r-covarianti
ed s-controvarianti su M.

VIIL.4. Fibrati vettoriali e fibrato tangente

Definizione VIIL4.1. Sia§ = E %, M un fibrato differenziabile. Tl fibrato verticale
su E ¢ il nucleo del differenziale della proiezione sulla base:

(8.4.1) VE ={veTE |dn(v)=0}.

Supponiamo ora che E %, M sia un fibrato vettoriale. Possiamo identificare M
alla sezione nulla di E, mediante I’applicazione
(8.4.2) t:M>x—>0,€E.

Abbiamo allora

Proposizione VIIL4.2. Ogni fibrato vettoriale & = E 5 Me equivalente al
pullback su M, mediante linclusione (8.4.2), del suo fibrato verticale.

DimosTRAZIONE. Sia x € M e v € E. Associamo a v il vettore vV € Vy_E definito
da

d
Vf = Ef(f V)|i=0-
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Otteniamo cosi un’applicazione E — VE|y = (*(VE), che si verifica facilmente
essere un’equivalenza di fibrati vettoriali. O

Proposizione VIIL.4.3. Se E = E S Meéun fibrato vettoriale differenziabile, allo-
ra la restrizione di TE ad M (cio¢ il suo pullback mediante I’inclusione (8.4.2)) e
equivalente alla somma diretta di T M e della restrizione ad M del fibrato verticale:

(8.4.3) TE|y =TM &y VE|y. O

Utilizzando le proposizioni [VIII.4.2] e [VIII.4.3] ed il teorema d’immersione di
Whitney otteniamo il

Teorema VIIL.44. SiaE = FE 5 Mun fibrato vettoriale differenziabile. Possiamo

allora trovare un fibrato vettoriale differenziabile T = E(C) ﬁ M sulla stessa

base M tale che la somma di Whitney € @y C sia equivalente ad un fibrato banale.

DmostrAZIONE. Utilizzando il teorema di Whitney, possiamo fissare un’inclu-
sione differenziabile propria ® : E — R’. Identifichiamo ad M la sezione nulla
di € e sia N la sia immagine in R’. 1l differenziale d® definisce per restrizione
un’inclusione differenziabile di V), E su un sottofibrato differenziabile E’, con base
N, della restrizione ad N del fibrato tangente di R’, e £ & equivalente, per la propo-
sizione al pullback di &’. Identifichiamo TyR¢ al fibrato banale N x Rf.
Allora le fibre di € sono della forma {y}x Wy, cony € N e W, sottospazio vettoriale
di RY. Definiamo il fibrato vettoriale differenziabile T’ su N come il sottofibrato di
N x R’ con fibre {y} x W, al variare di y in N, ed indichiamo con € il suo pull-
back mediante ®. Allora € &, T ¢ il pullback mediante @ del fibrato vettoriale
€ @y T ~ N xR’, e dunque equivalente ad un fibrato banale perché pullback di un
fibrato equivalente ad un fibrato banale. O

VIIL.S. Norme differenziabili e strutture Euclidee
Sia& = (E N B) un fibrato vettoriale. Indichiamo con Og la sua sezione nulla.

Definizione VIIL.5.1. Una norma differenziabile su § & un’applicazione reale con-
tinua e non negativa || ||g € ¢ (E,R) che goda delle proprieta:

8.5.1) llglle >0 se q¢ 0,
(8.5.2) llkqlle = lklllglle Yk e€R, Yq € E,

8.5.3) lig1 + @lle < llgille + llgalle. Yp € B, Vqi.q2 € Ep, || | € €(E).
Definizione VIIL.5.2. Una struttura Euclidea su & ¢ un’applicazione differenziabile
E®p E > (q1,92) — (qilg2)e € R

bilineare simmetrica, definita positiva. Valgono cio¢
(8.5.4) (q1.92)E = (@2l91)E, Y(q1,92) € E®B E,
(8.5.5) (g1 + 92.93)E = (q1lg3)E + (@2lg3)E, VP € B, Yq1,92,93 € Ep,

(8.5.6) (kqilg2)E = k(q1lg2)e, Yk eR, Y(q1,92) € E®p E,
857  (qdgr>0 VgeE\Op.
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Osserviamo che, data una struttura Euclidea ( | )gsu&, lallgllg = v/(glg)e =0
¢ una norma differenziabile su &.
Lesistenza di norme differenziabili ¢ garantita quindi dalla

Proposizione VIIL.5.3. Ogni fibrato vettoriale § ammette una struttura Euclidea.

DimostrAZIONE. Sia &7 = {(U;, ¢;)}ies un atlante di trivializzazione di E. Se §
ha rango k, per ogni i la

¢i 2 (U) 3 g — (1(q), ¢i(q)) € Uy x RF

¢ un’equivalenza di fibrati vettoriali. Se {y;} € € *°(B) & una partizione dell’unita
su B subordinata al ricoprimento {U,};¢/, la

(@ilg)e =) Xi(@) Gilanleig)es, V(q1.q2) € E @5 E,
definisce una struttura Euclidea su E. O

Definizione VIIL.5.4. Una struttura Euclidea sul fibrato tangente di una varieta M
si dice una struttura Riemanniana su M.

VIIIL.6. Classi di isomorfismo di fibrati vettoriali

Ricordiamo che, se § = E %, M & un fibrato vettoriale differenziabile di rango
k, con base M, data un’altra varieta differenziabile N ed un’applicazione differen-
ziabile f : N — M di N nella base di &, il pullback f*€ ¢ il fibrato differenziabile
di rango k su N, con spazio totale f*E e proiezione 7y definiti da

JTE = E(f*§) ={(x,v) e NX E | n(v) = f(x)},
npi=a(fE)(x,v) =x, Y(x,v) € E(fE).
Se abbiamo una composizione di applicazioni differenziabili

M L

ed un fibrato vettoriale £ = E LMsuM , allora
(fog)'E=g"fE
sono canonicamente equivalenti: infatti
E((fog)8) ={(x,v) e M" X E| f(g(x)) = n(v)},
E@QfE)={x,(p,v) e M" XM X E|g(x) =y, f() = ()}

e I’equivalenza ¢ definita dall’applicazione (x, (y,v)) = (x, (f(x),v)) = (x,v).

(8.6.1)

Indichiamo con Veci(M) la collezione delle classi di isomorfismo dei fibra-
ti vettoriali di rango k sulla varieta M. Possiamo considerarlo come un insieme
puntato, ove il punto base ¢ costituito dalla classe d’equivalenza del fibrato banale

™ . . N . .
M xRF == M. 1 osservazione che abbiamo fatto sopra si pud esprimere mediante
la

Proposizione VIIL.6.1. Veci( - ) ¢ un funtore dalla categoria delle varieta ed
applicazioni differenziabili alla categoria degli spazi puntati e delle applicazioni
che preservano i punti base.
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Abbiamo la

Proposizione VIII.6.2 (proprieta d’omotopia dei fibrati vettoriali). Siano M ed N
varieta differenziabili, con M compatta. Se fy, fi : M — N sono due applicazioni

differenziabili omotope ¢ € = E 2 N éun fibrato vettoriale su N, allora i fibrati
1o € ed f]'€ sono isomorfi.

DivosTrAZIONE. Sia F : M X I 3 (x,1) — fi(x) € N un’omotopia di classe
€™ tra fy ed fi. Indichiamo con pry, : M X I > (x,t) — x € M la proiezione sul
primo fattore. Per dimostrare il teorema, sara sufficiente verificare che, se per un
to € [0, 1] il fibrato f;"E & isomorfo ad un fibrato vettoriale T su M, cid ¢ ancora
vero per tutti i fibrati fE cont € [0, 1] e |t — 7y| < € per qualche € > 0.

Consideriamo sulla varieta compatta con bordoE] M x I i due fibrati vettoriali
F*g e pry,C e il fibrato principale Iso(F*E, pr},C), la cui fibra su (x, f) € I'insieme di
tutti gli isomorfismi lineari A, : E(f;'E), — E(T),. Per ipotesi questo fibrato ha una
sezione o su M X {to}. 1l fibrato principale Iso(f*E, p},F) ¢ un aperto del fibrato
vettoriale

n = Hom(F"E, pr),0) = (pry,0)" ®mxs F'E.
La sezione o si estende a una sezione globale 6 di n su M x I. La & sara ancora
una sezione di Iso(F*E, pr},C) su un intorno aperto di M X to. Per la compattezza
di M, questo intorno conterra M X ¢ per tuttii ¢ € [0, 1] con |t — 1y| < € per qualche
€ > 0. O

Osservazione VIII.6.3. La proposizione vale anche senza I’ipotesi di compattez-
za su M. Ricordiamo che tutte le varieta che consideriamo supponiamo siano
paracompatte.

Corollario VIIL6.4. Ogni fibrato vettoriale sopra una varieta contrattile é iso-
morfo al fibrato banale.

Esempio VIIL6.5. Veci(S') si puo identificare alle classi di omotopia di applica-
zioni f : {1} — GL(k,R) che mandano il punto 1 in /;. Esso consiste quindi di
due punti se k > 1. Nel caso k = 1 i due fibrati corrispondono rispettivamente al
cilindro (caso orientabile) e al nastro di Mobius (caso non orientabile).

VIII.7. Fibrati vettoriali sulle sfere

Decomponiamo la sfera

no_ o2 n+l
St = {(xo,xl,...,xn)|zh:0xh =1}cR
nell’unione di due celle chiuse:
S"=D'UD", con D'={xeS"|x=0}, D"'={xeS"|x <0}
Sia
Sl =p'nD" ={xeS" | x =0}
3Per evitare di utilizzare nella dimostrazione la varieta compatta a bordo M X I, possiamo

osservare che I’omotopia F' = (f;) : M X I — N si estende ad un’applicazione differenziabile
F: M xR — N, e ragionare sulla varieta differenziabile senza bordo M x R.
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Data un’applicazione continua f : §"~! — GL(k, R), possiamo definire un fibrato
vettoriale di rango r su S” incollando i fibrati banali D;; x R* e D, x R¥ mediante
la funzione d’incollamento che associa ad (x,v) € S" ' xRF ¢ D} x R* I’elemento
(x, f(x)v) € S" ! xRF ¢ D; x R¥. La f & detta la funzione di czutchingﬂ Si
dimostra facilmente che

Lemma VIIL7.1. Siano fy, fi : "' — GL(k, R) due funzioni di clutching. Se fy
ed f| sono omotope, allora i fibrati vettoriali Ey, ed Ey, sono equivalenti. Abbiamo
quindi un’applicazione naturale

(8.7.1) 7(S"', GL(k,R)) — Veck(S™).

Poiché D"} e D" sono contrattili, i fibrati vettoriali con basi D’} e D" sono
banali. Da questa osservazione segue il

Lemma VIIL7.2. L’applicazione (8.7.1) é surgettiva.

Lo studio dell’applicazione (8.7.1)) &€ complicato dal fatto che il gruppo GL(k, R)
ha due componenti connesse. E quindi conveniente considerare dapprima i fibrati
vettoriali orientati.

Indichiamo con Vec;cr (M) le classi di equivalenza di fibrati vettoriali orientati di
rango k sulla varieta differenziabile M. Sia GL™ (k, R) il gruppo degli endomorfismi
lineari di R* con determinante positivo. Abbiamo allora

Proposizione VIIL.7.3. L’applicazione n(S"~', GL*(k,R)) — Vec, (S") ¢ bigetti-
va.

Per analizzare Vecy(S"), introduciamo lo spazio Vec,?(S ™) che consiste delle
classi di equivalenza di fibrati vettoriali di rango k su S” che hanno un’orientazione
assegnata sul punto e; € S"°!' ¢ S". Scegliendo le trivializzazioni su D" che
mantengono questa orientazione assegnata, le abbiamo fissate entrambe a meno di
omotopia. Otteniamo cosi

Lemma VIIL.7.4. Vi ¢ una bigezione naturale
m(S"!, e1; GL(k, R), GL* (k, R)) — Vec(S™).
Sen>2,5"! & connesso ed abbiamo quindi:
Lemma VIIL.7.5. Se n > 2, vi e una bigezione naturale
m(S"!, GL*(k,R)) — Vec)(S").

Quindi I’applicazione naturale Vec;(S”) - Vec,?(S ") ¢ una bigezione. Ne
segue che

Proposizione VIIL.7.6. Se n > 2, ogni fibrato vettoriale reale su S" é orientabile,
ed ha esattamente due orientazioni, che dipendono dalla scelta dell’ orientazione
su una singola fibra. L’applicazione (8.7.1) ha fibre che hanno al pin due ele-
menti. Hanno un solo elemento le fibre che corrispondono a fibrati vettoriali che
ammettono un automorfismo che inverte l’orientazione delle fibre, due elementi
altrimenti.

4<clutch” & in inglese la frizione.
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Osservazione VIIL7.7. Poiché SO(k) & un retratto di deformazione di GL* (k,R),
abbiamo

7(S" ', GL*(k,R)) ~ n(S""!, SO(k)) = m,_1(SO(K)).

VIILS8. Quozienti della sfera e spazi lenticolari

Consideriamo in primo luogo il caso della sfera S3. Ricordiamo che essa si
puo considerare come lo spazio dei quaternioni di modulo 1 ed ¢ quindi un gruppo
con la restrizione del prodotto di quaternioni.

I sottogruppi G di S* operano su §3, per moltiplicazione a sinistra, in modo
libero. In particolare, se G & un sottogruppo finito, il quoziente M = S3/G & una
varieta differenziabile di dimensione 3, di cui S? & il rivestimento universale.

I gruppi non ciclici che operano su S sono

Qs (gruppo quaternionale) che consiste degli elementi {+1, +i, +j, +k}, caso
particolare del
Qu, (gruppo quaternionale generalizzato), che & il sottogruppo di S generato
daa =e™™e b = j. Esso & descritto dalle relazioni

a"=-1, b*=-1, bab™' = a”!

e contiene il sottogruppo ciclico di ordine 2m generato da /™ come
sottogruppo normale di indice due. Il gruppo Qu,, si indica anche con
D, e detto gruppo diedrale binario perché il suo quoziente rispetto al
sottogruppo normale {+1} ¢ il gruppo diedrale Dy, di ordine 2m.
T, (gruppo binario tetraedrale),
O} (gruppo binario ottaedrale),
(gruppo binario icosaedrale). Gli ultimi tre sono le immagini inverse dei
gruppi tetraedrale, ottaedrale ed icosaedrale delle simmetrie rotazionali
del tetraedro, dell’ottaedro o del cubo, dell’icosaedro o del dodecaedro
regolari mediante I’omomorfismo S3 — SO(3).

Consideriamo ora il caso di una sfera di dimensione dispari $?"~! ¢ C”. Fis-
sato un intero m > 2 ed interi k1, . . ., k, primi con m, definiamo un diffeomorfismo
p della sfera mediante

2n-1 i 27 2n-1
p:S" 9(zl,...,zn)—>(e’”k‘/mzl,...,emk"/mzn)eS" .

Esso genera un gruppo ciclico di ordine m di diffeomorfismi di §2~!, che agisce
in modo libero su $"~!. 11 quoziente

{Lm(kl,...,k,,) =821 o

(8.8.1)
conz~wsedae{l,...,m}tc. w=p¥2)

si dice lo spazio lenticolare di tipcﬂ (m; ky, ..., ky).

5 Spazi lenticolari con la stessa m, ma differenti (ky, ..., k,) possono non essere omeomorfi. A
questo proposito, vedi M.Cohen, A course in Simple-Homotopy theory, Springer Verlag, GTM 10,
1973.
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Sia M uno spazio lenticolare di tipo (m;ky,...,k,), con m > 1. Esso ha una
struttura di CW-complesso con una cella di ciascuna dimensione 0, 1,...,2n—1e
il corrispondente complesso con i coefficienti in Z ¢

0—sz —sz ", ... 2,z ", 722,720
e quindi otteniamo
Z h=0,2n-1,
HyM,Z)=3Z, hparie0<h<2n-1,
0 altrimenti
Z h=0,2n-1,
H"M,Z) ={Z,, hdisparie 0 <h <2n—1,
0 altrimenti
Dalla successione esatta
exp(2ni-)
0 Z & &* 0,

dove abbiamo indicato con & il fascio dei germi di funzioni € a valori complessi
e con &* il sottofascio di quelle che non si annullano in nessun punto, otteniamo
una successione esatta lunga di coomologia

0 — H'M,Z) —— H°M, &) —— H'(M, &%)
—— H'M,Z) —— H'M, &) —— H'(M, &)

—— H*M,Z) —— H*M,&) ——
Consideriamo i fibrati vettoriali in rette complesse su M. Le loro classi di equiva-
lenza sono parametrizzate dagli elementi di H'(M, &*). Utilizzando i risultati sulla
coomologia a coefficienti in Z scritti sopra, e il fatto che la coomologia a coeffi-
cienti in & & banale in dimensione positiva perché & & un fascio fine, otteniamo la
successione esatta

0 — H' M, —— H*M,Z)=Z,, — 0,

e questo mostra che il gruppo di Picard di M ¢ isomorfo a Z,,.



CAPITOLO IX

Fibrato normale e intorno tubolare

IX.1. Il fibrato normale

Sia M una sottovarieta differenziabile di dimensione m di una varieta differen-
ziabile N, di dimensione xn. Indichiamo corﬂ Ty N la restrizione ad M del fibrato
tangente di V, che possiamo identificare al pullback di TN su M rispetto all’inclu-
sione M — N. 1l differenziale dell’inclusione identifica il fibrato tangente TM di
M ad un sottofibrato di Ty N.

Definizione IX.1.1. 1l fibrato normale di M in N ¢ il quoziente
VNM = TMN/TM

della restrizione ad M del fibrato tangente di NV rispetto al fibrato tangente di M.
Abbiamo quindi la successione esatta di fibrati vettoriali

9.1.1) 0 ™™ TuN vwM 0.

Lo spazio tangente TR" di uno spazio Euclideo R" s’identifica in modo natura-
le al prodotto cartesiano R" X R": la coppia (p,v) € R" X R" corrisponde al vettore
tangente

+1v) —

Se M ¢ una sottovarieta differenziabile di R”, allora

veeM = {(p,v+T,M) | pe M, veR"}.

P,f = lim,_,

Lemma IX.1.2. Se M ¢ una sottovarieta differenziabile di dimensione m di uno
spazio Euclideo R", allora

9.1.2) TanM = {(p,v) e M XR" | v L T,M}

e un fibrato vettoriale di rango n—m su M, canonicamente isomorfo al fibrato
normale Vgn M.

DiMosTRAZIONE. Si verifica che la restrizione a Tz, M della proiezione nel quo-
ziente
TuR" =M xR" > (p,v) — v+ T,M € vp:M
¢ un’equivalenza di fibrati vettoriali. O

Definizione IX.1.3. Il fibrato TD-{},,M descritto dal Lemma [[X.1.2si dice il fibrato
ortogonale di M in R".

IPer semplicita, indicheremo a volte con lo stesso simbolo sia il fibrato che il suo spazio totale.

145
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Siano M, N due varieta differenziabili ed f € €°°(M, N) un’immersione di M
in N. La f definisce un’inclusione f : TM — f*TN di fibrati vettoriali, mediante
il diagramma commutativo

™ s TN

X I

f*TN

ove
nrn : f'TN ={(p,v) € MXTN | n(v) = f(p)} > (p,v) — vE€TN.
L’inclusione f ci permette di identificare 7 M ad un sottofibrato vettoriale di f*7T M.
Definizione IX.1.4. Chiamiamo fibrato normale dell’immersione f il fibrato quo-
ziente v¢S = f*TN/f(TM).
IX.2. Intorni tubolari

Definizione IX.2.1. Siano N una varieta differenziabile ed M una sua sottovarieta
differenziabile. Un intorno tubolare di M in N & un fibrato vettoriale differenziabile
t di base M il cui spazio totale U sia un intorno aperto di M in N.

Esempio IX.2.2. Lo spazio totale E(E) di un fibrato vettoriale § ¢ intorno tubolare
in E(E) della sua sezione nulla.

Esempio IX.2.3. U = R™!\ {0} & intorno tubolare di S” in R"*!. La strut-
tura di fibrato vettoriale in rette di U su S" & descritta dal diffeomorfismo di
trivializzazione

Usx—s (ﬁ,loglxl)eS”xR.
X|

Esempio IX.2.4. Consideriamo il toro

2
(1/x2+y2—2) +75 = 1} .
Un suo intorno tubolare in R3 &

U={xy2eR ¥+ >0n{(xy,2eR | (Z+y -2+ >0}

Infatti, I’applicazione

M = {(x,y, 7) eR?

2(x,y,0)

¢ un diffeomorfismo che definisce su U una struttura di fibrato vettoriale banale,
con sezione nulla M.

M XR >3 ((x,y,2),) — (1 =€) +eé(x,y,2) €U

Esempio IX.2.5. Siano m, n due interi con O < m < n e sia X un sottospazio proiet-
tivo di dimensione m di RP". Scegliamo un sottospazio proiettivo £’ di dimensione
(n—m—1) di RP" che non intersechi X. Per ogni g € RP"\ X' il sottospazio proiettivo
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di dimensione (n—m) di RP" generato da g e da ¥’ interseca X in un unico punto
p=n(g). Lat=RP"\ ¥ N ¥) & un intorno tubolare di X in RP”".

Esempio IX.2.6. Siano m,n due interi con 0 < m < n e sia £ un sottospazio
proiettivo complesso di dimensione m di CP". Scegliamo un sottospazio proiettivo
complesso X’ di dimensione (n—m—1) di CP" che non intersechi . Per ogni
q € CP" \ ¥’ il sottospazio proiettivo di dimensione (n—m) di CP" generato da g e

da ¥’ interseca X in un unico punto p = n(g). Lat = (CP*\ ¥’ N %) € un intorno
tubolare di X in CP".

Proposizione IX.2.7. Ogni intorno tubolare di M in N é equivalente al suo fibrato
normale in N.

DimosTtrAZIONE. Sia Tt = (U -, M) un intorno tubolare di M in N. Per ogni
punto g € U, definiamo un elemento v(g) € T, ;N mediante

f(tq) — f(m(q))
t

vi(@)f = lim , Vfe E*(N).

L’equivalenza cercatayy : U — vyM ¢ allora definita dal diagramma commutativo:

U i TuN
D
VNM

in cui abbiamo indicato con 7 : TyyN — vy M la proiezione nel quoziente. O

Teorema IX.2.8 (esistenza dell’intorno tubolare). Ogni sottovarieta localmente
chiusa ammette un intorno tubolare.

DimosTrAZIONE. Sia M una sottovarieta localmente chiusa, di dimensione m, di
una varieta differenziabile N, di dimensione n. Sostituendo ad N un intorno aperto
di M in N, possiamo supporre che M sia una sottovarieta propria di N. Mediante
un’immersione differenziabile propria possiamo ricondurci al caso in cui M ed N
siano sottovarieta proprie di uno spazio Euclideo R”. Sia

E={(p,v)e MXR"|veT,MNT,N}.

La varieta E ¢ lo spazio totale di un fibrato vettoriale di rango n — m su M. Per la
Proposizione [VI.4.2| possiamo trovare una funzione p € € (M), a valori positivi,
tale che, posto

— m _
Up = oyl® € B Tl =21 < pO)),
risulti determinata un’applicazione @ € ¢ (U, M) tale che

Vx € Uy, Ay = w(x) € M tale che |x—y| = dist(x, M).
Allora
Ey={p+v|(p.,v)€E, IV <p(p)}
¢ una sottovarieta propria di dimensione n di U,.
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Per ogni punto ¢ € N N U, indichiamo con g(q) la sua proiezione ortogonale
sul sottospazio affine w(q) + (T;(q)M N Toy(gyN). Vogliamo verificare che mg defi-
nisce un diffeormofismo tra un intorno aperto di M in N N U,, ed un intorno aperto
di M in E,,. Si verifica facilmenteﬂ che rg € €% (Up, Ep).

La restrizione di 7z ad N N U, definisce un diffeomorfismo locale in tutti i
punti di M e quindi di un intorno W di M in N su un intorno aperto W’ di M in E,.
L’insieme

A={geW|lprr, N0l > LM, Yve TN\ {0)
€ un intorno aperto di M in N su cui g ¢ un diffeomorfismo locale iniettivo e quindi
un diffeomorfismo su un aperto A’ di E,,. Infatti, & chiaramente nz(q1) # n£(q2) se
@(q1) # w(q2); se w(q1) = w(q2)eqi,ar € A, allorﬂlﬂE(qz)—ﬂE(qOI > 3lg2—qil.
Possiamo supporre che A’ sia della forma

A'={p+v|peM, vETIfMﬂTpN, v < 8(p)}

per una funzione positiva & € €*°(M). La composizione di 7 con il diffeomorfi-
Smo

A > q— |w(g), 9= €eE
Vo2 (p) —1g - w(@)
definisce su U la struttura dello spazio totale di un fibrato vettoriale su M. O

. . . . Tty < . .
La proiezione nella base di un intorno tubolare U — M ¢ una retrazione di
deformazione

O(q.0)=(q.) > (1-1)-geU, per (u)eUx[0,1], 0-g=nlg)eM
Inoltre, un intorno tubolare identifica in modo canonico il fibrato normale vy M

ad un sottofibrato di TN, perché la restrizione della proiezione nel quoziente
w N 9 . . .
ker dr|yr — vy M € un’equivalenza di fibrati.

ZFissiamo un punto py € M. Possiamo trovare allora un intorno aperto o di py in U, e funzioni
L fY € €%(w) tali che

Mno={gew| ™ g =0, ..., f(g) =0}
Nnw={gewl|f*(@=0,..., (g =0}
df"" N q) A---Ndf(q) £ 0, Vg € o,

afml(p) 6fn(p)
ox 77 ox
Se g € Nnp (M N w), poiché g — @w(q) € Tow
twsls-- -, 1, € Rtali che

eT,N, VpeMno.

M, sono univocamente determinati coefficienti

q=w(q) + Z:=m+1tiW’ ede me(g) = Z::nJrltiw.
I coeflicienti #; sono funzioni di classe € di g e quindi questo dimostra che la 7z ¢ una funzione di
classe €.
3Si consideri la funzione dist(g, N) al variare di ¢ sul segmento [g;, ¢2]. Questa funzione ha un
massimo in un punto interno ¢, del segmento. Se g}, € N ¢ tale che |g12 — g},| = dist(g12, N), allora
g1 —q2 €Ty, N.
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Se M ed N sono orientati, anche vy M ha un’orientazione naturale, che viene
scelta per convenzione come quella che rende orientata positivamente la somma
diretta TM & voyM ~ Ty N.

Proposizione 1X.2.9. Siano M, N due varieta ed f € €*(M,N) un’inclusione
differenziabile propria. Allora f si estende ad un’inclusione differenziabile f di
v¢M in N, che ha per immagine un intorno tubolare di f(M) in N.

DmosTtrAZIONE. Poiché f ¢ un’inclusione differenziabile propria, I’'immagine
f(M) di M ¢& una sottovarieta propria di N e la f. : TM — TN definisce per
passaggio al quoziente un isomorfismo tra i fibrati vettoriali f*vyf(M) = vyM e

. . Tty .
vy f(M). Per il Teorema [IX.2.8, f(M) ha un intorno tubolare U — f(M) in N e,
per la Proposizione[lX.2.7|esso ¢ equivalente al fibrato vy f(M). Per composizione,
otteniamo un diffeomorfismo di vy M su U. O

IX.3. Unicita dell’intorno tubolare
L’unicita dell’intorno tubolare ¢ conseguenza del seguente

Teorema IX.3.1. Siano N una varieta differenziabile di dimensione n, M una sua
R C . g . ;

sottovarieta propria di dimensione m e § = (E — M) un fibrato vettoriale di ran-

go k < n—m, con base M, il cui spazio totale E sia una sottovarieta differenziabile

diN. Set=(U -, M) e un intorno tubolare di M in N, allora esiste un’isotopia
F ={f} € €*(E x [0, 1], N) dell’inclusione differenziabile E — N tale che

fo=1dg, f(E)CU, flp)=p, V1€[0,1], Ype M,
fi: E— U sia un monomorfismo di fibrati vettoriali.

DimostrazIONE. Costruiamo innanzi tutto un’isotopia G = {g;} € € (EXR, E)
dell’inclusione gg di £ in N con una g; per cui g;(E£) C U. Fissiamo una metrica
Euclidea sulle fibre di E (vedi ed indichiamo con || - ||g la corrispondente
norma sulle fibre. Possiamo allora trovare una funzione positiva pg € €*°(M) tale
che

{ge Elllqlle < pe(me(p))} C U.
Possiamo allora definire

1pE(me(q))

—2 q
V1 +llgllz

dove il prodotto per scalare ¢ riferito alla struttura di fibrato vettoriale di E.

Possiamo quindi supporre, nel seguito della dimostrazione, che sia E C U.
Ricordiamo poi che, per la Proposizione I’intorno tubolare T ¢ equivalente
al fibrato normale vy M. Indichiamo con y : TyN/TM — U il corrispondente
diffeomorfismo tra gli spazi totali. Definiamo I’omotopia F = {f;} € €°(E’ X
[0,1], N) ponendo, per 0 <t < 1,

fla) = | 7510 - qle]

G:ExR>(q,t)—|[1-1]+ e E,
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dove abbiamo usato la notazione [Aq]z, per indicare che il prodotto di g € E per lo
scalare A € R ¢ fatto rispetto alla struttura vettoriale sulle fibre di § e la notazione
[Ag]. per indicare che il prodotto di g € U per lo scalare 4 € R ¢ fatto rispetto alla
struttura vettoriale sulle fibre di t. Per ¢ = 0, poniamo

fo(@) = w(F @)

ove
do([t
VE(q) € TrgN & definito da 1¥(g)(9) = % ,
=0
e (]vg(q)l) ¢ la proiezione di VE(q) nel quoziente Tr.gN / Tr oM. Si verifica che la
F cosi definita da I’isotopia cercata. O

Corollario IX.3.2. Sia N una varieta differenziabile ed M usa sua sottovarieta
localmente chiusa. Allora tutti gli intorni tubolari di M in N sono isotopi rispetto
ad isotopie stazionarie su M.

IX.4. Intorni tubolari propri

Siano N una varieta differenziabile, M una sottovarieta localmente chiusa e
Tt .
T = (U — M) un suo intorno tubolare.

Definizione IX.4.1. Una norma differenziabile su T & un’applicazione p € €°(U)
tale che

p(g) >0 Vge U\ M,

o(tq) = |t p(q), Vg e U, VteR,

pq1 +q2) < plg1) +p(q2) Yq1,q2 € Up, Yp € M,
p? € €*(U).

Se p € una norma differenziabile su T, I’applicazione
1
V1 +22p%(q)

¢ una isotopia di U, stazionaria su M, tra I'identita e I'intorno aperto U, di M,
definito da

F:UxR>(q,1) — Fiq) = elU

Up={q€U]|plg <1}
In generale, per ogni numero reale 7, I'immagine F;(U) ¢ un intorno aperto Uy, di
M in U, definito da

Up ={q € U|ltlp(g) < 1}
e il diffeomorfismo
q

. Tty . . . . .
definisce su 1, = (U, — M) un’unica struttura di fibrato vettoriale per cui
F;! sia un’equivalenza di fibrati vettoriali. Con questa struttura, Typ € un intorno
tubolare di M in N.

' U,s9— eU
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Per ogni t # 0, le fibre Uy, = Up N U, sono relativamente compatte in U

e (U, N M) ¢ un fibrato differenziabile localmente banale su M, con fibra
tipica §" "1,

Definizione IX.4.2. L’intorno tubolare T, si dice una p-retrazione di .

Definizione IX.4.3. Un intorno tubolare T, che si possa ottenere da un altro intorno
tubolare T mediante una p-retrazione si dice proprio.

Lemma IX.4.4. Se M é una sottovarieta propria di N, allora la frontiera 0U,, di
un suo intorno tubolare proprio e una sottovarieta propria di N.

Abbiamo:

Teorema IX.4.5. Sia N una varieta differenziabile. Allora

(1) Ogni sua sottovarieta localmente chiusa M ammette un intorno tubolare
proprio.

(2) Se M e una sottovarieta propria di N, allora due qualsiasi intorni tubolari
propri di M in N sono ambientalmente isotopi in un’isotopia stazionaria
su M.

DimosTrAZIONE. (1) € equivalente al fatto che sia possibile definire su ogni fi-
brato vettoriale una norma differenziabile. A questo scopo ¢ sufficiente considerare
un atlante di trivializzazione {(U,, g4)}aea di T € fissare una partizione dell’unita
{Xalaca di classe € subordinata ad {U,},ca. Posto

P =), ¢m(9) @)l

la p(q) = |vp?(g)| & una norma differenziabile su T e T, € un intorno tubolare
proprio di M. O

Premettiamo alla dimostrazione generale del punto (2) la discussione di un
caso particolare.

Lemma IX.4.6. Siano M una sottovarieta propria di N e t = (U R M) un suo
intorno tubolare. Se p,p’ € €°(U) sono due norme differenziabili su 1, allora
esiste un’isotopia F € € (N % [0, 1], N) dello spazio ambiente, stazionaria su M,
tale che Fy(Up) = U, per ogni p € M, che trasforma U, in U, .

DimosTtrAZIONE. La funzione
_tp(g) + (1 = np'(q)
8(q,1) = -

p'(q)
¢ di classe € su (U \ M) x [0, 1] e di grado O sulle fibre, in particolare ¢ unifor-
memente limitata su ogni fibra. Quindi

, geU\M, te]0,1],

8(q.0)qg se qeU\M,

G(g,t) =
(4.1) {q se geEM,

¢ un’omotopia continua, stazionaria su M, che trasforma U, in U, . Inoltre, la
restrizione di G ad (U \ M) X [0, 1] ¢ un’isotopia di diffeomorfismi di U \ M.
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Sia G(gq,1) = (G(q,1),1) e consideriamo il campo di vettori X = (X,0/0t) =
G.(0/0t) € (U \ M) x [0, 1]). Osserviamo che gli insiemi

Wo =1{(q,0) € U x[0,1] | % <tp(q)+ (1 -1)p'(g) < %},
Wi = (VX [0, 1D\ (g, € UX[0,1112 < 1p(g) + (1 - () < 4},

formano un ricoprimento aperto di N X [0, 1], perché M & un sottoinsieme chiuso
di N. Se {xo, x1} € una partizione dell’unita subordinata a { W, W1}, allora il campo
di vettori (Y,d/dt) € X(N x [0, 1]) con

Y(q.1) = xo(q,0X(q,1) se (q,1) € (U\M)X][0,1],
R e (q.0) € Wi,

¢ completo. II suo flusso definisce un’isotopia ambientale che trasforma U, in U, .
O

CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TeoreMA[X 4.3l Ci resta da dimostrare
(2) nel caso generale. Siano 1; = (U; N M), i = 0,1, sono due intorni tubolari
di M in N. Per il Corollario[[X.3.2] esiste un’isotopia F € €*(Uy x [0, 1], N),
stazionaria su M, dell’inclusione con un’equivalenza F| : Uy — U; di fibrati
vettoriali.

Sia

F(q.t) = (F(q,0,1), Fe%€®UyxI[0,1],N x [0, 1]).

Denotiamo con my la proiezione ny : N X [0,1] — N. Fissiamo una norma
differenziabile p su Uy. Allora

W = {(Fg.0),0) | & < p(g) < 3}

¢ un intorno in N X [0, 1] della sua sottovarieta propria

Q={(F(g.n,1) | q € Uy, t€[0,1], p(q) = 1}.

Possiamo quindi trovare una sezione X € I'(N X [0, 1], TN) tale che

X(F(q,0),1) = 7y, dF(q,0/dr) se plg) =1,
X(g,H)=0 su N x[0,1]\ W.

Allora X = (X, 0/0¢) & un campo di vettori completo su N x 1. Il suo flusso definisce
un’isotopia ambientale tra Uy, ed Uy ove p’(F1(q)) = p(q) per ogni g € Uy. La
tesi ¢ allora conseguenza del Lemma|lX.4.6 O

Corollario IX.4.7 (Teorema del disco). Sia N una varieta connessa ed f € €*°(D™, N)
un’inclusione differenziabile di un disco di dimensione m < n = dim N. Allora la
f si estende ad un’inclusione f € €<(D",N).

Sia N ¢ connessa e siano fy, fi € € (D", N) due inclusioni differenziabili del
disco chiuso m-dimensionale in N. Nel caso in cui m = n, supporremo ancora che
le due immersioni preservino l’orienmzioneﬂ

4 Cioe che esista un diffeomorfismo ¢ € Diff(N) che trasformi f,(0) in f;(0) per cui d, fl‘1 odgo
df,(0) : R" — R" abbia determinante positivo.
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Esiste allora un’isotopia F € € (N X|0, 1], N) dell’identita di N che trasformi
fo in fi, tale cioeé che risulti F(fy(x),1) = fi(x) per ogni x € D™.

IX.5. Immagine inversa di un valore regolare

Siano M, N due varieta differenziabili ed f € €*°(M, N). Sia gy € N & un va-
lore regolare di f e consideriamo la sottovarieta V = f~!(qo) di M. 1l differenziale
di f definisce, per ogni p € V, un isomorfismo lineare

vm,V 3 (w] — fiw € Ty, N.
Abbiamo indicato qui con [w] la classe di equivalenza di w € T,M in vm,V =
T,M/T,V. In particolare, vV ¢ un fibrato banale. Abbiamo la

Proposizione IX.5.1. Se V ¢ compatta, esiste un intorno aperto U di g in N ed
un’inclusione differenziale j : Vx U — j(Vx U) = f-Y(U) ¢ M che rende
commutativo il diagramma

J

VxU (%))
Ty
f
U.
Possiamo inoltre fare in modo che f~'(U) sia lo spazio totale di un intorno tubolare
diVinM.
Corollario IX.5.2. Supponiamo che M sia una varieta connessa e compatta, N
una varieta connessa ed f € €< (M, N) una sommersione differenziabile. Allora

. f R . .
N e compatta, f surgettiva e E = (M — N) e un fibrato differenziabile localmente
banale.






CAPITOLO X

Trasversalita

X.1. Applicazioni e sottovarieta trasversali

La nozione di trasversalita di sottovarieta differenziabili ¢ 1’equivalente, in
geometria differenziale, di quella di posizione generale della geometria algebrica
o di giacitura generica dell’algebra lineare. La nozione di trasversalita di sottova-
rieta si estende ad una nozione di trasversalita di applicazioni differenziabili. La
possibilita di deformare due applicazioni in modo da metterle in posizione trasver-
sale ’una rispetto all’altra ¢ uno strumento fondamentale nell’applicazione alla
topologia di metodi di geometria differenziale.

Definizione X.1.1. Siano M/, M; ed N tre varieta differenziabili ed f; € €*(M;, N),
f> € €% (M3, N), due applicazioni differenziabili.
Diciamo che f; ed f, sono trasversali in (py, p2) € M| X M3 se
o f(p) # f(p2),
o flp)=f(p2)=q e dH(Ty M) +dfr(Tp,M>)=T,N.
Scriviamo fi M, »,) f> per indicare che fi ed f> sono trasversali in (py, p2).

Diciamo che fi ed f> sono trasversali, e scriviamo fi h f>, se fi ed f» sono
trasversali in ogni (p1, p2) € M| X M>:

(10.1.1) AN = fi Nppy f2. Y(P1.p2) € My X M.
E quindi

p1 € My, pr € M, fi(p1) = foa(p2) =¢q

(1012) fl 0 f2 — - dfl(Tlel) + de(szMZ) = TQN‘

In particolare, se dim M; + dim M, < dim N, la condizione f; M f, significa
che f(My) N f(M>) = 0.

Definizione X.1.2. Siano M, N varieta differenziabili, V una sottovarieta differen-
ziabile di N. Indichiamo con 1y : V < N l’inclusione.

Un’applicazione differenziabile f € €*(M, N) si dice trasversale a V in un
punto p € M se f N r(p) tv cioe se

(10.1.3) o f(p)eV, o f(p)=qeV e df(T,M)+T,V=T,N.

Scriveremo in questo caso f M, V.
Diciamo che f & trasversale a V, e scriviamo f M V, se lo & in tutti i punti
p € M, se cioe

(10.1.4) VgeV, Vpe f (g, T,V+df(T,M)=T,N.

155
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Definizione X.1.3. Diciamo che due sottovarieta differenziabili Vi, V, di una va-
rieta differenziabile N si intersecano trasversalmente in g € Vi NV, se

T,V +T,Vy = T,N.

Scriviamo V; t, V, per indicare che V| e V; si intersecano trasversalmente in g.
Diciamo che le due sottovarieta V; e V, sono trasversali in N se

o VinVa=0, oppure T,Vi+T,Vo=T4N,VgeViNV,.
Il simbolo V; th V; significa che V; e V, sono trasversali in N.

Osservazione X.1.4. Siano Vi, V, due sottovarieta differenziabili di N. Se Ve V;
si intersecano trasversalmente in un punto di N, allora

dimV; + dimV, > dimN.

Esempio X.1.5. Sia § un fibrato differenziabile, f € €*°(M, E(E)) un’applicazione
differenziabile a valori nel suo spazio totale. Siano g € E(§), b = n(E)(q) € B(E) e
pe f ). Efh » Ej se e soltanto se p non & un punto critico di 71(€) o f.

Esempio X.1.6. Dall’esempio otteniamo che, se M, N; ed N, sono varietd
differenziabili ed f € €*°(M, N| X N,), allora I’insieme dei punti p € N tali che
f M (p x Ny) & denso e di seconda categoria in Nj.

Osservazione X.1.7. Sia § un fibrato differenziabile. Una sottovarieta propria N
del suo spazio totale E(E) ¢ il grafico di una sezione differenziabile globale s €
[(B(E), E(§)) se e soltanto se

(1) per ogni p € B(E), 'intersezione N N E,(E) contiene uno ed un solo

punto s(p);
(2) n(E)|ly M E, perogni p € N.

DimosTtrAZIONE. Le condizioni (1), (2) sono senz’altro necessarie. Per dimo-
strare che viceversa, se (1) e (2) sono verificate, allora N ¢ il supporto di una sezio-
ne, basta osservare che la condizione di trasversalita implica che la restrizione della
n(E) ad N & una sommersione ed applicare il teorema delle funzioni implicite. O

Proposizione X.1.8. Siano M ed N varieta differenziabili, V una sottovarieta pro-
priadi N. Se f 0V, allora f~'(V) é una sottovarieta propria di M, che ha in M
la stessa codimensione che V ha in N.

DimosTtrAZIONE. Sia k la codimensione di V in N. Per ogni punto g € V, pos-
siamo trovare un intorno aperto U di g in N ed una sommersione ¢ € € (U, RF)
tale che VN U = ¢~1(0). Per I'ipotesi che f M V, abbiamo

d(¢ o F)T,M) = dp(df(T,M)) = dp(df(T,M) + T,V) = d¢(T,N) = R,
Vpe i unv).

Quindi ¢ o f & una sommersione in ogni punto di f~'(V N U) e dunque f~1(V) &
una sottovarieta localmente chiusa di codimensione k di M. Essa ¢ un sottoinsie-
me chiuso di M, perché immagine inversa del chiuso V mediante 1’applicazione
continua f. O
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Osservazione X.1.9. Possiamo utilizzare la Proposizione[X.1.8] per dare un’altra
dimostrazione, che non utilizza nozioni omotopiche, del teorema del punto fisso
di Brower. Ricordiamo che con un argomento standard ci possiamo ridurre a di-
mostrare che non ci sono retrazioni continue di R” su S"~! = 9D". Utilizzando
I’approssimazione, si verifica che cid ¢ equivalente al fatto che non ci siano re-
trazioni differenziabiliﬂ di R” su S"~!. Supponiamo per assurdo che esista una
retrazione differenziabile p € €*(R",§""!) di R” su $"!. Scegliamo allora un
valore regolare go € S"! di p. Allora p~'(go) & una curva semplice propria in R”
che taglia trasversalmente S"~! in ¢o. Essa deve quindi intersecare S"~! in un altro
punto ¢, distinto da go. Non puo allora essere una retrazione.

Proposizione X.1.10. Siano N una varieta differenziabile di dimensione n ed M\,
M, due sue sottovarieta differenziabili localmente chiuse, di dimensioni my ed my
rispettivamente, che si intersecano trasversalmente in un punto po € My N M. Sia
moy =mp +my —n.

Esiste allora una carta coordinata (U, x) di N, con centro in py, tale che

M10U={p€U|xi(p)=0,perm1<i$n},
MyNU={peUl|x(p)=0, permo<i<m),
M1anﬁU:{pelei(p):O,perm0<iSn}.

DmvosTtrAZIONE. Poiché M| ed M; sono localmente chiuse in N, possiamo tro-
vare un intorno aperto W di po in N e funzioni f™*1, ..., f% g™*L ... g" € €°(W)
tali che

MiOW = (""" =0, ..., f"=0} df"* ' (p)A---df'(p)£0, Vp e W,
MynW={gm =0,...,¢"=0}, dg™ ' (p)A---dg"(p)#0, ¥peW.
La condizione che N; ed N, si intersechino trasversalmente in pg significa che
df™* (po) A -+ Adf"(po) Adg™  (po) A+ A dg"(po) # 0.

Infatti, se cosi non fosse, esisterebbe un covettore & € T;ON \ {0}, con

0 é: - Zm1<i3naidfi(p0) - Zmz<i§nbidgi(p0)’ ai’bi € R’
e quindi
_ i
T = (), . kerdf'(po) C keré,

Ty, M, = ﬂm2<isn kerdg'(po) C keré&,

contraddirebbe I’ipotesi di trasversalita.

1Utilizzando I’approssimazione possiamo trovare una f € ¢*(R",R") tale che % < |fx)| < %

per ogni x € R" ed [f(x) — x| < i se |x| = 1. Avremo ancora, per qualche € > 0, |f(x) — x| < i se
—e<1-|xl <e Siay € €°(R") una funzione con 0 < Y(x) < I, Y(x) = 1se -5 <1 —-|x[ < Se
uguale a 0 in un intorno di $™~'. Allora la g(x) = ¥(x)f(x) + (1 — y(x))x & una funzione di classe €

suR", che non & mai nulla ed & I’identita su S"~!. La g(x)/|g(x)| definisce allora la retrazione cercata.
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Per il teorema delle funzioni implicite possiamo allora scegliere una carta
coordinata (U, x) in pg con U ¢ W ed
A(p)= gm0 (p) semo<i<mi, A(p)=fi(p) sem <is<n.
Questo carta (U, x) soddisfa la tesi. O

Corollario X.1.11 (isotopia). Siano My, M) e V tre sottovarieta differenziabili
localmente chiuse di una varieta differenziabile N, con

dimN =n, dimMy=dmM; =m, dimV =n-m.
Supponiamo chﬁ
poEMyNM NV, My, V ed My, V.
Allora esiste un intorno aperto U di py in N ed un’isotopia F € €*(N x [0, 1], N)
dell’identita tali che

F@t,p)=p, Vpe}y,
F(l,p)e M; V¥peMynU.

Dmvmostrazione. Utilizzando la Proposizione [X.1.10} possiamo fissare una car-
ta locale (W, x) con centro in pg tale che

MonW={'=0|m<i<n), VAW={'=0]|1<i<m).

Poiché anche M; h,, V, peril teorema delle funzioni implicite, a meno di sostituire
a W un intorno piu piccolo di pg, possiamo supporre che x(W) = B™ x B"™, ove
B = {x e R¥ | |x| < 1}, e che vi siano funzioni f™*!,..., f* € €*(B™), tali che

MinW={x=fx'...,x" per i=m+1,...,n, (x',...,x") e B").

Sia ora y € €*°(N) con supporto compatto in W ed uguale ad 1 in un intorno U di
po in W. 1l campo di vettori X € X(M), definito da

X(P) Zmcicnix' s XA se peW,
X(p) =
0 se pE Cw.

ha supporto compatto ed € quindi ¢ completo. Il gruppo a un parametro di diffeo-
morfismi generato da X definisce I’isotopia differenziabile desiderata. O

X.2. Il teorema di trasversalita di Thom

Il Teorema di trasversalita di Thonﬂ ci dice che applicazione differenziabile si
puo approssimare con una che sia trasversale ad una sottovarieta assegnata. Nel-
la dimostrazione utilizziamo in modo essenziale la struttura di fibrato vettoriale
dell’intorno tubolare. Cominciamo quindi con il dimostrare un risultato che ri-
guarda I’esistenza di sezioni di un fibrato vettoriale trasversali ad un’applicazione
assegnata.

| punti in cui M, interseca V trasversalmente sono punti isolati dell’intersezione M; N V.

3René Thom, Quelques propriétés globales des variétés différentiables. Comm. Math. Helv. 28
(1954), pp. 17-86.
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Teorema X.2.1. Sia & = (E(§) =, B) un fibrato vettoriale differenziabile ed
f € €°(M, E)) un’applicazione differenziabile di una varieta M nel suo spa-
zio totale. Allora esiste una sezione globale s € T'e(B, E(€)), trasversale ad f,
che possiamo scegliere vicina quanto si vuole alla sezione nulla su un compatto
assegnato.

DmostrAZIONE. Per il TeoremalVI1ll.4.4lesiste un fibrato vettoriale differenzia-

bile n = (E(n) iR B), sulla stessa base B, tale che la somma di Whitney € = Ed®pn
sia banale. Lo spazio totale E(C) di C si puo considerare anche come lo spazio totale
di un fibrato vettoriale sulla base E(E), con

E©) = {(v,w) € E©) x EM) | 7(v) = my(w)} 3 (v, w) > v € E(E).

Consideriamo il suo pullback f*T su M. Abbiamo quindi il diagramma commuta-
tivo
. f
E(f*0) —— E(0)

M — E
; ®,
ove
E(f*0) ={(p,v,w) e M XEE) X EM) | v = f(p), me(v) = my(w)}
e le applicazioni f’, 7" del diagramma sono descritte da
L E(fD) 5 (p,v,w) = (v,w) € E(D),
a E(ff0) > (p,v,w) > pe M.

Una trivializzazione di C ¢ definita da un’applicazione ¢ € €*(E(C),R"), la cui
restrizione ad ogni fibra di E(T) sia un isomorfismo lineare:

TeXp
E(Q) ———— > BxR"
B.

Sia @ : BXxR" — E(C) I'inversa di 7z X ¢. Ad ogni z € R" corrisponde una sezione
costante del fibrato banale 75 : B X R" — B e quindi la sezione

0, €I(B,E(Q)), definitada o, (b) = ®(b,z), VYbe€B.

Abbiamo osservato (vedi I’Esempio [X.1.5)) che la condizione che z sia un valore
regolare di g = ¢ o f’ & equivalente al fatto che f’ ih o,.
Dalla sezione o, ricaviamo una sezione s, € I't(B, E(E)) ponendo

s,(b) = m(a,(b)), Vb€ B.
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Abbiamo ciog il diagramma commutativo

E(Fo) L~ EQ) <7 B

1

M — E(E).

Dico che f h s,.

Infatti, se (p,b) € M x B ed f(p) = s,(b), allora (p,o,(b)) € E(f*C) ed
f(p,o,(b)) = g,(b). Poiché f’ th o, le immagini dei differenziali df” in (p, o,(b))
e do, in b generano lo spazio tangente di E(C) nel punto o,(b). Poiché x ¢ una
sommersione, cio vale allora anche per le immagini delle composizioni dm o df’ =
df odn’ e dmodo, = ds,. Questo completa la dimostrazione. O

Corollario X.2.2. Siano M, N,V varieta differenziabili ed f € €“(M,N). Per
ogni inclusione differenziabile g € € (V,N) di V con immagine g(V) localmente
chiusa in N ¢ possibile trovare un’isotopia G = {g;} € € (Vx[0,1],N) tra g = g
ed un’inclusione differenziabile g trasversale ad f.

DmostrAZIONE. Fissiamo un intorno tubolare T = (E(t) LN g(V)) di g(V) in
N. Lo spazio totale E(t) ¢ un intorno aperto di g(V) in N e quindi la sua imma-
gine inversa W = f ~1(E(1)) & una sottovarieta aperta di M. Per il Teorema
possiamo trovare una sezione s € [';(g(V), E(t)) trasversale ad fly € € (W, E(7)).
Chiaramente la G = {g;} € €°(V xR, N) definita da g;(q) = t- s(g(g)), dove il pro-
dotto per lo scalare ¢ & ben definito per la struttura di fibrato vettoriale dell’intorno
tubolare, definisce un’isotopia tra g = gg € g1 = s o g, che ¢ trasversale ad f. O

Nel caso in cui la g sia un’inclusione differenziabile propria, possiamo ottenere
un’altra inclusione differenziabile propria trasversale ad f mediante un’isotopia
ambientale. Cio ¢ conseguenza del seguente lemma.

Lemma X.2.3. Sia M una sottovarieta propria di una varieta differenziabile N,

1= (E(T) AN M) un suo intorno tubolare in N ed s € I':(M, E(T)) una sua sezione
globale. Esiste allora un gruppo a un parametro ® = {b;} € €°(N X R,N) di
diffeomorfismi di N tale che

$1(p) = s(p), Yp € M,
P(Ep() C Ep(v), Vp € M,
di(g) = g, Vg € N\ E(D).
DimosTrAZIONE. L applicazione
G:E(MXR3(q.1) — q+1s(m(q) € E(T)

¢ un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di E(t). Sia X € X(E(t)) il suo
generatore infinitesimale. Fissiamo una norma differenziabile p sulle fibre di T,
tale che p(s(p)) < 1 per ogni p € M. Poiché M ¢ una sottovarieta propria, gli
insiemi

Wi ={q€E®|p(g) <2}, Wa=ClgeE®I|pg) <1}
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formano un ricoprimento aperto di N. Sia {y1, x>} una partizione dell’unita subor-
dinata a {Wy, W,}. Definiamo un campo di vettori ¥ € X(/N) mediante

_Ixi(@X(q) se qe W,
Y(q) =
0 se geW,.

Poiché Y ¢ nullo fuori da E(t) ed in E(t) ¢ un campo verticale con supporto che
interseca ciascuna fibra in un compatto, ¥ ¢ completo e definisce percio un gruppo
a un parametro ® = {¢,} di diffeomorfismi di N che soddisfa la tesi del Lemma. O

Corollario X.2.4. Siano M, N due varieta differenziabili, V una sottovarieta pro-
pria di N ed f € €*(M,N). Esiste un gruppo a un parametro ® = {¢;} €
@ (N x [0, 1], N) di diffeomorfismi di N tale che ¢ o f sia trasversale a V.

DmmosTrAZIONE. Fissiamo un intorno tubolare t = (E(t) -, V)diVin N. La
M’ = f~1(E(1)) & una sottovarietd aperta di M e la restrizione di f ad M’ un’ap-
plicazione in €*(M’, E(t)). Per il Teorema possiamo trovare una sezione
s € T'x(M, E(1)) trasversale ad f. Per il Lemma [X.2.3] esiste un gruppo a un para-
metro ¥ = {y,} di diffeomorfismi di N con y(p) = s(p) per ogni p € M. Poiché
y_; ¢ un diffeomorfismo di A, il fatto che s sia trasversale ad f equivale al fatto
che V sia trasversale a y_; o f. Quindi il gruppo a un parametro ®(q, 1) = Y(q, —1)
soddisfa la tesi. O

Corollario X.2.5. Sia N una varieta differenziabile ed M\, My due sottovarieta
differenziabili di N. Se M| e propria, possiamo trovare un gruppo a un parametro
® = {¢} di diffeormorfismi di N tale che ¢1(My) h Ma. O

Corollario X.2.6. Sia M una sottovarieta compatta, di dimensione m, diR". Se k <
n—-m—1, ogni applicazione f € €*(S*, R"\M) si puo estendere ad un’applicazione
fe G RN, R"\ M).

DivosTrAZIONE. Possiamo estendere f ad un’applicazione, che possiamo an-

cora indicare con la stessa lettera f, in EX R RY). Siat = (E(T) -, M)
un intorno tubolare di M in R”. Possiamo scegliere 1’intorno tubolare in modo
che sia E(t) N f(S ky = 0. Consideriamo I’aperto W = f~(E(v)) di RK*1. Per il
Teorema|X.2.1| possiamo trovare una sezione s € I';(M, E(t)) trasversale ad fy.
Per il Lemma[X.2.3|c¢’¢ un gruppo a un parametro di diffeomorfismi ¥ = {y,} di
R”" che trasforma la sezione s nella sezione nulla di t ed € costante fuori da E(t).
La f = y; o f ci da allora I’estensione cercata, perché f(R*1) N M = 0 per la
trasversalita, perché (k + 1) + dim M < n. O

Esempio X.2.7. Il Corollario ci dice che R"\S ! e, pil1 in generale, R" \ £(S ')
per f € €%(S!,R"), & semplicemente connesso se 1 > 4.

Esempio X.2.8. Consideriamo due immersioni differenziabili f : §" — R+l
e g : S¥ — R"k*! che abbiano immagini disgiunte. Per il Corollario la
f si estende ad un’applicazione f € €*(D"*!,R"***1). Per il Corollario
possiamo supporre, a meno di omotopia, che f th g. Allora f(D"*1)Ng(S¥) consiste
di un numero finito di punti, in cui le due applicazioni sono trasversali. Possiamo,
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in ciascuno di questi punti, considerare il sistema di riferimento che si ottiene come
somma diretta dell’immagine del sistema di riferimento canonico di R"*! mediante
df e del sistema di riferimento canonico di R¥ mediante dg. Assoceremo al punto
il valore +1, a seconda che il sistema di riferimento cosi ottenuto abbia la stessa
orientazione od orientazione opposta rispetto al sistema di riferimento canonico di
R"**1 La somma algebrica L(f, g) di questi valori si dice I’indice di link di f e g.
Tale numero & indipendente dalla scelta del prolungamento £ di f.

Esempio X.2.9. Sia M una varieta compatta (senza bordo) di dimensione m > 1 e
¢ € €°(M,R"), con n < m. Sia yg un valore regolare di ¢. Allora My = gb‘l(yo)
€ una sottovarieta di dimensione m—n di M, che € bordo di una sottovarieta N, di
dimensione m—n+1di M.

Fissiamo un segmento [yg,y;] € R” di lunghezza |y; — yo| > diam(¢p(M)).

Il segmento aperto € =]yg, yi[ ha un intorno tubolare T = (U -, {), con U =~
¢ x R"™ ! il cui spazio totale & un cono con vertice in y, e le cui sezioni costanti
sono segmenti aperti con un estremo in yo. Se W = ¢~(U), la restrizione di ¢ a
W\ My & un’applicazione differenziabile a valori in U. Per la dimostrazione del
Teorema@possiamo trovare una sezione costante s € I'(t) trasversale a @lw\ -
L’immagine inversa mediante ¢ del supporto |s| = {s(¥) | ¥ € (y9,¥1)} di s & allora
una sottovarieta localmente chiusa N, con bordo M.

Enunciamo e dimostriamo ora il teorema fondamentale sulla trasversalita.

Teorema X.2.10 (Thom). Siano M, N due varieta differenziabili, S una sottova-
rieta differenziabile propria di N. Per ogni compatto K di M, I'insieme

Txk(M,N;S) ={f € €“(M,N)| fh, S, Vp € K}

delle applicazioni differenziabili di M in N che sono trasversali ad S in ogni punto
di K ¢ un aperto denso di € (M, N).
Se M e numerabile all’infinito, l'insieme

IuM,N;S)={f e €“(M,N)| fh, S, Vp e M}

delle applicazioni differenziabili di M in N che sono trasversali ad S é denso e di
seconda categoria di € (M, N).

DmvosTtrAZIONE. Dalla definizione di trasversalita segue facilmente che, per
ogni compatto K di M, 'insieme Jx(M,N;S) ¢ aperto in €°(M, N). Bastera
dimostrare che ¢ denso.

Sia {(V},y)}jes un atlante numerabile e localmente finito di N, con i V; relati-
vamente compatti in N e con la proprieta che

o VjﬂS:(Z), oppure SﬁVj:{y}:()’.”’ylj_:O}.

Sia poi {(U;, xi)}ie; un atlante numerabile di M tale che gli U; siano relativa-
mente compatti in M e, per un’applicazione j : I — J, sia fo(U;) € V) per
ogni i € I. Siano iy,...,i, un insieme finito di indici in / con K C U2=1 Uj,. In-
dichiamo con %, I’intorno aperto di fy in (M, N) formato dalle applicazioni
f€E>(M,N)con f(U;,) C V. )

Se ViipNS =0,o0gni f € %, & trasversale ad S in tutti i punti di U;,.
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Se Vyiy NS # 0, fissiamo un intorno U;, di U;, con chiusura compatta in
f'(Vyi). Sia pr : R" — R* la proiezione sulle prime k coordinate. Se h €
¢>(U,,, Vi,) non & trasversale ad S su U,,, allora h;, = (pr oy, © h) ha punti
critici in U;,. Le applicazioni prive di punti critici in U;, formano un aperto denso
di €*(U,,,R¥). Quindi

t _
V=), \f € % | Cor oy © flg,) N Ui, = 0}

¢ un sottoinsieme aperto di (M, N) denso in %, e contenuto in Jx(M,N;S).
Questo dimostra la prima affermazione del Teorema.

Dimostriamo ora 1’ultima parte. Fissiamo una qualsiasi successione di com-
patti {K,} di M, con | J, K, = M. Allora

TuM,N;$) = ) Tk (M, N; 5),

cioe I’insieme delle applicazioni differenziabili da M in N che sono trasversali ad S
¢ intersezione di una famiglia numerabile di aperti densi e dunque, per il Teorema
di Baire, un sottoinsieme denso di seconda categoria di (M, N). O

X.3. Immersioni regolari
Date due varieta differenziabili M, N, indichiamo con
JZ(M,N) ={f € €"(M,N) | kerdf(p) = {0}, Yp € M}
I’insieme delle immersioni differenziabili di M in N.

Osservazione X.3.1. Osserviamo che _# (M, N) puo essere vuoto. Ad esempio,
non ci sono inclusioni differenziabili di RP" in R".

Lemma X.3.2. Siano M, N due varieta differenziabili connesse, di dimensione m
ed n rispettivamente, con m < n.

Se M e compatto, allora 7 (M, N) é aperto in € (M, N).

Se M é numerabile all’infinito, allora 7 (M, N) ¢é intersezione numerabile di
aperti di €°(M, N). O

Mostriamo ora che & possibile definire su _# *(M, N) una struttura di spazio
metrizzabile completo. A questo scopo, introduciamo strutture Riemanniane su M
ed N. Questo ci permette di considerare, per ogni f € €*(M, N) ed ogni punto
p € M Vaggiunta (df(p))* : Trp,N — T,M del differenziale di f in p. Avremo
quindi

FCMN) ={f e €“(M,N) | (df(p))df(p) >0, ¥p € M}.

Sia oy il fibrato vettoriale su M la cui fibra su p € M & I'insieme degli en-
domorfismi simmetrici di 7,M. Ogni f € _#*(M,N) definisce una sezion
s € I'y,, (M, E(0))), caratterizzata da:

s¢(p) € Endr(TpM), s¢(p) = sp(p), exp(sg(p)) = (df(p))"df(p).

4Vedi il Teorema[XX 4.5
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L applicazione

I (M,N)3 f— sy €D, (M, E(on))
¢ differenziabile. Sia §; una distanza in (M, N) che lo renda uno spazio metrico
completo. Scegliamo poi una successione di compatti {K,},en in M con |, K, = M
€ poniamo

62(f,8) = Z 27 Pk l1S7 = Sgllow
’ v 1+ supg [lsy = sgllo,

per una norma differenziabile || ||, sulle fibre o). La distanza su _Z (M, N)
definita da

6(f’g):61(fag)+62(f’g)’ vf’gejoo(M’N)

¢ continua rispetto alla topologia di sottospazio. Si verifica facilmente che ¢ ¢ una
metrica completa. Abbiamo percio:

Proposizione X.3.3. La topologia di sottospazio di (M, N) puo essere definita
da una metrica completa. In particolare, ¥ (M, N) é uno spazio di Baire.

Definizione X.3.4 (Immersione regolare). Sia f € _# (M, N) un’immersione dif-
ferenziabile di M in N e pp, p» due punti distinti di M con la stessa immagine
q = f(p1) = f(p2) in N. Diciamo che f ¢ regolare in (p1, p2) se

df(T, M) +df(T,,M)=TyN .
Ci0 equivale ad affermare che esistano intorni aperti Uy, U, di py, p» rispetti-
vamente, tali che le applicazioni f|y, € €“(U;,N) ed fly, € €* (U, N) siano

trasversali in (py, p2).
Diciamo che f ¢ un’immersione regolare se lo ¢ in tutte le coppie di punti

(p1, p2) con p1 # pr ed f(p1) = f(p2).
Osservazione X.3.5. Se 2m < n, allora le immersioni regolari sono inclusioni.
Teorema X.3.6 (Thom). Siano M, N due varieta differenziabili di dimensione m,n

rispettivamente, con m < n. Per ogni compatto K C M, le immersioni diffe-
renziabili f € ¢ *(M,N) che sono regolari su K formano un aperto denso in
[ee]
S (M, N).
L’insieme ¢,5,(M,N) delle immersioni differenziabili regolari e denso e di
seconda categoria in 7 (M, N).

DimostrazZIONE. Siano Ay = {(¢,9)|g € N} la diagonale in N X N e Ay =
{(p,p)|p € M}quellain M x M.
Ad f € €*°(M, N) associamo 1’applicazione differenziabile
XM X M)\ Ay 3 (pr, p2) — (f(p1), f(p2)) € N XN.

La condizione che (X f) My, p,) An significa che
o f(p1) # f(p2), oppure f(p1)=f(p2) =q, df(TpM)+df(Tp,M)=TyN.
Infatti

Fp) =fp2)=q. (fXF) DNpypy An
= (df(Tp,M)®df(Tp,M)) +{(v,v) | v € T,N} = T,(N) ® T,N
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Yv e TyN vy € df(Tp, M)), v2 € df(Tp,M)), vo € TN
( tali che (v,0) = (vi,v2) + (vg, Vo) © V=V — o )
Vogliamo dimostrare che

I OMN;K)={f € Z°M,N) | (f X f) Nppy AN, YP1. 02 € K, p1 # p2).
¢ un aperto denso di _Z (M, N).

Utilizzando il teorema di immersione di Whitney, possiamo supporre che N, M
siano sottovarieta proprie di uno spazio Euclideo R’. Sia K un compatto di M. Se
fo € Z(M,N), esiste un intorno aperto relativamente compatto Ux della diagonale
Agx ={(p,p) | p € K} in M x M ed una costante cx > 0 tale che

lfo(p1) = fo(p2)l = colp1 — p2l,  Ypi1, p2 € Uk.

Osserviamo che

W ={f e ZMN)||f(p1) — f(p)| = Scolpi = pal,  Vpi,p2 € Uk}

¢ un intorno di fo in _Z*(M, N).
Con una dimostrazione analoga a quella del Teorema[X.2.10] otteniamo che

Wy ={fe€ FZ(MN)|(f X ) Nppy Ans Y(p1,p2) € KX K\ Uk}
¢ un aperto denso di € (M, N). Poiché 71 N #> c _#Z*=(M, N; K), otteniamo la
prima parte dell’enunciato.

Fissiamo una successione di compatti {K,} di M con K,, C IO(VH ed J, K, = M.
Allora

FresMN) = () <M, N;K,)

¢ denso di seconda categoria perché intersezione numerabile di aperti densi dentro
uno spazio di Baire. O

X.4. Funzioni di Morse

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m ed f € €*°(M) una fun-
zione reale differenziabile. Nei punti in cui ¢ regolare, in cui cio¢ df # 0, la f
¢ equivalente ad una proiezione. Nei punti critici, il comportamento di f puo es-
sere molto complicato. Marston MorseE] introdusse una classe di funzioni con un
comportamento particolarmente semplice nell’intorno dei loro punti singolari. In
particolare, una funzione di Morse avra, in un punto singolare, un Hessiano non
degenere e si potra scrivere, in un opportuno sistema di coordinate, nella forma

. m .
FO) = FO) + Y P =Y
per un intero ¢, con 0 < g < m.

Sia f € %*(M) una funzione differenziabile di classe €% su M. Fissata una
carta coordinata con centro in un punto py € M, il suo Hessiano ¢ una matrice
simmetrica e definisce quindi una forma bilineare simmetrica sullo spazio tangente.

SMarston Morse, The critical points of a function of n variables. Trans. Amer. Math. Soc. 33
(1931), no. 1, 72-91.
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Questa forma non & perd definita in modo invariante se pp € un punto regolare:
abbiamo infatti per due sistemi di coordinate x ed y con centro in pg

O*f el OPf  ox" oxk m Of x"
dyidyl Zh,k:l Ox"dxk oyt oy " Zh:l oxh dayioyh’
e quindi I’Hessiano in pg ha un significato tensoriale se e soltanto se pg € un punto
critico di f. In questo caso, esso definisce una forma bilineare simmetrica sullo
spazio tangente T, M.
Traduciamo questa osservazione nell’enunciato di un lemma e diamone una
dimostrazione senza usare carte locali.

perl <i,j<m,

Lemma X.4.1. Sia M una varieta differenziabile ed f € €*(M). Se pg é un punto
critico di f, risulta univocamente determinata una forma bilineare simmetrica

(10.4.1) d*f(po) : TpyM X TpyM — R
tale che
(10.4.2) d*f(P0)Xpy, Ypo) = XY f(po), VX, Y € X(M).

DimosTtrAZIONE. Poiché f € un punto critico di f, risulta X f(pg) = O per ogni
X € X(M). Se X, Y € X(M), abbiamo

(10.4.3) XY f(po) = YXf(po) + [X, Y1f(po) = YX f(po).

In particolare, XY f(pg) = 0 se uno dei due campi di vettori X, Y si annulla in 0.
Questo dimostra che il valore XY f(po) = YX f(po) dipende solo dai valori X, ¥,
che i due campi di vettori assumono in pg e quindi, per la (10.4.3), la (10.4.2)
definisce una forma bilineare simmetrica su 7,, M. o

Definizione X.4.2. Sia M una varieta differenziabile ed f € €*(M) una funzione
differenziabile di classe € su M. Se po & un punto critico di f, 1a forma quadratica
d*f(po)(v,v) associata alla forma bilineare simmetrica (T0.4.1)) si dice I’ Hessiano

di fin po.
Osservazione X.4.3. In generale, d” f(po) risulta definito in modo invariante sol-
tanto su kerd f(po) C Ty, M.

Supporremo nel seguito che la f sia differenziabile di classe €™ su M.
1l differenziale di f definisce un’applicazione differenziabile
F=df - M—->T'M
di M nel suo fibrato cotangente 7*M. Fissiamo una carta coordinata (U, x) con
centro in un punto py € M, e consideriamo le coordinate canoniche corrispondenti
in T*M|y. In queste coordinate 1’applicazione F si scrive
m. OF af
Toxl T oxm

La matrice associata al differenziale di /' ha quindi la forma

o) ij
*f
Oxiox/

x(U)Bx—>(x1,...,x )ex(U)xR’".
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I vettori tangenti alla sezione nulla di 7*M nel punto (pg,0) si scrivono in
coordinate locali nella forma

v m
(O)’ conv € R".

Quindi, la condizione che I’Hessiano di f in un suo punto critico pg sia non
degenere ¢ equivalente all’affermazione che il differenziale di df, come applica-
zione a valori in 7% M, sia trasversale alla sezione nulla nel punto df(pg) = (po, 0).
Riformuliamo quindi le nozioni che ci interessano nella forma seguente.

Definizione X.4.4. Sia f € €°(M). Denotiamo con M la sezione nulla del fibrato
cotangente 7*M e con C(f) I’insieme dei punti critici di f.

e Un punto p di M ¢ punto critico di f se df(p) € My.

e Un punto critico p € C(f) si dice non degenere se df & trasversale ad M
in 0, € T*M. Cio equivale al fatto che d*f(p) sia non degenere su T,M.

e Il numero degli autovalori negativi di d”f(p) in un punto critico non
degenere p di f si dice il suo indice di Morse in p.

e La f si dice una funzione di Morse se df h M.

Dalla Proposizione otteniamo:

Proposizione X.4.5. I punti critici non degeneri di una funzione f € €~ (M) sono
isolati. O

Dimostriamo ora 1’esistenza di funzioni di Morse.

Lemma X.4.6. Siano M una sottovarieta differenziabile di dimensione m di uno
spazio Euclideo R" ed f € €*(M). Allora insieme dei funzionali lineari ¢ :
R* — R per cui (f —¢ly) sia una funzione di Morse e un sottoinsieme denso di
seconda categoria in R" ~ (R")*,

DimosTtrAZIONE. Indichiamo con T, R" lo spazio totale della restrizione ad M
del fibrato cotangente di R". Definiamo un fibrato affine ¢ = T, R" M , con
n(@) = alr,m, Yp e M, Va € T;Rn.

Sia n il fibrato vettoriale di rango n — m con
EM) ={(a,p) e T"M x Ty R" | n(@) = n(B) = p, Plr,u = O},
BM) =T'M, my(a,p)=a.
La struttura affine sulle fibre di C & descritta dall’omomorfismo di fibrati
EC®r-m0) > (ap) — a-peEM.
Sia & il pullback del fibrato T mediante 1’applicazione df € ¢ (M, T*M). Otte-

niamo un diagramma commutativo

EE —— TiR"

| |

af
M —— T"'M.
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Qui E€) ={(p,@) e M X Ty |a € TM, alr,u = df(p)ted F(p,a) = a.

Il fibrato 0 = T} R" — M ¢ trivializzabile. Per il TeoremdX.2.1} i covettori
B € (R")* per cui la corrispondente sezione costante in I'g(M, T}, R") sia trasversale
ad F formano un sottoinsieme denso della seconda categoria di Baire. Fissiamo un
tale 5 ed indichiamo con sg € € (R") la funzione lineare sg(x) = (x|S3) su R" e con
o € € (M) la sua restrizione ad M. Abbiamo allora un diagramma commutativo

d
E@E©) —L- T3 R" Lelu M

|,
df oF

M——TM
Poiché rz e mz sono sommersioni, otteniamo che df e dog sono trasversali. Questo

equivale al fatto che i punti critici di f — o siano non degeneri, cio¢ che f — o sia
una funzione di Morse. O

Teorema X.4.7. Sia M una varieta differenziabile, numerabile all’infinito. Per
ogni f € € (M) esiste una funzione di Morse g € €< (M) tale che |f(p)—g(p)| < €
per ogni p € M. Possiamo inoltre scegliere g in modo tale che g assuma valori
distinti nei punti critici distinti.

DimvosTrAZIONE. Utilizzando il teorema d’immersione di Whitney e 1’immer-
sione canonica di R nella sfera S¢, possiamo ricondurci al caso in cui M sia una
sottovarieta localmente chiusa e limitata di uno spazio Euclideo. L'’esistenza di una
g € €°(M) di Morse con sup |f — g| < € & conseguenza del Lemma [X.4.6]

Per completare la dimostrazione, sara sufficiente mostrare che, se f € €*°(M)
¢ una funzione di Morse, fissato € > 0 & possibile trovare un’altra funzione di
Morse g € (M), con sup |f — g| < €, che assuma valori distinti nei suoi punti
critici. Per la Proposizione I’insieme C(f) dei punti critici di f & discreto.
Possiamo allora fissare una famiglia localmente finita {U,} di aperti tali che

peUy U,NnU;=0 se pqeC(f). p*q
Fissiamo, per ogni p una funzione y, € ¢ (M) con suppy, € U, e x, = 1 inun

intorno di p. Esiste allora una successione €, di numeri reali positivi tali che, se
lcp| < €p, la funzione

8 =8+ ZpeC(f)CpX 7

sia ancora una funzione di Morse, con gli stessi punti critici di g.
La tesi ¢ allora facilmente verificata nel caso in cui I’insieme C(f) sia finito.
Supponiamo che C(f) sia infinito. Allora ¢ numerabile e possiamo porre
C(f) = {py | v € N}. Definiamo allora per ricorrenza la successione {c,, } di
numeri reali con |cp, | < €,, per ogni v, richiedendo che, posto

gV = g + Zhsycl’h/\/l’h

sia g,(py) € {g—1(pr) | h < v}. Allora la 8(c,) Ottenuta assume valori distinti in
punti critici distinti. O

Per le varieta compatte con bordo vale il seguente
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Teorema X.4.8. Sia M una varieta differenziabile compatta con bordo, e suppo-
niamo che il bordo sia unione di due parti Ny ed Ny, disgiunte e compatte. Allora
esiste una funzione di Morse f € €*(M) con f~1(0) = Ny, f'(1) =N, 0< f < 1
su M, senza punti critici su OM.

Osservazione X.4.9. Sia f una funzione di Morse su una varieta compatta M.
Allora M ¢ topologicamente equivalente ad un CW-complesso che si ottiene da
successivi attaccamenti di tante celle di dimensione k quanti sono i punti critici
con indice di Morsd]k di f.

X.5. Descrizione locale delle funzioni di Morse

Descriviamo ora la struttura locale delle funzioni di Morse nell’intorno di un
punto critico.

Lemma X.5.1. Sia Q un intorno aperto di 0 in R} ed f € €*(Q) una funzione
differenziabile, con f(0) = 0, che ha in 0 un punto critico non degenere. Possiamo

allora trovare coordinate locali y = (y',...,y™) in O tali che, per un intero q con
0<g<m,

- _ J)2 J)2
(10.5.1) F =D+ D O

DmosTrAZIONE. Possiamo supporre che Q sia stellato rispetto all’origine. Ab-
biamo allora

mo et 92 f(stx)
f(x):zi’jzlxxfhi,j(x), con h,-,j(x):f(; j; Wtdsdl.

La matrice (h; j(0)) ¢ 'Hessiano di f in 0. A meno di una trasformazione lineare
di coordinate, possiamo allora supporre che (h; j(0))1<; j<m sia diagonale, con tutti
gli elementi sulla diagonale di modulo 1. Poniamo

y! |h1,l(x)|(x +Zi:2|h1,1(x)|),

y{:xj se l<j<m.

Osserviamo che le y{ sono ben definite e differenziabili in un intorno di 0 in Q.

Inoltre lo Jacobiano DL & I'identita nell’origine, e quindi le y{ definiscono un

X
sistema di coordinate in un intorno Q; di 0 in Q. Nelle nuove coordinate risulta:

FOD = FEG) = haOOD*+ > KDowy,

2<i,j<m
) - . .
con (h; i )2<i,j<m SIMmetrica.
Per ricorrenza, possiamo trovare una sequenza
QoQ;D---2Q,_1 DQ,

Ovedi J. Milnor, Morse Theory, Based on lecture notes by. M. Spivak and R. Wells, Princeton,
New Jersey. Princeton University Press, 1963.
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di intorni aperti di 0 in R™ e di coordinate (y) in € ed una sequenza di matrici
simmetriche (hl(.kj)k<,-, j<m» ponendo

KD )

k [ (k=1) k m ki

yk = |hk,k (yk—l)l [yk_l + . — |

Zz—k+l |h(klfk 1)(}7k—1)|
yi=y,_, se j#k,

in modo che risulti

k ; m .
fO0 =3 hi OO+ ) B0y

1l seguente teorema ¢ la riformulazione astratta del lemma precedente:

Teorema X.5.2. Sia M una varieta differenziabile ed f € € (M) una funzione
che ha in py € M un punto critico non degenere. Esiste allora una carta locale
(U, x) con centro in pg tale che, per un intero g con 0 < g < m, risulti

(1052) FP) = (o) = 35 )+ Y () :

I<i<

X.6. Indice d’intersezione

Sia M una varieta differenziabile ed M, M, due sue sottovarieta proprie, con
(10.6.1) dimM =m, dimM; = my, dmM, =my, mi+my =m, M; h M,.
L’intersezione M; N M> ¢ un sottoinsieme discreto di M. Per I'ipotesi di trasversa-
lita,

(10.6.2) T\M=T,M\®T,M>, VpeMNM,.
Risulta percio definita, per ogni p € M| N M, un isomorfismo lineare
(10.6.3) T,My — vy, ,My = T,M|T,M,

di T, M; sulla fibra in p del fibrato normale ad M/ in M.

Siano ora assegante un’orientazione sul fibrato normale vy, M di M in M ed
un’orientazione sulla varieta M,.

Nel caso in cui M, sia una sottovarieta orientata di una varieta orientata M,
possiamo considerare su vy, M| un’orientazione, che chiameremo canonica, per
cui I’isomorfismo naturale

(10.6.4) @, TyM — T,M| © vy, ,M

mantenga |’ orientazione.

Assegnate un’orientazione ad vy M; e ad M, ha senso chiedersi se I’iso-
morfismo (10.6.3) conservi o inverta ’orientazione. Porremo, per p € M; N
M,

(10.6.5)

) +1 se w conserva I’orientazione,
e(p) = i . .
—1 se w inverte 1’ orientazione.
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Definizione X.6.1. Siano M, M, due sottovarieta compatte trasversali di una va-
rieta differenziabile M, con dim M| + dim M| = dim M, e siano assegnate orienta-
zioni di M, e del fibrato normale di M.

Lindice d’intersezione di M ed M, ¢ il numero intero

0 se MiNM, =0,

(10.6.6) (M, : My] =
ZpEMlﬂMzg(p) se Ml N M2 * 0

Se M, ¢ una varieta orientabile compatta e connessa di dimensione m;, il
suo mp-esimo gruppo di omologia a coeflicienti interi H,,,(M>) ¢ isomorfo a Z.
Un’orientazione su M corrisponde alla scelta di un generator wy, di Hy,(M>).

Supponiamo che M| sia connessa. Ad un’orientazione di vy M| possiamo as-
sociare un elemento yys, di Hy,,(M, M \ M;). Sia infatti F la fibra di vj/M; in un
qualsiasi punto p € M;. L’orientazione del fibrato normale equivale al dato di un
generatore yr del gruppo ciclico Hy,,(F, F \ {p}) = Z.

Siat= (U AN M) un intorno tubolare di M;. L’inclusione
L (F,F\{p}) = (U, U\ M)

ci permette di considerare I'immagine yy = t.(yr) di yr in H,, (U, U \ M}). L’ele-
mento yy € H,,(U, U \ M) non dipende dalla scelta del punto p, perché abbiamo
supposto M7 connessa.
Utilizzando 1’isomorfismo di excisione,
Hy, (U, U\ My) = Hyy (M, M\ My),

la classe yy definisce un elemento yy, € Hy,,(M, M \ M), che dipende solo dalla
sottovarieta M; e dalla orientazione del suo fibrato normale.
Consideriamo le inclusioni

J:(M2,0) = (M, My \ M) e 1:(My,My\ My) = (M,M\ My).
Vale la

Proposizione X.6.2. Siano M una varieta differenziabile ed My, M, due sue sot-
tovarieta connesse e compatte, trasversali e di dimensioni complementari in M.
Siano assegnate un’orientazione yy, € Hy,(M, M\ M) sul fibrato normale di M,
ed un’orientazione wy, € Hy,(M>) su M. Allora

(10.6.7) Lee(@my) = [M : Ma] -y,

Se M, M, ed M, sono tutte orientate e scegliamo sui fibrati normali le orienta-
zioni canoniche, per ogni punto p € M N M, risulta

+1 seT,M — T,M, & T, M, mantiene I’orientazione,
&p) = {—1 se T,M — T,M; & T, M, inverte I’ orientazione.
In particolare, vale la
(10.6.8) (M, : Mi] = (-1)™M"™[M; : M,].

TEsso corrisponde alla classe di coomologia di deRham di una forma di grado m;, con integrale
1 su M,.
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Nel caso di due sottovarietd non necessariamente trasversali, ma connesse, com-
patte e soddisfacenti la (I0.6.1I), possiamo prendere la come definizione
dell’indice d’intersezione [M; : M>].

Per la Proposizione I’indice d’intersezione ¢ un invariante omotopico.

Se il fibrato normale di M; ed M, non sono orientate, possiamo utilizzare i
gruppi di omotopia a coefficienti in Z; e definire I’indice d’intersezione come un
elemento di Z,. In particolare il numero (pari o dispari) di punti d’intersezione di
due sottovarieta compatte ¢ un invariante isotopico.

Esempio X.6.3. Consideriamo una circonferenza § = S! ¢ R3 ¢ RP?. Ogni
immagine isotopica di S' in RP? che intersechi trasversalmente un iperpiano ¥ ~
RP? di RP? lo interseca in un numero pari di punti.

In particolare § & diffeomorfa ad una retta proiettiva £ ~ RP! di RP?, ma non
¢ ad essa isotopica.

Esempio X.6.4. Consideriamo nel piano proiettivo complesso CP? le due sotto-
varieta M| = {Zg + zf + Z% = 0} ed M, = {zo = 0}. Entrambe sono diffeomorfe
alla sfera § 2, ma non possono essere trasformate I’una nell’altra da un’isotopia del
piano proiettivo complesso, perché le rette proiettive complesse che intersecano
M, trasversalmente la intersecano in due punti, mentre quelle che intersecano M»>
trasversalmente la intersecano in un solo punto.

X.7. Indice d’intersezione e grado topologico

Siano M| ed M, due varieta compatte e connesse orientate, della stessa di-
mensione m. Abbiamo osservato che 1’orientazione definisce canonicamente, per
ciascuna di esse, un generatore wyy, di H,,(M;) ed un generatore wyy, di H,,(M>3).
Possiamo definire il grado di un’applicazione continua f : M; — M, come il
numero intero deg(f) per cui

(10.7.1) fulwn,) = deg(f) - wa,.
Supponiamo ora che f sia differenziabile e consideriamo il grafico di f, cio¢
I’applicazione

(10.7.2) f:My3p— (p,f(p) € My X M.

Sia pr, : M1 X M, — M> la proiezione nella seconda coordinata. Consideriamo il

diagramma

H,,(My) LN H,(f(M))) — 5 H, (M) X My, My X (M5 \ {p2})

f*l sz*l Prz*J(

Hy(My) ——  Hn,(My) — H,(Ma, M3 \ {p2})

ovetr: f(M;) < M) XM, ¢ 'inclusione. Indichiamo con 1y, la classe definita dal
fibrato normale di M in M| X M;, con I’orientazione data da quella di M;. Poiché

Ly Of;(le) = [f(Ml) : MPZ]yMI’

ed il diagramma & commutativo, otteniamo
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Lemma X.7.1. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo

(10.7.3) deg(f) = [f(M1) : (M X {p2])], Vp2 € Ma.

Se in particolare scegliamo come p; un valore regolare di f, il grado dell’appli-
cazione f si puo calcolare come I’indice d’intersezione del grafico di f con quello
dell’applicazione costantemente uguale a p,.






CAPITOLO XI

Alcune Costruzioni

XI.1. Somme connesse

L’ operazione di somma connessa consiste nel congiungere due varieta connes-
se, della stessa dimensione m > 2, con un tubo.

Senza ripeterlo in ogni definizione ed enunciato, supporremo nel seguito che
m sia un intero maggiore o uguale a due.

Come spazio topologico, la somma connessa ¢ ottenuta per incollamento.

Ricordiamo che, se X e Y sono spazi topologici, A un sottospazio di X ed
f A — Y un’applicazione continua, I'incollamento X Uy ¥ di X ad Y mediante la
f ¢ il quoziente dell’unione disgiunta X LI Y rispetto alla relazione di equivalenza
che identifica x € Acony = f(x) € Y.

Siano M; ed M, due varieta differenziabili della stessa dimensione m > 2.
Fissiamo p, € My, p» € M, e siano U, una carta coordinata di M; con centro in
p1 ed U, una carta coordinata in M, con centro in p;, con funzioni coordinate

(11.1.1) ¢;: Uy = R™, taliche ¢;(U) =R", i=1,2

ed U, € M|, Uy € M. Se M, ed M, sono orientate, richiediamo che la carta
locale (U1, ¢1) preservi e la (U;, ¢,) inverta 1’orientazione.
Osserviamo che il diagramma commutativo

i
{pi}

descrive U; come intorno tubolare di p; in M;.

U;

Rm

Definizione XI.1.1. La somma connessa M1#M,(d1, $2) € lo spazio topologico
che si ottiene incollando M ad M> mediante 1’applicazione

¢1(P)) U
P =%

con la struttura differenziabile descritta dal seguente Teorema:

(11.1.2) f:Ulap—>q>51(

Teorema X1.1.2. Le applicazioni naturali i; : M;\ {p;} = M1#M>(P1, d2), peri =
1,2, sono omeomorfismi con I'immagine ed e possibile definire su M1#M>(d1, ¢2)
un’unica struttura di varieta differenziabile che le renda diffeomorfismi locali.

La struttura differenziabile cosi definita ha le proprieta:

175
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(1) Se My ed M, sono varieta differenziabili connesse della stessa dimen-
sione m > 1, la loro somma connessa M{#M»(P1, d2) é una varieta
differenziabile connessa di dimensione m.

(2) Se M| ed M, sono orientate, anche M #M>(¢d1, o) é orientabile ed am-
mette un’orientazione tale che le inclusioni M; \ {p;} — M #M>(d1, d2)
preservino ’orientazione.

(3) M #M(d1, $2) e compatta se, e soltanto se, entrambe M| ed M, sono
compatte.

(4) Se My ed M, sono connesse, a meno di diffeomorfismi, la M1#M>(d1, ¢2)
non dipende dalla scelta dei punti p; € M; e delle carte locali (U;, §;).

DimostrAZIONE. Quando cio non provochi ambiguita, scriveremo nel seguito
per semplicita, nel corso della dimostrazione, M#M, invece di M #M>(d1, §2).

Le M; = M;\{pi}, peri = 1,2, sono due varieta differenziabili di dimensione .
Indichiamo con 7 : M; U My, — M #M; la proiezione nel quoziente. Osserviamo
che per ogni i = 1,2 la composizione

L M,' _— M] L Mz L> M #M>,
dove la prima freccia ¢ I’inclusione naturale, ¢ aperta ed ¢ un omeomorfismo con
I’immagine. In particolare, & ¢ aperta ed ¢ un omeomorfismo locale.

Fissati due atlanti 7] di M; ed 2% di M>, 1a loro unione disgiunta &/ = .o .o
¢ un atlante di M, LUM,. Una carta locale (U, ¢) € o/ definisce in modo naturale una
carta locale in M#M,. Infatti 7(U) & un aperto e risulta definito un omeomorfismo
¢ : 7(U) = ¢(U) c R™ mediante il diagramma commutativo

a(U)

$(U).

L atlante < = {(n(U), ®) | (U, ¢) € o) LI ) cosi ottenuto & ancora di classe €.
Il fatto che, se M; ed M, sono orientate, anche M;#M, sia orientata, € conse-
guenza del fatto che lo jacobiano dell’inversioneﬂ

(11.1.3) a:Rm\{O}By—>|y%eRm

ha determinante negativo. Avendo scelto una carta (U;, ¢;) orientata negativamen-
te, la sua composizione con I’inversione da una mappa che ha la stessa orientazione
di (U1, ¢1).

Per dimostrare che M #M;, a meno di diffeomorfismi, ¢ indipendente dalla
scelta dei punti p; € My, p» € M e delle carte locali (Uy, ¢1), (Ua, §2), utiliz-
ziamo il Teorema del Capitolo Questo di dice subito che a meno di
diffeomorfismi M;#M, non dipende dalla scelta di p; e p».

Iper semplicita si pud considerare lo Jacobiano in un punto della sfera unitaria {|y| = 1}. Esso
lascia invariati i vettori tangenti alla sfera ed inverte la direzione del vettore normale. Il determinante
dello Jacobiano ¢ quindi in tali punti uguale a (-1) ed, essendo m > 1, si mantiene negativo sul
connesso R™ \ {0}.
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La tesi ¢ infatti conseguenza dell’unicita dell’intorno tubolare (Teoremal|lX.3.1|
Corollario[lX.3.2]e Teorema[[X.4.3]) o

Notazione XI.1.3. Se M, ed M, sono due varieta differenziabili connesse, indi-
cheremo con M #M> la loro somma connessaﬂ, con la struttura di varieta descritta
dal Teorema[XL.1.2]

Esempio XI.1.4. Se M ¢ una varieta di dimensione m, allora M#S™ ¢ diffeomorfa
ad M.

Esempio XI.1.5. Se m > 1, abbiamo R™#R™ ~ R™ \ {0} =~ S ! x R.

Esempio XI.1.6. In generale, se M ¢ una varieta di dimensione m > 1, allora
M#R™ ~ M = M \ {po}, ove po & un punto di M.

Proposizione XI1.1.7. Se M| ed M, sono due varieta connesse di dimensione m >
3, allora

(1114) 7T1(M1#M2):7T1(M1)*7T1(M2).

DimMosTRAZIONE. Siano p; € My, p» € M i centri delle carte locali (Uy, ¢p) di
M;, (Ua, ¢2) di M>, ed indichiamo con @ : M; LU M, — M #Mj la corrisponden-
te proiezione nel quoziente. Applichiamo il teorema di Seifert-Van Kampen alla
coppia di aperti A| = @(M;) ed Ay = w(M,). Poiché A; N A, & omeomorfo ad
§™1 % R, abbiamo 7m1(A; N As) = 0. Quindi

m (M #M3) = mi (M7 \ {p1}) = mi (M2 \ {p2}).

Poiché m > 3, abbiamﬂ i (M;) =~ 7y (M;) per i = 1,2, e da questa uguaglianza
segue la tesi. O

Proposizione XI1.1.8. Indichiamo con T, una varieta differenziabile di dimensio-
ne due omeomorfa alla sfera a g manici e con Ly una varieta differenziabile di
dimensione due omeomorfa alla sfera ad € nastri di Moebius. Abbiamo allora

(11.1.5) To#Tg, = Torvgrs Tl = Logres  Le#Le, = Leyss,.

Teorema XI1.1.9. L’insieme M,, delle varieta differenziabili compatte, connesse di
dimensione m, modulo diffeomorfismi, rispetto all’operazione di somma connessa
e un monoide associativo, commutativo e unitario. Abbiamo infatti, per ogni scelta
di M, M, M,, M3 compatte, connesse, di dimensione m,

M #My ~ My#M,,
(M #M)#HM5 ~ M #(Mo#M3),
M#S™ ~ M.

Le varieta differenziabili compatte, connesse, orientate di dimensione m modulo
diffeomorfismi formano un sottomonoide unitario M, di M,y,.

2per il punto (3), possiamo evitare il riferimento ai punti p; ed alle carte locali ¢; utilizzate per
definirla.

3Applichiamo il teorema di Seifert-Van Kampen alla coppia di aperti M; ed U;. L aperto U, &
omeomorfo ad R” e quindi semplicemente connesso. L’intersezione M, NU; & omotopa ad S e
quindi semplicemente connessa. Ne segue che 7 (M;) ~ m(M,).
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La struttura dei monoidi Mt,,, M, non & nota in generale. Nel caso m = 2 si sa
che, a meno di diffeomorfismi, la struttura topologica determina anche quella dif-
ferenziabile. Dalla classificazione topologica delle varieta compatte di dimensione
due otteniamo allora che

Teorema XI.1.10. I/ monoide M, é generato dal toro T e dal piano proiettivo RP?,
con la relazione

(11.1.6) T#RP? ~ 3 - RP? = RP*#RP*#RP?.
Epoi
(11.1.7) MI=Z,={geZlg=>0)}

ovvero il genere e I'unico invariante delle superficie compatte connesse orientate.

Infatti, se M ¢ una varieta connessa di dimensione due, M#T si ottiene incol-
lando ad M un manico, M#RP? incollando ad M un nastro di Moebius.

Esempio XL1.11. La bottiglia di Klein K2 & la somma connessa RP>#RP? di due
copie del piano proiettivo reale.

Calcoliamo m;(K?) utilizzando il teorema di Seifert-van Kampen. Il piano
proiettivo privato di un punto si retrae per deformazione su S !. Possiamo scegliere
generatori a, b, uno per ciascuna delle due copie di 71 (RP? \ {pt}), in modo che la
circonferenza «, su cui si retrae 1’intersezione delle due copie di di RP? \ {pt}, sia
omotopa, in ciascuno degli RP? \ {pt}, al quadrato del generatore. Il sottogruppo di
van Kampen di Z, * Z;, & quindi generato da a>h~2. Otteniamo quindi che m; (K?) =~
7 * 7y, ed il suo abelianizzato & H(K?) ~ Z X Z.

La bottiglia di Klein si pud anche ottenere identificando i punti del perimetro
di un rettangolo mediante la formula abab™' = 1. Indicando con ¢ una diagonale
del rettangolo, tagliandolo lungo ¢ ed incollando b e b™, si ottiene K2 da un trian-
golo con due lati ¢ ed un lato a2, identificando i punti del perimetro mediante la
formula a®c? = 1. Questa formula di fornisce immediatamente 7t (K?) ~ Z % Z, ed
H{(K*) ~Z xZ,.

In generale, I'insieme UA™ degli elementi invertibili di M, ¢ un gruppo. I suoi
elementi sono omeomorfi a sfere. Vale infatti la:

Proposizione XI.1.12. Siano M, N due varieta differenziabili di dimensione m. Se
M#N e omeomorfo ad S™, allora M ed N sono entrambe omeomorfe ad S™.

Osservazione X1.1.13. Una sfera d’omotopia ¢ una varieta differenziabile che ha
lo stesso tipo d’omotopia di una sfera. Essa ha quindi gli stessi gruppi di omotopia,
di omologia e di coomologia singolare di una sfera.

La congettura di Poincaré generalizzata afferma che una m-sfera di omotopia
¢ omeomorfa alla sfera S™. Essa ¢ stata risolta nel 1961 da Stephen Smaleﬁ] nel

4Generalized Poincaré’s conjecture in dimensions greater than four, Annals of Mathematics,
2nd Ser., 74 (1961), no. 2, 391-406
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caso m > 5, nel 1982 da Michael Hartley Freedma nel caso m = 4 e nel 2003 da
Grigori Perelmalﬁ nel caso m = 3.

Osserviamo che la validita della congettura di Poincaré generalizzata nel caso
m = 2 ¢ conseguenza del teorema di classificazione delle superficie compatte e nel
caso m = 1 dal fatto che la circonferenza ¢ I’unica curva connessa e compatta di
dimensione 1.

Le sfere di omotopia sono omeomorfe, ma possono non essere diffeomorfe alle
sfere .

L’insieme U, degli elementi invertibili di 9, si pud identificare al gruppo
delle strutture differenziabili invertibili sulla sfera topologica di dimensione m. E
noto che per m # 4 tutte le strutture differenziabili sulla sfera di dimensione m sono
invertibili, ed ,,, & finito e Abeliano. Non si sa se esistano sfere esotiche, cio¢ con
una struttura differenziabile diversa da quella standard, in dimensione 4.

Osservazione XI.1.14. Una sfera di omologia & una varieta differenziabile che
ha gli stessi gruppi di omologia singolare di una sfera. Se una varieta M, di
dimensione M, ¢ una sfera di omologia abbiamo cioe
HAM) = Z per.z = 0,.m,

0 altrimenti.

In origine la congettura di Poincaré, da lui formulata nel 1900, stabiliva che una
sfera di omologia di dimensione tre fosse omeomorfa ad 3. Nel 1904 egli stesso
trovd un esempio di una sfera di omologia di dimensione tre non semplicemente
connessa.

Una sfera di omologia di dimensione 3, non omeomorfa alla sfera S 3¢lo spa-
zio dodecaedrale di Poincaré. Esso pu0 essere definito come uno spazio omogeneo
di SO(3), scegliendo come gruppo di isotropia il gruppo icosaedrale 1 delle rota-
zioni che trasformano in se un icosaedro regolare con centro nell’origine. Il grup-
po I & isomorfo al gruppo alternato As delle permutazioni di segnatura positiva di
cinque elementi.

Ricordiamo che I'icosaedro regolare ¢ il solido platonico con venti facce, che
sono triangoli equilateri, dodici vertici, e trenta lati. Il suo duale ¢ il dodecaedro,
con dodici facce che sono pentagoni regolari, venti vertici e trenta lati.

Oltre alla sfera S 3, questa & 1’unica sfera d’omologia che ha gruppo fondamen-
tale finito. Il suo gruppo fondamentale ¢ il gruppo icosaedrale binario 21, che ha
ordine 120. Indicando con I il gruppo delle rotazioni dell’icosaedro regolare, il

3The topology of four-dimensional manifolds, Journal of Differential Geometry 17 (3) (1982),
357453

The entropy formula for the Ricci flow and its geometric applications.

arXiv:math.DG/0211159,

Ricci flow with surgery on three-manifolds. arXiv:math.DG/0303109

Finite extinction time for the solutions to the Ricci flow on certain three-manifolds.
arXiv:math.DG/0307245

Vedi anche: John W. Morgan, Gang Tian (2006). Ricci Flow and the Poincaré Conjecture.
arXiv:math/0607607
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gruppo icosaedrale binario si puo ottenere dal diagramma commutativo

Spin(3) —— SO(3)

I I

21 e I.

Notiamo che il gruppo 2I ha lo stesso ordine, ma non ¢ isomorfo al gruppo S5 delle
permutazioni di 5 elementi. Il gruppo As & un sottogruppo di Ss, ma non un suo
quoziente, ed un quoziente di 2I, ma non un suo sottogruppo.

Lo spazio dodecaedrale di Poincaré ¢ stato recentemente proposto come mo-
dello su larga scala dell’Univers

Esempio XI.1.15. Sia D™ un disco m-dimensionale di una carta coordinata di una
varieta M di dimensione m e sia ~ la relazione di equivalenza che identifica punti
antipodali di dD™. 1l quoziente M/ ~ & omeomorfo alla varieta M# RP"™.

XI.2. Somme connesse di varieta con bordo

Abbiamo definito le varieta differenziabili con bordo nel §IIT.4]del Capitolo[ITI}
Possiamo estendere le definizioni ed i risultati del al caso in cui M; ed M,
siano varieta con bordo ed i punti p; € M; siano interni alle varieta. Fissiamo
coordinate locali ¢; : U; — R™ con centro p; e ¢;(U;) = R™, tali che, se le M; sono
orientate, la ¢ preservi e la ¢, inverta I’ orientazione.

Definizione XI.2.1. La somma connessa M1#M;(d1, $2) € lo spazio topologico
che si ottiene incollando M, ad M, mediante 1’applicazione

q)l(P)) 7
P <%

con la struttura di varieta differenziabile con bordo descritta dal seguente Teore-

maXI[.2.7]

Teorema X1.2.2. Le applicazioni naturali ¢; : M; \ {pi} = M 1#M>(P1, $2), peri =
1,2, sono omeomorfismi con 'immagine ed é possibile definire su Mi#M>(d1, ¢2)
un’unica struttura di varieta differenziabile con bordo che le renda diffeomorfismi
locali. 1l bordo di Mi#M3(d1, §2) é l'unione disgiunta dei bordi di My ed M, :

O(M#M>(P1, ¢2)) = OMy LI OM,.

(11.2.1) f:Ulap—>q>51(

La struttura differenziabile cosi definita ha le proprieta:

(1) Se M ed M, sono varieta differenziabili con bordo connesse della stessa
dimensione m > 1, la loro somma connessa M1#M>($1, ¢o) € una varieta
differenziabile con bordo connessa di dimensione m.

7Luminet, Jean-Pierre; Jeff Weeks, Alain Riazuelo, Roland Lehoucq, Jean-Phillipe Uzan
(2003-10-09).  Dodecahedral space topology as an explanation for weak wide-angle tem-
perature correlations in the cosmic microwave background. Nature 425 (6958): 593-595.
arXiv:astro-ph/0310253



XI1.3. SOMME CONNESSE LUNGO IL BORDO 181

(2) Se M| ed M, sono orientate, anche M #M,(¢d1, o) e orientabile ed am-
mette un’orientazione tale che le inclusioni M; \ {p;} — M #M>(d1, d2)
preservino [’ orientazione.

(3) M #M(d1, $2) e compatta se, e soltanto se, entrambe M| ed M, sono
compatte.

(4) Se My ed M, sono connesse, a meno di diffeomorfismi, la M1#M>(d1, d2)
non dipende dalla scelta dei punti p; € M; e delle carte locali (U;, §;).

Le considerazioni sono analoghe a quelle svolte nel e saranno quindi
omesse.

Notazione XI1.2.3. Se M, ed M, sono due varieta differenziabili con bordo connes-
se, indicheremo con M{#M, la loro somma connesseﬂ , con la struttura di varieta
differenziabile con bordo descritta dal Teorema[XI.2.2]

Esempio XI.2.4. Sia D™ il disco chiuso m-dimensionale. Allora D"'#D" ¢ diffeo-
morfo al cilindro ! x I.

XI1.3. Somme connesse lungo il bordo

Consideriamo ora I’operazione di connettere due varieta con bordo lungo un
disco sulla loro frontiera. La somma connessa lungo il bordo fa corrispondere a due
varieta con bordo una nuova varieta con bordo, il cui bordo € la somma connessa
dei bordi delle due varieta.

Siano M ed M, due varieta differenziabili, con bordi dM; e dM, non vuoti.
Fissiamo due punti p; € dM;, e due carte locali (U;, ¢;) con centri in p;, i = 1,2,
con la proprieta che le ¢; : U; — RY = {x € R™ | ™ > 0} siano diffeomorfi-
smi surgettivi. Se le M; sono orientate, supporremo che ¢ preservi e ¢, inverta
I’ orientazione.

Definizione XI.3.1. La somma connessa lungo il bordo di M; ed M, mediante
(b1, d2) € lo spazio topologico M #,M>(¢d1, o) ottenuto incollando My \ {p;} ad
M5 \ {p>} mediante 1’applicazion

P1(p)

fWUD\{p1} o p — ¢ (|¢1<p>|2) € (U)\ {p2} € My \ {pa),

con la struttura differenziabile descritta dal TeoremalXI1.3.21

Teorema X1.3.2. Si puo definire su M #,M»(d1, &2) un’unica struttura di varieta
differenziabile con bordo per cui le inclusioni naturali definite dal diagramma
commutativo

M; \ {pi

My \ {p1h U (M \ {p2})

}
M #, Mo (d1, §2)

8per il punto (3), possiamo evitare il riferimento ai punti p; ed alle carte locali ¢; utilizzate per
definirla.

9Se @ : R" — R™ & I'inversione v — v/[vJ, identifichiamo tra loro i punti o7 (W) e §; ' (a(v)),
al variare di v in R
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siano immersioni differenziabili di varieta con bordo, e risulta
(M #p,Mo(P1, p2) = OM 1 #OM.
La struttura differenziabile di M #,M>($1, ¢2) ha le proprieta:

(1) Se M| ed M; sono orientate, anche M #,M>(d1, &) é orientabile ed e
possibile definire su di essa un’orientazione in modo tale che le immer-
sioni M; \ {pi} — M #,M»(d1, $2) preservino [’ orientazione.

(2) M #,M> (b1, Do) e compatta se e soltanto se entrambe My ed M, sono
compatte.

(3) Seibordi OM; e M, sono connessi, allora, a meno di diffeomorfismi, la
struttura differenziabile di M#,M>(b1, ¢2) non dipende dalla scelta dei
punti p; e delle carte locali ¢;.

Notazione X1.3.3. Se le M; hanno bordi connessi, indicheremo semplicemente con
M #,M,, invece che con M #,M>(d1, ¢2), la somma connessa lungo il bordo delle
varieta M; ed M.

Osservazione XI.3.4. Se M & una varieta con bordo di dimensione m, allora
M#,D™ ¢ diffeomorfa ad M.

Proposizione X1.3.5. Se M|, M, sono varieta differenziabili connesse con bordi
connessi, di dimensione m > 2, allora M #,M> ha il tipo di omotopia del bouquet
M| Vv M.

DmosTtrAZIONE. Ricordiamo che il bouquet M| V M, si ottiene da M, LI M,
identificando un punto di M; con un punto di M,. Sia M #,M, = M#,M2(d1, ¢2)
con diffeomorfismi ¢; : U; — R. Per verificare la validita dell’enunciato, ¢
sufficiente osservare che gli spazi U; \ {p;} sono contrattili. O

XI1.4. Incollamento lungo una sottovarieta

Possiamo generalizzare 1’ operazione si somma connessa all’incollamento lun-
go sottovarieta diffeomorfe. In generale, il risultato dell’incollamento dipendera
dalle classi di isotopia delle due sottovarieta. La costruzione ¢ la seguente.

Sia & = (E AN N) un fibrato vettoriale di rango k su una varieta differen-
ziabile N, di dimensione n. Possiamo definire su E una metrica positivﬂ cioe
un’applicazione

ge € € (E @y E,R)
con le proprieta
(1) ge(p) ¢ bilineare e simmetrica su E, X E,, per ogni p € N,
(2) ge(v,v)>0sepeNevekE,\{0}
Utilizzando la metrica gg, possiamo definire un’involuzione sullo spazio totale E
privato della sezione nulla: £ = | | pen(Ep \ {0}), mediante

E=| |E,\10)3v— r(v) =

PpEN

vV
— ¢
ge(v,v)

1OQuesto ¢ ovvio se & & un fibrato banale; nel caso generale si pud dimostrare utilizzando una
partizione dell’unita subordinata ad un atlante di trivializzazione di &E.
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Identifichiamo N alla sezione nulla N X {0} di E.

Siano poi M| ed M, due varieta differenziabili della stessa dimensione m =
n+kedh; : E— M;, i=1,2due immersioni di E, che siano diffeomorfismi con
I’immagine. Definiamo

M(hy, hy) = (My \ hi(N)) U (M2 \ ha(N))/ ~,

[Tk
~

ove ¢ la relazione di equivalenza che identifica i punti
m) ~ hy (—V ) Ve E.
gE(V, V)

Teorema XI1.4.1. Le immersioni naturali M; \ hy(N) — M(hy,h) (i = 1,2) so-
no omeomorfismi con le immagini. Esiste un’unica struttura differenziabile su
M(hy, hy) per cui tali inclusioni siano immersioni differenziabili.

Se S| ed S, sono sottovarieta differenziabili proprie di M| ed M, rispettiva-
mente, con S| ed S, diffeomorfe tra loro, il diffeomorfismo tra S| ed S, induce
un diffeomorfismo dei loro intorni tubolari, che ci permette di incollare M| ad M»
lungo le sottovarieta S | ed S, utilizzando la costruzione precedente.

Un caso particolare di questa costruzione ¢ il seguente.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m ed n un intero positivo mi-
nore di m. Consideriamo allora una sottovarieta S di M diffeomorfa ad S” ed
incolliamo S ad M lungo S" c S™. Questa operazione si dice modificazione
sferica o chirurgia.

Esempio XI.4.2. Siano &1, & due fibrati differenziabili localmente banali con fibra
tipica S" e basi Bg,, Bg, della stessa dimensione m. Il risultato dell’attaccamen-
to degli spazi totali E¢ ed Eg, lungo una fibra ¢ allora un fibrato differenziabile
localmente banale con fibra S” e base B¢, #Bg, .

XL.5. Incollamento lungo sottovarieta del bordo

Sia g = (E il N) un fibrato vettoriale differenziabile di rango k, su una base
N di dimensione n, come nel paragrafo precedente.

Siam = n+k+1 e siano M; ed M, due varieta differenziabili di dimensione m,
con bordi dM; e dM; non vuoti. Siano h; : E — 0M;, per i = 1,2, due inclusioni
differenziabili dello spazio totale E di § nei bordi di M| ed M,, rispettivamente.
Le h; si possono estendere ad inclusioni differenziabili[]j] hi  ExRy - M; di
varieta con bordo, in modo tale che le immagini hi(E x R.) siano intorni tubolari
di h;(N) = N;in M; (i = 1,2).

XI1.6. Attaccamento di manici alla frontiera

L’ operazione di attaccamento di un k-manicoEZI ad una varieta differenziabile
M (qui k < m = dim M) con bordo ¢ I’analogo, per le varieta differenziabili,
dell’operazione di attaccamento di una k-cella per i complessi cellulari.

Hndichiamo con R, la semiretta chiusa {t € R | t > 0}.

12Questa operazione ¢ stata introdotta da STEPHEN SMALE, nell’articolo: On the structure of
manifolds Amer. J. Math. , 84 (1962) pp. 387-399.
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Sia M una varieta di dimensione m, con bordo non vuoto, k un intero con
O<k<medf:S§ k=1 s« pm=k _ 9M un’inclusione differenziabile.

Definizione XI.6.1. Possiamo definire su M Uy D™ un’unica struttura di varieta
differenziabile con bordo per cui le inclusioni naturali M — M U; D™ e D" —
M Uy D™ siano inclusioni differenziabili.

Denotiamo con MU D™ la varieta con bordo ottenuta incollando il disco D™ ad
M mediante la f, con la struttura differenziabile che rende I’applicazione naturale
Mu D™ — MUy D™ differenziabile.

Siam = A+ . Scriviamo x € R” = R* x R" come x = (xy, Xu), con x) € R* ed
x, € R". Identifichiamo § *~1 alla sfera contenuta in S”~! c D™ definita da
S = (. x) € D" 1 x, =0, x| = 1),
Per ogni numero reale €, con 0 < € < 1, I’insieme
Te={xeD"||x|>¢€
& un intorno tubolare di $*~! in D™, con proiezione
X _
Te>x=(x,x) — (—}”,O) e S,
BoY!
Poniamo
Te=T\ S
Su T & definita un’involuzione naturale che preserva le fibre:

VI —1|x?

Inoltre, a, preserva le sfere di dimensione A di S”~! = D™ che contengono S*~!.
Ogni sfera di dimensione A che contiene S*~! contiene due punti x con x; = 0.
Fissiamo un punto x° = (0, xﬁ) € §™~! e consideriamo la sfera Sﬁo, di dimensione

X
(X, xp.) = [M 1+e—|xf2, Xu

A, contenuta in S”~! e contenente x° ed S*~!. Indichiamo con Ko il suo emisfero
chiuso che contiene x° ed & delimitato da $*~!. Sia ko un disco di dimensione A,
di centro x, contenuto in K 0. Se XV = (0, xﬂ), allorﬂ
k= {(xy, xy) € s Xy = txg. fp<t<1}.
Abbiamo allora
apk \ (HUSH = xe S = V-2 << 1)
Otteniamo percio il seguente
Lemma XI1.6.2. L’intersezione K o N T(t(z)) = ap(k\ {x°HuU S M1 o una sottovarieta

con bordo di T(tg) ed un collare di S in K 0. 1l suo bordo consiste di S M1 ed
ap(0K).

13

t corrisponde al centro di k e, per ogni t € [ty, 1[, k contiene una sfera di dimensione A — 1

o =

con x, = tx,

L
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Definizione X1.6.3. Sia / : S*! — dM un’inclusione differenziabile ed & : Ty —
M una sua estensione ed un intorno tubolare di #(S*~!) in M. La varieta ottenuta
dall’unione disgiunta di M\ A(S k‘l) e di D™\ S* ! identificando il punto x € Ty con
il punto h(ao(x)) € M\ h(S*1) si dice ottenuta attaccando ad M una A-maniglia.
Essa sara indicata COIPEIM Uy HA.

La sottovarieta A(S*1) si dice la sfera d’attaccamento. ldentifichiamo M \
h(S*1 e D"\ S* 1 alle loro immagini in M Uy, H" e chiameremo D™ \ ™! il
manico ed il disco D" = {x € D™ | x) = 0} il disco cintura e la sua frontiera S*~!
la sfera cinturaﬁ

Osservazione XI1.6.4. Se M & orientata e & inverte 1’orientazione di M, allora
MUy, H" ammette un’orientazione compatibile con quella di M e con I’orientazione
standard del disco.

Osservazione X1.6.5. Attaccare uno 0-manico significa fare I’unione disgiunta di
Me D™, cioe M U, H® = M L D™,

Osservazione XI1.6.6. Siano M, M, due varieta connesse di dimensione m, con
bordi non vuoti e connessi, e fissiamo p; € OM;, peri =1,2. Siah: S° = {1} —
MUM,; I’applicazione definita da h(—1) = py, h(1) = p,. Allora (M{UM,)U,H" ~
M #,M,.

Proposizione X1.6.7. La varieta M ottenuta attaccando un h-manico ad un disco
D" lungo una sfera S~ del suo bordo ¢é diffeomorfa a S* x DY, con .+ p = m.

Osservazione X1.6.8. In particolare, D> U H' ~ S! x D? & il toro solido.

141 & Piniziale di handle, che significa manico, o maniglia nella lingua inglese.
Bpelt disc e belt sphere, rispettivamente.






CAPITOLO XII

Forme differenziali negli spazi Euclidei

XII.1. Forme differenziali in R”

Indichiamo con AYR" lo spazio vettoriale reale, di dimensione (’;) delle forme
g-multilineari alternate su R".

Definizione XII.1.1. Sia A un aperto di R”. Le applicazioni n € (A, AYR")
si dicono forme differenziali alternate, omogenee di grado q e con coefficienti di
classe € in A.

Useremo la notazione

(12.1.1) QUA) = E7(A, AR
Indichiamo con dx' la forma lineare su R” definita da:
(12.1.2) dx'(x)=x, Yx=1x', ., x") eR"
Le forme:
(12.1.3) dxX" A..Adx"  con  1<ij<..<ig<n

costituiscono una base di A?R"”. Una forma n € £9(A) si scrive in modo unico
come:

. . i ... i
(12.1.4) lei1<...<iannll""‘idx1 A---Adx,  con
(12.1.5) ni ,-q(x) =n(x)(e;,, ...,e[q) € €7 (A),

.....

ove abbiamo indicato con ey, ..., ¢, 1 vettori della base canonica di R”.

Definizione XI1.1.2. L’algebra di Grassmann £*(A) delle forme alternate di classe
& su A & la somma diretta

@@ =P, 2.
con il prodotto definito sulle forme omogenee da
AR (X)W1,...,vg)
= tso1<<oy g 8N D)Wy Vo, N DOV s15- 5 Vr,)

I<oyry<<oy
o€S,

Yoi,..., v  €RY € @1 0A), 7 e 7B, ¢ +q" =q.

187
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XI1.2. Pull-back

Se f € €*(A) ¢ una funzione reale di classe ¢, definita sull’aperto A di R",
il suo differenziale & I’elemento di Q'(A) definito da:

(12.2.1) dfx)=" 6§if)dxl’.

i=1
Siano B un aperto di R”, A un aperto di R"” e ¢ = (¢, ..., ¢"") € €(B, A).

Definizione XIL2.1. Il pullback, o immagine inversa di una forma differenziale
n € 24(A), descritta da (12.1.4)), ¢ la forma differenziale ¢*n € Q4(B) definita da:

(122.2) 6N =D Mirif($)de" A . A de'.

Si verifica immediatamente che il pull-back di forme gode delle proprieta :

Teorema XI1.2.2. 1) ¢* : Q9(A) — Q9(B) ¢ un’applicazione R-lineare.
(2) Sen € QU (A) ed ny € Q12(A), alloram Ay € QUHT2(A) e

¢*(m Am2) = (6 m) A (@ m2).

(3) Se ¢ : D — B ¢é un’applicazione di classe €**', definita su un aperto D
di R, allora

(poy) =y" og"
XI1.3. Differenziale di una forma

Estendiamo la definizione del differenziale dal caso delle funzioni a quello
delle forme differenziali ponendo, per una 7 € Q%*+D(A) descritta dalla (T2.1.4):

dn(x) - Z1Si1<...<iand77i1~~~iq(x) A dxil A A dxiq

(12.3.1) ) o
_ r]ll...lq(x) i il i
- Zi:1213i1<...<iq3n7 dx Ndx A Ndx.

Il differenziale delle forme differenziali ¢ caratterizzato dal:
Teorema XI1.3.1. [l differenziale é ’unica applicazione R-lineare
d:Q'(A) — Q" (A)
che goda delle seguenti proprieta:
(1) Perogniintero q > 0, il differenziale definisce un’applicazione R-lineare :
(12.3.2) d: Q1A) - QT(A).
(2) d coincide con il differenziale definito sulle funzioni nel caso g = 0.
(3) Vale la formula del differenziale del prodotto:
dm Am2) =dm Az + (=D Admp

Vi € Q[ (A), Vi € QF% (A)
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4) dod: Q1A) - QI2(A) é I'applicazione nulla, cioé
(12.3.3) dod=d*=0.

DimvostrAzIONE. 11 differenziale definito dalla (12.3.T)) soddisfa la (3) per le
proprieta del prodotto esterno e la regola di Leibnitz per la derivazione del prodotto
di due funzioni. La (12.3.3)) ¢ allora conseguenza della:

n 2 . .
dif=3 OO i p did =0,

i.j=1 9xidx/
valida per ogni funzione f € %*(A,R). Viceversa, se valgono le (1), (2), (3), (4)
I’espressione del differenziale & data necessariamente dalla (12.3.1). O

XII.4. Il complesso di de Rham

Per ogni aperto A di R”, otteniamo un complesso di operatori differenziali:
d

0— ‘Q2+n(A) - ‘Ql]c+n—l(A) -
d d
(12.4.1) B 'QZ+n—h(A) - QZ:—h—l(A) - ‘QZL%—h—Z(A) -

L @@ -0

Definizione XII.4.1. Il complesso (12.4.1) si dice il complesso di de Rharrﬂ sul-
I’aperto A di R”.

Poniamo:
(12.42)  Z9(A) ={ne Q9A)|dn =0} ( spazio delle g-forme chiuse),
(12.43) Pi(A)={dn|ne Q”_I(A)} ( spazio delle g-forme esatte),
(g-esimo gruppo di coomologia
A = 2¢4 q
(12.4.4) HYA) = Z1A)] %1A) di de Rham).

Se @ € Z4(A), indicheremo con [a] la corrispondente classe di coomologia in
H(A),
Se g < 0, oppure g > n, porremo Z4(A) = 0, #4(A) =0, H1(A) = 0.

Dalla formula dei differenziali, otteniamo immediatamente il:

Teorema XI1.4.2. Siano A un aperto di R”, B un aperto di R™ e ¢ € € (B, A). Il
pullback commuta con i differenziali:

(12.4.5) ¢*(dn) =d¢™n, Vne 2 (A)
e definisce quindi, per ogni intero g, un omomorfismo

(12.4.6) [6°] : H1(A) — HY(B).

1 Georges de Rham, Matematico (Roche, Losanna, 1903 - Losanna 1990). Dal 1932 prof. al-
I’univ. di Losanna e successivamente di Parigi (1943) e Ginevra (1953). Le sue ricerche riguardano
soprattutto problemi di natura differenziale e topologica sulle varieta differenziabili. Nel 1931 dimo-
stro il famoso teorema che identifica i gruppi di coomologia ad invarianti topologici. I suoi risultati
hanno aperto nuovi ed elevati settori di ricerca. Il suo lavoro ¢ stato particolarmente importante per
lo sviluppo della teoria dei fasci.
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Osservazione XII.4.3. Il Teorema [XI1.4.2| ci dice che la differenziazione € un’o-
perazione invariante rispetto ai cambiamenti di carte locali e ci permettera percio
di definire le forme differenziali e il differenziale di forme sulle varieta.

Dimostriamo alcuni risultati sui gruppi di coomologia del complesso di de
Rham, da cui ricaveremo in particolare il Lemma di Poincaré-Volterra sull’aci-

clicita locale di (12.4.1).

Lemma XIL.4.4. Sia A un aperto di R", I un intervallo aperto di R e
A AXI>(x,t) > x€A

la proiezione canonica. Allora il pullback di forme induce un isomorfismo lineare

(12.4.7) (7] : HY(A) — HY(A x I).
In particolare
(12.4.8) H" Y AxI) =0.

DimostrAzZIONE. Fissiamo fy € I e consideriamo 1’inclusione
Jo A3 x— (x,19) € AXI.
Poiché n4 o j;, = id4, abbiamo
idgaay = [(ma © Ji)"1 = Ly 0 4] = [g] © [7m4]
e quindi [}, ] € iniettiva.
Resta da dimostrare che [, ] € anche surgettiva.

Indichiamo con d, il differenziale in A e con d quello su A X . Scriviamo un
elemento a € Q9(A X I) nella forma

a=ad +dtna”, con o € E AXIAR"Y), o € EC°AxI,A'R"Y.

Abbiamo allora

0 oo’
da = dua + di A a—‘: = dya +dt A (ai; — da”).
Osserviamo che a € 7, (£29(A)) se e soltanto se
"o oo’ 3
=0, —-=
Se @ € Z9(A x I), abbiamo
a ’
da’ =0, (,% =d.a”.
Poniamo
t
Blx, 1) = f &'dt € €°(Ax I,AT'R") c QA X D).
1o
Allora

a—dB = (@ +dtna”)—(dB+dt A g—f) =a -d e ZYAXDNET(AXI, AIR").
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La forma y = &’ — d,8 ¢ coomologa ad « e soddisfa le equazioni

Ay
dyy=0, —=0.
Y ot
In particolare, y ¢ il pullback mediante 7, di un elemento di 2°9(A). La dimostra-
zione ¢ completa. O

Ogni elemento @ € Q"1(A x I) = 2" (A x I) & divisibile per dt, risulta cioe
a=dtAa’, con o € E (A xI,A"A)).
Allora .
B= ft o’ € € (AxI,N(A) c QAxXI)
0

soddisfa I’equazione

9P

dB =dt A o =dtANd’ =a.
Pil in generale abbiamo:

Proposizione XIL.4.5. Siano A un aperto di R" e Iy, ..., I intervalli aperti di R.
Allora
HIAXIL x---xI;)=0, VYg>n.

DIiMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti, per il Lemma[XIT.4.4 HY(A X I; X --- X I}) =
HYAXT XX L) ~ - ~ HIY(A x I) ~ H(A) = {0}. O

Dalla Proposizione si ottiene facilmente il
Teorema XI1.4.6. Siano I, ..., I, intervalli aperti di R. Allora

R se ¢g=0,

12.4.9 HI( x---x1I,) =
(12.4.9) ( )ZV01 se g#0.

In particolare, otteniamo il teorema di Poincareﬂ e Volterreﬂ sull’aciclicita lo-
cale del complesso di de Rham.

2 Jules Henri Poincaré (Nancy, 29 aprile 1854 - Parigi, 17 luglio 1912) ¢ stato un matematico,
un fisico teorico e un filosofo naturale francese. Poincaré viene considerato un enciclopedico e in
matematica I’ultimo universalista, dal momento che eccelse in tutti i campi della disciplina attivi ai
suoi giorni.

Come matematico e fisico, diede molti contributi originali alla matematica pura, alla matema-
tica applicata, alla fisica matematica e alla meccanica celeste. A lui si deve la formulazione della
congettura di Poincaré, uno dei pitt famosi problemi in matematica. Nelle sue ricerche sul problema
dei tre corpi, Poincaré fu la prima persona a scoprire un sistema caotico deterministico, ponendo in
tal modo le basi della moderna teoria del caos. Viene inoltre considerato come uno dei fondatori
della topologia.

Poincaré introdusse il moderno principio di relativita e fu il primo a presentare le trasformazioni
di Lorentz nella loro moderna forma simmetrica. Poincaré completo le trasformazioni concernenti
la velocita relativistica e le trascrisse in una lettera a Lorentz nel 1905. Ottenne cosi la perfetta
invarianza delle equazioni di Maxwell, un passo importante nella formulazione della teoria della
relativita ristretta. Il gruppo di Poincaré usato in fisica e matematica deve a lui il suo nome.

3Vito Volterra (Ancona, 3 maggio 1860 - Roma, 11 ottobre 1940), matematico e fisico italia-
no. Fu uno dei principali fondatori dell’analisi funzionale e della connessa teoria delle equazioni
integrali. Il suo nome noto soprattutto per i suoi contributi alla biologia matematica.
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Teorema XII.4.7 (Lemma di Poincaré-Volterra). Sian € Q4(A) (k > 1) una forma
differenziale definita su un aperto A di R", che soddisfa
(12.4.10) dn=0

in un intorno aperto di un punto p di A. Se g = 0, allora f é costante in un intorno

di pin A. Se g > 0, possiamo trovare un intorno aperto U di p in A ed una forma
differenziale u € Q4=Y(U) tale che:

(12.4.11) du=nin U.

DmvostrAZIONE DEL TEOREMAXIL.4.7l La tesi segue dal Teorema[XII.4.6] per-
ché ogni punto p € A ha in A un intorno aperto della forma I; X --- X I, con
Iy, ..., I, intervalli aperti in R. O

XIIL.5. Coomologia di de Rham a supporti compatti

Sia A un aperto di R”. Se B & un aperto di A, possiamo definire la restrizione
rin € Q4(B) di una forma n € Q*(A) come il pullback di 7 rispetto all’inclusione
B P P
B — A.

Definizione XIL.5.1. 1l supporto di una forma differenziale n € Q*(A) & il comple-
mentare del piti grande aperto di A su cui la restrizione di 7 sia nulla.

Indichiamo con Qg(A) il sottospazio delle g-forme differenziali alternate, con
coefficienti di classe 4>, che hanno supporto compatto in A.
Poiché

(12.5.1) suppdn C suppn, V€ Q%(A),

il differenziale di una forma a supporto compatto ha ancora supporto compat-
to. Otteniamo percid un sottocomplesso del complesso (12.4.1) restringendoci ai
sottospazi Qg(A) delle forme con supporto compatto in A.

0 — ) — 2la) — RUA) — -
(1252) ... —— Q) —1 ohvia) —L ohv2a) —
— o) 1 @) —— 0
Definizione XII.5.2. Poniamo:
Z(A) = {a € Q3(A) | da = 0}, (spazio delle g-forme chiuse a supporto compatto),

%g A)={da|ace Qg_l (A)}, (spazio delle g-forme esatte a supporto compatto),

HIOA = 290A) 29 A (g-esimo gruppo di coomologia di de Rham
o) = 2y (D H(A), a supporti compatti).
Osserviamo che Hg(A) = 0 se A ¢ un aperto di R" con n > 0, perché Q’E)O(A) =0,
in quanto i suoi elementi sono funzioni localmente costanti con supporto compatto

in A.
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Sia A un qualsiasi aperto di R”, I un intervallo aperto di Re g : AX [ 3
(x,) = x € A laproiezione su A. Sen € Qg(A x I), scriviamo

(12.53) n=n'+dtAy’, con n' € 65°(AxI,A/R"), n” € €;°(AxI, ATIRY).

e definiamo

(12.5.4) A, (n) = fn"dt.
I

Definizione XI1.5.3. La forma w4, (1) € Q(q)_l(A) si dice ottenuta dan € Qg(A x 1)
mediante integrazione sulla fibra.

Lemma XIL.5.4. Siano A un aperto di R" ed I un intervallo aperto di R. L’inte-
grazione sulla fibra anticommuta con i differenziali:

(125.5) do(ra.(n) = —ma.(dn), Vi € Qo(A X D).

DivosTtrAZIONE. Con 77 definita dalla (12.5.3)), abbiamo
on’

dn=dm +dtA( Fr dn'").
Quindi
ar], 77 77 17
ma,dn) = | (= —d)dt = - | d’dt = —d, | n’dt = —d,7ma,(n)
1 ot 1 1
perché f1(577' /ot)dt = 0 per il teorema fondamentale del calcolo integrale. O

In particolare, per ogni intero non negativo g I’integrazione sulla fibra definisce
un omomorfismo

(12.5.6) [7a.]: HI' (A X 1) — HI(A).
Vale il

Lemma XIL.5.5. Siano A un qualsiasi aperto di R" ed I un intervallo aperto di R.
Allora per ogni intero non negativo q, la (12.5.6)) e un isomorfismo.

Utilizzeremo, nella dimostrazione, il seguente

Lemma XI1L.5.6. Sia I un intervallo aperto di R e to = inf I. Se f(t)dt € Q(I)(I), la

!
(12.5.7) u(t):ff(‘r)d‘r

e l'unica soluzione dell’equazione du = f(t)dt che si annulli in un intorno destro
di to. La u ha supporto compatto se, e soltanto se,

(12.5.8) ff(t)dt =0.
1

La (12.5.8)) ¢ condizione necessaria e sufficiente affinché I’equazione u’ = f am-
metta in I una soluzione a supporto compatto. O
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Osservazione XII.5.7. Per il Lemma[XIIL.5.5|1" applicazione
21 = QD) > f(Hdt — f f(Hdt e R
I

¢ un funzionale lineare non nullo il cui nucleo € %&(I). E percio Hé ) = R.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA Fissiamo una qualsiasi funzione y(#) € ¢;°(I),

con
f i = 1,
1

e definiamo, per ogni intero non negativo ¢, I’applicazione

(12.5.9) X' QUA) 3 @ — x(1) - dit AT € QT (AXR).
Abbiamo
(12.5.10) ) =, dife) = xde),  Vae QA

Quindi y* definisce per passaggio al quoziente un omomorfismo
1 HIA) — HIM A x D).
Per (12.5.10)) abbiamo
idgan) = (4, 0 xH] = [xa.1 0 [Pl

Da cui segue subito immediatamente che la [74, ] ¢ surgettiva. Resta da dimostrarne
I’iniettivita.

Siag>lednp=n+dtrnyg’ e .,@%q(A X R), con " € 6;°(A X I, AIR"),
n’ € C(AX I, ATIRY). E

on’
da’ =0, =d.n".
XN ot xN

Osserviamo, in particolare, che, se "’ = 0, allora n = 0. Infatti in questo caso 7/,
essendo indipendente da r ed a supporto compatto, ¢ nulla.
Supponiamo vi sia una forma « € Q(q)_z(A) tale che

da =man= fn"dt.
1
Sia
B =n-xKda) = n—diita).
E [B] = [n] e, per la (T2.5.10),
ma.B=0.
Questo significa che, per

B=p +dtAB’, con B €CAXIARY, B eCyX(AxATRY,

f B’dt = 0.
1

risulta
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Percio, se ty = inf I,
!
y(x,0) = f B’ (x, 8)ds
Iy
. . _ -1 .
definisce una forma in ‘KO""(A x I, AT1R") Qg (A x I) ed abbiamo

0
dy:dxy+dt/\6—)t/= y+dt AP

Allora

=B —dy €6 (Ax,AR") N Z](AXT)
percid, per quanto osservato in precedenza, ¢ = 0 e quindi 8 = dy. E dunque
[7] = [B] = 0. La dimostrazione ¢ completa. O

Otteniamo quindi

Proposizione XIL.5.8. Sia A un aperto di R" e siano I, ..., Iy intervalli aperti di
R. Allora, per ogni intero q > 0,
(12.5.11) HIMA X I x - x 1) = HI(A).

Dalla Proposizione e dall’Osservazione otteniamo il
Teorema XIL.5.9. Siano I, ..., I, intervalli aperti di R. Allora

R seqg=n,
12.5.12 Hl(Iy x -+ X I,) =
( ) ot/ 2 {0 se q * n.

Se @ € Qy(I1 X -+ X I), allora a € %6‘(11 X --- X I,) se, e soltanto se,

(12.5.13) f a=0.
Iy X X1y,

XIL6. Il grado di un’applicazione propria di R” in sé

Siano A, B aperti di R" ed f : A — B un’applicazione propriéﬂ di classe €.
Poiché f ¢ propria, il pullback di una forma a supporto compatto in A ha supporto
compatto in B ed otteniamo quindi un’applicazione

f*:Q3(B) > Q4(A)
che commuta con in differenziale e definisce percio, per passaggio al quoziente,
un’applicazione
(12.6.1) [f*]: H{(B) - H{(A).

Identifichiamo il gruppo di coomologia H{j(R") con R mediante il quoziente
dell’applicazione

(12.6.2) Zy R > a — a €R.
Rn

4 Un’applicazione continua ¢ : X — Y tra due spazi topologici X, Y si dice propria se 1'im-
magine inversa ¢! (K) di ogni compatto K di ¥ & un compatto di X. Cid equivale al fatto che f sia
continua, chiusa e che ¢~!(y) sia compatto in X per ogni punto y di Y.
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Se f ¢ un’applicazione propria differenziabile di R" in sé, la [ f*] definisce un’ap-
plicazione lineare di R in sé, quindi della forma ¢ — c-fconc € R.

Definizione XIL.6.1. Si dice grado di un’applicazione propria differenziabile di R”
in sé, e si indica con deg(f), il numero per cui risulta

(12.6.3) [f* el = (deg(f) - [al, Vel € HyR").

Definizione XIL.6.2. Sia f € €*(R",R") un’applicazione propria di classe €.
Se y € R" ¢ un valore regolare di f, definiamo il grado di f in y come I’intero

(12.6.4) degy f= erf* ) sign(detd f(x)).
Vale il

Teorema XI1.6.3. Sia f : R" — R" un’applicazione differenziabile propria ed
vy € R" un valore regolare di f. Allora

(12.6.5) deg,f = deg(f) € Z, Yy eR"\CV(f),

(12.6.6) fra = deg(f) a, VaeQHR").
R" R"

DmvosTrAzIONE. E sufficiente dimostrare che, dato un qualsiasi valore regolare
yo € R"\ CV(f), risulta

(12.6.7) f fra = (deg, f)- f @, Vae QRM.
Rn R}l

L’insieme f~!(yo) & finito, perché & compatto e consiste di punti isolati. Sia f~!(yy) =
{x1,...,x¢}. Per il teorema dell’applicazione inversa, possiamo trovare un intorno
aperto connesso V di Y tale che £~1(V) sia unione disgiunta di aperti Uy, ..., Uy,
conx;€ Ujperj=1,...,kelarestrizione di f ad U, sia un diffeomorfismo di U
su V. Fissiamo una forma ag € £;(V), con

fa/()=fa’0=1.
n V

pa-f oo

B=0,
R”

quindi, per il Teorema |[XII.5.9} ¢ S = du per qualche u € QS‘I(R"). Abbiamo
quindi

Se @ € Q(R"), la forma

soddisfa

f*a=fﬁ+( o [ fao
Rll n R’l Rl‘l

=fRndf*u+( (@) [ ra

=(| - | flao.
RV! er
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Bastera quindi dimostrare che

f’l frao = deg f.

Abbiamo
k
ffag=) . f [
[ro-3 ]
ko
= Zj_lmgn(detd F(x)) f a = deg,, /.
- Rl‘l
per le formule di cambiamento di variabile degli integrali multipli. O

Esempio XIL.6.4. Per ogni intero positivo n 1’applicazione f, : R> ¢ — " e R
¢ propria. Osserviamo che 1 ¢ un valore regolare di f;,, che viene assunto nel solo
punto 1 se n & dispari, nei punti =1 se 1 ¢ pari. Poiché % fu(®) = nt""1, il grado di
fx &1 sen e dispari, O se n € pari.

Piu in generale, si puo verificare che una f € (R, R) & propria se e soltanto
se limy— 100 f(f) = xoo. Il grado di f ¢ 0 se f ha segno costante al di fuori di un
intervallo limitato, 1 se ¢f(¢) ¢ positiva e —1 se #f(¢) & negativa fuori da un intervallo
limitato.

Esempio XII.6.5. Per ogni intero positivo n, 1’applicazione
fi:R2~Csz57"€eC~R?

¢ propria ed 1 ¢ un suo valore regolare, immagine delle n radici n-esime dell’unita.
Si verifica facilmente che lo Jacobiano di f;, ha determinante positivo in tutti i punti
z # 0 e quindi il grado di f,,(z) = 7" e n.

Per il Teorema grande di Picard, una funzioni intera f € &'(C) & propria se e
soltanto se ¢ un polinomio di grado positivo. Se f € C[z], il grado dell’applicazione
7 — f(z) da esso definita ¢ uguale al suo grado come polinomio. Infatti i valori
regolari w di f sono quelli per cui I’equazione f(z) = w ha un numero di radici
distinte uguale al grado di f e in ciascuna di esse il determinante dello Jacobiano
della corrispondente applicazione in R? & positivo.

Esempio XI1.6.6. Calcoliamo il grado dell’applicazione f : C 3z — 73 — 7 € C.
Si verifica facilmente che f ¢ propria e che O ¢ un valore regolare di f. Abbiamo

F710) = {0, 1, +i).
1l differenziale di f & df = 3z°dz — dZ. Abbiamo, in forma matriciale

df(0)=((1) _01), df(ﬂ):(é 2) df(ti)=(_02 _04)-

Il grado ¢ quindi (=1)+ 1+ 1+ 1 + 1 = 3. Osserviamo che df(z) ha determinante
positivo se z ¢ sufficientemente grande. Come conseguenza, esiste una costante
¢ > 0 tale che f “T(w) contenga esattamente tre elementi se |[w| > c.
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XI1.7. Orientazione e sottovarieta di R”.

Sia M una varieta differenziabile di classe €%, con k > 1. Un atlante <7 di
classe €’ si dice orientato se i determinanti degli jacobiani delle sue funzioni di
transizione sono positivi. Diremo che due atlanti orientati <7 ed .25 sono compati-
bili se la loro unione ¢ ancora un atlante orientato. Una varieta differenziabile che
ammetta un atlante orientato si dice orientabile. La relazione di compatibilita &
allora una relazione di equivalenza tra gli atlanti orientati su M che ne definiscono
la struttura differenziabile. Se M € connessa e orientabile, ci sono esattamente due
classi di equivalenza di atlanti orientati su M. La scelta di una delle due classi &
una orientazione della varieta M. Nel caso di una varieta non connessa, un’orien-
tazione di M sara la scelta di una particolare orientazione su ciascuna delle sue
componenti connesse.

Osservazione XII.7.1. Non tutte le varieta sono orientabili. Ad esempio gli spazi
proiettivi reali RP" sono orientabili se n ¢ dispari, ma non se n ¢ pari.

Consideriamo ora in particolare I’orientabilita di sottovarieta di R”. Ricor-
diamo che una sottovarieta localmente chiusa di R”, di classe €% (k > 1) e di
dimensione m, ¢ un sottoinsieme S di R” tale che, per ogni punto p € §, si possano
trovare un intorno aperto U di p in R” ed n — m funzioni di classe €*

fi:U->R, i=m+1,..,n
tali che

SNU={xelUlfix)=0i=m+1,..,n}
(12.7.1)
dfms1(X) A . Adfy(x) #0, YxeU.

Una carta locale su S ¢ una parametrizzazione
(12.7.2) R” > B¥eo L, g5 cR”

di classe €, cioe un’applicazione differenziabile di classe ¢, definita su un aperto
B di R™, a valori in R", non singolare, cio¢ con Jacobiano di rango massimo m
in ogni punto di B, e la cui immagine r(B) sia contenuta in S. L’esistenza di un
atlante ottenuto mediante parametrizzazioni ¢ assicurata dal teorema delle funzioni

implicite.
La scelta delle funzioni f;;+1, ..., f, determina un’orientazione su S N U : una
parametrizzazione (I12.7.2)) con r(B) € § N U sara una carta ammissibile se
or or
det (me+1(l'), vees an(l'), a—yl, ceey ay_m) > 0.

Torniamo al caso generale. Sia M una varieta di classe €% con k > 1 e sia D

un aperto di M. E allora possibile definire un’applicazione continua f : M —
R che assuma valori negativi su D e positivi su M \ D. Infatti M ¢ uno spazio
topologico regolare e a base numerabile e dunque metrizzabile. Se d ¢ una distanza
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che definisce la topologia di M, e bD ¢ la frontiera di D, bastera porre

—d(x,bD) se xeD
(x,bD) se xe M —D.

Diciamo che D & regolare di classe €* se & possibile scegliere una tale funzione
f in modo che sia di classe €* in un intorno U di bD in M e non abbia punti
critici su bD; diciamo allora che la f definisce D. Se M ¢& orientata, possiamo
definire sulla frontiera di un suo aperto D di classe €* una struttura di varieta
orientata di dimensione n — 1. Se f ¢ una funzione che definisce D, costruiamo un
atlante orientato su D nel modo seguente: ogni punto p di bD ammette un intorno
coordinato (U, ¢), compatibile con 1’orientazione di M, della forma

¢ =(fr¢0" ... d").
Considereremo allora la
(bD N U, (>, ..., ™M)

come una carta dell’atlante che definisce I’orientazione di bD. La frontiera di D,
pensata come varieta orientata nel modo che abbiamo precisato, si indica con dD e
sidice il bordo o la frontiera orientata di D.

Questa nozione ¢ molto importante per la teoria dell’integrazione delle forme
differenziali.

XII.8. Integrazione sulle sottovarieta e formule di Stokes

In questo paragrafo, dati un aperto A di R” e due interi non negativi A, ¢, indi-
cheremo con Q9" (A) lo spazio €"(A, AYR") delle forme differenziali alternate di
grado ¢, con coefficienti differenziabili di classe € in A.

Sia A un dominio di R”. Una n-forma continua n € Q% (A) ha I’espressione

n=1n1..dx" A ... Adx",

.....

,,,,,

f n= f nl...ndx-
D D

Siano B un aperto di R?, A un aperto di R” ed r € ¢'(B, A) un’inclusione
differenziabile. La r(B) ¢ una sottovarieta parametrica di A C R" di dimensione
g. Se n € Q+(A), il suo pull-back r*n & una g-forma continua su B. Se D & un
dominio misurabile di B, e supp(r*n) N D un compatto contenuto in B, possiamo
integrare su D la forma r*z, e porre:

[, fen
r(D) D

La formula di cambiamento di variabili negli integrali multipli ci dice che un cam-
biamento di parametrizzazione di r(D) che non ne cambi 1’orientazione, ottenuto
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cioe mediante un diffeomorfismo

o i
z:B— B traaperti B',BCR? con det(—?) >0
ay] 1<i,j<q

non cambia il valore dell’integrale :

(roz_l)*n=fr*77-
(D) D

Possiamo quindi integrare una g-forma su sottoinsiemi compatti di sottovarieta
orientate di dimensione ¢, usando 1’additivita dell’integrale e riducendoci, per
partizione dell’unita, a considerare soltanto il caso di varieta parametriche (carte
locali).

Riconsideriamo ora il concetto di bordo di un dominio di R"”. Supponiamo che
D sia un aperto relativamente compatto di R*. Sia d la distanza euclidea in R" e
consideriamo la funzione continua f : R” — R negativa in D e positiva su R” — D:

Fo) = —d(x,bD) se xeD
- d(x,bD) se xeR'-D.

Allora bD ¢ di classe €* con k > 1 in un punto p € bD se soltato se la funzione f
cosi definita & di classe ¥ in un intorno di pe Vf(p) # 0.

Se bD & di classe €* in un punto p, per il teorema delle funzioni implicite
potremo trovare un intorno U di p in R" tale che bD N U sia una sottovarieta chiusa
di classe €* e di dimensione n — 1 dell’aperto U. L’ orientazione di D & definita
dalle rappresentazioni parametriche

r:VcR"! S U
conr(V) =bD N U’ C U che soddisfano la condizione:
or or

Se la frontiera di un un aperto relativamente compatto D ¢ differenziabile in tut-
ti i punti, indichiamo con dD la sua frontiera come sottovarieta differenziabile
orientata di dimensione n — 1, con I’ orientazione definita nel modo precisato sopra.

det{Vf(r), > 0.

Teorema XIIL.8.1 (Formula di Green). Sia D un aperto relativamente compatto
con frontiera differenziabile e sia n € Q""" V(A) una forma differenziale definita
in un intorno aperto A di D. Allora

(12.8.1) f n:fdn.
oD D

DIMOSTRAZIONE. Sia A un intorno aperto di D ed {U;} un ricoprimento aperto di
A. Fissiamo una partizione dell’unita {y;} di classe ¥, subordinata ad {U;}. Sen €
Q’ll‘l (A), per I’additivita dell’integrale e del differenziale, ¢ sufficiente dimostrare
la (12.8.1) per ciascuna delle forme n; = y; - .

Bastera quindi dimostrare che, per ogni punto xy € A, esiste un intorno aperto
U,, di xo in A tale che la (12.8.1) sia verificata se 17 ha supporto contenuto in Uy,.
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Se n ha supporto compatto contenuto in D, entrambi i termini della (12.8.1)
sono nulli. In questo caso infatti il secondo membro & un integrale su un com-
patto [-R,R]" D D. Per il teorema di Fubini, la verifica della formula si riduce
all’integrazione per parti per funzioni di una variabile reale.

Sia xp € dD. Per il teorema delle funzioni implicite, esiste un intorno U di x
in cui sono definite coordinate y = y(x) con

U={y|<1|1<h<n},
DNU = {-1<y' <0, P <1 per2<h<n).

Se 1 ha supporto contenuto in U, Abbiamo allora

f dn = f Y (dn).
D y-L(DNU)
Scriviamo

n= Y (~D'mydy! A Adyt Ace-dy,  con € 65 (U),

Allora
8’7/1 1 "
din = Zh 1 gy h Ao Ndy
e quindi
fdﬂ =f dT] :f y*(dn) — f dy*n
D DNU y~1(DNU) y-{(DNU)
0
=ff dyzdyf 771d1
[ ll]n 1 ay
+ ---dy"
thf fv[[.ll]"lay
sz m.y, ...y dy’ ---dy”=f 1.
=L oD
perché

Com 1 g 2 ,
fla_yldy =n,(0,y%,...,y"), f d’—O per 2<h<n.

O

Sia ora S una sottovarieta differenziabile orientata di dimensione ¢ e di classe
€*, con k > 1, di un aperto A di R”. Cid significa che, per ogni punto p € S,
possiamo trovare un intorno U, di p ed n — g funzioni differenziabili f; per i =
g+ 1,...,n definite in U, e tali che :

SNUp={xeUplfix) =0, Vi=g+1,....,n},

dfy1 () A . Adfy(x) #0, YxeSNU,.
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e inoltre I’orientazione di S € definita dall’atlante in cui sono carte ammissibili in
S N U, le parametrizzazioni :

r:VcR!'-=SnU,cR"

per cui
or or
det(V r),..,VHiT),—,..,—|>0.
( fq+1( ) fn( ) (9y‘ ayq)
Dato un aperto relativamente compatto D di S, diremo che la sua frontiera ¢ di
classe €* se possiamo trovare una funzione ¢ di classe €’* con:

D = {x € S|p(x) < 0}

dg(x) Adfy1(x) A . Adfy(x) £0 Vx € bD,

dove bD ¢ la frontiera di D in S e le fy41,..., f, definiscono I’orientazione di S
in un intorno x. Su bD consideriamo allora I’orientazione definita dalle funzioni
Jq+15 s Ju> @. La sottovarieta bD, con questa orientazione, si dice il bordo di D e
si indica con dD. Otteniamo allora, per la definizione di integrale di una g-forma
su una sottovarieta orientata g-dimensionale e la formula di Green:

Teorema XII.8.2 (Formula di Stokes). Sia D un dominio relativamente compatto
con frontiera di classe €* (k > 1) di una sottovarieta orientata S di dimensione q
diR" (congq >1). Sian € Q;]_I(U) per un intorno U di D in R". Allora:

L= Sy
oD D

Osservazione XII.8.3. Le formule di Green e di Stokes si estendono al caso in cui
la frontiera dell’aperto relativamente compatto D sia di classe €’ a tratti, ciog D si
possa ottenere mediante unioni e intersezioni finite di aperti con frontiera regolare
di classe €'. In questo caso dD risulta un’unione finita di sottoinsiemi chiusi
di sottovarieta orientate, due a due senza punti interni comuni e 1’integrale sulla
frontiera deve intendersi come la somma finita degli integrali effettuati su ciascuno
di tali sottoinsiemi.

Osservazione XI1.8.4. Concludiamo con alcune osservazioni che collegano le for-
mule di Green-Stokes al lemma di Poincaré-Volterra. Sia A un aperto di R" e sia
n € Ql(A), (k,qg > 1) con

dn=0 in A.

Una tale forma si dice chiusa. Allora:
(i) L'integrale della 7 su sottovarieta compatte di A di dimensione g ¢ invariante
per omotopia e la sua definizione si puo estendere fino a definire applicazioni :

n(S9,A) > R, (D9, 8971 A) > R.

Cio dipende dal fatto che le applicazioni continue S™ — A si possono approssimare
mediante applicazioni di classe € e queste, per il lemma di Sard, hanno luogo di
valori critici di misura g-dimensionale nulla.
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(i1) Condizione necessaria e sufficiente affinché si possa trovare una forma u €
q—1
Q,,(A) tale che ‘
du=nin A
(in questo caso diciamo che 1 & esatta in A) ¢ che I’integrale di 1 su ogni sottova-
rieta compatta orientata di dimensione ¢ di A sia O.

Osservazione XIL.8.5. Sia A = R? — {0}. Consideriamo su A la forma chiusa
J0 = xdy — ydx‘
x2 +y?

Essa non ¢ esatta in quanto il suo integrale su una qualsiasi circonferenza
[0,27] 3t — '(Rcost,Rsint) € A

(R > 0) ¢ uguale a 2. L’integrale della forma d6 su un laccetto in A, diviso per
27 si dice I’ indice del laccetto rispetto a O e I’annullarsi dell’indice del laccetto &
condizione necessaria e sufficiente affinché esso sia omotopo al laccetto costante.
Intuitivamente I’indice rispetto a O di un laccetto in A misura quante volte esso si
avvolge intorno all’origine. In generale, dato un laccetto in R?, & possibile definire
I’indice del laccetto rispetto a qualsiasi punto di R? che non appartenga al laccetto,
considerando le forme:

(x — x0)dy — (y — yo)dx
(x = x0)2 +(y—y0)?
Nel caso di laccetti semplici, I’indice rispetto al laccetto di ciascun punto che non
sia nel suo supporto puo assumere solo due valori tra i numeri 0,1, —1. I punti
in cui I’indice & diverso da 0 formano un aperto limitato che ha il laccetto come
frontiera (Teorema di Jordan).
L’indice rispetto a O della frontiera orientata di un dominio regolare connesso
e semplicemente connesso che contenga 0 come suo punto interno ¢ 1, mentre la
somma degli indici dei laccetti che compongono la frontiera di un dominio regolare
che non contenga 0 nella sua chiusura ¢ uguale a 0.






CAPITOLO XIII

Calcolo differenziale sulle varieta

XIII.1. Fibrato cotangente e tensori

Definizione XIII.1.1. Sia M una varieta differenziabile. Il fibrato duale 7*M del
suo fibrato tangente T M si dice il suo fibrato cotangente ed i suoi elementi vettori
cotangenti o covettori di M.

Se f € €*(M), per ogni p € M I'applicazione T, > v — v(f) € R ¢ un
funzionale lineare su 7, M ed ¢ dunque un elemento di 7,M. Associamo in questo

modo ad ogni f € (M) una sezione differenziabile 677 del fibrato T*M, con
df ) = (v, df(x(), YveTM.

Nel seguito scriveremo per semplicita d f invece di Zl? , identificando il differenziale
di una funzione reale alla corrispondente sezione del fibrato cotangente.

Indichiamo con X*(M) il €*°(M)-modulo I'(M, T* M) delle sezioni differenzia-
bili del fibrato T*M.
Abbiamo un accoppiamento di dualita

(13.1.1) X(M) X X" (M) > (X,8) - (X, & € €°(M),
definito da
(X,E(p) = &p(X,) perognipe M.

Definizione XIII.1.2. Indichiamo con T"*M la potenza tensoriale r-covariante ed
s-controvariante di 7M. Essa ¢ un fibrato vettoriale con fibra [T, M 1% ® [T;M 1%

In particolare, T'"°M = TM e T M = T*M. Indichiamo poi con T*(M) lo
spazio delle sue sezioni, che si dicono tensori r-covarianti ed s-controvarianti.

Per estensione dell’accoppiamento (I13.1.1), possiamo far corrispondere ad una
sezione 7 € T"*(M) un’applicazione:

(13.1.2) T: X¥M)®-- - X (M)@XM)®---® X(M) — €= (M)

r volte s volte

Si verifica senza difficolta il seguente criterio :

Proposizione XII1.1.3. Un’applicazione R-multilineare (13.1.2)) e associata ad un
tensore se e soltanto se & € (M)-multilineare.

205
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XII1.2. Forme differenziali su una varieta

Sia M una varieta differenziabile di classe €™ e di dimensione m. Indichiamo
con Q9(M) lo spazio dei tensori alternati g-controvarianti su M. Per la Proposizione
X11I.1.3|abbiamo il seguente criterio

Proposizione XIIL.2.1. Un’applicazione R-multilineare
7:(XWM)! — (M)
definisce un elemento di Q21(M) se e soltanto se verifica le due condizioni:
(13.2.1) (X1, X2,..., X)) =0 se X1,Xo,....X,€X(M) ed
A <i<j<h con X;=X;
(13.2.2) (X1, X2,.... X)) = f-1(X1,...,X,),
VXi,....X, € X(M), Vf € €7(M).
La condizione (I13.2.1)) & equivalente a ciascuna delle

(13.2.3) (X1,...,X)) =0 seXj,....X, € X(M)
sono R-linearmente dipendenti,
(13.2.4) TXoys oo Xo,) = (0)T(X1, ..., Xy),
vXi,...,.X, € X(M), Voe &,

Dalle (13.2.1) ed (13.2.2)) segue che
(13.2.5) 1Xy,.... X)) =0 seXy,....X, € X(M),peM
ed Xi,,---,Xg, SONO R-linearmente dipendenti in 7, M.

Definizione XIII.2.2. Gli elementi di 29(M) si chiamamo forme alternate di grado
q, 0 g-forme alternate.

Definizione XIIL.2.3. 11 differenziale della g-forma alternata 7 € Q4(M) ¢ la
(g + 1)-forma alternata dr € Q9*!'(M) definita da

q
dr(Xo, X1,..., X,) = Z D Xi[t(Xo, ..., X .., X)]
i=0

O DT X1 X X X, X)

0<i<j<q

(13.2.6)

vYXo,X1,...,X, € X(M).

Verifichiamo che la (13.2.6) definisce una (¢ + 1)-forma alternata. Se, per
due indici 0 < r < s < g, ¢ X, = X; = Y, si verifica facilmente che cia-
scuna delle due somme a secondo membro di (I3.2.6) si annulla. Per dimostra-
re la € (M)-multilinearita, & allora sufficiente verificare che drt verifica anche

la (13.2.2)). Abbiamo
[f X0, Xi] = f[Xo, Xi] = (Xi ) Xo.
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Quindi
h . —_
dr(fXoX1s - X) = f ) (1 X)T(Xo, -, Xy, X))
i=0
h . —_
D X)X, X X))
i=1
+F DL DX X1 X X X X)
0<i<j<h
h . —_—
= D DXy Xos . X X))
i=1
= fdr(Xo, X1, .., Xn),
Vfe® (M), YXo,X1,..., X, € X(M).
Se x!, ..., x™ sono coordinate locali, &

0 0
Sy :0
[ax’ axf]

Quindi la definizione (13.2.6) coincide, nel caso in cui M sia un aperto di uno spa-
zio Euclideo, con quella data in del Capitolo Poiché, per calcolare il
differenziale di una g-forma alternata 7 nell’intorno di un punto p € M possia-
mo utilizzare nella (I3.2.6) campi di vettori definiti soltanto in un intorno di p,
otteniamo in particolare il

Teorema XII1.2.4. Se M ¢ una varieta differenziabile di dimensione m, il differen-
ziale definisce un complesso di operatori differenziali del prim’ordine :

_ Q0 L> 1 D
(13.2.7) 0 M) QM)

oy 4 ommy —— 0.

E Q"(M) = €*(M) e, per ogni aperto connesso U di M, le funzioni f €
E°U) condf =0 su U sono costanti su U.

Ogni punto p € M ha un sistema fondamentale di intorni aperti U tali che, se
1 <g<mete QU) soddisfa dt = 0 in U, allora esiste una n € Q9-'(U) tale
chedn=rtinU.

DimostraziONE. Il Teorema segue dal teorema analogo (Lemma di Poincaré-
Volterra) dimostrato per le forme differenziali definite sugli aperti degli spazi Eu-
clidei. O

Definizione XIII.2.5. Poniamo
FIM)={f € QIM)|df =0} (spazio delle g-forme chiuse su M),
BIUM) ={df | f € QT (M)} (spazio delle g-forme esatte su M),
HI(M) = Z1(M)] BI(M) (g-esimo gruppo di coomologia
di de Rham di M).
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XTIIL3. 11 lemma di Poincaré-Volterra sugli intorni contrattili

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Un aperto U di M si dice
contrattile se esiste un’omotopia ® € € (Ux[0, 1], U, di un’applicazione costante
con ’identita.

Abbiamo :

Teorema XIII.3.1 (Poincaré-Volterra). Se U ¢ un aperto contrattile di M, allora
HY(U) ={0} perogniqg=>1.
DimvosTrAZIONE. Sia @ = {¢;} € (U x [0, 1], U) con
do(p) =poe U, ¢i(p)=p, Vpel

Siag > 1 ed @ € Q9(U) una g-forma chiusa. Poniamo
D" (@) = ag + dt A aq,
con ag € I(U x [0, 1], AIT*M), a; € T(U x [0, 1], A?'T*M). Allora

d(D (@) = O*(da) = 0 = (dyap = 0, % = dyay),

dove abbiamo indicato con d), la restrizione del differenziale su U X [0, 1] ai vettori
orizzontali, cioe a ker dt. Definiamo :

B() = fo ai(s)ds .

Otteniamo allora, per differenziazione sotto il segno di integrale,

dMﬁ(t)=fdMa1(S)dS=f ?(S)ds:ao(t),
0 o Ot

perché ap(0) = 0. Conu = (1) € Q171(U), otteniamo dyu = ap(1) = @in U. O

XIII.4. Derivata di Lie di un tensore

Siano M, N due varieta differenziabili. Un’applicazione ¥ € (M, N) de-
finisce applicazioni ¢, = dy : TM — TN (immagine diretta o pushdown) e
UL EC(N) > (M), " : X*(N) — X*(M) (immagine inversa o pullback).

Se ¢ & un diffeomofismo, sia ¢, che * si estendono ad isomorfismi:

Y.t TM — T™N, Yo THM) — TH(N),
Wt TSN — T M, Y* TH(N) — TH(M),

cony’ =@ =y e =) = W)

Siano X € X(M) e ®X = {¢X} il corrispondente gruppo locale a un parametro
di diffeomorfismi di M.

Per ogni aperto U relativamente compatto in M esiste un € > 0 tale che, per
ogni t € (=€, €), le ¢X siano definite su U. Quindi, per ogni 7 € T**(M), la (¢X)*t
definisce un tensore di T**(U). In particolare, per ogni p € U fissato, & definita
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un’applicazione {t — (¢X)*7(p)} € €*((~¢€,€), T M). Otteniamo pertanto un
nuovo tensore Ly (1) € T>*(M), ponendo :

d X d X *
(13.4.1) Lx(1)(p) = Wl w

dt =0 =0

Definizione XIIL.4.1. Il tensore Lx(7) € la derivata di Lie del tensore T rispetto al
campo di vettori X.

Si verifica facilmente che:

Proposizione XIIL4.2. Se f € TOM) = €M), allora Lxf = Xf per ogni
X e X(M).

DimostrAzZIONE. Infatti Ly f = %f(qbf)hzo = X f, per ogni f € €°(M). O
Proposizione XII1.4.3. Se X, Y € X(M), allora Lx(Y) = [X, Y].

DmmosTrRAZIONE. Sia Y € X(M). Poniamo Y(¢) = (gbi‘)* Y. In una carta coordi-
nata (U, x) siano X = }", a'd/ox!, Y; = Y b'0/0x'. Scriviamo ® = ®(x, 1) per la
funzione che descrive nelle coordinate locali il gruppo locale a un parametro ®y.
La ® ¢ soluzione del sistema

Qi(x,1) = d(D(x, 1)) i=1,...,m.

Scriviamo Y(x, t) per I'inversa ®(x, —f) della O(¢). Abbiamo cioe (¥ (x,1),1) = x
per ogni ¢ ed x nel dominio di definizione. Abbiamo allora:

Y1) = Z b (W(x, D)) (OD! |0x) (¥ (x, ))(D]Ox7).
i,j=1

Otteniamo quindi:

() < [xn ob a¥how) [ 0PI o¥F 9D o
(S| i

- - + - -,
i oxh ot Ox Oxioxk ot Oxiot|] OxJ

ij=1
Da ¥Y(®(x, 1), t) = x, abbiamo:
" . - AP oDk
I B

Poiché 0®/dx e ¥ /dx sono entrambi I’identita per ¢ = 0, abbiamo :

" ok . m .
=] ox t Ox » o ox

Per 1 = 0 & 9*®7/0x'0xF = 0, mentre 8>/ /dx'0t = da’ ]0x' ed otteniamo quindi la

formula desiderata. O

Definizione XIII.4.4. Dati numeri positivi &, k, r, s con h < r, k < s, definiamo sui
tensori I’operazione di contrazione degli indici (h, k) :

CZ . ¢r’S(M) SN Er—l,x—l(M)
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nel modo seguente : siano X1, ..., X, € X(M) campi di vettori che definiscono un
sistema di riferimento su un aperto U di M, tali cioe¢ che X(p), ..., X,,(p) € T,M
sia una base di T, M per ogni p € U. Definiamo il sistema di riferimento duale
£ &M € ¥¥(U) mediante (X;, &) (p) = 63. (delta di Kronecker) per ogni p € U.
Allora, su U, poniamo :

A@@ .Y, Y )

m
= ZT(nl""’nk_l’é‘]’nk""nr_l’Yl""$Yh—1’Xj’ Y/’l""YS—l)
j=1 k h

V' € X(M), Y; € X(M).

Si verifica che la contrazione ¢ ben defininta, che cioe non dipende dalla scelta
del sistema di riferimento su U.
Abbiamo :

Proposizione XII1.4.5. La derivata di Lie commuta con le contrazioni.

DimvosTtrAZIONE. Ci0 ¢ conseguenza del fatto che le contrazioni commutano
con gli isomorfismi locali degli spazi di tensori che sono definiti dall’azione di un
gruppo locale a un parametro di diffeomorfismi. O

Utilizzando questa proposizione possiamo calcolare la derivata di Lie dei di-
versi tensori a partire dalla definizione della derivata di Lie delle funzioni e dei
campi di vettori. Ad esempio, se & € Q'(M), abbiamo :

(13.4.2) Lx(a)(Y) = X(a(Y)) — a([X, Y]) VX,Y € X(M)
e, piu in generale :

Proposizione XII1.4.6. Se X € X(M) e a € QMM), allora :
Lx(a)(Xy, ..., Xn) = X(a(Xy, ..., Xp))

h
(13.4.3) DX X X X, X
i=1

VXi,...,Xn € X(M).

Definizione XIIL.4.7. Dato un campo di vettori X € X(M), definiamo il prodotto
interno rispetto ad X € X(M) mediante :

i : TS(M) > 1 - 1x(7) € T (M)
x(DE L E X LX) = TE L EL XX X))
Vel e e X(M), VX, ..., X1 € X(M)
quando s > 1. Porremo 1x(7) = 0 per ogni tensore O-controvariante.
1l prodotto interno per il campo di vettori X si indica anche con X |t.
Teorema XII1.4.8. Valgono le formule:
(13.4.4) Lx(@) = d(ixa) + ix(da) VX € X(M), Ya € Q"(X),
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(13.4.5) [Lx,1y](7) = Lx(1y(7)) — 1y(Lx(7)) = 11x,y)(7)
VX,Y € X(M), T € T*(M).

XIII.5. Distribuzioni vettoriali e teorema di Frobenius

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m.

Definizione XIIL.5.1. Una distribuzione vettoriale generalizzata su M ¢ un sotto-
& (M)-modulo B di X(M).

Cio singifica che

fX+gYe®B, perogniX,YeWBeperognif,ge b (M).
Per ogni p € M poniamo
B,={X,|XeB}CT,M.

La dimensione di 8, come spazio vettoriale reale, ¢ il rango di 8 in p.
Definizione XIIL5.2. Una distribuzione vettoriale generalizzata 8 di rango co-
stante si dice una distribuzione vettoriale.

In questo caso, gli elementi di B sono le sezioni di un sottofibrato vettoriale

Eg = (W N M) del fibrato tangente e, viceversa, se & = (W N M) & un sotto-
fibrato vettoriale del fibrato tangente, lo spazio B = I's(M, W) delle sue sezioni ¢
una distribuzione vettoriale su M.

Denotiamo con Q*(M) = @Zzo QM) I’algebra delle forme differenziali al-

ternate su M e con Q" (M) = @ZL ] Q"(M) I'ideale delle forme di grado positivo,
che non contengono cio¢ componenti di grado 0.

Definizione XIII.5.3. Un sistema differenziale esterno su M & un ideale .# dell’al-
gebra di Grassmann Q*(M), contenuto nell’ideale Q*(M).

Associamo alla distribuzione vettoriale B il sistema differenziale esterno
Sy = {a € Q"(M)|aly = 0}.
Osserviamo che £y ¢ un sotto-¢*(M)-modulo graduato ed un ideale di Q*(M),

e che, come ideale, ¢ generato dai suoi elementi di grado uno.

Definizione XIII.5.4. Sia .# un sistema differenziale esterno. La sua distribuzione
caratteristica € la distribuzione vettoriale

(13.5.1) By ={XeXM)|ix(F)c I}

La relazione tra sistemi differenziali esterni e distribuzioni vettoriali € descritta
dal seguente:

Lemma XIIL.5.5. Sia B una distribuzione vettoriale ed .y il sistema differenziale
esterno ad essa associato. Allora B é la distribuzione caratteristica di %y.

Se 7 ¢ un sistema differenziale esterno e B 4 la sua distribuzione caratteristi-
ca, abbiamo ’inclusione

(13.5.2) I C fmj.
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Esempio XIIL5.6. Sia .7 il sistema differenziale Q*(R™) A (dx' + dx* A dx®) in

R™, conm > 3. Allora B, = €°R™) [%, .. ax,,,] ed Sy, ¢ I'ideale di Q*(M)

generato da dx', dx?, dx3.
Sia B una distribuzione vettoriale su M.

Definizione XIIL5.7. Una sottovarieta N di M si dice una sottovarieta integrale
di B se T,N C B, perogni p € N.

Diciamo che U ¢ totalmente integrabile se per ogni punto p € M esiste una
sottovarieta integrale N di B conp e Ne T,N = 3,

Diciamo che ¥ ¢ formalmente integrabile se

(13.5.3) [B,B]cCcB.
Abbiamo il

Teorema XII1.5.8 (Frobenius). Sia B una distribuzione vettoriale di rango k. Sono
equivalenti:

(1) B e totalmente integrabile;
(i) B e formalmente integrabile;
(iii) d Iy C Iy

DiMOSTRAZIONE. (ii)) = (i).  Sia p € M. Poiché B, ha rango k, possiamo
fissare k campi vettoriali X1, ..., Xy € B con X; p» - -+ » Xkp linearmente indipendenti
in T,M. Possiamo allora trovare una carta locale (U, x) per cui:

X; = Z f(x)— con al(0)=6 per 1<i<k l<j<m.
Consideriamo la matrice k X k
an(x) ap(x) - ap(x)
a1(x) axn(x) - ax(x)
Ax)=| . .
a1 (x)  app(x) - a(x)

Poiché A(0) = Ii, a meno di restringere I'intorno U di p, possiamo supporre che
A(x) sia invertibile in U. Sia B(x) = (b’j(x)) la sua inversa. Allora i campi di vettori

0 a 0
Y; = bf X; = hxyy— (=1,....k
Z (x) (9x‘ * j;l Ci (x) oxh (l )

generano B, in ogni punto g € U. La condizione (ii) implica che
[Yi,Yjlg € Yigs-.-» Yig) perognigeU.

Poiché i campi di vettori

Y1’~~'7Yka—
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definiscono una base di 7,M in ogni punto g € U, ed

0 0
Yi,Y' A a1 DRI PN, B
ol

otteniamo che [¥;,Y;] = 0in U perogni 1 < i, j < k.

Dimostriamo ora il seguente

Lemma XIIL.5.9. Siano Yy, ..., Yy campi di vettori definiti e linearmente indipen-
denti in tutti i punti di un intorno aperto U di p € M. Se [Y;,Y;] = 0in U per
ogni 1 <i < j <k, allora esite una carta locale (U’,y) con p € U’ C U per cui

Yi:(')_)ziin U peri=1,...,k

DmosTtrAZIONE. Possiamo supporre che (U, x) sia una carta locale in p. Ragio-
niamo per induzione su k.

0
Sia k = 1. Possiamo supporre che Y, = [ﬂ] . 1l campo di vettori Y
X

p ~
definisce un gruppo locale a un parametro di diffeomorismi x(U) X R > U 3
(x,1) = ®D(x,f) € R™, ove U & un intorno di x(U) x {0} in x(U) x R. Abbiamo
AD (x,1)
ot
x = O, y2, Y yl) definisce un nuovo sistema di coordinate in un intorno U’

= 1 per x = 0, t = 0 e quindi, per il teorema delle funzioni implicite,

0
dipinU,percui ¥ = —.
dy

Sia ora k > 1 e supponiamo che il lemma valga per un numero inferiore di
campi di vettori linearmente indipendenti che commutano tra loro. Per la prima
parte della dimostrazione, possiamo fissare coordinate locali (U, x) tali che:

Y ——6 Y, = mg aj(x)—(9 er2<j<k
P ok l_j:] (g PresJ=t
Poiché .
" dal(x) §
. — ] .
[Y1,Y;] = ;:1 ol 30 P 2<j<k,

la condizione [Y7, ¥;] = 0 implica che i coefficienti alj sono indipendenti da x! in
un intorno {—€ < x' < €} ¢ x(U).
. .0

Poniamo Z; = ZT:z a{(x)ﬁ per 2 < j < k. Allora [Z;,Z;] = O per 2 <

i, j < k. Per I'ipotesi induttiva, possiamo trovare un cambiamento delle coordinate

x%,...,x™ per cui risulti Z i = 5 per 2 < j < k. Otteniamo percio nelle nuove
X

coordinate x',..., x":

0 0 1, .0 .
I@, Y,-:@+ai(x)@ per 2<i<k.

Da [Y;,Y;] = Oper ogni 1 < i, j < k otteniamo allora che le al.1 sono indipendenti
da x' e da) /0x/ = aa}. /0x' per 2 < i, j < k. Possiamo quindi trovare una funzione

Y,



214 XIII. CALCOLO DIFFERENZIALE SULLE VARIETA

¢, indipendente da x!, tale che ai1 = 0¢/0x' per 2 < i < k. Nelle nuove variabili :

{yl =xl+ ¢>(x2, e xX™

yi=x per2<i<m
. 0 .
abbiamo ¥; = — per 1 <i<k. O
ay'

Completiamo ora la dimostrazione dell’implicazione (ii)) = (i). Fissata una

carta locale (U’, y) con centro in p per cui ¥; = o peri=1,...,k la
y

N: {yk+1 — 0’.“’ym — 0}

¢ una sottovarieta di M, contenuta in U’, contenente p e tale che T,N = B, per
ognig e N.

(i) = (iii) Se a € Q'(M) si annulla su tutti i campi di 8, abbiamo:

(x)  daX,Y)=X(a@)-Y(X)-ao[X,Y])=0 VX, Y e

perché a(Y) = 0, a(X) = 0 ed anche a([X, Y]) = 0 perché [X, Y] € V. Siragiona in
modo analogo per forme di grado maggiore di uno.

(ili) = (ii)) Abbiamo B = {X € X(M)|a(X) = 0, Ya € Iy N X*(M)}.
L’implicazione ¢ allora una facile conseguenza della (x).

(i) = (i) Segue dal fatto che il commutatore di due campi di vettori tangenti
a una sottovarieta N in tutti i suoi punti & ancora tangente alla sottovarieta N in tutti
i suoi punti. O

Possiamo ancora riformulare il Teorema di Frobenius nella forma

Teorema XIII.5.10 (Frobenius). Condizione necessaria e sufficiente affinché una
distribuzione vettoriale B, di rango k, sia formalmente integrabile e che sia verifi-
cata una delle condizioni equivalenti:

(1) perogni punto p € M possiamo trovare una carta locale (U, x) con centro

in p tale che V|y sia generata dai campi di vettori —, ..., —;

Axl’ 7 oxk’
(2) per ogni punto p € M possiamo trovare una carta locale (U, x) con centro
in p tale che Uideale S|y sia generatato dai differenziali dx**', . .., dx™.

O
Osserviamo infine che vale la :

Proposizione XIIL.5.11. Se .7 ¢ un sistema differenziale esternoin M e d.¥ C .7,
allora B 4 e formalmente integrabile.

DmmosTrRAZIONE. Se X € B s ed o € ., allora:
Lx(a) = d(x(@)) + ix(da) € &

per Iipotesi che da € d.# c .#. Poiché la derivata di Lie commuta con la
contrazione, abbiamo, per X,Y €e By eda € 7 :

1xy)(@) = iy v)(@) = Lx(y(@)) — ty(Lx(@)) € 7.
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Questo vale per ogni @ € .# e quindi anche [X, Y] € 8 . O

Vale ancora il

Lemma XIIL.5.12. Siano By e B, due distribuzioni vettoriali totalmente integra-
bili su M, di rango k ed n rispettivamente, con k < n e By C B,. Per ogni punto
Po € M possiamo trovare un intorno aperto U di pg in M e distribuzioni vettoriali
totalmente integrabili B, (U) di rango h, per k < h < n, tali che By, C By per
ognih=k,...,n—1.

DimostrazIONE. Fissiamo un punto pg € M. Per il Teorema [XIII.5.10| possia-
mo trovare una carta coordinata (U, y), con centro in pg, tale che

0 0
%k(UO) = <@”8_yk>

Possiamo completare i campi di vettori aiyi’ i=1,...,kaun sistema di generatori
di B, in un intorno U di pg in Uy, aggiungendo campi di vettori Z; della forma

R L O S S o
Zl_Zj:kHaiayj” a,'ec@ﬂ ), i=k+1,...,n.

I campi Z;.1,...,Z, definiscono in tutti i punti di U; vettori tangenti lineramente
indipendenti. A meno di una permutazione delle coordinate, possiamo supporre
che la matrice

k+1 .. k+1
D1 an
A=t
k+1 n
an .. an

sia invertibile in pg, e quindi in un intorno aperto U, di pg in U;. Posto

Yis1 Zi+1
. = A_l .
Y, Zn
i campi di vettori Y1, ..., Y, € X(U,) sono della forma

3 0 m ](9 j -~ .
Yl_a_yl-i-Z]:n_'_lbla_y]’ bl e‘:g (UZ), l_ly"'9n

e quindi, poiché B, & totalmente integrabile, soddisfano
[Y;,Y;]=0, perl<ij<n.
Ne segue che le distribuzioni
By, =(Y1,....Yn, perk<h<n.

sono totalmente integrabili e soddisfano la tesi. O
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XIIL6. Integrabilita formale e lemma di Poincaré-Volterra

Ci sara utile utilizzare nel seguito una versione relativa del Lemma di Poincaré-
Volterra, in cui utilizziamo la nozione di distribuzione totalmente integrabile.

Fissiamo una varieta differenziabile M di dimensione m. Se B ¢ una distri-
buzione vettoriale di rango n su M ed U un aperto di M, indicheremo con B(U)
la distribuzione vettoriale in U generata da B, cioe il *°(U)-modulo a sinistra
generato dalle restrizioni ad U dei campi di vettori di B(= B(M)).

Supponiamo fissata su M una distribuzione vettoriale ¥, di rango n e totalmen-
te integrabile.

Lemma XII1.6.1. Siano B, V| due distribuzioni totalmente integrabili su M, di
ranghi n ed n—1 rispettivamente, con B; C B. Supponiamo vi sia un campo di

vettori Y € X(M) tale che
(i) B ed Y generano B;
(i) Ly(By) C B;.
Allora, per ogni punto p € M possiamo trovare un intorno aperto U di p in M con
la proprieta:
Vfe€ WU)tale che Xf =0, VX € B,

(13.6.1) Xg=0 inU, VX € By,

dg € €*(U) tale che i
Yg=f inU.

DimosTrAZIONE. Per il Teorema[XTIIL5.10|possiamo trovare una carta coordina-
ta (U, x) con centro in p tale che:

Hy,(U) ¢ generato da dxt, dx, L dx

H(U) & generato da dx"*1, ..., dx".

0 0
In particolare, B(U) ¢ generato da —, ..., — e quindi
Ox! ox"
Y = Z" il v
- Li= ox!
Per ipotesi a' # 0 in tutti i punti di U ed
d 9 d _ da' .
Ly(§)€<@,...,@>, Yi=2,....,.n = % =0inU, ¥Yi=2,...,n.
Se fe €°(U)ed Xf =0, allora
of .
— =0 inUperi=2,...,n.
P i per i n
Possiamo supporre che x(U) sia un ipercubo {|x’| < 1, 1 <i < m}. Ponendo
x! 2
| 2 m ft,x7, ..., x™)
= b 9 = dt
(0 = g(x,x ) fo al(t, x2,...,x™M)

definiamo allora una funzione g € ¥*°(U) che soddisfa il sistema in (13.6.1). O
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Data una distribuzione formalmente integrabile, possiamo sempre ricondurci
localmente alla situazione descritta nel Lemma[XTIL6.1k

Lemma XIIL.6.2. Sia B una distribuzione totalmente integrabile di rango n. Per
ogni punto p € M possiamo trovare un intorno aperto U di p in M ed una di-
stribuzione totalmente integrabile B di rango n — 1 in U ed un campo di vettori
Y € B(U) tali che

(i) B ed Y generano B(U);
(i) Ly(By) C By.

DimosTrRAZIONE. Scegliamo una carta coordinata (U, x) con centro in p tale che
F(U) = (dx™, ..., dx") e definiamo

0 0 0
={—=,..., — Y=—.
B <6x2’ ’8x”> ed ox!
O

Introduciamo la notazione: se o, € QP(M) e B ¢ una distribuzione vettoriale
su M, scriviamo

(13.6.2) a=p mod B < w(Xy,...,X,) =pX1,...,Xp), VXi,...,X, € B.
Osserviamo che

Lemma XII1.6.3. Se B ¢ formalmente integrabile, allora
(13.6.3) a=pf mod B = da=dB mod V. O

Possiamo enunciare ora il

Teorema XII1.6.4. Sia B una distribuzione vettoriale formalmente integrabile su
M. Allora, per ogni p € M possiamo trovare un intorno aperto U di p in M tale
che, per ogni intero k con 1 < k < m ed ogni forma

aeQ*U) con da=0 mod B(U)
possiamo trovare una forma
pe @ NU) taleche dp=a mod B(U).

DimosTrAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione sul rango n di 8. La
tesi ¢ banalmente vera se ¥ ha rango zero. Supponiamo quindi che n > 0 e la tesi
sia verificata per tutte le distribuzioni formalmente integrabili di rango inferiore
ad n.

Per i Lemmi[XTIL.6.1] e [XTIL.6.2] ¢ I’ipotesi induttiva, fissato p € M possiamo
trovare un intorno aperto U di p in M tale che

(a) esiste un Y € B(U) ed una distribuzione formalmente integrabile T (U)
dirango n—1in U tali che

BW) =X, B(U)) ed [Y,B1(U)] cBy(V).

(b) Per ogni a € QU), conk >0edo =0 mod B;(V) possiamo trovare
B e Q*1(U)condp =a mod Bi(U).
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(¢) Perogni f € €°(U) con Xf = 0 per ogni X € B(U) possiamo trovare
una g € ¢ (U) tale che
Xg=0 ¥YX e B(U),
Yg=f inU.
Sia ora a € QX(U), con k > 0, e supponiamo che
do=0 mod BU).
In particolare,
do=0 mod B(U)
e quindi, per (b) possiamo trovare una f3 € Q1(U) con
dp=ao mod B(U).
Consideriamo
v =Yl(a—-dp) e Q7).
Abbiamo
dy =d(Y|(a—dp)) = Ly(a — df) — Y(d[o — dp])
= Ly(a —dp) - Ylda.
Poiché [Y,B(U)] c B (U), otteniamo che
dy=0 mod B(U).

Consideriamo ora il caso in cui sia k = 1. Alloray € €*(U) ed Xy = 0 per
ogni X € B (V). Per il punto (c), possiamo trovare una funzione g € € *°(U) tale
che

Xg=0 VX e3B(U),
Yg=v inU.
Dico che
dp+g =a mod BW).
Infatti,
dB+g)(X) = Xp+Xg = dp(X) = a(X), VX € B(U),
dPB+g)¥)=YIdP)+Yg=YIdp)+v=Y]a=al).
Questo completa la dimostrazione nel caso k = 1.
Se k > 1, per (b) possiamo trovare 1 € Q1(U) tale che
dn=vy mod B(U).
Sia g € ¥€*(U) una soluzione (che esiste per il punto (c)) di
Xg=0 VXe3B(U),
Yg=1 inU.
Dico che allora
oa=dP+dgAmn) mod B).
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Infatti, se Xy, ..., Xy € B1(U), otteniamo
d(f) +dg A)Xy, ..., Xp) = df)(Xl, LX) =olXy, L, X)),
dB+dg AY, Xa, ... Xp) = (YIdB)Xa, ..., Xi) + d(Xa. ..., Xp)

= (Yde))(Xz, . ,Xk) + Y(Xz, . ,Xk)
= YJO((Xz,...,Xk) = OL(Y,Xz,...,Xk).

Questo completa la dimostrazione. O

XIII.7. 11 teorema di Darboux sulle forme canoniche

In questo paragrafo studieremo la forma canonica di DarbouxEI di una uno-
forma e di una due-forma chiusa. Questi risultati sono preliminari allo studio delle
varieta di contatto e delle varieta simplettiche.

XIIL.7.1. Un Lemma di algebra lineare. Sia ® € A?>V* una forma bilineare
alternata su uno spazio vettoriale reale V. Un sottospazio vettoriale W di V ¢
isotropo se la restrizione di w a W ¢ nulla, cioe se w(wy, wy) = 0 per ogni coppia di
vettori wi, wy € W. Chiamiamo Lagrangiano un sottospazio isotropo massimale.

Lemma XIIL.7.1. Siano V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita m ed
o € A2V* una forma bilineare antisimmetrica su V. Allora

(1) w ha rango pari 2r;

2) kero={veV]wly,w)=0, Yw € V} ha dimensione m — 2r;

(3) i sottospazi Lagrangiani di V rispetto ad o hanno dimensione m — r;

(4) ogni sottospazio isotropo é contenuto in un sottospazio Lagrangiano.

DimostrAzZIONE. Ricordiamo che il rango di o ¢ la dimensione dell’immagine
dell’applicazione lineare A, : V — V* ad essa associata:

W, ho(V)) = 0(v,w), VYv,weV.

Per verificare (I)) e (2) basta osservare che la matrice (ow(e;, €;))1<;, j<m associata ad
o in una qualsiasi base ey, . . ., e, di V & antisimmetrica e quindi, poiché tutti i suoi
autovalori non nulli sono immaginari puri, ha rango pari.

Dimostriamo (3) per ricorrenza sul rango r di w. Se r = 0, allora dobbiamo
prendere W = V. Se r > 0, fissiamo un vettore vi € V per cui w(vy, -) sia
un funzionale non nullo. Allora V| = {v € V | w(v{,v) = 0} & un sottospazio
di dimensione m—1 di V e la restrizione di w a V| ha rango r—1. Per I’ipotesi
induttiva, V| contiene un sottospazio W, di dimensione (m—1) — (r—1) =m —r su
cui la restrizione di w & nulla.

Dimostriamo ora (). Sia W un sottospazio isotropo per w. La somma W +
ker o ¢ ancora un sottospazio isotropo. Sia L un sottospazio isotropo massimale
che contenga W. Se dim L < m — r, poiché ker w C L, I’ortogonale L® di L rispetto
ad w avrebbe dimensione m —dimL +m —2r > m—r. Sev € L® \ L, allora
il sottospazio L + Ry sarebbe un sottospazio isotropo di dimensione 1 + dim L e
conterrebbe propriamente L, contro I’ipotesi di massimalita. O

! Jean-Gaston Darboux (14 agosto 1842, Nimes 23 febbraio 1917, Parigi) matematico francese
che ha dato contributi fondamentali alla geometria differenziale. Ha avuto come allievo Elie Cartan.
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Lemma XII1.7.2. Siano V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita m, o. €
V* un funzionale lineare, ed w € A*V* una forma alternata di rango 2r su V.
Allora

(1) Se a A " # 0, allora kerow ¢ kero e i sottospazi Lagrangiani della
restrizione di w a ker & hanno dimensione m —r — 1 e sono le intersezioni
di ker o con i sottospazi Lagrangiani di o in V.

2) Se a A 0" =0, allora ker v C ker a e ker a contiene sottospazi Lagran-
gianidi o in V.

DimmosTtrAZIONE. Per il Lemma ogni sottospazio isotropo di ker o &
contenuto in un sottospazio Lagrangiano di w in V.

Indichiamo con A, : V — V* I’applicazione lineare associata ad w. Se w ha
rango 2r, abbiamo

AA® =0 acecl,(V) = kerw C kera.

Se a A " # 0, allora ker a non contiene ker ® e quindi non pud contenere
sottospazi Lagrangiani di w in V. I suoi sottospazi isotropi massimali sono tutte e
sole le intersezioni di ker a con un sottospazio Lagrangiano di w in V, ed hanno
dimensione m—r—1.

Se a A w" = 0, allora a. € A,(V) ed esiste quindi un vettore v, € V tale che
a(v) = o(vg,v) per ogni v € V. I sottospazi Lagrangiani contenuti in ker o sono
tutti e soli quelli che contengono il vettore vy. O

XII1.7.2. 11 teorema di Darboux per le due-forme. Enunciamo una versio-
ne geometrica, in termini di distribuzioni totalmente integrabili, del teorema di
Darboux sulle forme canoniche delle due-forme alternate.

Lemma XIIL.7.3. Siano M una varieta differenziabile di dimensione m, B una
distribuzione formalmente integrabile ed w € Q*(M) una due-forma su M. Suppo-
niamo che:

(13.7.1) dUJ(Xl,Xz,X3) = 0, VXl,X2,X3 € B.
Allora
(13.7.2) Ko ={XeB | X]w =0 su B}

e una distribuzione formalmente integrabile su M.
DimosTrAZIONE. Infatti, se X,Y € ], e Z € B, abbiamo

0=doX,Y,Z2)=XoY,Z)-Yo(X,Z)+ Zo(X,Y)
- (X, Y], Z) + o([X, Z], Y) — o([Y. Z], X) = —o([X, Y], Z).
Infatti o(X,Y) = 0, o(X,Z) = 0, w(¥,Z2) = 0 perché X,Y € K,, Z € B, e
o([X,Z],Y) = 0, o([Y,Z],X) = 0 perché X,Y € K, [X,Z], [¥,Z] € B. Questo

dimostra che &, ¢ formalmente integrabile.
O
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Teorema XIIL.7.4. Sia w € Q*(M) una due-forma alternata su una varieta diffe-
renziabile M di dimensione m. Siano B e BV due distribuzione vettoriali di rango
ng ed n rispettivamente, totalmente integrabili, con

(13.7.3) Ko ={XeB | X]Jo=0suB} By B

e supponiamo che:

(1) =0 su By,

(2) per ogni p € M, la forma w, ha rango costante 2r su B ,;

(3) du(X1,X2,X3) =0, VX1, X5, X3 € 8.
Allora per ogni punto p € M possiamo trovare un intorno aperto U di p in M ed
una distribuzione totalmente integrabile B di rango n — r su U con

(4) SBO(U) (@ %1 C %(U) ed(D(Xl,Xz) =0 VX],XQ € %1.

DimosTrAZIONE. Ragioniamo per induzione sul rango 2r di . Se r = 0, la tesi
¢ banalmente verificata con U = M e B; = B. Supponiamo quindi r > 0 e la tesi
vera quando w abbia rango minore di 2r.

Per il Lemma fissato un punto p di M possiamo trovare un intorno
aperto U’ di p in M ed una distribuzione totalmente integrabile B, c X(U’), di
rangon — 1 su U’, con

Bo(U") € By € BU).

La restrizione di » a B, ha rango 2r — 2 e verifica le ipotesi del teorema con U’ al
posto di M, n — 1 al posto di n, B, al posto di B. Per I'ipotesi induttiva, possiamo
trovare un intorno aperto U di p in U’ ed una distribuzione vettoriale totalmente
integrabile ¥; C X(U), dirango (n—1)—(r—1) = n—r, con Bo(U) € B C Byr(U),
su cui la restrizione di  sia identicamente nulla. La distribuzione B, soddisfa
la (4). O

Possiamo utilizzare il Teorema[XTIIL.7.4] per ottenere una forma canonica di w.
Per il Teorema [XIII.6.4] fissato un punto pg € M, possiamo trovare un suo intorno
U in M ed una forma o € Q'(U) tali che

do=w mod B).

Per il Teoremal|XIII.7.4| possiamo supporre che su U sia definita una distribuzione
totalmente integrabile B, di rango n — r, su cui o sia identicamente nulla. In
particolare

do=0 mod B;.

Utilizzando ancora il Teorema [XI11.6.4] a meno di restringere ulteriormente 1’in-
torno U di pg, possiamo supporre che vi sia una funzione f € € (U) tale che

df =a mod B,.

A meno di un’ulteriore restrizione dell’intorno U di pg, possiamo supporre che su
U sia definito un sistema di coordinate x tali che

(i) dx™1, ..., dx™ generano 1’ideale #g(U);

(if) dx',....dx", dx"™ . dat generano I’ideale %y, .
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Allora:

_ _EI’ ,jzm A
a—df = izla‘,dx + i=n+1b{,dx,
o —da = Er +lﬁj/\dxj

=n

conaj,bj € €°(U),p; € Q' (U). Differenziando otteniamo

=N da:ndx " Adx
do=3" dajndd+ )" dbjndx
e quindi
r . m .
- ) J . . J
o= dajndd+Y"  (dbj+B))Adx
Poiché la restrizione di w a B ha rango 2r, abbiamo
day A+ Nda, Ndx' A---NdxX"#0 suS,, VpeU.
Possiamo quindi scegliere nuove coordinate y = (y!,...,y™) in un intorno aperto
U’ di pin U, con
y=x sel<i<r,n<i<m,
yi=a; ser<i<?2r.
Abbiamo ottenuto il seguente
Corollario XIIL.7.5. Sotto le ipotesi del TeoremalXIll.7.4] per ogni punto p €

M possiamo trovare una carta coordinata (U, x) con centro in p ed m — n forme
differenziali Bps1,-..,Pm € QY(U) tali che

(13.7.4) Fu(U) =(dx", .. dx™),
_ r i r+i m ) i
(13.7.5) W= Zizldx Adx™ + Zi:mﬁ, A dx.
Dal Teorema|XII1.7 4l ricaviamo il risultato di Darboux sulle due forme chiuse:

Teorema XIIL7.6. Sia w € Q*(M) una forma chiusa, di rango costante 2r. Per
ogni punto p di M possiamo trovare una carta coordinata (U, x) con centro in p
tale che
(13.7.6) 0= dind suU.
i=

XIIL.7.3. 11 teorema di Darboux per le uno-forme. Una uno-forma a €
Q'(M), che non si annulli in nessun punto di M, definisce una distribuzione d’iper-
piani

(13.7.7) By ={Xe€XM)|aX) =0}
Per il Lemma di Cartan, 8, ¢ totalmente integrabile se e soltanto se
(13.7.8) aAda=0.

In questo caso, per ogni punto p € M possiamo trovare, in un opportuno intorno
aperto U di p, un fattore integrante f € €*(U) con f # Ointuttii puntidi U e

(13.7.9) d(fa) =0, fa=dg conge€ ).

Le {g = costante} definiscono in U la foliazione associata alla distribuzione V.
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Piu in generale, quando B, non sia totalmente integrabile, possiamo porci
il problema di determinare foliazioni locali, di dimensione massimale, di varieta
integrali di 8.

Osserviamo che, se T C B, ¢ totalmente integrabile, allora

do(X1,Xo) = Xja(X2) — Xoa(Xy) — a([X1, X2]) =0, VX;1,X, €B.

Dobbiamo quindi cercare le intersezioni della distribuzione 8, con le distribuzioni
vettoriali massimali su cui si annulla la forma da.

Nel caso in cui il rango di da su B, sia costante, questo problema e risolto dal
seguente

Teorema XIIL.7.7 (Darboux). Sia o € Q'(M) una forma differenziale che goda
delle proprieta:

(13.7.10) a(p) #0, VpeM,
(13.7.11) da(p) harango 2r su T,M, per ogni p € M.
Sia p € M. Allora:
(1) Se
(13.7.12) a(p) A (da(p))” + 0,

possiamo trovare un intorno aperto U di p in M ed una distribuzione
totalmente integrabile pm-r-1 X(U), di rangom —r —11in U, con

(13.7.13) @1 ¢ B (U).
(2) Se
(13.7.14) aA(da) =0 inunintorno di p,

possiamo trovare un intorno aperto U di p in M ed una distribuzione
totalmente integrabile B c X(U), di rango m — r in U, con

(13.7.15) B By (U).

Tali distribuzioni hanno rango massimo tra le distribuzioni totalmente integrabili
contenute in B, (U), per un intorno aperto U di p in M.

DimMosTRAZIONE. Supponiamo valga la (I3.7.12). A meno di sostituire ad M un
intorno aperto di p in M, possiamo supporre, per semplicita, che la (13.7.12)) valga
per tutti i punti di M.

Per il Teorema[XIII.7.4] possiamo trovare un intorno aperto U di p in M ed
una distribuzione vettoriale totalmente integrabile B; c X(U), di rango m—rsu U,
su cui do. si annulli identicamente. L’intersezione 8| N B, ¢ una distribuzione di
rango m — r — 1 per il Lemma [XIII.7.2] Dico che 81 N B, & totalmente integrabile.
Infatti, se X,Y € B N B, ¢ [X, Y] € B; perché BV, ¢ totalmente integrabile, ed
[X, Y] € B, perché

a([X,Y]) = —da(X,Y) + Xa(Y) — Yau(X) = 0.
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Consideriamo ora il caso in cui valga la (I3.7.14). Possiamo supporre per
semplicita che o A (da)” = 0 su M. Per il Lemma [XII1.7.2}
Koo ={X € XM) |du(X,Y)=0, VY € X(M)} C By
e la distribuzione vettoriale
By ={Xe€eXM)|aAX]da) =0}
contiene Ny, ha rango m — 2r + 1 ed € contenuta in B,.
La distribuzione B ¢ formalmente integrabile. Infatti
a([X, Y] =da(X,Y) — Xo(Y) + YoUX) = 0,
in quanto a(X) = 0, a(Y) = Oe do(X,Y) = (X|do)(Y) = 0 perché (X|da) &
multiplo di o per X € By. E poi,se X,Y € Bpe Z € B,
0 =d*a(X,Y,Z) = Xda(¥, Z) — Ydo(¥, Z) + Zda(X, Y)
= —d(l([X, Y]7 Z)’
perché do(Y,Z) = 0, do(Y, Z) = 0, do(X,Y) = 0, do([X, Z], Y) = 0, do([Y, Z], X) =
0 in quanto le forme X]da ed Y]doa sono multiple di a ed [X,Z],[Y,Z] € B,.
Quindi [X, Y]|do si annulla su B, e percio ¢ un multiplo di a.
Per il Teorema [XI11.7.4] per ogni punto p € M possiamo trovare una distribu-
zione vettoriale B in U, di rango m — r, che contenga Vy(U) e su cui da sia iden-

ticamente nulla. Per il Lemma|XIII.7.2| 1a B ¢ contenuta in BV . La dimostrazione
¢ completa. O

Dalla discussione sulle forme canoniche di una due forma fatta sopra, ricavia-
mo il

Teorema XIIL.7.8 (Darboux). Sia a € Q'(M) una uno-forma, che non si annulli
in nessun punto di M e tale che do. abbia rango costante 2r in tutti i punti di M.
Sia p € M. Allora:

(1) Se a A (da)” non si annulla in p, esiste una carta coordinata (U, x) con
centro in p tale che

_ 2r+1 r i r+i .
(13.7.16) o = dx +Zi:1x Adx™t in U.

(2) Se a A (da)" e identicamente nulla in un intorno di p, esiste una carta
coordinata (U, x) con centro in p tale che

(13.7.17) a:Zf X Addin .
i



CAPITOLO XIV

La coomologia di de Rham sulle varieta

XIV.1. Definizioni prinicipali

Definizione XIV.1.1. I complessi di spazi vettoriali ed operatori differenziali

Q0 d 1 d 200 — .
(14.1.1) 0-Q"M) —— QM) —— (M)

o I M) — QUMY —Ls QI (M) > -

(1412) 0o XM —Ls oty —2 @My - -
NRNNINYo (07 _4 QM) _4, QM) - -

si dicono il complesso di de Rham ed il complesso di de Rham pei supporti com-

patti, rispettivamente. Poniamo

(14.1.3) Z9M) ={a € Q9M) | da =0}, (forme chiuse)

(14.1.4) ZYM) ={da|a e QT (M)}, (forme esatte)

(14.1.5) ZI(M) = {a € QI(M) | da = 0}, (forme chiuse a supporto compatto)
(14.1.6) ZI(M) ={da|a e Qg_l(M)}, (forme esatte a supporto compatto).
I quozienti

(14.1.7) HI(M) = Z9M)] BI(M),

(14.1.8) H{(M) = Z(M)/ By(M)

si dicono, rispettivamente, il g-esimo gruppo di coomologia di de Rham e il g-
esimo gruppo di coomologia di de Rham a supporti compatti.

Proposizione XIV.1.2. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e ponia-
mo

(14.1.9) H* (M) = @::OHq(M), H(M) = @Z’ZOH;?(M).

1l prodotto esterno nell’algebra di Grassmann Q*(M) definisce per passaggio al
quoziente una struttura di algebra di Grassmann su H*(M) ed H(M).

DimosTrRAZIONE. Basta osservare che
da)AB=d(aAnp), Ya € Q1"(M), pBe ZP*(M).

Quindi
FNMYANZFPM) C F1H2(M) e
BUN(M)ANZFL12(M) + ZT(M) AN B2(M) C BI2(M). O

225
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Se € ZUN(M), B € Z? ed [a], [B] sono le classi di coomologia da esse
definite, poniamo

[a] A[B] = [a AB].

Definizione XIV.1.3. Lo spazio vettoriale reale H*(M), con I’operazione ottenuta
per passaggio al quoziente dal prodotto esterno, si dice [’anello di coomologia reale
della varieta M.

XIV.2. Invarianza omotopica

Siano M, N varieta differenziabili ed f € ¢ *(M, N) un’applicazione diffe-
renziabile. Si verifica facilmente che il pull-back e il differenziale sulle forme
commutano. Quindi, per passaggio ai quozienti, la f definisce un’applicazione
naturale
(14.2.1) f*:HY(N) - HI(M)
ed anche, se f & propria, un’applicazione f* : H/(N) — H!(M).

Lemma XIV.2.1. Sia M una varieta differenziabile, sia I un intervallo di R, e
consideriamo la proiezione py - M X 1 — M e, per ogni t € I, la sezione s; : M >
x — (x,t) € M x I. Allora per ogni intero g > 0 ed ogni t € I,

Py HYM) - HI(M XI) ed s;:HY(MxI)— HI (M)
sono isomorfismi, I’'uno inverso dell’altro.

DimosTrRAZIONE. Abbiamo s, o m = idys per ogni ¢ € I, e quindi anche 7* o s} ¢
I’identita in coomologia:

HY(M) Pia HYU(M % I)

HY(M)
In particolare, s; : HY(M x I) — H™(M) ¢ surgettiva, e pj, : HI(M) —
HY(M x I) ¢ iniettiva.
Per ogni intero ¢ > 1 indichiamo con Q%(M x I) lo spazio delle g-forme su
M x I che sono localmente combinazioni lineari di elementi di p}, (29(M)), con
coeflicienti in €°°(M X I). Abbiamo
QUM xT) = QL (Mx D@ (MxI)Adt.
Sia f € Z9(M x I). Scriviamo f = f@ + f@D A dicon f® € QL (M xI). La
condizione d’integrabilita df = 0 ci da
dysif® =0 Vtel,
Lge D+ (=1)dys; f@V =0 Vrel

Fissato o € I, definiamo una forma g¢~! e Q’IIVI_I(M x I) mediante

1
g(Q—l)(x’ f) = pjw (f S:f(h—l)dT) (x,1)
]
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Allora ¢'9 = f = dpyyg™) € Z9M x I) N Q% (M x I). In particolare, ¢ soddisfa
d

Z¢e @ =0

i’ ¢ ’

onde s;¢'? & una forma y € (M), indipendente da ¢ € 1, ed abbiamo ¢ = p? .
Inoltre

dMlﬁ = dMSf([ﬁ(q) = S;dexldJ(q) =0.

Questo dimostra che pj, : HY(M) — HY(M X I) ¢ anche surgettiva, € completa
quindi la dimostrazione. O

Abbiamo la

Proposizione XIV.2.2. Due applicazioni differenziabili fy, fi € € (M, N) omoto-
pe inducono la stessa applicazione in coomologia.

DimosTtrAZIONE. Per ipotesi esiste un’applicazione differenziabile
F:(ﬁ)e%m(MXI’N)’ con F(',O):f(), F('71):fl'

E f, = F o s5; e quindi fi = si o F*. Peril Lemma [XIV.2.1} per ogni ¢ € [0, 1], s}
inverte p),, ove py : M X [0,1] — M ¢ la proiezione sul primo fattore. Abbiamo
percio, in coomologia, f; = (p’;w)‘1 oF* = f]. O

Corollario XIV.2.3. Due varieta che abbiano lo stesso tipo d’omotopia hanno la
stessa coomologia di de Rham.

Ricordiamo, che, per varieta differenziabili, possiamo definire tutte le nozioni
usuali dell’omotopia richiedendo che tutte le mappe considerate siano differenzia-
bili. Ad esempio, nell’enunciato del corollario, il fatto che due varieta M ed N
abbiamo lo stesso tipo d’omotopia si pud formulare nel modo seguente:

Esistono applicazioni differenziabili f € €°(M,N), g € €°(N,M), ® =
(¢} € €M x [0,11, M), ¥ = {¢,} € €°(N x [0, 1], N), tali che

do=gof, Yo=fog
¢1 = idy, Y1 = idy.

XIV.3. Fibrati vettoriali

In un fibrato vettoriale € = (E NV ) la base M ¢ un retratto di deformazione
differenziabile dello spazio totale E. Abbiamo percio

Teorema XIV.3.1. Sia € = (E N M) un fibrato vettoriale. L’applicazione
(14.3.1) 7 H"(M) — H*(E)
indotta dal pullback di forme e un isomorfismo.

Indichiamo con

(14.3.2) th(E) ={a € QU(E) | n(supp @) € M}
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lo spazio delle g-forme alternate, di classe " su E, il cui supporto sia contenuto
nell’immagine inversa di un compatto di M. Poiché il differenziale non accresce i
supporti, abbiamo un sottocomplesso del complesso di de Rham:

(1433) 0 — Q.(E) —— QL (E) — () ——> -
Poniamo

ZIE) ={a € Q! (E)|da =0},

BIE) = d2 (E),

HY (E) = ZI(E)| B, (E).

Definizione XIV.3.2. Chiamiamo th(E) il g-esimo gruppo di coomologia di de
Rham con supporti compatti nella base.

Con una dimostrazione analoga a quella del Lemma si verifica che
vale il

Teorema XIV.3.3. Sia € = (E N M) un fibrato vettoriale di rango n. Il pullback
di forme definisce un isomorfismo

(14.3.4) 7* s H:(M) — H,(E).

DimostrAZIONE. Consideriamo ’applicazione F' = {f;} : E X R — E definita
da fi(c)=toperognice EecteR. Sea € QZh(E), allora F*a € th(E X R) per

il fibrato vettoriale E X R — M di rango n + 1 ottenuto dalla somma diretta di §
con il fibrato banale in rette su M. Possiamo scrivere

Fra=ay+dtAa,

ove a; € Q‘é_i(E xR)N QZ;(E X R). Se dga = 0, allora dgxr F*a = 0, e questo da

0
dpag = 0, ﬁ?:@m.
Se
! 1
B(t) = j(; dt Ay € Q17 (E XR),
allora

F*a' - dExRﬁ = aO(O) = ﬂ-*(a/lM)’

ove abbiamo identificato M alla sezione nulla di E. Questo dimostra che 1’applica-
zione (14.3.4) ¢ surgettiva. Poiché la composizione dell’inclusione : : M — E e
della proiezione x ¢ I’identita su M, la :* o r* ¢ I’identita in coomologia e quindi in
particolare 7" & anche iniettiva. Quindi (I4.3.4) ¢ un isomorfismo. o
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XIV.4. Coomologia di deRham e rivestimenti

Siano M, N due varieta topologiche e 7 : N — M un’applicazione di rivesti-
mento. Il dato di una struttura differenziale su una delle due determina univoca-
mente una struttura differenziabile sull’altra, che renda 7 un diffeomorfismo locale.
Vale la seguente

Proposizione XIV.4.1. Siano M, N due varieta differenziabili e 1 € € (N, M) un
rivestimento regolare a un numero finito di fogli. Allora n* : H*(M) — H*(N) ¢
iniettiva.

DmmosTrAZIONE. Per ipotesi il gruppo G = Aut(r) degli automorfismi del rive-
stiment(ﬂ che opera in modo semplicemente transitivo sulle fibre del rivestimento,
€ un gruppo finito e i suoi elementi sono diffeomorfismi di N. Definiamo

* 1 * *
(14.4.1) )».Q(N)aaeﬁ S e

Indichiamo con
Q;N) ={la e Q'(N) | g'a =a, Vg € G}

I’R-sottospazio vettoriale di Q*(N) delle forme G-invarianti. Abbiamo un diagram-
ma commutativo

Q*(N) & Q5 (N)
Q" (M)

in cui la composizione A o 7* € un isomorfismo. Indichiamo con p la sua inversa.
Osserviamo che dyQ;,(N) C €, (N), in quanto . commuta con il differenziale dy.
Abbiamo

wr'(@) = @, Yo € Q°(M), W(dnp) = dun(B), Y € Q;(N).
Sia @ € Q1(M), con dya = 0. Se 7" = dyB, con 8 € Q471(N), abbiamo,
poiché 7* o u & I'identita su Q (N),
m'a = Mr*e@) = Mdnp) = dvMp) = dyr* (WMB))) = n*(du(h(B))).

da cui otteniamo che a = dyu(M(B)) € coomologa a zero.

XIV.5. Complessi differenziali
Ricordiamo qui alcuni fatti algebrici generali che ci saranno utili nel seguito.
1Gli elementi di Aut(n) si dicono in inglese deck transformations. 1l rivestimento si dice rego-

lare se i suoi automorfismi operano transitivamente sulle fibre. Il rivestimento universale & regolare,
con gruppo degli automorfimsi isomorfo al gruppo fondamentale della base.
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Definizione XIV.5.1. Un complesso differenziale ¢ il dato di uno spazio vettoriale

C su un campo k, di una sua Z-gradazione C = @qez C? e di un omomorfismo

dc : C — C, omogeneo di grado 1, con dc?> = 0. Indichiamo il complesso
mediante

(14.5.1) el e ca Y oot
La coomologia di (22.3.1) ¢ la somma diretta di spazi vettoriali:
(14.5.2) H(C, dc) = @qezm(c,dc),
ove HY(C,dc) = (kerdc N C9)/dc(CI™).
Lo spazio vettoriale HY(C, d¢) si dice anche il g-esimo gruppo di coomologia di
(2.3.1).

Dati due complessi differenziali (A, ds) e (B, dp) sullo stesso campo k, un’ap-
plicazione lineare f : A — B si dice un omomorfismo di complessi se

(14.5.3) f(AY c BY, VqgeZ,
(14.5.4) fods=dpof.

Essa induce un’applicazione naturale

(14.5.5) f« : HY(A,dy) — HY(B,dp),

che fa corrispondere alla classe [a,] di a, € kerds N A9 la classe [f(a,)] di f(a,) €
kerdg N BY.
Una successione

(14.5.6) Svel e T e

di k-spazi vettoriali su di applicazioni k-lineari si dice esatta se
(14.5.7) fp1(VI Y =ker f,, VqeZ

Una successione esatta della forma

(14.5.8) 0 A—2.B B C 0

si dice una successione esatta corta.

Se (A,dy), (B, dp) e (C, dc) sono complessi differenziali di spazi vettoriali su k
e la (22.3.8) ¢ una successione esatta corta di omomorfismi di complessi, definiamo
una corrispondenza tra i cocicli di (C, d¢) e quelli di (A, d4) mediante

cg€CY, dccy =0,
Ab, € BY, B(by) = cqn
Al agr1 € AT, alager) = dpbga,

(14.5.9)

dAaq+1 =0.
L’esistenza di b, ¢ conseguenza della surgettivita di 8. L’esistenza e unicita di a1
segue dal fatto che B(dgb,) = dcB(by) = dccy = 0 e dall’esattezza di (22.3.8).
Poiché « ¢ iniettiva, otteniamo che d4(ay+1) = 0 perché a(daayy+1) = dpalags1) =
d*b, = 0.
BYq
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Per verificare che la corrispondenza ¢, — ay41 definisce un’applicazione
(14.5.10) A4 HI(C,dc) — HTY(A, dy)

in coomologia, ¢ sufficiente verificare che a,41 € coomologo a 0 se lo ¢ ¢,. Suppo-
niamo quindi che sia ¢, = dccy-1 per qualche ¢, € C4~!. Abbiamo allora
b1 € BT te. Bby-1) = cyoi
=p(by) = ¢4 = dccy-1 = dcf(by—1) = B(dpby-1)
=p(by — dpby-1) =0
=3 a, € A? tc. alay) = by —dpby-1
=al(dpay) = dpal(ay) = dp(by — dpby—1) = dgb, = a(ay+1)
=ays1 = daay.
Quindi la 4, risulta ben definita da
(14.5.11) A([cy]) = [ag1]-
Abbiamo il

Teorema XIV.5.2. Se (22.3.8) ¢ una successione esatta corta di complessi diffe-
renziali di spazi vettoriali su 'k, allora abbiamo una successione esatta lunga

...... s H\B,dp) —2s HIVC, de)
A7 *
(14.5.12) N YA —Ss HIBdp) —L  HYC,de)

Aq
——— HY(A,dy) ——  -----

Nello studio dei gruppi di coomologia dei complessi, ¢ spesso utile il seguente
lemma algebrico:

Teorema XIV.5.3 (Lemma dei cinque). Consideriamo un diagramma commutati-
vo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe e colonne esatte:

0 0 0
| | I
A, h A, Ni) As Ve Ay Ja As
S
B, 81 B, 8 B, 83 B, 84 Bs
I | |
0 0 0

Abbiamo supposto cioé che a sia surgettiva, a; e a4 siano isomorfismi ed as sia
iniettiva. Allora a3 é un isomorfismo.
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DimosTrAZIONE. Dimostriamo che a3 € iniettiva. Sia az € Aj, con as(az) = 0.
Abbiamo

@4(f3(a3)) = g3(a3(a3)) = 0 = f3(a3) =0 = daz € Ay t.c. a3 = frlar)
= a3(f2(a2)) = g2(aa(az)) = 0 = b € B t.c. az(a2) = g1(b1)
= da) € A t.c. ai(a)) = b, = m(az) = gi(@i(a1) = a2(fi(ar))
= a; = fila1) = a3 = f 0 fi(a;) =0.
Dimostriamo ora che a3 ¢ surgettiva. Abbiamo:
dag € Agt.c. g3(b3) = as(as) = 0 = g4 0 g3(b3) = g4 © 4(as) = as o fa(as)
= falay) =0 = daz € Az t.c. f3(az) = a4
= g3(b3) = a4 0 f3(a3) = g3(as(az)) = g3(b3 — a3(az)) =0
= dby € By t.c. g2(b2) = by —as3(az) = dar € A t.c. ar(ap) = by

= b3 — a3(a3) = g2 o wx(a2) = a3(f2(a2)) = b3 = az(az + fr(a2)).

Dalla dimostrazione segue che

Teorema XIV.5.4 (Lemmi dei quattro). Consideriamo un diagramma commutati-
vo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe esatte:

0
| |
A h A, f2 A f3 Ay
ay l azl a3l mtl
B, 81 B, & B, 83 B,
I
0

Se a e surgettiva ed ay, aq iniettive, allora as é iniettiva.
Consideriamo un diagramma commutativo di gruppi abeliani e di omomorfi-
smi, con righe esatte:

A, A3 Ay AS
T
B, & B, & B, g4 Bs
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Se as e iniettiva ed @, ay surgettive, allora as é surgettiva.

XIV.6. Le successioni di Mayer-Vietoris

La successione di Mayer-Vietoris EI ¢ uno degli strumenti fondamentali per il
calcolo dei gruppi di coomologia. Essa & una conseguenza del Teorema [XIV.5.2|e
del

Lemma XIV.6.1. Siano A, B due aperti di una varieta M. Allora, per ogni intero
q, la successione corta

(14.6.1) 0 —> QAU B) T, Q1(A) ® Q1(B) —i—> QIANB)—0,
ove

(14.6.2) {“(f) =fla® fls Vfe QAU B),

B ®h) = glans — hlang Vg € QU(A), h € (B),
e esatta.
DmosTtrAZIONE. Liniettivita di @ e il fatto che I’'immagine di « sia uguale al
nucleo di 8 sono evidenti. La surgettivita di 8 segue dall’esistenza di una partizione
dell’unita su A U B subordinata al ricoprimento {A, B}. Se ¢4, ¢p € € (AU B) e

suppds C A, suppédp C B, e ps + ¢p = 1 su AU B, allora, data f € Q9(A N B),
possiamo definire

fu= ¢pf SuANB, fom —paf SuANB,
Y710  suA\B 570  suB\A.

Allora fy € QU(A), fz € QU(B)ed fis— fz= fsuANB. O

Otteniamo quindi, per il Teorema [XIV.5.2} il

Teorema XIV.6.2 (Mayer-Vietoris). Se A, B sono due aperti di una varieta diffe-
renziabile M abbiamo una successione esatta lunga

—— H*'(A)® H"'(B) —— H?'(ANB)
—— HYAUB) —— HIYA)@®HIB) —— HIYIANB)

—— H™'(AUuB) —— H”'(A)e H"*'(B) ——
DivostrAzIONE. 1l risultato segue dal TeoremalXXII.3.2L L’applicazione 4, si

puo descrivere nel modo seguente. Se f € Z9(A N B) ed fx € Q9(A), fg € Q4(B)
sono forme tali che f = f4 — fg su AN B, allora

dfs suA,

(14.6.3) g= {de su B,

2Leopold Vietoris (Radkersburg, 4 giugno 1891 - Innsbruck, 9 aprile 2002), mathematico
austriaco. I suoi principali contributi sono nel campo della topologia e della storia della matematica.

Meinhard E. Mayer (nato nel 1929 in Romania), ha insegnato a partire dal 1966 presso 1’ Uni-
versita della California ad Irvine. I suoi interessi principali sono stati i metodi geometrici delle teorie
di gauge e le applicazioni delle ondelette alla turbolenza. Ha contribuito alla teoria dei bosoni-vettori
(W e Z bosoni) e dell’unificazione elettro-debole, che sarebbe divenuta poi il modello standard.



234 XIV. LA COOMOLOGIA DI DE RHAM SULLE VARIETA

definisce un elemento di 2°9*!(AUB), la cui classe di coomologia [g] in H7*!(AUB)
¢ I'immagine mediante 4, della classe [f] di f in HY(A N B). O

XIV.7. Alcuni esempi

Esempio XIV.7.1. Consideriamo la circonferenza S ={ze€ C| |z = 1}. Siano
A=S8"\{-i}, B=S"\{i}. Allora A e B sono diffeomorfi ad R, A N B all’unione
disgiunta di due copie di R. Risultera quindi:
R seq=0,
0 seqg#0,

R? se g =0,

Hi(4) ~ H'(B) = { 0 seq#0

HYANB) = {

Dalla successione di Mayer-Vietoris ricaviamo allora che H9(S') = 0se ¢ # 0, 1.
Abbiamo poi

0 —— H%S')) —— RoR R? H'(S") —— 0.

E H(S') ~ R, perché S & connesso per archi. Quindi la dimensione dello spazio
vettoriale H'(S!) si ricava da
0 = dimgH’(S ") — dimgR @ R + dimgR? — dimg H' (S )
=1-2+2-dimpH'(S").
Eperci(‘) H'(S") ~R.
Esempio XIV.7.2. Consideriamo la sfera
S"={x=0%x . ) eRT X =1), n>1.

SianoA = {x € §" | x" > —1}, B = {x € §" | x° < 1}. Poiché A e B sono diffeomorfi
ad R", ed A N B ¢ connesso, otteniamo dalla successione di Mayer-Vietoris gli
isomorfismi
HYS™ ~HI™"ANB), seq#0,1,
e la successione esatta
0 —— HY(S" =R —— R®R —— H'ANB)~R

——  HY(S» —— 0.

Dalla successione esatta ricaviamo che H'(S") = 0 se n > 1. Infine, A N B si
retrae per deformazione su S =l = (x € §" | xX° = 0}. Vedremo che questo da
HY(A N B =~ HY(S" ") per ogni g € Z. Ricaviamo cosi per ricorrenza, utilizzando
I’esempio precedente, che

R seqg=0,n,

HYS™) =
0 seqg#0,n.

Esempio XIV.7.3. Se n > 1, il rivestimento universale dello spazio proiettivo RP"
¢ il rivestimento a due fogli 7 : §” — RP". Abbiamo quindi, per la Proposi-
zione applicazioni iniettive 7* : HY(RP") — HY(S"). In particolare,
otteniamo che

HIRP") =0 se0<qg<n.
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Inoltre, HO(RP") ~ R perché RP" & connesso.

Per calcolare H"(RP") utilizziamo la successione esatta di Mayer-Vietoris. Sia
T = {x” = 0} un iperpiano di RP". Fissiamo un punto py che non appartenga a X,
ad esempio il punto di coordinate omogenee (1,0, ...,0). Allora A = RP" \ {po} &
un intorno tubolare di X. La proiezione m : A — X associa ad un punto p distinto
da py il punto d’intersezione 7(p) di X con la retta ppy.

Sia B = RP" \ . Abbiamo allora, indicando con =~ I’equivalenza omotopica,

A=RP"\ {po} ~RP""",
B=RP"\X ~R"
AU B =RP",
ANB=R"\ {0} ~Ss"

Abbiamo percio la successione esatta in coomologia

0 —— H"I®RP" R H"RP") —— 0,

perché H""'(RP") ~ {0}, H"~'(S""") ~ R, H*(RP""") ~ {0}.
Poiché H'(RP') ~ H'(S') ~ R, otteniamo per ricorrenza che

R sen ¢ dispari,
{0} sen ¢ pari.

H"(RP") = {

Esempio XIV.7.4. Siano m, n interi con 1 < m < n e sia £ un m-piano di RP". Sia
M = RP"\ X. Scegliamo un (n—m—1)-piano ¥’ di RP” con £ N ¥’ = (. Per ogni
q € M, I’(m+ 1)-piano per ¢ e X interseca ¥’ in uno ed un solo punto p = n(g).
Poiché (¢X) \ X ~ R™! lat = (M N Y’) definisce un intorno tubolare di ¥’ in
RP", con spazio totale M. L’ (n—m—1)-piano X’ & quindi un retratto di deformazione
di M. Otteniamo percio

HYRP" \ RP") ~ HI(RP"™ 1), Vg>0.

Ad esempio,
HIRP A\ RPY) = - 5 4= 0,
0 altrimenti,
HLI(RPZm \ RPO) — {R se q = 0" 2m -1,

0 altrimenti,

R =0,1,
HI(RP® \ RP') = { T
0 altrimenti,

R =0,3,
HIRPP\RPY={~ > 1=
0 altrimenti,
R =0,
HIRPP\RPY) ={ =~ > 1=
0 altrimenti,
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R se ¢g=0,1

HYRP’ \ RP?) = . .
0 altrimenti.

Esempio XIV.7.5. Consideriamo ora lo spazio proiettivo CP". Sia £ = {z° = 0} un
suo iperpiano € pg un punto non appartenente a X, ad esempio il punto di coordinate
omogenee (1,0,...,0). Allora A = CP" \ {po} = {|z!|> + - - - + |"[* > 0} & lo spazio
totale di un suo intorno tubolare in CP”. Poniamo B = CP" \ X. Allora
A={E'P+--+1"F >0} =~ CP",
B=CP"\X=C"=~{0},
AUB=_CP",
ANB=C"\{0} =S5,
ove =~ indica equivalenza omotopica. Otteniamo allora la successione esatta:
0 —— H'(CP") —— H'(CP"'") —— H!(Ss>)
- HZ(CPn) N . N Hq—l(SZn—l)

— HY(CP") —— HI(CP") —— HIS>»

D

da cui otteniamo
HY(CP") ~ HI(CP"™"), VYg<2n-2, H*YCP"»=0, H*(CP") =R.
Ricaviamo percio, per ricorrenza,

R seg=0,2,...,2n,

H(CP") =
0 seg=1,3,...,2n—1.

Esempio XIV.7.6. Siano m,n due interi con 1 < m < n e X un m-piano proiettivo
complesso in CP". Se scegliamo un (rn—m—1)-piano proiettivo complesso ¥’ che non
intersechi X, ’applicazione che fa corrispondere ad ogni punto ¢ di M = CP" \ £
I’unico punto p = n(g) di ¥’ in cui I’(m+ 1)-piano proiettivo complesso per X e ¢
interseca Y’ definisce un intorno tubolare T = (M N ¥’) di ¥’ in CP". Otteniamo
percio

R se ¢=0,2,...,2(n-m—-1),

HY(CP"\ CP™") = { . .
0 altrimenti.

Esempio XIV.7.7. Siano M ed N due sottovarieta proprie connesse di R" che si
intersechino in un punto pg. Possiamo scegliere due loro intorni tubolari con spa-
zi totali A e B la cui intersezione A N B sia un intorno contrattile di pg. Dalla
successione esatta di Mayer-Vietoris possiamo allora dedurre che

H'ANB)=R, HYAUB)=HIA)®HIB), perogniq > O0.

Esempio XIV.7.8. Siano M una varieta connessa di dimensione m > 2, pg € M
ed N = M\{po}. Allora HY(M) ~ HY(N) per ogni g # m,m — 1. Infatti, se A &
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un intorno contrattile di pg in M, 'intersezione A N N ¢ omotopicamente equiva-
lente alla sfera S™!. La successione di Mayer-Vietoris ci da quindi I’isomorfismo
desiderato se 1 < ¢ < m — 2. Abbiamo poi la successione esatta

0 —— H"Y M) —— H™'(N) —— R

s H"M) — H™(N) —— 0.

Una varieta connessa di dimensione m ha m-esimo gruppo di coomologia di
de Rham uguale ad R se compatta ed orientabile, uguale a 0 altrimenti. Avremo
quindi A"~ (M) ~ H™ '(N) se M & compatta e orientabile, H"'(N) ~ H™ \(M)®
R altrimenti.

Esempio XIV.7.9. Siano M/, M; due varieta connesse di dimensione m. Allora
HI(M M) = HI(M) @ HI(My) se g#m—1,m.
Esempio XIV.7.10. Introduciamo su R" \ {0} la relazione di equivalenza
x~y<=)y:2kx, con keZ.
Allora M = (R" \ {0})/ ~ ha un’unica struttura di varieta differenziabile di dimen-
sione n per cui la proiezione nel quoziente 7 : R" \ {0} — M sia un diffeomorfismo
locale. Per n = 11a M ¢ diffeomorfa ad S! e pern = 2 al toro 7> = §' x S

Supponiamo quindi nel seguito che n > 3.
Possiamo ricoprire M con i due aperti

A=n({l<xl<2), B=n({3<Ixl<3}).
Allora A e B sono omotopicamente equivalenti ad S”~! ed AN B all’unione disgiun-
ta di due copie di §”~!. Otteniamo allora la successione esatta di Mayer-Vietoris:
00— R — R&R —— R®R
—— H'M) — 0
0 —— HI(M) —— 0 per2<g<m-2
0 — H"' M) —— RO®R —— RoR
— H"M)=R —— 0.
Otteniamo percio

R se ¢g=0,1,(m—1),m,
0 altrimenti.

HY(M) = {

XIV.8. La successione di Mayer-Vietoris a supporti compatti

Costruiamo ora la successione esatta di Mayer-Vietoris per le forme a supporto
compatto.

Lemma XIV.8.1. Siano A, B due aperti della varieta differenziabile M. Allora,
per ogni intero non negativo q abbiamo la successione esatta

(148.1) 05 0ANB) — QlA)eQ'(B) —— QUAUB)—0
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ove
afH=fef  VfeANnB),
Bfog =f-g VfeQlA), geQAnB).
DmvosTrAZIONE. Liniettivita di « e il fatto che I’'immagine di « sia il nucleo
di 8 sono ovvii. La surgettivita di S ¢ conseguenza della partizione dell’unita. Se

da, P € €7(AU B) esuppps C A, suppép C B,e ¢4 + ¢p =1 su AU B, allora,
data f € Q1(A U B), possiamo definire

fa=¢af, fs=9¢sf.
Allora f4 € QL(A), fp e QI(B)ed fy — fz = fSuAUB. |
Come conseguenza abbiamo

Teorema XIV.8.2 (Mayer-Vietoris pei supporti compatti). Siano A, B due aperti
della varieta differenziabile M. Abbiamo allora una successione esatta lunga per
la coomologia di de Rham a supporti compatti:

—— H'(WeH'(B) —— HI'(AUB)
—— H!/(AnB) —— H!A)eH!(B) —— H{AUB)
— S H"'AnB) —— HM'We H(B) ——
XIV.9. La dualita di Poincaré

Definizione XIV.9.1. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Un buon
ricoprimento di M € un suo ricoprimento aperto %/ = {U;} per cui ogni intersezione
non vuota U;, N --- U, sia diffeomorfa ad R"™.

Introducendo una metrica Riemanniana su M e scegliendo intorni aperti con-
vessi possiamo dimostrare il

Teorema XIV.9.2. Ogni varieta differenziabile M ammette un buon ricoprimen-
to. Ogni ricoprimento aperto di una varieta differenziabile M ammette un buon
raffinamento. O

Teorema XIV.9.3. Se una varieta M ammette un buon ricoprimento finito, allora
sia la sua coomologia di de Rham che la sua coomologia di de Rham coi sup-
porti compatti hanno dimensione finita. Se inoltre M ¢é una varieta orientata di
dimensione m, la forma bilineare

(14.9.1) (f,8) = f fAg per feQUM), geQ (M)
M

definisce per passaggio al quoziente un accoppiamento di dualita tra HY(M) ed
H (M),

DimosTrAZIONE. Ragionando per induzione sulla cardinalita di un buon rico-
primento, ed utilizzando le successioni esatte di Mayer-Vietoris, si dimostra facil-
mente la finitezza dei gruppi di coomologia di de Rham, sia con supporti chiusi che
con supporti compatti.
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Supponiamo ora che M sia orientabile, in modo da poter definire senza ambi-
guita I’integrale su M delle m-forme. Se f e g sono chiuse, ed una delle due esatta,

abbiamo
f fArg=0.
M

Se infatti f = du, con u € Q9-'(M), allora f A g =d(u A g),conu A g € Q"1 (M),
e quindi I'integrale (I4.9.1)) & nullo per la formula di Stokes. Se g = dv con v €
Qg_l(M), allora ancora w = (=1)2f A v € Q" !(M) e I'integrale (T4.9.1)) & nullo
per la formula di Stokes perché f A g = dw.

Quindi, per passaggio al quoziente la (14.9.1) definisce una forma bilineare

(14.9.2) HY(M) x H!™ (M) > ((f],[g) — fo AgeR.

Dimostriamo ora che (14.9.2) definisce un accoppiamento di dualita tra i grup-
pi di coomologia. Osserviamo che questo ¢ vero se M = R™. Possiamo quindi
ragionare per induzione, supponendolo vero per varieta M che ammettano un buon
ricoprimento che consista di al pitt un certo numero € > 1 di aperti, e dimostrandolo
quindi per varieta che ammettano un buon ricoprimento con ¢ + 1 aperti.

Siamo U, V due aperti di M e definiamo

A =HIUNV), B, = (H~"(Un V),

Ay = HI(U) ® HY(V), B, = (H'™(U))" @ (H!(V))",

Ay = HIU UYV), B; = (H{(U U V)Y,

Ay = H (UNV), By = (H " \(UnV),

As = H"\(U) @ HIY\(V), Bs = (H!""\(U) @ (H! "' (V)

ove V* denote il duale dello spazio vettoriale di dimensione finita V. La (14.9.2)
definisce le frecce verticali del diagramma commutativo a righe esatte

h f2 bE] fa

Al — Ay Az - Ay As
L A A
B, — B, —— B; —— B, —— B,

ove le g; sono ottenute per dualita da quelle della successione esatta di Mayer-
Vietoris per i supporti compatti. Se M ammette un buon ricoprimento consistente
di € + 1 aperti Uy, Uy, ..., U e scegliamo U = Uy, V = Ui.:l Uj, allora U, V ed
U N V ammettono buoni ricoprimenti con al piu £ aperti. Per I’ipotesi induttiva ne
segue che a1, ay, a4, a5 sono isomorfismi e dunque, per il lemma dei cinque, anche
@3 & un isomorfismo, che identifica HY(M) = H4(U U V) al duale di H, Y(M). O

Corollario XIV.9.4. Sia M una varieta differenziabile orientata che ammette un
buon ricoprimento finito.
Sia a € Q1(M). Condizione necessaria e sufficiente affinché « € B9(M) ¢ che

(14.9.3) f aAn=0, YneZ"IM).
M
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Sia a € QU(M). Condizione necessaria e sufficiente affinché a € BL(M) é che
(14.9.4) f aAn=0, VYneZ"UM).
M

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che a € 9(M) soddisfi la (14.9.4). Abbiamo in
particolare

f (da) A @ = (—1)1"! f aAdd=0, VOe Q" M,
M M

e quindi @ € Z79(M). Se fosse [a] # 0in HY(M), per il Teorema|XIV.9.3|potremmo
trovare unan € 2, (M) con
f aAn#0.
M

Quindi @ € #4(M). La dimostrazione nel caso delle forme a supporto compatto ¢
analoga. O

In particolare abbiamo:

Teorema XIV.9.5. Se M ¢ una varieta differenziabile compatta e orientabile di
dimensione m, allora

(14.9.5) dimp HY(M) = dimg H" (M) < +co

e, fissata un’orientazione di M, la (14.9.2)) definisce un accoppiamento di dualita
tra HY(M) ed H" 1(M). In particolare, per una varieta differenziabile connessa,
compatta ed orientabile di dimensione m e H"(M) ~ R.

Osservazione XIV.9.6. L’enunciato non vale, in generale, nel caso di varieta non
orientabili. Infatti, per uno spazio proiettivo reale di dimensione pari 2m abbiamo

R ~ HO(RP™™) % H*"(RP*") = {0}.

Esempio XIV.9.7. Sia M una superficie orientabile di genere g. Possiamo ottene-
re M da un poligono chiuso P di 4g identificando a coppie i suoi lati secondo la
formula OP = a;b;'a; b}’ ---agbglagbgl. Siam : P — M la proiezione nel quo-
ziente. Utilizziamo un ricoprimento di M mediante i due aperti A = m(P) ~ R?,
B = (P \ {po}) per un punto pg € P. Lintersezione A N B & omotopicamen-
te equivalente ad S'. Per l’Esempio poiché B si retrae su un bouquet
di 2¢ circonferenze, otteniamo che H'(B) = H'(SH @ ---® H'(S!) = R%. Per

2g volte

Mayer-Vietoris abbiamo allora la successione esatta
0 —— H'(M) —— R* R H*(M) —— 0.
Per la dualita di Poincaré abbiamo H>(M) ~ H'(M) = R e quindi H'(M) = R%.

Osservazione XIV.9.8. I gruppi di coomologia H9(M) hanno in generale, anche
quando non siano di dimensione finita, una struttura naturale di spazi di Fréchet.
Se M ¢& orientata, i gruppi H. ?(M), con un’opportuna topologia, sono ancora i
loro duali topologici. L’accoppiamento di dualita & sempre definito dalla (14.9.2).
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XIV.10. Grado di un’applicazione

Dal TeoremalXIV.9.5] ed utilizzando gli argomenti della dimostrazione del
TeoremalX11.6.3| otteniamo

Teorema XIV.10.1. Siano M, N due varieta connesse, compatte, orientate, della
stessa dimensione m. Se f : M — N é un’applicazione differenziabile, esiste un
numero reale k tale che

(14.10.1) f o= qus, Vo € Q"(N).
M N

1l numero k ¢ la somma algebrica delle segnature di df(p), per p che varia nella
controimmagine f~'(q) di un valore regolare ¢ € N di f. E percio un numero
intero ed e uguale a zero se f non é surgettiva. O

Definizione XIV.10.2. Il numero intero & nella formula (14.10.1) si dice il grado
dell’applicazione f e si denota con deg(f).

Esempio XIV.10.3. Su Sl ={z=1¢"%€eC||z =1} la forma differenziale

L=  dz 4 dz
on _ﬁ?__ﬁ?

definisce I’orientazione ed ha integrale 1.
Se fe OD)NE*(D)ed f(z) #0perze S, la

/@

I/ (@)

¢ un’applicazione di classe . Per calcolarne I’indice, osserviamo che
g'(3;d6) = 5dlogg = 5(dlog f(2) - 3dlog f(2)f(2))

(14.10.3) 1 J@dz f’(z)dz)
R f@

(14.10.2) g:S'sz—

Otteniamo allora

f'(dz  f(2dz
deg(g) 47”f( - = )
(14.10.4) f,(f EZ) 1@
2)az
=ﬁs ERP I L

ove v,(f) ¢ la molteplicita di zero di f in z.

Pill in generale se f € .#(D)NE (D \ f~'(c0)) & una funzione meromorfa su
D, che si prolunga ad una funzione €™ in un intorno di S !, e definiamo g mediante
la (I4.10.2), il grado di g & ancora definito dalla (I4.10.4), ove v.(f) indica I’intero
per cui ¢ — (£ —2)”@ f({) & definita, olomorfa e non nulla in un intorno di z in D,
¢ cioe o I’ordine di zero o I’opposto dell’ordine di polo di f in z.
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XIV.11. La formula di Kiinnet

Teorema XIV.11.1 (formula di Kiinnet). Siano M ed N due varieta differenziabi-
li, di dimensioni m ed n, rispettivamente. Supponiamo che M ammetta un buon
ricoprimento ﬁnitaﬂ Allora vale la formula di Kiinneﬂ

HY(M x N) =~ P"  HI(M)® HI™I(N),
(14.11.1) q( ) EB{,TO J-( ) q_j( ) perogni g € N,
H{(M x N) = D, H/(M) ® HI'(N),
DIMOSTRAZIONE. Siano
(14.11.2) MxN
>N
M N

le proiezioni del prodotto M XN sui singoli fattori, e sia ' (M)®€Q9*(N) il prodotto
tensoriale algebrico di 29!(M) ed 292(N). I suoi elementi sono le somme finite

(14.11.3) f= Z;zln}"w(gj) A my(hj), cong;e QU(M), hje Q”(N).
Abbiamo inclusioni naturali
D zronezm) = M xN),

q1+q2=9q
@ (BT (ML (N) & X1 (M)®BL(N)) — BIM x N),

qi1+q2=q

che definiscono per passaggio al quoziente applicazioni

(14.11.4) @ H‘“(M)@H"Z(N) — HY(M x N).
q1+q2=q

Fissiamo due aperti U, V di M e poniamo

Ai =@, -y HI' (U N VISHL(N),

A2 =D, - HI(U) © H (V)QHE(N),
Az =D, -, H' (U UVIRHE(N),

A4 =D, gpmgrt H'(U N VISHE(N),

As = D, 4 gpmget H'U) ® HI(V)RHE(N),

311 teorema vale anche sotto I’ipotesi meno restrittiva che i gruppi di coomologia di M siano
di dimensione finita. Nel caso in cui né i gruppi di coomologia di de Rham di M né tutti quelli di
N siano tutti di dimensione finita, la tesi vale ancora, purché i prodotti tensoriali nella formula di
Kiinnet si intendano calcolati nel senso degli spazi vettoriali topologici.

4Otto Hermann Lorenz Kiinneth (Neustadt an der Haardt, 6 luglio 1892 — Erlangen, 7 maggio
1975) topologo algebrico tedesco.
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B, = HI(UN V) xN),
B, = HI(U x N)® H1(V X N),
B; = HY(U U V) x N),

B, = HT*'(U N V) x N),

Bs = H™*'(U)® H!'(V x N),

Per la successione esatta di Mayer-Vietoris, otteniamo un diagramma commutativo
a righe esatte

A h A, 2 A BE] Ay Ja As
(*) all QZJ, a3l CMJ, QSJ«
Bl 81 B2 82 B3 83 B4 84 Bs,

dove le a; sono definite dalle (I4.11.4), sostituendo ad M le sottovarieta U, V,
U N V. Dimostreremo quindi la formula di Kiinnet per induzione sul numero di

aperti di un buon ricoprimento di M. Infatti, con una dimostrazione analoga a
quella del Lemma(XI1.4.4] si dimostra che

HY(R™ x N)~ HY(N), VYgqe€N,

e quindi la formula di Kiinnet vale quando M = R"™. Supponiamo che essa valga
per ogni varieta M che ammetta un buon ricoprimento con al piu k aperti, per
qualche k£ > 1. Se {Uy,..., Ui} ¢ un buon ricoprimento di una varieta M, che
consiste di k + 1 aperti, consideriamo il diagramma («) con U = Uge V = U; U
-+ U Ug. Allora, per I’ipotesi induttiva, a1, @y, a4, @5 sono isomorfismi. Per il
lemma dei cinque anche @3 ¢ un isomorfismo. O

Con analoga dimostrazione otteniamo la generalizzazione della formula di
Kiinnet al caso di un ﬁbratdf] coomologicamente banale.

Teorema XIV.11.2 (Leray-Hirsch). Sia E 5 Mun fibrato differenziabile, con
fibra tipica F. Supponiamo che M abbia un buon ricoprimento finito e che per
ogni intero non negativo q vi siano delle classi di coomologia e‘f, ey egq € HI(E)
tali che il loro pull-back su ciascuna fibra n~'(x), per x € M, sia una base di
H9(n~'(x)). Allora vale la formula di Kiinneth:

(14.11.5) HY(E) = @ HY(M)® H®(F).
q1+q92=q

Esempio XIV.11.3. Sia7" = §! x --- x ! il toro n-dimensionale. ET" = T"~! x § 1.
N——

n volte
Allora, per la formula di Kiinnet, abbiamo

HYT") = (HY(T" HeR)e (HT ' (T HYoR) = H' (T Yo HI(T"™™"), Vg > 1.
SPer calcolare i gruppi di coomologia di un fibrato qualsiasi, si puo utilizzare la successione

spettrale di Serre, introdotta in J.P.Serre: Homologie singuliere des espaces fibrés, Ann.Math. 54
(1951), pp. 425-505.
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Poiché (";l) + (Zj) = (’;) otteniamo per ricorrenza
q(n (@]
T =RY, vg=0,1,....n.

X1IV.12. Duale di Poincaré in una sottovarieta orientata

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m ed S una sua sottovarieta
propria orientata di dimensione k. Associamo ad § il funzionale lineare Ig, definito
sulle k-forme a supporto compatto da:

(14.12.1) ]Is(f):ff, Vf e QX(M).
S

Per la formula di Stokes, Is(f) = 0 se f € BX(M). Per passaggio al quoziente, Ig
definisce quindi un funzionale lineare su H*(M). Supponiamo che M sia orientata
ed ammetta un buon ricoprimento finito. Allora, utilizzando la dualita di Poincaré,
possiamo identificare I ad un elemento di H" *(M).

Definizione XIV.12.1. Sia M una varieta orientata ed S una sua sottovarieta pro-
pria orientata di dimensione k. Si dice duale di Poincaré chiuso di S una qualsiasi
forma g € 27" *(M), tale che

(14.12.2) ff/\nssz, Vfe Zkm).
M N

La classe [ns] € H™ k(M) & I’elemento che definisce I nella dualita di Poincaré.

In modo analogo, se S € una sottovarieta compatta orientata di dimensione k
di M, possiamo associare ad essa un funzionale definito sulle k-forme differenziali
con supporti chiusi in M, mediante

(14.12.3) ]Is(f)sz, Ve QK(M).
S

PoichéIg(f) =0se f € PB(M), 1aIg definisce in questo caso un funzionale lineare
su H*(M). Per la dualita di Poincaré vi & un unico elemento di H’C"‘k(M ) tale che,
se s € 2" k(M) & un suo rappresentante, risulti

(14.12.4) ff/\ns =ff, Ve 2Km.
M S

Definizione XIV.12.2. Sia M una varieta orientata ed S una sua sottovarieta com-
patta orientata di dimensione k. Una forma ng € D@im‘k(M) per cui valga la
(T4123) si dice duale di Poincaré compatto di S. La sua classe [s] € H™ (M) &
I’elemento che definisce Ig nella dualita di Poincaré.

Esempio XIV.12.3. 1l duale di Poincaré chiuso di un punto in R” ¢ 0, mentre il
suo duale di Poincaré compatto ¢ una qualsiasi forma a supporto compatto con
integrale 1 su R".

Esempio XIV.12.4. Sia§ = {(x,0) | x > 0} ¢ M = R?\ {0}.
Introduciamo su M coordinate polari (r, 6). Il differenziale

do = (xdy — ydx)/(x* +y*)



XIV.13. LA PROPRIETA SEMI-LOCALE 245

¢ ben definito su M.
Sia f = a(x,y)dx + b(x,y)dy € Z}. (M). Scriviamola nella forma

f=¢dr+ydf, con ¢=acosf+bsinb, ¥ =—-r(asinfd—b cosb).

00 21
fff/\d@szqﬁdr/\dezf dr o(r, 6)do
M 0 0

Integrando per parti abbiamo

21 27 (9(]5
fo 6do = 27p(r, 0) — fo b= 6.

Utilizzando le condizioni d’integrabilita e scambiando 1’ordine d’integrazione, ot-

teniamo che
+00 2 2 0o
o¢ f f oy
dr f 6—do= | 6do | ——dr=0.
I} o 00 0 o Or

fff/\d@zZﬂfooq’)(r,O)dr:Zﬂff.
M 0 S

Quindi (27)"'d# & il duale di Poincaré chiusodi S = {x > 0, y=0}inM = RZ\{0}.
Osserviamo che, in particolare, se f = adx + bdy € .Qi] (R2\ {0}, I’integrale

Abbiamo

Quindi

f, per Sy={t(cosb,sinb) |t > 0}
So

non dipende dalla scelta dell’angolo 6.

Esempio XIV.12.5. Sia M = R?\ {0}. 1l duale di Poincaré di S! ¢ la classe di
x(r)dr per una qualsiasi funzione y € €:°(R), con supp y C {r > 0} ed fR xdr =1.

XIV.13. La proprieta semi-locale

In questo paragrafo studiamo la coomologia di de Rham su varieta differenzia-
bili che possono non ammettere un buon ricoprimento finito. Dimostriamo innanzi
tutto il seguente

Lemma XIV.13.1. Sia M una varieta differenziabile connessa ed orientabile, che
ammetta un buon ricoprimento finito. Sia q un interocon 1 < g <nedny,...,n; €
D@”Cm*qﬂ(M) forme chiuse a supporto compatto tali che le loro classi di coomologia
[m11, ..., [nk] definiscano una base di HZHIH(M).

Se « € B1(M), allora esiste una soluzione 3 € Qa1 gi

(14.13.1) dB = a, fﬁAmzo, V1<ic<k
M

Se 81,32 € Q97! sono soluzioni di (T413.1)), allora 81 — B> € B4~*(M).
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DimMosTRAZIONE. Sia Sy € Q471(M) una soluzione di dBy = ain M. Per la
dualita di Poincaré, esiste una 8; € 29~ (M) tale che

bfﬂlAm=L[ﬁ%Anb per 1<i<k
M M
Allora 8 = By — 1 soddisfa la (14.13.1).

Se 1,82 soddisfano la (T4.13.1)), allora 8 — 8, € 297! (M) soddisfa

fM Bi-B)An=0, VngeZ" ).

Infatti, n € 22" 9" (M) si pud scrivere in modo unico nella forma n = d6+ K e

confe QU M)ec,...,c; € R. Abbiamo percid
k
Br-B)An= | Br=BIAdI+ > i | Bi—po)Am
M M =1y

— 0 [ d@i - n0) =0
M
per la formula di Stokes. Quindi, per il Corollario[XIV.9.4] 8-, € BI1(M). O

La coomologia di de Rham gode della proprieta semi-locale, che ¢ descritta
dalla seguente

Proposizione XIV.13.2. Sia M una varieta differenziabile connessa, orientata e
numerabile all’infinito. Sia q un intero > 0. Per a € Z4(M) sono equivalenti:

() aeBi(M),

Q)\faAn=Q Vn e Z"UM),
M
3) YUY e M, al|y € B1U).

DIMOSTRAZIONE. Per g = 0, una @ € 2°°(M) & una funzione costante su M e le
condizioni (1), (2), (3) equivalgono al fatto che @ = 0.

Osserviamo che chiaramente (1) = (3) = (2).

Fissiamo un buon ricoprimento numerabile e localmente finito 7 = {U,} di M,
con gli U, localmente compatti in M. A partire da %/, costruiamo una successione
crescente di aperti connessi {V,},>0, con V,, € V, ;1 ed M = |, V,, ciascuno dotato
di un buon ricoprimento finito. A questo scopo possiamo definire per ricorrenza:

Vo = U,
Vi1 = U, U, NV, # 0}

Se @ € Z9(M), conm > 1 e vale la (2), allora abbiamo in particolare
f aAn, Yne Z"NV,), Yy,
Vy

e quindi, per il Corollario [XIV.9.4] per ogni indice v > 0 possiamo trovare una
¥y € Q971(V,) tale che
dy,=a suV,,.
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Poiché ogni aperto relativamente compatto di M & contenuto in V, per qualche v,
otteniamo I’implicazione (2) = (3) e quindi I’equivalenza (2) & (3).

Dimostriamo infine 'implicazione (3) = (1). Sia {V,},>o la successione di
aperti costruita sopra.

Consideriamo in primo luogo il caso ¢ = 1. Sia @ € Z’'(M) e supponiamo
che per ogni v > 0 vi sia un u, € €*(V,) tale che du, = a su V,. La funzione
u,—uy41ly, ha differenziale nullo e quindi € costante su V,,, in quanto V, ¢ connesso.
Percio, fissato un punto pg € Vy, ¢

uy(p) — uy(po) = uy41(p) — uy41(po) su'V,

e quindi possiamo definire una u € €*(M) con du = a su M ponendo u(p) =
Mv(P) - uv(pO) suV,.

Consideriamo infine il caso g > 1.
. N - . . —g+1
Dico che & possibile costruire una successione {n,}lr=1 € 22" 1" (M) ed una
successione di aperti {W,} di M con le proprieta:

(1) (Innlm), ove abbiamo indicato con [7,],s la classe di coomologia di 77, in
H™ (M), & una base di H™ "' (M).

) WyeW,edM = Uva-

(3) Ogni W, ammette un buon ricoprimento finito.

(4) Esiste una successione crescente 4, di interi positivi tali che supp i, € W,
per h < h, e 'immagine di H'g_q“(W,,) — HZ,HIH(WVH) sia generata
dalle classi di 7y, ..., 15, in H"™ T (W,4)).

Costruiamo le n, e i W, per ricorrenza. Possiamo fissare Wy = Vj. Sappiamo,
per il Teorema che H™ **'(Wp) ha dimensione finita. Possiamo quindi
scegliere ny,...,1mn, € 2™ (W) in modo tale che le loro classi di coomo-
logia [171]a, - - . » [Mnelm In H) _qH(M) siano linearmente indipendenti e generino
I'immagine di H™ "' (Wo) —» H™ 7 (M).

Le classi di coomologia [171]w,, . - . » [ Iw, din1, ..., 1k, i Hgl_qH(WO) sono
a maggior ragione linearmente indipendenti. Possiamo completarle ad una base di
H) _qH(Wo), aggiungendo una base [0 lw,, . . ., [6k]w, del nucleo dell’applicazione
naturale H™ "' (Wo) — H™ 9*'(M). Fissiamo dei loro rappresentanti 0, .. ., 6 €
ﬁim_qH(WO). Per ogni j = 1,...,k possiamo trovare una forma ¢; € Q' 4(M)
tale che d{; = 6;. Sara quindi sufficiente scegliere Wi = V,, con v > 0 e tale che
supp{; € V, perogni j=1,...,k.

Ripetendo questa costruzione otteniamo le successioni {[7,]} e {W,} desiderate.

Poniamo ora W;, = @ per h < 0 e costruiamo, per ricorrenza, una successione

{By}, con
(a) ﬁv € Qq_l(WV)’ dﬂv =a, fWVﬂV A 7]] =0 per 1< j < hy,
®) Bv+ilw,, = Bilw,, se v > 2.

Per il Lemma(X1IV.13.1|possiamo trovare Sy e 8 che soddisfino (a). La condizione
(b) ¢ banalmente verificata per Sy e 8. Supponiamo di aver costruito Sy, ... ,[,
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con v > 1, che soddisifino (a) e (b). Siay € Q9-1(W,) una soluzione di

dy=a in Wy, f YAR; =0 se j<hyy.
Wyt1

Dico che
(+) f (y=B)An=0, Vnpe 2" W,).
Wv—l
Infatti una base di H" “*'(W,_,) & data dalle classi lw,_»- s 00, Jw,_, defi-
nite dalle iy, ..., mp, , e daclassi [01]w, ,.....[6k]lw, , che appartengono al nucleo
dell’applicazione naturale HZ"_qH(WV_]) — H' _q+1(M). Per la scelta di W, pos-
siamo trovare delle forme (1, ..., € Q7 Y(W,) tali che d¢; = 6; peri = 1,...,k.
Abbiamo
y=-BI)AN;=0, 1<j<h
Wv—]
(y=-B)ANO;= f (y-B)Adg; = (—l)qf[d(y -BIINE =0, 1< )<k,
Wv—l WV

da cui segue (). Possiamo allora trovare & € Q472(W,_; tale che
dé¢ =y -y suW,.
Seé e QI 2(W,11) coné =ésuW,_, possiamo porre By = y—dé e Q1Y (W,.1).
Definiamo infine 8 € Q4~! (M), a partire dalla successione {3, }, mediante
Blw, =Bvs2lw, per v=0,1,2,....
Abbiamo dB = a € $B9(M). Cio completa la dimostrazione. O

Come conseguenza di questo teorema, abbiamo

Teorema XIV.13.3. Se M ¢ una varieta connessa, numerabile all’infinito, orien-
tabile, allora

(14.13.2) HY(M) =~ (H.""(M))*.

DimostrazIONE. Nella dimostrazione del teorema precedente abbiamo mostra-
to che si possono costruire una successione {n,} C Z""(M) ed una successione
di aperti {W,} con le proprieta:

(1) Le classi di coomologia {[n,]a} delle {n;} in H.""(M) formano una base
di H:'"(M);

(2) ogni W, ammette un buon ricoprimento finito,

3) W, e Wy, UWV =M,

(4) per una successione non decrescente {h,} abbiamo suppn;, C W, per h <
h, e 'immagine di H," “(W,) — H. %(W,,) & generata dalle classi delle
np con h < hy,.

Per dimostrare il teorema, ¢ sufficiente provare che, data una qualsiasi succes-
sione {c} di numeri reali, & possibile costruire una a € Z9(M) tale che

(14.13.3) f aAny =cp, Yh
M
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Sia {cp} una successione di numeri reali. Dico che ¢ possibile determinare una
successione {a, € Z(W,)} tale che

f ay Amp =cp, per h<h,, aylw,., =alw,, per v=2.

Poiché i W, ammettono un buon ricoprimento finito, per la dualita di Poincaré
possiamo trovare {8, € Z(W,)} tali che

fﬁv/\nh=6h, per h < hy.
W,y

Possiamo quindi scegliere ap = Bo, @1 = B1. Supponiamo di aver costruito
Qo, - .., @y, per qualche v > 1, in modo che sia soddisfatta la

ulw, , = @urilw,,, se 2<pu<w
Abbiamo allora

By+1 —ay) Anp =0, per h<h,.

Wv— 1

Questo implica che
f Bv1—ay) An=0, Vpe D%Pcm_q(wv—l)
val

e quindi esiste una ¢ € Q1Y (W,_,) tale che Byeilw,, — avlw, , = dp. Se ¢ €
QI (W,.p) & uguale a ¢ su W,_,, possiamo definire @+ = Sy+1 — di. Otteniamo
quindi per ricorrenza la successione delle {3, } e potremo allora definire 8 € 2°¢(M)
ponendo Blw, = By+2lw, per ogni v > 0. La classe di coomologia definita da 8
¢ I’elemento del duale di H, ?(M) che vale c;, sull’elemento [77,] della base di
H.""9(M). Cid completa la dimostrazione. o






CAPITOLO XV

Coomologia di de Rham e fibrati differenziabili

XV.1. Coomologia a supporti compatti nelle fibre
Definizione XV.1.1. Sia& = (E M ) un fibrato vettoriale. Una forma a € Q4(E)
ha supporto compatto nella direzione verticale se

YKeOmPao « - suppa N L(K) & compatto in E.

Indichiamo con QY (E) lo spazio vettoriale delle g-forme su E che hanno supporto
compatto nella direzione verticale.

Poiché il differenziale non accresce i supporti, abbiamo il complesso di de Rham
per le forme con supporto compatto nella direzione verticale:

Yo ——d——> 1 ———> 2 —
(15.1.1) 0 — Q. (E) Q. (E) Qe (E)

o QN E) — T B — 1 & E) -
Porremo
ZE) = {a € QL(E) | da = 0},
(15.1.2) BI(E) = (da | a € Q8 (E)),
XV.2. Integrazione sulla fibra e isomorfismo di Thom

Sia§ = (E N M) un fibrato differenziabile, con fibre di dimensione n e base
di dimensione m.

Teorema XV.2.1 (Integrazione sulla fibra). Supponiamo che le fibre di § siano
orientate. Allora, per ogni intero q > 0, esiste un’unica applicazione lineare

(15.2.1) 7, QUUE) — QI(M)
tale che
(15.2.2) (n*a/)(Xl,...,Xq)(p):jI; X1 Xl

14
per ogni a € QL(E) e per ogni X1, . .. Xg € X(M), X,....X; € X(E), con X; ed
X[ coppie di campi di vettori w-coniugati per ognii = 1,...,q.
Se M e orientata, la forma .« € Q91(M) e caratterizzata da:

(15.2.3) f (m.@) AB = f a AT B. Va e QNUE), VB e QI I(M).
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DiMOSTRAZIONE. Sia @ € Q"9(E). Per ogni scelta di Yy, ..., Y, € X(E) la
Y |-+ 1Y1]a € una forma in Q7 (E). Se p € M, il suo pullback su E, = ﬂ_l(p) si
annulla nei punti in cui almeno uno dei campi Yy, ..., ¥, assuma un valore vertica-
le. Poiché m : E — M ¢ una sommersione, per ogni X € X(M) possiamo trovare
un X* € X(E) ad esso m-correlato, tale cioe che dn(X};) = Xz per ogni o € E.
Poiché la (15.2.2)) definisce una forma ¢’ (M)-multilineare alternata su (¥(M))?,
essa determina univocamente una forma m.a € Q4(M).

Si verifica facilmente che, nel caso in cui M sia orientata, vale la (I5.2.3), e
che questa determina univocamente m.q. O

Definizione XV.2.2. L’applicazione m, : Q"*9(E) — Q4(E) descritta dal Teore-
ma[XV.2.1]si dice integrazione sulla fibra.

Proposizione XV.2.3 (Formula della proiezione). Sia & = (E N M) un fibrato
con fibre orientate di dimensione n. Allora
(15.2.4) ma ATB) = (ma) AB, Va e QUTNE), VB e Q©(M).

DimosTRAZIONE. Poiché i due membri dell’uguaglianza (15.2.4) sono € (M)-
lineari rispetto a 8, possiamo utilizzare la partizione dell’unita per ricondurci al
caso in cui 8 abbia supporto contenuto in un aperto di un atlante di trivializzazione
di E. Possiamo cosi ricondurci al caso in cui anche M sia orientata. Abbiamo
allora, per @ € QU""WE), B e Q2(M)ey e QI 12 (M),

fM(ﬂ*(aAﬂ*ﬁ))A7=fEaA(ﬂ*ﬂ)/\(ﬂ*y)=faAﬂ*(B/\y)

E
=f(7r*a)/\ﬁ/\y=f[(7r*a)/\ﬁ]/\7
M M

da cui segue la tesi. O

Proposizione XV.2.4. L’integrazione sulla fibra commuta con il differenziale ester-
no.

DimosTrAZIONE. Poiché 1’enunciato del teorema ¢ locale rispetto ad M, possia-
mo supporre nel corso della dimostrazione che M sia orientata. Per le formule di

Stokes e le (I5.2.1)), se @ € Q% *"(E) abbiamo, per ogni 8 € Q" 4(M):
[awmarnp=cy [ rand=c [ onrans
M M E

=(—1)qf6¥/\dE7T*,3=f(dEa)/\ﬂ*,B=fﬂ*(dEa)/\,3,
E M

e questo dimostra che n.(dga) = dyn.a. O

Poiché I’integrazione sulla fibra commuta con il differenziale esterno, essa
definisce, per passaggio al quoziente, un’applicazione in coomologia, che ¢ un
isomorfismo nel caso dei fibrati vettoriali.

Teorema XV.2.5 (Isomorfismo di Thom). Sia § = (E 5 M) un fibrato vettoriale
orientato di rango n. Allora ’applicazione

(15.2.5) (7] : Ho Y(E) — HY(M),
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che si ottiene per passaggio al quoziente dall’integrazione sulla fibra, é, per ogni
q € Z, un isomorfismo di gruppi.

DmostrAzIONE. Siano U, V due aperti di M. Utilizzando la partizione dell’u-
nita, otteniamo per ogni ¢ una successione esatta

0 — QI (Elyuy) —— QL(Ely) ® QL(Ely) —— QL(Elynv) — 0,

che definisce una successione esatta corta di complessi differenziali.
Otteniamo percio un diagramma commutativo

A L} A, ¥p) A Ve Ay fa As
(*) Of]J( (IQJV (131 (I4JV (Zsl
B, L, B, 53 B; 83 B, 84 B,
con
Ay = HEYTYEl) @ HAY 7 (Ely), B, = H™\(U) @ HI\(V),
Az = HYY N Elyay), B, = H"\(U N V)),
Az = HYUElyuy), , {B3=HYUUYV),
Ay = HYE|y) ® Hey (Ely), B, = HY(U) ® HI(V),
As = Hi'(Elyay), Bs = HI(UNV),

in cui le righe sono esatte perché parte di successioni esatte di Mayer-Vietoris, e le
a; sono definite mediante I’integrazione sulla fibra. A questo punto osserviamo che
il teorema di isomorfismo di Thom vale senz’altro nel caso di fibrati banali. Se M
ammette un atlante di trivializzazione finito, possiamo ragionare per induzione sul
numero degli aperti di un atlante di trivializzazione ed applicare quindi il lemma
dei cinque alla (). Completeremo la dimostrazione del caso generale in
dopo aver introdotto il complesso di Cech-de Rham. O

Definizione XV.2.6. Sia § = (E 5 M) un fibrato vettoriale orientato di rango n.

L’immagine inversa della classe di 1 € H°(M) mediante 1’isomorfismo (15.2.5) &
una classe di coomologia @z € H},(E), che si dice la classe di Thom di E.

Osserviamo che la classe di Thom si restringe, su ogni singola fibra E),, ad un
generatore di H!(E,), e che, viceversa, questa proprieta caratterizza la classe di
Thom del fibrato. Risulta infatti, per la Proposizione |[XV.2.3|

1. (P ATB) =B, VB e QUM).
Abbiamo quindi, in particolare:

Proposizione XV.2.7. Siano §; = (E; N M), per i = 1,2, due fibrati vetto-
riali orientati sulla stessa base M, di ranghi ny,n,, rispettivamente. Allora la
classe di Thom ¢, del fibrato &1 @y &; ¢ il prodotto pry, Og, A pry, e, ove
prg, : E(§1 ®um &) — E; ¢ la proiezione naturale e @, la classe di Thom di §;. O
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XV.3. Dualita di Poincaré e classe di Thom

Siano M una varieta differenziabile ed N una sua sottovarieta propria di di-

mensione n. Fissiamo un intorno tubolar‘c =U N N)di N in M. Indicheremo
conm, ne k = m— n le dimensioni di M ed N e la codimensione di N in M,
rispettivamente.

Supponiamo che t sia orientatcﬂ ed indichiamo con @, € H’C‘V(U ) la sua classe
di Thom.

Poiché N ¢ propria, gli elementi di €7, (U) sono restrizioni di forme in £*(M),
che si annullano fuori di U. Abbiamo percio un’inclusione 1, : &7, (U) — (M),
che commuta con i differenziali e definisce quindi, in coomologia, un omomorfi-
smo 1, : H.,(U) - H*(M), omogeneo di grado 0. L’isomorfismo di Thom (Teo-
rema ci permette allora di definire, per ogni intero ¢, la successione di
applicazioni

HIN) L2 g U) —Ss HeR (M),

Abbiamo:

Proposizione XV.3.1. Supponiamo che N sia una sottovarieta propria di M e che
M ed N siano orientate. Allora I'immagine 1,.(®-) in HX(M) della classe di Thom
@, di un intorno tubolare © di N in M ¢ il duale di Poincaré della sottovarieta
orientata N.

DivosTtrAZIONE. Fissiamo un intorno tubolare T = (U N N)di N in M ed
indichiamo con j : N — U l’inclusione di N nello spazio totale del suo intorno
tubolare.

Sia o € 27(M) una n-forma con supporto compatto in M.

Per il Teorema le forme aly e n*(aly) sono coomologhe in H”, (U).
Cio significa che esiste una forma 8 € Q"~!(U) tale che n(supp 8) sia compatto in
Ned

(%) aly - *(aly) =dB, con Be Q4.

Abbiamo allora, indicando con lo stesso simbolo ®; una qualsiasi forma chiusa
in Q’C‘V(U) che rappresenti la classe di Thom @, € Hé‘v(U ) di T, poiché a A 1.D; e
B A © hanno supporto compatto in U,

j‘a//\L*(I)T=j‘af/\d)T
M U

= f (7" (aln) + dB) A D (per la ()
U

IRicordiamo che 7 & un fibrato vettoriale con base N il cui spazio totale U & un intorno aperto
di Nin M.

Zad esempio, se M ed N sono entrambe orientate, ed wy € Q"(M), wy € "(N) sono forme
di grado massimo che ne definiscono 1’orientazione, si pud definire in modo naturale 1’orientazione
sulle fibre F di T mediante forme wy € Q(F) per cui 7*wy(p) A ®r(p) > 0 per ogni p € F ed ogni
estensione @y di wr a un intorno di p in M.
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= f 7 (aly) A O (per la formula di Stokes)
U

= f a, (per integrazione sulla fibra),
N

perché @; ¢ la classe di Thom del fibrato. La dimostrazione ¢ completa. O

Corollario XV.3.2. Sia M una varieta orientata. Allora il duale di Poincaré di una
sua sottovarieta propria orientata N e la classe di Thom di un intorno tubolare di
N in M si possono rappresentare mediante la stessa forma. In particolare, il duale
di Poincaré di una sottovarieta propria orientata N di M puo essere rappresentato
da una forma chiusa il cui supporto é contenuto in un arbitrario intorno aperto U
di Nin M.

Se&E =(E iR M) ¢ un fibrato vettoriale orientato su una varieta orientata M,
allora possiamo immergere M in E come la sezione nulla ed identificare & con un
intorno tubolare di M in E. Abbiamo dunque:

Proposizione XV.3.3. La classe di Thom di un fibrato vettoriale orientato & =

n . o , .
(E — M) e il duale di Poincaré della sua sezione nulla possono essere rappresen-
tati dalla stessa forma. O

XV.4. Due proprieta fondamentali della dualita di Poincaré

Ricordiamo che due sottovarieta R ed S di una varieta differenziabile M si
intersecano trasversalmente se

(154.1) T.R+T,S=T:M, VYxeRNS.

Se le due varieta R ed S si intersecano trasversalmente, allora
(15.4.2) codim(RNS) = codimR + codim S.

In particolare, il fibrato normale v3;(R N §') della loro intersezione &
(15.4.3) vmM(RNS) =vyRIrns Srns vmS Irns -

Supponiamo ora che sia M che R ed S siano orientate. Abbiamo allora la relazione
tra le classi di Thom:

(15.4.4) Dpns = D A Ds.
Quindi nella dualita di Poincaré I’intersezione trasversale di sottovarieta orientate
corrisponde al prodotto esterno di forme.

Ricordiamo che, pil in generale, un’applicazione f € €*°(M, N) si dice tra-
sversale a una sottovarieta S di N se

(15.4.5) F(TM) + TpS = TrN, Yxe f71(S).

Supponiamo ora che M ed N siano orientate e che f € ¥*°(M, N) preservi
I’orientazione. Sia § una sottovarieta orientata di N, trasversale ad f. Se 7 =

w s ) € un intorno tubolare sufficientemente piccolo di S in N, allora f ()
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¢ 1o spazio totale di un intorno tubolare ¥ = (f~1(U) = £~1(S)) di £~1(S) in M.
Dal diagramma commutativo

Dy

i) 25 HTRU)  —S HIRGN)

f*l f*l f*l
HI(f71(S)) s, Hg;k(f_l(U)) — HT*(M)

otteniamo che, se ng ¢ duale di Poincaré di S in N, allora f*ns = ns-1(g), cioe
nella dualita di Poincaré le applicazioni indotte in coomologia corrispondono alle
immagini inverse dei corrispondenti oggetti geometrici.

Per il Teorema di trasversalita in omotopia, questa uguaglianza vale anche
senza I’ipotesi di trasversalita dell’applicazione f.

Come conseguenza abbiamo

Teorema XV.4.1. Sia M una varieta connessa orientata. Se Ny ed N1 sono due sot-
tovarieta proprie isotope di M in un’isotopia dello spazio ambiente, allora le classi
di Thom dei loro intorni tubolari definiscono in M la stessa classe di coomologia.

Abbiamo inoltre

Teorema XV.4.2. Se N, N, sono due sottovarieta orientate, di dimensione ny, n
rispettivamente, di una sottovarieta orientata M, di dimensione m, con ny+ny > m,
che si intersecano trasversalmente, allora La classe di Thom dell’intersezione é il
prodotto delle classi di Thom di N ed N».

Teorema XV.4.3. Siano N; ed N, due sottovarieta compatte orientate, di dimen-
sioni ny, ny di una varieta compatta orientata M, di dimensione m, con ny +ny = m,
e siano Dy, Oy, due forme che definiscono le classi di Thom di loro intorni
tubolari. Allora l'indice d’intersezione di Ny ed N, e dato da

(15.4.6) [Ny : No] = f Dy, A Dy,.
M

XV.5. Coomologia di de Rham relativa

Siano M, N varieta differenziabili. Sia f € € (N, M) un’applicazione di classe
€ diNin M.

Definizione XV.5.1. Definiamo
(1551)  QU(NH=QUNeX'N)., YqeZ, QN =D 20
qeZ

ed un’applicazione lineare di grado uno

(15.5.2) dr: Q°(f) 3 (a,f) — (dua, fra —dnp) € Q°(f).
ove abbiamo indicato con dy; e dy i differenziali esterni su M ed N, rispettivamente.

Abbiamo
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Lemma XV.5.2. La successione

0 dr 1 dr 2
553 0T A0 —— 20— 2 —
—— QU(f) —— Q) — -

e un complesso.

DimmosTRAZIONE. Abbiamo infatti, se (@, 8) € 29(f),

di(a.B) = df(dya, f*a - dyB) = (dya, f*dya — dyf*a + dyB) =
perché dy, = 0,dy =0edyo f* = f*ody. O
Definizione XV.5.3. Indichiamo con
(15.5.4) HI(f) = (kerdy : QU(f) — Q™ (f))/ds Q7' (f)

il g-esimo gruppo di coomologia del complesso (15.3.3).

Definiamo applicazioni 0 : Q*(N) — Q*(f) e m : Q*(f) — Q*(M) ponendo
(15.5.5) 0(B) = (0,(=1)1B), m(@.p)=a, YaeIM), B (N).
Abbiamo allora

0(dnp) = (0,=(=D)%dnp) = ds0(B), VB e QT\(N),
n(de(@,B) = dua = dyn(a,B), Y(a,p) € Q(f).
Quindi gli omomorfismi della successione esatta corta
(I1556) 0 — Q'(N) —— Q'(f) —— &(M) —— 0
commutatno con i differenziali ed abbiamo, utilizzando il Teorema [XIV.5.2]

Teorema XV.5.4. Abbiamo una successione esatta lunga di coomologia

0 —— HY(f) — H'M) —— H'N) ——
[6.] Hl(f) HI(M) - H! (N) ——
(15.5.7) . ce —— HITYN)
ﬂ) HY(f) —— HYM) —— HI(N) ——
_ ... O

Definizione XV.5.5. Nel caso in cui N sia una sottovarieta differenziabile di M ed
f : N = M T’inclusione, scriveremo H?(M, N) invece di H4(f) e lo chiameremo il
g-esimo gruppo di coomologia di de Rham relativa della coppia (M, N).

Se N & una sottovarieta differenziabile di M, una (a,8) € QM) ® QI~'(N)
€ chiusa se a € chiusa in M e la sua restrizione ad N ¢ esatta, dovendo risultare
dya =0 ed aly = dyB. La forma (a, 8) ¢ esatta se a & esatta ed esiste una forma
¢ € Q171(M) tale che a = d¢ ed inoltre ¢|y — 3 sia esatta su N.
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Se N ¢ una sottovarieta propria di M, possiamo dare un’interpretazione piu
intuitiva del significato dei gruppi di coomologia relativa. Poniamo

(15.5.8) Q" (M,N) ={a € Q"(M) | aly = 0}.
Poiché il differenziale commuta con la restrizione, abbiamo
Lemma XV.5.6. dQ*(M,N) c Q*(M,N). O

Abbiamo quindi un complesso

(1559) 0 —— %M, N) _1 QL(M, N) _4 Q*(M,N) ——> ---
Abbiamo

Proposizione XV.5.7. Se N e una sottovarieta differenziabile propria di M, allora
i gruppi di coomologia di de Rham relativa della coppia (M, N) sono isomorfi ai
corrispondenti gruppi di coomologia del complesso (15.5.9).

DimostrAZIONE. Nel corso della dimostrazione, denoteremo con H4(Q*(M, N), d)
i gruppi di coomologia del complesso (15.5.9). Indichiamo con f : N < M I’in-
clusione. Lomomorfismo naturale 1 : Q*(M,N) > ¢ — (@,0) € Q*(f) com-
muta con il differenziale ed induce quindi un omomorfismo H9(Q2*(M, N),d) —
HY(M, N) tra i gruppi di coomologia del complesso (15.5.9) ed i corrispondenti
gruppi di coomologia di de Rham relativa per la coppia (M, N). Verifichiamo che
questo omomorfismo & un isomorfismo.

Osserviamo che HY(Q°(M, N), d) consiste delle funzioni localmente costati che
si annullano sui punti di N e quindi delle funzioni costanti su ciascuna delle com-
ponenti connesse di M che si annullano sulle componenti che intersecano N. Ab-
biamo poi Qo(f) = {,0) | u € €*(M)}. La condizione dy(u,0) = 0 da du = 0
su M ed ulyy = 0, onde H'(M, N) consiste ancora delle funzioni costanti sulle
componenti connesse di M, che si annullano su quelle che intersecano N.

Esaminiamo ora il caso g > 0.

INIETTIVITA. Sia @ € 29(M, N) una forma chiusa che si annulla su N e supponiamo
che la sua immagine (a,0) in Q9(f) sia coomologa a zero in H4(M, N). Questo
significa che esistono 7 € QI (M) e y € Q972(N) tali che

a=dynsuMednly =dyysuN.

Se g = 1, alloray = 0; quindi n € Q%M,N) ed & & coomologa a zero in
H'(Q*(M,N),d). Se g > 1, osserviamo che, poiché N & una sottovarieta pro-
pria di M, possiamo trovare una ¥ € Q472(M) con ¥y = y. Allora n — dy¥ €
Q47Y(M, N) e verifica I’equazione dy(n — dyy) = @. Quindi @ & coomologa a zero
in H1(Q*(M, N), d).

SURGETTIVITA. Sia (@,f) € Q4(f) una forma chiusa. Abbiamo cio¢ @ € Q29(M),
B e QI Y(N), dya = 0e aly — dyB = 0. Poiché N & una sottovarietd propria di M,
possiamo trovare una forma 8 € Q9-1(M) tale che By = 8. Allora

((I,ﬁ) - df(ﬁ’ O) = (a - dMgv 0)

¢ I'immagine della forma chiusa a — dy, che appartiene ad Q9(M, N). La dimo-
strazione ¢ completa. O
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Possiamo quindi, nel caso in cui N sia una sottovarieta propria di M, definire i
gruppi di coomologia relativa della coppia (M, N) come i gruppi di coomologia del
complesso che si ottiene dal complesso di de Rham su M restringendosi alle forme
che hanno restrizione nulla su N.

In generale, otteniamo

Teorema XV.5.8 (Successione esatta di una coppia). Se N e una sottovarieta dif-
ferenziale di M, abbiamo una successione esatta lunga di coomologia

0 —— HM,N) —— H'M) —— H'(N) ——

——— H'WM,N) ——
(15.5.10)

—— H\) ——
— HYIM,N) —— HIM) ——

Osservazione XV.5.9. Nel caso in cui N sia una sottovarieta propria di M, gli
omomorfismi H4(N) — H?'(M, N) si possono ottenere associando ad una forma
dy-chiusa 8 € Q9(N) la classe di coomologia in H?' (M, N) del differenziale dyf
di un suo prolungamentﬂ B e Q17\(M).

XV.6. Il complesso di de Rham twistato

XV.6.1. Fibrato d’orientazione e fibrati vettoriali piatti. Sia M una varieta
differenziabile ed &7 = {(U;, x;)} il suo atlante massimale.

Definiamo un fibrato in rette oy, = (L N M) su M richiedendo che gli U;
siano gli aperti di un atlante di trivializzazione di oj; e le funzioni di transizione
siano

(15.6.1) g,;j(p) = sgn( det(axi/axj)), pel,n Uj.
Definizione XV.6.1. Il fibrato oy, si dice il fibrato d’orientazione della varieta M.

Indicheremo con ¢y : U X R — Ly la trivializzazione locare corripondente
alla carta locale (U, x) di M. Se (U, y) ¢ un’altra carta locale sullo stesso aperto U
di M, abbiamo il diagramma commutativo

idx(sgn(@x/3y) - )
UxR 2 xR

dU.x duy
Liy.

Lemma XV.6.2. Il fibrato d’orientazione oy della varieta M ¢ banale se e soltanto
se la varieta M e orientabile.

11 fibrato di orientazione ¢ un esempio di fibrato vettoriale piatto:

3Richiediamo ciog che By =B
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Definizione XV.6.3. Sia E un fibrato vettoriale di rango k. Un atlante di trivializ-
zazione piatto di € ¢ un atlante di trivializzazione {(U;, ¢;)} di € in cui le funzioni
di transizione g; ; € € (U; N U}, GL(k, R)) siano localmente costanti.

Due atlanti di trivializzazione piatti di § sono equivalenti se la loro unione ¢
ancora un atlante di trivializzazione piatto di &.

Una classe di equivalenza di atlanti di trivializzazione piatti di § si dice una
struttura di piattezza di E.

Un fibrato vettoriale piatto ¢ un fibrato vettoriale con una struttura di piattezza
assegnata.

Osservazione XV.6.4. I fibrati vettoriali banali ammettono una struttura di piat-
tezza, ma non tutti i fibrati vettoriali ammettono una struttura di piattezza. Ad
esempio, il fibrato tangente ad una sfera di dimensione » > 2 non ammette una
struttura di piattezza.

XV.6.2. Forme differenziali a coeq;icienti in un fibrato vettoriale. Sia M
una varieta differenziabile e sia & = (E — M) un fibrato differenziabile con base
M.

Definizione XV.6.5. Una g-forma differenziale su M a coefficienti in E € un’appli-
cazione

(15.6.2) a:(XM))! —T(M,E)
tale che, per Xi, ..., X, € X(M) risulti:

(15.6.3) a(Xy,..., X)) =0 se dI <i< j<gq taleche X; =X,
(15.6.4) a(fXi,.... X)) = fa(X1,...,X,), VfeEM).

Indichiamo con Q4(M, E) lo spazio delle g-forme differenziali a coefficienti
in E e con QY(M, E) il sottospazio delle g-forme differenziali a coefficienti in E ed
a supporto compatto in M.

Per ogni coppia di interi non negativi q, g possiamo definire un prodotto

(15.6.5) QU(M)x Q2(M,E) > (a,8) — a ® B € QU (M, E)
mediante
@OPX1, - Xgiag) = Y. &@ Ky s Xoy WKy o Xy )
O'ESql+q2,

1<0 <<0g 21192,
IS(J}“H <<0gy 49, <4114

Scriveremo anche
BB a=D)1""app
ed

s@a=s0acQME), se sele(ME)=Q"(ME), acQM).
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XV.6.3. Integrazione di densita. Sia M una varieta differenziabile di dimen-
sione m.

Definizione XV.6.6. Una densita su M & una m-forma differenziale a coefficienti
. . T
nel suo fibrato d’orientazione oy, = (L — M).

Ad ogni carta locale (U, x) in M possiamo associare la sezione sy € I'y,, (U, L)
definita dal diagramma commutativo

U
2 X

UxR—— Ly
bW

Se w € 2%(U), definiamo

(15.6.6) f SUxQw = f X w.
M x(U)

Osserviamo che, se y sono diverse coordinate sullo stesso aperto U di M, allora
Sux ® w = sgn(dy/dx)sy,y ® w ed abbiamo

f xX'w= f sgn(dy/ox) y*w
x(U) ()

per le formule di cambiamento di variabili negli integrali multipli.
Utilizzando la partizione dell’unita ricaviamo allora

Teorema XV.6.7. Esiste un’unica applicazione lineare
(15.6.7) Q"M,L)> a — f aeR
M

che coincide con la (15.6.6) sugli elementi della forma a = sy ® w per (U, x)
carta coordinata in M ed w € Q7(U).

Utilizzando la partizione dell’unita si dimostra facilmente che vale la formula
di Stokes per le densita:

Teorema XV.6.8 (Formula di Stokes). Sia M una varieta differenziabile di dimen-
sione m. Allora

(15.6.8) f da =0, VYaeQ"'(M).
M

Sia S una sottovarieta propria di M, di dimensione k. Un’orientazione del fibra-

. . . . N
to normale vyS definisce un isomorfismo del fibrato d’orientazione og = (Lg —)
di S con il pullback su S del fibrato d’orientazione oy di M. Questo si pud definire

. 7 . o .
nel modo seguente. Sia 7y = (U LN ) un intorno tubolare di S in M. Per ogni
carta coordinata (W, y) in S possiamo trovare una carta coordinata (V, x) in M tale
che

VNS =W, Xlw=y, per 1<i<k, dx*"'A---Adx">0
su ngl(p)ﬁV, VpeW.
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Qui dxX**' A~ AdX" > 0 significa che K+ x™ sono coordinate orientate
positivamente sulle fibre dell’intorno tubolare. L’isomorfismo ¢ dato allora dal

diagramma commutativo
= Llw

W xR.

Lg|lw

Quindi, se S & una sottovarieta propria di dimensione k di M con fibrato normale
orientato ed a € Q’c‘(M, L), allora als € Q’C‘,(S ,Ls) e possiamo quindi calcolare

I’integrale
fa/=f(x|5.
s s

Osserviamo che viceversa, se @ € Q’c‘,(S ,Lg) e ®g ¢ la classe di Thom di S con
supporto nell’intorno tubolare U, allora (rga) ©® @5 € (M) e

(15.6.9) fa/zf(ﬂga)@CDS.
S M

XV.6.4. 1l complesso di de Rham per forme a coefficienti in un fibrato
vettoriale piatto. In generale, non ¢ possibile estendere la definizione del diffe-
renziale esterno alle forme a coeflicienti in un fibrato vettoriale. Per scrivere la
formula del Capitolo[XIII occorre infatti che sia definita una nozione di
derivazione per le sezioni del fibrato. A questo fine introdurremo nel seguito la
derivazione covariante, ma, come vedremo, la differenziazione covariante non ci
permettera, in generale, di definire un complesso.

Nel caso di un fibrato vettoriale piatto, c’¢ perd una differenziazione naturale
delle sezioni e possiamo quindi definire il differenziale mediante la del

Capitolo[XIII

. . . .. .. . n .
Abbiamo in particolare, associati al fibrato d’orientazione oy = (L — M), i

complessi
(15.6.10)
0 —— ML) — oML —s PM.L)
N — Q" Y(M, L) _, Q"(M,L) —— 0.
(15.6.11)
0 —— AWML s oML —Ls QML)
— . oML —2 oM L) —— 0.

Definizione XV.6.9. 1 complessi (15.6.10) e (15.6.11) si dicono, rispettivamente,
il complesso di de Rham twistato e il complesso di de Rham twistato a supporti
compatti.

Indichiamo con H9(M, L) ed H!(M, L) i loro rispettivi gruppi di coomologia.
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XV.6.5. Dualita di Poincaré. Sia M una varieta differenziabile. I complessi
di de Rham twistati su M sono isomorfi ai rispettivi complessi di de Rham definiti
in precedenza nel caso in cui M sia una varieta orientabile, e ne differiscono nel
caso in cui M non sia orientabile.

Dalla formula di Stokes ricaviamo

Teorema XV.6.10. (1) L’applicazione
(15.6.12) QUM) x Q" (M, L) > (a, ) — f a®PBeR
M

definisce, per passaggio al quoziente, un’applicazione bilineare
(15.6.13) HYM) x H. Y (M,L) — R.
(2) L’applicazione

(15.6.14) QUM) x @M, L) > (a,8) — f a®BeR
M

definisce, per passaggio al quoziente, un’applicazione bilineare
(15.6.15) H!(M)x H"1(M,L) — R.
Ripetendo la dimostrazione fatta nel caso delle varieta orientabili e della coo-
mologia di de Rham, otteniamo

Teorema XV.6.11 (dualita di Poincaré). Se M e una varieta non orientabile con
un buon ricoprimento finito, abbiamo gli isomorfismi

(15.6.16) HY(M) = (H;: (M, L))", HYM,L) =~ (H;(M))".
Osservazione XV.6.12. Sia S una sottovarieta propria di dimensione k di M.

(1) Ad un’orientazione di S corrisponde una classe [775] in H*(M, L), con
ns € ZXM, L) ed

fazfa@ﬂs, Ya € ZKM).
s M

(2) Ad un’orientazione del fibrato normale di S corrisponde una classe [77s ]
in HX(M), con ng € Z*(M) e

fazfa@ﬂs, Ya € XM, L).
S M

XV.6.6. Rivestimento a due fogli di una varieta non orientabile. Sia M una

varieta differenziabile ed oy, = (L N M) il suo fibrato d’orientazione. Indichiamo
con L la sezione nulla di oy, e definiamo

(15.6.17) M=(L\Ly/~, ove t~t ot =k-t, con k>0.

La proiezione nella base definisce un’applicazione @ : M — M, che rende com-
mutativo il diagramma

L\ Ly M

N

M.
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Law : M — M & un rivestimento a due fogli ed & & possibile definire in modo
unico una struttura di varieta differenziabile su M, per cui @ sia un diffeomorfismo
locale. Vale il seguente

Lemma XV.6.13. Se M ¢ connessa, allora M é connessa se e soltanto se la M non
¢ orientabile.
L’applicazione
(15.6.18) w* : HY(M) — HY(M)
e iniettiva per ogni q > Q.

Esempio XV.6.14. La bottiglia di Klein si puo definire come il quoziente M del
quadrato Q = {0 < x,y < 1} ¢ R? rispetto alla relazione d’equivalenza:

(15.6.19)  (0,y) ~(1,y) per 0<y<1, e (x,0)~(lx,1) per 0<x<1.

La M ¢ una varieta differenziabile compatta di dimensione 2 non orientabile. Sia r :
Q — M la proiezione nel quoziente. Siano A = JT(QO) e B=n(Q\ {(%, %)}). Allora
A ¢ omotopicamente equivalente ad un disco, B al bouquet di due circonferenze ed
A N B ad una circonferenza. La successione esatta di Mayer-Vietoris ci da allora:

0 —— HY(M) —— HY(B) R H*(M) = {0}.
Poiché H'(B) = R?, otteniamo che H'(M) = R. Per la dualita di Poincaré
R =1,2,
HYM,L) = > q .
0 altrimenti.

Osserviamo che il rivestimento doppio della bottiglia di Klein ¢ il toro T2 e quindi
H'(M) — H'(M) & iniettiva e non surgettiva.



CAPITOLO XVI

Il complesso di Cech-de Rham

XVI.1. Successione esatta associata ad un ricoprimento

In questo paragrafo introduciamo una successione esatta che ci sara poi utile
per costruire oggetti globali a partire da altri oggetti definiti localmente.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, % = {U;} un suo rico-
primento aperto ¢ § = (E N M) un fibrato vettoriale differenziabile di base M.
Per ogni sequenza finita di indici iy, ..., i, indichiamo con Uj;, _; l'intersezione
U;, N ---N U, deicorrispondenti aperti del ricoprimento. Siano

€U .E) = P, _TeUs E),

.....

q=1,
(U E) = @;O%q(ﬁz/,lz).

Definiamo un’applicazione lineare & : €*(%,E) — €*(%,E), omogenea di
grado uno, ponendo
g+1

A6.1.1) OPigwiyir= ) D fy 7 i Nvgirs Y = iy € CUX B,
h=0
Definiamo ancora un’applicazione € : I'e(M,E) — ¢ (% , E) mediante
(16.1.2) €Ni = flu;-
Teorema XVI.1.1. La successione
(16.1.3)

0 —— M) ——s OU.E) ——s CNU.E) —s -

- —— €U ,E) 2, CUU,E) 2, CTHN U E) —— -
e esatta.

Premettiamo alla dimostrazione del teorema la costruzione di un operatore
d’omotopia per il complesso (16.1.3)).

Fissata una partizione dell’unita {k;};c; subordinata al ricoprimento aperto % =
{Ui}ier di M, indichiamo con x le applicazioni

.....

. o0 — .
: €U, E) > Te(M,E), «f=)._«ifs

265

(16.1.4)



266 XVI. IL COMPLESSO DI CECH-DE RHAM

dove per semplicita di notazione abbiamo indicato con ¥;fi; ., la sezione di
I'=(U;, E) che & uguale a x;f;;, iy SuUij...i, ©azero fuori del supporto di «;.

..........

..... igs

Proposizione XVI.1.2. L’applicazione (16.1.4) soddisfa le identita

(16.1.5) dok+xK0d=1 subY%,E)perq=>1,
(16.1.6) €ok+ko0d=1 su€U%,E).

DivmosTrAZIONE. Sia f = (f;,...i,) € €%, E), conq > 1. Abbiamo

.....

O Mig.iy = Y0 (VD 7 =0 S iy 5
(KO ip.... —in(af»,-o ..... ”

- Z Kifio.... Z Zh 0( l)h tzo -
= Jo... ZZ/ 0( l)hKfuo ool

dove per semplicita di notazioni abbiamo omesso di indicare le restrizioni e le
estensioni a zero fuori dai supporti delle k;. Sommando membro a membro otte-
niamo che 0(xf) + x(§f) = f. Il caso ¢ = 0 ¢ analogo. O

Definizione XVI.1.3. L’applicazione k definita nella (16.1.4)) si dice I’applicazione
di omotopia associata alla partizione dell’unita {x;}.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA L’esattezza in I['e(M, E) ed in €% ,E)
sono ovvie, cosi come il fatto che 8> = 0 e quindi (T6.1.3) sia un complesso.
L’esattezza & conseguenza dell’esistenza di un operatore d’omotopia. Se infatti
feCUu,E)edf =0, allora

d(kf) = d(kf) + k(df) = f.

Questo completa la dimostrazione dell’esattezza della (16.1.3). O

XVI1.2. La coomologia di Cech-de Rham

Fissata la varieta M ed un suo ricoprimento aperto % = {U,}, indichiamo, per
ogni coppia di interi non negativi (g1, g2) con £ 992 lo spazio €9 (% , £4?) delle
(q1+D-uple f = (fto ..... lql) con fzo ..... iq, € Q" (Ulo ..... lql) ed ﬁ,fo ..... l‘rql = S(O-)flo ..... ig,
per ogni permutazione o di {0, 1,...,q}. Possiamo allora costruire il complesso
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doppio

0 .QO(M) € s 0.0 o s 1.0 L} w20, L.

d | d g

0 —— QM) — 0 2y it 2, 2

‘| ‘| ‘| ‘|

0 QZ(M) € ;%0,2 o )(/45/1,2 L) </"{//2,2 _ ...

S

delle gi-cocatene alternate del ricoprimento % a coefficienti nelle ¢,-forme diffe-
renziali. Poniamo

(16.2.1) C(U, Q) = @ CI (U, Q).

91,9267+
Definiamo il differenziale totale del complesso doppio

D:6¢(%,Q") > € (%,Q2), con

16.2.2
(162.2) Df = 8f + (~1)Tdf, Vf € €1 (U, "),
Poniamo

(@ — q1.92 — q1 92
(16.2.3) A @qu:q% @qﬁqz:q(g (U, Q7).
Lemma XVL.2.1. D(#©) c ' 4*D per ogni intero g > 0 e
(16.2.4) 0 s, 70 2 oy P 0 .

e un complesso.

DivMosTRAZIONE. La prima osservazione segue dal fatto che 8.7 @ c 7 @D e
do' @ c @Y Siaora f € €1 (%, 29). Abbiamo

D’f = DOOf + (=1)11df) = 8 f + (DN 8df + (DI S f + (=11 d>f
= (=D (Sdf - ddf) =0
Questo dimostra che ¢ un complesso. O
Indichiamo con
(16.2.5) HY(*,D) = (kex(D : AP — ' @+*Vyy/p gD

i gruppi di coomologia del complesso (16.2.4).
Per ogni intero non negativo g abbiamo un’applicazione naturale

(16.2.6) €: QM) 3 a —s (aly,)ies € €U, Q%) c #D,
Osserviamo che

(16.2.7) eod=Doe.
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L applicazione (16.2.6) induce quindi un’applicazione in coomologia
(16.2.8) € : Hi{(M) — HI(¥™",D).

Teorema XVI1.2.2 (Mayer-Vietoris generalizzato). Per ogni intero q > 0, I’appli-
cazione (16.2.8)) ¢ un isomorfismo.

DimostrAzZIONE. Il caso g = 0 € banale. Dimostriamo I’isomorfismo per g > 1.
INIETTIVITA. Sia f € 2°9(M) e supponiamo esista una g € .# 9~V tale che ef = Dg.
Dimostriamo per ricorrenza che, per ogni 4 = 0,...,q — 1, si pu0 trovare una

soluzione gj € @?;g_]%/ Fa=i=1 dell’equazione Dg = €f. Per ipotesi I’asserzione
¢ vera se h = 0, perché @?;é%’j’q_j_l = @D, Supponiamo 0 < h < g—-1e

. . —h=1 i , . .
che vi sia una soluzione g € @3:0 14771 dell’equazione Dg = €f. Abbiamo

gn = g?l + ..+ gz_h_l, con gil S ji/j’q_j_l.
Abbiamo allora
(flu,) = dg,

dg;) — dg;, =0,

gl 4 (~1)r P lag! ™! = 0,

6gz_h_1 =0.
Fissata una partizione dell’unita {x;} subordinata ad %/, sia k il corrispondente ope-
ratore di omotopia. Allora gj,1 = g, — D(ng_h_l) € EB?;S_Z% Fi=4=1 ¢ soddisfa
ancora I’equazione D(gp+1) = D(g), — D(ng_h_l)) = Dgj, = €f.

Per ricorrenza otteniamo quindi una soluzione gy = (go,;) € 4~ 0.q-1 gi Dgy =
ef. E allora

dgo; = flu;,
goi=g8o,; suUinUj
e quindi gg = eg per una g € Q4= (M) per cui dg = f.

SURGETTIVITA. Sia f € .#@ con Df = 0. Dimostriamo per ricorrenza che, per
ognih =0,...,q,esisteunag, € # 9 Vtaleche f;, = f-Dgj, € @?;g%/’q‘-". Per
h = 0 possiamo prendere fo = f e go = 0. Supponiamo, per un 2 con 0 < & < ¢,
di aver trovato g, € & (‘1’.1) tale che f;, = f — Dgy € @;1;3,%/ ha=J, Scriviamo
fo= 4 +f}7_h con f € 747, Da Dfj, = 0 ricaviamo che 6]‘;]_}’ = 0. Posto
8hiy = Kf}?_h e th=lhc @ Degy =g+ 8h41 € 4D otteniamo
q—h-1
j=0

1 = frn— Dg;l“ =f—Dgp1 € A,

Per h = g otteniamo una g, € ¢ -1 tale che fo=f—-Dgge X 0.4, I’equazione
Df, = 0 cidaallora f;, = ex per una forma a € 2°9(M). L'immagine della classe
di @ in HY(M) ¢ la classe di f in H1(¢*, D). O
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Per ogni intero ¢ > 0 indichiamo con ¥4(% , R) lo spazio vettoriale
(16.2.9) CUU R) = {(ciy,...;,) | Uiy,...0, 0}

..........

Possiamo identificare €9(% ,R) a un sottospazio di €4(%,2°) e la restrizione
dell’ operatore 6 definisce un’applicazione

(16.2.10) & : €YU ,R) — €T (U ,R).

Otteniamo un complesso
(16.2.11)

0 —— NU.R) —— U R) ——s CXU.R) —> ---

Definizione XVI.2.3. 1l complesso (16.2.11)) si dice il complesso di Cech, a coef-
ficienti reali, relativo al ricoprimento %/ . Poniamo

FUUY ,R) = {a € €U ,R) | da = 0},
PBUY ,R) = 8¢ (U ,R),
HYU ,R) = #9U ,R)| BUU ,R).

I gruppi di coomologia H9(% ,R) e si dicono i gruppi di coomologia di Cech, a
coeflicienti reali, del ricoprimento %/ .

Abbiamo un’inclusione naturale
(16.2.12) CUU R) — #1049
Osserviamo ancora che, se ¢ € €9(%,R), € Dc = dc. Quindi (16.2.11) & un sotto-
complesso del complesso (16.2.4) ed abbiamo percid un omomorfismo naturale
(16.2.13) H* (% ,R) — H*(X*, D).

Teorema XV1.2.4. Se % ¢ un buon ricoprimento, allora I’omomorfismo (16.2.13))
e un isomorfismo.

DimmosTrAZIONE. Per g = 0 sia H(% ,R) che H(¢*, D) si identificano allo
spazio delle funzioni localmente costanti su M e sono quindi isomorfi. Nel resto
della dimostrazione considereremo gli omomorfismi HY(% ,R) — HY(¥*,D)

perg > 1.
SURGETTIVITA. Sia ¢ un intero positivo ed f € #@ con Df = 0. Dimo-
striamo, per induzione su & = 0,..., g, che & possibile trovare un elemento f(h) €

3:111/]',51—]' con f — f® € D#@ D, Per h = 0 possiamo prendere f© = f.
Supponiamo ora che 0 < & < g e che vi sia una f® ¢ @?:h% Fa=icon f— fM ¢
D7 @~V Scriviamo

f = }Y’) +f}g’_)] -+ M con f;h) e i,

Poiché Df" = 0, abbiamo in particolare d f}Eh) = 0. Per I'ipotesi che % sia

.....

quindi possiamo trovare un elemento g € J#"+47"~! tale che dg = (-1)" f,gh). Allora
fiD = 0 _ pe e @j=h+lyz/f»q—f ed f — f™D ¢ D@D, Otteniamo in
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questo modo un elemento f9 = féq) e #99, coomologo ad f in HI(#*, D).
L’equazione Df? = 0cidadf? =0e 5@ = 0e quindi f9 & un elemento di
€9(% ,R), che definisce una classe di coomologia in H%(% ,R) la cui immagine in
H4(o¢'*, D) ¢ la classe di coomologia di f.

INETTIVITA. Sia ¢ un intero positivo ed f € €4(% ,R) con § f = 0. Abbiamo
gia osservato che cio equivale al fatto che f € # 4% e Df = 0. Supponiamo esista
u € #9 tale che Du = f. Dimostriamo per induzione su 2 = 0,...,g — 1 che &
possibile trovare soluzioni ™ di Du™ = f con u™® € @j’;}lljif +a=i=1Possiamo
infatti porre #¥) = u. Supponiamo di aver costruito u’” perun hcon0 < h < g— 1.
Se

u = uglh) + uzh) +o+u®  conu® e piaitt,
+1 q-1 Jj

dall’equazione du” = f ricaviamo che duilh) =0. Poichg—-h-1>0ed% ¢
un buon ricoprimento, possiamo trovare w € £ ha=h=2 tale che dw = (—l)huzh).

Quindi u"V = 4™ — Dw € @;’;L]%i’q‘j‘l e soddisfa Du"™*D = f. Per
ud=D e 4710 equazione Du@~V = f da du'¢=" = 0, ciog u¥~V € €1 (%,R),
e du'?~D = f. Cid dimostra che f & coomologa a zero in HY(% ,R). La dimostra-

zione ¢ completa. O
Abbiamo quindi il

Teorema XVI.2.5 (de Rham). Se % ¢é un buon ricoprimento di M, allora abbiamo
gli isomorfismi

(16.2.14) H*(M) —— H'(X¢*,D) —— H"(%.R).

Osservazione XVI.2.6. Per ogni ricoprimento % di M la composizione H*(% ,R) —
H*(¢*,D,) — HY(M) definisce un omomorfismo della coomologia di Chech
del ricoprimento %, a coeflicienti in R, e la coomologia di de Rham. In generale,
questo omomorfismo puo non essere né iniettivo, né surgettivo.

XVIL3. Una formula di omotopia

Ricaviamo in questo paragrafo una formula di omotopia che renda esplicito
1’omomorfismo di de Rham H*(%,R) — H4(M), che diventa un isomorfismo nel
caso in cui %/ sia un buon ricoprimento.

Fissiamo una partizione dell’untita {i;} subordinata ad %/. Indichiamo con «
le applicazioni descritte in (T6.1.4). Osserviamo che x : #9% — g a-la ge
g1 > 0, mentre x : # % — Q4(M) & 'inversadie: Q4 — # % c #@. E inoltre
conveniente introdurre la notazione v per I’operatore d : £ — J#* descritto sugli
elementi bi-omogenei di .# mediante

= (_1)41d 2% SRR (%/qlaqzﬂ,
in modo che il differenziale del complesso (2, D) si scriva nella forma

D=3%8+n.
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L’esistenza di un’equivalenza omotopica F : £ * — Q*(M) ¢ conseguenza di
alcuni fatti generali sui complessi di co—cateneﬂ
L’applicazione € : Q*(M) — #* commuta con i differenziali, & cioe

Doe=€od

e definisce quindi un omomorfismo di complessi.
Poniamo (con .# D = 0)

(16.3.1) 21=HM)® %9V, perqeZ q>0.

e definiamo su 2° = @qzoe@q un differenziale ® : 2 — 2" mediante la
formula:

(16.3.2) B(f,a) = (—df,€e(f) + Da).
Poiché eod = Doe,ed>=0,D*>=0,¢&

P (f, @) = (=df,e(f) + Da) = (d°f, —(df) + De(f) + D*a) = 0.
Quindi ®? = 0 ed otteniamo un complesso (2%, ®,):

(16.3.3) 0 g0 Dy D

92 ...

dove abbiamo indicato con ®, la restrizione di ® ad un operatore da 29 in 24+1,

Definizione XVI.3.1. Il complesso (16.3.3)) si dice il cono dell’omomorfismo di
complessi € : Q*(M) — .

Lemma XVL.3.2. I/ complesso (16.3.3)) ¢ aciclico e possiamo definire un omomor-
fismos: 2° — 2% cons, : 29— 24971 tale che

(16.3.4) D,18,(f,0) = (fra), Y(fra)e 2 tc. D(fra)=0.

DiMosTRAZIONE. Se (f,0) € 2° e ®(£,0) = 0, & f € €°(M) condf = 0 ed
e(f) = 0, e dunque f = 0. Quindi ®y : 2° — 2! ¢ iniettiva.

Siag > led(fia) € 29, con f € QU(M)eda = ap + --- + @41, con
a; € #7771 e D,(f, @) = 0. Abbiamo

6C¥q_1 = 0,
6q_2 +00y-2 = 0,

dap +va; =0,
€(f) +vap = 0,
df =0.

Sia k : #9492 — ¢ 01~ 1operatore di omotopia descritto dalle (T6.1.4), as-
sociato ad una partizione dell’unita {x;} subordinata al ricoprimento %7 = {U;}.

Wedi ad esempio il Cap.4, §2 in: Edvin H. Spanier, Algebraic Topology, Springer, 1966.
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Abbiamo allora, con
Bg—2 = Kay-1,

By-3 = k(a2 — MK)ay-1),
Bq—4 = K(a’q—3 - (DK)aq—Z + (DK)za'q—l)’

Bi1 = k(ay — (WK)az — -+ + (=12 (K)1 2y 1),
Bo = k(@) — @Kz + -+ = (=D k) 1),
Qg1 = 6ﬂq—2’

Qg2 = 6,3[1_3 + Dﬁq_z,

@y-3 + 6ﬁq—4 + Dﬁq—&

a1 = 8By + 1.
Abbiamo poi
Oap +da; =0 = &(ay—1By) =0
e quindi esiste un’unica g € Q47 1(M) tale che
@) =Bp + €(g),
e da questa relazione si deduce che anche
—€(f) = dag = Ve(g) = €(dg) = —dg = f.
Abbiamo percid ottenuto
(fi@)=2(g,B), con B=Po+:+PB42.

L’espressione esplicita della s, ¢ allora
g-1 j
e(g@) = ) (e,
(16.3.5) - P o
Si(foau+ -+ ag) = (gl kS 1ok a).

Siano i s, omomorsismi che soddisfano (16.3.4]).
Poiché I'immagine di 1 — s,®,_; & contenuta nel nucleo di ®,_;, possiamo
g =g q-1> P
definire un operatore

(16.3.6) Ry =s,0(1—8,11D,): 21 — 277,
Vale allora
Lemma XVL.3.3. Per ogni intero g > 0 abbiamo

(1637) ZDq_qu + Rq+1§Dq = 1.94.
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DimosTrAZIONE. Abbiamo infatti
bq—qu + Rq+1bq = ;Dq—l 0840 (1- Sq+1bq) +8g+1 © (1- Sq+2bq+l)bq
=1- Sq+1bq) + Sq+lbq =1,

perché ®,_| o s, ¢ I'identita sull’immagine di (1 - s,41®,), che ¢ contenuta nel

nucleo di ®,. o
Definiamo operatori F, : & @ — QI(M) e K, : # @ — @V ponendo
(16.3.8) R,(0,a) = (Fy(a), K (@), Vae #9D.

Proposizione XVI.3.4. Le F = (F,) ed € = (€;) sono inverse omotopiche I’'una
dell’altra.

DimMosTRAZIONE. Se f € QI=\(M),

R4(0,€(f)) = s4(1 —544134)(0,€(f)) = s (df,e(f)) = (f,0).
Quindi Foe = 1.
Sia ora @ € # 97!, Abbiamo

0,) = B(F(), K()) + (F(Da), K(Da))
= (-dF(a), e(F(@)) + DK()) + (F(Da), K(Da)).
Da questa identita ricaviamo le uguaglianze
dF (@) = F(Da),
a —€oF(a) = DK(a) + K(Da)

La prima ci dice che F : JZ* — Q" & un omomorfismo di complessi e la seconda
che € o F ¢ omotopa all’identita su (£, D..). O

La formula esplicita per 1’operatore F ¢ data da
_ 9 . o Nio .\ oNip
(16.3.9) €oF(a) = Zi:O( W) a; Zi:OK( W) Bir 1,
conf =pfo+- -+ =Daep; € M
XVI1.4. La forma di Eulero di un fibrato in sfere orientate

Ricordiamo che le classi di coomologia di de Rham H9(S") della sfera " sono
0 per g # 0,n ed isomorfe ad R per g = 0, n. L’applicazione

Q'S >3a — a€R
SVL
definisce per passaggio al quoziente I’isomorfismo H"(S") ~ R.
Indichiamo con w I’elemento di H"(S") tale Cheﬂ

f(nzl.

ZRicordiamo che un rappresentante di o ¢ il pullback ad S" della forma
1 S (=1)ixidx! A Adxi A---dx

= ! D@pnfl RrHl 0 ,
(n+ Deps (5 ) € R™\{0D)
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Siapr : R” x §" — §" la proiezione sul secondo fattore. Se @ € Q"(R" x S")
e da = 0, allora, per la formula di Stokes

I(l(x) = f a
{x}xS§"

¢ costante per x € R ed a ¢ una forma esatta se e soltanto se I,(x) = 0. L’ap-
plicazione @ — I,(x) rende esplicito, in grado n, I’isomorfismo pr* : H*(S") —
H*(R™x S") indotto dal pullback, descritto nel Teorema[XIV.3.1] In particolare, la
classe di pr*w ¢ una base di H"(R" xS") ~ R. La forma wy = pr*w ha la proprieta
che il suo pullback ad ogni fibra {x} X S” definisce il generatore di H"({x} xS") con
integrale 1.

Sia & = (E N M) un fibrato differenziabile localmente banale con fibre S”
orientate. 1l pullback 7* : Q*(M) — Q*(E) commuta con i differenziali e definisce
quindi un omomorfismo di complessi. Il cono di 7* &€ un complesso

(16.4.1) 0 — QO(E) i) QI(E) i) QZ(E) i}

dove abbiamo post(ﬂ

Q1) = XM AE), ¢=0,

ds(f.8) = (=duf.n"(f) +dgg), VfeQ (M), ¥ge Q(E).
Dalla successione esatta corta

0 —— QF(E) — QE) —— QM) — 0
cona(g) =(0,g) e b(f,g)=f
si ricava la successione esatta lunga di coomologia
0 — H'E) —— H'M) —— HYE) ——
—— H'(E) —— H'M) —— H'(E) — -

(16.4.2)

. —— HYE) —— HYM) —— HYE) ——

—— H?'(E) ——

L’integrazione sulla fibra ci permette di definire, per ogni intero ¢, un’applica-
zione

(16.4.3) w:QUE) s (a,f) — mpBe QL

Poiché il differenziale commuta con il pullback, la restrizione alla fibra del pullback
di una forma di grado positivo su M ¢& nullo, e I’integrale sulla fibra di una forma

ove

n n
w007 _ 2002 .
G+l — aDm-D-31  Senceparl,
Cp+1 = o )% o )2%
s _ n < g .
DT Grh-Dh42 Sene dispari,

¢ il volume della palla unitaria (n + 1)-dimensionale.
3Conveniamo che QUE)=0perqg<0.
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di grado minore di n ¢ nullo, abbiamo
wds(a,B)) = WM—dya,dgB + n*a) = n.(dgf + n*a)
= n(dgP) + mu(n'@) = du(n.p) = du(We.B), VY(a,p) € 2°(§).
Quindi
(16.4.4) wod: =dyop
e quindi la u definisce per passaggio al quoziente un omomorfismo di grado —(n+1)
(16.4.5) (W] : H"™ (&) — HY(M).

Osservazione XVI.4.1. In particolare, se (,) € Z"*!(€), I'integrale sulla fibra
m.3 € una funzione localmente costante su M.

Dimostreremo in [XVL.5|che (16.4.3) & un isomorfismo per ogni intero g. Per
dimostrare questo risultato consideriamo preliminarmente il caso g = 0.

Teorema XV1.4.2. L’omomorfismo
(16.4.6) [wl : A& — H'(M)
e un isomorfismo.

In particolare vale il

Corollario XVI.4.3. Esiste un’unica classe di coomologia [(eg, yz)] € H™(§)
tale che

(16.4.7) mye =1 suM.

Definizione XVI.4.4. L’unica classe di coomologia [(eg, yz)] € H™'(E) che sod-
disfa (16.4.7) si dice la classe di Eulero totale del fibrato E.

La sua immagine [ez] in H™ (M) si dice la classe di Eulero del fibrato E.

Se (eg,ye) € Z n+1(E) & un rappresentante della classe di Eulero totale di &,
chiamiamo ye € Q"(E) una forma angolare ed ez € & 1M 1a corrispondente
forma di Eulero del fibrato E.

D1MOSTRAZIONE DEL TEOREMA Possiamo supporre che M sia connessa.
La dimostrazione della surgettivita di (16.4.6) ¢ allora equivalente all’esistenza di
una classe di Eulero del fibrato &, cio¢ di una (eg, yg) € 2 n+1(E) con mye = 1.

Se U ¢ un aperto di trivializzazione per &, diffeomorfo ad R™, la restrizione
a E|y della classe di Eulero totale ha un rappresentante della forma (0, yy), con
una forma yy € Z"(E|y) la cui classe di coomologia in H"(E|y) € univocamente
determinata dalla richiesteﬂ che siam,yy =1suU.

Fissiamo un buon ricoprimento % = {U;} di M, che consista di aperti di
trivializzazione di €. Sia V; = E|y, = 7~ (U;) ed indichiamo con ¥ = {V;} il
ricoprimento aperto di £ immagine inversa del ricoprimento % di M.

4La classe di Eulero di &€ & un’ostruzione all’esistenza di una forma chiusa globale y in Q"(E)
che abbia integrale uno su tutte le fibre di &.
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Costruiamo per ricorrenza una sequenzaﬂ Yo, ..., W, con
v € CN(Y,Qh,
(1648) ”*‘I/O :E(l)e
Yo =0,

WV, +0V,1 =0 sel<h<n

Per ogni indice i, fissiamo una forma chiusa u; € Z7(V;) con mu; = 1 su U; e
poniamo g = (u;). Poiché

m..(0yo) = d(myo) = 0(e(1)) = 0,
possiamo trovare y; € €1(7, 2"!) tale che vy + dyg = 0. Supponiamo di aver
costruito Yy, ...,y per qualche 4 con 1 < h < n. Poiché

WOy, = —dvpy), = 8%y = 0

.....

scelta degli indici iy, ..., i+1, possiamo trovare una Y4 € € h+ (G , V1) tale
che

VEYR1 + Oy, = 0.

Questo completa la dimostrazione dell’esistenza della successione o, ..., ¥, che
soddisfa (16.4.8). Abbiamo poi

WOy, = —O0py, = 8%y,_1 = 0.
Quindi dy, € €™ (¥, R).

L omomorfismo canonico

(U, Q) — (Y, Q)
da per restrizione un isomorfismo

€ (%, R) — € (V,R).
In particolare, ¢’& un unico elemento 6,,; € €"*'(% ,R) tale che
(16.4.9) 06,41 =0, 701 + Oy, = 0.

Fissiamo una partizione dell’unita {x;}, di classe €*°, su M, subordinata al rico-
primento 7%/ e sia {n*K;} la corrispondente partizione dell’unita su E subordinata
al ricoprimento 7. Come in costruiamo a partire dalle due partizioni gli
operatori di omotopia

Fy:6(%,Q) > Q(M), Fp:€°(V,Q2° — Q(E).
Ricordiamo che

dyoFy=FyoDy, dpoFg=FgoDg,

SAl solito, se @ = (alpha;,, ;) € €"(V,Q%), poniamo dpy? = (-1)(dpy;

ancora D = 0 + 0.
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ove abbiamo indicato con Dy = vy + O il differenziale totale del complesso di
Cech-de Rham associato al ricoprimento % di M. Inoltre, per la scelta delle
partizioni dell’unita, abbiamo
Fron* =n"oFy, m.oFg =Fyonm,.
Abbiamo
De(Wo + -+ + W) = Vpyo + O, = —7" 0y
Poniamo
ec = Fu(Ons1) € Q1 (M),
Ve =Fe(yo + -+ Ya).
Otteniamo allora

dyez = dyF pm(n1) = Fu(Dmbpr1) = Fu(86,41) = 0,
dpve = dgFp(yo + -+ +W,) = FE(DE(yo + -+ + W)
= Fp(=n"0p41) = —m'Fy(0p11) = —1"es,
oy = mFE(Wo + - + W) = FE(.(Yo + -+ - + W) = Fe(mawo) = Fe(e(1)) = 1.
Questo dimostra che (eg, yg) € 27 ) e w(eg, ye) = 1, e completa la dimostra-
zione della surgettivita.

La classe di Eulero & un’ostruzione all’esistenza di sezioni globali di €. Abbia-
mo infatti:

Proposizione XV1.4.5. Se il fibrato § ammette una sezione globale, allora [ez]=0.
La condizione che sia [ez] = 0 e necessaria e sufficiente affinché esista una classe
[vel € H'(E) con mye = 1.

DimMosTRAZIONE. Supponiamo esista una sezione globale o € I's(M, E). Poiché
noo = 1,lac™ ox* ¢ I'identita in coomologia. In particolare 7* ¢ iniettiva e quindi
[ez] = 0 perché [n*ez] = —[dpye] = 0. La seconda affermazione ¢ ovvia. m|

Per completare la dimostrazione del Teorema bastera dimostrare che
una (a,B) € Z"1(E) con n,8 = 0 & coomologa a zero in H"*!(E). Usiamo le
notazioni introdotte in precedenza.

In particolare %7 = {U;} & un buon ricoprimento di M e {V; = YUy} 1a sua
immagine inversa in E.

Le forme a € Q"'(M) e 8 € Q'(E) soddisfano

dya =0, dgf+n'a=0, mB=0.

Poiché 7/ & un buon ricoprimento, possiamo costruire una successione fy, fi,. - ., fa
con
fn € €U, 279,
e(a) + DMf() =0,
v, +0f-1 =0 perl <h<n.
Dall’uguaglianza dgf + n*« = 0 ricaviamo che

0 = vge(B) + neap = Vee(B) + 7 vy fo = VE(€(B) — 7 fo).
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Poiché
n.(eB) — 7" fo) = n.€(B) = €(m.B) = 0,
possiamo trovare uy € €°(7, Q2"!) tale che
vgup + 17 (fo) = €B).

Poiché H4(V;, ;) = 0 per ogni ¢ # 0,n, possiamo costruire una successione

,,,,,

up,...,Uy—1 CON

up € CH(Y, Q)

veuo + 7 (fo) = €(B),

vpup 4+ Oup— + 7 (fp) =0 perl <h<n-1.
Abbiamo

0 = dWEup-1 + Sup—2 + 1 (fu-1)) = —0gdup_1 + (8 fr-1)
= _DEéun—l - ﬂ*(Dan) = _DE(aun—l + ﬂ'*fn)

In particolare, ¢ determinata una 6,, € " (% ,R) tale che
Oup_1 + 7" fry = 16y,
ed abbiamo
7 (On = fu) = Sty = (6, — fn) = 0.
Osserviamo che
Dy (fo+ -+ fu) = —€(@) + 81y,

Di(ug + -+ + up—1) = €B) =7 (fo + -+ + fa=1) + dtty—y

:E(ﬁ)_ﬂ*(f0+"'+fn—l +fn_ n)
Poniamo

{f=FM<fo+---+fn—en>,

u=Fg(uy+ -+ u,_1).
Allora
de =Fy(—e(@) + 6fn - 60n)
= —a +Fy3(fy — 6n) = —a,
dgu=B-n"f,
da cui otteniamo che

ds(f,u) = (a,B).

La dimostrazione ¢ completa. O



XVL5. LA SUCCESSIONE DI GYSIN 279

XVLS. La successione di Gysin

La successione esatta lunga di Gysirﬁ ¢ un caso particolare della successione
spettrale di SerreEI per la coomologia di un fibrato differenziabile.

Teorema XVL5.1 (Successione esatta di Gysin). Sia & = (E = M) un fibrato
differenziabile in sfere S orientato, con n > 2, su una varieta M, e sia [ez] €
H"(M) la sua classe di Eulero. Abbiamo allora la successione esatta lunga di
coomologia

-1 T _ [eEJ/\
D HOVE) —Is HIM) — HI(M)

s HYE) ——s HI"™(M) —

(16.5.1)

ove m, e I’applicazione associata all’integrazione sulla fibra, [ez| A quella associa-
ta al prodotto esterno per una forma di Eulero ez e la n* 'applicazione naturale
indotta dal pullback.

La successione esatta di Gysin & conseguenza della successione esatta della
fibrazione (16.4.2) e della seguente

Proposizione XVL.5.2. Sia & = (E = Mun fibrato differenziabile localmente
banale con fibre S"~! orientate e sia (eg, W) € Z(€) una coppia di forme che
rappresenti la classe di Eulero totale del fibrato E. Allora

(16.5.2) A QUM) > @ — (ez Aa,ye A" ) € QT(E), qEZ,
(16.5.3) w: QUE) 3 (o, B) — m.p € QUM), g€z,

definiscono omomorfismi di complessi, di grado n e —n rispettivamente, che indu-
cono per passaggio al quoziente isomorfismi

(16.5.4) D\‘] : H‘](M) SN Hn+tJ(E)’ [M] . Hn+LI(§::,) — H‘]
che sono ’'uno l’inverso dell’altro.

DimosTrAZIONE. Verifichiamo che A € un omomorfismo di complessi. Se @ €
QIM), e

de(Ma)) = (=du(ez A @), dp(ye A T*a) + ' (ez A @))
= ((=1)"eg A dya, (dpye) A (@) + (=1)"'ye A dp(*@) + 7 (eg) A ()
= (=) (e A dya, ye A (1 (dya)) = (=1 'Mdya).

6Welrner Gysin ¢ un matematico svizzero, nato nel 1915, studente di Heinz Hopf ed Eduard
L.Stiefel. Ha pubblicato un solo lavoro, in cui discute il risultato legato al suo nome: Zur Homo-
logietheorie der Abbildungen und Faserungen von Mannigfaltigkeiten, Commentarii Mathematici
Helvetici 14 (1942) pp. 61-122.

TLa successione spettrale di Serre, ottenuta da Jean-Pierre Serre (Bages, 15 settembre 1926)
nella sua tesi di dottorato, esprime, nel linguaggio dell’algebra omologica, la coomologia singolare
dello spazio totale di una fibrazione di Serre in termini della coomologia della base e della fibra. 1l
risultato € esposto nell’articolo:

J.-P. Serre, Homolgie singuliére des espaces fibrés, Ann. of Math. (2) 54 (1951), pp 425-505.
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Quindi
hody = (=1)"'dg o
Se (a,B) € Q"4(E), abbiamo
Wds(@, B) = M—dya,degf + n*a) = n.(dgB + n* )
= n.(dgP) = dyn = duil, B).
Questo dimostra che
wod: =dyon

e quindi sia A che u sono omomorfismi di complessi ed inducono percid omomor-
fismi (16.5.4) in coomologia. Abbiamo

woMa) = ez A @, ye A (m'a)) = m(ye Ama) = a, Ya e Q(M).

Quindi po A ¢ I’identita e dunque anche [p] o [A] & I’identita in coomologia. Questo
dimostra che

[A] : HY(M) — H"4(E) & iniettiva per ogni q € Z,
[u] : H""9(E) — HY(M) & surgettiva per ogni g € Z.

Per dimostrare che [u] ¢ iniettiva, utilizzeremo il lemma:

Lemma XVL1.5.3. Consideriamo il fibrato banale

R™ x §71 .
N
R™ Sn—l
Abbiamo

R seq=0,n-1,
0 seq#0,n—1.

(16.5.5) HIR™ x S"™ 1) =~ HI(S"") = {
L’integrazione sulla fibra definisce un omomorfismo surgettivo
(16.5.6) T QUIR™ x "N — QUM),  perogni g € Z,
che per passaggio al quoziente da, per g = 0, un isomorfismo

(16.5.7) m. s H'R™ x S™ 1 — HO®R™).

Abbiamo inoltre:

(16.5.8) {Vq >1, Vfe ZUE) tc nf=0,

Jue QU YE) te. mau=0, du=f.

DIMOSTRAZIONE. La segue dal fatto che S” & un retratto differenziabile
di deformazione di R x S".
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Se w, € Z"(S") & una formﬂ con fs , = 1, abbiamo m.(p*w,) = 1 e quindi
I’applicazione . : H'(R™ x §") — H°(R™) & surgettiva. La (16.5.6) segue dal
fatto che

m(p'oAr*a) =a, VYaeQ(M).
Per completare la dimostrazione, bastera allora verificare la (16.5.8). Osservia-
mo che m,u = 0 se u € Q4(FE) con g < n e quindi, tenuto conto di (16.5.5) e
dell’isomorfismo H"(R™ x §") ~ H"(S") ~ R, la (16.5.8) & senz’altro valida se
q=sn.

Siag > ned f € Z9(E) soddisfi m. f = 0. Poiché HI(R™ x §™) = 0, esiste una
v e QII(R™ x §™) tale che dv = 0. Consideriamo la forma (p*m,) A (7*(7,v)) €
QI R" x S"). E

dl(p*wy) A (m* ()] = (=1)"(p"wn) A (1" (m.dv)) = (=1)*(p*wy) A (2" (m..f)) = 0.

Quindi la u = v — [(p*m,) A (7*(m.v))] € Q471(E) & una soluzione di du = f con
Tl = v — 7,y = 0. O

Torniamo alla dimostrazione dell’iniettivita di [u].
Sia (a, 8) € Z°9(E) e supponiamo che 7.8 = dy f, con f € Q971 (M). Allora

(@.B) + (=1)"d:Mf) = (@ — ez Adf, B~ ye A (7°df)) = (@.P) € ker .
Per completare la dimostrazione sara quindi sufficiente mostrare che
ogni (a,B) € Z1(E) con .3 = 0 € coomologo a zero in H1(E).

La condizione n.8 = 0 ¢ automaticamente verificata se g < n. In particolare,
verficheremo che H9(E) = 0se g < n.

Un elemento di 2°°(E) & una coppia (f,0), con f € €°(M) e dyf = 0,7 f =
0. Quindi H°(€) = Z°(€) = 0.

Per dimostrare la nostra tesi per ¢ > 1, fissiamo un buon ricoprimento % =
{U;} di M mediante aperti di trivializzazione per &, e denotiamo con ¥ = {V; =
a (Uj)} 1a sua immagine inversa in E.

Sia (a,p) € Z'(€). E
ae Q' (M), dya=0, BeE(E), dB+n"a=0.

Poiché n > 2, la condizione 7,8 = 0 & automaticamente verificata. Poiché % ¢ un
buon ricomprimento, possiamo trovare un elemento fy € €°(% , 2°) tale che

el@) + oy fo = 0.

8Ricordiamo che un rappresentante di o ¢ il pullback ad S" della forma

n —Dixid 1/\.../\6?\’-/\--'61 "
1 Yh(=1)x'dx X T e IR (0)),

T+t e 2y 5t
e Dera (TholwP) 2
ove
2013 2003 N
Grhl - Gihm-D31  Seneparl,
S sl 5l
en'z _  entz <1 .
DT = Grheohaa  sen e dispari,

¢ il volume della palla unitaria (n + 1)-dimensionale.
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Abbiamo allora
0 = e(def + n*e) = €(pP) + n* (e) = vee(B) — " (Ou fo) = Ve(€(B) — 7° fo).
Quindi e(B) — 7* fy € €Y, R).
L’applicazione naturale
nt i CUU, Q) — CUYV,QY), Vqel,
da per restrizione un isomorfismo
(16.5.9) 7 CUU,R) «— €UV ,R), VYqelZ
Possiamo quindi trovare un elemento 6y € €°(% , R) tale che
€B) — " fo = n*6y.
Abbiamo
(16.5.10) O(r" (6o + fo)) = d(e(B)) = 0 = (6o + fo) = 0.
Quindi 6y + fy = €(f) per una funzione f € € (M) ed otteniamo
ane(f) = 00 + fo) = dufo = —€(@) = duf = —a,
n'e(f) =70 + fo) = €B) = ' f =B,
e dunque
de(f,0) = (=duf, 7" ) = (a.B).
Sia ora ¢ > 2. Dimostriamo che in questo caso ¢ possibile costruire due
successioni fo, ..., fg-1 €d uo, ..., uq tali che
u, € €NV, Q172),

maup =0,

fo € MU, Q7T

E(CL’) +0 f = 0’ .
6fh_1 +A/;A;fh =0 E(ﬁ) + DEuO =7 an

perl<h<g-1 Oup-1 + gty = 7 fi
- ’ perl <h<g-2.

Costruiamo per ricorrenza prima la successione fy, ..., f;—1, poi la successione
uo, . ..,ug—. Peripotesi, la coppia (a, ) soddisfa
ae M), dya=0, BeQYE), dgf+n*a=0, nB=0.

Poiché % & un buon ricoprimento, possiamo trovare fy € €%(%,Q47") tale che
e(@) +yfo = 0. Applicando 6 ai due membri di questa uguaglianza otteniamo che
0 = d(e(@) + v f0) = dm fo) = —dud fo.

Poiché % & un buon ricoprimento, possiamo allora trovare f; € €' (%, Q77?) tale
che 8fo + oy fi = 0. Sel < h < g— 1 ed abbiamo gia costruito fy, ..., f, con
Ofn_1 + 0y fn = 0, allora

Wwdfy = —0@ufi) = 8% fy1 = 0.

Poiché % & un buon ricoprimento, potremo trovare fj,,; € €\ (%, Q297"72) tale
che

Ofn + 0y fur1 = 0.
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Cio dimostra I’esistenza della successione fy, ..., f—1. Abbiamo poi

¥e(e(B) — 7" fo) = €(deP) — m*(dm fo) = €(deP) + 7' (e(e) = 0,
m(€(B) — " fo) = m.(€(B)) = €(m.B) = 0.

Per il Lemma|XVI.5.3| possiamo trovare uy € €°(¥, Q972) tale che
€B) + vpug = 1 fy, mug = 0.
Se g = 2 abbiamo finito. Altrimenti, se g > 2, osserviamo che

0 = d(e(B) + dgup — * fo) = —vpdug — 70 fy = —dpdug + vy fi = Ve(7” fi — duo),
(" fi — Oug) = —m.dug = —8(m.up) = 0.

Per il Lemma|XVL.5.3| possiamo trovare u; € €°(%, Q973) tale che
dug + dgup = ﬂ*fl, meup = 0.

Se g = 3 abbiamo finito. Se g > 3 ed abbiamo gia costruito ug,...,upcon 1 < h <
q—2,da

0 = d(Oup—1 +dgup — 7" fp) = —0gduy, — °0 fiy = —0pOuy, + 70y fre1 = V(" fre1 — Ouy),
”*(ﬂ'*th —dup) = —m.(duyp) = —8(m.uy) =0,

applicando il Lemma [XV1.5.3|possiamo trovare uy,,; € € (¥, 297"73) tale che
Oup + dpUps1 = " firan, Tattper = 0.

Quindi per ricorrenza otteniamo anche la successione uy, . .., utg—>.
Abbiamo

0 = 8(dug—3 + dgug—o — " fy_1) = —Vgdug—r — 7 fy—1
= —0pdug o + 70 fym1 = Vp(fy—1 — dugy—2).

Quindi f,_1—0u, > € €1V (¥ ,R)e quindi risulta univocamente determinato 6,1 €
€1 (% ,R) tale che

fq_l - 6uq_2 = 7T*9q_1.
Siano Fg e Fj come in Con

F=Fu(fo+ -+ fym1 — 04m1) € QI7H(M),
u=Fplug+ - +ug2) € QX4M),

otteniamo

df = -, du+n'f=p, cioe d:(f u)=(a,p).

La dimostrazione ¢ completa. O
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Poiché HY(M) = 0 per g < 0, il segmento iniziale della successione di Gysin
definisce isomorfismi H1(E) ~ HY(M) per g < n — 1. Il segmento successivo &
quindi

0 —— H"'\(M) —2— H"™(E) —~— HOM)
— s H'M) S HYE) 2 H'(M)

N e
Osserviamo ancora che, nel caso esista una sezione globale s € I's(M, E), [eg] = 0
e I’applicazione 7* € iniettiva. Dunque la successione di Gysin si spezza nelle
successioni esatte corte

0 —— HIYM) —— HYE) ——— HI"' (M) ——> 0.
In effetti, nel caso di un fibrato banale, queste successioni esatte corte sono com-
patibili con la formula di Kiinneth

HIMXS" = (D) | (H"M)@HES"") = HI(M) & H"™ (M),
q1+q2=q

XVI.6. Coomologia delle varieta di Stiefel complesse e quaternioniche

Consideriamo le varieta di Stiefe]ﬂ V,.x(C) dei sistemi di k vettori ortonormali
rispetto al prodotto scalare Hermitiano di C". Perogni k = 1,...,n1a V,4(C) &

una varieta analitica orientabile, connessa e compatta, di dimensione 2kn — n?.

N

EV,; =8 =1 o per ogni k > 1, abbiamo una fibrazione naturale &, =

(Vpx+1(C) LN V,x(C)), con fibra § 2n=2k=1 T e varieta di Stiefel complesse sono
orientabili e possiamo quindi utilizzare la successione di Gysin per studiare la loro
coomologia di de Rham. Consideriamo innanzi tutto il caso k = 1. La forma di
Eulero eg, ha grado 2n — 2 ed € quindi coomologa a zero. La successione di Gysin
si spezza quindi nelle successioni esatte corte

0 —— HUS™) " HIV,5(C) — HIZMH(E7) —— 0,

per ogni intero g > 0. Sia wy,—; € Q*~1($2~1 un elemento con fsz,H Wo—1 = 1.
Allora 1 € Q°(V,,5(C)) e mtj(wau—1) € Q*'(V,2(C)) sono generatori dei gruppi
di coomologia H(V,»(C)) ed H**"1(V,»(C)). Poiché la classe di Eulero di &
¢ nulla, esiste su V,»(C) una forma angolare chiusa yz, € 2° 2”‘3(V,1,2(C)), che
definisce una base di HZ"‘3(V,,,2(C)). Chiaramente la classe di yg, A 77(w2,-1) €
Q=4(V,2(C)) & una base di H*'~*(V,,»(C)) con fv,,z © Ve Aot = 1. Dalla

9Alcune delle varieta di Stiefel reali non sono orientabili. Non possiamo quindi applicare ad
esse direttamente la successione di Gysin per il calcolo della loro coomologia di de Rham e della
loro coomologia singolare. La loro coomologia a coefficienti Z, fu calcolata da Armand Borel in:

A. Borel, Sur la cohomologie des espaces fibres principaux et des espaces homogénes de
groupes de Lie compacts, Ann. of Math. 57 (1953), 115-207.

11 calcolo completo dell’anello di coomologia a coefficienti interi delle varieta di Stiefel reali &
stato ottenuto piu recentemente. Vedi:

Martin Cadek, Mamoru Mimura, and Jifi Vanzura: The cohomology rings of real Stiefel
manifolds with integer coefficients, J. Math. Kyoto Univ. Volume 43, Number 2 (2003), 411-428.
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successione di Gysin ricaviamo poi che H4(V,,»(C)) =0se g # 0,2n -3, 2n -1,
4n — 4. Se poniamo a,-1 = [1]w24-1], a2n-3 = [Yg, ], abbiamo:

L’anello di coomologia H*(V, 2(C)) e I’algebra reale unitaria libera di Grass-
mann generata dai due elementi omogenei ay,—3 ed az,_.

Possiamo calcolare ricorsivamente la coomologia delle varieta di Stiefell com-
plesse utilizzando la successione di Gysin. Otteniamo, in generale:

Proposizione XVI1.6.1. L’anello di coomologia H*(V, x(C)) e un’algebra unitaria
libera di Grassmann unitaria con k generatori omogenei az,—1,Aon—3, - . . , Adp—2k+1-

DimmosTRAZIONE. Sia k > 2 e supponiamo di aver gia dimostrato il teorema per
la coomologia di de Rham di V,, ;. Poiché i gruppi di coomologia di V,, ; sono nulli
in grado dispari, la classe di Eulero di & ¢ nulla e quindi otteniamo una successione
esatta

b Thes
0 —— H'Vyk(C) —— H' V1 (©)) —— H*(V,u(C)) — 0.
Poiché la forma di Eulero & nulla, 1a forma angolare di &; ha un rappresentante chiu-
30 yg, € Z2 1V, 1.1(C)). Poiché 7} & iniettiva in coomologia, H*(V,,x+1(C))
contiene JTZH *(Vuk(©) @ [y, ] A H* (V1 (C)), e
T (M H (Vi 1 (©)) @ [we, ] A HY (V,1(C)))
= e ([yg, A M (H' (Vuk(C))) = H'(V,(C)),
otteniamo per la successione esatta di Gysin che
H* (Vi1 (€) = mH* (Vy k(C)) & [we, 1 A H(V,,1(C)).

Da questa uguaglianza segue la tesi. O

Le varieta di Stiefel quaternioniche V, x(H) sono varieta compatte, connesse,
orientabili, di dimensione k(4n — 2k + 1). Abbiamo V,,;(H) =~ § an=l o per ogni
k, otteniamo una fibrazione naturale 7 : V41 (H) — V,, x(H) con fibra S An—ky-1,
Anche queste fibrazioni hanno classe di Eulero nulla, ed utilizzando la successione
esatta di Gysin otteniamo, con un ragionamento analogo a quello svolto nel caso
complesso,

Proposizione XV1.6.2. L’anello di coomologia H*(V,, x(H)) e un anello unitario
con k generatori omogenei aa,—1, 455, . . - , Adp—4k+3-

XVI1.7. L’isomorfismo di Thom

In questo paragrafo completiamo la dimostrazione dell’isomorfismo di Thom

nel caso in cui non si assuma che la base M del fibrato vettoriale 0 = (Eq M )
ammetta un buon ricoprimento aperto finito. Sia »n il rango di 0.

Ricordiamo che il Teorema di Thom stabilisce che 1’integrazione sulla fibra
definisce un isomorfismo

(16.7.1) n, : H (Eg) — HT"(M), VqeZ.

Nella costruzione della classe e dell’isomorfismo di Thom utilizzeremo il
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Lemma XVL.7.1. Consideriamo il fibrato banale
R™ x R"
N
R™ R”
con base R™ e fibra R". Allora, per qualsiasi intero q,

{\/a € ZIR™ xR") tc. ma =0,

(16.7.2) i
B e Q' R"XRY) te. dB=a, mB=0.

DimosTrAZIONE. Abbiamo gia dimostrato che I’integrazione sulla fibra defi-
nisce un isomorfismo m, : HL®R™ x R") — HY"(R™). Poiché m,8 = 0 se
B € QL (R™ x R") con g < n, bastera dimostrare la (16.7.2) per ¢ > n.

Fissiamo w € Q%(R") tale che fR” w=1. Siaa € ZIR™ x R") con m,a = 0.
Poiché H!,(R™ x R") ~ HI™(R™) = 0, possiamo trovare 3y € Q7 I(Rm x R™) tale
che dBy = a. Consideriamo la forma 8 = 7*(7.80) A p*®. Abbiamo

dBy = n*(m.dBp) Ap*® = 7" (m.a) Ap*® = 0,
TP = ﬂ*[ﬂ*(ﬂ*ﬁo) A P*U)] = 1.0.
Quindi 8 =By — B1 € QL I(R’" X R") ¢ una soluzionedidf =aconn,8=0. O

Fissiamo un buon ricoprimento finito %7 = {U;} di M mediante aperti di tri-
vializzazione e sia ¥ = {V; = n~'(U))} il ricoprimento immagine inversa di Eg.
Considereremo i complessi (¢*(% ,Q*),Dy) e (67 (V,2%,), Dy) e, fissata una
partizione dell’unita {x;} su M subordinata ad % e il suo pullback {n*x;} ad una
partizione dell’unita su Eqy subordinata a ¥/, gli operatori d’omotopia

Fy: € (%,2) > QM) e Fg,:6°(V,Q2,) - Q. (Ep).

surgettivita. La surgettivita di (16.7.1]) € banalmente verificata per g < n. Con-
sideriamo dapprima 1I’omomorfismo H” (Eg) — HO(M). Sia c una funzione local-
mente costante su M. Dico che possiamo, per ricorrenza, costruire una successione
Mo, - - -, Mn tale che
e € (Y, Q20
€(c) = mMo,
g0 = 0,
VM +OMp-1 =0 sel<h<n

(16.7.3)

Lesistenza di ng segue dalla validita dell’isomorfismo di Thom nel caso in cui
la base sia uno spazio Euclideo. Le my,...,m, si ottengono poi per ricorrenza
utilizzando il Lemma[XVI1.7.1] Osserviamo poi che

DEeann = _6DEenn = 621]}1—1 =0,

e quindi 8(1,) = 0 perché le sue componenti sono funzioni localmente costanti con
supporti che intersecano le fibre in sottoinsiemi compatti. Allora,

n=FgMo+---+m,) verifica
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dg,n = FE,(Dgs(Mo + -+ +1y)) = 0,
M = mF gy (uo + -+ + M) = 1Fg,(Mo) = Fy(mano) = Fu(ele)) = c.
In particolare abbiamo dimostrato che

Esiste una forma chiusa g € Z!(Ep), con supporto compatto rispetto alle
fibre e tale che m.mg = 1.

Ricordiamo che mg si dice una forma di Thom del fibrato 0 e la sua classe di
coomologia in H} (Ep) la classe di Thom di 0.

Lesistenza della classe di Thom ci permette di completare la dimostrazione
della surgettivita di (16.7.1)). Infatti, se @« € Z°9(M), allorang A n*a € Z.,(Ep) e
(Mo A Ta) = a.

Iniettivitd. Sia f € Z./(Eg) e supponiamo che [r,f] = 0 in HI™(M). Sia
u € Q"-Y(M) tale che du = n.f. Allora f — d(me A m*u) € coomologa ad f in
H! (Eg) ed abbiamo

. (f —dng Au)) = o f — (Mo A" (du)) =" f =" (Mo A 7. f) = 0.

Bastera quindi dimostrare che ogni forma f € Z/I(Eg) con m.f = 0 & coo-
mologa a zero in HY(Eg). Sia quindi f una tale forma. Poiché I’isomorfismo
di Thom vale per fibrati banali, possiamo costruire per ricorrenza, utilizzando in

Lemma |XV1.7.1} una successione u, . .., us_1 con

wy € EhY, Q"
(16.7.4) v, Uo = €(f),
bg,up + Oup—1 =0, sel<h<g-1.

Poiché
Vg, Oug_1 = —OVg g1 = 62uq_1 =0,
¢ Ouy_1 €UV, Q?.v) N €Y ,R) = 0. Otteniamo quindi
Dgy(up + -+ + ug_1) = dgyup = €(f)
e quindi &
{u = Frlug + -+ +ug1) € 94 (E),
du = Fg(De(uo + - - + ug-1)) = Fe(e(f)) = f.

Questo completa la dimostrazione dell’isomorfismo di Thom.

XVI1.8. Fibrati in sfere associati a fibrati vettoriali

Sia 0 = (Eg M ) un fibrato vettoriale di rango » sulla varieta M. Fissiamo
una metrica Riemanniana sulle fibre di 0 e indichiamo con || - ||g la relativa
norma sulle fibre di 6. Questo ci permette di definire il fibrato in sfere §, come
il sottofibrato differenziabile di 6 con spazio totale

(16.8.1) Ez={veEy|l|vle=1}
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Ricordiamo che, se le fibre di 6 sono orientate, risulta definita la sua classe di Thom
Mo € H} (Ep), caratterizzata dal fatto che la restrizione alle fibre soddisfa

fT]e=1, VpeM.
E

P

In particolare, se sia la base M che le fibre di 6 sono orientate, anche Ejy risulta
orientata ed abbiamo

(16.8.2) f a= f mya Amg, Ya e QNM).
M Eq

In particolare, la classe di Thom mg ¢ il duale di Poincaré chiuso in H"(Eg) della
sezione nulla, che possiamo identificare ad M, del fibrato vettoriale 6. Fissiamo
una forma, che indicheremo ancora con ng € Z.,(Ey), che rappresenti la classe di
Thom. Possiamo scegliere ng con il supporto contenuto in {v € Eg | |[v|lp < 1}.

Poiché my : H"(M) — H"(Ep) € un isomorfismo, inverso dell’isomorfismo
H"(Ey) — H"(M) indotto dalla restrizione, detto ez il pullback su M della classe
di Thom, poiché ng e 7*(ez) = n*(gly) sono coomologhi in H"(Ey), esiste una
forma ye € Q"!(Ep) tale che

(16.8.3) Mo = 7 (ec) + dye.

Per la formula di Stokes abbiamo
1= f No = f no = f (my(eg) + dye)
Eq, EgpNiIvllo<1) Egpnilvlie<t)

= f dye = f Ve.
Eopn{Ivllo<1) Ee,

Poiché ng| E. = 0, se indichiamo ancora con g la restrizione di yz ad Eg,
otteniamo che
f Ve = 1, Vpe M, d\llg = —ﬂéei.

£
Sp

Abbiamo quindi ottenuto

Teorema XVL8.1. Sia 0 un fibrato vettoriale orientato, con base M, e & un fibrato
in sfere ad esso associato. Allora la classe di Eulero di € ¢é il pullback su M, iden-
tificata alla sezione nulla di 0, della classe di Thom di 0, o, in modo equivalente,
la restrizione ad M del duale di Poincaré chiuso di M in Ej. O

Definizione XVI1.8.2. Chiamiamo classe di Eulero del fibrato vettoriale reale 0, ed
indichiamo con eg, la classe di Eulero del suo fibrato in sfere associato.

Sia 0 il sottofibrato differenziabile del fibrato vettoriale 6 che ha spazio totale
(16.8.4) Eo={veEy|v+0.
Consideriamo 1’omomorfismo del fibrato 0 sul fibrato in sfere € definito da

(16.8.5) viEyav— — €Ex.
lIvile
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Lemma XVIL.8.3. L’applicazione
(16.8.6) 0: Q"E) > (a,B) — (a,V'pB) € Q*(O)

definisce un omomorfismo di complessi che, per passaggio al quoziente, da un
isomorfismo

(16.8.7) (@] : H*(E) — H*(0)

in coomologia. O

XVL9. Il numero di Eulero

Supponiamo che § = (E 5™ ) sia un fibrato differenziabile orientato, local-
mente banale, con fibra S”~!, su una varieta orientata, compatta e connessa M, di
dimensione m. La classe di Eulero [eg] di § & un elemento di H™ (M) ed ¢ quindi
completamente determinata dal numero

(16.9.1) (E) = f .
M

Definizione XVIL.9.1. Chiamiamo () il numero di Eulero del fibrato E.

Sia U C M un aperto di trivializzazione di E Fissata la trivializzazione,
una sezione s definita su un aperto U’ contenuto in U determina un’applicazio-
ne sy € €°(U’,S™ ). Siano pg € Ued s € [e(U \ {po}, E) una sezione su U, con
una singolarita isolata nel punto pg. Possiamo supporre che U =~ R per un diffeo-
morfismo descritto da una carta coordinata x, compatibile con 1’orientazione di M
e centrata in pg. Consideriamo 1’applicazione sy € €°(R™ \ {0}, S m=1y associata
alla sezione s. Per ogni r > 0 otteniamo un’applicazione

¢ 8" s x — sy(rx) e ™1

Il grado di questa applicazione non dipende n¢ da r né dalla scelta della carta
locale di trivializzazione e si dice il grado locale di s in py. Se w € Q" 1(S™ e
fsm-' o =1, allora

_ *
deg, s = o ¢,.

Se (eg, y:) ¢ la forma di Eulero totale del fibrato & e W un intorno relativamente
compatto di pg in U, con frontiera regolare di classe ¥ e diffeomorfo alla palla
unitaria di R, abbiamo

— k
(16.9.2) degpo s = f s Y.
ow
Supponiamo ora che M sia compatta e che vi sia una sezione s di § su M
con singolarita isolate in un numero finito di punti py,...,px di M. E cio¢ s €

Fe(M\ {p1,...,pi}, E). Perognii = 1,...,k possiamo trovare un intorno U; di p;
ed una forma u; € Q" 1(U,) tale che du; = eg su U;. Fissiamo degli aperti W; C U,,
con chiusure W; due a due disgiunte, e frontiere di classe ¥’*°, ciascuno diffeomorfo
ad una palla di R™ e con p; € W;. Siano poi k; € (M) con suppk; € U;e kx; = 1
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su W;. Allora ez — Zf.‘:ldM(Kiui) ¢ ancora una forma di Eulero ed ¢ identicamente
nulla su Uf: Wi

Utilizzando questa osservazione, possiamo fissare una forma di Eulero totale
(es,yg) con ez = 0 su Uf.‘:IWl-. Abbiamo allora, poiché 7 o s(p) = p per ogni
P#EDL s P

x(E) = f eg = f es = f (mos)es
M M\UL, W, M\UE, Wi
= f s*o ﬂ'*eE = —f S*dE\VE
MU, W M\UL, Wi

* k * _ k
_ L\U" » dys e = Zi:l jz;w,- sy = Zi:l degp[ S.

i=

Osservazione XVI.9.2. Si puo dimostrareEGI che ogni fibrato in sfere orientato su
una base compatta ammette una sezione globale con un numero finito di singolarita.

Abbiamo dimostrato il seguente

Teorema XV1.9.3. La caratteristica di Eulero di un fibrato dfferenziabile in sfere
S™1 su una base compatta di dimensione m ed orientato ¢ la somma dei gradi
locali di una sua sezione che abbia un numero finito di singolarita.

Osservazione XVI.9.4. In particolare, la caratteristica di Eulero ¢ sempre un nu-
mero intero.

. 7 . . .

Sia 0 = (Eg M ) un fibrato vettoriale orientato, di rango m uguale alla
dimensione della base M. Fissiamo una norma Riemanniana || ||g sulle fibre di 0 e
consideriamo il sottofibrato in sfere & di 0, con spazio totale

E={veEq|lvle =1}

Per il Teorema [X.2.1] esistono sezioni s € I'g(M, Eg) trasversali alla sezione nulla.
Una tale s ha un numero finito di zeri py, ..., px in M. L’applicazione s — s/||slg
¢ una sezione di & con un numero finito di singolarita negli zeri di s.

Definizione XVI.9.5. Chiamiamo punto singolare di una sezione s € I'g9(M, Eg)
un punto pg in cui s(pg) = 0.

Chiamiamo indice di s in un suo punto singolare pg il grado locale dell’appli-
cazione p — s(p)/lls(p)llo in po.

Per quanto osservato prima, abbiamo

Teorema XV1L.9.6. Sia s € I'g(M, Eg) una sezione di © con un numero finito di
singolarita. Allora la somma degli indici dei punti singolari di s ¢ uguale alla
caratteristica di Eulero di un qualsiasi fibrato in sfere associato ad 0.

Osserviamo ancora che vale il

10Vedi N.Steenrode: The topology of fibre bundles, Princeton University Press, Princeton, N.J.
1951.
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Teorema XVI1.9.7. Sia 6 un fibrato vettoriale orientato di rango m sulla varieta
Riemanniana orientata compatta M, della stessa dimensione m. Se s € I'g(M, Eg)
e una sezione con un numero finito di zeri, allora la classe di Eulero del fibrato
in sfere associato ad E e il duale di Poincaré degli zeri di s, contati con le loro
molteplicita.

Osservazione XVI.9.8. Se 0 ¢ il fibrato tangente di una varieta compatta orientata
M, vedremo nel paragrafo successivo che il numero di Eulero del fibrato in sfere
associato ¢ la caratteristica di Eulero-Poincaré di M.

Esempio XVIL.9.9. Consideriamo la sfera S ¢ R™*!. La proiezione ortogonale
sullo spazio tangente di " del campo di vettori 9/0x° definisce un campo di vettori
X su S™, che si annulla in +eg. Poiché gli indici di X in +ep sono uguali se la
dimensione m & pari, opposti se m ¢ dispari, ne segue che la caratteristica di Eulero-
Poincaré di S™ ¢ 2 se m ¢ pari, zero se m ¢ dispari.

Osservazione XV1.9.10. In generale, un fibrato in sfere orientato con fibra di
dimensione pari ha classe di Eulero nulla.

Esempio XV1.9.11. Realizziamo il toro T? come il sottospazio

" {<x’y’Z)GR3'(\/m—2)2+z2 : 1}.

La proiezione ortogonale X sullo spazio tangente di 72 del campo di vettori 9/dx
si annulla nei quattro punti (+£3,0,0) e (+1,0,0). Gli indici di X nelle coppie di
punti (-3,0,0), (-1,0,0) e (1,0,0), (3,0, 0) sono opposti e quindi la caratteristica
di Eulero-Poincaré del toro ¢ nulla.

XVI.10. La caratteristica di Eulero

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, i cui gruppi di coomologia
di de Rham abbiano tutti dimensione finita.

Definizione XVI.10.1. La caratteristica di Eulero y(M) di M ¢ la somma alternata
delle dimensioni dei suoi gruppi di coomologia

(16.10.1) w(M) = Zq(—l)q dimg HY(M).

Osservazione XVI1.10.2. Per la dualita di Poincaré, se M & una varieta compatta
orientabile di dimensione dispari, la sua caratteristica di Eulero & nulla.

Se M ¢& una varieta complessa orientabile di dimensione pari, la sua caratteri-
stica di Poincaré ¢ un numero pari.

Gli spazi proiettivi reali di dimensione dispari sono orientabili ed hanno quindi
caratteristica di Eulero zero.

Gli spazi proiettivi reali di dimensione pari sono varieta connesse e compatte
non sono orientabili ed hanno tutti i gruppi di coomologia nulli in grtado diverso.
Hanno quindi caratteristica di Eulero 1.
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Supponiamo che M sia una varietd connessa, compatta e orientata di dimen-
sione m. Scegliamo una base {w;} di H*(M) come spazio vettoriale. Per la dualita
di Poincaré, risulta determinata una base duale {t;} di H*(M) con

(16.10.2) f (x)i/\‘EjZé‘i,j.
M

Siano m; : M X M — M le proiezioni sulla prima e sulla seconda componente,
rispettivamente. Per la formula di Kiinneth,

(16.10.3) H' (M xM)=H(M)® H (M)

e {mjw; A 757;} € una base di H*(M x M).

Lemma XVI1.10.3. Sia {w;} una base di H*(M) formata da elementi omogenei. La
sua base duale {t;} in H*(M) é ancora formata da elementi omogenei. 1l duale di
Poincaré della diagonale Ay = {(p,p) | p e M}ydi M X M ¢

(16.10.4) Nay = ) (~1*Em w; A ;.
l

DivosTtrAzZIONE. 1l fatto che la base {t;} sia anch’essa formata da elementi omo-
genei ¢ conseguenza del fatto che, per ogni ¢ = 0,...,m, il gruppo H" 1(M) &
duale di H?(M). Osserviamo ora che {(—1)(deg @i)(degri+deg w-/)ﬂ'TT[ A myw;} € la base
duale di {mjw; A 37;} in H*(M X M). Infatti

* * * * _ * * * =
f 7T1‘E,'/\7T2(1)j/\71'10)h/\7'r217k—if O AT T A TTH W 7T, T
MxM MxM

_ * o * Lk
= if T o AT T; f T 75Tk
M M

e0se (i, j) # (h, k). Per (i, j) = (h, k) abbiamo, precisando i segni nelle uguaglianze
precedenti,

* * * * deg w;)(deg t;+deg w;
jﬂ; M7T1‘Ci/\7T200j/\7T]UJi/\7T2‘Ej=(—1)( g w;)(deg Ti-+deg 1).
X

Il duale di Poincaré della diagonale Ay, € una combinazione lineare degli elementi
della base e si scrive quindi nella forma

o P * . * .
Nay = Zijct,ﬂrl(”l A TTj.

Abbiamo, per la definizione del duale di Poincaré,

d ;)(deg T;+d i
(~1)ldesitdee eg‘”’)cz',j:f T A IO ANAy
MxM

_ f A ) = (- ])deETdeaos,
y 4
Da questa identita ricaviamo che
(—D)%ee sei=j,
Ci,j = L
0 sei# j.

Questo completa la dimostrazione. O
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Lemma XVI.10.4. [l fibrato normale della diagonale Ay di M X M e isomorfo al
fibrato tangente di Ay ed al fibrato tangente di M. O

Indichiamo con Vv(Ay,) il fibrato normale di Ay, in M X M. Ricordiamo che
il duale di Poincaré di una sottovarietd compatta orientata orientata e la classe di
Thom di un suo intorno tubolare si rappresentano mediante la stessa forma. Inol-
tre, la restrizione della classe di Thom alla sezione nulla & la classe di Eulero del
fibrato in sfere corrispondente. Abbiamo percio, indicando con E(T'Ayy), E(V(Ap))
e E(T M) i fibrati in sfere di TAyy, di v(Ay) e di TM, rispettivamente:

f NAu :f eE(V(AM))f €E(Ta,,) :f €E(TM)
Am Am Ay M
Poiché

16.10.5 = —1degwfff i= > (=1)'dimg H'(M),,
(16.10.5) fAMnAM 2D | ol Ati= )1 dime HIGM)

abbiamo ottenuto

Teorema XVI.10.5. Sia M una varieta compatta orientata. Allora il numero di
Eulero del fibrato in sfere del fibrato tangente di M é uguale alla sua caratteristica
di Eulero. O

Come corollario otteniamo

Teorema XVI1.10.6 (Teorema dell’indice di Hopf). Se M e una varieta compat-
ta orientata, ed X € X(M) un qualsiasi campo di vettori con un numero finito
di punti criticm allora la somma degli indici di X nei suoi punti singolari ¢ la
caratteristica di Eulero di M. O

XVI.11. Caratteristica di Eulero di un complesso
Sia
A

A
— Ve SV, 0

(16.11.1)

un complesso di spazi vettoriali di dimensione finita su un campo k e di applica-
zioni k-lineari. Indichiamo con H' = ker A;/A;_1(Vi_) i suoi gruppi di coomologia.
Allora

Proposizione XVI.11.1. Vale I'uguaglianza

n i 1 / n I e
(16.11.2) Zi:o(_l)l dimy H' = Zizo(—l)’ dimy V.

DmosTRAZIONE. Abbiamo infatti

dimk ker }\,,‘ + dlmk Xi(Vi) = dlmk V..

Quindi
n i n irqe .
Zi:O(_l) dimy V; = Zizo(—l) (dimy ker &; + dimy A;(V)))

11gj dicono critici i punti in cui un campo di vettori su annulla.
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= > (= 1)i(dimy ker; — dimy (V1)
- Z:’:O(—l)l’ dimy H'.

O

Utilizzando il Teorema [XVI1.2.4] questa proposizione ci permette di calcolare
la caratteristica di Eulero delle varieta che ammettono un buon ricoprimento finito.

Esempio XVI.11.2. Siam > 2 e sia M la varieta che si ottiene togliendo » punti da
R™. Calcoliamo la caratteristica di Eulero di M a partire da un buon ricoprimento
finito. Possiamo ottenere questo ricoprimento nel modo seguente. Innanzi tutto, a
meno di un diffeomorfismo, possiamo supporre che

M={xeR"|x#(0,...,0), i=1,...,n}.
Costruiamo allora un buon ricoprimento di M utilizzando gli aperti
U={x! <1}, Uy={1 <x' <2},..., Uy={n—-1<x! <n}, Uy = {x! >n},
U2 ={x* >0}, U? = {x* <0},

Ul ={x">0}, U"={x" <0}

Poiché si ottengono intersezioni non nulle soltato intersecando aperti che siano
stati elencati in righe diverse, la dimensione dj, di (% ,R) &

dy=m+1)+2m-1)=n+2m-—1,

dy = 2" )+ 1)+ 221 () sel <h<m-2,
dn-1=2"n+1),
0 se h > m.
Quindi
_ _ NV LCau AW WL PV PUAST ([
w(M) = n +2m 1+(n+1)zh:12( 1)( i thl( i

=n+2m—1+n[(-1)"" = 1]1-2(m-1) = {l—n semepatl,
1+n seméedispari.
Nel caso m = 2, poiché y(M) = 1 — dimg H'(M), otteniamo che H!(M) = R". In
generale, abbiamo
R segq=0,
HYM)=<R" seq=m~-1,
0 seqg#0,m-1.



CAPITOLO XVII

Classi caratteristiche

Sia M una varieta differenziabile. Ricordiamo che il prodotto esterno di for-
me definisce su H*(M) = QHY(M), per passaggio al quoziente, una struttura di
algebra, che chiameremo algebra di coomologia di M.

Definiamo ancora, nel caso in cui i gruppi di coomologia di de Rham di M
abbiano tutti dimensione finita, il polinomio di Poincaré di M come il polinomio

P(M) = Zqzoﬂ dimg HY(M).

XVIL1. La classe di Chern di un fibrato in rette complesse

Consideriamo un fibrato vettoriale 6 = (Eq LNV ) con fibra orientata di rango
due. Assegnare una metrica Riemanniana sulle fibre di 6 definisce su ciascuna fibra
una struttura complessa. Possiamo quindi considerare 6 come un fibrato in rette
complesse. Sia %7 = {U;} un ricoprimento di M mediante aperti di trivializzazione.
Le funzioni di transizione g; ; sono allora funzioni complesse a valori diversi da
zero. Le g; j/|gi,j| sono ancora funzioni di transizione di un fibrato equivalente a 0.

Possiamo quindi supporre che le funzioni di transizione {g; ;} siano a valo-
riin ! ¢ C. Esse sono quindi anche le funzioni di transizione del fibrato in

circonferenze § = (E Ny ) associato a 6. Calcoliamo una sua forma di Eulero.
Su ciascun U; ¢ definita una forma angolare d6;, associata alla rappresentazione
dei punti di S nella forma z = ¢, con 6 € R. Abbiamo

e =g e suUi;

e quindi, differenziando, otteniamo che

. . ; 1dg; ;
l'gi,jelejdgi = e’e-/dgi,j + ie’e-/'gi,jdej - d@i = dgj + —,ﬂ
U 8ij
Poiché
dgij dgjk dgii
8i,j8jk&ki =1 sul;jr = R £ =0 suU

8i,j 8k 8k,i
possiamo trovare delle forme «; € Q'(U;) tali che
d ..
ﬁ = iCl’i - iCl’j su U,"j.
8i,j
Ne segue che
d@,‘ - 7T*a’[ = d@j —a; su U[’j

295
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e quindi risulta definita una forma angolare y¢ con
ye = db; — n"; su U, per ogni indice i.
La corrispondente forma di Eulero ¢
ez = da; su U;, per ogni indice i.
Si ottiene una espressione esplicita della forma di Eulero utilizzando una partizione

dell’unita {x;} subordinata al ricoprimento %/ . Possiamo allora scegliere

d
a; = Z Kjﬁ su U;, per ogni indice i

8ji
ed abbiamo allora
dgj;
(17.1.1) eg = dx; A =L su U;, per ogni indice i.
E= Z J g/z i» P g

Definizione XVIIL.1.1. La classe di Eulero [ez] € H?(M) si dice la prima classe di
Chern del fibrato in rette complesse 0 e si indica con c1(0).

Dalla descrizione esplicita della prima classe di Chern ricaviamo

Proposizione XVIL.1.2. Siano 0; e 0, due fibrati in rette complesse su M. La
prima classe di Chern del fibrato in rette complesse 61 ® 0, é

(17.1.2) c1(01 ® 07) = ¢1(01) + c1(07).
Se 0" ¢ il duale del fibrato in rette complesse 0 su M, allora
(17.1.3) c1(0%) = —c1(0).

DIMOSTRAZIONE. Se {g},j} e {gzj} sono le funzioni di transizione dei fibrati 6
e 0, rispettivamente, rispetto ad un comune ricoprimento aperto 7 = {U;} di
M mediante aperti di trivializzazione, allora g; ; = g ij g2] sono le funzioni di
transizione di 0; ® 0,. La formula (I7.1.2) per la prima classe di Chern di 0 segue
allora dalla (17.1.1).

Analogamente, se {g; ;} sono le funzioni di transizione di un fibrato in rette 0
rispetto a un ricoprimento % = {U;} di M mediante aperti di trivializzazione, le
{ng = g;}} sono funzioni di transizione per 0" rispetto allo stesso ricoprimento %/,

che & di trivializzazione anche per 0*. La (T7.1.3) segue allora dalla (T7.1.1). O

Proposizione XVII.1.3. Sia 6 = (Eg -, M) un fibrato in rette complesse con
base M. Sia N un’altra varieta differenziabile ed f € € (N, M). Allora

(17.1.4) c1(f70) = *c1(0).

DimosTRAZIONE. Se % = {U;} € un atlante di trivializzazione di 0 in M, allora
W =W, = f‘l(U,-)} ¢ un atlante di trivializzazione di 70 in N. Se {g;; €
%> (Ui,j,C")} sono le funzioni di transizione di O relative ad %, le {n*g; ; = gi jom €
¢ (W,,;,C)} sono le funzioni di transizione di 770 relative a /. Fissiamo una
partizione €’ dell’unita {x;} in M relativa al ricoprimento %/. Allora {n*x;} & una
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partizione dell’unita €’ in N relativa al ricoprimento %#’. Un rappresentante in
H?(N) di c1(7*0) & dato, per la (T7.1.1), da

3 dyta vy n 5L N(” g”) (Z Ay ’j) suW; = f7\U))

8i,j

per ogni indice j. Questo dlmostra la Proposizione. O

XVIIL.2. La coomologia degli spazi proiettivi complessi

Possiamo utilizzare la successione di Gysin per calcolare con maggior ac-
curatezza la coomologia di de Rham degli spazi complessi CP". Abbiamo una
fibrazione naturale

(17.2.1) s+l T, opn

con fibra S!. Indichiamo con e € H%(CP") la sua classe di Eulero. Abbiamo allora
le successioni esatte
(17.2.2)

Hq+1 (S 2n+1) _ﬁ__) Hq(CPn) _i/\__> Hq+2(CPn) __l*__) Hq+2(S 2n+1)
Abbiamo gia visto nell’Esempio [XIV.7.5|che il polinomio di Poincaré di CP" &

\ n 2 1= t2n+2
(17.2.3) P,(CP") = Zqzot =
cioe H4(CP") ha dimensione reale 1 per g = 0,2, ..., 2n, e zero altrimenti. La suc-

cessione esatta (17.2.2)) ci permette di affermare che e ¢ il generatore di H>(CP"),
eche, perognig=2,...,n,

(17.2.4) e =eA---Ae &il generatore di H*4(CP").
~————
g volte

Abbiamo ottenuto

Proposizione XVIL2.1. L’algebra di coomologia H (CP") ¢ un’algebra unitaria
con un unico generatore e, ed é isomorfa al quoziente R[x]/(x™*1).

Osserviamo che S 2! — CP” ¢ il fibrato in sfere associato al fibrato tautolo-
gico di CP", che ha come spazio totale

(17.2.5) T = {(p,v) e CP" x C"*! | v e p},

dove abbiamo identificato i punti p di CP" alle rette complesse passanti per 1’ori-
gine di C"*!. Quindi la classe e & la prima classe di Chern del fibrato tautologico
di CP".

XVII.3. Le classi di Chern

Sia 6 = (Ey SN M) un fibrato vettoriale complesso di rango n. Possiamo

associare ad esso il suo proiettivizzato P(0) = (P(Eg) N M). 11 suo spazio totale
si ottiene come il quoziente di Eg, privato della sezione nulla, rispetto all’azione
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moltiplicativa del gruppo C* dei numeri complessi diversi da zero. Lo indicheremo
con

(17.3.1) P(Eg) = Eg/C*, ove Eg={veEq|v+O0}.
La proiezione sulla base ¢ definita dal diagramma commutativo

(17.3.2) Eg —— P(Ep)

Identificheremo P(Eg) con I’insieme delle rette per 1’origine delle fibre di Eg.
Definiamo il fibrato tautologico di P(6) con spazio totale

(17.3.3) T(®) = {(o,v) e P(Eg) X Eg | v € T},

base P(Eg) e proiezione 7 : T(0) 3 (0,v) — o € P(Eg) e sia T € H*(P(Ep))
I’opposto della sua prima classe di Chern.

Lemma XVIL3.1. Le classi (9 € H*(P(Ep)), perq = 0,1,...,n—1 si restringono,
su ogni fibra di P(0), ad una base della coomologia della fibra.

DmosTtrAZIONE. Questo segue dal fatto che la classe di Eulero della restrizione
di un fibrato in sfere orientate ad una sottovarieta della base € una restrizione alla
sottovarieta della classe di Eulero del fibrato. |

Come conseguenza otteniamo, per il Teorema di Leray-Hirsch, la
Proposizione XVIL.3.2. Abbiamo
(17.3.4) H*(P(Ep)) ~ H'(M) ® H*(CP"™"),

1- t2”
(17.3.5) P(P(Ep)) = P(M) -

Da questa segue il

Teorema XVIL3.3. Sia C € H>(P(Ep)) [ ‘opposta della classe di Eulero del fibrato
tautologico su P(Eg). Esistono allora delle classi di coomologia

(17.3.6) c,(0) € H* (M)

tali che

17.3.7) T4+ (1O AT 4o+ T (Cn1(0) AT+ 7 (cn(0)) = 0
DimostrAZIONE. Infatti, per la (I7.3.4), &

HEE) = {3 7w @) A

, € H*(M)} :

Le (17.3.6) e (T7.3.7) si ottengono esprimendo C" € H*'(P(Eg)) come combinazio-
ne lineare di 1, €, ..., 0" ! a coefficienti in 7* (H*(M)). O
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Definizione XVIL.3.4. Le classi ¢,(0) € H*4(M) definite dalle (17.3.6) e (T7.3.7)
si dicono le classi di Chern del fibrato 6.
Incheremo con

(17.3.8) c(®) =1+c1(0) +c2(0) +---+cn(0) € H' (M)
la classe di Chern totale del fibrato.

Osservazione XVIIL.3.5. Nel caso di un fibrato in rette complesse, la classe di

Chern definita in[XVII.I|coincide con quella della Definizione [XVII.3.4
XVIL4. Proprieta delle classi di Chern

Le classi di Chern godono di alcune importanti proprieta, che le caratterizzano
assiomaticamente.

Teorema XVIL.4.1 (Naturalita). Siano M, N due varieta differenziabili e sia 0 =

(Ey o, M) un fibrato vettoriale complesso di rango n su M. Sia f € €N, M).
Allora le classi di Chern dell’immagine inversa [0 del fibrato 0 sono le immagini
inverse delle classi di Chern di 6:

(17.4.1) cq(m0) = T (cy(0)), Vg=1,...,n.
DimvosTtrAZIONE. Ricordiamo che *6 ¢ il fibrato con spazio totale
Ero ={(a,v) € N X Eq | f(a) = mo(v)}

e proiezione m;+g : Er+g 3 (a,v) = a € N. La f si solleva ad un omomorfismo di
fibrati vettoriali, definito sugli spazi totali da

F:E+9>3(a,v) —veEEy

che, per passaggio ai quozienti, da un omomorfismo dei proiettivizzati

P(Exo) —— P(Ep)

ml lm

Indichiamo con Ty 1’opposta della prima classe di Chern del fibrato tautologico
su P(E,«) e con Ty quella del fibrato tautologico su P(Eg). Per la Proposizio-

ne & Ty = F*Cy. Applicando £ al primo membro dell’equazione
Chy + My (1) ATH + -+ 7y (cnm1(0)) A Ty + 73 (ca(0)) = 0
otteniamo
0= Ty + F (1@ ALY + -+ F(myy(cn-1(0) A Ly + F* (3 (a(0))
= QA (1@ ATY + -+ 7 (fF (1)) A Tar + Ty (f(n(0))),
da cui segue la (T7.4.1). o

Osservazione XVIIL.4.2. Ovviamente fibrati complessi isomorfi sulla stessa base
hanno uguali classi di Chern.
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Teorema XVIIL.4.3 (formula del prodotto di Whitney). Se 0, e 0, sono fibrati
vettoriali complessi su M, allora

(17.4.2) c(01 @&y 02) = c(01)c(07).

DimosTrAZIONE. Poniamo Oy = 01 &y, 0, € 0; = (E; N M), peri=0,1,2ed
indichiamo con n,ny, ny, (n = n; + ny), i ranghi dei fibrati vettoriali comlessi 6o,
01 e 0,, rispettivamente.

Consideriamo i P(E;) come sottospazi di P(Ep) ed indichiamo con A; : P(E;) —
P(Ep) le inclusioni naturali. Siano poi

T(E) = {(a,v) e P(E) X E; | v € a}

gli spazi totali dei fibrati tautologici T(6;). Abbiamo ancora inclusioni naturali
A T(E) — T(Ey) per i = 1,2. In particolare, la prima classe di Chern si T(6;) &
I’immagine inversa mediante A; della prima classe di Chern di T(8g), peri = 1, 2.
Quindi, se ¢ € H2(P(Ep)) & I’opposto della prima classe di Chern di T(6), le classi
di Chern di 6; sono caratterizzate dalle equazioni

[ + 7 (O + -+ 7 (Cm1 O (D] + 7} (€, (07) = O.
Cio significa che la classe
@ =T + (10T + -+ (en—1(0))C + m(cn,(0,)) € H™ (P(Eo))

ha restrizione nulla 47 (a;) su P(E;), peri = 1,2.

Dimostriamo che possiamo scegliere dei rappresentanti f; € 2 2ni(P(Ep)) delle
classi di coomologia «; con supporti disgiunti.

Siagi € & 211 (P(Ep)) un qualsiasi rappresentante di «;. Poiché P(Ey) \ P(E,)
¢ un intorno tubolare di P(E;) in P(Ey), la restrizione definisce, per passaggio al
quoziente, un isomorfismo

HI(P(Ep) \ P(Ep)) — HY(P(Ey)), Vqe€lZ.

Dunque la restrizione di g; a P(Eg) \ P(E,) ¢ coomologa a zero e possiamo per-
ci0 trovare una forma u; € Q¥ '(P(Ey) \ P(E,)) tale che g1 = duy su P(Ep) \
P(E,). Fissiamo un qualsiasi intorno U; di P(E;) in P(Ey) e sia x; € €< (P(Ep))
una funzione che si annulla su un intorno Ué € U, di P(E>) in U, e vale 1 sul
complementare in P(Eyp) di un altro intorno Ué’ € U, di P(E») in U,. Allora

fie g1 —d(xuy) inP(Ey) \ P(E),
g1 in P(E,)

¢ un rappresentante della classe a; con supporto contenuto in Us.

Analogamente, possiamo costruire una forma f, € 2 2n2(P(Ey)) che rappre-
senta la classe a@;, con supporto contenuto in un arbitrario intorno aperto U; di
P(E1). Scegliendo due intorni aperti disgiunti U; ed U, dei chiusi disgiunti P(E7)
e P(E,), otteniamo per la classe a; A a; un rappresentante f; A f> identicamente
nullo. L’espressione a; A ap = 0 ci da

U+ AT 4B AT+B, =0
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con = Z (g (01)) A m5(cg, (0
'8‘1 qi+qr=q 0( 611( 1) 0( qz( 2))

=y (D a0 A @),

ove abbiamo posto co(0;) = 1. La dimostrazione ¢ completa. O

Proposizione XVIL.4.4. Sia 6 = (E N M) un fibrato vettoriale complesso di

rango n. La sua n-esima classe di Chern c,(0) coincide con la classe di Eulero
di 6.

DIMOSTRAZIONE. Fi;siamo una metrica Hermitiana sulle fibre di 0 ed indichia-
mo con S(0) = (S(E) ICIN M) il corrispondente fibrato in sfere. La corrispondenza
S(E) 3 v «— ([v],v) € S(T(E))

identifica gli spazi totali di S(8) e del fibrato in sfere del fibrato tautologico su P(8).
Sia

w:S(E)>v — [v] € P(O)
la proiezione naturale. Abbiamo il diagramma commutativo

T(E) S(T(E))

2

P(E) S(E)

N

M

Sia (ep, y),) la forma di Eulero totale del fibrato in sfere S(T(0)). Possiamo leggere
yp come una 1-forma su S(F) e la ep come una 2-forma chiusa su P(E). Indicando
con  I’opposta di ep, abbiamo, per I’equazione che caratterizza la forma di Eulero,

dyp = ~@'(ep) = & (0).
Consideriamo la forma
Vs = e A D (e®) A (@ ()
Abbiamo
75 Ws = s (yp A (@ Q)" =1,
dys = ) T @O) A @ Q) = o (Y w oy L)
= " (" (e 0)) = 75 (€ ().

per la (17.3.7). Questo dimostra che (s, c,(8)) € la classe di Eulero totale del
fibrato in sfere S(8), e quindi la forma di Eulero di 6. O

Corollario XVIL4.5. Sia 6 = (E N M) un fibrato vettoriale complesso di rango
n. Se 6 ammette una sezione che non si annulli in nessun punto, allora c,(0) = 0.
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DimosTtrAzZIONE. Infatti una sezione globale di 6 che non si annulli in nessun
punto ci permette di definire una sezione globale di S(0). Questo implica che la
classe di Eulero, e quindi I’n-esima classe di Chern, ¢ nulla. O

XVIIL.5. Varieta bandiera e varieta di Grassmann

Richiamiamo la costruzione delle varieta di Grassmann e delle varieta bandiera
complesse.

Se V & uno spazio vettoriale complesso di dimensione #n e k un intero con
0 < k < n, la Grassmanniana dei k-piani di V ¢ I’insieme

(17.5.1) Gr(V) = {€| € ¢ un sottospazio vettoriale di dimensione k di V},

dotato di un’unica struttura di varietd complessa compatta per cui 1’azione natu-
rale del gruppo lineare GLc(V) ¢ olomorfa. La G¢(V) ¢ una varieta complessa,
connessa e compatta di dimensione k(n — k), e quindi una varieta reale analitica di
dimensione 2k(n — k).

Sia €y di Gi(V). Fissiamo una base e;,...,¢e, di V tale che eq,...,e; sia una
base di £. Allora I’insieme di tutti i k-piani € che ammettono una base della forma

nk 1 nk g
el + Zi:lx T Chtise .. €kt Zi:lx T Chti

.....

1<j<n—k
U,,.. ., Se fissiamo un prodotto scalare Hermitiano sujV, possiamo considera-
re il gruppo unitario U(V) e il gruppo speciale unitario SU(V). Anch’essi ope-
rano transitivamente su Gy(V) che quindi pud essere rappresentato come spazio
omogeneo

Gr(V) = Um)/(Uk) x U(n — k)) ~ SUMn)/S(U(k) x U(n — k)).
Piu in generale, fissati interi kq, ...,k con 0 < k; < --- < k, < n, definiamo
(17.5.2) B ke V) ={l1, ..., €) €G (V) X -+ X Gy, | & C--- C L)

..... k. (V) & una sottovarieta complessa di G, (V) X - - - X Gy, connessa e com-
patta, di dimensione complessa

ki(n—ki) + (ky —k))(n = ko) + - - + (ky — kp—1)(n — ky)
=k, — (k3 + -+ k2) + kky + -+ + ko1 ky

Scriveremo nel seguito Fx(V) per Fi2 x(V) ed E(V) per F,_; (V). Osserviamo che

dimc F(V) = n(n - 1),

k2n—-k-1)

—

Definizione XVIL.S.1. Le varieta Fy, . (V) si chiamano varieta bandiera. La

Fr(V) ¢ la varieta delle k-bandiere complete e 1la F(V) varieta delle bandiere com-
plete, o varieta bandiera associata a V.

dimC Fk(V) =
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XVIIL.6. Varieta bandiera di un fibrato vettoriale

Sia 0 = (E M ) un fibrato vettoriale complesso di rango n. Associamo a 0
la varieta F(E)

(1761) F(E) = {(P’fl,- . '9€n—1) | )2 M9 51 c---C fn—l c Ep}9

ove abbiamo indicato con £;, un sottospazio vettoriale complesso di dimensione /.
LaF(FE) ha una struttura naturale di varieta differenziabile di dimensione m+n(n—1)

ed ¢ lo spazio totale di un fibrato differenziabile F(0) = (F(E) LN M) con base M.
Definizione XVIIL.6.1. La F(E) si dice la varieta bandiera del fibrato vettoriale 6.
Abbiamo

Lemma XVIL6.2. L'immagine inversa ny,(0) di 0 su F(E) si decompone nella
somma diretta

(17.6.2) T(0)=0,®---96,
di n fibrati in rette complesse.

DimosTrAZIONE. Fissiamo un prodotto scalare Hermitiano differenziabile sul-
le fibre di 6. Allora ad ogni bandiera completa {; C --- C {,_1 in E, cor-
risponde un’unica decomposizione ortogonale L; @ --- @ L, in rette complesse
Li = Li(ty,...,6,—1) taliche {; = Lyed; =L & ---®L;perogni 1 <i < n.
Definiamo i fibrati in rette 0; con spazi totali

Ei={(p,t1,....01;v) EFE)X E|veL(ly,...,0-1)}

e proiezionim; : E; 3 (p, €y, ..., 0-1;v) = (p,€1,...,Ln—1) € B(E). Lapplicazione
01®---0, — 7(0) definita da

(Pslrs o lamsv) @ @ (Pl b1 vn) — (Pl b v+ V)
definisce I’isomorfismo cercato. O
Per la formula del prodotto di Whitney, ¢
c(mp(0)) = c(01) - - - c(0y).

Poniamo
(1763) x1 =c¢(07), ..., x, =c(0,).
Allora
cC@r®) =1 +x)--(1+x,)= Z,eoo_"(xl’ x)
ove
O-O(Xh s ’xn) = 1,
O1(X1, ey Xp) = X1+ 0+ Xy,
O'q(XI, cen ,Xn) = ZlSi1<---<iq§n'xi| .. .xiq’ per 1< g<n,
On(X1, ..., Xp) = X1+ Xp,

sono le funzioni simmetriche elementari di xq, ..., X;,.
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Poich€ ¢(m},(0)) = 7.(c(0)), otteniamo
(17.6.4) mp(cg(0)) = oy(x1,..., X,).

Esprimeremo questa uguaglianza con la relazione formale
n
(17.6.5) c©) = [ Ja+x.
i=1

Abbiamo percio

Teorema XVIL.6.3. Sia 6 = (E N M) un fibrato vettoriale complesso di rango
n > 2. Allora I’anello di coomologia della varieta bandiera associata é

n
(17.6.6) H*(F(E)) = H"(M)[xy,.. "x”]/(l_li:1(1 + Xx;) = c(e)) ,
ove il quoziente si intende rispetto all’ideale generato dalle oy(x1, .. ., x,) — c4(0),
perq=1,...,n, ela sua serie di Poincaré é
-+ 1-
(17.6.7) P(E(E)) = P{(M) - 2 T-g

Possiamo considerare la varieta bandiera di uno spazio vettoriale complesso
V di dimensione n come la varieta bandiera associata al fibrato vettoriale banale
{0} x V. Come conseguenza del teorema precedente abbiamo quindi

Corollario XVIL.6.4. Sia V uno spazio vettoriale complesso di dimensione n > 2
e sia F(V) la varieta delle sue bandiere complete. L’algebra di coomologia e la
serie di Poincaré di F(V) sono

(17.6.8) H'E(V) = Rlx1.... x] / (1—[?:1“ )= 1) ’
n 1= 2i
(17.6.9) PEV =[],

ove abbiamo indicato con (H;’:l (1+x)= 1) Uideale generato dalle funzioni sim-
metriche di grado positivo di xi, ..., X,.



CAPITOLO XVIII

Fasci e coomologia di Cech

XVIII.1. Fasci d’insiemi e morfismi di fasci

Definizione XVIIIL.1.1. Un fascio d’insiemi & un fibrato topologico .7 5 Xin
cui la proiezione m sia un omeomorfismo locale.

Lo spazio X ¢ la base, . lo spazio totale o étalé e nt 1a proiezione sulla base
del fascio.

La fibra .%%, = 77'(x) si dice la spiga su x € X, o I’insieme dei germi di . in x.

Le spighe . sono sottospazi discreti di .# e sono chiuse se e soltanto se
n() c X ¢ uno spazio T;. Infatti la proiezione x & aperta e quindi 7(.¥’) ha la
topologia quoziente, cio¢ la piu fine tra quelle che rendano la proiezione 7 continua.

e . . . . . . . /s
Quando cio non crei confusione, si usa indicare il fascio . — X con la stessa
lettera .’ che denota il suo spazio totale.
Esempio XVIIIL.1.2. Siano X uno spazio topolgico ed Y uno spazio discreto. Al-
bis . e . Coge . .
lora X X ¥ —— X, con mx(x,y) = x, ¢ un fascio d’insiemi, che si dice il fascio
costante d’insieme Y.

Esempio XVIIL.1.3. Sia X 5 X un rivestimento di uno spazio topologico X ed
% un aperto di X. Allora .7 5 X & un fascio d’insiemi di base X.

Definizione XVIIL1.4. Se.” -5 X ed .’ ~— X’ sono due fasci d’insiemi, un
morfismo di fibrati

v 2,

|k

XTXI

si dice un morfismo di fasci.
Quando X = X’ e ¢ = idy, chiameremo ® un morfismo di fasci su X.

Definizione XVIILL5. Se . -5 X & un fascio su X ed Y un sottospazio di X,

allora 771(Y), che indicheremo con .%y, & lo spazio totale del fascio .|y N Y,
di base Y, che chiamiamo la restrizione ad Y del fascio ..

Piu in generale,

305
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Lemma XVIIL1.6. Sia . -5 X un fascio d’insiemi su X, Y uno spazio topologi-
coed f:Y — X un’applicazione continua. Allora

{f*y ={(q.6) e Y x.7| f(q) = n(§)},
@(q.é) =q, V(g.é) e f.7,

definisce un fascio f*. = Y di base Y.

(18.1.1)

DimosTtrAZIONE. Dobbiamo dimostrare che @ € un omeomorfismo locale. Fis-
siamo un punto (qo, &) € f*.. Poiché .” ¢ un fascio, esistono un intorno aperto
A di & in .7 ed un intorno aperto U di py = f(qo) in X tali che la restrizione
nlg : A — U sia un omeomorfismo. Poiché f ¢ continua, possiamo trovare un
intorno aperto V di gg in Y con f(V) c U. Allora D = (V X A) N f*.% & un aperto
di f*.7 e I’applicazione

V3q— (g, (f(@)eD

¢ un’applicazione continua che inverte la @w|p : D 3 (¢,§) - g€ V Cc Y. La
dimostrazione ¢ completa. O

Definizione XVIIL1.7. 1 fascio f*.¥ — Y definito nel Lemma[XVIIL1.6/si dice
il fascio immagine inversa di . ~, X mediante fe?X).

Definizione XVIII.1.8. Un sottospazio .7 di .# definisce un sottofascio di . 5
X se 7 -5 X & ancora un fascio su X.

Lemma XVIIL1.9. Sia .% - X un fascio su X. Condizione necessaria e suf-
ficiente affinché un sottospazio J di . sia lo spazio totale di un sottofascio di

Vs . . .
& — X & che T sia un sottospazio aperto di .. O

Definizione XVIIL1.10. Se . — X ed .%" —— X sono due fasci su X , il loro
prodotto fibrato, o somma di Whitney, ¢ il fascio d’insiemi su X che ha come spazio
totale

(18.1.2) Fox S ={&&)e S xS | né) = nE&),
con proiezione definita da
(18.1.3) w: S xS 3(E)— ) =n¢)eX

Osserviamo che w( @x ") = n() N 7' ().

Questa definizione si estende ad un qualsiasi numero finito di fasci d’insiemi
su X. In particolare, indicheremo con .#’” la somma di Whitney di p copie del
fascio .7

ISP =S oy oy L.

p volte

Definizione XVIIL1.11. Sia.# — X un fascio d’insiemi su X ed ¥ un sottospazio
di X.
Una sezione continua di . su Y ¢ un’applicazione s € €(Y,.7) tale che

mos=idy.
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Indicheremo con .#(Y), I'insieme di tutte le sezioni continue su ¥ C X del
fascio ..

Se s € S(Y)edy € Y,il valore di s in y si indica con sy, od s(;), € si dice il
germe di s in y.

Proposizione XVIIL.1.12. Sia .¥ 5 Xun fascio d’insiemi su X.

(1) Se U ¢é un aperto di X, ogni s € . (U) definisce un omeomorfismo di U
su un aperto s(U) di ..

(2) La famiglia di aperti {s(U) | U™ c X, s € #(U)} é una base della
topologia di ..

(3) Per ogni & € .7 esiste un intorno aperto U di n(€) in X ed una s € ./ (U)
tale che & = s(yg)).

4) SeYcCcXeds,s € L), allora 'insieme

(18.1.4) yeYsqy = s,

eunapertodi Y. O

Definizione XVIIL1.13. Un fascio d’insiemi .¥ — X si dice di Hausdorff se il
suo spazio totale . ¢ di Hausdorff.

Proposizione XVIII.1.14 (Principio di continuazione analitica). Sia . 5 X un
fascio di Hausdorff. Se Y C X, s,5" € A (Y) ed s(y,) = sEyO) in un punto yg € Y,
allora sy, = szy) per ogni punto y della componente connessa di yg in Y.

DimostrazIONE. Infatti, se . — X un fascio di Hausdorff, I’insieme dei punti
in cui i germi di due sezioni in .#(Y) coincidono & aperto e chiuso in Y. O

XVIIIL.2. Prefasci d’insiemi

Definizione XVIIL.2.1. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio d’insiemi su
X ¢ un funtore controvariante S tra la categoria Ap(X) degli aperti di X, con i
morfismi d’inclusione, e la categoria € degli insiemi, con i morfismi di applicazioni
tra insiemi.

Questo significa assegnare una corrispondenza

(18.2.1) S:ApX)>U — S(U) € €,

e per ogni coppia di aperti U C V di X un’applicazione di restrizione pZ 1S(V) —
S(U) tale che

U=id YU € Ap(X

plopy =py. YU, V,WeApX) con UcVcW.

Indicheremo il prefascio (X, S, p) con la sola lettera S, ove cid non provochi
confusione.

Definizione XVIIL.2.2. Siano (X, S, p) ed (X,S’,p’) due prefasci d’insiemi sullo
stesso spazio topologico X. Un morfismo di prefasci @ : (X, S, p) — (X,S,p") ¢il
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dato, per ogni aperto U di X, di un’applicazione @y : S(U) — S’(U), tale che, per
ogni coppia di aperti U C V C X vi sia un diagramma commutativo

S(V) —¥, s(v)
(18.2.3) oF l lp,g
S(U) =25 ).

Lemma XVIIL2.3. Se . - X ¢ un fascio d’insiemi su X, allora la corrispon-
denza

(18.2.4) ApX)> U — L (U)

e un prefascio d’insiemi su X. O

Definizione XVIIL.2.4. Il prefascio U — .(U) si dice associato al fascio . N
X. Lo indicheremo con I".¥.

Esempio XVIIIL.2.5. Siano X, Y due spazi topologici. Associamo ad ogni aperto U
di X lo spazio €' (U, Y) delle applicazioni continue di U in Y. Con le applicazioni
naturali di restrizione, questo si dice il prefascio delle applicazioni continue di X
inY.

Esempio XVIIL.2.6. Siano M, N due varieta differenziabili di classe €’“ e k un
ordinale con 0 < k < w. Facciamo corrispondere ad ogni aperto U C M I’insieme
€*(U,N) delle applicazioni di classe €% da U in N. Con le restrizioni naturali,
otteniamo il prefascio delle applicazioni di classe €* di M in N.

Esempio XVIIL2.7. Se M ed N sono varieta complesse, indichiamo con (M, N),
per ogni aperto U di M, I’insieme delle applicazioni olomorfe di U in N. Con le
restrizioni naturali, questo ¢ il prefascio delle applicazioni olomorfe di M in N.

Esempio XVIIL.2.8. Sia X uno spazio topologico ed Y un insieme. Se poniamo
L (U) = Y per ogni aperto U di X ep‘{/ = idy per ogni coppia di aperti U c V di
X, otteniamo il prefascio delle applicazioni costanti di X in Y.

XVIIL3. Fascio associato ad un prefascio e prefasci canonici

Dato un prefascio (X, S, p) possiamo definire, per ogni punto p € X, il limite
diretto

(18.3.1) S, = lim S(U).

—— yapertos D
Esso ¢ definito come il quoziente dell’unione disgiunta | |gaero5,S(U) rispetto alla
relazione di equivalenza

S(UD 3 51~ 5, € S(Up) & Fp € U™ c Uy N U, taleche rp)!(s)) = rgi(sz).

Definizione XVIIL.3.1. Chiamiamo S, I'insieme, o la spiga, dei germi di sezioni
di S in p.

Se U ¢ un aperto di X, p € U ed s € S(U), indichiamo con s, = pll,/(s) il
germe definito da s in p.
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Dato un prefascio (X, S, p), siano

(18.3.2) S = upexgp, 7:S— X con 7(S,) = {p}).

Proposizione XVIIL3.2. Sia (X, S, p) é un prefascio, ed S Zs X sia definita dalla
(18.3.2). Consideriamo su S la topologia che ha come base degli aperti gli

AU, s) ={sp | pe U}, con UeApX), se SU).

n C e
Allora S — X ¢é un fascio d’insiemi su X. O

Definizione XVIIL3.3. Il fascio S — X definito dalla (T83:2) si dice associato
al prefascio (X, S, p).

Se S ¢ il fascio associata al prefascio S, abbiamo un morfismo canonico di
prefasci

(18.3.3) @y : S(U) — S(U)
che fa corrispondere ad s € S(U) la sezione U > p — s €S, C S.

Osservazione XVIIL.3.4. Non ¢ detto, in generale, che questo morfismo sia iniet-
tivo o surgettivo.

Ad esempio, se S ¢ il prefascio delle applicazioni costanti di X in un insieme
Y con almeno due elementi, ed X contiene un aperto U non connesso, allora @y ¢
iniettiva, ma non surgettiva. Infatti S ¢ in questo caso il prefascio delle applicazioni
localmente costanti di X in Y e quindi S(U) contiene applicazioni non costanti,
mentre S(U) consiste delle sole applicazioni costanti.

Per costruire un esempio in cui @ non sia iniettiva, consideriamo uno spazio X
che contenga almeno due punti ed in cui i punti siano chiusi e fissiamo una coppia
d’insiemi ¥, Z con Y ¢ Z. Fissato un elemento yg € Y, poniamo

4 U =X, X(z) = YzeZ YU C X,
S(U)z{ se {pU(z) Yo Yz

Y se U C X, pLO) =y Vyey, VUWTo cywert ¢,

11 fascio associato & il fascio costante X X ¥ — X. La DOy : S(X) = S(X) non &
iniettiva perché associa ad ogni elemento di S(X) = Z la sezione costante s, = Yo
per ogni p € X.

Definizione XVIIL.3.5. Un prefascio (X, S, p) si dice canonico se, per ogni aperto
UdiX,la®dy: S(U) — S(U) ¢ bigettiva.
Proposizione XVIIL3.6. Condizione necessaria e sufficiente affinché un prefascio
(X, S, p) sia canonico ¢ che valgano le due proprieta:
(S1) Se % = {Uj}ie; & una qualsiasi famiglia di aperti di X, U = | J;;U;, ed
s, 8" € S(U) soddisfano rgi(s) = rgi(s') perognii€l, alloras=s';
(82) Se % = {U;}ics € una qualsiasi famiglia di aperti di X, U = |J,U;, per
ogni famiglia di s; € S(U;), che soddisfino rg;mu,(si) = rgjmu,(sj) per

ognii, j €I, esiste un s € S(U) tale che rg.(s) = s;perognii€ l.
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DiMoSTRAZIONE. Le condizioni (S 1) ed (S2) sono necessarie. SiaZ% = {U,}ics
una famiglia di aperti di X, U = | J;;U; e supponiamo che s, s’ € S(U) soddisfino
rgi(s) = rgi(s’) per ogni i € I. Abbiamo allora

(@u())ly, = Py, (ry () = Gy, (rg () = (@u(s DIy, Yiel
= (Py(s)) = (Puy(s"))

e questo implica che s = s/, perché @y ¢, per ipotesi, iniettiva.
Supponiamo ora che siano assegnate s; € S(U;), per i € I, e che queste
soddisfino rg;mUj(s[) = rUi’mUj(sj) per ogni i, j € I. Le @y, (s;) soddisfano allora

. U; .
Oy, (s)luinu; = CDU,-mU,-(VZI'ﬂUj(Si)) = Qu,nv(ryay, (51 = Quy(spluinu, Vi j €l
Esiste quindi un’unica sezione globale o € S(U) tale che @y, (s;) = oy, per ogni
i € 1. Poiché ¢y ¢ surgettiva, o = ©@y(s) peruna s € S(U). Da

Dy, (rg () = u(9)ly, = olu, = Pu,(si), Yiel

otteniamo che rg;(s) = s;, per 'iniettivita delle @y,.

Le condizioni (S1) ed (S2) sono sufficienti. Sia U un qualsiasi aperto di X.
Se s,5" € S(U) e Dy(s) = Oy(s), allora sy = szp) per ogni p € U. Cio significa
che per ogni p € U eiste un intorno aperto U, di p in U tale che rgp(S) = rgp(s/).
Per la condizione (S 1) questo implica che s = s’. Quindi ®y : S(U) — S(U) ¢
iniettiva.

Sia ora o~ € S(U). Per ogni punto p € U esistono un intorno aperto U, di p in
U ed una s, € S(U,) tali che ®y,(s,) = oly,. Abbiamo poi

U]71 _ — Uf’z
Py, vy, 1y, au,, (Sp1)) = v, nu,, = Pu,,0v, Ty ay, (5p2))-

Abbiamo gia dimostrato che le (DUm nU,, SONO iniettive. Quindi

Up, _Un
rUplﬂUpz(spl) = rUleUpz (Sp,), Yp1,p2eU.

Per (S2) esiste allora una s € S(U) tale che rgp(s) = s, per ogni p € U. Abbia-

mo allora @y (s) = o. Abbiamo cosi dimostrato anche la surgettivita di ®y. La
dimostrazione ¢ completa. O

Corollario XVIIL3.7. Il prefascio I'.¥ associato ad un fascio . su X é sempre
canonico.
XVIIL4. 1l fascio immagine diretta

Se (X, S, p) ¢ un prefascio sullo spazio topologico X, Y ¢ un altro spazio to-
pologico ed f : X — Y un’applicazione continua, definiamo un prefascio su Y
ponendo

(184.1)  £S(V)=S(f"'(V), YV € Ap(Y),
(1842) (L)) =P (5) se Vi, V2 € Ap(Y), Vi € Vs, s € £.5(Va).

1
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Definizione XVIIIL.4.1. 1l prefascio (¥, £.S, f.p) si dice immagine diretta di (X, S, p)
mediante 1’applicazione continua f.

Proposizione XVIIL.4.2. L’immagine diretta di un fascio canonico é un fascio
canonico. O

Definizione XVIIIL.4.3. Se .7 ¢ un fascio sullo spazio topologico Xed f : X = Y
un’applicazione continua a valori in uno spazio topologico Y, il fascio f.I'% si
indica con f.. e si dice immagine diretta del fascio . mediante 1’applicazione
continua f.

Osservazione XVIIL4.4. Un germe 7, nel fascio immagine diretta f,.# ¢ defini-
to da una sezione s € .(f~'(V)) per un intorno aperto V di ¢ in Y. In particolare,
per ogni p € f~'(g) vi & un germe S(py di . in p che corrisponde a 7. In par-
ticolare, abbiamo un’inclusione naturale (f*%)g = |lpes-1(49)"p € PEr 0gni
Po inf‘l(qg), la f definisce un’applicazione naturale di germi

A

Tpo + (e gy — g

che rende commutativo il diagramma

Iro
(f* L5ﬂ)q0

~

UPEf_l(QO)yP

o

o . < o .
in cui la freccia a destra € I'inclusione naturale 7, <= | e f-1(40)"p-

Proposizione XVIIL4.5. Siano .7, due fasci sulla stessa base X, ® : . —
" un morfismo di fasci. Siano poi Y,Z spazi topologicied f : X - Y, g: Y > Z
applicazioni continue. Allora:

(1) Risulta definito un morfismo di fasci
(18.4.3) L0 £ — [T,
in modo tale che
(18.4.4) L) V) = (DN (V) = (£F)V), YV € Ap(Y).
(2) Abbiamo
(18.4.5) (g o S = gu(fT).
(3) Abbiamo

(18.4.6) (80 f):® = g(f. D).
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XVIILS. Fasci dotati di struttura algebrica

Definizione XVIILS5.1. Un fascio di gruppi abeliani & un fascio d’insiemi . 55X
su ogni spiga .%, del quale sia assegnata una struttura di gruppo abeliano, in modo
tale che la:

(18.5.1) S ox S 3,6 26— HeS
sia un morfismo di fasci (basta cio¢ che sia un’applicazione continua tra gli spazi
étalé).

Indichiamo con 0, I’elemento neutro di .#, e con 0 : X — . la sezione nulla,

che associa ad ogni p € X I’elemento neutro 0, di .. Chiaramente 0 € . (X) &
una sezione continua.

Osserviamo che le spighe .7, di un fascio di gruppi abeliani contengono per
ogni p I’elemento neutro e quindi sono non vuote.

Per ogni sottospazio Y di X, I’insieme .#(Y) delle sezioni continue di . su Y
¢ in modo naturale un gruppo abeliano, con I’operazione:

LX) X LX) 3 (s1,8) = 51— 53 € LX)

18.5.2
( ) ove (S1 - Sz)(p) = S1.p) ~ S2.(p) Vp €Y.

Definizione XVIIL5.2. Sia.” — X un fascio di gruppi abeliani, Y un sottospazio
di X ed s € Z(Y). Il supporto di s & I'insieme

(18.5.3) supp s = {p € Y | s(p) # Op)}-

Osservazione XVIIL5.3. 11 supporto di una sezione s € .#(Y) & un chiuso di 7,
perché il luogo dei punti in cui s, = 0y € aperto.

Definizione XVIIIL.5.4. Chiamiamo supporto del fascio di gruppi abeliani .# I’in-
sieme:

(18.5.4) supp.# = {x € X | .7, # {O)}-

Definizione XVIIL5.5. Un fascio . di gruppi abeliani su X si dice un fascio di
anelli se ¢ assegnato un morfismo di fasci:

(18.5.5) S ox S 3 (01,03) > o0 €S

che definisca, su ogni spiga ., insieme alla struttura di gruppo abeliano gia
assegnata, una struttura di anello.

Supporremo sempre nel seguito che tale anello sia commutativo e unitario e
che I'applicazione 1 : X — ., che associa ad ogni p € X I'unita 1, dell’anello
), sia continua.

Proposizione XVIIL5.6. Sia . un fascio di anelli su X. Allora:
(18.5.6) supp- = {x € X | 1¢p) # Op)}.

In particolare, il supporto di un fascio di anelli su X e chiuso.
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Definizione XVIIL.5.7. Sia ./ un fascio di anelli su X. Un fascio di <7 -moduli su
X ¢ un fascio di gruppi abeliani per cui sia definito un morfismo di fasci:

(18.5.7) A &y S — S
che definisca, su ciascuna spiga .%, una struttura di .<7,-modulo.

In modo del tutto analogo al caso della categoria dei gruppi abeliani, per ogni
aperto U di X le sezioni di </ (U) formano un anello e quelle di .%(U) un <7 (U)-
modulo.

Se A, ..., % sono fasci di &/-moduli, anche . &y - - - &y %, € un fascio
di @/-moduli, e in modo naturale, si puo definire anche il fascio di .7-moduli
ARy -+ Qu S

Se %=/ peri=1,...,m, scriveremo .| ®x -+ ®x Fn = "

XVIIIL.6. Morfismi di .<7-moduli e fasci quozienti
Sia .o/ un fascio di anelli su X, che considereremo fissato una volta per tutte.
Definizione XVIIL.6.1. Dati due fasci di &7-moduli ., .%’, un morfismo di fasci:
(18.6.1) . >
si dice un morfismo di <7 -moduli se, per ogni x € X, I’applicazione tra le spighe:
(18.6.2) O, : S — S
¢ un morfismo di .%7,-moduli.

Gli «7-moduli, con i morfismi di .«/-moduli, formano una categoria.

Definizione XVIIIL.6.2. Un sottofascio .# di <7 si dice un fascio di ideali se, per
ogni x € X, I'insieme dei germi .#; ¢ un ideale di .27;. Un sottofascio .7 di un
fascio di .7-moduli .# ¢ un fascio di sotto-7-moduli di .¥ se, per ogni x € X, 7
€ un sotto-27-modulo di .%,.

Proposizione X VIIL6.3. (1) Se .7’, " sono due fasci di sotto-</ -moduli
del fascio di o/ -moduli .7, allora anche:

(1863) '+ =| [(A+F) ed S0 =| [(FnS)
xeX xeX

sono fasci di sotto-of -moduli di ..
(2) Se (18.6.1) & un morfismo di fasci di </ -moduli, allora:

(18.6.4) ker® =| |ker®, ¢ un sotto-</-modulo di .,
xeX
(18.6.5) Imm® = I_I Imm®, ¢ un sotto-</-modulo di .#'. O
xeX

Le usuali nozioni di monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo si estendono
in modo ovvio ai fasci di «7-moduli.
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Definizione XVIIIL.6.4. Una sequenza di .27-moduli e di <7 -morfismi:

o/ [
e T — ) s S —— e

(18.6.6)
(o <a<h<b<+x),

si dice una <7 -successione. Diciamo che & un complesso se:

(18.6.7) Imm®,_; cker®, VYa<h-1<h<b
Diciamo che ¢ esatta in .7, se:
(18.6.8) Imm @;,_; = ker @y,

Diciamo che ¢ esatta, o aciclica se & esatta per ogni hcona <h—-1<h <
b.
Una &7 -successione esatta corta &€ una </ successione esatta della forma:

(18.6.9) 0 g s g L I —— 0,

dove abbiamo indicato con Q il fascio di <7-moduli in cui per ogni x € X la spiga
in x & I’ eZ,-modulo nullo.

Osservazione XVIIIL6.5. Se (18.6.1) ¢ un morfismo di «/-moduli, allora:
(18.6.10) Q —> ker® S Imm® —— 9

¢ una &7 -successione esatta corta.

Definizione XVIIL.6.6. Se .¥”’ & un sotto-.o7-modulo di ., definiamo 1’ .&/-modulo
quoziente .’ /.’ ponendo:

(18.6.11) 719" =| |Fd 7,
xeX

ove su ogni spiga ., /.7 si considera la struttura di .27,-modulo quoziente.
In particolare, se .# ¢ un fascio di ideali di <7, il fascio quoziente <7 /. ¢ un
fascio di anelli su X.

La proiezione naturale definisce un morfismo di .7 -moduli:

(18.6.12) 1. —S|S
ed otteniamo una 27 -successione esatta corta:
(18.6.13) 0 S S s SIS —— 0.

Proposizione XVIIL.6.7. Il funtore I'(U, -) é esatto a sinistra: cioe, per ogni aper-
to U di X ed ogni successione esatta corta (18.6.10) otteniamo una successione
esatta:

(18.6.14) 0 — '(U) — LU) — L7U).

Osservazione XVIIL.6.8. Il funtore I'(U, -) non ¢, in generale, esatto a destra:
questo significa che 1’ultima applicazione in (18.6.14)) non € necessariamente sur-
gettiva.
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Definizione XVIIIL.6.9. Dato un morfismo (18.6.1)), il fascio quoziente .’ /Imm @
si indica anche con coker ®. Abbiamo naturalmente una .-successione esatta
corta:

(18.6.15) 0 —— Imm® —— ¥’ —— coker® —— 0.

Scriveremo nel seguito, per semplicita, 0 invece di Q per indicare il fascio nullo
di &/-moduli.

XVIIL.7. Coomologia di Cech con coefficienti in un fascio

Siano X uno spazio topologico ed .¥ un fascio di gruppi abeliani su X.
Fissiamo un ricoprimento aperto % = {U;}ie; di X. Per ogni intero ¢ > 0,
fissati io, i1, . . ., iy € I denotiamo con U, 'intersezione = U;,NU; N---NU;,.

.....

Indichiamo con .4(% ) I'insieme delle (g + 1)-uple di indici distinti di / tali che
Ui(),il _____ q 7& 0.

Definizione XVIIL.7.1. Sia €4(% ,.7) il gruppo abeliano delle g-cocatene alter-
nate di % con coefficienti in . esso consiste di tutte le

.....

che soddisfanoﬂ

Indichiamo con 6;// = 9§, = 0 I’applicazione:
(18.7.1) 8y : CUU..") 3 (figiroiy) — (O iguiriynr) € €U .S
definita da:

(18.7.2) O igsitnigns = Zj:;(—l)jﬁo )-

Le g-cocatene f € €1(% ,.) che soddisfano d(f) = O si dicono g-cocicli; quelle
della forma d,_1(¢), con ¢ € ¢\ (U ,.7), si dicono g-cobordi.

Indicheremo con Z4(% ,.7) il gruppo dei g-cocicli e con BY(% ,.7) il gruppo
dei g-cobordi.

Lemma XVIIL7.2. Per ogni g > 0 risulta 8,441 0 64 = 0.

lu,

..... ij...,iq+] iQ5d] sl |

.....

Z q+2 Z q+1 ]+h R |
h= J+1 lo ..... i/' ..... lh ..... lq+1 Ui0,4...iq+2
- : 0<j<h<l]+1f;0 ..... lh ,,,,, ;J ..... 1q+1|U’0 ,,,,, lq+2

! Abbiamo indicato con Sg+1 il gruppo delle permutazioni dei (g + 1) elementi {0, 1,...,g}. Se
0 € 8,1, il simbolo &(0") = +1 indica la sua segnatura.
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B Zo$h< st diiigei Vi g
=0

O

Quindi, per ogni intero non negativo ¢, il gruppo B4 (% ,.¥) dei g-cobordi &
un sottogruppo del gruppo Z4(% ,.¥) dei g-cocicli.

La successione dei gruppi delle cocatene e degli omomorfismi 6, = 63/ che li
legano formano un complessoﬂ di gruppi abeliani e di omomorfismi :
(18.7.3)

05U, —2s G\ U,.P) s CUS) —s -
.- d
e\, s e, S —s N U, ——s -

Definizione XVIIL7.3. Indichiamo con §_; I’applicazione nulla0 = ¢~'(%,.7) —
€% ,.7). Con questa convenzione, definiamo per ogni intero ¢ > 0 il g-esimo
gruppo di coomologia di Cech a coefficienti in . del ricoprimento % come il
quoziente:

kerd, ZXUU,7)

imd,_y BUU,S)

Osserviamo che, poiché .7 & un fascio, H)(%,.%) ~ 2%%,.) ~ .7 (X).
Infatti gli elementi (f;) di 2°%(%,.7) sono tutti e soli quelli della forma f; = f lu,
peruna f € S(X) e la f ¢ univocamente determinata dalle sue restrizioni agli aperti
U; del ricoprimento.

(18.7.4) HY(%,) =

Un raffinamento del ricoprimento aperto %/ ¢ il dato di un altro ricoprimento
aperto ¥ = {V} je; e di una funzione di raffinamento v : J — I, tale che V; C Uz,
perogni j € J.

Scriveremo ¥ <, % per indicare che ¥ ¢ un raffinamento di % con funzione
di raffinamento .

Se ¥ <; %, la T induce un omomorfismo dei cocicli alternati a coefficienti in
. dei due ricoprimenti:

™ = T:; €Y, ) — €UV, ), definitada
Vor - Jg) € NP,
Abbiamo:

(18.7.5) S8, o1, =1

4 q+1062// perogni ¢g=0,1,....

Valgono dunque le inclusioni
T (ZNU, ) c 2NV, S) e T (BUU,S)) BV, ).
Per passaggio ai quozienti, otteniamo un omomorfismo
(18.7.6) t,HU %, ) — HI(YV,7) perogni ¢g=0,1,...

2La parola complesso significa che il nucleo di ciascun omomorfismo contiene I’'immagine del
precedente.
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Definizione XVIIL7.4. 11 g-esimo gruppo H4(X,.”) della coomologia di Cech di
X a coefficienti nel fascio .7 ¢ il limite induttivo, rispetto ai raffinamenti, dei gruppi
HY(% ,.) al variare di % nella famiglia dei ricoprimenti aperti di X:

(18.7.7) HY(X,.”) = inj imH (% ,.%) perogni ¢=0,1,...
%

Una classe di coomologia in H?(X,.”) & rappresentata da un g-cociclo f €
ZU% ,)), modulo la relazione di equivalenza che identifica f a 7,(f) + 61_1 (2)

seV <. U ege XYV, 7).

Possiamo definire i gruppi di coomologia di Cech anche come gruppi di coo-
mologia di un complesso di cocatene. A questo scopo definiamo, per ogni intero
q > 0, il gruppo abeliano €(X, .7’ delle g-cocatene in X a coefficienti nel fascio
di gruppi abeliani .’ come il limite induttivo rispetto ai ricoprimenti aperti e ai
raffinamenti :

(18.7.8) X, ) =injlimENuU,.)
4

Per definizione di limite induttivo, un elemento di €9(X,.”’) & rappresentato da
wna f = (fipir...i,) € €U%,.7) e due g-cocicli f" = ( iﬁ,il,...,iq) e CUU",.7)
(h = 1,2) definiscono lo stesso elemento di €4(X,.¥) se esiste un raffinamento
comune ¥ <, U" (per h = 1,2) tale che T’i‘(fl) = T;(fz). Poiché 1’addizione
commuta con le applicazioni indotte dai raffinamenti, gli insiemi €’4(X, .¥’) hanno
una struttura naturale di gruppi abeliani. Ancora, poiché le applicazioni di cobordo
commutano con gli omomorfismi indotti dai raffinamenti, otteniamo un complesso

di gruppi abeliani e di omomorfismi :

8% &%
0> CX,. ) —— CX,.S) —— CHX,.S) — -

X X
q-1

e CNX, ) —— CIUX,.S) —— CITNX, ) — -

Quando cio non possa creare confusione, scriveremo a volte per semplicita §,, o
anche d, invece di 8.
I sottogruppi

Z1X,.S) = ker 65 dei g-cocicli in 4(X,.) e
PBIUX,.S) = 6;‘_ (ETN(X,.#))  dei g-cobordi di €(X,.7)

(18.7.9)

sono i limiti induttivi (rispetto alle applicazioni di raffinamento) dei corrispondenti
sottogruppi Z9(% ,.") e BUU,.). Il g-esimo gruppo di coomologia di Cech ¢
allora dato da:

ker 6;‘ _ ZIX,.S)

imoy | #IX,7)

(18.7.10) HI(X,.7) =

Siano . - X ed Z = X due fasci di gruppi abeliani sullo spazio topologico
Xed:.” - % un omomorfismo di fasci di gruppi abeliani. Per ogni aperto U
di X esso definisce un omomorfismo @y : L (U) — F#(U), che ci permette di
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costruire, assegnato un ricoprimento %/ di X, un omomorfismo naturale tra le ¢
cocatene alternate di %/ a coefficienti in . e in .%:

D, CUU,S) — CUU,F)
(18.7.10) (¢(1(f)) 3 = ((pUiO.zl,...,iq (fio.ir e iq))‘

10501 500nsk

Si verifica facilmente che gli omomorfismi &, commutano con le operazioni di
cobordo 9§, dei due complessi di cocatene alternate a coefficienti in . e in 7.
Risultano quindi definite applicazioni naturali

(18.7.12) &, =0, HW(U,S)— HWU,F)

perognig =0, 1,.... Queste applicazioni a loro volta commutano con gli omomor-
fismi dei raffinamenti e quindi, finalmente, otteniamo un’applicazione naturale :

(18.7.13) ®, =@, : HI(X,.7) — HUX, F)

perognig=0,1,....

Osserviamo che per passaggio al quoziente otteniamo ancora omomorfismi
®, : ¢1X,S) — €UX,.F) che commutano con le operazioni di cobordo e
quindi I’omomorfismo &, trai gruppi di coomologia si puo definire anche a partire
dagli omomorfismi dei gruppi di cocatene. Abbiamo il diagramma commutativo (a
righe esatte) :
(18.7.14)

0 — BIX, ) — ZIX,.S) — HIX,S) —— 0

q>ql q>ql qaql

0 —— BIX,F) — XX, F) — HIX,F) — 0

XVIIL.S. Il teorema di Serre

I gruppi di coomologia di Cech hanno buone proprieta rispetto ai morfismi di
fasci quando si assuma che lo spazio di base X sia paracompatto.

Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice paracompatto se ¢ di Hau-
sdorft e se ogni suo ricoprimento aperto ammette un raffinamento localmente finito.
Gli spazi paracompatti sono normali e tutti gli spazi metrizzabili sono paracompat-
ti. Per uno spazio topologico connesso e localmente compatto, la paracompattezza
equivale all’essere unione numerabile di insiemi compatti (numerabile all’infinito).

Se X & paracompatto ed . un fascio su X, i gruppi di coomologia di Cech
HY(X, .7) si possono calcolare utilizzando soltanto ricoprimenti aperti localmente
finiti.

Lemma XVIILS8.1. Sia X uno spazio normale ed 7% = {U,}ic; un suo ricoprimento
aperto localmente finito. Possiamo allora trovare un ricoprimento aperto ¥V =
{Vi}ier di X tale che V; C U, per ogni i € I.
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DimosTrAZIONE. Bene-ordiniamo I’insieme / Iﬂ Costruiremo il ricoprimento %
per induzione transfinita, in modo che
(1) ‘_/,‘ cU; Viel,
) Vjel,{V;|i< jtu{U;|i> j}¢ unricoprimento aperto di X.
Dimostriamo induttivamente la proposizione
(Pj,) Gli aperti V; sono definiti per ogni i < jo in modo che la (1) valga per
i < joeche, perognih el conh < jo, la famiglia di aperti

{(Vili<hyU{U;|i> h}

sia un ricoprimento aperto di X.

L’affermazione (P},) ¢ banalmente vera se jg € il minimo di /.
Osserviamo inoltre che, se (Pj,) ¢ valida per uno jo € I, allora:

Ve ={Vili< joyU{U; i = jo)

¢ un ricoprimento aperto di X. Infatti, se x € X, alloral, = {i e I | x € U;} &
finito perché % ¢ localmente finito. Se qualche i € I & > jo, allora ¥}, contiene
un aperto U; che contiene x. Altrimenti, indichiamo con j’ il piu grande elemento
di /. Poiché per I’ipotesi induttiva

Vili<jtultili>j}

€ un ricoprimento aperto di X, x € V; per qualche i < j/ < jo e dunque appartiene
aunV; € 7j,.
Consideriamo ora I’insieme

F = C U Vj U U U il-
Jj<Jo J>Jo
Esso & un chiuso contenuto in U j, in quanto ¥}, & un ricoprimento di X. Essendo X

uno spazio Ty, il chiuso F ha un intorno chiuso G contenuto in Uj,. Posto V;; = G,
chiaramente
{Vili < jobU{U;li> jo}

¢ un ricoprimento aperto di X e vale la (1) per j < jo. Se I ammette massimo e jj
¢ il massimo di I, allora ¥ = {V; | i € I} soddisfa la tesi del Lemma. Se jj non &
il massimo di /, abbiamo ottenuto la (P 16) ove ji ¢ I'elemento di I successivo a jo
(esso € ben definito come il minimo dell’insieme non vuoto {i € I | i > jo} di I).
Per induzione transfinita otteniamo quindi una famiglia ¥ = {V; | i € I} tale che
valgano le (1), (2). Chiaramente ¥ & un ricoprimento aperto di X: sex € X e jeil
minimo indice in / tale che x ¢ U, la (2) ci dice che x € V; per qualche i < .

La dimostrazione ¢ completa. O

Da questo Lemma ricaviamo il seguente:

3cio significa che / & totalmente ordinato rispetto ad una relazione < e che ogni sottoinsieme
non vuoto di / ammette minimo rispetto a <.
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Lemma XVIILS8.2. Sia X uno spazio normale ed % un suo ricoprimento aperto
localmente finito. Fissiamo un intero q > 0 e supponiamo che, per ogni (io, i1, . . ., i) €

N ) sia assegnato un ricoprimento aperto W 01-ia = (Wt lq}aeAio,il,.,.,i,, di
Uigir....iy Allora esiste un raffinamento V' <. %, mediante un ricoprimento aperto
V ={V}}jes, tale che :
(18.8.1)

{V(J'o, Jlseesjq) € Ng(V) tale che ((jo), T(j1), - - ., T(jg)) € Ny U)

da € Arijo) (1) 7(jg) tale che Viots e

.....

DivosTrAZIONE. Per il Lemma[XVIIL.8.T|possiamo trovare un ricoprimento I' =
{Q;}ics tale che Q; ¢ U, per ogni indice i € I. Il ricoprimento I' & anch’esso
localmente finito.

Per ogni p € X, I'insieme 1, degli indici i per cui U; N G, # O ¢ finito.

Osserviamo che {Q,-},-GI\IP ¢ una famiglia di chiusi localmente finita. Quindi la
loro unione Ujep, Q; & un chiuso che non contiene il punto p e perciod

\7,,={ﬂUi]\ UK

iel, iel\l,

¢ un intorno aperto di p.

Per ogni (ip, i1, ..., iq) € Ng(%)N Il,q,Jrl scegliamo @ = @y ,...i, € Aiy.iy....i, tale
che p € Wéf’”""’l".

A questo punto, definiamo per ogni p € X :

{\7,, se Ji@(%)ﬁ]j,“1 =0
Vp =

005i15eeslg T g+1
m(io,il,...,iq)em(%)ﬂlz+l(Wai(),i]swiq nVy) se AN (%)N I, #0.

Definiamo 7" = {V,},cx. Abbiamo ¥ <; %, con una funzione di raffinamento
T: X > x — 7(x) € I che si pud scegliere imponendo la sola condizione che
7(p) € I, per ogni p € X. Per costruzione, se po, p1,..., Py sono punti distinti
di X tali che (po, p1,...,Ppq) € (V) e (t(po), T(p1),...,T(py)) € NGyU ), allora
T(pi) € Ip, perogni0 <i,j<qge

7(p0),T(P1)s---T(Pg)
VPO,PI """ Pq c WaT(FO)sT(Pl)-“wT(pq)

Quindi ¥ <; % soddisfa la tesi del Lemma. O

Dimostriamo ora che, se X & paracompatto, il funtore .¥ — ¢4(X,.¥), dalla
categoria dei fasci di gruppi abeliani su X a quella dei gruppi abeliani, ¢ esatto.
Abbiamo ciog:

Teorema XVIIL.8.3. Sia X uno spazio paracompatto e sia

(18.8.2) 0 F g P oy 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani. Allora per ogni intero q > 0 la
successione di gruppi abeliani :

(1883) o, wux,.7) _ C1(X,9) BN CIX, H) — 0
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e esatta.

DimMoSTRAZIONE. (a¢) Dimostriamo che €4(X, .%) o, €1(X,¥9) ¢ iniettiva.

Sia f € €U%,.7), per un qualsiasi ricoprimento aperto % di X. Dire che
I’elemento di €9(X,¥) definito da «,(f) ¢ nullo, equivale a dire che esiste un
raffinamento ¥ <, % tale che T:; o ay(f) = 0. Questa relazione ci da o, (7*(f)) =
0. Poiché (@q(T* N jo.jimiy = WVigsria T Pjojiniy) P 0gNL (oo J1s -5 Jg) €
Mgy elaay, ;L Vi) = FVjyj...j,) ¢ iniettiva, ne segue che

7 f = 0 e quindi f definisce I’elemento nullo di "9(X, .7%).

(b) Dimostriamo I’esattezza della successione

GIUX. T) — s GUX.G) -2y X, ).

Sia y un elemento di 64(X,¥) con a,(y) = 0. Sia % = {U,}ic; un ricoprimento
aperto localmente finito di X e sia g € ¥9(%,%) una g-cocatena che rappresenta
v. A meno di passare a un raffinamento localmente finito di %/, possiamo sup-
porre che a,(g) = 0. Per I’esattezza di (18.8.2)), per ogni (io, i1, ...,1;) € NHXU)

. . R TI 10515000
possiamo trovare un intorno aperto W), “di pin Ujy;...i, €d una f, e

(0511 5051, Uiy.ig i .
ﬂ(W;”” """ ' tale che rWO’ T Gigdyaniy) = QU (£0"17"). Per il Lemma[X VIIL8.2

i04d] g iui ] seiq W P

p
esiste un raffinamento aperto ¥ = {V} ;c; di %, che possiamo scegliere localmente
finito:
V< U
tale Che per Ogni (jOa jla cee ]q) € J‘{](%) con (T(j()), T(j1)9 e 7T(jq)) € %(%)7
possiamo trovare un punto p(jo, ji,- .., jg) con

(o) )oeTig)
Vieiteois € Wodiiimsin € Uttty -

Definiamo un elemento ¢ € €4(¥, %) ponendo :
TGty .
Dt o) ( T r<]q>) per Gos 1o s ja) € (V).

L = j0)-TU):
¢-’0’-’1""’f‘1 Viguiteia PCj05j15wsJq)

Se indichiamo con [¢] I’elemento di €/(X, .7) definito da ¢, abbiamo ay,([¢]) = .
B

(¢) La dimostrazione della surgettivita dell’applicazione (X, ¥) = GUX, )

¢ del tutto analoga a quella di (b). O

Osserviamo che abbiamo ottenuto, con la dimostrazione di questo teorema,
I’enunciato pil preciso :

Proposizione XVIIL.8.4. Sia X uno spazio topologico e sia

(18.8.4) 0 7z 2,49

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Allora, per ogni g > 0,
otteniamo una successione esatta di gruppi abeliani:

(18.8.5) 0 —— CUX,.T) — s GUX, D).
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Supponiamo ora che X sia paracompatto. Allora se la successione di fasci di
gruppi abeliani :

(18.8.6) F @ @ B w

e esatta, e esatta anche la successione di gruppi abeliani:

(18.8.7) CIX,F) —Ls GUXG) —2s GUX, A,
Come conseguenza del Teorema[XVIIL.8.3| otteniamo il

Teorema XVIIL8.5 (Serre). Se X e paracompatto e

(LR 0 7 g L,w 0

e una successione esatta di gruppi abeliani su X, allora possiamo definire, per ogni
intero q > 0, un omomorfismo

(18.8.8) &, : HI(X, ) — HT'' (X, F)

in modo tale che la seguente successione lunga di gruppi di coomologia risulti
esatta :

(18.8.9)
0 — HX.7) —2 HX%) -2 HOX,#) —

l? *
% H'(X, 7) e

P w A ——

8y1

) B,

2 MUK, T — L, HIX.Y) —2s HUX, ) —s
g Qg+l
—— H'(X,.%)

La dimostrazione ¢ conseguenza del TeoremalX VIIL.8.3|e del risultato generale
di algebra omologica:

Teorema XVIIL.8.6. Siano

* a a ag-1 a, Ag+1
(A%, a.) = {0 — A, ', A L, ... 1 A, i Agit )
i _ b b by-1 b by+1
(B",b0:) ={0 » By —— B, ' ... —— B, —— By —— .
(C*, C*) = {0 4 CO « Cl “ e ot Cq il Cq+1 L .. }
complessi di gruppi abeliani e siano, per q intero > 0,
(18.8.10)
kera , ker b ker ¢
HUA" @)= —, HY(B'b)=——, HIC"c)= —
mag| imb, imcy|

i loro gruppi di coomologia. Supponiamo siano assegnati per ogni intero q > 0
omomorfismi

(18.8.11) ¢g:A;,— B, e Y :B,— C,
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tali che il diagramma :

0

!

Ag+1

Aq+l _ ...

l¢q+1

bq+1

Byyg — -

l%ﬁl

Cg+1

Cq+1 —_ ..

!

0

i, Hq—l(c*’ cy) ——
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(18.8.12)
0
a q
0 Ay —2 Ay 2 n A, —
llﬁo llﬁl l‘f’q
b b b b
0 By —— B — ., B, —
lwo lWI Jfﬂq
o c Cqy Cq
0 Co C Cy
0 0 0
sia commutativo e con le colonne esatte. Allora esisono, per ogni intero q > 0,
omomorfismi
(18.8.13) 8, HI(C*, c.) — HT''(A",a,)
tali che la successione lunga di coomologia :
(18.8.14)
0 —— HYA"a) —2 HOB"b,) —2 HUC',c.) —
(0] HI(A*,CZ*) L
g
@q-1 . %q. N Yox .
— HYA%a.) —— HY(B",b,) —— HIC',¢c.) ——

bg+1,
s B A% )

sia esatta.

DimvosTrAZIONE. Costruiamo in primo luogo gli omomorfismi ;. A questo

scopo dimostriamo che:

(1) Per ogni z, € ker ¢, esistono y, € B, ed x,41 € kerayy tali che:

(18.8.15) {qu) ~

¢q+1(xq+1) = bq()’q)

(2) La x441 in (18.8.15) ¢ univocamente determinata modulo 1’addizione di

un elemento di im a,,.

(3) Se Z:] ¢ un altro elemento di ker ¢, che differisce da z, per un elemento di
imcy_1, ed x;H € keragyy y; € B, risolvono:

(18.8.16) {‘/'q(qu) =%

¢q+l (x;+1 )=

by(yg) »
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allora x,41 — x;H € ima,.
(1) Siaz; € C,con cy(zg) = 0. Poiché per ipotesi I’omomorfismo ¢, : B, — C,
¢ surgettivo, esiste un elemento y, € B, tale che z, = ¢,(y,). Risulta:
'7[’q+1(bq(yq)) = Cq(wq(yq)) = Cq(Zq) =0.
Poiché per ipotesi la successione

¢q+1 wq+l
0 Aq+l Bq+1 Cq+l 0

¢ esatta, vi € un unico elemento x,.| € Ay tale che

¢q+l(xq+l) = bq(yq)-
Abbiamo:
¢q+2(aq+1(xq+1)) = bq+1(¢q+1(xq+1)) = (bq+1 © bq)()’q) =0
e quindi
aq+1(xq+1) =0

perché ¢g42 € un omomorfismo iniettivo. Gli elementi y, € B, € x441 € kerag
trovati risolvono ((18.8.15)).

(2) Siano §,; € B, € X441 € keragyy soluzione di:

¥ q(j’q) = 2g»
¢(7~Cq+1) = bq(j’q)-
Allora y4(¥, — y4) = 0 e, per Iesattezza della successione:

¢ 12
0 A, — B, — (, 0

esiste un unico elemento x, € A, tale che y, — y, = ¢,4(x,). Abbiamo percio:
¢q+1(qu+1 - xq+1) = bq@q - Yq) = bq(¢q(xq)) = ¢q+1(aq(xq))-

Poiché I’omomorfismo ¢,11 : Age1 — Byy € iniettivo, ricaviamo che X, =

Xg+1 + ag(xgy).

(3) Tenuto conto della (2), per dimostrare (3) ¢ sufficiente verificare che, se
Z4-1 € Cy-1, il sistema:

- {wq<y;') = ¢4,(g-1)

’7 _ ’7

Gq1(x, 1) = by(yy)
ammette una soluzione y;' € By, x;’H € keragy1 con x;’ﬂ € imay,. Poiché ¢, :
B, 1 — C,1 & per ipotesi un omomorfismo surgettivo, possiamo trovare y,, €

B, tale che yy—1(y4-1) = z4-1. Allora
wq(bq—l(yq—l)) = Cq—l('»”q—l()’q—l)) = cq—l(zq—l)

e quindi, poiché by(bg-1(y4-1) = 0, la coppia y; = bg-1(¥g-1), X, = 0 & soluzione
di ().

Dimostriamo ora I’esattezza di (XVIIL.8.6). Per semplicita di notazioni, dato
un qualsiasi elemento x,; € kera, (risp. y, € ker b, z, € kerc,) indicheremo con
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[x4] (risp. [y4], [z4]) la corrispondente classe di g-coomologia in HY(A., a.) (risp.
in H4(B.., b,), HI(C., c\)).

EsattezainH9(A.,a.) Siax, € keray. Se ¢, ([x4]) = 0, allora esiste un elemento
Yg-1 € By-i tale che ¢y(x,) = by1(y4—1). L'elemento z,—1 = ¢g—1(yg—1) di Cy—1
soddisfa :

Cq—l(Zq—l) = Cq—l(‘/’q—l(}’q—l)) = (//q(bq—l()’q—l) =yy0 ¢q(xq) =0.
Quindi z,-1 € kerc,_; definisce una classe di coomologia [z,-1] in H?(C,,cy) e

ﬁq—l([zq—l]) = [xq]-

Ci0 dimostra I’esattezza di (XVIII.8.6) in HY(A,, a.).
Esatteza in H4(B.,b.) Siay, € kerb,. Se ¥4, ([y4]) = 0, allora esiste z,-1 € Cy_1
tale che ¢, (y,) = c¢4-1(z4-1). Poiché€ abbiamo supposto che ¢, : B,-1 — Cy_y
sia iniettiva, esiste un elemento y,_; € B, tale che z,_1 = ¢¥/4_1(y4-1). Abbiamo
allora:

wq()’q - bq—l(}’q—l)) = W(Yq) - Cq(lﬁq—l(yq—l)) = W(Yq) - Cq(zq—l) =0.
Per ’esattezza della successione

&y 17
0 A, —— B, —— C, 0

V'€ un unico x, € A, tale che ¢,(x,) = y; — bg—1(y4-1). Abbiamo

¢q+l(aq(xq)) = bq(¢q(xq)) = bq(}’q - bq—l(yq—l)) =0.

Per I’iniettivita dell’omomorfismo ¢,11 : Ag+1 — Byy1, otteniamo che a,4(x,) = 0.
Quindi x, definisce una classe di coomologia [x,] € HY(A., a.) tale che

¢q*([xq]) = [¢q(-xq)] = [)’q + bq—l()’q—l)] = D/q]
Questo dimostra I’esattezza di (XVIIL.8.6) in HY(B,, b..).

Esatteza in HY(C,,c.) Siaz, € kercy e siano y, € By, x441 € kerayy tali che
valga la (I8.8.15). Sia [z,] € HY(C\, c.) la classe di coomologia definita da z,. Se
¥4([z4]) = 0, allora esiste un elemento x, € A, tale che x,.1 = a4(x,). Abbiamo

bq(yq) = ¢q+l(~xq+l) = ¢q+l(aq(~xq)) = bq(¢q(xq))-

Quindi y, = y, — ¢4(x,) € kerb, e definisce pertanto una classe di coomologia
[y;] € HY(B., b.) tale che:

Y (VD) = [WgO)] = [yl = [24]-
Questo dimostra I’esattezza di in HY(C., c.). o

XVIILI. Un teorema di algebra omologica

In questo paragrafo enunceremo e dimostreremo un risultato generale sui com-
plessi bi-graduati che utilizzeremo poi nei paragrafi successivi per discutere alcune
proprieta della coomologia di Cech.
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Definizione XVIIL.9.1. Un complesso doppio di cocatene ¢ il dato di una famiglia
{As}rsen di gruppi abeliani, indicizzati con le coppie di interi non negativi, e di
due famiglie di omomorfismi:

(189.1)  d'=d Ay —Apry e d A — A YrseEN

tali che:
ds0d =0 Vr,s €N,
(18.9.2) d oy 0dly=0 Vr,s €N,
d odl+dl, od, =0 VrseN,

Poniamo A = P (rsyew2 Ars € definiamo d’ : A > Aed” : A — A mediante

a, =0c¢e

18.9.3 d ((a = (a’ con{ 0

( ) (( r,s)r,seN) ( r,s)r,seN {a;’s _ d;_l’s(ar—],s) ser>1,
a;’o =0 e

(189.4)  d"((ars)rsen) = (@) )r.sent con{

" 7’
ags=d’ (ars-1)ses>1.

Definiamo poi

(18.9.5) d:A3a— d(a)+d"(a) € A.
La (18.9.2)) si puo esprimere mediante:
(18.9.6) dod=0.
Poniamo:
(18.9.7) A = P A
r+s=q

Allora d(Aq)) C Ajg+1)- Risulta quindi definito, per ogni intero g > 0, un omomor-
fismod, = d : Ay 3 ayq) — d(ayy) € Ajg+11 condyyy ody, = O perognig >0, e
d = (dy) ¢ il differenziale totale del complesso :

d d d
(18.9.8) 0 Ao 0 A ! Ap 2.
Indicheremo i gruppi di coomologia del complesso totale con :
kerd,
(18.9.9) HY(Apq,dy) = - .
m dq_l

Abbiamo poi le due famiglie numerabili di complessi di cocatene

Y = do s i b5
(Ass,d, ) = {0 > Ay —— Ay, " Agy ., ...

per ogni s € N,

s dg.s dys dy
(Ar,*, dr,*) - {0 Ar,O Ar,l 14',,2 e

perogni r € N,
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e indicheremo i loro gruppi di coomologia con :

s kerd;
"ES = Hq(A*,s,d; S) = —/
’ imd

q-1,s
(18.9.10) r kerd!,
/E 4 = Hq(Ar,*,d;,’*) = :

imd” .’
r,g—1

ed

La successione spettral(ﬂ mette in relazione i gruppi di coomologia HY(A.. s, d;, ),
HY(A,.,d),) e i gruppi di coomologia HY(Ay.), d.) del complesso totale.
Osserviamo che per le (18.9.2)) abbiamo in particolare :

d; (kerd) ) C kerd), e d (imd

: "
r+l,s r,s—l) cimd

r,s°
ove abbiamo posto per convenzione d”,  =0ed , = 0perognir,s € N. Definia-

mo gli omomorfismi [d; ] : "E"™* — "E"1S per passaggio al quoziente, mediante
il diagramma commutativo a righe esatte:

, —— kerd), —— 'E» —— 0

(18.9.11) | 4 [z

/Er+],s 0

0 —— imd/_

0 —— imd” —— kerd”

r+1,s—1 r+l,s
Per ogni intero s > 0, otteniamo un complesso:
(18.9.12) 0 1 05 [dp,] 1pls [d ;1 ) pLs ;]

In modo analogo, definendo gli omomorfismi [d;’] : "E™ — " E™S*! mediante i
diagrammi commutativi a righe esatte:

0 —— Imd_,, — kerd,, —— "E* —— 0

(18.9.13) | @ 1z

— s kerd’ N //Er,s+1 - 50

0 —— Imd r,s+1

r—1,s+1

ed otteniamo quindi, per ogni intero r > 0, un complesso :

(18914) 0 //Er,O [d;’,o] //Er,l [d;j'] //Er,2 [d:’,z]
Indichiamo come al solito con
» ker[d] ] - ker[d},]
(18.9.15) HYCE ",[d;’s]) = — HY("E"", [d;j*]) =—
im [dq_l,s] im [dm_l]

i gruppi di coomologia dei complessi (18.9.12) e (18.9.14).

HVedi ad esempio : Roger Godement: Topologie algébrique et théorie des faisceaux (Troi-
sieme édition revue et corrigée, Publications de I'Institut de Mathématique de I'Université de
Strasbourg, XIII, Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1252), Hermann, Paris, 1973, pp
viii+283.
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Lemma XVIIL.9.2. Per ogni intero q > 0 vi é un unico omomorfismo

(18.9.16) Jo HICE™, [d 1) — HY(Ap. d.)

che renda commutativo il diagramma a colonne esatte:

kerd’ ,Nnkerd”’, —— kerd
q,0 q,0 q

! !

(18.9.17) HICE™, [d ) —— HI(A}.d)
0 0

DimosTtrAZIONE. Ogni elemento di HY (’E*’O, [d. ]) & rappresentato da una clas-
g g PP

: : g0 7" EN "
se di coomologia di H" (A, +, dq’*), cioe da un x4 € ker dq’o.

La condizione di cociclo [d{’]’o][xq’o] = 0da d:;,oxq’o = 0 e dunque abbiamo

un’applicazione surgettiva naturale ker d;,o N ker d;” 0@ >>> HI(E™, [d;,o])' Os-
: ’ 44 — — 7 144 —
serviamo che se x, 0 € ker dq’oﬂker dq,O’ allorad x,0 = dyxg0 = dq’oxq’o +dq’0xq,0 =

0 e quindi ker d;,o N ker d; o < kerd,. Se x;0 = d'x4-10 = d;_l’oxq_l,o per un
elemento x,_19 € kerd;’_ 1.0’ allora abbiamo dx,_19 = d'x4-10 = x40. Quindi

I’inclusione ker d:] o Nker d:]’o — ker d,; trasforma cobordi in cobordi ed otteniamo
per passaggio al quoziente il diagramma commutativo (18.9.17). o

Osservazione XVIIL.9.3. Siano g ed s due interi con g > 0 ed s > 0. Un elemento
di "E®" ¢ la classe di equivalenza in H*(A,., dy,) di un elemento x, 5 € Ay che
soddisfa d"”’x, s = 0. Supponiamo che esso rappresenti un cociclo, cioe¢ che

[d,][xq,s] = [d/xq,s] =0in Hs(Aq+l,>'m d(;,-i—l,*)

Poiché s > 0, ci0 significa che esiste un elemento x,.1,5-1 € Ag41,5-1 tale che
7 44
d Xq,s = d Xg+1,5-1-

Vale la seguente :

Proposizione XVIIL.9.4. Con le notazioni introdotte sopra : se
'EY = W(Ag..d),) =0
per ogni coppia d’interi j,q > 0, allora gli omomorfismi
Jy tHICEY, [d, )]) — HY(Ap), d.)

sono isomorfismi per ogni intero g > 0.

DmosTrAZIONE. Osserviamo che per g = 0 abbiamo

HCE™,[d, o)) = kerdyy Ndfy,  HY(Ap.d.) ~kerdy,

e quindi j; & sempre un isomorfismo perché kerdp = kerd, , Ndy .

Dimostriamo ora I’ismomorfismo per g > 0.



XVIIL.9. UN TEOREMA DI ALGEBRA OMOLOGICA 329

Jy € iniettiva. Sia x,0 € ker d; o N ker d;’o un rappresentante di una classe di

HICE*°, [, ,]). Se j:]([xq’o]) = 0, esiste un elemento yj,—1] € Ag-1) tale che
dy-1Y14-1] = X4,0- Decomponiamo y,_1; :

Vig-11 = Yg-1,0 * Yg-2,1 + -+ Y142+ Yog-1, cCOn y,s€A,.

L’equazione dy_1y4-1] = x40 equivale al sistema :

di_y 0Vq-1.0 = Xg0

q
’ 1’ —
dq—z,l)’q—ll + dq—l,qu—l,o =0

O ST
’ 7’ —
d(),q_lyO,q—l + dl’q_zyl,q—Z =0
4 —
do,q_l)’O,q—l =0.

In particolare, x, o definisce la classe nulla in HY("E *’0, [d] o)) se esiste una soluzio-
ne yp, di (*) conyj,_ ;-1 =0perogni j<qg-1. ’

Se g = 1, ogni soluzione di (x) ¢ della forma yjo; = yo,0. Quindi: ;| ¢ sempre
iniettiva.

Per dimostrare I'iniettivita di j; per gli interi ¢ > 1, dimostreremo per ricor-
renza che perogni 0 <k < g -1

. . k . k .
(P,’() esiste una soluzione Yig-1] di (%) con ¥ g1 = Ose j<k.

Abbiamo gia osservato che I’ipotesi che j;([x40]) = O ci dice che cid & vero per
k = 0. Supponiamo ora, per un intero k con 0 < k < g — 1, di avere una soluzione
y’[‘q_u di dq_ly’[‘q_l] = X40 CON y’;’q_j_l = 0 se j < k. In particolare per (x) risulta
= 0. E (g—k—1) > 0 e perciod per ipotesi Hq‘k‘l(Ak,*,d,'é*) =0e

7’ k

kg—k—1Yk.g—k—1

dunque esiste un elemento z; 4 12 € Aj 4k tale che d,’(’ g-k—2%kaq—k=2 = yi
k+1

Allora Yig-1]

j<k+1.
g-1 qg-1 _ IR TS : q-1

La Yig-11 © della forma Yig-11 = ¥¢-10 € quindi I’equazione d[q—l]y[q,l]
x40 significa che d;_l’oxq_l,o = X40 € d(’]’_ 1.0%-10 = 0. Questo prova che x,p

g—k-1°

— K _ i k+1 k+1 —
= Vig-1] dy-2 2k g-k—2 soddisfa d,; Yig-1] = X¢.0 € Yju i 0 se

rappresenta la classe di coomologia nulla in HY("E*, [d; o D-

Jg € surgettiva. Sia i una classe di coomologia in HY(A[., d.). Sia xj4) € kerd,,
un suo rappresentante. Scriviamo x, = Xxg0+Xq-1,1 +- - +X1 4-1 +X04. L’ equazione
dyxiq) = 0 equivale al sistema :

4 —
dq’oxq’() =0

’ 7/ —
dq—l,lx‘]_lsl + dq,qu’O =0

(=) 4

’ 144 —
do’qu’q + dl,q—l'x]’q_] =0

7’ —_
do’qxo,q =0.

Se fosse x;,_; = 0 per ogni j < g, allora x;; = x40 € per (xx) I’elemento x, 0
apparterrebbe a ker d;’o N kerd[’]0 e definirebbe una classe di coomologia & di
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HI(CE*O, [d;,o]) con j (&) = n. Per dimostrare la surgettivita di j; dimostreremo
quindi per ricorrenza:

P K K

X, € kerdgdinconx, .

per ogni intero k£ con 0 < k < g esiste un rappresentante
= 0 per ogni intero j < k.

ql

Per k = 0 possiamo scegliere come x; . un qualsiasi rappresentante di 77 in ker d,,.

0
lq]

Supponiamo ora che 0 < k < g e vi sia un x’[‘q] € 1 con x’;qu = 0 per ogni intero
Jj < k. Abbiamo in particolare dl’(tq_kxk,q_k = 0. Poiché ¢ — k > 0, per ipotesi

_k _ . . . _
HY (Ak,*,d;{t ,) = 0 e quindi esiste y; 4 k-1 € Agy—k-1 tale che d,’{’ g—k—1Ykg—k=1 =

X,q—k- Poniamo allora x’[‘(;]l = x’[‘q] — dy-1Ykg-k-1, ottenendo in questo modo un
elemento x’[‘qu]l €1 con x’}‘.*(;l_j =0sej<k+1.
— ’ q9 _ 4 ’ " :
Per k = g, I’elemento X = X0 € kerdq’o N kerdq’0 definisce una classe
£ e HICE™, [d! ;]) con J(&) = . D

In modo del tutto analogo, abbiamo:
Proposizione XVIIL.9.5. Per ogni intero g > 0 vi é un unico omomorfismo
(18.9.18) Jy s HICE™, [dg,]) — HY(Apy. do)
che renda commutativo il diagramma a colonne esatte:

’ 1’
ker dO,q N ker dO,q _ kerd,

! !

(18.9.19) HI("E®, [dy]) —— HY(Ap),d.)
0 0
Se

”Ej’q - Hj(A*,qs d;,q) =0

per ogni coppia d’interi j,q > 0, allora gli omomorfismi (18.9.18) sono isomorfi-
smi per ogni intero g > 0.

XVIIL10. Il teorema di Leray sui ricoprimenti aciclici

Sia . un fascio su uno spazio topologico X. Ad ogni aperto Q di X associamo
la restrizione .o di . ad Q. Essa si definisce con la corrispondenza che ad ogni
aperto U di Q associa il gruppo .7 |o(U) = L (U).

Se ¢ & un intero non negativo, porremo H?(Q, %) := HY(Q, .#|a). Per ogni
ricoprimento aperto % = {U;}ic; di X, % N Q := {U; N Q}e; € un ricoprimento
aperto di Q. Possiamo quindi definire per ogni intero ¢ > 0 delle applicazioni
naturali :

4
Py

CNU,S) — CUU NQ, L) — CFUQ, Lg) = FIUQ,.S).
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Poiché le operazioni di restrizione e di cobordo commutano, avremo anche :
pY (FUU, ) C FUUNQ,.S), p% (BUU,T)) C BUUNQ,. ),

Fissato un ricoprimento aperto %/, definiamo per ogni intero g > 0 il fascio ‘5;/ S,
facendo corrispondere ad ogni aperto Q di X il gruppo €4(% N Q,.7).
Poiché . ¢ un fascio, per ogni aperto  di X abbiamo una successione esatta :

6?/(1{2

0 — JQ ——  CLIQ —— CLIQ
(18.10.1) ” “

U NQ,.S) U NQ,.S)

ed otteniamo percio la successione esatta di fasci

U N

! 0 a 1
0 5 CpS — 6,7 .

Gli omomorfismi di cobordo 62”“9 : %;’ZY Q) — (gglﬂf (Q) definiscono un
omomorfismo di fasci :
(18.10.2) S 7 A

Vale il seguente :

Lemma XVIIL10.1. Se % ¢ un ricoprimento aperto localmente finito di X, allora
la successione di fasci di gruppi abeliani Sia X uno spazio paracompatto. Allora,
per ogni fascio di gruppi abeliani . su X, la successione di fasci :

U Nk §%

1 0 1
— I —— S = €T ——
(18.10.3) a0 S0 e U«
q-2 q—1 q-1 q q q+1 q+1
._>Cg%§ﬂ—><5%¢7—>%%§”
éesattaE]

DmosTrRAZIONE. Abbiamo osservato sopra che im: = ker 63/”*.

Resta quindi da dimostrare che im 8% 0" = ker 6;7/ ™ quando ¢ > 0.

Siag>0,peXesiaée ngq/yp con b;zm*(f) = 0. Possiamo rappresentare

¢ mediante una f € €U(% N Q,.7), ove Q ¢ un intorno aperto di p in X. A
meno di sostituire {2 con un intorno pil piccolo di p in X, possiamo supporre che
63/ ﬂQ( f) =0.

Sia I, I'insieme finito degli indici i € I per cui p € U;. Allora

il

i€l, i€\,

wW=Qn

¢ un intorno aperto di p in X e % N W contiene solo un numero finito di aperti
non vuoti, tutti contenenti il punto p. Inoltre per ogni (ig, i1, ...,i;) € ,/1{](% N
W) abbiamo W C Ui, .i,- Definiamo allora ¢ € CrrY (Y N W,.?) fissando

>Diciamo anche che (T8.T03) & una risoluzione del fascio ..
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. . TR Uig,iyiq .
arbitrariamente un indice iy € I, e ponendo ¢;, W=7 . Al Siodr iy)- Abbiamo

(dove per semplicita di notazione abbiamo omesso le funzioni di restrizione) :

q
— h . - f. .
(1), i = 20 D oy = e
h=0

per la condizione che 63‘”9( fH=0.
La dimostrazione ¢ completa. O

Dalla Proposizione[XVIIL.8.4] otteniamo allora:

Proposizione XVIIL.10.2. Sia % un ricoprimento aperto localmente finito di uno
spazio paracompatto X. Allora per ogni fascio di gruppi abeliani . su X e per
ogni intero q > 0 abbiamo una successione esatta di gruppi abeliani :

Iq

0 — X)) —— CIUXES) —

(Dglﬂ*)q . (DTMQ*)(!
—— CUX,C).S)
(18.10.4) ) (%0
—25 CUX N ) ——

wuUn wUN U N«
(Dh—l *)q (Dh *)q (bh+1 )q

—— CIX,ChS) —— CIUX ) —— -

Un ricoprimento aperto % = {U;}ie; di X si dice . -aciclico se
(18.10.5) Hj(U,-O,,-] S)=0 Vg=>0, Y(o,i1,...,ig) € S (U), ¥Vj>0.
Vale il :

..... igs

Teorema XVIIL10.3 (Leray). Sia . un fascio su uno spazio topologico para-
compatto X. Se % ¢ un ricoprimento aperto localmente finito ed . -aciclico di X,
allora gli omomorfismi naturali :

(18.10.6) HY(%,) — HY(X,.¥)
sono isomorfismi per ogni intero q > 0.
DmosTrRAZIONE. Poniamo
A =%"(X,6,,.7)
per ogni coppia di interi r, s > 0, e definiamo gli omomorfismi

{d;,s : Ar,s — Ar+1,s

d;lg : Ar,s — Ar,s+1
ponendo d ; uguale al differenziale del complesso :
& )
0 — XECS) — € XEC,S) —

6q—l E'q 1 6‘1*'1
— CIX, €, ) —— CIT(X,E,,S) —— -
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e definendo d;/; come gli omomorfismi indotti da quelli del complesso di fasci
(18.10.3):

dyly = O™ 1 C XG5S ) — T XS,

Per la Proposizione[XVIIL.10.2} abbiamo ’E"* = 0 per ogni r > 0 ed ogni s > 0 ed
'E™Y = €7(X,.). Abbiamo percid :

HICE™,[d ) = HU(X,.7)
e, per la Proposizione[XVIIL.9] I’applicazione :

Iy s HU(X, ) — HY(AL, d.)

¢ un isomorfismo per ogni ¢ > 0. Osserviamo come questo isomorfismo sia conse-
guenza delle ipotesi che X sia paracompatto ed % localmente finito, e sia valido a
prescindere dall’ipotesi che %/ sia .”-aciclico.

Indichiamo, per ogni ¢ > 0, con N (% ) I'insieme :
N %) = {lios it .. igh o, v, - ig) € (W)} .
Abbiamo allora:

~ r . . .
A= [ i oo Wit 2.

Per verificare questo isomorfismo, definiamo per ogni aperto Q di X il fascio .7}
mediante :

ZUU) = .7(U N Q) per ogni aperto U di X.
Il fascio ¢, " & prodotto diretto, localmente finito, dei fasci .’ Uigir-—is | Per la

Proposizione[X VIII.10.2|I’isomorfismo di fasci :
s ~ Uiy iy ..is
G = l_l{io,il,...,ix}eNx(ﬂZ/)y o

da I’isomorfismo di gruppi abeliani :

Ar,s = (gr(X’ ng/s/y)
= ’ Uig.iyvonis
N l—[{io,il,...,is}eNs(ﬂ//)(g (X, L Yioimis)
~ .
~ l_[{i(),il,...,is}eNS(%)Cg (UIOJI,...,IX’ ,5”) .

Gli omomorfismi d. si fattorizzano attraverso gli omomorfismi

Uiy.iy....is 1
6r o . Cgr(Ui(),h,...,is’ y) -— CgH— (Ui(),il,...,is’ y) .

Quindi I'ipotesi che il ricoprimento % sia .#-aciclico ci da ”"E"™* = 0 per ogni
s >0edognir>0.
Abbiamo poi: "E® ~ €5(% ,.7)
Auindi, per la Proposizione|XVIIIL.9.5| per ogni ricoprimento aperto localmen-
te finito 7/ di X paracompatto I’omomorfismo
Ju  HICEY [dy 1) =~ HY , /) — HY(Ap. d.)

¢ un isomorfismo per ogni g > 0.
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Componendo i due isomorfismi, per ogni intero ¢ > 0, otteniamo I’ismomorfi-
smo cercato :

G g  HIX, ) —— HIU, ), ¥q=0.
O

Osservazione XVIII.10.4. Ricordiamo che, senza nessuna ipotesi sul ricoprimen-
to % , ma come conseguenza della definizione di fascio, I’omomorfismo

H(%,) — H'(X,.7)
¢ sempre un isomorfismo e che I’omomorfismo
H'(%,9)— H'(X,.7)

¢ sempre iniettivo.

XVIIIL.11. 1l Teorema di de Rham

Sia .# un fascio di gruppi abeliani su uno spazio topologico X. Si dice risolu-
zione di . una qualsiasi successione esatta di fasci su X:
(18.11.1) 0 7 s A A s
La risoluzione (I8.11.1)) di .# si dice aciclica se HI(X, .#;) = 0 per ogni ¢ > 0 ed
h>0.

Teorema XVIIL.11.1 (de Rham). Se X ¢ uno spazio paracompatto e (18.11.1) ¢
una risoluzione aciclica di un fascio . su X, allora i gruppi di coomologia di Cech
HY(X, .%”) sono isomorfi ai gruppi di coomologia H4(%.(X), a.) del complesso :
(18.11.2)

0 —— FX) —2 AX) — AXK) -2 AK) —2s .

DmostrazIONE. Utilizziamo i risultati e le notazioni del paragrafo §XVIII.9
Per ogni coppia di interi non negativi r, s definiamo il gruppo abeliano

Ans =%"(X,.75).
Definiamo un complesso doppio di cocatene introducendo gli omomorfismi :
dy =8, Aps =6 (X,.5) 3 [ — 8:(f) € A1 s = € (X,
d == (D) (@s)r 1 Ars =" (X, 75) 3 f — (1) (@s)r(f) € €"(X, Fss1).

Per I’ipotesi che (IS.I1.T) sia una risoluzione e per la Proposizione[XVIIL.8.4]
"E"™* = 0 per ogni r > 0 e per ogni s > 0. Per I'ipotesi che (I8.11.T)) sia aciclica,
"E" = 0 per ogni r > 0 e per ogni s > 0. Abbiamo poi :

'EV=%"X,.7) e HICE™,[d! )]) = HI(X,.7);
VEM = Z(X) e HICEM,[df,]) = HI(SL(X), ).
Per la Proposizione|XVIIL.9| per ogni ¢ > 0 I’omomorfismo
Jo HICE™, [d o)) = HI(X, /) — HY(Ap).d.)
¢ un isomorfismo. Per la Proposizione|XVIIL.9.5| per ogni ¢ > 0 I’omomorfismo
Jy s HICE™, [dg 1) = HI(L(X), @.) — HY(Ap,d.)

@p @] @2
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¢ un isomorfismo. Allora
) e f : HI(X,.7) — HI(FLu(X), )
¢ per ogni g > 0 I’'ismomorfismo cercato. O

Osservazione XVIII.11.2. L’isomorfismo j;, : HY(X,.%) — HY(A.).d.) vale
sotto la semplice ipotesi che (I8.I1.T) sia una risoluzione di .. Quindi, sotto
questa ipotesi ¢ comunque definito un omomorfismo

Jg (LX), ) — HIX,.7).

Esso & un isomorfismo quando (I8.11.1) & aciclica su X.

XVIII.12. Fasci fiacchi

Per utilizzare il Teorema di de Rham, ¢ utile definire alcune categorie di fasci
che sono coomologicamente banali: risoluzioni acicliche ottenute utilizzando fasci
di questi tipi ci permettono di ricondurre il calcolo della coomologia di Cech a
quello della coomologia di complessi differenziali.

Definizione XVIII.12.1. Un fascio .# su uno spazio topologico X si dice fiacco
se per ogni aperto Q di X I’applicazione di restrizione : ré P FX) — F(Q) e
surgettiva.

Esempio XVIII.12.2. Consideriamo su CP" la topologia di Zariski, in cui gli aperti
sono i complementari di sottovarieta algebriche. Allora il fascio C delle funzioni
localmente costanti su CP" ¢ fiacco.

Esempio XVIIL.12.3. Sia . un fascio su uno spazio topologico X. Indichiamo
con .#* il fascio dei germi di sezioni discontinueﬁ di ., associato al prefascio
canonico

ApX)>U — {fe Y |ro fiy=p, Ype Uk

1l fascio .%* & un fascio fiacco ed abbiamo un ovvio morfismo iniettivo di fasci

S S

Proposizione XVIIL.12.4. L’immagine diretta di un fascio fiacco mediante un’ap-
plicazione continua é un fascio fiacco.

DIMOSTRAZIONE. Sia . — X un fascio fiacco sullo spazio topologico X, Y un
altro spazio topologico ed f € € (X, Y). Sia V un aperto di Y. Abbiamo allora un
diagramma commutativo

rX—l
A(Y)

LX) —— L(V))

6Cio& non necessariamente continue.
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}’X_ rY
Dalla surgettivita di . (X) ——— .#(f~1(V)) segue quella di £o.7(Y) % £. (V).
O

Proposizione XVIII.12.5. Sia

00— v -2 o, gn 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Se .’ ¢ fiacco, allora, per
ogni aperto U di X la successione

0 —— S'U) —— 2(U) —— 9"(U) — 0

DmosTtrAZIONE. Poiché la restrizione ad un aperto di un fascio fiacco ¢ ancora
un fascio fiacco, possiamo, per semplicita, limitarci a considerare il caso in cui
U = X. Lesattezza in .’ (X) ed .7(X) & conseguenza della definizione di fascio.
Bastera quindi dimostrare che ¢ : (X) — . (X) & surgettiva. Sia s € " (X)
e consideriamo la famiglia

O ={(U,sy) | U € Ap(X), sy € LU), y(sy) = s"|u}.
Introduciamo la relazione d’ordine su ®:
U, sy) 2 (V,sy) == UV, sy =svly.

Chiaramente ® ¢ una famiglia induttiva. Per il Lemma di Zorn essa ammette un
elemento massimale (U, sy,). Se Uy = X, abbiamo ottenuto la tesi. Supponiamo
per assurdo che Uy # X e sia pg € CUy. Vi & allora un intorno V di po in X ed una
sezione sy € .#(V) tale che Y(sy) = s”’|y. Se V.n Uy = 0, allora

_ Jsu, suUy,
SU()UV -
vy suV

ci da un elemento (Ug U V, sy,uv) = (Uo, sy,), contraddicendo la massimalita.
Quindi UgNV #0e lﬁ(uU0|U0m/ - uv|U0mv) = 0. Esiste allora S/UoﬁV e " (UpnNV)

tale che ¢(s§]mv) = uy,lu,nv — uvly,nv. Poiché .7’ ¢ fiacco, abbiamo s'UOm, =
s'|lyynv per una s” € #’(X). Allora

: _su, su Uy,
UpuVvV —
0 sy +o(sHly suV

¢ un elemento di .(Up U V) e (Up U V, sy,uv) = (Uo, sy,) contraddice la massi-
malita. Quindi Uy = X. La dimostrazione ¢ completa. O

Segue allora

Proposizione XVIIL.12.6. Sia

00— v -2, oY, gn 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Se .’ e . sono fiacchi,
allora anche .7" ¢ fiacco.
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DivosTtrAZIONE. Se U ¢ un aperto di X ed 57 € y”(U) per la Proposizio-
ne[XVIIL12.5esiste un sy € .#’(U) tale che ¢(sy) = s7;. Poiché abbiamo supposto
che ./ fosse fiacco, vi € una s € .#(X) tale che sy = sIU. E allora y(s) € . (X) e
v(Slu = 57 o
Proposizione XVIIL.12.7. Se

do o)1

0 79 % 2
e una successione esatta di fasci di gruppi abeliani fiacchi, allora, per ogni aperto
U di X, la successione di gruppi abeliani

0 — U — SNU) —— SHU) ——

e esatta.

DIMOSTRAZIONE. L’esattezza in .#°(U) & conseguenza della definizione di fa-
scio. Per ogni 4 > 0 abbiamo per ipotesi una successione esatta corta di fasci

d
0 — kerd, —— " — kerd,,; — 0.

Dalla Proposizione[XVIIL.12.6| segue per ricorrenza che tutti i fasci ker §;, sono
fiacchi. La tesi segue allora dalla Proposizione[X VIII.12. O

Vale il seguente :

Lemma XVIIL12.8. Se .F ¢ un fascio di gruppi abeliani fiacco su X, allora
(18.12.1) HY (%, 7)=0
per ogni g > 0 ed ogni ricoprimento aperto localmente finito % di X.

DivosTrAZIONE. Sia g > 0 e sia f = (fiy.i,...i,) € ZU%,F). Sia < un buon
ordinamento di /. Per ogni i € I che non sia massimo in /, indicheremo con i + 1
I’elemento di 7 successivo ad i: i + 1 & il minimo dell’insieme {j € I|j > i}. Per
ogni i € I definiamo gli aperti :

Qi:UUj € Q:= U; UQ;.
J<i

Supponiamo che, per un indice v € I fissato, f*) € (% ,.7) abbia la proprieta :

Uiy.if i .. .
() Py o d =00 Mosir,...ig) € A,
Esiste allora una w(” € ‘5‘1‘1(% &) tale che
. Ui, .. .
@y, W) )= Vioy it ... viq) € No(U),

i)y =0 se (v,zl,...,iq)ewq(ﬂz/)

e Ul I . . .
(D) 1y (P = St i, i) = 0 Vo s lg) € N(U).
Per ogni (iy,...,iy) € A,_1(%) per cui (v,i1,...,1;) € Ny ), vi & un elemento

ne f(UV,il,,_,,iq U Q,) la cui restrizione a Uy, __;, € fv(fl) ;e la cui restrizione a
sl1seenlg
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Q, ¢ 0. Poiché il fascio . ¢ fiacco, vi ¢ allora una 7} € ./(X) la cui restrizione
aUy,. i, Y Q, ¢ uguale a . Definiamo :,Z/(V) , come la restrizione di fj a U;,

Se (v,it,...,ig) ¢ Ny(% ) poniamo lﬁ( M= 0 su U,

.....

.....

;. Chiaramente, possiamo

......
fare in modo che la ¥ sia alternata rlspetto agli indici ((i1,...,iy) € A_1(%),
dimodoche ¢y € €Y% , 7).
La ¢/ cosi costruita gode ovviamente delle proprieta (i), (ii). Per dimostrare
che gode anche della (iii), basta verificare che
U’O il
Uvigay .

'q’ ((f 6(1 1(// )lo []yees lq) - se (V9 i07 i17 e 9iq) € JI{]+1(%) ’

inquanto Q, = U, UQ, e

Ul i . .
rUlg,ll """ na, Siir..i)) =0 peripotesie
Ul l
rU0 1 mQ ((Og-1y y)),0,1 .i;) =0 per la definizione di .

iQsi1»

Su Uvo.....i, risulta :

per la condizione di cociclo 6, f = 0, e questo mostra che vale anche la (7).

Se imin € il minimo di /, poniamo f(imi") = f. La () ¢ verificata banalmente,
perché Q; . = 0, e la costruzione appena descritta ci permette di trovare una y/min)
che soddisfa (i) e (ii) per v = ipjn. Definiamo f° (min+1) = £ _ Oy _1 (iplimin))
Dimostriamo per induzione transfinita che & possibile costrulre delle fami-
glie {f"}),er, con fV € Z9U, ), e (WM}yer, con YV € €N (U ,.7), che

verifichino per ogni v € I le proprieta (1), (i), (ii), (iii) e
(1) FOrD = 0 6q_1(¢/(”)) Vv € I che non sia massimo.

Fissiamo ora un u € I con u > imin € supponiamo che si siano gia ottenute le i/
per tutti gli indici j < p. Consideriamo ora la somma

Z w(j) .
J=<u
Poiché 7/ ¢ localmente finita, per ogni punto p di X esiste un intorno ,, di p che

interseca soltanto un numero finito di aperti U; del ricoprimento. Quindi per ogni
(i1,...,1q) € Ny 1(%) le somme

proprieta (ii), & rg;‘ 0 (1,//(1’)“.’.4) = 0se (j,it,...,lg) &€ NH(U N Q) e perla
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scelta di Q, il numero di tali j, per ogni scelta di (iy,...,i;) € A4_1(%), & finito.

Possiamo allora definire :
e saaf5).

J<i
Osserviamo che, se i ammette un elemento precedente, cioe se 4 = v+1 per qualche
v € 1, allora vale la ().
Per la prima parte della dimostrazione, possiamo definire % in modo che
siano soddisfatte le (i), (if), (iii) (con u al posto di v).
Una volta costruite le famiglie { f My e {;l/(v)}, osserviamo che la somma:

=

vel
definisce un elemento ¢ € €9~ (% ,.7) e che
(%) dg-1(¥) = f.

Cio & vero perché, per ogni aperto Q di X, se (i1, .. .,iy) € N ((X) e (v,i1,...,Iiq) &
Ng(% NQY), abbiamo rgl'll:z mQ(;_//l(.") l.q) = 0. Quindi, poiché % ¢ localmente finito,

Iseess

le somme
»
Z wil ..... iq
vel
sono localmente finite. Analogamente, 7. o (( FO— fODy, ) =0a
’ g 7 Ui i NG 0ot eenslq )7
meno che qualcuna delle (g + 1) uple (v, ip, . . . s s ig)o(v+1,ig,... N7 ig)

non appartengano a A,(% N Q). Percid anche le somme :

vel
sono localmente finite e
% v+1 _ £ .
Z( 00,...» iq - -f;'o ..... iq) — J105--0lg
vel
Otteniamo percio la (#), e quindi la tesi. O

Utilizziamo il Lemmal|XVIII.12.8| per dimostrare il :

Teorema XVIIL.12.9. Sia X uno spazio paracompatto. Allora, per ogni fascio
fiacco % su X abbiamo H1(X, .”) = 0 per ogni q > 0.

DivmosTrAZIONE. La tesi ¢ conseguenza del Lemma|X VIII.12.8] perché, essen-
do X paracompatto, i gruppi di coomologia di Cech si possono calcolare utilizzan-
do i ricoprimenti aperti localmente finiti. O






CAPITOLO XIX

Il Teorema di de Rham

XIX.1. 1l teorema di de Rham

Teorema XIX.1.1. Sia M una varieta differenziabile paracompatta ed . un fascio
di &-moduli su M. Allora

(19.1.1) H Y ,%)=0, Vg=1,
per ogni ricoprimento aperto % di M.
DimosTrAZIONE. Ricordiamo che, per ogni intero g > 0,

.....

e che il differenziale del complesso
S UL ) 2 U, s Y S ——s
¢ definito da
S €U, ) — €U, ),

...........
Sia {y;}ic; una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento %/ . Definiamo
€U, ) — €U, ) mediante

it itrois = )y Wikiin, i) Ove
Xifiivin Ui
L WUi,.in) 3 Wifiirin] = et preth
0 inU;,, i \Uii.. i

La tesi segue allora dall’identita
Boy+yodf=f, VfeC"U,7), Vh>1.
Abbiamo infatti

h+1 .
(X o 6(f))l() ..... ih = X(ijo(_l)]f;() ..... ;7 .... ih+l|Ui0’i1 YYYYY ih+l)
h
= ZlXiﬁo ..... in — j:O[Xi‘f;tiov“i?;»“"ih]
h .
= fireein = Dy Wik 7]
= flb ..... in — (6 © X(f))lo ,,,,, ip-

341
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Se . ¢ un fascio su M ed % = {U,}ic; un ricoprimento aperto di M, definiamo
(19.1.3) 8 : .S (M) — €°(%,.7), mediante (5¢s); = sly,, Vi€l

Se . & un fascio di gruppi abeliani, allora la

5
(19.1.4) 0 —— FM) s U, S —2s G U,.S)
¢ esatta per defininizione di fascio.
Dal Teorema[XIX. .| otteniamo allora

Corollario XIX.1.2. Se M ¢ una varieta differenziabile paracompatta ed . un
fascio di &-moduli su M, allora la successione

0 —— M) -2 U, — U,
(19.1.5) Y WS —— e w7
L) <gh+1(%,5p) L) cgh+2(%’y) N

e esatta. O

Per ogni intero g > 0, i germi di forme differenziali alternate omogenee di
grado ¢ formano un fascio di &-moduli su M, che denoteremo con £9.
Per ogni coppia di interi non negativi /i, ¢ definiamo
(19.1.6)
iy = €(0) fig.ooii}-
Abbiamo i due omomorfismi
d:"w,Q — €U, 2", con

df)ig,...i, = dfio,...i,)s

& : w21 — "N w29, con
h .
O ipivewis = DoV oy i
Osserviamo che
dod=0o0od.
Lemma XIX.1.3. Sia M una varieta differenziabile paracompatta. Sia % =
{U;}icr un ricoprimento aperto di M. Allora

(1) per ogni f, € ZUU ,R) esistono una successione { fqh_h} ed un elemento
f? con le proprieta:

[l €T w9, h=0,1,....9-1
f1e Z49M),

(19.1.7) fo =81,
dfl =01, h=0,....,q-2,
dfy™" = dof.
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(2) Se f;, € BUU,R), ed {f;’_h}, f? soddisfano le (19.1.7), allora f9 €
BIUM).

DmostrAZIONE. (1).  Costruiamo le fq’l_h_] per ricorrenza su h. Per h = 0,
osserviamo che f, € 9% ,R) ¢ ZUU ,2°). Possiamo quindi definire la fqo_1
utilizzando il Teorema} perché Q° ~ &. Supponiamo di aver costruito
fO fq o confl € CI I N U, per0< j<h<gqg-1con

fq —6f0
dfol_afql 20

fq h+l = 6f;—_hl
dfisl = o, .

Allora
SUfl ) =dodfl,  =d*fl5 =0

e quindi, per il TeoremalXIX.1.1|esiste f;_*h]_z € €I 2( , Q") tale che
he1 h
o q+h 2= dfq—h—l
Dopo aver ottenuto le fh_h_] perh=0,...,q— 1, osserviamo che
dfi? =of1" = 8dfi Yy =dodfl =PfI =0,

Per il Corollario[XIX.1.2[ vi & allora una f? € Q9(M) per cui do(f?) = d fg .
Chiaramente f4 € Z9(M).

(2).  Esaminiamo dapprima il caso ¢ = 1. Abbiamo allora f; € 2 (% ,R),
I3 e U, &), f e (M) ed

fl = 6f(§)9

dfy) = dof".
Se fi = 8gp, con gy € ‘50(% R), allora 6(f0 - go = 0 ed esiste quindi una
g € &(M) tale che fO = 60(g). Questacidadg = f!.

Supponiamo ora che q >2eche f, = 0g,1,cong, | € €Y% ,R). Asse-
gnata una sequenza { f " n_110<h<g-1, costruiamo un’altra seguenza {gq - 0<h<q—2s
con

qu e €12y, Q", per h=0,...,q-2,

£ = 8- 1+6gq 2

k —dg +6g

g—h—1 per h=1,...,q-2.

th q—h-2’

Ragioniamo per ricorrenza. Abbiamo

S(fy ) —8g-1) = fy—fy=0=3g) , € €U, ) tc. [ =gq +0g_,
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Se abbiamo definito le g; _j-o ber j=0,...,h < g-2, abbiamo

Sf ity =df) = d®g) ) =ddg) ;)
= At € G, QY e £, =dgh 88,
per il Teorema[XIX.1.1] Otteniamo allora
dff~ = dff = d(dgf ) = d(dgh )
= 3¢ e QM) te. £ —dgl™? = 8p(g?h).
Abbiamo allora f¢ = dg?~!. La dimostrazione & completa. O
Otteniamo cosi il

Teorema XIX.1.4. Sia M una varieta differenziabile paracompatta ed % un suo
ricoprimento aperto. Allora per ogni q la (19.1.77) definisce per passaggio ai
quozienti un omomorfismo

(19.1.8) Aq : H(% ,R) — HYM).

L’omomorfismo Ay & un isomorfismo e A iniettivo, per ogni ricoprimento % di M.
DimosTtrAZIONE. Per ¢ = 0 la Ag & I’identita tra i due gruppi, identificati allo

spazio delle funzioni reali localmente costanti su M. Il fatto che I’omomorfismo

A sia definito per g > 1 ¢& stato dimostrato nel Lemma|XIX.1.3| Dimostriamo I’i-
niettivitd di A;. Siano quindi f; € ZY % R), f) € €%, &), f1 € (M)

ed
fi =8f3,
dfy) = dof".
Se f! = dg® per qualche g° € € (M), otteniamo
d(fg - 30(g”) = o(f" - dg®) = 0.
Quindi
fo =008 € € R), e 8(f7 —d0(g”) =d(fy) = fi.
Ci0 dimostra che A; € iniettiva. O
Esempio XIX.1.5. Consideriamo il ricoprimento % = {Uj, U,} del toro T? =
R?/Z?, ove U; ed U, sono gli aperti
Uy =rn({(x,y) | 3 <x<3), U=n{xy) |x-3¢Z)),
overn :RZ 5 T%¢1la proiezione nel quoziente. Osserviamo che Uy N Uy = Uj»
ha due componenti connesse. E quindi (% ,R) ~ R2, €' (% ,R) ~ R2. Poiché
R(T?) =R,1ad : €%(%,R) = €' (% ,R) harango 1. Quindi H'(%,R) ~ R?/R =~
R. Lapplicazione A; : H'(%,R) — H'(T?) & quindi, in questo caso, iniettiva e

non nulla, ma non surgettiva.

Teorema XIX.1.6. Sia M una varieta differenziabile ed % = {U; | i € I} un
suo buon ricoprimento. Allora I’omomorfismo (19.1.8) & un isomorfismo per ogni
q=0.
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DivosTrAZIONE. Abbiamo osservato che 4, € un isomorfismo per g = 0.

Sia f!' € Z'(M). Poiché gli aperti di % sono contrattili, esiste una f(? €
ENU , &) tale che

dfy = dof".
Allora & f(? soddisfa
ddf)=080df) =808 f' =0

e quindi f] = éfé) e YU ,R).

Se fosse f! = dg° per qualche g € QM) = &M), avremmo

dof' = do(dg") = d 0 do(8”) = dfy = uy = /3 — do(8") € €X(% . R).

dug = dfy = fi € B (U R).
La corrispondenza
- R — 8
eZ\ (M) €EN(U Q) eX (% R)
definisce quindi per passaggio al quoziente un’applicazione v : H' (M) — H (% ,R)
che inverte la ;.
Generalizziamo questa costruzione e costruiamo, anche per ogni ¢ > 2, un’ap-
plicazione v, : H1(M) — H9(M,R) che inverta la A,.
Sia f9 € Z4(M), con g > 2. Dico che esiste una successione
(19.1.9) it e w. @), e ., . £ e €T . Q)
tale che
dfi™ =804,
dri =9 qfl’
(19.1.10) U Jo

0 _ sl
dfq_1 = 6fq_2.
Infatti, poiché gli U; sono contrattili, per ogni i € I possiamo trovare una forma
£ e @7\(U)) tale che
dff™" = fly, Viel
Possiamo quindi definire fg_l = ( fl.q_l),-el e €%%,Q1"). Supponiamo per

. . . -1 —h-1
ricorrenza di aver definito foq e, hq con

ft e, @Y, 0<r<h,

dfi™ =80 f4,
dri =% S 1<r<h.
Abbiamo
—h—1 ~h-1 —h
dodfl ™ =dodfl™ =8f=0
e quindi

AP e N w77 taleche dff T =of0 "
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Abbiamo quindi ottenuto la successione (19.1.9). Sia
fo=0f),.
Poiché
2 4l
dfy=dodf) =dodf)  =&f ,=0,
8fy =8 f) =0= f, € ZUU,R).
Per dimostrare che la classe di coomologia definita da f, in H9(% ,R) dipende
solo dalla classe di coomologia di f, & sufficiente verificare che, se (19.1.9) & una
successione che soddisfa (T9.1.10) ed 9 = dg?~! per una g¢~! € Q4-1(M), allora
fq € $B9(% ,R). Abbiamo infatti
f1=dg" = d(ff - dog? ™) =0
= gl e O U, 97?) te. fIT - 005! = dgl”
= dfi = 8f17 = 8(d0g?™! +dgl ) = do0dg! T = dogl”
= d(fi77 - 8gi =0
= Elg?_3 e\ (w, 23 te. ff’_2 - 6gg_2 =dg!” = ...

. . . . . —r-2 —r—
Possiamo cioé costruire per ricorrenza una successione g7 ' - € €' (% ,Q177?),
perr=0,1,...,q— 2 tale che

f1=dgi™!,
i = dogt! = dgf
frq_r_1 - 6gq_r_l = dg(rf_r_2 1<r<q-2.

r—1
Abbiamo allora
df) . =8f, ,=ddg) , = d(f), - dg) ,) =0
= &¢-1 = f(?_1 - 682_2 € %q—l(%’g),

da cui f; = 8g,-1. Quindi la (I9.1.9), (19.1.10) definisce un’applicazione
(19.1.11) 1/ HY(M) — HY(%,R),

che, per le (I9.1.10) ¢ I’inversa di A,. o

Osservazione XIX.1.7. Si possono costruire buoni ricoprimenti di M a partire da
una sua triangolazione. A partire da una triangolazione %" di M, ad ogni vertice
P € J#p possiamo associare I’aperto U, formato dall’unione di tutte le parti interne
relative dei simplessi di J#” che contengono p, ovvero la parte interna della stella
di pin J¢. La famiglia {U, | p € %} ¢ allora un buon ricoprimento, localmente
finito, di M.
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Esempio XIX.1.8. Otteniamo un buon ricoprimento della sfera S” nel modo se-
guente.

Consideriamo la frontiera di un simplesso (n + 1)-dimensionale X circoscritto
esiarm: X — §" I’omeomorfismo ottenuto per restrizione dalla proiezione

R’l”\{()}axaﬁes'ﬂ
X

Siano Fy,..., F, le facce di . Allora gli
U =nloc\F), i=0,...,n

sono gli aperti di un buon ricoprimento di S”. Abbiamo allora
e R) ~ R ~ AR

Per descrivere questo isomorfismo, Fissiamo una base ey, . . ., e, di R**!, e faccia-
mo corrispondere ad (x;, ;) € ¢ " ,R) I’elemento

E Xig,...in€io N+ A€,
0<ip<--<ip<n 10--th =10 th

Abbiamo allora un diagramma commutativo
13}
U R) —— CNU.R)

:l lz

AhR"‘H , Ah+1Rn+l
enN-
perO<h<n-1l,cone=¢y+ - +e,.
Si verifica facilmente che

AhRn+l en- Ah+an+l en- Ah+2Rn+l

¢ esatta per 0 < /& < n. Ne ricaviamo un’altra dimostrazione del fatto che

R = O’ B
HI(S"y ~ HI(% Ry ={ = 4= 20
0 altrimenti.

XIX.2. Prolungamento di sezioni

Teorema XIX.2.1. Sia . - X un fascio su uno spazio paracompatto X. Se Y ¢
un chiuso di X ed sy € L (Y), allora esiste un intorno aperto U di Y in X ed una
sezione sy € S (U) tale che syly = sy.

DimosTtrAZIONE. Poiché X ¢ paracompatto, possiamo trovare un ricoprimento
aperto localmente finito % = {U;}ie; di Y in X tale che per ogni i € I vi sia una
sezione s; € . (U;) tale che silyny, = Sylyny,. Fissiamo un altro ricoprimento
aperto ¥ = {Vi}ies di Y con V; C U; per ogni i € I. Osserviamo che, se i, j € I, gli
insiemi

F,',j ={peVin Vj | Si(p) # Sj(p)}
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sono chiusi che non intersecano Y. Poiché la famiglia {F; ;}; je; ¢ localmente finita,
I'unione F = |J; je;Fi,j € un chiuso che non interseca Y. Allora

U= Uie[vi\F

¢ un intorno aperto di Y in X e possiamo definire su U una sezione sy € .#(U) con
syly = Sy ponendo
sy=s; su V;\F.

XIX.3. Fasci molli

Definizione XIX.3.1. Un fascio d’insiemi .7 — X si dice moll 0 soﬁ‘lc se,
per ogni chiuso Y di X I’applicazione di restrizione

(19.3.1) L (X)> s — sly € L(Y)
¢ surgettiva.

Esempio XIX.3.2. Per il Teorema [XI1X.2.1|Ogni fascio fiacco ¢ molle.

Esempio XIX.3.3. Se X ¢ paracompatto, il fascio € dei germi di funzioni reali
continue su X € molle.

Sia infatti ¥ un sottoinsieme chiuso di X ed s € €(Y). Per ogni punto g € Y,
esiste un intorno U, di g in X ed una oy, € €(U,) tale che (o)) = s(p) per ogni
p € Y N U,. Consideriamo il ricoprimento aperto % = {U, | ¢ € Y} U{X \ Y}
di X e sia {4} U {x«} una partizione continua dell’unita su X con suppx, C Uy,
suppx» € X \ Y. Allora

S(p) = o
()= 2 oy PITaP)
¢ una funzione in ¢'(X) con §(,) = s, perogni p € Y.

La proprieta di essere molle ¢ una proprieta locale. Abbiamo infatti
Proposizione XIX.3.4. Sia .%7 5 X un fascio su uno spazio paracompatto X. Se
ogni punto p € X ha un intorno aperto U, in X tale che
YF chiuso in X e contenuto in U), la restrizione /(U,) — S (F) é surgettiva,

allora . é molle.

DmostrAZIONE. Sia Y un chiuso di X ed sy € .¥(Y) una sezione di .¥ su Y.
Possiamo allora trovare un ricoprimento aperto localmente finito % = {U;}ie;y di X
tale che:

(1) perognii € I con U;NY # 0 esiste una s; € .7(U;) tale che slyny, =

S|mU,&
(2) per ogni i € [ ed ogni chiuso F di X tale che F C U; la restrizione
LUy —» L(F) & surgettiva.

Un francese mou.
In inglese, soft.
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Fissiamo un raffinamento ¥ = {V;}ic; di % con V; C U; per ogni i € I e poniamo,
per ogni sottoinsieme J di /,
Fy= UieJVi'

O ={(s;,NIJcCl, s;eL(Fy), silynr, = Sylynr,}-
Definiamo su ® la relazione d’ordine

Sia

(s7,J) < (sx, K) &= J C K, sklr, = sy.

Chiaramente @ ¢ non vuota e induttiva. Essa ha pertanto un elemento massima-
le (sy,,Jo). Dimostriamo che Jy = I. Se cosi non fosse, fissiamo iy € I\ Jo.
Consideriamo allora la sezione

& = Sy, su FjoﬂFiO,
S; su F,’OQY.

Poiché F;‘O = (Fj, N F;) U (F;j, NY) ¢ un chiuso contenuto in Uj,, per ipotesi
possiamo prolungare s;‘o e S (F Z)) ad una sezione §;, € .(U},). Allora

_fsn su Fy,
SJotio) = Si, su Fj
io io

definisce un elemento (sz,ui}» Jo U {io}) di @ con (s5,uti), Jo U lio}) = (54, Jo).
Abbiamo ottenuto una contraddizione, che dimostra che Jy = I. La dimostrazione
¢ completa. O

Proposizione XIX.3.5. Supponiamo che X sia paracompatto e sia

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani. Se .’ ¢ molle, allora la succes-
sione

(19.3.3) 00— YX) — X)) — "X) — 0
e esatta.

DimosTrRAZIONE. L'esattezza in .#’(X) ed in .(X) ¢ conseguenza della defini-

zione di fascio. E quindi sufficiente dimostrare che .7 (X) L <" (X) ¢ surgettiva.

Sia 5”7 € . (X). Per ipotesi, possiamo trovare un ricoprimento aperto % =
{U;}ier di X, che possiamo supporre localmente finito per la paracompattezza di X,
e sezioni s; € .¥(U,), tali che

;b(si) = S"|U,., Viel
Sia ¥ = {V;}ie; un ricoprimento aperto di X con la proprieta che V; C U; per ogni

i € 1. Bene-ordiniamo / e dimostriamo che, posto ¥; = | J jSiVj, ¢ possibile trovare
una famiglia di sezioni

(1934) O € <5”(Y,) tali che I,D(O',) = S“lyi, O'ilyj = O—jle se J <.

Infatti, sia J I’insieme degli indici & € I per cui si possono costruire le o; € .7 (Y;),
per i < h, in modo che valgano le (I19.3.4) per i < h. L’insieme J & non vuoto
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perché contiene il minimo di /. Supponiamo per assurdo che J # I. Sia allora Ay il
minimo di 7\ J. L'unione Y’ = {J;<p, V; & un chiuso di X perché unione localmente
finita di chiusi. Definiamo una sezione ¢’ € .#(Y’) ponendo

O"|Yl. = O-ilYi per i< ]’l().

Poiché .¥ & molle, esiste una sezione ¢ € .¥(X) tale che o = §’|y. Osserviamo
ora che ¢(6 — sp,) & definita e si annulla in tutti i punti di V,, NY’. Per I'esattezza di
(19:3.2) esiste allora una sezione s” € .’ (V;,,NY’) tale che (&’—sho)l‘-,homy, = ¢(s").
Poiché .’ &€ molle, esiste una §’ € .%’(X) tale che s’ = §’|Vhomy,. Definiamo allora
I’elemento o, ponendo

o su Y; se i< hoy,
hy = - -
"0 Sho + ¢(S’) su Vho-

Allora o, € .7 (Y},) e la famiglia {0 | i < ho} soddisfa le (19.3.4) per ogni i < hy.
Quindi Ay € J ci da una contraddizione e dimostra che ¢ possibile definire una
famiglia {o; | i € I} che soddisfi le (19.3.4)) per ogni i € I. Otteniamo allora

Y(s)=s", con se.”(X) definito da sly, = oy, VYiel.

Teorema XIX.3.6. Siano X uno spazio pracompatto e

(19.3.5) 0 o B 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Se .’ ed ./’ sono molli,
anche " é molle.

DmosTrAZIONE. Sia Y un sottoinsieme chiuso di X ed s/ € " (Y). Per la
Proposizione|XIX.3.5] esiste una sezione s € .#(Y) tale che a(s) = s”. Poiché .
¢ molle, abbiamo s = 3|y per una sezione § € .¥/(X). Allora § = a(§) € " (X)
ed sy = 5. O
Teorema XIX.3.7. Se

<}

(19.3.6) 0 S0 N

P

e una successione esatta di fasci molli di gruppi abeliani, allora anche la succes-
sione

(19.3.7) 0 —— .79X) _b Z1(X) LN LX) — -
e esatta.

DimMosTRAZIONE. Lesattezza in .#%(X) & conseguenza della definizione di fa-
scio.
Per ogni intero & > 0, per ipotesi la successione esatta corta di fasci

d
0 —— kerd, —— " ., kerd,,; —— 0.
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¢ esatta. Poiché ker dg ¢ il fascio nullo, che & banalmente molle, segue per ricorren-
za, dal Teorema|X1X.3.6| che ker 9 ¢ un fascio molle per ogni intero 4 > 0. Otte-

niamo quindi per ogni intero 4 > 0, per la Proposizione|XI1X.3.5] una successione
esatta di fasci

0 —— kerd,(X) —— LX) LN ker 8;,41(X) —— 0,

che dimostra I’esattezza di in $"(X). O

Sia . un fascio di gruppi abeliani su uno spazio topologico X ed % = {Ui}ics
un ricoprimento aperto di X.

Definizione XIX.3.8. Se s € .¥(X), chiamiamo partizione di s su X subordinata
ad 7/ una successione {s;};c; C .¥(X) tale che

(19.3.8) supp s; C U;, {supp s;}ie; € localmente finita, s = Z,els,-.
14

Abbiamo

Teorema XIX.3.9 (Esistenza di partizioni). Se X & uno spazio paracompatto ed .
un fascio molle di gruppi abeliani, allora, per ogni ricoprimento aperto % di X ed
ogni s € .#(X) esiste una partizione di s su X subordinata ad ¥ .

DimosTtrAZIONE. Sia ¥ = {V} jc; un raffinamento localmente finito di %, con
funzione di raffinamento j — i; e_Vj C U,-J. per ogni j € J. Siano {Wj}jcs, {Gj}jes
altri ricoprimenti aperti di X con W; C G; C G; C V; perogni j € J.

Bene-ordiniamo I’insieme J e dimostriamo per induzione transfinita che &
possibile trovare sezioni o; € .¥(X) con suppo; C V;e

hsjo'h(p) =5Sp» VYDE Uhsth'

Per ogni j € J, poniamo Y; = UthV_Vh U CGj. Gli insiemi Y; sono chiusi perché
unione localmente finita di chiusi. Se jy = min J, definiamo s;‘.o € /(Y},) ponendo

s su V_Vjo,
S. =
10 suCGy,

Poiché . & molle, esiste una sezione sj, € .7’ con o jly; = 7 .
Supponiamo che j > jj e di aver costruito o, per ogni i < j. Definiamo allora
una sezione s;‘. € /(Y;) ponendo

s — Zh<j0_j su Wj,
0 su CGj U Uh<jWh'
La sezione ¢ ben definita perché

(s - Zh<j0-j)(p) =0p). VYpeW;n (Uh<jWh)-
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Poiché . ¢ molle, esiste una sezione o ; € .(X) tale che s’J". = 0 jly;- Chiaramente
suppo; C G j € V;. Cio dimostra I’esistenza della successione {0} ;c;. Bastera

allora porre
s = Z O- .
! =i/

per avere la (19.3.5). o
Dal Teorema[XTX.3.9|ricaviamo immediatamente:

Teorema XIX.3.10. Se o7 ¢ un fascio d’anelli molle sullo spazio paracompatto X,
allora ogni fascio di </ -moduli su X ¢ molle.

DIiMOSTRAZIONE. Siano .# un fascio di .«/-moduli su X, Y un chiusodi X e u €
A (Y) una sezione di .# su Y. Esistono allora un ricoprimento aperto % = {U,}ies
di Y in X e sezioni y; € #(U;) tali che u;ly,ny = plu,ny per ogni i € I. Per il
Teorema[XIX.3.9esiste una partizione {x;} U {y.} di 1 € 27 (X) su X subordinata al
ricoprimento % U {X \ Y}. Definiamo

o = WX su Ui
' 0 suX\U,.
Allora
=) aiedX) e fly=p

XIX.4. Fasci fini

Definizione XIX.4.1. Un fascio .7 di gruppi abeliani su uno spazio topologico X
si dice ﬁneﬂ se il fascio Homz (., .¥’) € molle.

Teorema XIX.4.2. Sia X uno spazio paracompatto.

(1) Ogni fascio fine e su X e molle.
(2) Siano ., 7 due fasci di gruppi abeliani su X. Se . ¢ fine, allora anche
S ®z T e fine.

XIX.5. Fasci differenziali
Sia X uno spazio topologico.

Definizione XIX.5.1. Un fascio graduato su X ¢ il dato di una successione .o/ =
(&™) ez di fasci.
Siano 7" = (" "pez, B* = (Bn)nez due fasci graduati su X. Un morfismo di
grado k tra o/* e Z8* & una successione (" : /" — Z8"**) di morfismi di fasci.
Un fascio differenziale su X ¢ il dato di un fascio graduato di gruppi abeliani
" = (F"")pez su X e di un morfismo di fasci abeliani di grado &

(19.5.1) (*,8%) = (" : A" — "),z

3Inglese: fine; Francese: fin
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tale che

(19.5.2) 3 od" =0, VneZ
Associamo ad un fascio differenziale (&7*, %) i fasci

(19.5.3) D", 8) = ker ("~ I,
(19.5.4) B (t*,8") = Im (7" * o "),
(19.5.5) HONA*, 8% = F(A*, )| B (A, ).

11 fascio 7" (o/*, &%) si dice il fascio derivato di grado n di (</*, d").
Considereremo nel seguito, per semplicita e senza perdita di generalita, soltan-

to differenziali di grado 1.

XIX.6. Risoluzione d’un fascio
Sia 7 un fascio di gruppi abeliani di base X.
Definizione XIX.6.1. Una risoluzione coomologica di o7 & una successione esatta
di fasci di gruppi abeliani della forma

&0 8! &%

(19.6.1) 0 o — L 0 2 P2
Esempio XIX.6.2 (Cocatene di Alexander-Spanier). Sia X uno spazio topologico
ed A un gruppo abeliano. Per ogni intero non negativo n, associamo ad ogni aperto
U di X il gruppo abeliano delle applicazioni f : U"! — A. Otteniamo cosi un
prefascio canonico, associato al fascio .#"(X, A), che si dice il fascio delle cocatene

di Alexander-Spanier di grado n di X a valori in A.
Ad f: U™ — A associamo I’applicazione 87, f : U"*? — A definita da

(19.6.2) O"f)(x0y -+ s Xp41) = Zzz(l)(—l)hf(xo, s Xy ey Xt 1)
Da questa otteniamo un morfismo di fasci di gruppi abeliani

(19.6.3) 8" FUX,A) — FUX, A).

Indicando con A il fascio semplice di base X e fibra A, abbiamo

(19.6.4) A =ker(8°: Z9X, A) - .Z(X, A)).

La

0 1
(19.65) 0 A — FOX,A) — FI(X,4) ——s FAX,A) > -

¢ una risoluzione del fascio semplice A su X.
Siano infatti n > 1 ed f : U"! — A. Fissato un qualsiasi punto X € U,
poniamo
g:U" "2 (xo,...,%0-1) — f(X, x0,...,%,-1) € A.
Otteniamo allora

O 00, X) = Y (=D (X0, T )
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= f(x0,---»%n) = QUSIE, X0, - - - » Xn)s
e quindi 6’[’]‘1g = fsed},f=0.
XIX.7. Risoluzione canonica d’un fascio

Sia o7 un fascio di gruppi abeliani sullo spazio topologico X. Per ogni aperto
U di X indichiamo con

(19.7.1) FONU, )={s:U > o | nos=idy}

il gruppo abeliano delle sezioni (non necessariamente continue) di .7 su U. Allora
U — Z%U, <) & un prefascio canonico. Il fascio associato, che indicheremo con
F9(47), & un fascio fiacco, ed abbiamo un’inclusione canonica

(19.7.2) J: o — FoUA).
Definiamo per ricorrenza:
PN ) = FUA)] FN) = FUZL ()
P = TN LN (A), T ) = FULHA))
() = FN D) 2N (), FNd) = FULNA))
2N ) = F ()| 2 (A), F N ) = FUL™N ().
Abbiamo degli omomorfismi naturali
(19.7.3) " FNA) — F (),

che si ottengono componendo la proiezione nel quoziente
TN ) — 2N ) = TN L)
con I’inclusione
P (o) > TP (o)) = FH (o).
Dalla costruzione che abbiamo descritto si ha
Teorema XIX.7.1. Per ogni fascio </ di gruppi abeliani la
1974) 0L L ) L P ) 2 P -

¢ una risoluzione del fascio </ mediante fasci fiacchi.



CAPITOLO XX

Appendice: Esponenziale di matrici

XX.1. Spazi di matrici

Sia k un campo ed indichiamo con k™" lo spazio vettoriale di dimensione mn
su k delle matrici a m righe ed n colonne a coefficienti in k.

Definizione XX.1.1. Sia A € C™" una matrice m X n complessa:

aig ai ... aiy
A= any ay)y ... djp c men
aml Adm2 ... Amn

La trasposta della sua coniugata

a; ax ... am
A = ap axy» ... ay < cm
aiyp Q... Qmp

si dice ’aggiunta della A.
Date due matrici A = (a;;) ¢ B = (b;;) in C"" poniamo

(A|B) = trac(B*A) = i Zn: Z),‘jd,‘j.

i=1 j=1
L applicazione
C™"x C™" > (A,B) - (AIB) € C
definisce su C"™" un prodotto scalare Hermitiano. Indichiamo con
Al = V(AIA) (per AeC™m)
la norma associata e consideriamo su C™*" la relativa distanza:
d(A,B) =|A - B|se A,B € C"™".

Teorema XX.1.2. L’applicazione C"™" 3 A — A* € C™" ¢ un’isometria anti-C-
lineare.

L’applicazione C"™" 5 A — 'A € C"™™ ¢ un’isometria C-lineare.

La moltiplicazione righe per colonne definisce un’applicazione analitica

C™" % €™ 5 (A, B) > AB € C"™

355
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e si ha inoltre
IAB| < |A| - |B] YA e C"™" VB e C™k,

DimostrAzZIONE. La verifica delle prime due affermazioni ¢ immediata.
Per verificare I’ultima, scriviamo

t

Ay

_ . _ 1 k 1 k n
A= e B=(B,..,B) con Ay, ..,A,;,B,.. B eC"
t
Am

ABP = > NAlB)o? < Y 1AR Y 1B/ = 141 - 1B,
ij i j

ove abbiamo indicato con (-|-)c» € con |- | rispettivamente il prodotto scalare Hermi-
tiano canonico di C" e la norma ad esso associata. Da questa diseguaglianza segue
la tesi. O

Allora

Lemma XX.1.3. Siano m, n interi positivi. Data una matrice complessa A € C"™"
poniamo
lAll = sup{|Av| ; v e C", | =1} .
Allora
C™™3A - ||Al e R

e una norma equivalente a | - |.
Inoltre, se k ¢ un altro intero positivo, vale la diseguaglianza:

() IAB|| < [All- 1B~ YAeC™", BeC™.

DimosTtrAZIONE. Poiché tutte le norme definite su uno spazio vettoriale di di-
mensione finita sono equivalenti, basta dimostrare che || -|| € una norma su C"™*",
A questo scopo osserviamo innanzi tutto che, per il teorema di Weierstrass, poiché
I’applicazione §2-1 5y — |Av| e Re continuae S¥ ! = {v e C*|]y| = 1} &
compatto, per ogni A € C"™" possiamo trovare un vettore v4 € S2"~! tale che

[Aval = [IA]l.

Da questo si deduce che || - || ¢ ben definita e si ricava immediatamente che
A >0 0£AcC™" e |0]=0.
E ovvio che
lAA]l = 4] lIA]l YA€ C, YA e C™",
Per concludere, dimostriamo la subadditivita. Fissate A, B € C"™" abbiamo, per un
vettore v4.p € S L
lA + Bll = (A + B)va+sl < |Avasp| + |Bvass| < |All + ||B]].

Siano A € €™, B € C™. Se B = 0, la () & banalmente vera. Se B # 0,
allora possiamo trovare un vettore wuap € Ck tale che |wag| = 1, Bwag # O e
IAB|| = [(AB)wg4g|. Risulta allora:

“|Bwap)l < l|A]l - [1B]l.

B
IABI = [(AB)(wap)| = ‘A(M)

|B(wap)|
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Definizione XX.1.4. Fissato un campo k, nel seguito useremo le notazioni:
ol (k) = k™"
sl,(k) = {A € K" | trac(A) = 0}
GL,(k) = {a € X" | deta # 0} (gruppo linerare su k)
SL, (k) = {a € K" | deta = 1} (gruppo speciale linerare su k)

Se k € uno dei campi C o R, su ciascuno di questi insiemi consideriamo la topologia
. . . 2
di sottospazio di C™" ~ C"",

Teorema XX.1.5. Con le operazioni di prodotto righe per colonne di matrici,
GL,,(C) e GL,,(R) sono gruppi topologici.

DivosTtrAZIONE. Per il Lemma|[XX.1.3| il prodotto
GL,(C) x GL,,(C) > (a,b) — ab € GL,(C)

¢ un’applicazione continua.

La topologia di gl,,(C) coincide con la topologia Euclidea di c”. In particolare
I’applicazione determinante

gl,(C)3 A — det(A) e C

¢ continua. Indichiamo con M j.(A) il determinante della matrice (n — 1) X (n — 1)
ottenuta sopprimendo dalla matrice A € gl,,(C) la j-esima riga e la i-esima colonna.
Le applicazioni

gln(C)aA—>M§(A)ec, 1<i,j<n
sono continue. E allora continua I’applicazione
GL,(C) 3 a — (-1)"/(deta)”' Mi(a) e C

che associa a una matrice invertibile a il coefficiente sulla riga i-esima e la colonna
j-esima della sua inversa a~! e quindi & continua 1’ applicazione

GL,(C)3a - a! € GL,(C).

Questo dimostra che GL,(C) & un gruppo topologico.
I gruppi SL,(C), GL,(R), SL,(R) sono gruppi topologici perché sottogruppi
di GL,(C). O

XX.2. La decomposizione di Wedderburn

Nella proposizione che segue descriviamo la decomposizione di Wedderburn
di un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo di
caratteristica zero.
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Teorema XX.2.1 (Decomposizione di Wedderburn). Sia k un campo di caratte-
ristica zero. Per ogni A € gl (k) sono univocamente determinate una S € gl,(k)
semisempliceﬂe una N € gl,(k) nilpotente tali che

(20.2.1) A=S+N e [S,N]=SN-NS =0.

Gli endomorfismi S ed N sono polinomi di A.
Se a € GL,(k), sono univocamente determinate una matrice semisemplice
s € GL,, (k) e una matrice unipotenteﬂv € GL,, (k) tali che

(20.2.2) a=sv=yvs.
Risultano s,v € k[a].

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con n I’ideale di k[A] generato dai suoi elementi
nilpotenti. Se py (1) = pll‘1 --- pf,;”(/l) ¢ la decomposizione del polinomio mi-
nimo w4 (A) di A in prodotto di potenze di primi distinti, indichiamo con f(1) =
p1(A) -+ ppu(A) il prodotto dei primi distinti contenuti in p4(A). Allora n & I’ideale
principale generato da f(A) = p1(A) - - pu(A).

Dimostriamo per ricorrenza che per ogni intero positivo k € possibile determi-
nare un Ay € k[A] tale che

(%) Ar=A—-N; con Npyen, [f(Apen

Per k = 1 possiamo scegliere A; = A. Supponiamo di aver ottenuto Ay, ..., Ag
che soddisfino (), e cerchiamo Ayy; nella forma Ay = Ay + T, con T € k.

Utilizzando la formula di Taylor otteniamo:
J(Ak1) = f(Ar+T)
=fAD+ fA)T + Ty

con T; € n?* ¢ n**!in quanto f(Ars1) — f(Ax) — f/(Ax) T = T?B per qualche
matrice B € gl, (k). Osserviamo ora che, poiché A, differisce da A per una matrice
nilpotente di k[A], il suo polinomio minimo uy4, (4) ha gli stessi fattori primi di
1a(2). Poiché f(A) contiene solo fattori primi semplici, (1) ed f’(1), e quindi
anche pi4,(2) ed f’(A), sono primi tra loro. Quindi f"(Ax) ¢ invertibile. Otteniamo
percio la (x) per Az, scegliendo

T =-(f'(40)" f(4p) € .
Poiché n" = 0, otteniamo la decomposizione cercata con S = A,, N = N,. Infatti
f(A,) € n" = {0} ci dice che il polinomio minimo u4, di A, € proprio f(4) e
quindi A, ¢ semisemplice perché il suo polinomio minimo contiene solo fattori
primi semplici.

'Un endomorfismo S si dice semisemplice, o completamente decomponibile, se ogni sottospa-
zio S -invariante ammette un complementare S -invariante. Un endomorfismo S & semisemplice se e
soltanto se il suo polinomio minimo yg ¢ prodotto di fattori primi semplici. Da questa caratterizza-
zione segue che un endomorfismo S € gl,(k) ¢ semisemplice se e soltanto se ¢ semisemplice come
elemento di gl(n, k) per una qualsiasi estensione k di k, ed in particolare se & diagonalizzabile in un
corpo di spezzamento del suo polinomio minimo. Da ci0 segue che la somma di due endomorfismi
semisemplici che commutano tra loro ¢ ancora semisemplice.

2Una matrice v si dice unipotente se la matrice v — e ¢ nilpotente.
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Dimostriamo ora I’unicita. Se §’, N’ sono due endomorfismi, il primo semi-
semplice e il secondo nilpotente, con A = S’ + N' ed S’N’ = N’S’, osserviamo
innanzi tutto che ciascuno di essi commuta con A e quindi anche con gli endomor-
fismi S, N € k[A] trovati in precedenza. Poiché S ed S’ sono due endomorfismi
semisemplici che commutano tra loro anche § — S’ ¢ semisemplice, e poiché N
ed N’ sono due endomorfismi nilpotenti che commutano tra loro anche N — N’ ¢
nilpotente. Quindi S — S’ = N’ — N ¢& al tempo stesso semisemplice e nilpotente e

quindi ¢ nullo. Cid dimostra I’unicita della decomposizione di Wedderburn.

Sia oraa € GL,(k). Esso ha una decomposizione di Wedderburn a = s+N, con
s, N € k[a], per la prima parte della dimostrazione. Bastera allora osservare che la
parte semisemplice s di a & anch’essa invertibile e s~! € k[a]. Quindiv = I+ s~'N
¢ un elemento unipotente di k[a] per cui vale la a = sv = vs. L'unicita della
decomposizione segue dal fatto che, se vale la (20.2.2)), alloraa = s+ s(v — I) & la
decomposizione di Wedderburn (20.2.1) di a. |

Definizione XX.2.2. Se A = S + N ¢ una decomposizione di Wedderburn di
A € gl,(k), I’ endomorfismo semisemplice S si dice parte semisemplice di A e
I’endomorfismo nilpotente N parte nilpotente di A.

Sea € GLy(k),eda = sv =S + N con 5,5 € k[a] semisemplici, N € k[a]
nilpotente e v € k[a] unipotente, chiamiamo s = § la sua parte semisemplice, N la
sua parte nilpotente, v = I, + S "' N la sua parte unipotente.

Nel caso complesso, la decomposizione di Wedderburn si puo ricavare dalla
decomposizione di Jordan: in una matrice di Jordan la diagonale ¢ la sua parte se-
misemplice nella decomposizione di Wedderburn. Mediante il coniugio possiamo
quindi ricondurre la decomposizione di Wedderburn a quella di Jordan.

XX.3. Esponenziale di matrici

Definiamo innanzi tutto 1’applicazione esponenziale per endomorfismi nilpo-
tenti. Sia k un campo di caratteristica zero e sia N € gl,(k) un endomorfismo
nilpotente. Poiché N = 0 se m > n, la serie:

exp(N) = Z T
=0 '

si riduce alla somma finita dei suoi primi » termini:

R h

Nt SN
exp(N):ZH ;)F

Indichiamo con .4 (n,k) I’insieme delle matrici nilpotenti di gl,,(k) e con % (n,k)
I’insieme delle matrici unipotenti di GL,(k). Abbiamo:

Teorema XX.3.1. L’applicazione N — exp(N) é una trasformazione bigettiva di
N (n,k) su % (n, k).
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DimosTrAZIONE. L esponenziale di una matrice nilpotente N & I’endomorfismo
e+ N’ dove N' = 3/~ % IZ, ¢ nilpotente perché somma di endomorfismi nilpotenti
che commutano tra loro. Quindi exp(N) € % (n,k) se N € A (n,k).

Indichiamo con p,(4) il polinomio p,(1) = ZZ;(I) A"/ € k[A] e con gn(A) il
polinomio g,(1) = X122 (=D"A™1/(h + 1) € k[A].

se k = R, essi sono i polinomi di Taylor di grado (n — 1) di e e di log(1 + 1),
rispettivamente.

Poiché Q c k, otteniamo percio che

Pn(@n(D) =1+ 4+ 2"f(1)

per un opportuno polinomio f(1) € k[1]. Ne segue che, data v € % (n,k), la
N = g,(v — e) ¢ una matrice nilpotente per cui p,(N) = exp(N) = v. Cid dimostra
la surgettivita dell’applicazione esponenziale.

Dimostriamo ora 1’unicita. Innanzi tutto osserviamo che, se Ni, N, € A4 (n,k)
ed exp(N1) = exp(NV,), allora ker Ny = ker V.

Se, per assurdo, cid non fosse vero, uno dei due sottospazi non sarebbe con-
tenuto nell’altro e quindi, a meno di scambiare gli indici, potremmo trovare un
vettore v € ker N; N ( ker N». Poiché exp(V2)(v) = exp(N1)(v) = v, otteniamo che

Z‘i Nh(v)/h' = 0. Avendo supposto che w = N(v) non fosse nullo, aviemmo
f(N2)(w) = O con f(A) = 1+ 3~ 2/lh/(h + 1)! € k[4]. Ma allora il polinomio
minimo uy, (1) di Ny dovrebbe contenere un fattore primo di f(4), e quindi un fat-
tore primo che non si annulla per 4 = 0, contro I’ipotesi che N, fosse nilpotente.
Quindi ker N, = ker Nj.

Posto W = ker N = ker N,, possiamo considerare gli endomorfismi nilpotenti
N e N2 definiti da Ny ed N, su k'*/W per passaggio al quoziente. Da exp(N 1) =
exp(Ng) ricaviamo, ripetendo il ragionamento precedente, che ker N; = kerNa,
cioe ker N2 ker N2

Per ricorrenza otterremo allora che ker N{" = ker N3’ per ogni intero positivo m.
Questo ci dice che per una scelta opportuna della base di k", i due endomorfismi
nilpotenti Ny ed N, si possono mettere entrambi in forma triangolare superiore.
Indichiamo con n;(n, k) 'insieme di tutte le matrici triangolari superiori nilpotenti.

Esse formano un anello nilpotente e, posto
Wi k) = (N1 - N[Ny, N € ()},

risulta '} (n, k) = {0}.

Se Ni, N> € n.(n,k) ed Ny — Ny € nk(n,k), allora NT" — N € nk*~1(n, k).
Infatti questo € vero se m = 1 e segue per ricorrenza dall’'uguaglianza: N{" — N}’ =
(Ny = N)NP + Ny(NT=1 = N1y per m > 2.

Se exp(N1) = exp(N;) con Ny, N, € ny(n, k), abbiamo

n—1

() Ny =Ny = > (N5 = N)/h.
h=2



XX.3. ESPONENZIALE DI MATRICI 361

Se fosse N| # N, dovrebbe essere Nj — N, € 1k (n,k) \ n*!(n,k) per qualche

k < n, ma questo contraddice la (1) perché allora il secondo membro apparterrebbe

antl(n, k). O
+ 9

Osservazione XX.3.2. Dalla dimostrazione del teorema segue che, se f ¢ un po-
linomio di k[1] con f'(0) # 0O, ’applicazione n.(n,k) > N — f(N) € gl,(k) ¢
iniettiva.

Teorema XX.3.3. Per ogni A € gl,(C), la serie

converge in GL,(C) e definisce un elemento di GL,,(C). L’applicazione
exp : gl,(C)> A — expA € GL,(C)

e continua e surgettiva.
Se Ay, ..., A, € Csono gli autovalori di A € gl,,(C), ripetuti con la loro moltepli-
cita, allora gli autovalori di exp A sono e, ..., e". In particolare vale la formula

(20.3.1) det(exp A) = A,

Se A, B € gl,(C), allora

(20.3.2) exp(A + B) = exp(A) exp(B) se AB = BA.
Se a € GL,(C) e A € g,,(C), allora

(20.3.3) aoexp(A)o al= exp(acAo a‘l).

DimosTtrAzIONE. Osserviamo che la serie a termini positivi

N 1 h
2 A

e quindi la serie

¢ convergente in gl,,(C), uniformemente sui sottoinsiemi compatti di gl,,(C). Poiché
per ogni polinomio p € C[z] I’applicazione gl,(C) 3 A — p(A) € gl,,(C) & continua,
la funzione exp : gl,(C) —» GL,(C) & continua perché limite uniforme, su ogni
compatto di gl,,(C), di una successione di applicazioni continue.
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Se A, B € gl,,(C) e AB = BA, abbiamo:

o 1 o 1 h!
—(A+B" =) — —— _Ahgh
;‘) h! ZA) h! m%:h hy !

o 1 o 1
= exp(A) exp(B).
Se A =S + N ¢ la decomposizione di Wedderburn della matrice A € gl,(C), la
exp(A) = exp(S + N) = exp(S) exp(N)
da la decomposizione dell’esponenziale di A nel prodotto della sua parte semi-

semplice e di una matrice unipotente che con essa commuta. Osserviamo che, se
A € gl,(C) e a € GL,,(C), allora

(aAa™"' = aA"a™' VheN.
Abbiamo quindi
exp(aAa™!) = a(expA)a™! VA € gl,(C), Ya € GL,(C).

Questa formula ci da la possibilita di calcolare I’esponenziale di una matrice semi-
semplice S utilizzando la sua diagonalizzazione: se a € GL,(C) e

A

aoSoal =

avremo
/11 e/“
exp(S) = exp alo oal=a oa.
/ln e/ln

Chiaramente la matrice exp S ¢ invertibile, ed ha determinante

(A1 +...+4 trac(A)

)l):e

det(expS) =e
La matrice exp N ¢ unipotente ed ha dunque determinante 1. Quindi
det(exp A) = det(exp(S + N)) = det(exp S - expN) = det(expS) = ™A 0

ed expA € GL,(C).

Dimostriamo ora che exp : gl,(C) — GL,(C) ¢ surgettiva. Fissiamo un iso-
morfismo lineare a in GL,(C), e siano s,v € C[a] la sua parte semisemplice ¢ la
sua parte unipotente. Siano Ay, ..., A gli autovalori distinti di s e sia b € GL,(C)
tale che

/lllnl
boso b_l =

Ay,
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con ny + --- + ng = n. Poiché i A; sono diversi da zero, possiamo trovare numeri
complessi yy, .. ., i tali che e = A;. Allora la matrice

/’ll[nl
S=b'lo ob,
,uklnk

poiché la sua restrizione ad ogni autospazio di s ¢ un multiplo dell’identita, appar-
tiene a C[s], e quindi a C[a], ed exp(S) = s. Sia N la matrice nilpotente tale che
exp(N) = v. Poiché §, N € Cla], le due matrici commutano tra loro e quindi

exp(S + N) = exp(S)exp(N) = sv = a.
La dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione XX.3.4. Se A € sl(n,C), allora exp(A) € SL(n,C), ma, se n > 2,

I’ applicazione sl(n, C) AN SL(n,C) non ¢ surgettiva. Consideriamo ad esempio
il caso n = 2. Allora

51(2,C) = {(y_(,)| @B,y € C} .

Per una matrice triangolare superiore in sl(2, C) abbiamo:

sinh @
B\ _ (¢ Bo@ )5 sea#0
exp(g —rz) - (€0 e ¢ ) con  ¢(e) = { wl sea =0.

Consideriamo ora la matrice a = (‘01 _11 ) € SL(2,C). Supponiamo per assurdo vi

sia A € sl(2,C) con exp(A) = a. La A ¢ coniugata di una triangolare superiore B,
e b = exp(B) ¢ allora una triangolare superiore coniugata ad a: poiché b ¢ della
forma b = ( o _"1) conk # 0, e B = (‘5 o ), questo non & possibile: dovrebbe
essere infatti @« = (2h + l)mi con h € Z, e quindi ¢(@) = 0 ed exp(B) sarebbe

diagonale.

Osservazione XX.3.5. Il determinante dell’esponenziale di una matrice reale ¢
I’esponenziale della sua traccia e quindi € un numero reale positivo. Quindi I’espo-
nenziale definisce un’applicazione di gl,,(R) nel sottogruppo normale GL. (7, R)
delle matrici reali invertibili con determinante positivo.

Come nell’osservazione precedente, si pud verificare che la matrice

(_01 _11) € SL(2,R) ¢ GL.(2,R)
non ¢ I’esponenziale di una matrice reale, e che quindi exp : gl,(R) - GL;(n,R)
non & surgettivo, e la sua immagine non contiene SL(#n, R).

Osservazione XX.3.6. Se A, B € gl,(C) sono due matrici che non commutano tra
loro: [A,B] = Ao B—-BoA # 0, in generale non vale la formula di addizione: &
cioe in generale exp(A + B) # exp A o exp B.
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Lemma XX.3.7. Per ogni A € gl,(C) I’applicazione
R >t — exp(tA) € GL,(C)

e differenziabile di classe € e
k
(%) exp(tA) = A* exp(1A) = exp(tA)A* Wk e N.

DmmostrAZIONE. Se t,s € Red A € gl,(C), abbiamo:
exp((t + s)A) = exp(tA) exp(sA) = exp(sA) exp(tA).

Quindi vale la

© - h
exp((t + s)A) = Z %Ah exp(tA)
h=0 "

(o)
h=0
e la serie converge uniformemente in norma su ogni compatto di R X R. La tesi

segue allora dalla formula di Taylor. O

Lemma XX.3.8. Sia A € g1,,(C) tale che exp(tA) € GL,(R) per ogni t € R. Allora
A € gl,(R).

h
7 exp(tA)A" Vi, s €R

=

!

DimostrazIONE. Infatti, da exp(tA) € GL,(R) C gl(n,R) per ogni t € R
ricaviamo, derivando rispetto a ¢ in t = 0, che
Ao d exp(tA) ~ lim exp(tA) — 1
dt =0 t—0
perché gl,(R) ¢ chiuso in gl,(C). O

€ gl(n,R)

XX.4. Matrici Hermitiane

Definizione XX.4.1. Una matrice A € gl,(C) si dice Hermitiana se A* = A, si dice
antihermitiana se A* = —A.

Gli insiemi p(n) delle matrici Hermitiane ed u(n) delle matrici antihermitiane
formano sottospazi vettoriali reali di dimensione n? di gl,,(C) (pensato come spazio
vettoriale reale di dimensione 2n?).

Infatti * : gl,(C) — gl,(C) ¢ un’involuzione, e quindi gl,(C) = p(n) ® u(n), e
la moltiplicazione per I’unita immaginaria i ¢ un isomorfismo lineare che scambia
p(n) con u(n), onde dimgp(n) = dimgu(n).

Definizione XX.4.2. Una matrice u € GL,(C) si dice unitaria se uu* = e, dove e
indica la matrice identita.

Le matrici unitarie sono le matrici di cambiamenti di basi ortonormali per il
prodotto scalare Hermitiano canonico di C". Le matrici unitarie formano un sot-
togruppo di GL,(C), che denotiamo con U(n) e chiamiamo gruppo unitario di
ordine n.
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Lemma XX.4.3. Ogni matrice Hermitiana e diagonalizzabile ed ha autovalori
reali. Se A € p(n), possiamo trovare una trasformazione u € U(n) tale che uAu™" =
uAu* sia una matrice reale diagonale.

DmostrAZIONE. Sia A € gl,,(C) una matrice Hermitiana. Sia A un autovalore di
A e sia v € C" un autovettore relativo a 4. Abbiamo:

AP = (Avh)er = (Ao = (Ao = (e = AP,
dacuid=AedeR.
Se w € C" & un vettore ortogonale a v, allora
(VAw)cr = (Aviw)er = A (viw) = 0.

Quindi il sottospazio dei vettori di C" perpendicolari a v & A-invariante: da questo
fatto si ricava immediatamente che C" ammette una base ortonormale di autovettori
di A. O

Definizione XX.4.4. Indichiamo con P, (n) I'insieme delle matrici Hermitiane de-
finite positive, cio¢ delle matrici Hermitiane che hanno tutti gli autovalori positivi.
Osserviamo che P (n) € un aperto convesso dello spazio vettoriale reale p(n).

Teorema XX.4.5. Se A € p(n), allora exp(A) € P.(n). L' applicazione esponen-
ziale definisce un diffeomorfismo analitico
p(n) 3 A — exp(A) € Pi(n).

DimostrazIONE. Si verifica immediatamente che (exp(A))* = exp(A*). Quindi
I’ esponenziale di una matrice Hermitiana ¢ ancora una matrice Hermitiana ed ¢
definita positiva perché i suoi autovalori sono esponenziali di numeri reali.

Sia a € P, (n). Per ogni numero reale positivo t,la(1 -H)l +ta=1+ta—-1)¢
ancora una matrice Hermitiana simmetrica definita positiva. Essa ammette quindi
un’inversa. La

1 0
(20.4.1) logaz(a—l)f [(1—t)I+ta]_1dt=(a—1)f A-D ' -a)tda
0 —00

¢ una funzione analitica di a. Osserviamo ancora che, se u € U(n), allora
u'la—N[A = DI +ta] ™ u = u'la — Nuu[(1 = DI + ta]'u

= [(u*au) — N[u*((1 = O] + tayu] ™!

= [(u*au) = N[A = DI + tw*au)] ™
Abbiamo percio

u*(loga)u = log(u*au), Yu € U(n), Ya € P.(n).
Utilizziamo questo fatto per dimostrare che logexp(A) = A per ogni A € p(n).
Fissata A € p(n), sia u € U(n) tale che
A
uAu = = diag(1y,...,4,)
An
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sia una matrice diagonale a coefficienti reali. Allora

. . b el -1 et —1
u”(log(exp(A)))u = log(exp(u”Au)) = f(; dlag(1 T te/ln)

_ dia fl eV — 1ydt fl (e Vdt
TR T a1y T -

= diag(4y,...,4,)

e quindi
log exp(A) = udiag(dy,...,A,)u” = A.
Viceversa, se a € P, (n), possiamo trovare una matrice unitaria u tale che
a = udiag(ky,...,k,)u™ con ki,....k, numerireali positivi.

Allora

log(a) = log(udiag(ky, ..., k,) u”) = u log(diag(ky, ..., k,))u*, e

kit 1 1 1
- di dt
{ 'k_l)fo lag(1+t(k1—l) 1+t(k1—1))

g f‘ (ky — 1)dt f (k, — 1)dt
BE\ ) Tt =1 )y T+itk, = 1)

diag(log ki, . ..,logk,).

log(diag(k, ..., k,))

Otteniamo percio
explog(a) = uexp(diag(logky,...,logk,)u" = udiag(ky, ..., k,) u" = a.

Questo dimostra che 1’applicazione analitica log : P.(n) — p(n) ¢ I'inversa di
exp : p(n) — P, (n), che sono quindi diffeomorfismi analitici. O

Definizione XX.4.6. L’applicazione log definita dalla (20.4.1) si dice il logaritmo
Hermitiano di una matrice Hermitiana definita positiva.

Osservazione XX.4.7. 1l logaritmo Hermitiano ha un’estensione analitica in cam-
po complesso, analoga all’estensione del logaritmo al piano complesso privato
della semiretta reale negativa.

Lo spazio delle matrici complesse che non hanno autovalori reali < 0 ¢ un
sottoinsieme aperto Q di GL,(C), su cui la (20.4.1) & ben definita ed analitica. Si
verifica facilmente che log : Q — gl,(C) & un’inclusione analitica e che la sua
immagine ¢ costituita dall’aperto w di g1,,(C) delle A i cui autovalori A hanno parte
immaginaria minore, in modulo, di 7. Abbiamo cioe¢:

Le applicazioni exp : ® — Q elog : & — o sono diffeomorfismi analitici,
inversi I’'uno dell’altro.

Infatti, sea € Qe b € GL,(C), ¢

bllog(a)lb™! = log(bab™").
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Se A € gl,(C) ¢ diagonalizzabile e
bAb~' = diag(Ay,...,4,), con|lmA|<m i=1,...,n,

possiamo trovare numeri complessi ui,...,u, € C\ {x € R | x < 0} tali che
logu; = A;peri=1,...,n. Allora si verifica che

log(b~'diag(uy, . .., un) b) = A.

Se A ¢ una qualsiasi matrice in gl,,(C), possiamo trovare una matrice b € GL,,(C)
tale che bAb™' = S + N, con S diagonale ed N triangolare superiore nilpotente,
con SN = NS (forma di Jordan). Se S = diag(4y,...,4,), con |Im ;| < 7 per
i=1,...,n, siano yy,...,4, € C\{x € R | x < 0} numeri complessi tali che
logu; = A; e u; = pjsed; = A;. Allora s = diag(ui,...,u,) ed n = exp(N)
commutano e si verifica che

log(b~'snb) = b~'(log(s) + log(n))b = b='(S + N)b = A.

In modo analogo, si dimostra che exp(log(a)) = a per ogni a € Q.

Indichiamo con p(n,R) il sottospazio vettoriale reale delle matrici simmetri-
che a coefficienti reali e con P, (n, R) il sottoinsieme di GL,(R) delle matrici reali
simmetriche definite positive. Poiché sia I’esponenziale di una matrice simmetrica
reale che il logaritmo Hermitiano di una matrice reale simmetrica definita positiva
sono matrici reali, otteniamo:

Teorema XX.4.8. L’applicazione esponenziale definisce un diffeomorfismo anali-
tico

exp : p(n,R) » P.(n,R). m|






CAPITOLO XXI
Appendice: Omologia

XXI.1. Notazione

N =1{0,1,2,...} ¢ insieme degli interi non negativi.
(X,A) indica una coppia topologica, cio¢ la coppia formata da uno spazio
topologico X e da un suo sottospazio topologico A.

La coppia topologica (X, @) sara indicata semplicemente con X. Se A = {x}
¢ un singoletto, scriveremo a volte, per semplicita di notazione, (X, x) invece di
(X, {x}).

Se (X, A) ed (Y, B) sono due coppie topologiche con X C Y ed A C B, indichia-

mo con zg)Y(’i)) I’inclusione X — Yed A — B.

— : (¥.B) . - (Y.B)
Se A = scriveremo 1, invece di Iix.0) ©
_ Y : - (Y.0)
se B =0, 1, invece di LX)

Useremo la notazione 4.(X) ed h,(X) invece di h.(X, 0) ed h,(X, 0).

Definizione XXI.1.1. Una triade (X; A, B) di spazi topologici, con A U B = X, si
dice excisiva se

X =intx(A) U intx(B).

Definizione XXI.1.2. Sia f : X — Y un’applicazione continua.

f €una n-equivalenza debole se, per ogni x € X, le applicazioni f; : m;(X, x) —
(Y, f(x)) sono bigettive per h < n ed f. : m,(X, x) — m,(Y, f(x)) surgettive.

f e un’equivalenza debole se ¢ una n-equivalenza debole per ogni n.

Siano (X, A) ed (Y, B) coppie topologiche ed f € € (X, A; Y, B) un’applicazione
continua. f si dice un’equivalenza debole se sia f)f : X 3 x — f(x) € Yche
f f : A3 x — f(x) € B sono equivalenze deboli.

Alcune costruzioni topologiche. Ricordiamo che uno spazio puntato ¢ uno
spazio topologico non vuoto X su cui si sia fissato un punto distinto xo € X. Scri-
veremo nel seguito X, invece che (X, xp), sottintendendo il punto base quando non
vi sia rischio di confusione.

Se X, Y sono spazi puntati con punti base xo € X ed yp € Y rispettivamente,
definiamo:

(21.1.1) XVY=XxY/((XX{y})U({xo} xY)) (bouquetdi X e Y),
(21.1.2) XANY=XXY/XVY (smashdi XeY).

369
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Il bouquet e lo smash (che si dice anche prodotto tensoriale) sono a loro volta spazi
puntati, con punti base corrispondenti alle immagini di (X X {yo}) U ({xo} X ¥) e di
X V Y, rispettivamente.

Siano I = [0, 1], con punto base 1 ed S! = {z € C| |z = 1}, anch’esso con
punto base 1. Dato lo spazio puntato X con punto base xy definiamo:

(21.1.3) CX=XAI (cono ridotto di X)

(21.1.4) TX=XAS! (sospensione ridotta di X).
Cofibrazioni. Un’applicazione ¢ : A — X si dice una cofibrazione se ha la

proprieta dell’ esensione dell’omotopia, se ciog, per ogni spazio topologico Y, per

ogni applicazione continua f : X — Y ed ogni omotopia F' : AX [ — Y di fou,
esiste un’omotopia F' : X X I — Y che renda commutativo il diagramma:

10

A AXIT
foL
F
L Y oxid
V AN
AN
N
N
X XxI,

10
dove abbiamo indicato con 1y I’applicazione A 3 a — (a,0) € A X I.

Esempio XXI.1.3. L’inclusione ¢ : A < X, per una coppia cellulare (X, A), ¢ una
cofibrazione.

Definizione XXI.1.4. Un punto xp di uno spazio topologico X € un punto base non
degenere se I’inclusione {xp} < X & una cofibrazione.

Chiamiamo spazio puntato non degenere uno spazio puntato X il cui punto
base sia non degenere.

XXI.2. Definizione assiomatica

Un’omologia & un funtore covariante

(21.2.1) (A,B) — h.(A,B) = @hl,(A, B)
p=0
dalla categoria delle coppie topologiche a quella dei gruppi abeliani N-graduati,
che soddisfa gli assiomi 1 — 5 seguenti.
Prima di enunciare gli assiomi, ricordiamo che il fatto che A, sia un funtore
covariante significa:

Funtorialita. Se f : (X,A) — (¥, B) ¢ un’applicazione continua, allora sono
determinati omomorfismi di gruppi abeliani

(21.2.2)  fo: ha(X,A) — h,(Y, B), con f.(hy(X,A)) C h,(Y,B) ¥p € N,
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in modo tale che, se idy : (X,A) — (X,A) ¢ I'identita ed f, g due applicazioni
continue con (X, A) L (Y, B) LR (Z,C), allora

(21.2.3) (idx). = idp,(x.4)
(21.2.4) (8o =g«o fu

Gli assiomi che caratterizzano I’omologia sono i seguenti:

1. Assioma d’omotopia. Se f,, fi € € (X, A; Y, B) definiscono la stessa classe
di omotopia in 7(X, A; Y, B), allora fi . = fo«-

2. Assioma della frontiera. Ad ogni coppia topologicaﬂ (X,A) ¢ associa-
to un omomorfismo frontiera (che si dice anche omomorfismo di connessione o
differenziale)

(21.2.5) 0 =dxu : hp(X,A) — h,_1(A)

in modo tale che per ogni applicazione continua f : (X,A) — (Y, B) ed ogni intero
positivo p si abbia un diagramma commutativo

hp(X, A) —L (Y, B)

(21.2.6) ax,Al law
hp-1(A) —— By (B).

3. Assioma di excisione. Se (X; A, B) € una triade excisiva, allora
X.B . ~
(21.2.7) (4 anp)* * hy(A,ANB) —— h,(X, B),

¢ un isomorfismo per ogni p € N.

4. Assioma di esattezza. Per ogni coppia topologica (X, A), abbiamo una
successione esatta lunga di omologia:

(lX)* l(X’A) *
© = hps1(A) — hp+1(X) = hpn1 (X, A) —
6 ( X)* (l(X’A))*
(21.2.8) A —s (X)) —— (X, A) >

Ix.a
— hp1(A) —

Identifichiamo uno spazio topologico X alla coppia topologica (X,0). Quindi £,(X) :=
h,(X,0). Converremo inoltre, per semplicita, che h,(X,A) sia definito per ogni p € Z ed uguale
a 0 per ogni p negativo.
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5. Assioma dimensionale. Se pt ¢ uno spazio topologico composto di un solo
punto, allora

(21.2.9) hy(pt) =0 Vp > 0.

Definizione XXI.2.1. Il gruppo G = hy(pt) si dice il gruppo dei coefficienti dell’ o-
mologia #..

Osservazione XXI1.2.2. Se rafforziamo 1’assioma di omotopia richiedendo in piu
che per ogni equivalenza debole f : (X, A) — (Y, B) lacorrispondente f. : h.(X,A) —
h.(Y, B) sia un isomorfismo, allora I’omologia /. ¢ completamente determinata dal
suo gruppo dei coefficienti. Scriveremo allora

(21.2.10) hy(X,A) = Hy(X,A;G) se  ho(pt) = G.

Il gruppo £.(X,A) ¢ comunque completamente determinato dal gruppo dei coeffi-
cienti nel caso in cui (X, A) sia una coppia cellulareﬁ

Osservazione XXI.2.3. Per ogni spazio topologico X ed ogni omologia, abbiamo
hp(X,X) = h,(0) = O per ogni intero p. L'uguaglianza h,(X,X) = h,(0) segue
dall’assioma di excisione, applicato ad A = 0, B = X. Applicando I’assioma di
esattezza al caso A = (), B = (), troviamo una successione esatta lunga di omo-

morfismi di gruppi in cui tutti i termini sono uguali e le applicazioni 1. € J. sono
isomorfismi. Se ne conclude che tutti i gruppi sono banali.

XXI.3. Prime conseguenze degli assiomi
Si ricava immediatamente dagli assiomi

Teorema XXI.3.1 (invarianza omotopica). Se (X,A) ed (Y, B) sono due coppie
omotopicamente equivalenti, allora h.(X,A) ~ h.(Y, B).

Abbiamo poi, nel caso dei complessi di celle:

Teorema XXI1.3.2 (quoziente). Sia (X, A) una coppia cellulare. Allora
(21.3.1) hp(X,A) = hy(X/A,pt,), VpeN,
ove pty e l'immagine di A nella proiezione sul quoziente X — X/A.

DimostrAZIONE. Il cono CA = (A X [0, 1])/(A x {0}) di base A ha lo stesso
tipo d’omotopia di un punto. Poiché (X, A) € una coppia cellulare, possiamo esten-
dere un’omotopia che collassa CA ad un punto ad un’omotopia F della somma
topologica X U4 CA. Otteniamo cosi un’equivalenza omotopica

(X Us CA,CA) = (X/A, pty).
Per I’assioma di excisione,
hp(X Uy CA,CA) = hp(X,X N CA) = hy(X,A).

La tesi segue quindi per I’invarianza omotopica. O

2Vedi ad esempio il Cap. 13 in J.P.May: A concise course in Algebraic Topology, Chicago
Lectures in Mathematics, The University of Chicago Press, Chicago and London, 1999.
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Osservazione XXI.3.3. Nell’enunciato del teorema precedente potremmo sosti-
tuire all’ipotesi che (X, A) sia una coppia cellulare I’ipotesi che ¢ : A < X sia una
cofibrazione.
Teorema XXI1.3.4. Sia X uno spazio topologico non vuoto ed xy € X. Allora
ho(X) = ho(X, x0) @ ho(pt),
hy(X) = hp(X,x0) Vp > 0.
DmvosTtrAZIONE. Utilizzando la successione esatta lunga della coppia (X, xq)

si ottiene subito che h,(X) = h,(X, xp) per ogni p > 2. Abbiamo quindi una
successione esatta

(*) 0 = h(X)—=h1(X, x9)—=ho(x0)—=ho(X)—ho(X, x0) — 0.

Consideriamo I’applicazione costante f : X — {xp}. Essa induce un omomorfismo
S 1 ho(X) = ho(xp). Se ¢ : {xo} 3 xo = xo € X, da f o = id,, otteniamo che la
composizione

Ly f*
ho(xg) — ho(X) —— ho(xo)
¢ I'identita. In particolare, ¢, € iniettiva e quindi la successione esatta (x)) si spezza
nelle due successioni esatte

0 — m(X) —— h(X,x9)) — 0O,
0 —— ho(xg) —— ho(X) — ho(X, x9) ——> O.

Inoltre, ho(X, xg) =~ ker(fi : ho(X) — ho(xp)), perché f. € un’inversa destra di ¢..
Otteniamo cosi la tesi. O

Definizione XXI.3.5. II gruppo 4,(X, xp) non dipende dalla scelta del punto base
Xo. Lo indichiamo con ﬁp(X) e lo chiamiamo omologia ridotta di X.
SeX #0,x)€X,ed f: X — {xo} ¢ "applicazione costante, abbiamo

hy(X) = ker(f. : hp(X) = hy(x0)), VpeN.
Se (X, A) ¢ una coppia con A # (), poniamo izp(X,A) = hy(X,A).
Possiamo allora riformulare il Teorema [XXI.3.2] nella forma

Teorema XXI.3.6 (quoziente). Siano X uno spazio topologico ed A un sottoinsie-
me non vuoto di X. Se l'inclusione A — X e una cofibrazione, allora

(21.3.2) hp(X,A) = hp(X,A) = hy(X/A), VpeN.

Proposizione XXI1.3.7. Se (X,A) ¢ una coppia topologica, con A # 0, allora
abbiamo anche per I’omologia ridotta la successione esatta lunga:

D Tyt (A) — Ry (X) —E Ry (X, A) o
(21.3.3) s ) — X)) —L R(X.A) >

s (A ——
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Proposizione XXI1.3.8 (omologia delle sfere). Per ogni intero n > 0 abbiamo

(21.3.4) Tip(S™) = {G e p=n
0 se p#*n.

DmosTrAZIONE. Calcoliamo 1’omologia della sfera S0 = {£1}. Per I’excisione,
abbiamo hp(SO, —1) = h,(pt) per ogni p € N. Otteniamo percio dalla successione
esatta della coppia (S°, —1) che hp(SO) =0sep > 0edhyS’ ~ G®G, che
equivale ad ho(S%) =~ G.

Utilizziamo poi il fatto che S” si ottiene dal disco D" identificando ad un punto
la sua frontiera dD" = S™~!. Poiché (D", S"!) & una coppia cellulare, otteniamo
che h,(S") = h,(D", S =1 per ogni intero p. Dalla successione esatta della coppia
(D", 8", poiché D" ha il tipo di omotopia di un punto, otteniamo che iz,,(S ") ~
hp-1(S "=1) per ogni n > 1. La tesi segue per ricorrenza su 7 dal caso n = 1. O

Teorema XXI.3.9 (omologia della sospensione). Se X e uno spazio cellulare pun-
tato, allora

(21.3.5) hy(X) = hps1(EX), VpeZ
DivostrAZIONE. Poiché il cono CX € contrattile, abbiamo ﬁp(CX) = 0 per ogni

p € N. La successione esatta lunga di omologia della coppia (CX, X) ci da allora
isomorfismi

8 hy(X) — h,_1(CX,X), VpeZ

Osserviamo ora che, se X ¢ cellulare, allora (CX, X) ¢ una coppia cellulare e quindi,
poiché XX ¢ omeomorfo al quoziente CX/X,

h,(CX,X) = h,(CX/X) = h,(EX), VpeZ,
da cui segue la tesi. O

Questo risultato ci permette di calcolare in un altro modo I’omologia ridotta
delle sfere, utilizzando il fatto che, per ogni n € N, abbiamo un omeomorfismo
AR

Data una tripla di spazi topologici A € Y C X definiamo un differenziale
0: hy(X,Y) — h,_1(X,A) mediante la composizione

a Js
(21.3.6) hy(X,Y) —— hp1(Y) —— hp (Y A),
ove J = I;Y’A) & I’inclusione (Y, 0) — (Y, A).

Teorema XXI.3.10 (successione esatta di una tripla). Sia X uno spazio topologico
e siano A, Y due sottospazi di X con A C Y C X. Abbiamo allora una successione
esatta lunga

—— By (X,Y) -
(21.3.7) —— hy (YA —— (X, A) —— hy(X,Y) —

—— hpa(V,A) ——
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Definiamo le applicazioni
¢ hp(ANB) 3y — ((thnp)s (). (5ap)()) € hyp(A) ® hp(B),
W 2 hy(A) @ hp(B) 3 (@.) — (1477).(@) = (157%).(B) € hy(A U B),
d: hy(AUB) = hy(AU B,A) =~ h,(B,AN B) A hy-1(A N B),
cioe

AUB,A)\—1 AUB,A
D =0dpanB© (ZEB,Amgi)* ° (l,(4uB ))*‘

Teorema XXI.3.11 (successione di Mayer-Vietoris). Se A e B sono sottospazi
topologici di uno spazio topologico X, abbiamo una successione esatta lunga

—— hp(AUB)
(2138) —— hy(ANB) —— hy(A)@®hy(B) ——s hy(AUB) —
— s by (ANB) ——

DIMOSTRAZIONE.

1. Esattezza in h,(A) ® h,(B). Chiaramente ¢ o ¢y = 0. Sia (a,f) € h,(A) &
hp(B), con ja.(@) = jp«(B). Consideriamo dapprima il caso in cui @ = 0. Abbiamo
un diagramma commutativo

0a.AnB

hpet(A, AN B) —2 h,(ANB)

< |-

hyp+1(AUB,B) ——  h,(B),

0AuB.B

dove la prima freccia verticale ¢ 1’isomorfismo dato dall’excisione. Allora, per
I’esattezza della successione

0AuUB).B (13VB),

hp(A,ANB)~h,(AUB,B) —— h,(B) —— h,(AU B)
esiste un elemento 6 € h,(A, A N B) tale che
B = (1) <0a.AnB ().
Otteniamo allora
$(0a.40B(6)) = (14r5)+(0a.40B(6)), (145)+04. 4nB(6)) = (0, ).

Consideriamo ora il caso generale.
Se a € hy(A), B € hy(B) e (14°5).(@) = (155).(B), allora

(W65 @) (@) = W55 )8 = 0.
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Consideriamo il diagramma commutativo

lAUB
A

hy(A)  ——  h,(AUB)

(ranm, l (an l
hp,(A,AN B) N hy,(A U B, B).
Crwvrol
Abbiamo
Wamge o (EA)@) = ({55 0 (4 7P)(@)
_ (l,(AAUUBB ,B) AUB) B) =

(A,ANB) (@) =

Quindi, per I’excisione, (i, 0. Per I’esattezza della successione

A, ANB
W - @A),

hy(ANB) —— h,(A) ——— hy(A,ANB)
otteniamo che esiste un elemento y € h,(A N B) tale che a = A “np)«(y). Abbiamo

(@.B) = ¢() = (0,8 - (15-p):()) = (0,8), cony(0,8) =0

e ci siamo quindi ricondotti al caso speciale considerato all’inizio.

2. Esattezza in /,(A U B). Osserviamo innanzi tutto che d o ¢ = 0. Infatti, se

a € hy(A), allora (ZQUB)* o(1 ;AUUBB A=0e quindi a maggior ragione

AUB,A AUB,A
pans © ((pang)s" o (uy ™). (4 P)(@) =

Se B € h,(B), utilizziamo il diagramma commutativo

lAUB
B

h,(B) — 5 hy(AUB)
(l(B,AﬁB))*‘[ l(’i\AuUBB’A))*

hy,(B,AN B) _ h,(AU B,A).
(@ EBAnB) *
Otteniamo

AUBAY -1 ((AUBA)) (AUB
9B.AnB O(lEB,AmB;)* (Waos ") (B)

= dpAnB © (z; ’A“B»(ﬂ) =0

per I’esattezza della successione

(B ANB))

() hy(B) —— h,(B,AN B) Datns, hp-1(A N B).

Sia ora 6 € hy(A U B) con d(6) = 0. Per I’esattezza di (), otteniamo che

B € hy(B) taleche  (55"")(0) = ({5 4mehe o (5 ")(B).
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Per la commutativita del diagramma

(l(B,AﬂB) :
hy(B) ——— h,(A,ANB)
. | = |
AUB *

otteniamo che
AUB,A
D)6 - (157B).(B)) = 0.
Per I’esattezza della successione

AUB (AUB.A)
(@3 ")s LauB

hy(A) — hy(AUB) —2— h,(AU B,A)

segue che esiste un a € h,(A) tale che
6 = (15"")(B) = (4")ul@),  ciot 6 = y(a,p).

3. Esattezza in /1,(A N B). Dimostriamo in primo luogo che ¢ o d = 0.
Abbiamo

AUB,A)\—1 AUB,A
(lgmB)* od= (lgmB)* © dpAnB © (ZEB,AnBi)* © (lz(4UB ))*

_ (AUB,A)\-1 (AUBA)\ _
=00 ang)s © g ): =0

D’altra parte, dal diagramma commutativo
(AUB,A))

L(BANB)

hps1(BLANB) ————  hy (AU B,A)

aB,AmBl laAuB,A

h,(ANB) ——— hy(A)
(Grn
segue che

A A AUB,A)\—1 AUB,A
(tanp)s © D = (I4np)+ © IBANB © (lEB,AmB;)* °© (’iqu ).

AUB,A AUB,A)\-1 AUB,A
= aAUB,A o (lEB,AﬁB;)* ° (lEB,AﬁB;)* ° (11(4UB ))*

AUB,A
= daupa o Gy = 0.

Questo completa la dimostrazione del fatto che ¢ o 6 = 0.
Sia oray € hy(A N B), con ¢(y) = 0. Dalla (zﬁﬁB)*(y) = 0 segue che esiste un
elemento u € h,.1(B,A N B) tale che y = dp anp(u). Sian = (l(AUB’A))*(u). Poiché

(B,ANB)
0 = (thp)<(¥) = (4rp)s © IpAnB()

AUB,A)\ -
= (lﬁﬂB)* © aB,AF'WB o (lEBZﬁB;)*l(n)

= 0au A1),

(AUB,A)

abbiamo 17 = (1,

)«(0) per un elemento 6 € h,41(A U B). Quindi
Y = 9B.anB(W)
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AUB,A)\—1
= dgans © (g ng)s ()

AUB,A)\— AUB,A
= A0 © (g ng)s ' © (505 )u(0)
= d(0).

La dimostrazione ¢ completa. O

XXI.4. La formula di Kiinnet
Definiamo il prodotto di due coppie topologiche nel modo seguente:
(21.4.1) (X,A) X (Y,B) = (X X Y, XxXB U AXY).
Vale il

Teorema XXI1.4.1 (Kiinnet). Se (X, A), (Y, B) sono due coppie topologiche ed (X X
B,A X Y) e una coppia excisiva, allora, per ogni intero non negativo p, abbiamo

(21.4.2) hp((X, 4) x (Y, B) = P hp, (X, A) ®2 hpy (Y, B).

pi1+p2=p

XXI.5. Gruppi di omologia dei complessi cellulari

Sia X un complesso cellulare di dimensione m. Indichiamo con X" lo scheletro
n-dimensionale di X, cio¢ I’unione delle sue celle di dimensione < n.
Se G = hy(pt), definiamo i gruppi abeliani C, (X, G) mediante

(21.5.1) C,(X,G) = h,(X", X"
e consideriamo le applicazioni
_ (anl ’anZ) .
(21.5.2) O = iy, ) 0 Oxn xn-1 1 Co(X, G) — C,_1(X, G).

Otteniamo in questo modo una successione di gruppi abeliani e di omomorfismi:

On On-
(21.5.3) = CGX,G) — G (X, G) — C,2X,G) —»

LS GE.G) —25 (G —2 Cy(X.G) = 0

Teorema XXI.5.1. Se X ¢ un complesso cellulare, allora (21.5.4) é un complesso,
cioé

(21.5.4) Op-100,=0, VneN.

DimostrazIONE. Infatti 9, o 0,1 € la composizione

(Xn—l Xn—l)
’ )*

0 n yn—1 n—
o, xnhy 2 ey 2 (!, X2

(X”72,X”73)
6Xn71,xn72 ) ) * 2 3
— o (X)) ——— e (XX,

(l(Xn—l ’Xn—2))*

xn-1

che ¢ nulla perché 0 Oxn-1 yn2 = 0. O
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Proposizione XXI1.5.2. Sia X un complesso cellulare finito e sia gq,, il numero di
celle di dimensione n di X. Se ho(pt) = G, allora

(21.5.5) C.X,G)=GI"=Ga---aG.
———
gn volte

Abbiamo inoltre
(21.5.6) hy(X", X" 1) =0, Vp#n, p>0.

DivosTtrAZIONE. Consideriamo il caso n = 0. Poiché X"~! = 0, C(X,G) =
ho(X?) = G4 perché X° & uno spazio discreto con go punti.
Sia ora n > 0. Per il Teorema |XXI.3.2| abbiamo
hp(X", X"71) = by (X" X" ptyet) = Rp(X" /X", Vp,
=h,(X"/X" ") se p>0.
Il quoziente X"/X"~! & un bouquet di g, sfere S”. Dalla successione esatta di

Mayer-Vietoris ricaviamo immediatamente che £, (X" /X" =0sep#n,p>0,
e che h,(X"/X"~1) & la somma diretta di gn copie di h,,(S™), che, per la Proposizione

¢ isomorfo a G. m|
Proposizione XXI1.5.3. Se X e un complesso cellulare di dimensione finita, abbia-
mo:

(21.5.7) hy(X")=0 se p>n,

(21.5.8) (l§,,)* thy(X") — hy(X) e un isomorfismo per p < n.

DmvosTrazIONE. Consideriamo le successioni esatte della coppie cellulari (X, X"~!):
—— My (X", X" -
—  hpX"H — (X)) —— B (XX -
N hp_l(X"_l) — ...

Sep>0,p+#n,da hp(X”,X”‘l) o~ hp+1(X”,X”‘1) = 0 ricaviamo che h,(X") =
hp(X”_l). Se p > n, abbiamo per ricorrenza h,(X") =~ (h,(pt))? =~ 0

Se invece p < n, otteniamo per ricorrenza che hp(X”‘l) ~hy(X")sen—1> p.
Questa di da per ricorrenza un isomorfismo r,(X") ~ h,(X") per m,n > p. Poiché
X ha dimensione finita, X = X" per m sufficientemente grande, ed otteniamo percio
la tesi. O

Definizione XXI.5.4. Se

(21.5.9) s C, L) Cp1— - D C o Co 0

¢ un complesso di gruppi abeliani e di omomorfismi, il quoziente
ker(D, : C, = C,_1)
Imm(Dyy1 : Cpyp — C)p)

(21.5.10) Hy(C,,D,) =

si dice il p-esimo gruppo di omologia del complesso (21.5.9).
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Per il Teorema ad ogni complesso cellulare X e ad ogni gruppo abelia-
no G ¢ associato un complesso (C, (X, G), 9..) di gruppi abeliani e di omomorfismi
(21.5.4).

Teorema XXI.5.5. Se X ¢ un complesso cellulare, abbiamo un isomorfismo natu-
rale

(21.5.11) hy(X) ~ H,(C(X; G), 0.).

DimostrAzZIONE. Formiamo un diagramma commutativo scrivendo in orizzon-
tale la successione esatta della tripla (X”*!, X?, XP~1) ed in verticale quella della
tripla (X7, XP~1, XP=2). Poiché h,(XP*',XP) = 0, hps (XPT1,XP) = Cpri(X, G)
ed h,(XP X~y = C,(X,G), abbiamo un diagramma commutativo con righe e
colonne esatte:

H

hp(XP~1, XP72)

!

Cpi1(X,G) —— hy(XP,XP2) —— hp(XPT,XP72) —— 0

!

C,(X,G)

a,,l
Cp— 1 (X’ G)
Per I’esattezza della colonna, otteniamo
kerd, = h,(X?, XP7%).

(xr.xr7h

D’altra parte, (l(xn,XH)

), € iniettiva. Quindi, poiché

_ (,(Xrxrh (xr . xr=1y
aP‘H - (I(Xp’Xp—Z))* © lX!’ )* 0 aXP“,XP

abbiamo
Imm0p41 =~ Imm (zgf,p’xp_l))* o Oxp+l xp-
Questo ci da
hy(C(X, G),d.) = hy(XP*! XP72),
Dalla successione esatta
0 = hp(XP2) = hp(XP*) = hpy(XPHL, XP72) = By (X772 =0

otteniamo che hp(X””,XP‘Z) o hp(X”“). La tesi segue quindi dalla (21.5.8) della
Proposizione [ XXI.5.3 O
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Calcolo esplicito dei gruppi di omologia a coefficienti in Z di un complesso
cellulare.

Per ogni cella e; € C,(X) indichiamo con {e,) il generatore 1 corrispondente
alla p-cella e;. Possiamo scrivere

(21.5.12) d,(en) = Z%X,H leq : e,)(e,),

per opportuni numeri interi [e,, e, ], che si dicono numeri d’incidenza.
Sia
h,1 . 56/1 —> Xp_l
la funzione d’attaccamento. Poiché le celle chiuse hanno lo stesso tipo di omotopia
del punto, abbiamo, per ogni p > 0, un isomorfismo

0z,,0¢, - Hp(2y,0e1;Z) — Hp_1(0ep; Z) = 7.

Definiamo quindi un omomorfismo

hae=hys 0Bz 0e, « Hp(@r,0e;Z) = Z— Hpo(XP7 ),
Inoltre, I’applicazione caratteristica di e,

Gy ey, — XP -
induce un omomorfismo iniettivo
Gus: Hp1(@y,0e,37) =~ Z — Hp((XP7L,XP72,2) = Cpoi (X, Z) = 29,

Possiamo definire un’inversa destra di ¢,,. mediante

C,1(X,Z) 3 Z

Otteniamo allora

k(e,) — k, € Z~ H, 1(&,,0e,;Z).

e, exr-!

Teorema XXI.5.6. Sia X un complesso cellulare, ey € X?, e, € XP~Y. 11 numero
d’incidenza [e, : e,] e definito dalla formula

n—1 -2 ~
(21.5.13) [e1: e, = ((qf),,*)—1 o (XX, 0 hd*)(l) €Z~H, (2,,0¢,;Z),

ove l € Z = Hy(e,,0e,; Z).

Nel caso di un complesso cellulare regolare, per cui cio¢ le applicazioni carat-
teristiche ¢, : ¢y — X siano omeomorfismi con I’immagine, il valore dei numeri
d’incidenza [e, : e,] € 0 se ¢,(e,) non & contenuto in 1,(de,), altrimenti € uguale a
+1, ove il segno dipende dal fatto che I’orientamento di e,, coincida o sia opposto
a quello della frontiera di e,.






CAPITOLO XXII

Appendice: Elementi di algebra omologica

XXIIL.1. Complessi

Definizione XXII.1.1. Chiamiamo complesso una coppia (A, @) formata da un
gruppo abeliano A e da un suo endomorfismo nilpotente @ € Hom(A, A) con o =
aoa=0.

Poniamo
(22.1.1) B(A,a) = a(A) = {a(a) | a € A},
(22.1.2) Z(A,a) =kera ={a € A | ala) = 0}.

Per la condizione a2 = 0, abbiamo

BA,a) c Z(A, a)
e possiamo quindi considerare il gruppo quoziente
Z(A, @)
BA,a)

Definizione XXII.1.2. Il gruppo H(A, @) si dice I’omologia del complesso diffe-
renziale (A, a).

(22.1.3) HA o) =

Definizione XXII.1.3. Siano (A, @), (B, ) due complessi. Un omomorfismo ¢ €
Hom(A, B) ¢ un omomorfismo di complessi se commuta con i differenziali, se cioe
il diagramma

A—25A

(22.1.4) o ¢

B—— B

B
€ commutativo.

Lemma XXII.1.4. Siano (A, @), (B,B) due complessi e ¢ € Hom(A, B) un omo-
morfismo di complessi. Allora

#(B(A,a)) C B(B,p),

#(Z(A, @) C Z(B,p),

e risulta percio definito un unico omomorfismo dei gruppi di omologia [¢] : H(A, a) —
H(B,p) tale che
[¢1([a]) = [¢(a)], VYa € Z(A,a).

383



384 XXII. APPENDICE: ELEMENTI DI ALGEBRA OMOLOGICA

Definizione XXII.1.5. Una successione di gruppi abeliani

A—>B—5¢cC

¢ esatta se im 1 = Ker J.
Se inoltre 1 ¢ iniettiva e j surgettiva, diciamo che

(22.1.5) 0 A—>3B—13C 0
€ una successione esatta corta.

Una successione esatta corta di omomorfimsi di complessi ¢ il dato di tre com-
plessi di catene (A, @), (B, ) (C,y) e di una successione esatta corta (22.2.8) in cui
1 e j siano omomorfismi di complessi.

XXII.2. Complessi di catene
Definizione XXII.2.1. Un complesso di catene ¢ il dato di un gruppo abeliano Z-
graduato C = @peZC » € di un omomorfismo omogeneo di grado (-1)6 : C — C
con 62 = § 0 § = 0, che si dice il differenziale od operatore bordo del complesso.
Per ogni intero p, larestizione a C, del differenziale definisce un omomorfismo
0,:C, —>Cp_1,€0,-100, =0.
Indichiamo con (C, 9) il complesso di catene

Opt1 p Op-1

(222.1) ... Cpi1 C, Cp1 C,—
Anche le 6,, si dicono i differenziali, od anche operatori bordo del complesso (C, 6).
Poiché 6% = 0, abbiamo

(22.2.2) o(C) = B(C, ) c Z(C,9) = keré.
Definizione XXII.2.2. Il quoziente
Z(C,9)
22.2.3 H(C,9) =
(22.2.3) €0=5

si dice I’omologia del complesso di catene (C, 6).
L’omologia di (C, ¢) € un gruppo Z-graduato: abbiamo

(22.2.4) H(C,0) = @png,,(C,a),
ove gli H,(C, 6) sono i gruppi quoziente

kero, : C, — C,_;
imé,:Cpe1 »C,’

(22.2.5) H,(C,9) =

Chiamiamo gli H,(C, ¢) i gruppi di omologia del complesso (C, 9).
Scriveremo anche

Z,(C,0) =kero, : C, — C,_y,
B,(C,6) =im 641 : Cpy1 — Cp,

dimodoché

2C.0 =P, Z/(C.9),
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BC.0) = (D), By(C.0).

Zp(C,9)

B,(C,6)

Definizione XXII.2.3. Siano (A, @) e (B, 8) due complessi di catene. Un omomor-

: 1di omomorfismo di complessi di catene se ¢ |
fismo ¢ : A — B si dice un d I di cat se € omogeneo di
grado zero e commuta con i differenziali, se cioe

(22.2.6) #(A,) CB,, VpeZ,
(22.2.7) poa=pLo¢.

H,(C,9) =

Un omomorfismo di complessi di catene determina un diagramma commutati-
VO

A2 A

| &

B
Indicando con ¢, : A, > a, — ¢(a,) € B, gli omomorfismi definiti da ¢ per ogni
intero p, possiamo riscrivere il diagramma precedente come:

Ap+1 ap
s A A, Api
¢p+l l ¢pJV ¢p—l l
,B +1 Br
- —— By —— B, —— B,

Lemma XXII.2.4. Sia ¢ : (A, @) — (B, ) un omomorfismo di complessi di catene.
Allora, per ogni intero p € Z,
¢p(Zp(A, @) C Zp(B,B)),  ¢p(Bp(A,@)) C By(B,p))
e risulta percio definito un unico omomorfismo dei gruppi di omologia [¢], :
H,(A,a) — H,(B,p) tale che
[¢lp(a]) = [¢p(@)], VYaeZyA, a).

Definizione XXII.2.5. Una successione di gruppi abeliani
1 J

A B C

¢ esatta se im 1 = ker J.
Se inoltre 1 ¢ iniettiva e 7 surgettiva, diciamo che

(22.2.8) 0 A ! B J C 0
€ una successione esatta corta.

Una successione esatta corta di omomorfimsi di complessi ¢ il dato di tre com-
plessi di catene (A, @), (B, ) (C,y) e di una successione esatta corta (22.2.8) in cui
1 e j siano omomorfismi di complessi di catene.

In particolare

Ip Jp

0 —— A, B, C, 0
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¢, per ogni p € Z, una successione esatta corta ed abbiamo
Boi=10a, yoj=jop,
cioe
Bpotly=1p-10Qp, ¥Ypojp=Jp-1°Bp, VpeLZ

L’omomorfismo di connessione. Ad una successione esatta corta di omomor-
fismi di complessi di catene

(22.2.9) 0 —— (A,0) —— (B,B) _J (C,y) —— 0
possiamo associare una corrispondenza
(22.2.10) BhoByo g, 1 Z,(Cy) 3¢y wap €2, 1(A )

nel modo seguente.
Sia ¢, € Z,(C,y). Poiché j, : B, — C, ¢, per ipotesi, surgettiva, possiamo
trovare un elemento
b, € B, taleche j,(b,)=cp.
Abbiamo allora
Jp-1 Oﬁp(bp) =7%p° Jp(bp) = yp(cp) =0
e quindi, per ipotesi,
Alay, 1 € Ay taleche i, i(ap-1) = Bpby).
Inoltre,
1p-2 0 @p-1(ap-1) = Bp-1 0 tp-1(ap-1) = Bp-1°Bp(by) =0
= a,-1(ap-1) =0, cioc a,_1 € Z,_1(As, @s).

Abbiamo cioe ¢, v a,_1 se:

ap-1 € Zp1(As, @), by, € By, cp € Z,(Cs,y4),
(22.2.11) Ip(bp) = cp,
ﬁp(bp) = lp—l(apl)-

Osserviamo che, se fosse ¢, = y,+1(cp+1) per qualche ¢, € Cp1, esisterebbero
un b, € B,y eda, € A, tali che

cp = Vp+1(Cp+1),

prp = 7p+1(Cp+1) =7Yp+1° ]p+l(bp+l) =Jp Oﬂp+1(bp+l)’

bp _ﬂp+l(bp+1) = lp(ap),

= Bp(bp) :,Bp(bp _Bp+l(bp+l)) :ﬁplp(ap) = lp—l(a'p(ap)),
= a,-1 = ap(ap) € By(A,, a.).

Quindi 1;11 o Bp © J, (By(C.,v4)) C Bp_1(As, ) e percid la corrispondenza
(22.2.10) definisce, per passaggio al quoziente, un’applicazione

(222.12) 8y =111, 0By 0 J, 1 Hp(Curya) = Hp1(Au, ).
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Definizione XXII.2.6. L applicazione (22.2.12) si dice I’omomorfismo di connes-
sione associato alla successione esatta corta (22.2.9).

Teorema XXIL.2.7. Ad ogni successione esatta corta di complessi di catene

0 — (A ) —— Bof) —— (Cpys) —— 0

corrisponde una successione esatta lunga in omologia:
[ilp lp
- —— H,(A.,a.) —— H,B.,B.) —— H,(C.,y.)
s
_r H, (A, @) —
ove o, = [1;1 of,0 j[‘,l] e I’omomorfismo di connessione.

DmosTrAZIONE. Verifichiamo in primo luogo che la successione lunga ¢ un
complesso.
Abbiamo [j,] o [1,] = [, 0 1,] = [0] = 0.
Sia poi b, € Z,(B.,B.) e sia c, = j,(b,). La (22.2.T1)) & verificata da
0€Z,.1(Ay), by, € Z)(B.,B.), cp € Zy(Cy, ),
cp = Jp(bp),
0 :lgp(bp) = lp—l(o)
e quindi ¢, » 0 e d,([cp]) =0, o [1,1([6,]) = 0.
Siano ora a,_1, by, ¢, elementi che soddisfano la (22.2.T1)). Allora
tj-1(ap-1) = Bp(bp) € Bp—1(B.,B.)
e quindi anche [7,] 06, = 0.
Dimostriamo ora I’esattezza.

Esattezza in H,(A., a.). Sia a, € Z,(A.,a.) e supponiamo che esista
bpi1 € By tale che

:8p+1(bp+l) = lp(ap)-
Allora, posto ¢p+1 = Jp+1(bp+1) € Jp+i Oﬁ;}rl 0 1,(Z,(As, @,)), abbiamo

7p+1(Cp+l) =7Yp+1© Jp+l(bp+l) =Jp 018[)+1(bp+1) =Jp©° lp(ap) =0
= Cpr1 € Zp11(Cs, y4).
Quindi [@y] = 6p41(cpe)-
Esattezza in H,(B., ). Sia b, € Z,(B.,B.) e supponiamo che esista un
cp+1 € Cpyp tale che
Cp = ]p(bp) = 'yp+1(cp+1)-
Sia b,y1 € B,y tale che
Cpi1 = Jp+1(bps1).
Allora

]p(bp _18p+l(bp+l)) =Cp—Yp+t1© Jp+l(bp+l) =Cp— 7’p+1(cp+l) =0

e vi ¢ quindi un unico a, € A, tale che

lp(ap) = bp _Bp+l(bp+l)



388 XXII. APPENDICE: ELEMENTI DI ALGEBRA OMOLOGICA

= 1p-10 a’p(ap) :,8[) © lp(ap) :,Bp(bp _Bp+l(bp+l)) =0
= ap(a,) =0, cioc a, € Z,(A,,a.).
Abbiamo chiaramente [1,]([a,]) = [b), — Bp+1(bp+1)] = [bp].

Esattezza in H,(C.,y.). Sia ¢, € Z,(C.,y.). Dire che 6,([c,] = 0 ¢ equi-
valente ad affermare che se Sa,_1, by, ¢, soddisfano (22.2.11)), alloravie a, € A,
tale che

ap-1 = aplap).
Abbiamo allora
ﬁp(bb) = lpfl(apfl) =1lp-10 CVp(ap) :IBp o lp(ap)~

Allora b;, = b, —1p(ap) € Z,(B.,B.) e, poiché ]p(b;)) = Jp(bp —1p(ap)) = Jp(by) =
¢p, otteniamo che []p]([b;,]) = [cp]. O

Definizione XXII.2.8. Diciamo che una successione esatta corta

(22.2.13) 0 A ! B J C 0

si spezza se esiste un endomorfismo di proiezione @ : B — B su ker ;. Abbiamo
cioe:

(22.2.14) @ € Hom(B, B), wzzwow:w, Jow=0, woi=1

Lemma XXII.2.9. Sia (22.2.13) una successione esatta corta. Sono equivalenti

(1) @22.2.13) si spezza;

(2) 1 ammette un’inversa sinistra in Hom(B, A);

(3) j ammette un’inversa destra in Hom(C, B);

(4) esistono un’inversa sinistra ¢ € Hom(B, A) di 1 ed un’inversa destra y €
Hom(C, B) di j tali che

(22.2.15) 0 c Y., a 0

sia una successione esatta corta.

DivosTtrAZIONE. (1) = (2),(3),(4). Abbiamo la decomposizione
B=By®B;, con By=kerw, B =im w.
Le applicazioni
a:A>a—-1(a)eBy e
B:Biab— jb)eC
sono isomorfismi e le applicazioni
¢:Bo3b—-al(wb)ecA e
y:Cac—-pB'(c)eB

sono, rispettivamente, un’inversa sinistra di 7 ed un’inversa destra di j. Inoltre, per
costruzione, esse definiscono una successione esatta corta (22.2.15))
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2) = (). Se ¢ : B — A ¢ un’inversa sinistra di z, possiamo porre
@ =10 ¢. Verifichiamo la (22.2.14). Abbiamo
wz:l0(¢ol)0¢:l0idAO¢:lo¢:w’
Jow=(jonogp=00¢=0,
woi=10(por)=10idp =1

3) = (1). Se ¢ : C — B ¢ un’inversa destra di j, possiamo definire @
mediante B 3 b — @(b) = b — Y(j(b)) € B. Abbiamo

@ =wo(idg—yo ) =idg—yoj—yo olidg—yo,)
=idg -y o(joy)oy=idg -y oidcoy
=idp -y o=,

Jow=jo(idp—yop=y=—(Qoy)oj=j—idcoy=0,

wor=@{dg—-yYojoir=1—yYojor=1—-0=1

Definizione XXI1.2.10. La (22.2.15) si dice inversa della (22.2.13).

Osserviamo che le successioni esatte corte che si spezzano sono esattamente
quelle che ammettono un’inversa, in generale non unica. Nello studio dei gruppi
di coomologia dei complessi, ¢ spesso utile il seguente lemma algebrico:

Teorema XXII.2.11 (Lemma dei cinque). Consideriamo un diagramma commu-
tativo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe e colonne esatte:

0 0
| l I
A, f A, 2 As 5 Ay Ja As
S A
B, g B, & B e B, g B:
| | |
0 0 0

Abbiamo supposto cioé che a sia surgettiva, ay e a4 siano isomorfismi ed as sia
iniettiva. Allora a3 é un isomorfismo.

DimostrAZIONE. Dimostriamo che a3 € iniettiva. Sia az € Aj, con as(az) = 0.
Abbiamo
a4(f3(a3)) = g3(az(az)) = 0= f3(a3) =0 = dax € Ay t.c. a3 = fr(a2)
= a3(f2(a2)) = g2(a2(a2)) = 0 = by € By t.c. az(az) = g1(b1)
= da) € Ajt.c. ai(ay) = by,= az(az) = gi(ai(ar)) = ax(fi(ar))

= ap = fila1) = a3 = fr 0 fi(a)) = 0.
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Dimostriamo ora che a3 ¢ surgettiva. Abbiamo:
dag € Agt.c. g3(b3) = as(as) = 0 = g4 0 g3(b3) = g4 © @4(ay) = as o fa(as)
= fi(ay) =0 = daz € Az t.c. fz3(az) = ay
= g3(b3) = a4 0 f3(a3) = g3(as(az)) = g3(b3 — a3(a3)) =0
= dby € By t.c. g2(by) = b3 —a3(az) = dapy € Ay t.c. ax(ap) = by
= b3 — a3(a3) = g2 0 azx(a2) = a3(f2(a2)) = b3 = az(az + fa(an)).

Dalla dimostrazione segue che

Teorema XXII.2.12 (Lemmi dei quattro). Consideriamo un diagramma commu-
tativo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe esatte:

0 0
| |
A fi A, f2 As f3 A,
e
Bl 81 B2 82 B3 83 B4
|
0

Se a| e surgettiva ed ay, a4 iniettive, allora as é iniettiva.
Consideriamo un diagramma commutativo di gruppi abeliani e di omomorfi-

smi, con righe esatte:

!

A, f As 5 A, fa As

azl a3 l (ul as l
B2 82 B3 83 B4 84 BS
! !

0 0
Se as e iniettiva ed @y, ay surgettive, allora as é surgettiva.

XXII.3. Complessi di cocatene

I o

Definizione XXIL3.1. Un complesso di cocatene, o complesso differenziale,
il dato di uno spazio vettoriale C su un campo k, di una sua Z-gradazione C
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@qez C? e di un omomorfismo d¢ : C — C, omogeneo di grado 1, con dc? = 0.
Indichiamo il complesso mediante

(22.3.1) el % ca o, ot
La coomologia di (22.3.1)) & la somma diretta di spazi vettoriali:
(22.3.2) H(C,dc) = @qezH‘I(C, dc),
ove HY(C,dc) = (kerde N C%)/dc(CI7).
Lo spazio vettoriale HY(C, d¢) si dice anche il g-esimo gruppo di coomologia di
(@2.3.1).

Dati due complessi differenziali (A, dys) e (B, dp) sullo stesso campo k, un’ap-
plicazione lineare f : A — B si dice un omomorfismo di complessi se

(22.3.3) f(AT) cBY, VqeZ,
(22.3.4) fods=dpof.

Essa induce un’applicazione naturale

(22.3.5) f« : HY(A,ds) — HY(B, dp),

che fa corrispondere alla classe [a,] di a, € kerds N A9 la classe [f(a,)] di f(ay) €
kerdg N BY.
Una successione

(22.3.6) BN VS Ja1 A\ Ja va+rl 5 ...

di k-spazi vettoriali su di applicazioni k-lineari si dice esatta se
(22.3.7) fi (VI Y =ker f,, VqeZ

Una successione esatta della forma

(22.3.8) 0 A 2.8 B C 0
si dice una successione esatta corta.

Se (A,dy), (B, dp) e (C, dc) sono complessi differenziali di spazi vettoriali su k
e la (22.3.8)) & una successione esatta corta di omomorfismi di complessi, possiamo
definire delle applicazioni k-lineari

(22.3.9) A, HI(C,dc) — H™' (A, dy)

nel modo seguente.
Sia ¢, € C? con dcc, = 0. Poiché g ¢ surgettiva, esiste un elemento b, € B¢
tale che ¢, = 5(b,). Abbiamo

Bldpby) = dcB(by) = decg =0
e quindi, per I’esattezza di (22.3.8) esiste uno ed un solo a4+ € A?*! tale che
(X(aq+1) = deq.

Poiché
(dpage) = dpalage) = dgby = 0 = dpage1 = 0
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per I’esattezza di (22.3.§), I’elemento a,, definisce per passaggio al quoziente una
classe [ag4+1] € H (A, dy).
Siano ora
¢ =cqg+dccg-1, con cqq€CT
b’q € B? con B(b’q) = c’q = ¢y +dccg-1,
ay, € A7 con alay, ) = dpbj.
Utilizzando ancora 1’esattezza di (22.3.§), otteniamo
dby 1 € B! tale che
B, by) = ) = ¢ = decgt = deB(by-1) = Bdpby-1)
= da, € AY tale che b; — by —dpby—1 = a(ay-1)
—ags1) =dgb) ., —dpb,

= ald

q+1 q+1
= dB(b:] — by, —dpby_1)
= dpa(ay) = a(dsay)
= a;H — ag.1 = daay.

Quindi la 4, risulta ben definita da
(22.3.10) A([cy]) = [ag1]-
Abbiamo il

Teorema XXI1.3.2. Se (22.3.8)) ¢ una successione esatta corta di complessi diffe-
renziali di spazi vettoriali su 'k, allora abbiamo una successione esatta lunga

...... s H\B,dp) —2— HTNC, de)

A7 *
(22.3.11) 2 HUAdy) —Ss HIB,dp) —Ls HYUC,dc)

4
— s HTY(A,dy) —— e

Nello studio dei gruppi di coomologia dei complessi, ¢ spesso utile il seguente
lemma algebrico:

Teorema XXII.3.3 (Lemma dei cinque). Consideriamo un diagramma commuta-
tivo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe e colonne esatte:

0 0 0
L b

A, fi A, bi) As /3 Ay Ja As
S
B, 81 B, & B, 83 B, 84 B;

! l l
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Abbiamo supposto cioé che « sia surgettiva, @, e a4 siano isomorfismi ed as sia
iniettiva. Allora a3 é un isomorfismo.

DimosTtrAZIONE. Dimostriamo che a3 ¢ iniettiva. Sia a3 € Aj, con as(az) = 0.
Abbiamo

a4(f3(a3)) = g3(a3(a3)) = 0 = f3(a3) =0 = dax € Ay t.c. a3 = fr(a2)
= a3(fa(a2)) = g2(a2(a2)) = 0 = by € By t.c. az(az) = g1(b1)
= da; € Ay t.c. ai(ar) = b;,= az(az) = gi(a1(ar)) = az2(fi(ar))

= ay = fila)) = a3z = fr 0 fi(a1) = 0.

Dimostriamo ora che a3 ¢ surgettiva. Abbiamo:

day € Aq t.c. g3(b3) = as(as) = 0 = g4 0 g3(b3) = g4 © aa(as) = s o fa(as)
= filay) =0 = daz € Az t.c. f3(a3) = a4
= g3(b3) = ag 0 f3(a3) = gz(as(az)) = g3(b3 — a3(a3z)) =0
= Aby € By t.c. g2(by) = b3 — a3(az) = day € Ay t.c. ax(ap) = by

= b3 — a3(a3) = g2 0o z(a2) = a3(f2(a2)) = b3 = az(az + fr(a2)).

Dalla dimostrazione segue che

Teorema XXII.3.4 (Lemmi dei quattro). Consideriamo un diagramma commuta-
tivo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe esatte:

A, h A, f A 5 Ay
) l QZJ, 031 041
Bl 81 BZ 82 B3 83 B4
|
0

Se a| e surgettiva ed ay, ay iniettive, allora as é iniettiva.
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Consideriamo un diagramma commutativo di gruppi abeliani e di omomorfi-
smi, con righe esatte:

As 2 As f3 A, Ja As
azl 031 Ml asl
B2 82 B3 83 B4 84 B5
l |
0 0

Se as e iniettiva ed @y, ay surgettive, allora as é surgettiva.

XXII.4. I funtori Hom e Tor

Richiamiamo in questo paragrafo alcuni risultati standard di algebra omologi-
ca.

Sia A un anello commutativo e unitario e siano E;, E; due A-moduli unitari.
Indichiamo con Hom(E1, E») I’ A-modulo delle applicazioni A-lineari di £ in E; e
con E;| ® E; il loro prodotto tensoriale su A, cio¢ il quoziente dell’ A-modulo libero
generato da E| X E» rispetto all’ideale bilatero generato dagli elementi

2
(a1uy + azuz, byvy + byvy) — Zij_laibj(ui, vj),
con al,az,bl,bz €A, u,uy € Eq, vi,vy € E.

Teorema XXII1.4.1. Sia E un A-modulo unitario. Allora

(1) Hom( - , E) e un funtore controvariante esatto a destra sulla categoria
degli A-moduli unitari.

(2) Hom(E, - ) e un funtore convariante esatto a sinistra sulla categoria
degli A-moduli unitari.

(3) E® - e un funtore covariante esatto a sinistra sulla categoria degli
A-moduli unitari.

DimvosTrAZIONE. L’enunciato del teorema & equivalente all’affermazione che,
se

(22.4.1) 0 EL — 5 E, B Es 0

€ una successione esatta di A-moduli unitari, allora sono esatte le

(2242) 0 —, Hom(Es, E) —— Hom(E», E) —— Hom(E,, E),
(2243) 0 —— Hom(E,E;) —— Hom(E, E;) —— Hom(E, E3),
(22.4.4) 0 — E/®F —— E:®F —— E3®F.

Dimostriamo I’esattezza della (22.4.2)).
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Fissata una ¢3 € Hom(E3, E) e supponiamo che 5*(¢3) = ¢3 o 8 = 0. Poiché 5
¢ surgettiva, questa relazione implica che ¢3 = 0.
Sia ora ¢3 € Hom(E>, E) e supponiamo che a* ¢ = ¢pp oa = 0. O

XXILS. Relazione con I’omologia singolare

Per collegare la coomologia di de Rham e I’omologia singolare, ¢ conveniente
restringere la classe dei simplessi singolari ai simplessi singolari /isci. Indichiamo

con
fefo1], Y i= 1}
=l

il simplesso k-dimensionale standard.

(22.5.1) Ay = {t € R¥!

Definizione XXII.5.1. Sia M una varieta differenziabile. A; in M. Gli elemen-
ti dello spazio € *°(Ax, M) delle applicazioni di classe € di Ay in M si dicono
simplessi singolari lisci k-dimensionali in M. Indichiamo poi con A;(M) ’insie-
me delle k-catene singolari lisce di M, cioe¢ di quelle della forma ) n,o (somme
finite) conn, € Ze o € €% (Ar, M).

Osservazione XXIIL.5.2. Si possono utilizzare solo simplessi lisci per calcolare
I’omologia singolare di una varieta differenziabile. Utilizzando 1’approssimazione,
si puo verificare che I’omologia calcolata con i simplessi singolari lisci ¢ la stessa
che si ottiene utilizzando tutti i simplessi singolari.

Definizione XXII.5.3. Definiamo I’orientazione del simpesso standard Ay per ri-
correnza, fissando ’orientazione positiva per Ag e definendo su Ay, per k > 0,
I’ orientazione per cui 1’applicazione A;_; 3 (tl,...,t") — (to,tl,...,tk) € 0Ny
preserva I’ orientazione.

Sewe (M) e o e €Ay, M), possiamo definire

(22.5.2) fa):f o w.
o Ay

Se ¢ = ), ns0 € 4 (M), porremo

(22.5.3) f w= Zn f w.

Otteniamo cosi un’applicazione bilineare

(22.5.4) (M) x QM) 3 (¢, w) —> (¢, w) = f weR.

c

Lemma XXIL5.4 (Stokes). Per ogni intero k > 1 abbiamoﬂ
(22.5.5) (c,dw) = (dc,w), Ve € (M), Yo € Q1 (M).

IRicordiamo che,se k> 1,
k .
bo = Z,-:o('l) ooF, YoeX(M),

ove Fi: A1 (1, ) = (©,...,F71,0,7, ..., € 0A,.



396 XXII. APPENDICE: ELEMENTI DI ALGEBRA OMOLOGICA

Abbiamo quindi un diagramma commutativo
@(M) —— Hom(4;_1(M),R)
(22.5.6) dl lHom(D,l)
QM) —— Hom(4y(M),R).
Le applicazioni Hom(d, 1) sono definite per dualita:
(22.5.7) Hom(d, 1)(¢) = ¢ o d, V¢ € Hom(dy—1 (M), R).

Definizione XXIL5.5. I gruppi Hom(4,(M), R) si dicono i gruppi delle k-cocatene
singolari lisce di M. La successione

Hom(d,1) Hom(d,1)
0 - Hom(4y(M),R) ———— Hom(4{(M),R) —
Hom(d,1

s Hom(U (M).R) "D Hom(4(M).R)

Hom(d,1)
—— Hom(4y4+1(M),R) ——

¢ un complesso, che si dice il complesso delle cocatene singolari di M.



CAPITOLO XXIII

Appendice: Fibrati di Steenrod

XXIII.1. Azione di gruppo
Sia G un gruppo ed F un insieme.

Definizione XXIII.1.1. Un’azione a sinistra di G su F & un’applicazione

(23.1.1) GXF>(g,x)—gxeF

tale che

€) ex=x, VYx€F,

(i) g1(g2%) = (8182)x, VYg1,82€ G, Vx € F.

In modo analogo si definisce un’azione a destra di G su F come un’applicazione

(23.1.2) FxXG>(x,g)—xgeF

tale che

@) xe=x, VxeF,

(ii") (xg1)g2 = x(g182), V81,82 € G, Vx€F.

Se (23.1.1)) & un’azione a sinistra, la
(23.1.3) FxG>(x,g) — g 'xeF
¢ un’azione a destra e, se (23.1.2) ¢ un’azione a destra, la
(23.1.4) GxF>3(gx)—xg'eF

¢ un’azione a sinistra. Non sara quindi restrittivo limitarsi, nel seguito della discus-
sione, a considerare azioni a sinistra.

Se (23.1.1) ¢ un’azione a sinistra, possiamo associare all’elemento g di G
I’applicazione
(23.1.5) p(@:F>x—gxePF.

Per (i), p(e) & I'identita su F. Per (i), abbiamo dunque

p(g182) = p(g1) © p(g2), pg ) =1[p@1", Vgi.8.58€G.
Questo di dice che
(23.1.6) 0:G —> S(F)

397
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¢ un omomorfismo di G nel gruppo S(F) delle permutazioni degli elementi di
F. Viceversa, un omomorfismo (23.1.6) definisce un’azione a sinistra di G su
F mediante

(23.1.7) G X F > (g,x)— p(glx) e F.

Definizione XXIII.1.2. L’omomorfismo p per cui valgano le (23.1.5)), (23.1.7) si
dice associato all’azione (23.1.1).

Osservazione XXIII.1.3. Se (23.1.2) ¢ un’azione a destra, allora 1’applicazione
p : G — S(F) definita da p(g)(x) = xg ¢ un anti-omomorfismo di gruppi; soddisfa
ciog la p(g1g2) = p(g)2p(g1) per ogni g1, g2 € G.

Definizione XXIII.1.4. Diciamo che 1’azione (23.1.1)) ¢ fedele (o effettiva) se 1’o-
momorfismo p associato ¢ iniettivo. In generale, ker p si dice il nucleo d’infedelta
dell’azione.

Definizione XXIII.1.5. Se x € F, I'insieme Gx = {gx | g € G} si dice I’orbita di x
(per I’azione di G).

Le orbite degli elementi di F definiscono una partizione di F e quindi la rela-
zione di appartenere alla stessa orbita ¢ una relazione di equivalenza. Il quoziente
corrispondente si indica con F/G e si dice spazio delle orbite.

Se Gx = F per ogni x € F, se cio¢ F/G contiene un solo punto, diciamo che
I’azione ¢ transitiva.

Un’azione transitiva e fedele si dice semplicemente transitiva.

Osservazione XXIII.1.6. 1l nucleo d’infedelta K = kerp dell’azione (23.1.1) &
un sottogruppo normale di G. Poiché g;x = gox se g[l g € K, fissato x € F
I’elemento gx dipende solo dalla classe di equivalenza di g in G/K. Possiamo
quindi far corrispondere all’azione di G su F un’azione fedele di G/K su F e,
viceversa, ad ogni azione transitiva di G/K su F determina un’azione di G su F
con nucleo d’infedelta K, dimodoché [g]x = gx per ogni g € G ed x € F, ove
abbiamo indicato con [g] la classe laterale di g in G/K.

Osservazione XXIII.1.7. Sia (23.1.1)) un’azione di gruppo. Se H & un altro gruppo
ed ¢ : H — G un omomorfismo di gruppi, allora anche la

(23.1.8) HXF>(hx)— ¢hxeF

¢ un’azione di gruppo. Se ¢ ¢ iniettiva e (23.1.1)) ¢ fedele, allora anche (23.1.8) &
fedele. Se ¢ ¢ surgettiva e (23.1.1)) & transitiva, allora anche (23.1.8)) ¢ transitiva.

N

Se H ¢ un sottogruppo di G e ¢ I'inclusione, allora diciamo che la (23.1.8)) ¢
una restrizione ad H di (23.1.1)) e che (23.1.1)) & un’estensione a G di (23.1.5).

Definizione XXIIIL.1.8. Un sottoinsieme E di F' ¢ invariante per 1’azione di G se
gx € E per ogni x € E. In questo caso la

GXE>(g,x) — gx€eE

¢ ancora un’azione di gruppo.
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Osservazione XXIII.1.9. Se G; sono gruppi, F; insiemi, e G; X F; 3 (g;, xi) — giX;
azioni (a sinistra) di gruppo, per i che varia in un insieme / di indici, allora anche

(niaGi) X (l_lie[Fi) > ((g0), (xp)) — (gix) € l_[ielFi

¢ un’azione di gruppo (a sinistra). Se tutte le azioni sono fedeli anche il loro
prodotto ¢ fedele e se tutte sono transitive anche il loro prodotto & transitivo.

Definizione XXIII.1.10. Chiamiamo un G-insieme un insieme F su cui sia asse-
gnata un’azione (23.1.1) del gruppo G.

Se F'y, F» sono due G-insiemi, una G-applicazione di Fy in F; ¢ un’applica-
zione f : F1 — F; tale che

flgx) = gf(x), VgeG, VxeF.

Pil in generale, se F; & un G;-spazio, peri = 1,2 e ¢ : G; = G2 un omomorfismo
di gruppi, una ¢-applicazione di F in F» ¢ una f : F| — F> con f(gx) = ¢(g)f(x)
perogni g € Gy ed x € Fy.

Definizione XXIII.1.11. Due azioni dello stesso gruppo G su due insiemi F, F
si dicono equivalenti se esiste una G-applicazione bigettiva f : F| — F».

Definizione XXIII.1.12. Se F' ¢ uno spazio topologico e le applicazioni p(g) cor-
rispondenti all’azione (23.1.1)) di G su F sono degli omeomorfismi, diciamo che G
opera su F per omeomorfismi.

Se F ¢ una varieta differenziabile e le applicazioni p(g) corrispondenti all’a-
zione (23.1.1) di G su F sono degli diffeomorfismi, diciamo che G opera su F per
diffeomorfismi.

Se F ha una struttura algebrica (un gruppo, un anello, un’algebra ...) e le appli-
cazioni p(g) corrispondenti all’azione (23.1.1)) di G su F sono degli automorfismi,
diciamo che G opera su F mediante automorfismi.

Esempio XXIII.1.13. Se F' = G ¢ un gruppo, le traslazioni a destra (g, h) — Lsh =
gh e I’aggiunta (g,h) — ad(g)h = ghg™! sono azioni di gruppo a sinistra, che si
dicono, rispettivamente, azione canonica a sinistra ed azione interna a sinistra. La
traslazione a destra (h,g) — Ry,h = hg ¢ un’azione a destra, che si dice azione
canonica a destra.

Esempio XXIIIL.1.14. Sia H un sottogruppo del gruppo G. La restrizione ad H
dell’azione canonica a destra definisce un’azione di H su G le cui orbite formano
lo spazio quoziente F = G/H. Poiché I’azione canonica a sinistra di G opera sulle
classi laterali sinistre di H, risulta definita un’azione a sinistra canonica di G su F.

Definizione XXIII.1.15. Fissiamo un’azione di gruppo (2Z3.1.I). Se xo € F,
I’insieme
(23.1.9) Gy, =g € G| gxo = xo}

¢ un sottogruppo di G, che si dice lo stabilizzatore (o sottogruppo di stabilita) del
punto Xxo.
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Lemma XXIII.1.16. Supponiamo che I’azione (23.1.1) sia transitiva. Allora sta-
bilizzatori corrispondenti a punti distinti di F sono tra loro coniugati.

DimMosTRAZIONE. Siano xp, x; € F. Poiché abbiamo supposto I’azione transiti-
va, possiamo trovare un elemento a € G tale che axy = x;. Abbiamo allora

g8 € Gy &= gaxp = axg a_lgaxo = x) &= a_lga € Gy,.
Quindi G, = a‘llea e i due sottogruppi Gy, e Gy, sono coniugati. O

Proposizione XXIII.1.17. Ogni azione transitiva di un gruppo é equivalente alla
sua azione canonica su un suo quoziente.

DmosTrRAZIONE. Supponiamo che il gruppo G agisca transitivamente su un in-
sieme F. Fissiamo un qualsiasi punto xp di F e sia Gy, lo stabilizzatore del punto
X0-

L’ applicazione G > g — gxg € F definisce per passaggio al quoziente un’ap-
plicazione f : G/G,, — F. Infatti, se gl‘1 g2 € Gy,, abbiamo

8782 € Gy, = g7 920 = X0 &= g2x0 = g1%0.
Queste equivalenze dimostrano che la f ¢ ben definita ed iniettiva. Essa ¢ anche
bigettiva perché abbiamo supposto che 1’azione fosse transitiva. Poiché f(g[h]) =
f(lgh]) = ghxo = gf([h]) (al solito indichiamo con [A] la classe di equivalenza

di h € G in G/H), la f ¢ una G-applicazione e quindi, essendo invertibile, una
G-equivalenza. O

XXIIIL.2. Azioni continue
Siano G un gruppo topologico ed F uno spazio topologico.

Definizione XXIII.2.1. Un’azione (23.1.1)) di G su F si dice continua se 1’appli-
cazione G X F > (g, x) — gx € F & continua.

In questo caso G agisce su F' mediante omeomorfismi.

Definizione XXIII.2.2. Chiamiamo G-spazio uno spazio topologico F su sui sia
definita un’azione continua di un gruppo topologico G.

Lemma XXIII.2.3. Se F ¢ un G-spazio, la proiezione ©t : F — F/G sullo spazio
delle orbite e aperta.

Se inoltre F ¢ uno spazio di Hausdorff compatto e G un gruppo compatto,
allora la proiezione 7w : F — F/G ¢ anche chiusa.

DimosTrAZIONE. Se A € un aperto di F, allora

! ((A)) = UxeAGx - UgeGgA

¢ aperto, perché ciascuno degli insiemi gA, immagine di A mediante 1’omeomorfi-
smo di F definito da g, ¢ aperto. Questo equvale ad affermare che m(A) & aperto
Supponiamo ora che F sia di Hausdorff compatto e G sia compatto. Allora
I’applicazione (23.1.1)) & chiusa. Infatti un chiuso di G X F & compatto, e quindi la
sua immagine in F mediante 1’applicazione continua (23.1.1) & compatta e quindi
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chiusa, perché i compatti di F sono chiusi. Se K ¢ un sottoinsieme chiuso di F,
allora 7w~ ! (n(K)) & I'immagine del chiuso G x K mediante la (23.1.1)) e quindi & un
chiuso. Questo dimostra che 7(K) ¢ chiuso per ogni chiuso K di F. O

Definizione XXIII.2.4. Siano G; e G, due gruppi topologici e ¢ : G; — G,
un omomorfismo di gruppi topologici. Dati due G;-spazi F; (i = 1,2) diciamo
che una f : F; — F, ¢ una ¢-applicazione di un G;-spazio in un Gy-spazio se
f(gx) = d(g)f(x) perogni x € Fy e g € Gy.

Se G| = G, = G, ¢ 'identita, ed f : F; — F, un omeomorfismo ed una G-
applicazione, anche f~' : F, — F; & una G-applicazione. In questo caso diciamo
che f ¢ un’equivalenza di G-spazi.

Osservazione XXIII.2.5. Se H ¢ un sottogruppo del gruppo topologico G, I’azione
di G su G/H ¢ transitiva e continua.

Osservazione XXIIL.2.6. Sia F' un G-spazio su cui G operi transitivamente. Fis-
siamo un punto xy € F e sia H lo stabilizzatore di xy. Risulta allora definita una
G-applicazione bigettiva e continua f : G/H — F. Non possiamo dire in generale
che questa sia un’equivalenza di G-spazi.

Cio vale senz’altro nel caso in cui G sia compatto ed F' di Hausdorff, perché
un’applicazione continua e bigettiva tra spazi di Hausdorff compatti ¢ anche un
omeomorfismo.

XXIII.3. Alcuni fibrati principali

In questo paragrafo descriviamo alcuni fibrati principali di gruppi di Lie com-
patti.
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