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Introduzione

Lo scopo di queste note è quello di fornire strumenti matematici utili per le
applicazioni alle scienze naturali e alla tecnologia. Gli argomenti trattati sono di
geometria ed algebra e ed hanno un ruolo non meno fondamentale di quello del
calcolo infinitesimale e differenziale.

I quaternioni di Hamilton1, le ottave di Cayley2, le algebre di Clifford3 e di
Jordan4 sono esempi di nozioni che, ideate originariamente per risolvere problemi
fisici, hanno trovato poi notevoli sviluppi ed applicazioni in geometria ed algebra.
Possiamo poi citare i lavori di Fedorov5 e Shoenflies6 sui gruppi finiti, fondamen-
tali per la cristallografia per aggiungere altri esempi tra gli innumerevoli che si
potrebbero citare sui rapporti tra matematica e scienze della natura.

Tra gli obbiettivi di un corso introduttivo c’è quello di fornire agli studiosi
alcune conoscenze essenziali, altre importanti ed altre ancora utili, che formino
un solido punto di partenza da cui accedere in seguito a teorie e formulazioni più
specifiche, relative ai loro particolari campi d’interesse. Questo, oltre ai gusti per-
sonali, motiva le scelte degli argomenti, il modo del loro svolgimento, la scelta di
particolari applicazioni ed esempi. È fondamentale infatti, per chi dovrà utilizzare
la matematica come uno strumento, acquisire sia una buona familiarità e manualità
nello svolgimento dei calcoli, che la consapevolezza dei loro limiti e della loro va-
lidità e possedere inoltre una panoramica sufficientemente ampia che permetta di
individuare di volta in volta l’approccio più vantaggioso.

Occorre ancora che quanto di nuovo si apprende ci aiuti ad affrontare problemi
che eravamo già in grado di formulare, ma non di risolvere con le conoscenze
precedenti e che possa creare nuove curiosità.

1William Rowan Hamilton (1805 -1865), fisico, matematico ed astronomo irlandese, cui si deve
la meccanica Hamiltoniana, fondamentale in seguito nello studio dell’elettro-magnetismo e della
meccanica quantistica.

2Arthur Cayley (1821-1895), matematico inglese cui si deve la scoperta degli ottonioni, un’al-
gebra non associativa che è alla base della descrizione di alcuni gruppi speciali che potrebbero essere
essenziali per comprendere i gruppi di simmetria delle teorie della grande unificazione.

3William Kingdon Clifford (1845-1879) matematico e filosofo inglese, che per primo ebbe
l’intuizione che la gravità potesse essere una manifestazione della geometria sottostante all’universo.

4Ernst Pascual Jordan (1902-980), fisico teorico tedesco, ha contribuito in modo fondamentale
all’approccio matriciale alla meccanica quantistica, sviluppando le relazioni di anticommutazione
dei fermioni. L’algebra che da lui prende il nome è importante nel descrivere i fondamenti della
teoria quantistica.

5Evgraf Stepanovich Fedorov (1853-1919), cristallografo e matematico russo.
6Arthur Moritz Schoenflies (1853-1928), matematico tedesco, ricordato anche per i suoi

contributi alla topologia.
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Tra i nuovi strumenti di calcolo da acquisire, un posto di assoluto rilievo in
questa trattazione è occupato dalle matrici. Esse ci permettono, ad esempio, di
rappresentare vari tipi di simmetria, di comporre trasformazioni geometriche e di
costruire utili modelli di operazioni algebriche non commutative. Sebbene oggetti
simili sarebbero stati noti - secondo gli storici - ai Cinesi7 qualche secolo prima
dell’era cristiana, la loro utilizzazione sistematica nella nostra cultura scientifica
risale alla metà del XIX secolo. Il termine matrice fu introdotto da Sylvester8

nel 1851. Le matrici si rivelarono subito uno strumento concettuale efficace nei
lavori di Cayley, Hamilton, Eisenstein9 e dei molti altri matematici e fisici che
ne svilupparono la teoria nella seconda metà dell’Ottocento, feconda di numerose
applicazioni alla geometria, all’algebra, alla fisica.

In queste lezioni ho preferito sviluppare preliminarmente il calcolo matriciale,
posponendo le definizioni astratte delle strutture algebriche fondamentali (anelli,
campi, spazi vettoriali, algebre). Ho fatto eccezione per i gruppi; da una parte per
il ruolo del gruppo simmetrico nella definizione dei determinanti, dall’altra per il
legame dei gruppi finiti con la cristallografia e la geometria euclidea elementare.
Ho cercato di mostrare la naturalità e l’utilità delle nozioni introdotte, applicandole
alla risoluzione di vari problemi, connessi soprattutto allo studio delle simmetrie.
A queste ultime ho dato un’importanza centrale, introducendo i primi rudimenti su
algebre e gruppi di Lie di matrici, sacrificando a quest’approccio lo spazio per una
discussione più completa e dettagliata della geometria proiettiva. Di essa presento
soltanto alcune nozioni di base che sono funzionali a comprendere ed a semplifi-
care altri argomenti della geometria analitica classica, come ad esempio lo studio
delle quadriche affini.

I primi cinque capitoli sono dedicati ai numeri complessi, al loro utilizzo in
geometria piana, alla nozione di campi di scalari, ai polinomi di una variabile ed
alle nozioni fondamentali sui gruppi, in particolare al gruppo simmetrico.

Quelli dal sesto al dodicesimo sono dedicati alle matrici ed a diversi aspet-
ti del calcolo matriciale, in particolare alle forme canoniche rispetto alla simi-
litudine e alla congruenza. In questo contesto, la considerazione di algebre di
Lie di matrici s’impone quando si vogliano trovare criteri di diagonalizzabilità o
triangolarizzabilità simultanee di famiglie di matrici.

Nei Cap. 13, 14, 15 si considerano le nozioni astratte di spazio vettoriale, affine
e proiettivo, con particolare attenzione alla geometria affine reale, nel contesto della
quale introduciamo il gruppo ortogonale e le algebre di Grassmann.

Nei Cap. 16 e 17 si espongono ulteriori risultati sulle matrici, utilizzati nei
successivi 18 e 19 per studiare le quadriche affini e proiettive reali ed i gruppi
ortogonali di indice positivo.

7I nove capitoli dell’arte matematica è un testo cinese composto tra il decimo ed il secondo
secolo a.C., che contiene allineamenti utilizzati per risolvere sistemi di equazioni.

8James Joseph Sylvester (1814-1897), matematico inglese.
9Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852), matematico tedesco cui si devono ecceziona-

li risultati in teoria dei numeri; sembra sia stato il primo a rilevare la non commutatività del prodotto
di matrici.
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Il Cap. 20 raccoglie e formalizza varie nozioni di algebra, riguardanti soprat-
tutto gli anelli, che abbiamo utilizzato e a cui ci siamo riferiti nel corso di tutta
l’esposizione.

Gli ultimi quattro capitoli, dedicati alla teoria di Lie per matrici reali e comples-
se, introducono alcune nozioni di base per successivi possibili approfondimenti in
teoria delle rappresentazioni e in fisica teorica. Un’attenzione particolare è riserva-
ta alla presentazione geometrica di alcuni gruppi di dimensione piccola interessanti
nelle applicazioni fisiche. In questa parte si utilizzano alcune nozioni di topologia
e di geometria differenziale, di cui ci limitiamo a dare delle nozioni intuitive.
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CAPITOLO 1

I numeri complessi

1. Introduzione: radicali e numeri algebrici

I numeri complessi si ottengono come estensione algebrica dei reali, cui ag-
giungiamo un’unità immaginaria, cioè un numero i con la proprietà che i2 = − 1.

Le operazioni elementari con i numeri complessi sono sotto alcuni aspetti si-
mili a quelle coi razionali ed i loro radicali. Un radicale, ad esempio 3√2, è carat-
terizzato dall’essere radice di un polinomio razionale irriducibile, in questo caso
x3 − 2 = 0. Per calcolare, ad esempio, la quarta potenza di (1 +

3√2)4, possiamo in
primo luogo calcolare

(1 + x)4 = 1 + 4x + 6x2 + 4x3 + x4,

e sostituire poi ad x ed x2 i simboli 3√2 e 3√4, e ad x3 il numero 2. Avremo quindi
(x4 = x3 · x):

(1 +
3
√

(2))4 = 1 + 4 ·
3√
2 + 6 ·

3√
4 + 4 · 2 + 2 ·

3√
2

= 9 + 6
3√
2 + 6

3√
4.

Ogni numero che si possa esprimere come il valore in 3√2 di un polinomio a
coefficienti razionali si può rappresentare in modo unico nella forma a + b 3√2 + c 3√4
per opportuni a, b, c ∈ Q. Ciò si ottiene sostituendo ad ogni monomio xn con n > 3
il prodotto 2q( 3√2)r, se q è il quoziente ed r il resto della divisione di n per 3. L’in-
sieme di questi numeri si indica con Q[ 3√2] e si dice che Q[ 3√2] è un’estensione
algebrica di grado tre del campo dei numeri razionali.

Esempio 1.1. Si calcoli (1 +
3√2 + 2 3√4)−1.

Associamo al numero di cui vogliamo calcolare il reciproco in Q[ 3√2] il poli-
nomio 1 + x + 2x2. Cerchiamo il reciproco come il valore in 3√2 di un polinomio di
secondo grado a + bx + cx2. Abbiamo, raccogliendo i fattori 1, x, x2,

(1 + x + x2)(a + bx + cx2) = (a + [b + c]x3) + (a + b + cx3)x + (a + b + c)x2.

Sostituendo x3 = 2, troviamo allora che

(1 +
3√
2 + 2

3√
4)(a + b

3√
2 + c

3√
4)

= (a + 2b + 2c) + (2a + b + 2c)
3√
2 + (a + b + c)

3√
4.

Uguagliando ad 1 l’espressione ad ultimo membro, i numeri a, b, c si possono otte-
nere ponendo uguali a zero i coefficienti di 3√2 e di 3√4, ed uguale ad uno il primo

13
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addendo. Dobbiamo cioè risolvere il sistema
2a + b + c = 0,
a + b + 2c = 0,
a + 2b + 2c = 1.

Troviamo allora b = 1 (sottraendo la seconda equazione dalla terza), c = a (sottraen-
do la prima dalla seconda) ed a = c =−1/3 (sostituendo a = c e b = 1 nella prima).
Quindi

(1 +
3√
2 + 2

3√
4)−1 =

3√
2− 1

3 (1 +
3√
4).

Più in generale, un numero k che annulli un polinomio di grado positivo a
coefficienti razionali si dice algebrico ed il suo grado algebrico (rispetto a Q) è il
minimo grado di un polinomio non nullo p(x) ∈ Q[x] per cui p(k) = 0.

Possiamo eseguire le operazioni con i numeri algebrici nello stesso modo che
abbiamo illustrato per la radice cubica di tre. Se k < Q e

p(x) = xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an, con a1, . . . , an ∈ Q.

è il polinomio monico1 di grado minimo che annulla k, osserviamo che n > 1 ed
an , 0, perché se n = 1 allora k è razionale ( = −a1) e se an = 0, allora p(x) = x ·q(x)
per un polinomio q(x) di grado n − 1 che si annulla in k. Se f (x) ∈ Q[x], allora

f (x) = q(x) · p(x) + r(x), con q(x), r(x) ∈ Q[x] e deg r < n.

Qui r(x) = r0 + r1x + · · · + rn−1xn−1, con r0, . . . , rn−1 ∈ Q è il resto, ed

f (k) = r(k) = r0 + r1k + · · · + rn−1kn−1

si decompone in una somma i cui addendi sono multipli razionali di 1, k, . . . , kn−1.
Per ricavare quest’espressione, non abbiamo mai utilizzato il fatto che k fosse

un numero reale. Possiamo cioè definire k come un nuovo numero, che utilizziamo
per estendere i razionali. Algebricamente, cioè dal punto di vista delle operazioni
di somma e prodotto, possiamo identificare Q[k] al quoziente di Q[x], rispetto alla
relazione p(x) = 0. L’unica richiesta che dobbiamo fare e che ci assicura che Q[k]
sia ancora un campo, è che p(x) sia irriducibile: non si possa cioè scrivere come
prodotto di due polinomi razionali di grado positivo.

Osservazione 1.1. Polinomi distinti possono definire la stessa estensione dei
razionali. Ad esempio, p1(x) = x2 − 2 e p2(x) = x2 − 2x − 1 hanno il primo radici
±
√

2, il secondo 1 ±
√

2 e Q[
√

2] =Q[−
√

2] =Q[1 +
√

2] =Q[1 −
√

2].
Due radici distinte k1, k2 di uno stresso polinomio razionale irriducibile si di-

cono coniugate. In questo caso Q[k1] e Q[k2] coincidono se k2 ∈ Q[k1] e sono
distinti altrimenti.

1Monico significa che il coefficiente del suo monomio di grado massimo è uno.
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2. I numeri complessi

Indichiamo con R il campo2 dei numeri reali.

Definizione 2.1. L’insieme C dei numeri complessi è l’estensione quadratica
del campo R dei reali che si ottiene aggiungendo un’unità immaginaria i , radice
del polinomio x2 + 1.

I numeri complessi si scrivono perciò nella forma

z = a + i b, con a, b ∈ R .

I numeri reali a e b si dicono, rispettivamente, parte reale e parte immaginaria di
z, e si indicheranno con Re z ed Im z.

Se b = 0 diciamo che a + i 0 = a è reale, se a = 0 diciamo che 0 + ib = i b è un
immaginario puro.

Lo 0 = 0 + i0 è il solo numero complesso che sia al tempo stesso reale e pura-
mente immaginario.

La somma e il prodotto di numeri complessi si ottengono dalla somma e dal
prodotto di polinomi reali in i , sostituendo (−1) ad i2: se a, b, c, d ∈ R, allora

(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i (b + d),
(a + ib)(c + id) = (ac − bd) + i (ad + bc).

Nel calcolo del prodotto abbiamo usato il fatto che (ib)(id) = i2bd = − bd.
Come la somma e il prodotto di polinomi reali, queste operazioni sono, an-

che per i numeri complessi, associative, commutative e distributive l’una rispetto
all’altra. I numeri reali 0 ed 1 sono elementi neutri della somma e del prodotto.

Lemma 2.1. I numeri complessi formano un campo.

Dimostrazione. Basta verificare che ogni numero complesso diverso da 0 am-
mette un’inversa per il prodotto. Il numero a + ib, con a, b ∈ R, è diverso da zero
se a e b non sono entrambi nulli. Abbiamo allora

(a + ib)−1 =
a − ib
a2 + b2 . �

Definizione 2.2. Chiamiamo modulo del numero complesso z il numero reale
non negativo

(2.1) | z |=
√

(Re z)2 + (Im z)2.

Chiamiamo coniugato del numero complesso z il numero complesso, che indi-
chiamo con z̄, che ha la stessa parte reale di z e parte immaginaria opposta:

(2.2) a + ib = a − ib, ∀a, b ∈ R.

Proposizione 2.2. Il coniugio e il modulo dei numeri complessi godono delle
seguenti proprietà:

z + z̄ = 2Re z, z · z̄ = | z |2, | z̄ |= | z |, Re z =
z + z̄

2
, Im z =

z − z̄
2i

, ∀z ∈ C,

2Per la nozione di campo, vedi il Cap.3,§1.
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z + w = z̄ + w̄, z · w = z̄ · w̄, | z + w | ≤ | z |+ |w |, | z · w |= | z | · |w |, ∀z,w ∈ C,

e vale | z + w |= | z |+ |w | se, e soltanto se, uno dei due numeri complessi è un
multiplo, mediante un numero reale non negativo, dell’altro.

Dimostrazione. Tutte le uguaglianze elencate sono di facile verifica algebri-
ca. Dimostriamo ad esempio che | z·w |= | z | · |w |. Se z = a + ib e w = c + id con
a, b, c, d ∈ R, allora

|zw|2 = |(a + ib)(c + id)|2 = |(ac − bd) + i (ad + bc)|= (ac − bd)2 + (ad + bc)2

= a2c2 + b2d2 − 2abcd + a2d2 + b2c2 + 2abcd = a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2

= a2(c2 + d2) + b2(c2 + d2) = (a2 + b2)(c2 + d2) = | z |2|w |2.

Omettiamo la dimostrazione delle altre, limitandoci alla verifica della disegua-
glianza triangolare, cioè del fatto che il modulo di una somma è minore o uguale
della somma dei moduli degli addendi e verifichiamo poi che in essa vale l’ugua-
glianza se e soltanto se un numero è il prodotto dell’altro per un numero reale non
negativo. Abbiamo

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = (z + w)(z̄ + w̄) = z z̄ + z w̄ + w z̄ + w w̄

= | z |2 + 2 Re (z · w̄) + |w |2 ≤ | z |2 + 2 | z | · |w |+ |w |2 = (| z |+ |w |)2.

L’uguaglianza vale quando uno dei numeri z,w è nullo, oppure, se z,w sono en-
trambi non nulli, se e soltanto se z · w̄ e w · z̄ sono entrambi reali, positivi ed uguali
a | z | · |w |. Osserviamo che

se z · w , 0, allora z · w̄ = | z | · |w | ⇐⇒ z · |w |2 = | z | · |w | · w⇐⇒ z =
| z |
|w |

w,

cioè se e solo se z e w sono l’uno un multiplo dell’altro rispetto a un numero reale
positivo. �

Una proprietà fondamentale dei numeri complessi è espressa dal teorema fon-
damentale dell’algebra3. Ne daremo una dimostrazione nel §12 del Cap. 3.

Teorema 2.3 (Gauss). Un polinomio p(x) ∈ C[x] di grado n > 0 si decompone
nel prodotto di n fattori di primo grado:

p(x) = a(x − z1)(x − z2) · · · (x − zn). �

Questa proprietà si enuncia anche dicendo che un polinomio complesso di gra-
do n ammette tante radici complesse, ripetute con le loro molteplicità, quanto è il
suo grado.

Poiché per il teorema di Ruffini un numero k è radice di un polinomio p(x) se
e soltanto se p(x) è divisibile per (x− k), cioè p(x) = q(x) · (x− k) con q(x) ∈ C[x] e
deg q = deg p− 1, possiamo enunciare in modo equivalente il teorema di Gauss di-
cendo che ogni polinomio complesso di grado positivo ammette almeno una radice
complessa.

3Il matematico tedesco Johann Friedrich Carl Gauss (1777-1855) dimostrò per primo questo
teorema nella sua tesi di dottorato del 1799. Gauss ha dato contributi profondi in diversi settori
della matematica, della fisica e dell’astronomia. È considerato uno dei maggiori matematici di tutti i
tempi.
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3. Il piano di Gauss e la forma trigonometrica dei numeri complessi

Possiamo rappresentare graficamente i numeri complessi come punti di un pia-
no, su cui sia stato fissato un riferimento cartesiano ortogonale. Facciamo corri-
spondere i numeri reali ai punti dell’asse delle ascisse e gli immaginari puri a quelli
dell’asse delle ordinate, in modo che 1 corrisponda al versore delle ascisse ed i a
quello delle ordinate.

La bigezione si descrive analiticamente mediante

(3.1) C 3 z −→ (Re z, Im z) ∈ R2.

Il modulo del numero complesso z, uguale al numero reale non negativo

(3.2) | z |=
√

(Re z)2 + (Im z)2,

è la distanza dall’origine del punto che rappresenta z nel piano di Gauss.
Il coniugio C 3 z → z̄ ∈ C corrisponde alla simmetria rispetto all’asse delle

ascisse R2 3 (x, y)→ (x,−y) ∈ R2.

Definizione 3.1. Chiamiamo argomento di un numero complesso z non nullo
l’angolo, espresso in radianti, di cui dobbiamo ruotare la semiretta positiva delle
ascisse per sovrapporla alla semiretta, con origine nell’origine delle coordinate,
che contiene il punto (Re z, Im z). L’argomento è determinato a meno di multipli
interi di 2π.

(3.3) θ ∈ arg z⇐⇒


cos θ=

Re z
| z |

,

sin θ=
Im z
| z |

.

Utilizzando tangente e cotangente, possiamo descrivere l’argomento in modo equi-
valente mediante:

θ ∈ arg(z)⇐⇒


Im z , 0 e tan θ=

Re z
Im z

,

Re z , 0 e cot θ=
Im z
Re z

.

Gli argomenti dei numeri reali sono i multipli interi di π, pari per i positivi,
dispari per i negativi. Quelli degli immaginari puri differiscono da π

2 per multipli
interi di π, pari per i multipli positivi di i, dispari per i multipli negativi di i.

Abbiamo osservato che il modulo del prodotto di due numeri complessi è il
prodotto dei loro moduli. L’argomento di una prodotto è invece la somma degli
argomenti:

Proposizione 3.1. Il prodotto di due numeri complessi diversi da zero è un nu-
mero complesso diverso da zero che ha come argomento la somma degli argomenti
dei suoi fattori:

(3.4) arg(z · w) = arg z + arg w = {α+ β | α ∈ arg z, β ∈ arg w}.
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Dimostrazione. La (3.4) segue dalle formule di somma per il seno ed il coseno.
Se z · w , 0 ed α ∈ arg z, β ∈ arg w, allora

z = | z |
Re z + i Im z
| z |

= | z |(cosα+ i sinα), w = |w |
Re w + i Im w

|w |
= |w |(cos β+ i sin β)

e quindi

z · w
|z · w|

=
| z |(cosα+ i sinα) · |w |(cos β+ i sin β)

| z | · |w |
= (cosα+ i sinα) · (cos β+ i sin β)

= (cosα cos β − sinα sin β) + i(cosα sin β+ sinα cos β)
= cos(α+ β) + i sin(α+ β).

Questo dimostra l’affermazione sull’argomento del prodotto. �

Osservazione 3.2. Se z · w , 0 ed α0 ∈ arg z, β0 ∈ arg w, allora

arg(z · w) =α0 + arg w = {α0 + β | β ∈ arg w}= β0 + arg z = {α+ β0 | α ∈ arg z}

= {α0 + β0 + 2kπ | k ∈ Z}.

Definizione 3.2. Definiamo l’esponenziale di un numero complesso ponendo

(3.5) exp(x + iy) = ex + iy = ex (cos y + i sin y), ∀x, y ∈ R.

Osservazione 3.3. L’applicazione R 3 t → eit = cos t + i sin t ∈ C rappresenta,
nel piano di Gauss, il moto circolare uniforme, lungo la circonferenza di centro
nell’origine e raggio uno, di una particella, dalla posizione iniziale 1 ≡ (1, 0) e
che ruoti in senso antiorario con velocità unitaria. Se P(t) = eit, estendendo al ca-
so complesso la regola della derivazione della funzione composta troviamo che
Ṗ(t) = ieit = − sin t + i cos t, che è il numero complesso che nel piano di Gauss rap-
presenta il vettore velocità ~v = (− sin t, cos t), tangente alla circonferenza nel punto
P(t) e ad un angolo di π/2 (in senso antiorario) con la semiretta 0P(t).

Proposizione 3.4. Se z è un numero complesso non nullo, allora

(3.6) z = elog | z |+ iα, ∀α ∈ arg z.

L’esponenziale complesso verifica le proprietà:

ez · ew = ez + w, ∀z,w ∈ C,(3.7)

(ez)n = enz, ∀z ∈ C, ∀n ∈ Z.(3.8)

Dimostrazione. La (3.6) è diretta conseguenza della definizione dell’esponen-
ziale complesso.

Dimostriamo la (3.7). La (3.8) è una sua diretta conseguenza.
I numeri complessi ez ed ew hanno moduli eRe z, eRe w ed argomenti Im z, Im w,

rispettivamente. Il modulo di ez · ew è il prodotto dei moduli, e quindi

eRe z · eRe w = eRe z + Re w = eRe (z + w).

Argomento di ez · ew è la somma Im z + Im w = Im (z + w) degli argomenti. La (3.7)
è allora conseguenza della (3.6). �
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Ogni numero compesso diverso da zero si può scrivere nella forma

(3.9) z = r(cos θ+ i sin θ) = reiθ = elog r + iθ, r > 0, θ ∈ R.

Definizione 3.3. Il secondo membro di (3.9) si dice forma trigonometrica del
numero complesso z.

4. Applicazioni alla trigonometria

Ritroviamo le note formule della trigonometria utilizzando quelle del prodotto
di numeri complessi. Discutiamo alcuni esempi.

cos(α+ β) + i sin(α+ β) = (cosα+ i sinα)(cos β+ i sin β)
= (cosα cos β − sinα sin β) + i (sinα cos β+ cosα sin β),

cos(3α) + i sin(3α) = (cosα+ i sinα)3

= cos3
α+ 3i cos2

α sinα+ 3 cosα(i sinα)2 + (i sinα)3

= (cos3
α − 3 sin2

α cosα) + i(3 sinα cos2
α − sin3

α)

= (4 cos3
α − 3 cosα) + i (3 sinα − 4 sin3

α).

Se z,w sono due numeri complessi di modulo 1, allora 0, z, z + w, w sono i
quattro vertici di un rombo. La diagonale da 0 a (z + w) è la bisettrice dell’angolo
ẑ0w e quindi, se α e β sono argomenti di z e di w, rispettivamente, allora la loro
media (α+ β)/2 è l’argomento di z + w. Poiché

|z + w|2 = | z |2 + |w |2 + 2Re (zw̄) = 2(1 + cos(α − β)) = 4 cos2((α−β)/2),

abbiamo, se −π < α − β < π, dimodoché |z − w|= 2 cos α−β

2 > 0,

cos
α+ β

2
+ i sin

α+ β

2
=

z + w
|z + w|

=
(cosα+ cos β) + i(sinα+ sin β)

2 cos
α − β

2

.

Abbiamo ottenuto le formule di prostaferesi:

cosα+ cos β= 2 cos
α − β

2
cos

α+ β

2

sinα+ sin β= 2 cos
α − β

2
sin

α+ β

2
.

Queste formule rimangono valide per ogni valore degli angoli α, β.

Nel calcolo della sovrapposizione di onde di diversa frequenza, è utile calcola-
re le somme

Sn = sinα+ sin(2α) + · · · + sin(nα), S ′n = 1 + cosα+ cos(2α) + · · · + cos(nα).

Utilizzando la forma polare, abbiamo

sin(nα) = Im
(
en[iα]

)
= Im

[(
eiα

)n]
, cos(nα) = Re

(
en[iα]

)
= Re

[(
eiα

)n]
.

Poiché

1 + z + z2 + · · · + zn =
∑n

h = 0
zh =

1 − zn + 1

1 − z
, ∀z , 1,
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otteniamo, per α < 2πZ,∑n

h = 0
einα =

∑n

h = 0

(
eiα

)h
=

1 − ei(n + 1)α

1 − eiα =
1 − cos[(n + 1)α] − i sin[(n + 1)α]

1 − cosα − i sinα
.

Abbiamo

1 − cos[(n + 1)α] − i sin[(n + 1)α]
1 − cosα − i sinα

=
2 sin2 (n + 1)α

2 − 2i sin (n + 1)α
2 cos (n + 1)α

2

2 sin2 α
2 − 2i sin α

2 cos α
2

=
sin (n + 1)α

2

sin α
2

sin (n + 1)α
2 − i cos (n + 1)α

2

sin α
2 − i cos α

2
=

sin (n + 1)α
2

sin α
2

cos (n + 1)α
2 + i sin (n + 1)α

2

cos α
2 + i sin α

2

=
sin (n + 1)α

2

sin α
2

exp i(n + 1)α
2

exp iα
2

=
sin (n + 1)α

2

sin α
2

exp
inα
2

=
sin (n + 1)α

2

sin α
2

(
cos

nα
2

+ i sin
nα
2

)
.

Da qui ricaviamo le formule di somma

Sn =
∑n

h = 1
sin(hα) =

sin (n + 1)α
2 sin nα

2

sin α
2

,

S ′n =
∑n

h = 0
cos(hα) =

sin (n + 1)α
2 cos nα

2

sin α
2

.

Osserviamo che, se α ∈ 2πZ, allora Sn = 0 ed S ′n = (n + 1).
Seno e coseno si possono esprimere per mezzo dell’esponenziale complesso.

Le formule

cosα=
eiα + e−iα

2
, sinα=

eiα − e−iα

2i
si dicono di Eulero4. Sostituendo ad α un qualsiasi numero complesso z si otten-
gono il seno e coseno complessi.

5. Equazioni di secondo grado e radici quadrate in C

Ogni numero complesso w diverso da zero ammette un’unica radice quadrata
che appartenga all’insieme

{z ∈ C | Re z > 0} ∪ {z ∈ C | Re z = 0, Im z > 0}.

Indichiamo con
√

w l’unica radice quadrata appartenente a tale insieme. Ad
esempio, utilizzando questa notazione, le soluzioni dell’equazione di secondo gra-
do

az2 + bx + c = 0, a, b, c ∈ C, a , 0,
si possono scrivere nella forma

z± =
−b ±

√
b2 − 4ac
2a

.

4Leonhard Euler(1707-1783), nato a Basilea, in Svizzera, è considerato il maggior matematico
dell’Illuminismo. Ha dato contributi essenziali allo sviluppo del calcolo, allo studio delle funzioni
speciali, alla meccanica razionale e celeste, alla teoria dei numeri.
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È sempre possibile esprimere la radice quadrata di un numero complesso in
termini di radicali reali. Infatti, se w = a + ib, con a, b ∈ R, l’equazione complessa
z2 = w è equivalente al sistema di equazioni reali

z = x + iy, x, y ∈ R,
x2 − y2 = a,
2xy = b.

Se b = 0, allora z = ±
√

a ∈ R, se a ≥ 0,
z = ± i

√
−a ∈ iR, se a < 0.

Se b , 0, allora x ed y sono entrambi diversi da zero e possiamo quindi sostituire
y = b/(2x) nella prima equazione, ottenendo l’equazione biquadratica

4x4 − 4ax2 − b2 = 0.

Poiché x2 > 0, dobbiamo scegliere le soluzioni con

x2 =
a +
√

a2 + b2

2
.

Avremo perciò z = ±
√

w con

√
w =

√
a + ib =

√
a +
√

a2 + b2

2
+ i

√
−a +

√
a2 + b2

2
.

Esempio 5.1. Calcoliamo le radici quadrate di i. Esse sono della forma z = x + iy
con x, y ∈ R ed x2 − y2 = 0

2xy = 1.

I numeri reali x e y hanno allora lo stesso valore assoluto e lo stesso segno. Sono
dunque uguali e, da 2x2 = 1, otteniamo x = y = ± 1/

√
2. Otteniamo perciò

z = ±
√

i , con
√

i =
1 + i
√

2
.

Esempio 5.2. Si calcoli
√

1 + i .
Poniamo z = x + iy, con x, y reali. L’equazione z2 = 1 + i è allora equivalente al

sistemax2 − y2 = 1,
2xy = 1

⇐⇒

4x4 − 4x2 − 1 = 0,
2xy = 1

⇐⇒

x2 =
2 +
√

5
4

,

2xy = 1.

Abbiamo perciò

√
1 + i =

√
√

5 + 2

2
+ i

√
√

5 − 2

2
.
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Osserviamo che 1 + i =
√

2 eiπ4 . Quindi
√

1 + i =
4√2 eiπ8 . Otteniamo perciò le

formule per il coseno e il seno dell’angolo π
8 (corrispondente a 22, 50):

cos
π

8
=

√
√

5 + 2

2 4√2
, sin

π

8
=

√
√

5 − 2

2 4√2
.

Esempio 5.3. Si calcolino le radici quadrate di 3 − 4i. Dax2 − y2 = 3,
2xy = − 4,

otteniamo che

16 = 4x2y2 = 4x2(x2 − 3) = 4(x4 − 3x2) =⇒ x4 − 3x2 − 4 = 0

=⇒ x2 =
3 +
√

9 + 16
2

= 4.

Quindi le radici quadrate di 3 − 4i sono

z = ±
√

3 − 4i , con
√

3 − 4i = 2 − i

Esempio 5.4. Consideriamo l’equazione di secondo grado

iz2 + 2z − 1 = 0.

Le soluzioni sono

z± =
−1 ±

√
1 + 4i

2i
.

Per calcolare la radice quadrata di 1 + 4i, consideriamo il sistemax2 − y2 = 1,
2xy = 4.

Sostituendo y = 2/x nella prima equazione otteniamo

x4 − x2 − 4 = 0, che dà x2 =
1 +
√

17
2

.

È quindi

√
1 + 4i =

√
1 +
√

17
2

+ i

√
−1 +

√
17

2
,

zi,2 =
i ±

(√−1 +
√

17
2 − i

√
1 +
√

17
2

)
2

.

Esempio 5.5. Si calcolino le radici complesse dell’equazione di secondo grado

z2 − 2iz + 3i = 0.

Abbiamo
z± = − i ±

√
−1 − 3i .
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Per calcolare
√
−1 − 3i risolviamo il sistemax2 − y2 = − 1,

2xy = − 3.

Sostituendo y = − 3/(2x) nella prima, otteniamo

4x4 + 4x2 − 9 = 0 =⇒ x2 =
−2 +

√
40

4
=
−1 +

√
10

2
.

Quindi

√
−1 − 3i =

√
−1 +

√
10

2
− i

√
1 +
√

10
2

,

z1,2 = i ±
(√
−1 +

√
10

2
− i

√
1 +
√

10
2

)
.

6. Equazioni di secondo grado non algebriche in z

Esempio 6.1. Si calcolino tutte le soluzioni complesse dell’equazione

z2 + 2z̄ + 1 = 0.

Osserviamo che questa non è un’equazione algebrica nella variabile complessa
z, perché vi compare il termine z̄. Possiamo riscriverla come un sistema di due
equazioni reali in due incognite reali, sostituendo a z la sua espressione carte-
siana z = x + iy, con x, y ∈ R, ed uguagliando a zero parte reale ed immaginaria.
Otteniamo x2 − y2 + 2x + 1 = 0,

2xy − 2y = 0.

Dalla seconda delle due equazioni, ricaviamo che o y = 0, oppure x = 1. Le solu-
zioni sono perciò y = 0,

(x + 1)2 = 0,

⋃ x = 1,
y2 = 4.

L’equazione assegnata ammette quindi le tre soluzioni distinte z = − 1, z = 1 + 2i,
z = 1 − 2i.

Esempio 6.2. Si trovino tutte le soluzioni complesse z dell’equazione

z2 + z̄2 + 2iz + z̄ + i = 0.

Sostituendo z = x + iy, con x, y ∈ R ed uguagliando a zero parte reale e parte
immaginaria troviamo il sistema:2x2 − 2y2 − 2y + x = 0,

2x − y + 1 = 0
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Sostituendo y = 2x + 1 troviamo

0 = 2x2 − 2(2x + 1)2 − 2(2x + 1) + x = x(2x + 1) − 2(2x + 1)2 − 2(2x + 1)
= − (2x + 1)(3x + 4).

L’equazione assegnata ammette quindi le due soluzioni

z = − 1
2 e z = − 4−5 i

3 .

Esempio 6.3. Si trovino tutte le radici complesse z dell’equazione

z2 + 2iz̄2 + 1 = 0.

Sostituendo z = x + iy, con x, y reali, ed uguagliando a zero parte reale e parte
immaginaria, otteniamo il sistemax2 − y2 + 4xy + 1 = 0,

xy + x2 − y2 = 0,
⇐⇒

3xy + 1 = 0,
xy + x2 − y2 = 0

Sostituendo y = − 1/(3x) nella seconda equazione ed eliminando i denominatori,
otteniamo l’equazione biquadratica

9x4 − 3x2 − 1 = 0, che dà x2 =
1 +
√

5
6

.

L’equazione assegnata ha quindi le due radici complesse

±


√

1 +
√

5
6

− i

√
√

5 − 1
6

 .
Esempio 6.4. Le equazioni di secondo grado non algebriche zz̄ = 1 e zz̄ = − 1

hanno la prima infinite soluzioni, la seconda nessuna soluzione.

7. Potenze, radici n-esime, uso della forma polare

Ricordiamo la formula della potenza n-esima di un binomio:

(7.1) (a + b)n =
∑n

h = 0

(
n
h

)
an−hbh, con

(
n
h

)
=

n!
h!(n − h)!

.

Poiché vale la regola fondamentale

(7.2)
(
n
h

)
+

(
n

h − 1

)
=

(
n + 1

h

)
,

il coefficiente binomiale
(
n
h

)
è l’(h+1)-esimo termine dell’n-esima riga del triangolo

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
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in cui ogni coefficiente diverso da 1 è la somma dei due che gli stanno sopra a
destra e a sinistra nella riga precedente.

Possiamo anche scrivere

(7.3)
(
n
h

)
=

n(n − 1) · · · (n − h + 1)
h!

e questa espressione ha senso anche quando n sia un qualsiasi numero reale ed h
un qualsiasi intero positivo. Poniamo(

n
0

)
= 1, ∀n ∈ R \ {0}

ed osserviamo che(
n
1

)
= n,

(
n
2

)
=

n(n − 1)
2

,

(
n
3

)
=

n(n − 1)(n − 2)
6

, . . . , ∀n ∈ R \ {0}.

Se n è un intero positivo, la (7.3) dà
(
n
h

)
= 0 per h > n. In generale, potremmo

considerare la formula del binomio nella forma di una somma infinita:

(7.4) (1 + x)a =
∑∞

h = 0

(
a
h

)
xh, valida per |x| < 1.

Possiamo utilizzare questa formula per il calcolo approssimato delle radici rea-
li. Le somme finite dei primi n termini della (7.4) danno un’approssimazione che
è tanto migliore quanto più |x| è piccolo ed n grande e che l’approssimazione è mi-
gliore per gli x piccoli e positivi perché, in questo caso, i termini della serie (7.4)
hanno, da un certo punto in poi, segni alternati.

Esempio 7.1. Per calcolare i valori approssimati di
√

2 utilizzando le somme
parziali della serie (7.4) dobbiamo innanzi tutto scrivere

√
2 come il prodotto di un

numero reale per la radice quadrata di un numero positivo minore di due. Abbiamo
ad esempio

√
2 = 7

5

√
50
49 = 7

5 (1 + 1
49 )

1
2 = 7

5

∑∞

h = 0

( 1
2
h

)
1

49h = 7
5 (1 + 1

98−
1

19208 + · · · ) = 1, 4142128....

che approssima fino alla quinta cifra significativa il valore 1, 414213562... di
√

2.

Esempio 7.2. Cerchiamo, con lo stesso metodo, di trovare valori approssimati
di 3√2. Osserviamo che ( 5

4 )3 = 125
64 < 2 < 27

8 . Abbiamo allora

3√
2 = 5

4
3
√

128
125 = 5

4 (1 + 3
125 )

1
3 = 5

4

∑∞

h = 0

( 1
3
h

)
3h

125h

= 5
4 (1 + 1

3
3

125 ) − 1
9

32

1252 + · · · ) = 1.25992 + · · · ,

che approssima fino alla quinta cifra decimale il valore di 3√2 = 1.25992104989487....

Abbiamo visto nel §5 che si può sempre calcolare la radice quadrata di un nu-
mero complesso utilizzando radici quadrate reali. Ciò naturalmente vale, iterando
l’operazione, per il calcolo delle radici 2n-esime di numeri complessi.
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Esempio 7.3. Calcoliamo 4√1 + 2i. Posto w = 1 + 2i, calcoliamo innanzi tutto
z =
√

1 + 2i . Ricordiamo che z = x + iy, con i numeri reali x e y che soddisfano le
equazionix2 − y2 = 1,

2xy = 2,
⇐⇒

x4 − x2 − 1 = 0,
xy = 1

⇐⇒

x2 = 1 +
√

5
2 ,

xy = 1.

Otteniamo quindi

z =

√
1 +
√

5
2 + i

√
−1 +

√
5

2

A questo punto calcoliamo ζ=
√

z ponendo ζ= u + iv, con u, v reali eu2 − v2 =

√
1 +
√

5
2 ,

2uv =

√
−1 +

√
5

2

⇐⇒

u2 = 1
2 (
√

5 +

√
1 +
√

5
2 ),

2uv =

√
−1 +

√
5

2 ,

onde

ζ=

√
1
2

(
√

5 +

√
1 +
√

5
2

)
+ i

√
1
2

(
√

5 −
√
√

5 + 1
2

)
.

Si ottengono le quattro radici cubiche di 1 + 2i moltiplicando ζ per le quattro radici
quarte dell’unità, che sono ±1,±i: le radici quarte di 1 + 2i sono ζ,−ζ, iζ,−iζ.

Le radici n-esime di un numero complesso, con n < {2m | m ∈ N}, non si
possono in generale esprimere per mezzo di radicali reali.

Se w è un numero complesso diverso da 0, per rappresentare le sue n radici
n-esime distinte z1, . . . , zn è conveniente rappresentare innanzi tutto w in forma
polare, ed utilizzare quindi la

w = r eiθ, r > 0, θ ∈ R =⇒ zh =
n√r · eiθ+ 2hπ

n , h = 0, 1, . . . , n − 1.

Esempio 7.4. Per calcorlare 3√i, scriviamo i nella forma polare i = 1 · eiπ/2.
Otteniamo allora

zh = eiπ1 + 4h
6 , h = 0, 1, 2, cioè


z0 =

√
3

2 + i
2 ,

z1 = −
√

3
2 + i

2 ,

z2 = − i

Esempio 7.5. Calcoliamo 5√1 + i. Abbiamo la forma polare 1 + i =
√

2 eiπ/4. Le
radici sono perciò

10√
2e

(8h + 1)πi
20 , h = 0, 1, 2, 3, 4.

Per h = 3, otteniamo la radice
10√

2(cos 5π
4 + i sin 5π

4 ) = −
10√

2 1 + i√
2

= − 2[ 1
10−

1
2 ](1 + i) = −1

5√16
(1 + i).

Esempio 7.6. Le radici n-esime dell’unità sono

e
2hπi

n =
(
e

2πi
n

)h, per h = 0, 1, . . . , n − 1.
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Se n è dispari, oltre ad 1, che è l’unica radice reale, abbiamo n−1
2 coppie di

radici complesse coniugate distinte; se n è pari, ±1 sono le due radici reali, ed
abbiamo poi n−2

2 coppie di radici complesse coniugate distinte.
Nel piano di Gauss, le n radici complesse distinte dell’unità sono gli n vertici

di un poligono regolare di n lati iscritto nella circonferenza unitaria e con un vertice
in 1. Abbiamo

√
1 = {−1, 1},

3√
1 = {1,− 1

2 ± i
√

3
2 },

4√
1 = {±1,±i}.

Per calcolare l’espressione mediante radicali della radice quinta dell’unità, ricor-
diamo che

cos π
5 =

√
5 + 1
4 , sin π

5 =

√
10−2

√
5

4 ,

cos 2π
5 = 1−

√
5

4 , sin π
5 =

√
10 + 2

√
5

4 .

Quindi,
5√
1 =

{
1, 1−

√
5

4 ± i
√

10 + 2
√

5
4 , −

√
5 + 1
4 ± i

√
10−2

√
5

4

}
,

perché 4π
5 = π − π

5 e 6π
5 = π+ π

5 e 8π
5 = 2π − 2π

5 .

Abbiamo poi
6√
1 =

{
±1, ±

√
3±i

2

}
.

In generale, radici n-esime dell’unità con n > 6 possono non essere esprimibili per
mezzo di radicali reali.

Osserviamo infine che le radici n-esime di un qualsiasi numero complesso w,
diverso da 0, si possono ottenere moltiplicando una qualsiasi radice n-esima z0 di
w per le n radici n-esime dell’unità. In particolare, esse formano i vertici di un
n-agono regolare inscritto nella circonferenza del piano di Gauss che ha centro
nell’origine e raggio n√

|w |.

Esempio 7.7. Si determinino tutte le soluzioni dell’equazione

z5 = z̄3.

Uguagliando i moduli otteniamo

| z |5 = |z̄|3 = | z |3 =⇒ | z | ∈ {0, 1}.

Se | z |= 0, otteniamo la soluzione z = 0. Per | z |= 1, moltiplicando ambo i membri
per z3 otteniamo l’equazione equivalente

z8 = 1 =⇒ z ∈
{
±1,±i, ±1±i√

2

}
.

L’equazione assegnata ha quindi le 9 soluzioni distinte
{
0,±1,±i, ±1±i√

2

}
.
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Esempio 7.8. Si determinino tutte le soluzioni complesse dell’equazione

z3 = 1 + i| z |.

Rappresentiamo z in forma polare. Posto z = reiθ, sostituendo nell’equazione ed
uguagliando parte reale e parte immaginaria abbiamor3 cos 3θ= 1,

r3 sin 3θ= r.

Dalla prima equazione ricaviamo che r , 0 e dunque il sistema è eqivalente ar3 cos 3θ= 1,
r2 sin 3θ= 1.

Dividendo membro a membro troviamo che r = tan 3θ, e quindi ci riduciamo al
sistema r = tan 3θ,

tan2 3θ sin 3θ= 1.

La seconda equazione del sistema ci dà

sin3 3θ= 1 − sin2 3θ.

Siamo quindi interessati a trovare le soluzioni dell’equazione algebrica

f (t) = t3 + t2 − 1 = 0 con −1 ≤ t ≤ 1.

Cerchiamo il numero di radici comprese tra −1 ed 1 utilizzando il metodo dello
studio di funzione. Abbiamo f ′(t) = 3t2 + 2t = 3t(t + 2

3 ). La f è quindi crescente
negli intervalli (−∞,− 2

3 ) e (0, +∞) e decrescente nell’intervallo (− 2
3 , 0). Abbiamo

f (−1) = − 1 < 0, f (− 2
3 ) = − 23

27 < 0, f (0) = − 1 < 0, f (1) = 1 > 0.

Quindi f ammette un’unica radice reale t0 con 0 < t0 < 1 e vi sarà quindi un
unico angolo α ∈ (0, π2 ) tale che sinα= t0. Le soluzioni dell’equazione assegnata
corrispondono allora a valori θ per cui

sin 3θ= sinα, cos θ > 0.

Da

θ=
α+ 2kπ

3
oppure θ=

π − α+ 2kπ
3

, cos θ > 0,

poiché cos θ > 0 quando θ appartiene agli intervalli (2kπ − π
2 , 2kπ+ π

2 ) per k ∈ Z,
dobbiamo considerare le disequazioni

−
π

2
+ 2hπ <

α+ 2kπ
3

<
π

2
+ 2hπ, −

π

2
+ 2hπ <

π − α+ 2kπ
3

<
π

2
+ 2hπ, h, k ∈ Z.

Possiamo scegliere l’argomento di z nell’intervallo (−π, π], e quindi ci riduciamo
al problema di determinare i valori di k ∈ Z per cui le diseguaglianze scritte sopra
siano verificate con h = 0. Otteniamo quindi i valori:

α

3
,
π − α

3
.
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L’equazione assegnata ammette allora le due soluzioni

z = tanα · eiα/3 e z = tanα · ei(π−α)/3.

Esempio 7.9. Si trovino tutte le soluzioni complesse z dell’equazione

z3 + iz̄2 = 0.

L’equazione si può riscrivere nella forma z3 = − iz̄2. Uguagliando i moduli ottenia-
mo allora

| z |3 = | z |2.
Osserviamo quindi che z = 0 è soluzione e che tutte le altre soluzioni hanno modulo
1. Moltiplicando quindi l’equazione assegnata per z2, troviamo che le soluzioni
diverse da 0 soddisfano

z5 + i = 0.
Le soluzioni sono quindi z = 0 e le cinque radici quinte di −i = e−iπ/2:

z = 0, e z = ei(4k−1)π/10 = cos (4k−1)π
10 + i sin (4k−1)π

10 , per k = 0, 1, 2, 3, 4.

I valori delle radici quinte di −i si possono esprimere per mezzo di radicali reali.
Abbiamo ad esempio, per k = 0,

cos −π10 = cos π
10 =

√
1 + cos π5

2 =

√
1 +

√
5 + 1
4

2 = 1
2

√
5 +
√

5
2 ,

sin −π10 = − sin π
10 = −

√
1−cos π5

2 = −

√
1−
√

5 + 1
4

2 = − 1
2

√
3−
√

5
2 .

Esempio 7.10. Si trovino tutte le soluzioni complesse z dell’equazione

(∗) z6 = i(Re z) | z |2z̄2.

Osserviamo che z = 0 è soluzione di (∗). Le soluzioni diverse da 0 sono soluzioni
dell’equazione

z8 = i(Re z) | z |6.
Introduciamo la forma polare z = reiθ = r(cos θ+ i sin θ) con r > 0 e θ ∈ R. Ugua-
gliando a zero parte reale ed immaginaria otteniamo allora il sistema

r > 0,
r8 cos(8θ) = 0,
r8 sin(8θ) = r6 cos θ.

Abbiamo perciò

cos(8θ) = 0 =⇒ 8θ= ±
π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Le soluzioni diverse da 0 di (∗) si ottengono quindi considerando il sistema
k = 0, . . . , 7,

θk =
(1 + 4k)π

16 ,

r2 =
cos θk
sin 8θk

> 0,

⋃ 
k = 0, . . . , 7,

θ′k =
(4k−1)π

16 ,

r2 =
cos θ′k
sin 8θ′k

> 0,
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Osserviamo che sin 8θk = sin (1 + 4k)π
2 = 1 e sin 8θ′k = sin (4k−1)π

2 = − 1 per ogni k ∈
Z. Consideriamo i segni:

k 0 1 2 3 4 5 6 7
cos θk + + − − − − + +

cos θ′k + + + − − − − +

Le soluzioni di (∗) sono i nove numeri complessi:

0,
√

cos θ0eiθ0 ,
√

cos θ1eiθ1 ,
√

cos θ6eiθ6 ,
√

cos θ7eiθ7 ,√
| cos θ′3|e

iθ′3 ,
√
| cos θ′4|e

iθ′4 ,
√
| cos θ′5|e

iθ′5 ,
√
| cos θ′6|e

iθ′6 .

Osserviamo che i valori dei seni e dei coseni di θi e θ′i si possono esprimere
mediante radicali reali, perché gli archi sono frazioni binarie di π. Ad esempio,

sin π
16 =

√
1−cos π8

2 =

√√
1−

√
1 + cos π4

2
2 =

√√√
1−

√√
1 +

1√
2

2
2 ,

cos π
16 =

√
1 + cos π8

2 =

√√
1 +

√
1 + cos π4

2
2 =

√√√
1 +

√√
1 +

1√
2

2
2 ,

e queste formule ci permettono di scrivere tutte le soluzioni di (∗) come somme di
radicali reali.

8. Circuiti elettrici

I numeri complessi sono uno strumento utile per rappresentare quantità fisi-
che. Illustriamo il loro impiego nel calcolo di circuiti elettrici. Ci limitiamo qui a
considereare circuiti con impedenza costante e tensioni e correnti sinusoidali.

8.1. Tensione, corrente, impedenza. In un circuito elettrico percorso da cor-
rente alternata, è utile descrivere la tensione V, la corrente I e l’impedenza Z utiliz-
zando numeri complessi. In questo modo possiamo rappresentare sia la loro gran-
dezza, definita dai loro moduli |V|, |I| e |Z|, che le loro fasi, φV, φI e φZ, descritte
dai loro argomenti. In particolare,

• la parte reale R di Z si dice resistenza,
• la parte immaginaria X di Z reattanza.

La Legge di Ohm si esprime nella formula

(8.1) V = Z · I,

che lega tra loro tensione, corrente ed impedenza. La moltiplicazione è naturalmen-
te quella tra numeri complessi ed, in particolare, l’argomento φZ dell’impedenza
misura la differenza di fase tra la tensione applicata e la corrente nel circuito.

L’impedenza di un resistore ideale è un numero reale puro.
L’impedenza di induttori o capacità ideali è puramente immaginaria e propor-

zionale alla frequenza ω:

ZL = iωL, ZC = 1/(iωC).
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Le costanti di proporzionalità L e C sono rispettivamente l’induttanza e la capacità.
Deriviamo ora dalla legge di Ohm le impedenze relative ai diversi circuiti

fondamentali, supponendo che la tensione applicata abbia frequenza costante ω.

Resistore. Abbiamo

(8.2) vR(t) = R · ıR(t)

e quindi ZR = R.
Condensatore. Supponiamo sia V = v · ei(ωt +φV ). Allora, con

(8.3) vC(t) = Re V(t) = v cos(ωt +φV),

abbiamo la formula

(8.4) ıC(t) = C
dvC(t)

dt
= − C · v · ω · sin(ωt +φV) = Re

(
i C · v · ω · ei(ωt +φV )).

Poiché i = eiπ2 , otteniamo

I(t) = i C · v · ω · ei(ωt +φV ) = C · v · ω · ei(ωt +φV +
π
2 )

e quindi

Z =
V(t)
I(t)

=
v · ei(ωt +φV )

C · v · ω · ei(ωt +φV +
π
2 )

=
1

iωC
=
−i
ωC

.

Induttore. Per un circuito induttore in cui passa una corrente I(t) = ı · ei(ωt +φI),
posto ı(t) = Re I(t) = ı ·cos(ωt +φI), la tensione reale v(t) = Re V(t) soddisfa l’equa-
zione

(8.5) v(t) = L
dı(t)
dt

= − L ıω sin(ωt +φI) = Re
(
iL ıωei(ωt +φI))

e quindi

(8.6) V(t) = iLωei(ωt +φI) = Lωei(ωt +φI +
π
2 ),

da cui otteniamo

(8.7) Z =
V(t)
I(t)

=
L ıωei(ωt +φI +

π
2 )

ı · ei(ωt +φI)
= iωL.

8.2. Circuiti in serie e in parallelo. L’impedenza Z di un circuito formato da
più circuiti in serie, con impedenze Z1. . . . ,Zn, è la somma delle impedenze:

(8.8) Z = Z1 + · · · + Zn.

L’impedenza Z di un circuito formato da più circuiti in parallelo, con impe-
denze Z1. . . . ,Zn, si ricava dalla formula

(8.9)
1
Z

=
1

Z1
+ · · · +

1
Zn
.

Esempio 8.1. L’induttanza di un circuito che abbia in serie una resistenza R
ed un induttore d’induttanza L, con una tensione di frequenza costante ω, ha
impedenza R + iωL.
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Esempio 8.2. Consideriamo un circuito che metta in parallelo una resistenza R
ed un induttore d’induttanza L. La sua impedenza Z alla frequenza ω è data da

1
Z

=
1
R
−

i
ωL

=
ωL − iR
ωRL

=⇒ Z =
ωRL(ωL + iR)
ω2L2 + R2 .

Esempio 8.3. Consideriamo un circuito che consiste di una resistenza R e di
un induttore di induttanza L è messo in parallelo un condensatore di capacità C.
Applichiamo ad esso una corrente sinusoidale di frequenza ω. Per calcolare la sua
induttanza Z, utilizziamo la formula

1
Z

=
1

Z1
+

1
Z2
, con Z1 = R + iωL, Z2 = 1/(iωC).

Abbiamo allora
1
Z

=
1

R + iωL
+ iωC =

1 − ω2CL + iωRC
R + iωL

e quindi

Z =
R + iωL

1 − ω2CL + iωRC
=

(R + iωL)(1 − ω2CL − iωRC)
(1 − ω2CL)2 +ω2R2C2 .

Esempio 8.4. Un circuito consista di due circuiti in parallelo, uno formato
da una resistenza R in serie con un’induttanza L, l’altro da una capacità C. Al-
la frequenza ω, il primo ha induttanza Z1 = R + iωL, il secondo Z2 = − i/(ωC).
L’induttanza risultante Z si ricava dalla formula

1
Z

=
1

Z1
+

1
Z2

=
1

R + iωL
+ iωC =

1 + iωC(R − iωL)
R2 +ω2L2 =

(1 +ω2CL) + iωRC
R2 +ω2L2 .



CAPITOLO 2

Alcune applicazioni alla geometria del piano

Possiamo utilizzare l’algebra dei numeri complessi per risolvere in modo sem-
plice diversi problemi di geometria analitica piana. In questo capitolo identifiche-
remo, per semplicità di scrittura, i punti del piano con i numeri complessi ad essi
corrispondenti nel piano di Gauss.

Ricordiamo che il prodotto di due numeri complessi diversi da zero è un nume-
ro complesso che ha per modulo il prodotto dei moduli e per argomento la somma
degli argomenti. In particolare, se associamo ai due numeri complessi diversi da
zero z,w i vettori piani applicati nell’origine~z, ~w ad essi corrispondenti, l’argomen-
to del quoziente z/w è l’arco di cui occorre ruotare ~w per sovrapporlo alla direzione
di ~z.

Il vettore di traslazione che porta z1 in z2 è

−−→z1z2 = z2 − z1 e
[z1, z2] = {z1 + t(z2 − z1) | 0 ≤ t ≤ 1}

è il segmento che li ha come estremi. Il modulo della differenza |z2 − z1| è la
lunghezza del segmento [z1, z2] e del vettore −−→z1z2.

Se z1, z2, z3 sono tre punti distinti, l’angolo z1ẑ2z3 di cui occorre ruotare il
vettore −−→z2z1 per sovrapporlo al vettore −−→z2z3 è

z1ẑ2z3 = Arg
(
z3 − z2

z1 − z2

)
.

1. Teoremi del seno e del coseno

Fissati tre punti non allineati z1, z2, z3 nel piano di Gauss, indichiamo con
αi = zkẑiz j ∈ (0, π) le ampiezze degli angoli interni e con ai = |z j − zk| le lunghezze
dei lati del triangolo 4(z1, z2, z3) (1 ≤ i , j , k , i ≤ 3) che li ha come vertici.

Proposizione 1.1 (Teorema dei seni). Se d è il diametro della circonferenza κ
passante per i punti z1, z2, z3, allora

(1.1) ai = d · sinαi, per i = 1, 2, 3.

Dimostrazione. Basta verificare la (1.1) nel caso i = 1.
Il diametro di κ per z3 ha per secondo estremo un punto z0 di κ che forma con i

punti z2, z3 un triangolo rettangolo con ipotenusa [z0, z3] di lunghezza d. L’angolo
z2ẑ0z3 è uguale o ad α1, o a π−α1, a seconda che z0 e z1 appartengano allo stesso

33
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arco o ad archi opposti di κ con estremi z2, z3. Poiché sin(π−α1) = sin(α1), ottenia-
mo la (1.1) osservando che in un triangolo rettangolo un cateto è uguale al prodotto
dell’ipotenusa per il seno dell’angolo opposto. �

Il teorema dei seni si esprime anche nella forma

sinα1

a1
=

sinα2

a2
=

sinα3

a3
=

1
d
.

Proposizione 1.2 (Teorema del coseno). Se 1 ≤ i , j , k , i ≤ 3, allora

(1.2) a2
i = a2

j + a2
k − 2a jak cosαi .

Dimostrazione. La (1.2) è una semplice conseguenza della definizione del
prodotto scalare. Abbiamo infatti

a2
i = |z j − zk|

2 = |(z j − zi) − (zk − zi)|2

= |z j − zi|
2 + |zk − zi|

2 − 2Re [(z j − zi)(z̄k − z̄i)]

= a2
k + a2

j − 2a jak cosαi,

perché Re [(z j − zi)(z̄k − z̄i)] è il prodotto scalare dei due vettori −−→ziz j,
−−→zizk, uguale al

prodotto delle loro lunghezze per il coseno dell’angolo αi tra essi compreso. �

2. Rapporto semplice e triangoli piani

Definizione 2.1. Chiamiamo rapporto semplice di tre numeri complessi distinti
z1, z2, z3 il quoziente

(z1 : z2 : z3) =
z3 − z1

z2 − z1
.

Il suo modulo è il rapporto tra le lunghezze dei segmenti [z1, z3] e [z1, z2] ed il
suo argomento l’angolo tra i vettori −−→z1z3 e −−→z1z2.

Se z1, z2, z3 sono distinti, il loro rapporto semplice è un numero complesso
diverso da zero e da uno. Si estende la definizione di rapporto semplice al caso in
cui due dei numeri complessi siano uguali: se z , w poniamo

(z : z : w) =∞, (z : w : z) = 0, (w : z : z) = 1,

dove ∞ (infinito) è un punto che aggiungiamo per completare il piano complesso.
A differenza dei reali, i numeri complessi non sono un campo ordinato e non ha
senso quindi introdurre un infinito positivo e un infinito negativo. Per rappresen-
tare i numeri complessi, possiamo utilizzare la proiezione di Tolomeo: pensiamo
il piano complesso immerso nello spazio ordinario di dimensione tre, in modo da
tagliare la sfera S2 = {(ξ, η, τ) ∈ R3 | ξ2 + η2 + τ2 = 1} lungo l’equatore S2 ∩ {τ= 0}.
La retta che congiunge il punto (x, y, 0) corrispondente a z = x + iy al polo nord
(0, 0, 1) interseca S2 nell’ulteriore punto

pz =

(
2x

| z |2 + 1
,

2y
| z |2 + 1

,
| z |2 − 1
| z |2 + 1

)
, per z = x + iy, con x, y ∈ R.
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Possiamo allora identificare∞ al polo nord p∞ = (0, 0, 1) di S2: se per una succes-
sione {zn} di numeri complessi la successione {|zn|} dei loro moduli diverge, allora
i corrispondenti punti pzn approssimano p∞.

Per l’infinito complesso porremo

z ±∞=∞ e
z
∞

= 0, ∀z ∈ C, ∞ · ∞=∞, z · ∞=∞, e
z
0

=∞ ∀0 , z ∈ C.

Come nel caso reale, le espressioni 0·∞ e ∞
∞

sono indeterminate e lo è anche∞±∞.

Il rapporto semplice è l’invariante della similitudine diretta dei triangoli piani.

Proposizione 2.1. Due triangoli piani 4(z1z2z3) e 4(w1w2w3) sono ordinata-
mente simili se e soltanto se (z1 : z2 : z3) = (w1 : w2 : w3). �

Esempio 2.1. Se z1, z2, z3 sono i tre vertici di un triangolo equilatero, i lati
[z1, z2], [z2, z3] e [z3, z1] hanno tutti la stessa lunghezza ed i tre angoli interni sono
tutti uguali a π/3 e quindi dobbiamo avere

oppure
(z1 : z2 : z3) = e

iπ
3 = cos π

3 + i sin π
3 =

1 + i
√

3
2

,

(z1 : z2 : z3) = e−
iπ
3 = cos π

3 − i sin π
3 =

1 − i
√

3
2

,

a seconda che l’angolo di cui dobbiamo ruotare −−→z1z2 per sovrapporlo a −−→z1z3 sia
orientato in senso antiorario od orario.

Osservazione 2.2. Se permutiamo i tre punti z1, z2, z3 i valori del rapporto
semplice variano in modo corrispondente:

(z1 : z2 : z3) = k, (z1 : z3 : z2) =
1
k
, (z2 : z1 : z3) = 1 − k,

(z2 : z3 : z1) =
1

1 − k
, (z3 : z1 : z2) =

k − 1
k

, (z3 : z2 : z1) =
k

k − 1
.

Questi sei valori sono in generale distinti. Fanno eccezione i casi:

• due dei tre punti coincidono: ci sono solo i tre valori 0, 1,∞;
• uno dei tre punti è punto medio del segmento degli altri due: ci sono solo

i tre valori (−1), 1
2 , 2;

• i tre punti sono i vertici di un triangolo equilatero: ci sono solo i due
valori 1−i

√
3

2 , 1 + i
√

3
2 .

Se −→z ,−→w sono i vettori con punto di applicazione nell’origine corrispondenti ai
numeri complessi z,w, allora la parte reale del prodotto z·w̄ è il prodotto scalare dei
due vettori e la parte immaginaria la componente, rispetto ad un asse ortogonale
al piano di Gauss, del loro prodotto vettore. Quindi Im (z·w̄) è l’area del parallelo-
grammo che ha vertici in 0, z,w, z + w, con segno positivo o negativo a seconda che
l’angolo di cui dobbiamo ruotare in senso antiorario il vettore ~w per sovrapporlo a
~z sia convesso o concavo.

In particolare otteniamo
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Proposizione 2.3. L’area del triangolo di vertici z1, z2, z3 è data da

area(4(z1z2z3)) = 1
2

∣∣∣Im [(z2 − z1)(z3 − z1)]
∣∣∣. �

Esempio 2.2. Si calcoli l’area del triangolo del piano i cui vertici hanno coor-
dinate cartesiane (1, 2), (3,−1), (2, 5).

Posto z1 = 1 + 2i, z2 = 3 − i, z3 = 2 + 5i, l’area cercata è data da

1
2

∣∣∣Im [(2 − 3i)(1 − 3i)]
∣∣∣ = 1

2

∣∣∣Im [(2 − 3i)(1 + 3i)]
∣∣∣ = 1

2 |6 − 3|= 3
2 .

3. Radici n-esime di un numero complesso e poligoni regolari

Sia n un intero positivo e w un numero complesso. Una sua radice n-esima è
un numero complesso z per cui

(3.1) zn = w.

Proposizione 3.1. Sia n un qualsiasi intero positivo. Ogni numero complesso
diverso da zero ammette n radici complesse distinte.

Dimostrazione. Un numero complesso w diverso da zero si può rappresentare
nella forma trigonometrica

(3.2) w = R exp(iθ), con R, θ ∈ R, ed R > 0, −π < θ ≤ π.

Con le limitazioni poste su θ, questa rappresentazione è unica. Se zn = w, allora∣∣∣zn
∣∣∣ = | z |n = |w |= R.

In campo reale vi è un’unica radice n-esima positiva n√R di R e quindi | z |= n√R > 0.
Se α è un argomento di z, da zn = w, poiché n·α è un argomento di zn, ricaviamo

che

n · α= θ+ 2hπ.

Allora le

(3.3) zh =
n√
R · exp

(
i
θ+ 2hπ

n

)
, per h = 0, 1, . . . , n − 1,

sono le n radici n-esime distinte di w. �

La moltiplicazione per il numero complesso exp(2πi/n) definisce nel piano
di Gauss la rotazione in senso antiorario, intorno all’origine, di angolo 2π/n. In
particolare, se z1 è un qualsiasi numero complesso non nullo, i punti

zh = exp(2(h − 1)πi/n) · z1, per h = 1, 2, . . . , n,

sono i vertici di un poligono regolare con centro in 0, raggio |z1| ed un vertice in z1.
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4. Retta (reale) per due punti

Siano z1, z2, z3 ∈ C tre punti distinti. Essi possono essere allineati, cioè ap-
partenere ad una stessa retta reale, oppure ad una circonferenza. I tre punti sono
allineati se i vettori z2 − z1 e z3 − z1 sono paralleli, cioè se, e soltanto se,

(z1 : z2 : z3) =
z3 − z1

z2 − z1
∈ R.

Questa equazione si può scrivere convenientemente come

Im [(z3 − z1)(z2 − z1)] = 0.

In particolare, l’equazione della retta passante per due punti distinti z1, z2 si può
scrivere nella forma

Im [(z − z1)(z2 − z1)] = 0.

Esempio 4.1. Consideriamo i due numeri complessi 1 + 3i e −2 + i. L’equazio-
ne della retta reale ` che li contiene è data da

Im [(z − 1 − 3i)(−3 + 2i)] = 0.

L’equazione cercata è dunque 1 scrivendo z = x + iy con x, y ∈ R,

0 = Im
[
(3 − 2i)

(
(x − 1) + i(y − 3)

)]
= 3(y − 3) − 2(x − 1).

5. Asse di un segmento

L’asse del segmento [z1, z2] è il luogo di punti z ∈ C che sono equidistanti dagli
estremi z1, z2, cioè degli z ∈ C che soddisfano

|z − z1|
2 = |z − z2|

2 ⇐⇒ | z |2 + |z1|
2 − 2Re (z̄ · z1) = | z |2 + |z2|

2 − 2Re (z̄ · z2)

⇐⇒ 2Re (z̄ · (z1 − z2)) = |z1|
2 − |z2|

2.

Esempio 5.1. L’equazione dell’asse del segmento di estremi 1 + 2i, −3−4i è

2Re (z̄(4 + 6i )) = |1 + 2i |2 − | − 3 − 4i |2 ⇐⇒ 8x + 12y = 5 − 25
⇐⇒ 2x + 3y + 5 = 0.

6. Circonferenze di Apollonio

Dati due punti distinti a, b del piano di Gauss, il modulo del rapporto semplice

φ(z) = |(z : a : b)|=
∣∣∣∣∣b − z
a − z

∣∣∣∣∣
1L’equazione della retta per i punti (x1, y1), (x2, y2) si scrive nella forma

(y2 − y1)(x − x1) = (x2 − x1)(y − y1).

I due punti assegnati corrispondono a (1, 3) e (−2, 1) e dunque la formula scritta sopra ci dà

−2(x − 1) = − 3(y − 3).
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è una funzione reale, definita in tutti i punti distinti da a. Le circonferenze di
Apollonio2, e l’asse del segmento [a, b], sono le sue superfici di livello. I punti a
e b corrispondono ai valori ∞ e 0. Descriviamo le linee di livello {φ(z) = k}, con k
reale positivo. Abbiamo

|b − z|
|a − z|

= k ⇔ |b − z|2 = k2·|z − a|2

⇔ (1−k2)·| z |2 + 2Re [(k2·a − b)·z̄] + [k2·|a|2 − |b|2] = 0.

Se k = 1, otteniamo l’equazione

2Re ((z̄ − ā) · (b − a)) = |b − a|2 ⇐⇒ 2Re (z̄ · (b − a)) = |b|2 − |a|2

dell’asse del segmento [a, b]. Se k , 1, allora la linea di livello è la circonferenza

(6.1) κk :

∣∣∣∣∣∣z − k2a − b
1 − k2

∣∣∣∣∣∣2 =
k2·|b − a|2

(1 − k2)2

di raggio rk =
k · |b − a|
|1 − k2|

e centro zk = a +
b − a
1 − k2 =

k2

k2 − 1
a −

1
k2 − 1

b.

Nota che il centro della circonferenza di Apollonio è un punto della retta per a, b
esterno al segmento [a, b]. Infatti, se 0 < k < 1, il coefficiente di a è negativo e
quindi zk si trova sulla semiretta di origine b che non contiene a, se k > 1 allora è
negativo il coefficiente di b ed il punto zk si trova sulla semiretta di origine a che
non contiene b.

Definizione 6.1. Le circonferenze κk definite dalla (6.1) si dicono le circonfe-
renze di Apollonio dei punti a, b.

Una caratterizzazione delle circonferenze di Apollonio, che ne consente la
costruzione con riga e compasso, si ottiene utilizzando il seguente teorema.

Teorema 6.1 (Teorema delle bisettrici). In un triangolo piano, la bisettrice
di un angolo interno divide il lato opposto in due segmenti le cui lunghezze sono
proporzionali a quelle dei lati del triangolo ad essi3 consecutivi.

In un triangolo piano la bisettrice di un angolo esterno che non sia parallela
alla retta del lato opposto la interseca in un punto le cui distanze dai suoi estremi
siano proporzionali alle lunghezze dei corrispondenti lati adiacenti.

Riformuliamo l’enunciato in modo analitico. Indichiamo con a, b, c ∈ C i
vertici del triangolo, consideriamo la bisettrice dell’angolo interno α= bâc e sia
p ∈ [b, c] il punto in cui essa interseca il lato opposto. La prima parte del teorema
della bisettice ci dice che allora

(6.2)
|b − a|
|c − a|

=
|b − p|
|c − p|

.

2Il greco Apollonio di Perga (capitale della Panfilia, regione oggi denominata Antalia, sulla
costa sud-ovest della Turchia) visse tra il 262 ed il 190 a.C. Fu matematico ed astronomo. Studiò
le sezioni coniche, cui diede i nomi di ellisse, parabola ed iperbole. Introdusse per l’astronomia la
nozione di epiciclo e deferente. L’epiciclo è una circonferenza il cui centro si sposta lungo un’altra
circonferenza, detta deferente.

3Ricordiamo che si dicono consecutivi due segmenti che hanno in comune un estremo.
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La condizione4 che la bisettice dell’angolo esterno in a non sia parallela alla retta
bc è equivalente al fatto che 4a, b, c non sia isoscele sulla base [b, c], che cioè
|b − a| , |c − a|. In questo caso, il punto d’intersezione di bc con la bisettrice è
esterno al segmento [b, c] e si trova sulla semiretta che ha come origine un estremo
del lato più corto. Il secondo enunciato del teorema della bisettrice è che

(6.3)
|b − a|
|c − a|

=
|b − q|
|c − q|

.

Dimostrazione. Facciamo riferimento alla versione analitica dell’enunciato.
Utilizziamo il teorema dei seni. Indichiamo con θ l’ampiezza dell’angolo ap̂b.
Allora l’ampiezza di ap̂c è π−θ. Applicando il teorema dei seni ai due triangoli
4(abp) e 4(acp) otteniamo

|b − a|
sin θ

=
|b − p|

sin(α/2)
,
|c − a|

sin(π − θ)
=
|c − p|

sin(α/2)
.

Da questa si ottiene (6.2) perché sin(π − θ) = sin θ.
Dimostriamo ora il secondo enunciato. Possiamo supporre sia |b − a| > |c − a|.

In questo caso q appartiene alla semiretta di bc di origine c che non contiene il
punto b. Applichiamo il teorema dei seni ai triangoli 4(abq) e 4(acq). Indichiamo
con β e γ le ampiezze degli angoli interni ab̂c ed aĉb, rispettivamente, e con η
quella di aq̂c. Poiché l’ampiezza dell’angolo esterno in a è la somma di quelle
degli angoli interni β e γ, l’ampiezza di bâq è (α+ 1

2 (β+ γ)) = 1
2 (π+α) e quella di

câq è 1
2 (β+ γ) = 1

2 (π − α). Abbiamo

|b − q|

sin
(
π+α

2

) =
|b − a|
sin η

,
|c − q|

sin
(
π−α

2

) =
|c − a|
sin η

Poiché π−α
2 e π+α

2 sono supplementari, sin
(
π−α

2

)
= sin

(
π+α

2

)
e quindi vale (6.3).

�

Osservazione 6.2. Possiamo utilizzare il teorema delle bisettrici per costruire la
circonferenza di Apollonio di una coppia di punti a, b, passante per un punto c non
appartenente alla retta ab. Essa ha infatti per diametro le intersezioni della retta
ab con le bisettrici degli angoli in c, interno ed esterno, del triangolo 4(a, b, c).
La circonferenza degenera nell’asse del segmento [a, b] nel caso il punto c sia
equidistante da a e da b.

Osservazione 6.3. La circonferenza di Apollonio di a, b che contiene il punto
c è il luogo dei punti p che verificano l’equazione

|c − a|
|c − b|

=
|p − a|
|p − b|

.

Da questa segue subito che: Se c, d sono punti distinti di una circonferenza di
Apollonio di a, b, allora a, b sono due punti di una circonferenza di Apollonio
relativa a c, d.

4Se a è il vertice di un triangolo isoscele sulla base [b, c], il punto q è il punto ∞ della retta
proiettiva complessa e l’uguaglianza continua a valere se accettiamo la convenzione che∞/∞= 1.
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Osservazione 6.4. Con una trasformazione5 complessa affine del piano di Gauss
z 7→ k·z + h, con k, h ∈ C e k , 0, possiamo trasformare la famiglia delle circon-
ferenze di Apollonio relative ad una data coppia di punti di C in quella relativa
ad una qualsiasi altra coppia di punti di C. In particolare, se dobbiamo verificare
analiticamente una qualsiasi proprietà delle circonferenze di Apollonio possiamo
fissare arbitrariamente i due punti a, b. Con a =−1 e b = 1, otteniamo
|z − 1|
|z + 1|

= k ⇔ |z − 1|2 = k2·|z + 1|2 ⇔ (k2−1)| z |2 + 2(k2 + 1)Re (z) + (k2−1) = 0.

Questa, per k = 1 è l’equazione6 dell’asse {x = 0} del segmento [−1, 1] e per k,1 è
la circonferenza

κr : x2 + y2 − 2r·x + 1 = 0, con r =
1 + k2

1 − k2 .

Osserviamo che |r| > 1 e quindi il centro r ∼ (r, 0) di κr è un punto dell’asse
reale esterno al segmento [−1, 1]. In un suo punto z0 = x0 + i y0 la direzione per-
pendicolare alla circonferenza κr è allora7 il vettore (x0−r, y0). Se z0 è un punto
d’intersezione con la circonferenza C0 = {x2 + y2 = 1} di diametro [−1, 1], il vettore
(x0, y0) è perpendicolare alla κ nel punto z0. Il prodotto scalare dei vettori normali
alle due circonferenze in z0 è

(x0, y0) · (x0 − r, y0) = x2
0 − r·x0 + y2

0 = 1
2

(
(x2

0 + y2
0 − 1) + (x2

0 + y2
0 − 2r·x0 + 1)

)
= 0.

Le due circonferenze sono perciò perpendicolari tra loro nel punto z0. Abbiamo
cosı̀ dimostrato la seguente proprietà.

Le circonferenze di Apollonio relative alla coppia di punti a, b sono tutte e sole
le circonferenze perpendicolari alla circonferenza di diametro [a, b] e che hanno il
centro sulla sua retta.

Quindi, per costruire la circonferenza di Apollonio κ con centro in un punto z0
della retta per a, b esterno al segmento [a, b] basta tracciare da z0 le tangenti alla
circonferenza C0 di diametro [a, b] : la κ è la circonfenza di centro z0 per i punti di
contatto delle tangenti con C0.

Osservazione 6.5. L’equazione delle circonferenze di Apollonio dei punti ±1 ci
dice che i punti in cui questa interseca l’asse delle x sono soluzioni di un’equazio-
ne reciproca, sono cioè coppie di numeri reali ξ= r−

√
r2−1, ξ−1 = r +

√
r2−1 che

sono l’uno il reciproco dell’altro. Questa osservazione da una parte ci consente di
determinare facilmente, in modo analitico, le circonferenze di Apollonio, dall’altra
di ottenere una costruzione con riga e compasso del reciproco di un numero reale
non nullo.

Osservazione 6.6. Utilizziamo la notazione introdotta nell’Oss. 6.4. La

Cs : x2 + y2 − 2s·y = 1

5Queste sono similitudini del piano euclideo R2 che non ne cambiano l’orientazione.
6Scriviamo z = x + i y con x, y reali.
7Scriveremo qui (h, k) per indicare il vettore di componenti h rispetto al versore dell’asse x e k

rispetto al versore dell’asse y.
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è l’equazione della circonferenza di centro s·i ∼ (0, s) che passa per i punti ±1.
Quindi la direzione della perpendicolare a Cs per un suo punto z0 = x0 + i ·y0 è il vet-
tore (x0, y0 − s). Il prodotto scalare con il vettore perpendicolare alla circonferenza
di Apollonio κr di ±1 in un punto d’intersezione z0 ∈ κr∩C0 è

(x0, y0 − s) · (x0 − r, y0) = x0·(x0 − r) + (y0 − s)·y0

= 1
2

[
(x2

0 + y2
0−2s·y0 − 1) + (x2

0 + y2
0−2r·x0 + 1)

]
= 0

Abbiamo ottenuto cosı̀ la proposizione seguente:
Le circonferenze di Apollonio relative a due punti assegnati sono perpendico-

lari a tutte le circonferenze passanti per essi.

Osservazione 6.7. L’Oss. 6.6 si può giustificare utilizzando il logaritmo com-
plesso. La funzione inversa dell’esponenziale complesso della Def. 3.2 è data da

(6.4) log(z) = log(| z |) + i arg(z).

Il logaritmo complesso è definito per z , 0 ed è una funzione multivoca, perché la
parte immaginaria di log(z) è determinata solo a meno di multipli di 2π. Se fissiamo
due numeri complessi distinti a e b, le circonferenze di Apollonio rispetto ad a, b
e le circonferenze passanti per a, b sono le linee di livello, rispettivamente, della
parte reale e della parte immaginaria della funzione

(6.5) f (z) = log
(
z − b
z − a

)
.

Le prime rappresentano i livelli di potenziale di un campo elettrico piano generato
da due fili paralleli ortogonali al piano, con densità di carica uguali ed opposte, che
lo intersecano nei punti a e b e le seconde le traiettorie di particelle dotate di carica
che si muovano in tale piano.

7. Birapporto e circonferenza per tre punti

Siano z1, z2, z3 tre punti non allineati. Condizione necessaria e sufficiente af-
finché un punto z appartenga alla circonferenza κ per z1, z2, z3 è che gli angoli
z1ẑ2z3 e z1ẑ2z siano o uguali, o supplementari, a seconda che z3 e z appartengano
allo stesso arco o ad archi opposti con estremi z1, z2.

Quindi, l’equazione della circonferenza κ passante per i tre punti non allineati
z1, z2, z3 si può scrivere nella forma:

(z1 : z2 : z3 : z) =
(z2 : z3 : z)
(z1 : z3 : z)

=
z1 − z3

z2 − z3
:

z1 − z
z2 − z

∈ R,

cioè

(∗) Im
(
(z − z1)(z − z2)(z3 − z2)(z3 − z1)

)
= 0.

Esempio 7.1. Determiniamo la circonferenza per i punti z1 = − 3, z2 = 1 + i,
z3 = 2 − i.

Risulta z3−z2 = 1−2i, z3 − z1 = 5 + i, quindi (z3−z2)(z3 − z1) = 7−9i.Otteniamo
allora per κ, con z = x + iy, x, y ∈ R, l’equazione

Im
(
(7 − 9i)([x + 3] + iy)([x − 1] − i[y + 1])

)
= 0
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⇐⇒ Im
(
(7 − 9i)([x2 + y2 + 2x + y − 3] − i[x + 4y + 3])

)
= 0

⇐⇒ 9[x2 + y2 + 2x + y − 3] + 7[x + 4y + 3] = 0

⇐⇒ 9(x2 + y2) + 25x + 37y − 6 = 0.

Osservazione 7.1. Se z1, z2, z3 sono allineati, allora la (∗) è l’equazione della
retta che li contiene. Infatti, in questo caso il prodotto (z3 − z2)(z3 − z1) è reale e
la (∗) si riduce allora all’equazione Im

(
(z− z1)(z − z2)

)
= 0, che è l’equazione della

retta per z1 e z2.

Definizione 7.1. Dati quattro punti distinti z1, z2, z3, z4 del piano di Gauss, il
loro birapporto è il numero complesso

(7.1) (z1 : z2 : z3 : z4) =
(z3 : z2 : z1)
(z4 : z2 : z1)

=
z3 − z1

z3 − z2
:

z4 − z1

z4 − z2
=

(z3 − z1)(z4 − z2)
(z4 − z1)(z3 − z2)

.

Come nel caso del rapporto semplice, la definizione di birapporto si estende al
caso in cui due dei quattro punti coincidano, ma almeno tre di essi siano distinti.
Infatti, in questo caso, solo uno dei due rapporti semplici al secondo membro di
(7.1) può assumere i valori 0, 1,∞ e quindi, con le convenzioni che abbiamo fatto
in precedenza, il birapporto può assumere i valori 0, 1,∞. Possiamo ancora dare
un significato al birapporto anche nel caso in cui uno dei quattro punti sia sostituito
da∞: in questo caso aggiungiamo la convenzione che

∞

∞
= 1,

cancelliamo cioè nell’ultimo membro di (7.1) i fattori a numeratore e a denomina-
tore che contengono ∞. Essa è consistente se pensiamo di calcolare il limite di un
birapporto quando si faccia tendere uno dei suoi termini all’infinito.

Osservazione 7.2. Se k = (z1 : z2 : z3 : z4), permutando in tutti i modi possibili
i quattro termini del birapporto, si ottengono ancora i sei valori

k,
1
k
, 1 − k,

1
1 − k

,
k − 1

k
,

k
k − 1

.

Infatti è

(z1 : z2 : z3 : z4) = (z2 : z1 : z4 : z3) = (z3 : z4 : z1 : z2) = (z4 : z3 : z2 : z1)

(il birapporto è invariante rispetto al quadrigruppo [vedi §8 del Cap.5], che consiste
dell’identità e delle tre permutazioni che scambiano tra loro due coppie distinte dei
quattro termini.) I sei valori sono in generale distinti. Come nel caso del rapporto
semplice, abbiamo le tre eccezioni:

• k ∈ {0, 1,∞} quando due dei quattro termini coincidono;
• k ∈ {−1, 1

2 , 2}: in questo caso diciamo che i quattro punti formano una
quaterna armonica; in particolare, l’unico punto z4 per cui

(z1 : z2 : z3 : z4) = − 1

si dice il quarto armonico di z1, z2, z3;

• k ∈
{

1±i
√

3
2

}
.
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7.1. Invarianza del birapporto. Il birapporto è l’invariante geometrico fon-
damentale sulla retta proiettiva complessa CP1, che consiste nel completamento
del piano di Gauss mediante l’aggiunto di un punto all’infinito “∞”. Chiamiamo
trasformazione lineare fratta o di Möbius8 di CP1 la

(7.2) z 7→ z′ =φ(z) =
a·z + b
c·z + d

, con a, b, c, d ∈ C ed ad − bc , 0.

Per la condizione che ad−bc , 0 possiamo definire senza ambiguità

φ(z∞) =∞ se c·z∞ + d = 0, φ(∞) =


a
c

se c , 0,

∞ se c = 0.

Poiché, se vale (7.2), allora

(7.3) z =φ−1(z′) =
d·z′ − b
a − c·z′

,

le trasformazioni lineari fratte sono bigettive su CP1. Si verifica facilmente che
la composizione di due trasformazioni lineari fratte è ancora una trasformazione
lineare fratta. Come vedremo più avanti, queste proprietà si riassumono dicendo
che le (7.2), al variare dei numeri complessi a, b, c, d con ad−bc,0, formano un
gruppo.

Teorema 7.3. Il birapporto è invariante rispetto al gruppo delle trasformazioni
lineari fratte.

Dimostrazione. Sia φ la trasformazione lineare fratta definita da (7.2) e ponia-
mo z′i =φ(zi) per quattro punti z1, z2, z3, z4 del piano di Gauss. Allora

(z′1 : z′2 : z′3 : z′4) =
(z′3 − z′1)(z′4 − z′2)
(z′4 − z′1)(z′3 − z′2)

=

(
a·z1 + b
c·z1 + d

−
a·z3 + b
c·z3 + d

) (
a·z2 + b
c·z2 + d

−
a·z4 + b
c·z4 + d

)
(

a·z1 + b
c·z1 + d

−
a·z4 + b
c·z4 + d

) (
a·z2 + b
c·z2 + d

−
a·z4 + b
c·z4 + d

)

=
[(a·z1 + b)(c·z3 + d) − (c·z1 + d)(a·z3 + b)]·[(a·z2 + b)(c·z4 + d) − (c·z2 + d)(a·z4 + b)]
[(a·z1 + b)(c·z4 + d) − (c·z1 + d)(a·z4 + b)]·[(a·z2 + b)(c·z3 + d) − (c·z2 + d)(a·z3 + b)]

=
(ad − bc)·(z1 − z3)·(ad − bc)·(z2 − z4)
(ad − bc)·(z1 − z4)·(ad − bc)·(z2 − z3)

= (z1 : z2 : z3 : z4).

La verifica è più semplice quando uno dei quattro sia il punto all’infinito o quando
soltanto tre dei quattro punti siano distinti. �

8Cosı̀ chiamate in onore del matematico ed astronomo tedesco August Ferdinand Möbius (1790-
1868). Egli fu il primo a introdurre le coordinate omogenee in geometria proiettiva. Il suo nome è
anche legato alla striscia o nastro che si ottiene incollando due lati opposti di un rettangolo dopo
averli ruotati l’uno rispetto all’altro di un angolo piatto. È l’esempio più semplice di una superficie
non ortientabile.
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7.1.1. Significato geometrico del quarto armonico. Fissati due punti distinti
a, b di C, la

(7.4) z′ =ψa,b(z) =
(a + b)z − 2ab
2z − (a + b)

è una trasformazione lineare fratta, perché (a + b)2−4ab = (a−b)2 , 0. È l’involu-
zione9 di Moebius di CP1 che lascia fissi i punti a, b e trasforma il loro punto me-
dio 1

2 (a + b) nel punto all’infinito. Osserviamo che la ψa,b trasforma in sé ciascuna
circonferenze di Apollonio di a, b.

Abbiamo allora la seguente caratterizzazione delle quaterne armoniche.
Condizione necessaria e sufficiente affinché (z1 : z2 : z3 : z4) = − 1, è che z3 e

z4 si corrispondano nell’involuzione ψz1,z2 .
Poiché gli estremi dei diametri delle circonferenze di Apollonio di a, b che

stanno sulla retta ab si corrispondono nella ψa,b, otteniamo la caratterizzazione
delle quaterne armoniche di punti di una retta reale:

Condizione necessaria e sufficiente affinché quattro punti z1, z2, z3, z4 di una
stessa retta reale formino una quaterna armonica è che z3 e z4 siano gli estremi di
un diametro di una circonferenza di Apollonio rispetto a z1, z2.

Nota che, se |(z1 : z2 : z3 : z4)|= 1, allora
|z3 − z1|

|z3 − z2|
=
|z4 − z1|

|z4 − z2|

e quindi, per la caratterizzazione nel §6, i punti z3, z4 appartengono ad una stessa
circonferenza d i Apollonio rispetto a z1, z2.

Come nella Oss. 6.4, nel verificare le affermazioni fatte sopra, possiamo sup-
porre siano z1 =−1 e z2 = 1. Allora la condizione del quarto armonico ci dà

z3 + 1
z3 − 1

+
z4 + 1
z4 − 1

= 0 ⇐⇒ z3·z4 = 1.

Poiché ψ−1,1(z) = z−1, otteniamo la tesi.
7.1.2. Punti isodinamici. Se (z1 : z2 : z3 : z4) = 1 + i

√
3

2 , i quattro punti sono di-
stinti e non appartengono ad una stessa circonferenza o ad una stessa retta. Se uno
di essi fosse ∞, allora il birapporto si ridurrebbe al rapporto semplice dei tre punti
rimanenti, che dovrebbero essere allora i vertici di un triangolo equilatero. Se tutti
e quattro i punti z1, z2, z3, z4 appartengono al piano di Gauss, allora la condizione
che il modulo del birapporto rimanga uguale ad uno per ogni loro permutazione ci
dice che, se {i, j, h, k}={1, 2, 3, 4}, allora zi e z j appartengono ad una stessa circon-
ferenza di Apollonio di zh, zk. Poiché i quattro punti non sono allineati, almeno tre
di essi, diciamo, ad esempio, z1, z2, z3, formano i vertici di un triangolo. Allora10

il quarto punto z4 è un punto isodinamico del triangolo 4(z1, z2, z3), si ottiene cioè
intersecando le circonferenze di Apollonio di z1, z2 per z3 con quella di z1, z3 per
z2, con quella di z2, z3 per z1.

9Cioè ψa,b(ψa,b(z)) = z per ogni z ∈ CP1.
10I punti isodinamici furono introdotti dal matematico lussemburghese Joseph Jean Baptiste

Neuberg (1840-1926) nel 1885.
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Per l’invarianza del birapporto rispetto alle trasformazioni lineari fratte, pos-
siamo caratterizzare i punti isodinamici w di 4(z1, z2, z3) come quelli per cui la
z 7→ z′ = 1/(z − w) trasforma il triangolo 4(z1, z2, z3) in un triangolo equilatero.

Osservazione 7.4. Le trasformazioni di Möbius di CP1 trasformano rette e cir-
conferenze reali in rette e circonferenze reali, ma possono scambiare tra loro rette e
circonferenze. Ad esempio, la z′ = (z−i )/(z + i ) trasforma l’asse delle ascisse nella
circonferenza S1 e la circonferenza S1 nell’asse delle ordinate.

8. Centro della circonferenza

Sia κ una circonferenza del piano C, di centro z0 e raggio r > 0.
L’inversione rispetto a κ è l’applicazione

sκ : C \ {z0} 3 z←→ z0 +
r2

z̄ − z̄0
∈ C \ {z0},

che lascia fissi tutti i punti della circonferenza, trasforma punti esterni in punti
interni, e viceversa, e manda in sé ogni semiretta uscente dal centro z0.

Se κ è la circonferenza passante per i punti z1, z2, z3, possiamo caratterizzare
w = fκ(z) mediante l’equazione:

(z1 : z2 : z3 : w) = (z1 : z2 : z3 : z).

Questa uguaglianza ci permette di calcolare il centro della circonferenza come
l’immagine mediante fκ del punto all’infinito: il centro z0 è la soluzione z del-
l’equazione

(z1 : z2 : z3 : z) = (z1 : z2 : z3 : ∞) =
z̄1 − z̄3

z̄2 − z̄3
.

Abbiamo cioè
z1 − z3

z2 − z3

z − z2

z − z1
=

z̄1 − z̄3

z̄2 − z̄3
⇐⇒

z − z1

z − z2
=

(z1 − z3)(z̄2 − z̄3)
(z2 − z3)(z̄1 − z̄3)

⇐⇒ (z − z1)(z2 − z3)(z̄1 − z̄3) = (z − z2)(z1 − z3)(z̄2 − z̄3).

Questa è un’equazione di primo grado in z, con il coefficiente
(z2 − z3)(z̄1 − z̄3) − (z1 − z3)(z̄2 − z̄3)

diverso da 0 quando i tre punti non sono allineati.

9. Coniche

Le coniche si possono definire, analiticamente, come sottoinsiemi del piano
euclideo formati dai punti11 le cui coordinate soddisfino un’equazione di secondo
grado, della forma

(9.1) F(x, y) = a1,1x2 + 2 a1,2xy + a2,2y2 + 2a0,1x + 2a0,2y + a0,0 = 0,

ove x, y sono l’ascissa e l’ordinata di un punto P del piano euclideo R2 e gli ai, j
coefficienti reali. Affinché (9.1) sia un’equazione di secondo grado occorre che

11In questo paragrafo, come usuale in geometria elementare, indicheremo i punti con lettere
maiuscole.
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a1,1, a1,2, a2,2 non siano tutti nulli. Sotto opportune condizioni sui coefficienti,
è possibile trovare un sistema di coordinate ortogonali (X,Y) in R2 in cui que-
sti luoghi siano descritti dalle equazioni canoniche (ove α, β, p sono numeri reali
positivi)

(9.2)



X2

α2 +
Y2

β2 = 1 (ellisse),

2p · X = Y2 (parabola),

X2

α2 −
Y2

β2 = 1 (iperbole).

Le condizioni, necessarie e sufficienti, affinché la (9.1) rappresenti una conica (non
degenere), cioè si possa scrivere in una delle forme canoniche (9.2) in un opportuno
sistema di coordinate cartesiane ortogonali, si possono esprimere in termini dei
determinanti delle matrici associate ai coefficienti: dovremo richiedere che

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0,0 a0,1 a0,2
a0,1 a1,1 a1,2
a0,2 a1,2 a2,2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a0,0(a1,1a2,2 − a2
1,2) − a0,1(a0,1a2,2 − a0,2a1,2)(9.3)

+ a0,2(a0,1a1,2 − a0,2a1,1) , 0

e che, se entrambi i numeri a0,0, (a0,0a1,1 − a2
0,1) sono diversi da zero, allora

a0,0,
a0,0a1,1 − a2

0,1

a0,0
,

D
a0,0a1,1 − a2

0,1

non abbiano tutti lo stesso segno.(9.4)

Il nome coniche deriva dal fatto che queste curve si possono ottenere interse-
cando un cono circolare retto con un piano. Fissiamo un cono circolare12 Γ, di
vertice V, asse A ed apertura α. Intersecadolo con piani Σ che non ne contengano
il vertice, otteniamo un’ellisse, una parabola o un’iperbole a seconda che l’angolo
θ di Σ con A sia maggiore, uguale o minore di α. La circonferenza corrisponde a
θ=π/2 e l’iperbole equilatera a θ= 0.

Fuochi e direttrici di una conica si possono definire utilizzando le sfere focali,
o di Dandelin13: chiamiamo focale una sfera S che sia tangente internamente al
cono Γ e tangente al piano Σ della sezione conica.

Un fuoco di C = Σ ∩ Γ è il punto di contatto di Σ con una sua sfera focale.
Nel caso dell’ellisse e dell’iperbole, ci sono due sfere focali S1,S2, e quindi due
fuochi F1, F2. Il vertice divide il cono Γ in due componenti14. Nel caso dell’ellisse
S1,S2 sono entrambe tangenti alla stessa componente, in quello dell’iperbole alle
due componenti opposte. Quando Σ ∩ Γ è una parabola, vi è un’unica S che sia

12In un sistema di coordinare ortogonali ξ, η, τ di R3 possiamo considerare il cono

Γ = {τ2 = ξ2 + η2}, con asse A = {ξ= 0, η= 0}.

In questo caso l’apertura θ del cono è π/4.
13Furono introdotte dal matematico franco-belga Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) nel

1822.
14Nell’esempio queste corrispondono a Γ+ = Γ ∩ {τ > 0} e Γ− = Γ ∩ {τ < 0}.
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tangente internamente a Γ e tangente a Σ e quindi un unico fuoco F. Questa sfera
si trova nel semispazio delimitato da Σ che contiene il vertice 0 di Γ.

Una sfera S tangente internamente a Γ ne interseca la superficie lungo una
circonferenza. Se S è tangente al piano Σ della conica C , il piano Σ′ della circon-
ferenza Γ ∩ S interseca Σ in una retta `, che è la direttrice di C relativa al fuoco
{F}= S ∩ Σ. Ellisse ed iperbole hanno due fuochi e due direttrici, la parabola un
solo fuoco ed una sola direttrice. La circonferenza è un’ellisse degenere, nel senso
che le due sfere focali sono entrambe tangenti al piano della circonferenza nel suo
centro ed i piani determinati dalla loro intersezione con il cono sono entrambi pa-
ralleli al piano della circonferenza: possiamo pensare in questo caso alla direttrice
come ad una retta all’infinito.

Esempio 9.1. Mostriamo, ad esempio, come si possa caratterizzare l’ellisse utilizzando
le sfere di Dandelain.

Supponiamo che le due sfere focali S1 ed S2 di una conica C , che toccano il suo
piano nei fuochi F1, F2, siano entrambe contenute in una stessa componente del cono Γ,

di vertice V. Sia P un punto di C . La retta VP incontra le circonferenze S1∩Γ ed S2∩Γ in
due punti P1, P2. Le lunghezze dei segmenti [P, P1] e [P, P2] sono uguali, rispettivamente,
a quelle di [P, F1] e [P, F2], perché P, Pi. Fi appartengono ad uno stesso piano e [P, Pi] e
[P, Fi] sono i segmenti delle tangenti da P alla circonferenza massima di Si che contiene i
punti Pi, Fi. Abbiamo allora

dist(P, F1) + dist(P, F2) = dist(P, P1) + dist(P, P2) = dist(P1, P2)

e quest’ultima è costante perché è la lunghezza di un qualsiasi segmento di generatrice del
cono compreso tra le circonferenze in cui le sfere Si intersecano il cono. La C è quindi
caratterizzata come il lugo dei punti di un piano la cui somma delle distanze da due punti
assegnati è costante ed è dunque un’ellisse.

Le coniche hanno importanti applicazioni fisiche.
Le loro proprietà ottiche erano note dall’antichità. In particolare, il fatto che,

per una parabola, i raggi luminosi uscenti da un fuoco si riflettano in direzioni
parallele all’asse e che, viceversa, i raggi incidenti paralleli all’asse si riflettano
lungo direzioni passanti per un fuoco sono stati utilizzati nella costruzione dei fari
e degli specchi ustori di Archimede15.

In tempi storicamente più recenti fu scoperto che le coniche sono le traiettorie
di oggetti in movimento nel campo di attrazione gravitazionale16 generato da una
massa posta in uno dei fuochi.

9.1. Forma canonica. Per discutere le proprietà geometriche delle coniche
con metodo analitico, è conveniente utilizzare la loro forma canonica.

9.1.1. Ellisse con eccentricità positiva. Consideriamo un’ellisse descritta in
forma canonica da

(9.5) C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1, con a > b > 0.

15Archimede di Siracusa (287-212 a.C.) fu uno dei maggiori scienziati dell’antichità.
16Isaac Newton (1643-1727) ne diede una dimostrazione nei suoi Philosophiae Naturalis

Principia Mathematica, pubblicato nel 1687.
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Gli assi coordinati {y = 0} ed {x = 0} sono i suoi assi (di simmetria), che interseca-
no C nei suoi quattro vertici (a, 0), (−a, 0), (b, 0), (−b, 0). I numeri a, b sono le
lunghezze dei suoi semiassi.

I punti F1 = (c, 0) ed F2 = (−c, 0), con c =
√

a2 − b2 sono i due fuochi. Le rette

`1 =

{
x =

a2

c

}
ed `2 =

{
x =
−a2

c

}
sono le rispettive direttrici.

Il rapporto ε=
c
a
< 1 è la sua eccenticità.

La lunghezza p =
b2

c
è detto il suo parametro: è la distanza di un fuoco dalla

corrispondente direttrice.
Si verifica facilmente che i punti dell’ellisse sono caratterizzati dal fatto che la

somma delle loro distanze dai fuochi è costante ed uguale a 2a.
Le

(9.6)

x = a · cos θ,
y = b · sin θ,

θ ∈ [0, 2π),

sono le equazioni parametriche dell’ellisse (9.5).
9.1.2. Iperbole. Consideriamo un’iperbole, descritta in forma canonica da

(9.7) C :
x2

a2 −
y2

b2 = 1, con a, b > 0.

Gli assi coordinati {y = 0} ed {x = 0} sono i suoi assi (di simmetria). Il secondo non
interseca C , il primo la interseca nei due vertici (a, 0), (−a, 0). I numeri a, b sono
le lunghezze dei suoi semiassi.

I punti F1 = (c, 0) ed F2 = (−c, 0), con c =
√

a2 + b2 sono i due fuochi. Le rette

`1 =

{
x =

a2

c

}
e `2 =

{
x =
−a2

c

}
sono le rispettive direttrici.

Il primo membro dell’equazione (9.7) si fattorizza:

x2

a2 −
y2

b2 =

( x
a

+
y
b

) ( x
a
−

y
b

)
.

Il luogo dei suoi zeri è l’unione delle due rette

r1 = {bx + ay = 0} ed r2 = {bx − ay = 0},

che si dicono gli asintoti di C : la distanza dei punti P = (x, y) di C da r1∪ r2 tende a
zero con 1/

√
x2 + y2 per x2 + y2 → ∞. Infatti, utilizzando la formula per la distanza

di un punto da una retta e l’uguaglianza b2x2−a2y2 = (|bx|−|ay|)·(|bx|+ |ay|) = a2b2,
otteniamo

dist(P, r1 ∪ r2) =
|bx| − |ay|
√

a2 + b2
=

a2b2
√

a2 + b2
·

1
|bx|+ |ax|

.



9. CONICHE 49

Il rapporto ε=
c
a
> 1 è la sua eccenticità. Quella dell’iperbole equilatera

è
√

2. Il suo parametro è la distanza p =
b2

c
tra un suo fuoco e la corrispondente

direttrice.
Si verifica facilmente che i punti dell’iperbole sono caratterizzati dal fatto che

la differenza delle loro distanze dai fuochi è in valore assoluto costante ed uguale
a 2a. Le

(9.8)

x = ± a · cosh t,
y = b · sinh t,

t ∈ R,

sono le equazioni parametriche dell’iperbole (9.7). Il segno ± corrisponde alla
scelta di uno dei due rami. Ricordiamo che il seno e coseno iperbolici sono definiti
da

sinh t =
et − e−t

2
, cosh t =

et + e−t

2
, per t ∈ R

e soddisfano

cosh2 t − sinh2 t = 1,
d sinh t

dt
= cosh t,

d cosh t
dt

= sinh t.

9.1.3. Parabola. Consideriamo una parabola descritta in forma canonica da

(9.9) C : 2p · x = y2, con p > 0.

L’asse delle ascisse {y = 0} è l’unico asse di simmetria di C e la interseca nell’unico
vertice V = (0, 0).

Il parametro p misura la distanza dell’unico fuoco F = (p/2, 0) dalla corrispon-
dente direttrice `= {x = − p/2}.

Si verifica facilmente che i punti della parabola sono caratterizzati dal fatto di
avere la stessa distanza da F e da `. Infatti

[dist(P, F)]2 =

(
x −

p
2

)2
+ y2 = [dist(P, `)]2 =

(
x +

p
2

)2
⇐⇒ 2p · x = y2.

9.2. Proprietà ottiche. In un elissoide, ottenuto dalla rotazione di un’ellisse
intorno al suo asse maggiore, un raggio luminoso uscente da uno dei fuochi è rifles-
so, dalla superficie interna dell’elissoide, in un raggio che passa per l’altro fuoco.
Ciò è conseguenza delle leggi fisiche della riflessione e del seguente teorema.

Teorema 9.1. Sia C un’ellisse con fuochi F1, F2. Siano poi P un punto di C e
τP la tangente in P all’ellisse. Siano A, B punti di τP da parti opposte rispetto a P.
Allora17

F1P̂A = F2P̂B.

17Qui e nel seguito, scambiare A e B corrisponde a considerare, invece degli angoli F1P̂A
e F2P̂B, i loro supplementari. Non è quindi necessario specificare, né negli enunciati, né nelle
dimostrazioni, un criterio particolare per la scelta dei due punti.
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Dimostrazione. Scegliamo le coordinate in modo che l’ellisse sia descritta dal-
l’equazione parametrica (9.6), con P = (a cos θ, b sin θ). La direzione della retta
tangente τP è ~vτ = (−a sin θ, b cos θ), mentre

−−−→
PF1 = (a cos θ+ c, b sin θ),

−−−→
PF2 = (a cos θ−

c, b sin θ). Osserviamo che

‖~v‖2 = a2 sin2
θ+ b2 cos2

θ= a2 − c2 cos2
θ,

‖
−−−→
PF1‖

2 = (a cos θ+ c)2 + b2 sin2
θ= a2 cos2

θ+ 2ac cos θ+ c2 + b2 sin2
θ

= a2 cos2
θ+ 2ac cos θ+ c2 + (a2 − c2) sin2

θ= a2 + 2ac cos θ+ c2 cos2
θ

= (a + c cos θ)2,

‖
−−−→
PF2‖

2 = (a cos θ − c)2 + b2 sin2
θ= a2 cos2

θ − 2ac cos θ+ c2 + b2 sin2
θ

= a2 cos2
θ − 2ac cos θ+ c2 + (a2 − c2) sin2

θ= a2 − 2ac cos θ+ c2 cos2
θ

= (a − c cos θ)2.

Otteniamo perciò

cos F1P̂A =
−a sin θ · (a cos θ+ c) + b2 sin θ cos θ

‖~v‖ · (a + c cos θ)

=
−c sin θ · (a + c cos θ)
‖~v‖ · (a + c cos θ)

=
−c sin θ
‖~v‖

,

cos F2P̂B =
a sin θ · (a cos θ − c) − b2 sin θ cos θ

‖~v‖ · (a − c cos θ)

=
c2 sin θ cos θ − ac sin θ
‖~v‖ · (a − c cos θ)

=
−c sin θ
‖~v‖

.

I due angoli convessi, avendo lo stesso coseno, sono uguali. �

Consideriamo ora un iperboloide di rotazione, ottenuto facendo ruotare un’i-
perbole piana intorno all’asse dei suoi vertici. I raggi luminosi uscenti da uno dei
suoi fuochi sono riflessi dalla superficie interna dell’iperboloide lungo semirette
che appartengono a rette passanti per l’altro fuoco. Per le leggi fisiche dell’ottica
geometrica, questo risultato è conseguenza del teorema seguente.

Teorema 9.2. Siano P un punto dell’iperbole C ed A, B punti della tangente
τP a C per P, da parti opposte rispetto a P. Allora, se F1 ed F2 sono i fuochi di C , è

AP̂F1 = BP̂F2.

Dimostrazione. Scegliamo le coordinate in modo che il ramo dell’iperbole
contenente il punto P sia quello con il segno ′′ + ′′ nell’equazione parametrica (9.8),
e sia P = (a cosh t, b sinh t). La direzione della tangente τP è ~vτ = (a sinh t, b cosh t),
mentre

−−−→
PF1 = (a cos t + c, b sinh t),

−−−→
PF2 = (a cosh t − c, b sinh t). Osserviamo che,

poiché cosh2 t − sinh2 t = 1 ed a2 + b2 = c2, abbiamo

‖~v‖2 = a2 sinh2 t + b2 cosh2 t = c2 cosh2 t − a2,
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‖
−−−→
PF1‖

2 = (a cosh t+c)2 + b2 sinh2 t = a2 cosh2 t+2ac cosh t+c2 + (c2−a2) sinh2 t

= a2 + 2ac cosh t + c2(1 + sinh2 t) = a2 + 2ac cosh t + c2 cosh2 t

= (a + c cosh t)2,

‖
−−−→
PF2‖

2(a cosh t−c)2 + b2 sinh2 t = a2 cosh2 t−2ac cosh t+c2 + (c2−a2) sinh2 t

= a2 − 2ac cosh t + c2(1 + sinh2 t) = a2 − 2ac cosh t + c2 cosh2 t

= (a − c cosh t)2.

Otteniamo quindi

cos F1P̂A =
a sinh t · (a cosh t + c) + b2 sinh t cosh t

‖~v‖ · (a + c cosh t)

=
c sinh t · (a + c cosh t)
‖~v‖ · (a + c cosh t)

=
c sinh t
‖~v‖

,

cos F2P̂B =
a sinh t · (a cosh t − c) + b2 sinh t cosh t

‖~v‖ · (c cosh t − a)

=
c sinh t · (c cosh t − a)
‖~v‖ · (c cosh t − a)

=
c sinh t
‖~v‖

.

I due angoli convessi, avendo lo stesso coseno, sono uguali. �

In un paraboloide di rotazione, ottenuto facendo ruotare una parabola intorno
al suo asse, i raggi luminosi uscenti dal fuoco sono riflessi dalla sua superficie in di-
rezioni parallele all’asse prinicipale e viceversa i raggi paralleli all’asse principale
sono riflessi nel fuoco. Geometricamente, ciò è conseguenza del seguente teorema.

Teorema 9.3. Siano P un punto di una una parabola C , τP la tangente per P
a C , ed A, B due punti di τP, da parti opposte rispetto a P. Sia C un punto della
semiretta uscente da P, parallela all’asse di C ed esterna alla superficie convessa
limitata dalla parabola. Allora

AP̂F = BP̂C.

Dimostrazione. Una parabola con asse parallelo all’asse delle ascisse, fuoco
nel punto F = (c, 0) e vertice in (0, 0), ha equazione

4c · x = y2.

Possiamo descrivere la parabola C in forma parametrica mediantex = ct2,

y = 2ct,
t ∈ R.

La tangente τP a C nel punto P = (ct2, 2ct) ha direzione ~v = (2ct, 2c). Indichiamo
con α e β gli angoli AP̂F e BP̂C formati da ~v con i vettori

−−→
PF e (−~e1) = (−1, 0)
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(che è la direzione delle rette parallele all’asse incidenti a C dall’interno), rispetti-
vamente. Abbiamo

cosα=
~v ·
−−→
PF

‖~v‖ · ‖
−−→
PF‖

=
2c2t(t2 + 1)
‖~v‖ · c · (t2 + 1)

=
2ct
‖~v‖

,

cos β=
(−~v) · (−~e1)
‖~v‖ · ‖~e1‖

=
2ct
‖~v‖

.

Poiché due angoli convessi che abbiano gli stessi coseni sono uguali, ne segue che
α= β e questo completa la dimostrazione. �

9.3. La definizione di Apollonio. Apollonio di Perga defnı̀ le coniche come
luoghi di punti di un piano il cui rapporto tra la distanza da un punto F (fuoco)
e da una retta ` (direttrice) assegnati sia una quantità costante ε (che si dice ec-
centricità). La circonferenza è in questo contesto una conica eccezionale, che si
ottiene fissando il fuoco ed allontanando all’infinito la direttrice, mentre il parame-
tro p = ε · dist(F, `) rimane costante e diviene, al limite, il raggio, mentre il fuoco
ne diviene il centro.

Verifichiamo che i luoghi definiti in questo modo sono effettivamente delle co-
niche. Fissiamo l’origine delle coordinate nel fuoco F e gli assi in modo che la di-
rettice abbia equazione `= {x = p/ε}.Osserviamo che il punto V = (p/(1 + ε), 0) ap-
partiene alla conica ed alla retta perpendicolare alla direttrice passante per il fuoco:
è il vertice della conica sul segmento di perpendicolare dal fuoco alla direttrice.

Un punto P di coordinate (x, y) appartiene a C se (e soltanto se)√
x2 + y2 = ε ·

∣∣∣∣∣x − p
ε

∣∣∣∣∣⇐⇒ x2 + y2 = ε2x2 − 2ε · p · x + p2.

Se ε= 1, otteniamo l’equazione

−2p · x + p2 = 2p ·
( p

2
− x

)
= y2,

e quindi, nelle coordinate X =
p
2
− x, Y = y, l’equazione canonica della parabola

2p · X = Y2.

Se ε < 1, è

(1 − ε2)
(
x +

ε · p
1 − ε2

)2
+ y2 =

p2

1 − ε2
.

Se ε < 1, questa rappresenta un’ellisse di centro
(
−

εp
1 − ε2

, 0
)

e semiassi α, β, con

α2 =
p2

(1 − ε2)2 e β2 =
p2

1 − ε2
.

Se ε > 1, allora il lugo è un’iperbole con centro in
(
εp

ε2 − 1
, 0

)
e semiassi α, β,

con α2 =
p2

(ε2 − 1)2 e β2 =
p2

ε2 − 1
.
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9.3.1. Forma canonica polare. Alla descrizione di Apollonio è legata la forma
canonica polare della conica. Fissato il fuoco nell’origine del piano di Gauss e
la direttice di equazione `= {Re (z) = p/ε}, otteniamo, per z = x + iy = r · eiθ, con
r, θ ∈ R ed r > 0:

r = |z|= ε · dist(z, `) = ε ·

( p
ε
− r · cos θ

)
= p − ε · r · cos θ,

da cui ricaviamo l’equazione polare rispetto ad un fuoco:

(9.10) r =
p

1 + ε · cos θ
, con cos θ > −

1
ε
.

Quando ε < 1 (ellisse), l’angolo θ non ha restrizioni; se ε= 1 (parabola), l’angolo
θ non deve essere un multiplo dispari di π : l’asse della parabola ha la direzione
dell’asse negativo delle ascisse; quando ε > 1, la conica è un’iperbole e quindi
contenuta in due angoli opposti al vertice, che hanno come bisettrice l’asse delle
ascisse, di apertura 2 · arccos(1/ε).

Osservazione 9.4. Dalla definizione di Apollonio si ricavano immediatamente
le caratterizzazoni dell’ellisse come il luogo dei punti la cui somma delle distanze
da due punti assegnati (i suoi fuochi) si mantiene costante, e dell’iperbole come
il luogo dei punti per cui il valore assoluto della differenza delle distanze da due
punti assegnati (i suoi fuochi) si mantiene costante.

9.4. Moti centrali. Le traiettorie di particelle materiali che si muovano sotto
l’influenza di una singola forza centrale, che agisca con intensità proporzionale
all’inverso del quadrato della distanza, sono planari e contenute in archi di coniche.
Ricaviamone le equazioni, studiando il movimento in un piano di Gauss in cui la
singola sorgente di forza sia posta nell’origine. Il movimento della particella si può
rappresentare in coordinate polari:

z(t) = r(t)·exp(iθ(t)), ż(t) = (ṙ + i r θ̇)·exp(iθ), z̈(t) = (r̈ + 2i ṙ θ̇+ i r θ̈−r θ̇2)·exp(iθ).

Per ipotesi, la forza che agisce sulla particella è

F(z) = −C · r−2 · exp(iθ),

per una costante C>0. Otteniamo quindi, supponendo per semplicità che la parti-
cella abbia massa unitaria e separando parte reale e parte immaginaria, le equazioni

(9.11)

r̈ − r θ̇2 = −C · r−2,

r θ̈+ 2ṙ θ̇= 0.

La seconda equazione si può riscrivere nella forma

(9.12)
d
dt

(r2 · θ̇) = 0 =⇒ r2 · θ̇= k = costante.

Dalla (9.12) segue la seconda legge di Keplero18, per cui il raggio che congiunge la
particella al centro d’attrazione spazza archi uguali in tempi uguali. Infatti 1

2 r2 · dθ

18Johannes von Kepler (1571-1630) fu un astronomo, ma anche astrologo, matematico e teo-
logo, tedesco, che formulò, in base ai dati empirici delle sue osservazioni, le leggi che regolano il
movimento dei pianeti che vanno sotto il suo nome.
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è l’area infinitesima del triangolo di base r · dθ ed altezza r.
La funzione r(t) soddisfa allora la

(∗) r̈ − k2 · r−3 + C · r−2 = 0.

In particolare, se la traiettoria della particella non è la caduta lungo il raggio che la
congiunge al punto 0 (il caso k = 0), la θ̇ è sempre diversa da zero e possiamo usare
θ come una nuova variabile lungo la traiettoria. Abbiamo allora, con u = r−1,

ṙ =
dr
dθ
· θ̇= k ·

dr
dθ
· r−2 = − k

du
dθ
,

da cui, poiché θ̇= k · r−2 = k · u2,

r̈ = − k ·
d2u
dθ2 · θ̇= − k2 · u2 ·

d2u
dθ2 .

Sostituendo nella (∗) otteniamo

−k2 · u2 ·
d2u
dθ2 − k2 · u3 + C · u2 = 0 =⇒

d2

dθ2

(
u −

C
k2

)
+

(
u −

C
k2

)
= 0.

Le funzioni trigonometriche seno e coseno formano una base dello spazio delle
soluzioni dell’equazione differenziale ordinaria v′′ + v = 0. Possiamo scrivere la
sua soluzione generale nella forma v = A · cos(θ+ θ0), con due costanti reali A, θ0,
che possiamo scegliere con A ≥ 0, −π<θ0≤π. Otteniamo allora

u =
C
k2 + A · cos(θ+ θ0) =

C
k2 · (1 + ε · cos(θ+ θ0)), con ε=

A · k2

C
≥ 0

da cui, posto K = k2/C > 0, ricaviamo per r l’espressione

r =
K

1 + ε · cos(θ+ θ0)
.

Se ε= 0, questa è l’equazione della circonferenza. Se ε > 0, allora la θ varia in
un intervallo in cui cos(θ+ θ0) > −ε−1. Come abbiamo osservato nel §9.3, non
ci sono restrizioni se ε < 1 (è il caso delle orbite ellittiche), è un intervallo aperto
di ampiezza π (orbita parabolica) quando ε= 1, mentre l’intervallo ha ampiezza
strettamente minore di π quando ε > 1. In quest’ultimo caso l’orbita è contenuta in
uno dei due rami di un’iperbole. In ogni caso, l’origine, cioè il centro d’attrazione,
è if fuoco di una conica.

9.5. Riduzione a forma canonica. Ci poniamo in questo paragrafo il pro-
blema della riduzione a forma canonica di una conica, rappresentata nel piano
euclideo da un’equazione della forma (9.1).

Il tipo della conica dipende dal polinomio omogeneo di secondo grado

(9.13) F0(x, y) = a1,1 x2 + 2a1,2 xy + a2,2 y2,

ed in particolare dal segno del numero (determinante della matrice incompleta)

(9.14) D2 = a1,1a2,2 − a2
1,2.
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Se C è non degenere, allora è
un’ellisse, se D2 > 0,

una parabola, se D2 = 0,
un’iperbole, se D2 < 0.

Possiamo verificare quest’affermazione riducendo la conica (9.1) a forma ca-
nonica, trovando cioè un sistema di riferimento cartesiano nelle cui coordinate il
luogo definito dalla (9.1) si possa rappresentate con una delle (9.2).

Questa si può ottenere con due passaggi: il primo consiste in una rotazione
che ci permetta di scrivere, nelle nuove variabili, una F0 in cui il coefficiente del
monomio (x · y) sia 0.

La rotazione antioraria delle coordinate (x, y) di un angolo θ definisce nuove
coordinate ortogonali (ξ, η) che sono legate alle precedenti da

(9.15)

x = ξ · cos θ+ η · sin θ,
y = − ξ · sin θ+ η · cos θ,

ξ= x · cos θ − y · sin θ,
η= x · sin θ+ y · cos θ.

Nelle ξ, η abbiamo

F0(x, y) = a1,1(ξ · cos θ+ η · sin θ)2

+ 2a1,2(ξ · cos θ+ η · sin θ) · (−ξ · sin θ+ η · cos θ) + a2,2(−ξ · sin θ+ η · cos θ)2

= ξ2(a1,1 cos θ2 + a2,2 sin2
θ − 2a1,2 sin θ cos θ)

+ 2 ξη([a1,1 − a2,2] sin θ cos θ+ a1,2[cos2
θ − sin2

θ])

+ η2(a1,1 sin2
θ+ a2,2 cos2

θ+ 2a1,2 sin θ cos θ).

Il coefficiente di ξ · η si annulla se

[a1,1−a2,2] sin θ cos θ+ a1,2[cos2
θ−sin2

θ] =
a1,1 − a2,2

2
sin(2θ) + a1,2 cos(2θ) = 0.

Se a1,1 = a2,2, possiamo prendere θ= ±
π

4
(gli assi delle nuove coordinate (ξ, η)

sono le bisettrici degli angoli retti formati dagli assi (x, y)). Se a1,1 , a2,2, allora
scegliamo θ in modo che sia

(9.16) tan(2θ) =
2 · a1,2

a2,2 − a1,1
.

Quindi, con una rotazione (9.15), possiamo ricondurci, nelle nuove coordinate
(ξ, η), ad un’equazione della forma

(9.17) b1,1ξ
2 + b2,2η

2 + 2b0,1ξ+ 2b0,2η+ b0,0 = 0.

Si verifica che D2 = b1,1 · b2,2. La (9.17) si riconduce facilmente ad una delle forme
canoniche. Infatti, se D2 , 0, allora

b1,1ξ
2 + b2,2η

2 + 2b0,1ξ+ 2b0,2η+ b0,0

= b1,1

(
ξ+

b0,1

b1,1

)2

+ b2,2

(
η+

b0,2

b2,2

)2

+ b0,0 −

(
b0,1

b1,1

)2

−

(
b0,2

b2,2

)2

= 0



56 2. ALCUNE APPLICAZIONI ALLA GEOMETRIA DEL PIANO

e si ottengono le equazioni canoniche nelle coordinate
X = ξ+

b0,1

b1,1
,

Y = η+
b0,2

b2,2
,

oppure


Y = ξ+

b0,1

b1,1
,

X = −

(
η+

b0,2

b2,2

)
.

Se D2 = 0, almeno uno dei coefficienti b1,1, b2,2 è nullo. A meno di una rotazione
di un angolo retto, possiamo supporre che b1,1 = 0. Allora

b2,2η
2 + 2b0,1ξ+ 2b0,2η+ b0,0 = 0⇐⇒ (η+ η0)2 + 2p(ξ+ ξ0) = 0,

con η0 =
b0,2

b2,2
, p =

b0,1

b2,2
ed ξ0 = (2p)−1

b0,0 −
b2

0,2

b2
2,2

 . Otteniamo la forma canonica

nelle coordinate X = ξ+ ξ0,

Y = η+ η0,
oppure

X = − (ξ+ ξ0),
Y = − (η+ η0),

dove la seconda scelta di coordinate ortogonali è fatta nel caso in cui fosse p > 0.

Osserviamo che l’origine degli assi coordinati è il centro nel caso dell’ellisse e
dell’iperbole e il vertice nel caso della parabola. L’ellisse e l’iperbole sono coniche
a centro. Le coordinate del centro si trovano risolvendo il sistema lineare di due
equazioni in due incognite:

(9.18)

a1,1x + a1,2y + a0,1 = 0,
a1,2x + a2,2y + a0,2 = 0.

Infatti, abbiamo

F(x, y) = F(x0, y0) +
∂F(x0, y0)

∂x
(x − x0) +

∂F(x0, y0)
∂y

(y − y0) + F0(x − x0, y − y0)

e quindi i coefficienti dei termini di primo grado in (x − x0) ed (y − y0) sono nulli
quando 

∂F(x0, y0)
∂x

= 2a1,1x0 + 2a1,2y0 + 2a0,1 = 0,

∂F(x0, y0)
∂y

= aa1,2x0 + 2a2,2y0 + 2a0,2 = 0.

Ancora, si possono ricavare le lunghezze α, β dei semiassi nelle (9.2) senza trovare
esplicitamente la rotazione di angolo θ. Descriviamo il procedimento, che sarà
giustificato successivamente quando tratteremo le quadriche in generale. Occorre
innanzi tutto determinare gli autovalori della matrice incompleta: questi sono le
due soluzioni λ1, λ2 dell’equazione

(9.19) λ
2 − (a11 + a2,2)λ+ a1,1a2,2 − a2

1,2 = 0.
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Se il determinante della matrice completa (ricordiamo che ai, j = a j,i)

(9.20) D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a0,1
a1,2 a2,2 a0,2
a0,1 a0,2 a0,0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a0,0a1,1a2,2 + 2·a0,1a0,2a1,2

−a0,0a2
1,2 − a1,1a2

0,2 − a2,2a2
0,1

è diverso da zero e sono diversi da zero anche λ1 e λ2, allora, in opportune coordi-
nate ortogonlali ξ, η, la quadrica si scrive nella forma

(9.21) λ1·ξ
2 + λ2·η

2 + (D/λ1·λ2) = 0.

Se fosse ad esempio λ1 , 0 e λ2 = 0, avremmo allora, in opportune coordinate
ortogonlali ξ, η,

(9.22) λ1·ξ
2 + 2b·η= 0, con |λ1|·b2 = |D|.

Esempio 9.2. Cerchiamo un sistema di coordinate cartesiane ortogonali in cui
la parabola C di equazione

(3x + 4y)2 − 25x = 0

si scriva in forma canonica.
Consideriamo il sistema di coordinate ortogonali (ξ, η) in cui η sia un multiplo

di (3x + 4y) : 
ξ=

4x − 3y
5

,

η=
3x + 4y

5
,


x =

4ξ+ 3η
5

,

y =
−3ξ+ 4η

5
.

Nelle nuove variabili (ξ, η) la C ha equazione:

25 · η2 − 20ξ − 15η= 0, cioè 5η2 − 3η − 4ξ= 0.

Questa si può riscrivere nella forma(
η −

3
10

)2

−
4
5

(
ξ+

9
80

)
= 0.

Otteniamo quindi la forma canonica con il cambiamento di coordinate
X = ξ+

9
80
,

Y = η −
3

10
.

Il parametro p è in questo caso
2
5
.

Possiamo ricavare anche le coordinate del vertice, del fuoco e della direttri-
ce della parabola C : nelle coordinate (X,Y) questi sono, rispettivamente, (0, 0),(
1
5
, 0

)
, e

{
4
5

X = Y2
}
. Nelle coordinate (ξ, η) abbiamo allora

vertice =

(
−

9
80
,

3
10

)
, fuoco =

(
7
80
,

3
10

)
, direttrice =

{
ξ+

5
16

= 0
}
.

Da queste si possono ricavare le loro espressioni nelle coordinate (x, y).
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Mostriamo come si può ottenere la forma canonica utilizzando gli autovalori ed
il determinante della matrice completa, come spiegato sopra. La matrice associata
alla parabola assegnata è  9 12 −25/2

12 16 0
−25/2 0 0

 .
Abbiamo quindi λ1 = 25, λ2 = 0,D =−2500.Da |λ1|·b2 = |D| otteniamo che 25·b2 = 2500,
cioè b =±10. In opportune coordinate ortogonali (x′, y′) questa ci dà l’equazione

25·x′2 − 20y′ = 0, cioè x′2 =
4
5

y′.

Esempio 9.3. Cerchiamo la forma canonica della conica

C : x2 − 2xy − 3y2 + 2x − 4y = 0

trovandone autovalori della matrice incompleta e determinante della completa. La
matrice associata è  1 −1 1

−1 −3 −2
1 −2 0

 .
Gli autovalori della matrice incompleta sono le soluzioni dell’equazione

(λ − 1)(λ+ 3) − 1 = λ2 + 2λ − 4 = 0, cioè λ1,2 = − 1±
√

5.

Abbiamo poi
D = 2·2 − 4 + 3 = 3.

In opportune coordinate ortogonali ξ, η la conica ha quindi equazione

(
√

5 + 1)ξ2 − (
√

5 − 1)η2 − (3/4) = 0 ⇔
ξ2

α2 −
η2

β2 = 1,

con α2 = (
√

5 − 1)/3, β2 = (
√

5 + 1)/3.



CAPITOLO 3

Polinomi ed equazioni algebriche

1. Campi di scalari

Introduciamo in questo paragrafo i concetti astratti di corpo e di campo, o
corpo commutativo. Gli insiemi R dei numeri reali, Q dei numeri razionali e C dei
numeri compessi, con le usuali operazioni di somma e prodotto, sono esempi di
campi. L’iniseme H dei quaternioni di Hamilton (vedi Esempio 9.3 del Cap.5 e §1
del Cap.22) è un esempio di corpo non commutativo.

Definizione 1.1. Chiamiamo corpo un insieme K, che contenga almeno due
elementi 0, 1 e su cui siano definite due operazioni interne

K × K 3 (k1, k2) −→ k1 + k2 ∈ K, (somma)
K × K 3 (k1, k2) −→ k1 · k2 ∈ K, (prodotto),

che godono delle proprietà1

∀k ∈ K, 0 + k = k + 0 = k,(S1)
∀k ∈ K, ∃! (−k) ∈K tale che k + (−k) = (−k) + k = 0,(S2)
∀k1, k2, k3 ∈ K, (k1 + k2) + k3 = k1 + (k2 + k3),(S3)
∀k1, k2 ∈ K, k1 + k2 = k2 + k1,(S4)
∀k ∈ K, 1 · k = k · 1 = k,(P1)

∀k ∈ K \ {0}, ∃! k−1 ∈K tale che k · k−1 = k−1 · k = 1,(P2)
∀k1, k2, k3 ∈ K, (k1 · k2) · k3 = k1 · (k2 · k3),(P3)
0 · 1 = 1 · 0 = 0,(D0)
∀k1, k2, k3 ∈ K, k1 · (k2 + k3) = k1 · k2 + k1 · k3,(D1)
∀k1, k2, k3 ∈ K, (k1 + k2) · k3 = k1 · k3 + k2 · k3,(D2)

Un corpo K si dice un campo, o corpo commutativo se il suo prodotto è commuta-
tivo, se vale cioè

∀k1, k2 ∈ K, k1 · k2 = k2 · k1.(P4)

La proprietà associativa ci permette di considerare somme e prodotti di un
arbitrario numero finito di elementi di K, senza dover scrivere le parentesi che
indichino l’ordine in cui debbano essere eseguite le operazioni.

1Si usa sempre la convenzione che, a meno di parentesi che indichino un ordine diverso, si
devono eseguire prima i prodotti e poi le somme.
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Con gli elementi di un campo si possono svolgere le usuali operazioni alge-
briche, ricordando che queste hanno tutte le familiari proprietà di quelle in cui si
utilizzano i numeri razionali, reali e complessi.

I campi sono, rispetto all’addizione, dei gruppi abeliani. In particolare, pos-
siamo definire su di essi la moltiplicazione h·k di un qualsiasi elemento k per un
numero intero h come la somma di |h| copie di k se h è positivo, o del suo opposto
se h è negativo. Diciamo che K ha caratteristica 0 se h·k=0, con k∈K\{0}, h ∈ Z,
implica che h = 0. Se questo non è il caso, si verifica che c’è un numero primo p
per cui l’equazione h·k=0, con k , 0, implica che h sia un multiplo di p. Diciamo
allora che K ha caratteristica finita p. Gli insiemi Zp delle classi di resto degli
interi rispetto ad un numero primo p, con le operazioni che si deducono dalla som-
ma e dal prodotto d’interi, sono gli esempi più semplici di campi di caratteristica
positiva.

Se possiamo definire un omomorfismo φ : K→K′ tra due campi, cioè un’ap-
plicazione che trasformi lo 0 e l’1 di K in quelli di K′ e trasformi somme e prodotti
in K nelle somme e prodotti dei corrispondenti elementi di K′, allora K e K′ hanno
la stessa caratteristica e la φ è un’applicazione iniettiva. Identificando gli elementi
di K alle loro immagini in K′, potremo considerare K some un sottoinsieme di K′

e diremo che K′ è un’estensione di K. Ad esempio, possiamo considerare i numeri
reali come i numeri complessi che hanno parte immaginaria nulla. Torneremo sulla
nozione di estensione di campi nel §11.

2. Polinomi di una variabile

Un polinomio della variabile x a coefficienti in un campo di scalari K è una
somma finita

(2.1) f (x) = a0xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am,

i cui termini sono prodotti di scalari di K e di potenze della x.
La x si dice variabile o indeterminata. Gli addendi non nulli am− jx j sono i

termini e gli scalari ai i coefficienti di f . Il coefficiente a0 , 0 del monomio di
grado massimo si dice coefficiente direttore. Se f , 0, l’intero m è il grado di f ,
che indichiamo con deg( f ). Il grado del polinomio nullo è, per convenzione, −∞.
In questo modo, il grado di un prodotto è la somma dei gradi e quello di una somma
non supera il massimo tra i gradi degli addendi.

In algebra si preferisce chiamare la x indeterminata, piuttosto che variabile, per
sottolineare il fatto che non la pensiamo come un elemento di un dominio fissato
a priori: potremo calcolare il valore di f sostituendo ad x un qualsiasi oggetto
matematico λ per cui abbia senso l’espressione

f (λ) = a0λ
m + a1λ

m−1 + · · · + am−1λ + am.

In particolare, λ potrebbe appartenere ad un campo K′ di scalari più o meno am-
pio di K; ad esempio, i coefficienti di f potrebbero essere numeri razionali e λ un
numero complesso, oppure i coefficienti complessi e λ reale. In generale, λ potreb-
be essere un elemento di un’algebra su K, un insieme cioè in cui siano possibili le
operazioni interne di somma e prodotto e di moltiplicazione di un suo elemento per
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uno scalare di K. Un esempio di algebra reale sono le funzioni reali continue su un
intervallo, ed in questo caso la valutazione di un polinomio reale f su una funzione
continua g è semplicemente la composizione f ◦ g. In particolare ci sarà utile, in
algebra lineare, calcolare il valore che i polinomi assumono su matrici quadrate o
endomorfismi di uno spazio vettoriale.

Le diverse potenze 1, x, x2, . . . della x si considerano tra loro linearmente indi-
pendenti. Ciò si taduce nel principio d’identità dei polinomi, per cui due polinomi
sono uguali se e soltanto se hanno tutti i termini uguali.

Notazione 2.1. Indichiamo conK[x] l’insieme di tutti i polinomi della variabile
x a coefficienti in K.

I polinomi si possono sommare e moltiplicare tra loro, con le regole usuali, e
con queste operazioni diciamo che K[x] è un anello commutativo e unitario e un
dominio d’integrità [questo significa che, affinché il prodotto di due polinomi sia
nullo, occorre che almeno uno di essi lo sia. Per la nozione astratta di anello, vedi
il Cap. 20].

Definizione 2.1. Se K′ è un’estensione del campo K degli scalari, cioè un
campo di scalari che contiene tutti gli elementi di K, un suo elemento λ per cui

(2.2) f (λ) = a0λ
m + a1λ

m−1 + · · · + am−1λ + am = 0

si dice una radice o uno zero di f in K′.

Ad esempio, f (x) = x2 + 1 è un polinomio reale e l’unità immaginaria i una
sua radice in C.

A Ruffini2 si attribuisce il seguente teorema.

Teorema 2.2 (Ruffini). Condizione necessaria e sufficiente affinché λ ∈ K sia
una radice del polinomio f ∈ K[x] è che vi sia un polinomio q ∈ K[x] tale che

(2.3) f (x) = (x − λ) · q(x).

Dimostrazione. Per ogni scalare λ ∈ K, possiamo trovare un polinomio q∈K[x]
tale che

(2.4) f (x) = (x − λ) q(x) + f (λ).

Lo scalare f (λ) è cioè il resto della divisione di f per (x − λ) (vedi più avanti il
Teorema 7.1). Per verificare la (2.4), possiamo ragionare per induzione sul grado
di f . Se f ha grado minore di zero, allora è il polinomio zero e la formula vale,
per ogni λ ∈K, con q = 0. Un polinomio di grado zero non ha radici e quindi la
formula è banalmente vera in questo caso. Per un polinomio di primo grado, se

a0λ + a1 = 0, con a0 , 0,

allora
a0x + a1 = a0(x − λ)

2Paolo Ruffini (1765-1822), medico e matematico italiano, nato a Valentano, in provincia di
Viterbo e professore a Modena.
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e dunque la formula vale per tutti i polinomi di grado minore o uguale ad uno. Se
f (x) = a0xm + · · · ha grado m>1, allora

(∗) f (x) − a0(x − λ)·xm−1 = g(x)

ha grado minore di m. Se facciamo l’ipotesi induttiva che la (2.4) valga per po-
linomi di grado minore di m, potremo trovare un polinomio q′ ∈ K[x] per cui
g(x) = (x−λ)·q1(x) + g(λ). Dalla (∗), calcolando i due membri per x = λ, troviamo
che g(λ) = f (λ). Otteniamo quindi la (2.4) con q(x) = a0xm−1 + q1(x). �

Osservazione 2.3. Per la divisione di f per il binomio (x−λ) si può utilizzare
lo schema: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 . . . . . . am−1
a0λ a1λ . . . . . . am−2λ

a0λ
2 a1λ

2 . . . am−3λ
2

. . .
. . .

...
a0λ

m−2 a1λ
m−2

a0λ
m−1

0

b0 b1 b2 . . . bm−2 bm−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

am
am−1λ

am−2λ
2

...
a2λ

m−2

a1λ
m−1

a0λ
m

r

dove bi = a0λ
i+· · ·+ai, somma dei coefficienti della colonna i-esima che gli stanno

sopra, è il coefficiente di xm−i del quoziente q(x), mentre lo scalare somma di quelli
della colonna fuori dalle sbarre dà il resto r = f (λ).

Per il teorema di Ruffini, se un polinomio non nullo f ∈ K[x] ha una radice
λ in K, o, più in generale, in una sua estensione K′, allora c’è un intero positivo k
tale che

(2.5) f (x) = (x − λ)kg(x), per un polinomio g ∈ K′[x], con g(λ) , 0.

Definizione 2.2. L’intero positivo k nella (2.5) si dice la molteplicità della
radice λ di f . Una radice con molteplicità maggiore di uno si dice multipla.

Se K è un’estensione del campo dei razionali (ad esempio Q, R, C) possiamo
definire le derivate dei polinomi a coefficienti in K. Se f è definito da (2.1), allora
la sua derivata prima è il polinomio

(2.6) f ′(x) =
d f (x)

dx
= m a0xm−1 + (m − 1) a1xm−2 + · · · + 2 am−2x + am−1.

Le derivate successive si definiscono per ricorrenza:

(2.7) f (h)(x) =
dh f (x)

dxh =
d f (h−1)

dx
, per h ≥ 2.

Proposizione 2.4. Se K è un’estensione dei razionali, le radici multiple di un
polinomio f ∈ K[x] sono tutte e sole quelle comuni ad f e ad f ′.
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Dimostrazione. La derivazione dei polinomi soddisfa la regola di Leibnitz per
la derivazione di un prodotto. Se λ è una radice di f con molteplicità k ≥ 1,
derivando la (2.5), otteniamo

f ′(x) = k(x − λ)k−1g(x) + (x − λ)kg′(x).

Se k = 1, allora f ′(λ) = g(λ) , 0, mentre se k > 1 è f ′(λ) = 0. �

Osservazione 2.5. In questo caso, la molteplicità di λ è il più piccolo numero
naturale k per cui f (k)(λ) , 0.

3. Equazioni a coefficienti razionali

Un polinomio f (x) a coefficienti razionali si può sempre scrivere nella forma
f (x) = c · g(x), ove c ∈ Q e g(x) ∈ Z[x] è un polinomio a coefficienti interi

(3.1) g(x) = a0xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am

con MCD(a0, . . . , am) = 1, cioè non tutti divisibili per uno stesso numero intero
diverso da ±1. Per la ricerca delle eventuali radici razionali di f , ovvero di g,
utilizziamo la seguente

Proposizione 3.1. Siano (3.1) un polinomio a coefficienti interi e p, q due interi
primi tra loro. Se

p
q

è una radice razionale di g(x), allora p divide am e q divide a0.

Dimostrazione. Se
p
q

è una radice razionale di g(x), allora

a0 pm + a1 pm−1q + · · · + am−1 pqn−1 + amqm = 0.

Poiché abbiamo supposto che p e q fossero primi tra loro, da

a0 pm = q(−a1 pm−1 − · · · − am−1 pqm−2 − amqm−1),

amqm = p(−a0 pm−1 − a1 pm−2q − · · · − am−1qm−1),

segue che q divide a0 e p divide am. �

4. Equazioni di terzo grado

4.1. Polinomi di terzo grado a coefficienti reali. Un polinomio di terzo gra-
do a coefficienti reali ha la forma

(4.1) f (x) = ax3 + bx2 + cx + d, con a, b, c, d ∈ R ed a , 0.

L’equazione f (x) = 0 ha sempre una soluzione reale. Possiamo determinare il
numero di radici reali di f , calcolando i valori degli eventuali massimi e minimi
locali della funzione y = f (x). La derivata prima di f è

f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c.

Se f ′ non ha radici reali, ovvero se ne ammette una sola (con molteplicità due),
il segno della derivata prima è costante; la f è in questo caso strettamente crescente
o decrescente, ed ammette quindi una ed una sola radice reale.

Se f ′ ha due radici reali distinte x1 < x2, esse corrispondono a punti in cui f (x)
ha un massimo e un minimo locali. La f è perciò strettamente monotona sugli
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intervalli (−∞, x1], [x1, x2] ed [x2,+∞). C’è quindi una radice reale in ciascuno
degli intervalli

(−∞, x1), (x1, x2), (x2,+∞)

ai cui estremi f ha limiti di segni opposti. Abbiamo cioè

a · f (x1) > 0⇐⇒ f ha una radice nella semiretta ] −∞, x1],
f (x1) · f (x2) < 0⇐⇒ f ha una radice nell’intervallo ]x1, x2[,

a · f (x1) < 0⇐⇒ f ha una radice nella semiretta ]x2,∞[

f (x1) = 0⇐⇒ f è divisibile per (x − x1)2,

f (x2) = 0⇐⇒ f è divisibile per (x − x2)2.

Negli ultimi due casi f ed f ′ hanno una radice comune3.
In campo complesso, f ammette tre radici, contate con le loro molteplicità. Se

f ha coefficienti reali, la coniugata di una sua radice è ancora una sua radice: se
ammette una radice λ1 non reale, allora λ2 = λ̄1 , λ1 è un’altra radice non reale
da essa distinta. Perciò un polinomio di terzo grado reale che abbia una radice non
reale, ha necessariamente tre radici distinte in campo complesso. In particolare, se
f ha una radice doppia, allora ha solo radici reali. Vale quindi la

Proposizione 4.1. Sia f (x) ∈ R[x] un polinomio reale di terzo grado e siano
x1, x2 le radici (in campo complesso) di f ′(x). Allora il prodotto f (x1) f (x2) è
reale e

se f (x1) f (x2) > 0, allora f ha una radice reale e due complesse coniugate distinte,
se f (x1) f (x2) < 0, allora f ha tre radici reali distinte,
se f (x1) f (x2) = 0, allora f ha tre radici reali, di cui almeno due coincidenti.

Dimostrazione. Se x1, x2 non sono reali, allora x2 = x̄1, f (x2) = f (x1) ed
f (x1) f (x2) = | f (x1)|2 > 0, perché f non può avere radici non reali di moltepli-
cità due.

Consideriamo ora il caso in cui x1 ed x2 siano reali. Non è restrittivo supporre
che nella (4.1) sia a > 0. Allora f è decrescente in [x1, x2] e quindi f (x1) > f (x2).
Quindi, se f (x1) f (x2) < 0, allora f (x1) > 0 ed f (x2) < 0, e ciascuno degli intevalli
(−∞, x1), (x1, x2), (x2,+∞) contiene una radice di f . Se invece f (x1) f (x2) > 0, si
possono dare due casi: o f (x1) ed f (x2) sono entrambi negativi e l’unica radice rea-
le appartiene all’intervallo (x2,+∞), oppure f (x1) ed f (x2) sono entrambi positivi
e l’unica radice reale appartiene all’intervallo (−∞, x1).

Se f (x1), o f (x2) fosse uguale a zero, f ammetterebbe una radice reale λ = xi
con molteplicità ≥ 2. Allora sarebbe f = (x − λ)2g(x) per un polinomio reale g(x),

3 Per la ricerca di eventuali radici comuni di f ed f ′ possiamo utilizzare l’algoritmo di divisione
di Euclide:

f (x) = q(x) f ′(x) + r(x), con q(x) = 1
3 x + 1

9 (b/a) ed r(x) = 1
3 x + 1

9 (b/a).

L’eventuale radice comune sarebbe la radice
−b
3a

di r(x).
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che, essendo di primo grado, avrebbe una radice reale. La f avrebbe in questo caso
solo radici reali, di cui almeno una con molteplicità maggiore o uguale a due. �

Ricavando esplicitamente x1 ed x2 si ottiene

f (x1) f (x2) = −
18 abcd − 4 b3d + b2c2 − 4 ac3 − 27 a2d2

27a2 .

Definizione 4.1. Si dice discriminante del polinomio di terzo grado (4.1) il
numero

∆ = 18 abcd − 4 b3d + b2c2 − 4 ac3 − 27 a2d2.

Utilizzando la nozione di discriminante possiamo riformulare la Proposizio-
ne 4.1 nella forma:

Proposizione 4.2. L’equazione f (x) = ax3 + bx2 + cx + d = 0 ammette

tre radici reali distinte se ∆ > 0,
tre radici reali, di cui una con molteplicità almeno due, se ∆ = 0,
una sola radice reale e due complesse coniugate se ∆ < 0.

�

5. Formule di Cardano

Nel ricavare le formule di Cardano4 , che rappresentano le radici di un polino-
mio di terzo grado (4.1) per mezzo di radicali, possiamo supporre che i coefficienti
a, b, c, d siano complessi.

Se poniamo x = t −
b
3a

, l’equazione cubica f (x) = ax3 + bx2 + cx + d = 0
assume la forma ridotta

(5.1) g(t) = t3 + pt + q = 0,

con

(5.2) p =
3ac − b2

3a2 , q =
2b3 − 9abc + 27a2d

27a3 .

La somma delle radici di una cubica ridotta è uguale a zero e, viceversa, un
polinomio di terzo grado monico5 è una cubica ridotta se, e solo se, la somma delle
sue radici è nulla.

Il discriminante di g assume la forma semplificata

(5.3) ∆ = −4p3 − 27q2.

Poniamo t = u + v, per due nuove variabili u, v. Sostituendo nella (5.1),
otteniamo la

u3 + v3 + (3uv + p)(u + v) + q = 0.

4Girolamo Cardano (1501-1576), scienziato pavese, pubblicò le formule risolutive delle
equazioni di terzo e quarto grado nell’Ars Magna stampata nel 1545.

5Cioè con il coefficiente del termine di grado massimo uguale ad uno.
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Se imponiamo la condizione aggiuntiva che sia 3uv + p = 0, otteniamo cheu3 + v3 = −q,

u3v3 = −
p3

27 .

Quindi u3 e v3 sono le soluzioni dell’equzione di secondo grado6 nell’incognita ζ:

ζ
2 + qζ −

p3

27
= 0.

Le soluzioni di g(t) = 0 si possono quindi ottenere da

u3 = −
q
2

+

√
q2

4
+

p3

27
, v3 = −

q
2
−

√
q2

4
+

p3

27
,

ove si è fissato uno dei valori della radice quadrata (ad esempio quella reale non
negativa, se R 3 ∆ = −(27q2 + 4p3) ≤ 0, o altrimenti quella con parte immaginaria
positiva). Quando p = 0, le radici di g sono le tre radici cubiche, in campo com-
plesso, di (−q). Se si esclude questo caso, è uv , 0 e la v si esprime in funzione
di u mediante v = −p/(3u). Se p , 0, dalle tre radici cubiche distinte in campo
complesso

u1,2,3 =
3

√
−

q
2

+

√
q2

4
+

p3

27
.

otteniamo le tre radici di g nella forma

ti = ui −
p

3ui
, per i = 1, 2, 3.

Esempio 5.1. Nelle formule di Cardano compaiono radicali di numeri com-
plessi anche quando le radici del polinomio siano tutte reali. Consideriamo ad
esempio

g(t) = t3 − 7t + 6,
che ha le tre radici reali −3, 1, 2. Le formule di Cardano danno

u1,2,3 =
3

√
−3 +

√
9 −

343
27

=
3

√
−3 +

√
−100

27
= 3

√
−3 ± i

10
√

27

e non è immediato riconoscere che i radicali ui + 7/(3ui), per i = 1, 2, 3, rappresen-
tano i numeri −3, 1, 2. Per questo spesso si preferisce, nel caso si debbano studiare
equazioni a coefficienti interi o razionali, cercare prima le eventuali soluzioni razio-
nali con il metodo del §3, o, nel caso di polinomi reali, soluzioni reali approssimate
con metodi ricorsivi.

6 Ricordiamo che le soluzioni (ξ, η) del sistemaξ + η = α,

ξη = β,

sono le coppie di radici dell’equazione di secondo grado nell’incognita ζ:

ζ
2 − αζ + β = 0.
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6. L’equazione di quarto grado

Il matematico bolognese Ludovico Ferrari (1522-65), allievo di Cardano, trovò
un procedimento per esprimere le soluzioni dell’equazione di quarto grado median-
te radicali delle soluzioni di un’equazione di terzo grado (detta risolvente) ad essa
associata. Illustriamo brevemente il suo metodo.

L’equazione generale di quarto grado si scrive nella forma

(6.1) f (x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, con a, b, c, d, e ∈ C ed a , 0.

Sostituendo t = x −
b
4a

, trasformiamo la (6.1) nella forma ridotta

(6.2) g(t) = a−1 f
(
t −

b
4a

)
= t4 − αt2 − βt − γ = 0,

in cui i coefficienti α, β, γ hanno espressioni polinomiali in
b
a
,

c
a
,

d
a
,

e
a

.
Riscriviamo la g(t) = 0 nella forma

t4 = αt2 + βt + γ.

Questa si ridurrebbe ad una coppia di equazioni di secondo grado se il secondo
membro fosse il quadrato di un binomio. In generale, possiamo ricondurci ad una
situazione di questo tipo cercando un numero complesso k tale che, aggiungendo
2kt2 + k2 al secondo membro questo diventi il quadrato di un binomio: la (6.2)
divenga cioè equivalente alla

(t2 + k)2 = (α + 2k)t2 + βt + (γ + k2) = (pt + q)2, con p, q ∈ C.

La condizione per cui ciò avvenga è che il discriminante del polinomio di secondo
grado a secondo membro sia nullo, che cioè

(6.3) 4(γ + k2)(α + 2k) − β2 = 8k3 + 4αk2 + 8γk + 4α2 − β2 = 0.

Quest’equazione di terzo grado in k si dice la risolvente cubica della (6.2). Le
formule di Cardano ci permettono di esplicitare una sua soluzione k, e quindi anche
p e q, mediante espressioni algebriche7 dei suoi coefficienti. Le quattro soluzioni
di (6.2) sono allora le soluzioni di una delle due equazioni di secondo grado

t2 − pt + (k − q) = 0, oppure t2 + pt + (k + q) = 0.

7Chiamiamo espressioni algebriche quelle che si possono costruire combinando numeri interi
e variabili attraverso le operazioni di addizione, sottrazione, moltiplicazione, divisione, estrazione
di radice. Questo concetto è più restrittivo di quello di funzione algebrica, che comprende tutte
le corrispondenze che possono essere descritte da relazioni polinomiali. Ad esempio, l’‘equazione
y5+y4+x = 0 descrive una funzione algebrica y = f (x) (che Galois e Abel hanno dimostrato non avere
un’espressione algebrica). Osserviamo che per alcuni valori di x il valore di y non è univocamente
determinato e quindi le funzioni algebriche non sono funzioni nel senso della teoria degli insiemi.
Nell’esempio considerato, f (x) ha tre valori (rami) reali distinti se 0 < x < 44/55. In generale, le
funzioni algebriche si considerano in campo complesso e la nostra f assume allora in quasi tutti i
punti 5 valori complessi distinti. Inoltre, possono esserci dei valori di x per cui non ci sono valori di
y che soddisfino l’equazione: la xy = 1 dà una y = y(x) = 1/x definita per x , 0.
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Il procedimento di Ferrari permette quindi di rappresentare le quattro soluzioni di
(6.1) mediante un’espressione algebrica.

7. Divisione con resto e massimo comun divisore di polinomi

Uno strumento fondamentale nello studio dei polinomi di una variabile con
coefficienti in un campo è la divisione con resto.

Teorema 7.1. Se f , g ∈ K[x] sono due polinomi di una variabile x con coeffi-
cienti in un campo K e g , 0, allora sono univocamente determinati due polinomi
q, r ∈K[x] tali che

(7.1)

 f (x) = q(x)g(x) + r(x),
deg(r) < deg(g).

Dimostrazione. Dimostriamo in primo luogo l’esistenza di q ed r. Se g ha
grado 0, allora è uno scalare a, diverso da 0, di K la divisione in (7.1) ci dà

q = a−1 · f ∈ K[x] ed r(x) = 0.
Consideriamo ora il caso in cui g abbia grado m maggiore di 0. Ragioniamo per

induzione sul grado n di f . Se deg( f ) < m, allora possiamo porre in (7.1) q(x) = 0
ed r(x) = f (x). Supponiamo quindi che f abbia grado n maggiore o uguale ad m
e che la divisione con resto (7.1) sia sempre possibile se il polinomio da dividere
per g ha grado minore di n. Se f (x) = a·xn + f1(x) e g(x) = b·xm + g1(x), con
f1, g1 ∈ K[x] e deg( f1) < n e deg(g1) < m, allora h(x) = f (x) − (a/b)xn−mg(x) è un
polinomio di grado minore di n. Per l’ipotesi induttiva, possiamo trovare polinomi
q1, r in K[x], con deg(r)<m, tali che h(x) = q1(x)g(x) + r(x). Otteniamo allora la
(7.1) con q(x) = (a/b)xn−m + q1(x).

Verifichiamo l’unicità. Se fosse f (x) = q(x)g(x) + r(x) = η(x)g(x) + ρ(x), con
q, η, r, ρ ∈ K[x] e deg(r) < m, deg(ρ) < m, allora

r(x) − ρ(x) = (q(x) − η(x))g(x).

Questo di dice che r−ρ=0 e q−η=0, perché altrimenti deg((q−η)g) ≥ m contraddi-
rebbe deg(r−ρ) ≤ max(deg(r), deg(ρ))<m. �

Definizione 7.1. I polinomi q, r ∈ K[x] in (7.1) si dicono, rispettivamente, il
quoziente ed il resto della divisione del polinomio f per il polinomio g.

Se il resto è 0, diciamo che g divide f e scriviamo g| f .

Definizione 7.2. Si dice massimo comun divisore di un insieme S di polino-
mi non tutti nulli un polinomio di grado massimo tra quelli che dividono tutti gli
elementi di S .

Chiamiamo ideale generato da S l’insieme

(7.2) (S ) =
⋃∞

h=1
{q1 f1 + · · · + qh fh | q1, . . . , qh ∈ K[x], f1, . . . , fh ∈ S }

di tutte le combinazioni lineari, a coefficienti polinomi, degli elementi di S .

Proposizione 7.2. Per ogni insieme non vuoto S di polinomi non nulli, esiste un
massimo comun divisore di S . Un polinomio p ∈ K[x] è massimo comun divisore
di S se e soltanto se (p) = (S ), se cioè gli elementi di S sono tutti e soli i multipli
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di p. Tutti i massimi comun divisori di S si ottengono l’uno dall’altro mediante
moltiplicazione per uno scalare non nullo.

Dimostrazione. L’insieme (S ) contiene polinomi non nulli e quindi, tra di essi,
un polinomio p di grado minimo. Poiché p ∈ (S ), possiamo trovare polinomi
q1, . . . , qh ∈ K[x] ed f1, . . . , fh ∈ S tali che

(∗) p = q1 f1 + · · · + qh fh.

Dividiamo per p un qualsiasi polinomio f di (S ):

f = pq + r, con r ∈ K[x], e deg(r) < deg(p).

Sostituendo, troviamo che

r = f − (qq1) f1 − · · · (qqh) fh ∈ (S ).

Poiché il grado di r è minore del minimo dei gradi dei polinomi non nulli di (S ),
deve essere r = 0, cioè p| f , cioè f ∈ (p). Il polinomio p è un massimo comun
divisore di S , perché per la (∗), ogni divisore comune dei polinomi di S divide
anche p ed ha quindi grado minore o uguale al grado di p. Se p1 e p2 sono massimi
comun divisori di S , allora p1|p2 e p2|p1 ci dicono che p1 e p2 sono l’uno multiplo
dell’altro per uno scalare. �

Dati due polinomi f , g, con g , 0, possiamo costruire una catena finita di
polinomi g0, g1, . . . , gk mediante successive divisioni con resto:

(7.3)


g0 = f ,
g1 = g0,

gh+1 = qhgh − gh−1 , 0, 1 ≤ h < k, deg(gh) < deg(gh−1),
0 = gk−1 − qkgk,

dove, se g| f , s’intende che la catena si riduca ad f , g, cioè gk = g1.

Proposizione 7.3. Dati due polinomi f , g diversi da zero, l’elemento gk della
catena (7.3) è il massimo comun divisore di { f , g}.

Dimostrazione. Gli elementi g0, g1, . . . , gk della catena (7.3) appartengono tut-
ti all’ideale ( f , g). Questo si dimostra per ricorrenza: infatti è vero per i = 0, 1 e
se supponiamo che h > 1 e che tutti i gi per i < h siano combinazioni lineari a
coefficienti polinomi di f e g, segue dalla definizione che anche gh lo è. Sempre
per ricorrenza, si dimostra che gk|gi per ogni i. Questo è vero per i = k, k − 1 e, se
lo supponiamo vero per i > h, per qualche 0 ≤ h < k−1, segue dalla definizione che
anche gk|gh. Infine, per le (7.3) ogni divisore comune di f e g divide tutti i gi. �

La Proposizione 7.3 ci permette di calcolare il massimo comun divisore di
due (o più) polinomi senza conoscerne la decomposizione in fattori primi: per
eseguire la divisione con resto dei polinomi di K[x] è sufficiente saper eseguire le
quattro operazioni in K. Ad esempio, nel caso di polinomi a coefficienti razionali
ci riconduciamo al calcolo delle frazioni con numeratori e denominatori interi.
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8. Il teorema di Sturm

Sia f ∈ R[x] un polinomio reale di grado m > 0.

Definizione 8.1. Chiamiamo catena di Sturm8 di f la successione di polinomi
non nulli f0, f1, . . . , fk, definita da

(8.1)



f0(x) = f (x),
f1(x) = f ′(x),
f2(x) = f1(x)q1(x) − f0(x), deg f2 < deg f1,
f3(x) = f2(x)q2(x) − f1(x), deg f3 < deg f2,
· · ·

fh+1(x) = fh(x)qh(x) − fh−1(x), deg fh+1 < deg fh,
· · ·

fk(x) = fk−1(x)qk−1(x) − fk−2(x), deg fk < deg fk−1,

0 = fk(x)qk(x) − fk−1(x),
fi, qi ∈ R[x].

Il polinomio fi, per i ≥ 2 è cioè il resto della divisione di fi−2 per fi−1, cambiato
di segno. Per la Proposizione 7.3, l’ultimo polinomio non nullo fk della catena di
Sturm è massimo comun divisore tra f (x) e il suo polinomio derivato f ′(x), è cioè
un polinomio di grado massimo tra quelli che dividono sia f che f ′.

È possibile costruire la catena di Sturm per polinomi f a coefficienti in un
qualsiasi campo K di caratteristica zero, ad esempio quello dei razionali, o dei
complessi. Gli zeri dell’ultimo termine fk sono le radici multiple di f : in partico-
lare condizione necessaria e sufficiente affinché f non ammetta radici multiple in
campo complesso è che fk sia uno scalare.

La scelta dei segni nella (8.1) è importante quando la si voglia utilizzare per la
ricerca delle radici reali. La semplice osservazione che utilizzeremo è la seguente.

Lemma 8.1. Supponiamo che (8.1) sia la catena di Sturm di un polinomio reale
f ∈ R[x] e λ un numero reale. Se fi(λ) = 0 per un i con 0<i≤k, allora vale una
delle due alternative:

(8.2) i < k ed fi−1(λ) fi+1(λ) < 0, oppure f j(λ) = 0, ∀ 0 ≤ j ≤ k.

Dimostrazione. Supponiamo sia i con 0<i<k. Sostituendo x = λ nella (8.1),
otteniamo

fi+1(λ) = fi(λ)qi(λ) − fi−1(λ) = − fi−1(λ),
e quindi

fi(λ) = 0⇒ fi−1(λ) fi+1(λ) = −[ fi−1(λ)]2 = −[ fi−1(λ)]2 ≤ 0.

8Jacques Charles François Sturm (1803-1855), matematico franco-svizzero. Oltre al teorema
sulle soluzioni reali di equazioni polinomiali, ha dato contributi importanti alla teoria delle equazioni
differenziali e si è occupato della propagazione del suono nei liquidi.
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In particolare, se uno dei due fattori fi−1(λ) o fi+1(λ) è nullo, lo è anche l’altro.
Se supponiamo quindi che due successivi valori fi(λ) ed fi+1(λ) siano nulli, allora,
quando i > 0, anche fi−1(λ) = 0 e quando i + 1 < k, anche fi+2(λ) = 0.

Analogamente, se fosse fk(λ) = 0, avremmo fk−1(λ) = fk(λ)qk(λ) = 0 e, come
prima, ne seguirebbe che f j(λ) = 0 per ogni 0 ≤ j ≤ k.

La tesi si ricava da queste osservazioni. �

Fissato un numero reale λ, indichiamo con σ f (λ) il numero di cambiamenti di
segno della sequenza

(8.3) f0(λ), f1(λ), . . . , fk(λ),

in cui non contiamo gli eventuali zeri. La funzione σ f (λ) non è definita quando λ
è uno zero di fk(x), cioè una radice multipla di f (x), perché in questo caso tutti i
termini della (8.3) sono uguali a zero.

Poiché fk(x) è massimo comun divisore tra f (x) ed f ′(x) e divide tutti gli fi,
possiamo definire una nuova successione di polinomi g0, g1, . . . , gk come i quo-
zienti della divisione esatta degli fi per fk e considerare la sequenza

(8.4) g0(λ), g1(λ), . . . , gk−1(λ), gk(λ)(= 1),

ove gi ∈ R[x] ed fi(x) = fk(x) · gi(x).
Se indichiamo con σg(λ) il numero di cambiamenti di segno della (8.4), osser-

viamo che

Lemma 8.2. La σg(λ) è definita per tutti i λ reali e coincide con la σ f (λ)
se fk(λ), 0.

Dimostrazione. La σg(λ) è definita per ogni valore reale di λ perché g1(λ) , 0
quando g0(λ) = 0. Quindi gli elementi della sequenza (8.4) non sono mai tutti nulli.
Nei punti in cui fk(λ) , 0, le due sequenze (8.3) e (8.4) si ottengono l’una dall’altra
moltiplicando ogni termine per un numero reale non nullo, e quindi presentano le
stesse variazioni di segni. �

Lemma 8.3. Il numero di cambiamenti di segno σ f (λ) della (8.3) rimane co-
stante al variare di λ in un intervallo (a, b) in cui f (x) non si annulli.

Dimostrazione. Basta dimostrare che σ f (λ) è costante nell’intorno di un λ0 in
cui f (λ0) , 0. Nel caso in cui gli fi(λ0) siano tutti diversi da zero, ciò segue dal teo-
rema della permanenza del segno per le funzioni continue. Quando per uno o più
indici i il valore fi(λ0) sia nullo, per il Lemma 8.1, per ciascuno di tali i è 0 < i < k
ed il precedente fi−1(λ0) e il successivo fi+1(λ0) sono diversi da zero ed opposti tra
loro. Perciò il numero di variazioni di segno non cambia se sostituiamo agli zeri
della sequenza (8.3) arbitrari valori reali: mantenendo lo zero non cambiamo la se-
quenza, mentre un termine diverso da zero ci dà una permanenza ed un variazione.
Continuiamo dunque ad avere, nella sequenza fi−1(λ), fi(λ), fi+1(λ) una ed una sola
variazione in tutto l’intervallo reale contenente λ0 in cui fi−1(λ) · fi+1(λ) , 0. Da
questo segue l’enunciato del lemma. �
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Lemma 8.4. Se f ha nell’intervallo (a, b) un solo zero λ0, e questo è semplice,
allora

(8.5) σ f (λ) =

σ f (λ0) + 1 ∀a < λ < λ0,

σ f (λ0) ∀λ0 ≤ λ < b.

Dimostrazione. Abbiamo f ′(λ0) , 0 per l’ipotesi che la radice λ0 sia semplice.
Quindi la f è strettamente monotona in un intorno di λ0. In particolare f ′(λ0) > 0
se e soltanto se f (λ) < 0 in un intorno sinistro ed f (λ) > 0 in un intorno destro
di λ0, ed f ′(λ0) < 0 se e soltatno se f (λ) > 0 in un intorno sinistro ed f (λ) < 0
in un intorno destro di λ0. Quindi la sequenza f0(λ), f1(λ) ha una variazione in
un intorno sinistro di λ0 ed una permanenza in un suo intorno destro, ed anche in
λ0 perché abbiamo convenuto di non contare gli zeri nel computo delle variazioni
della sequenza (8.3). Per concludere che esiste un ε > 0 tale che σ f (λ)−σ f (λ0) = 1
se λ0 − ε < λ < λ0 e σ f (λ) − σ f (λ0) = 0 se λ0 ≤ λ < λ0 + ε, basta verificare che le
variazioni di segno della sequenza

(∗) f1(λ), f2(λ), . . . , fk(λ)

rimangono costanti nell’intervallo contenente λ0 in cui f1(λ) = f ′(λ) , 0. Questo
è ancora una conseguenza del Lemma 8.1, perché, nell’intervallo contenente λ0 in
cui f ′(λ) , 0 gli eventuali zeri della sequenza (∗) hanno un termine precedente ed
uno successivo non nulli e di segno opposto. Infine, per il Lemma 8.3, la σ f (λ) è
costante su ciascuno degli intervalli (a, λ0) e (λ0, b), e da questo segue la (8.5). �

Lemma 8.5. Se f ha nell’intervallo (a, b) un solo zero λ0, allora

(8.6) σg(λ) =

σg(λ0) + 1 ∀a < λ < λ0,

σg(λ0) ∀λ0 ≤ λ < b.

Dimostrazione. Osserviamo che le gi(x) soddisfano le

(8.7)



f0(x) = fk(x)g0(x),
f1(x) = fk(x)g1(x),

. . .

gh+1(x) = gh(x)qh(x) − gh−1(x), 1 ≤ h < k,
. . .

gk(x) = 1.

In particolare, se gi(λ0) = 0 per un i> 0, allora gi−1(λ0) = −gi+1(λ0) , 0 e da questo
segue che, sugli intervalli in cui g0(λ) , 0, cioè quelli compresi tra le radici di f ,
la σg si mantiene costante, e, su quelli in cui g1(λ) , 0, il numero di cambiamenti
di segno della sequenza

g1(λ), g2(λ), . . . , gk−1(λ), gk(λ)(= 1)
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si mantiene costante. Se λ0 è uno zero di f , e quindi di g0, la funzione f 2(x) è con-
vessa9 in un intorno U di λ0 in R. In particolare, la sua derivata prima 2 f ′(x) f (x) è
non decrescente in un intorno {|λ − λ0| < ε} di λ0, ed abbiamo quindi

f 2
k (λ)g0(λ)g1(λ) = f (λ) f ′(λ) ≤ 0⇒ g0(λ)g1(λ) < 0, per 0 < λ0 − λ < ε,

f 2
k (λ)g0(λ)g1(λ) = f (λ) f ′(λ) ≥ 0⇒ g0(λ)g1(λ) > 0, per 0 < λ − λ0 < ε.

La conclusione si ottiene ripetendo a questo punto il ragionamento svolto nella
dimostrazione del Lemma 8.4. �

Corollario 8.6. Se f ha nell’intervallo (a, b) la sola radice λ0, allora

(8.8) σ f (λ) =

σg(λ0) + 1 ∀a < λ < λ0,

σg(λ0) ∀λ0 < λ < b.

Dimostrazione. L’enunciato è conseguenza del Lemma 8.5 e del fatto che
σ f (λ) = σg( f ) per i valori λ che non annullano fk. �

Teorema 8.7 (Sturm). Se f ∈ R[x] è un polinomio reale che non ha una radice
multipla in nessuno degli estremi dell’intervallo [a, b], allora σ f (a) − σ f (b) è il
numero delle radici reali distinte di f contenute nell’intervallo semiaperto (a, b].

Dimostrazione. Siano a < λ1 < λ2 < · · · < λr ≤ b le radici distinte di f
nell’intervallo (a, b] e scegliamo λ′1, . . . , λ

′
r con

a < λ′1 < λ1 < λ
′
2 < λ2 < · · · < λ

′
r < λr ≤ b.

Allora

σ f (a) − σ f (b) = σ f (a) − σ f (λ′1)︸            ︷︷            ︸
=0

+ σ f (λ′1)) − σ f (λ′2)︸              ︷︷              ︸
=1

+ · · ·

+ · · · + σ f (λ′r−1)) − σ f (λ′r)︸                 ︷︷                 ︸
=1

+ σ f (λ′k)) − σ f (b)︸             ︷︷             ︸
=1

= r

per il Lemma 8.4 (che utilizziamo nel caso in cui a oppure b siano radici semplici
di f ) ed il Corollario 8.6. �

Il teorema di Sturm si può utilizzare per contare il numero di radici reali distinte
di un polinomio f ∈ R[x]. Se f0, f1, . . . , fk è la sua catena di Sturm, per ogni j sia
m j = deg f j ed f j = c jxm j + h j(x) con h j ∈ R[x] e deg h j < m j.

Se (a, b) è un intervallo che contiene tutte le radici reali di f , f ′, f2, . . ., fk,
allora i termini della sequenza (8.3) sono tutti non nulli e di segno costante su
ciascuna delle semirette (−∞, a] e [b,+∞). Su ciascuna i segni saranno quelli
determinati dal monomio di grado più elevato. Essi sono quindi gli stessi di

c0(−1)m0 , c1(−1)m1 , c2(−1)m2 , . . . , ck(−1)mk per λ = a,

9Se f ha in λ0 uno zero di ordine h, allora f (x) = α(x − λ0)h + β(x), con R 3 α , 0 e β ∈ R[x]
che si annulla in λ0 con tutte le derivate fino all’ordine h. Quindi f 2(x) = α2(x − λ0)2h + γ(x) per
un polinomio γ ∈ R[x] che si annulla in λ0 con tutte le sue derivate fino all’ordine 2h. Quindi
d f 2/dx = 2hα2(x − λ0)2h−1 + γ′(x) con γ′(x) che si annulla in λ0 con tutte le derivate fino all’ordine
(2h−1) e dunque è crescente in un intorno di λ0.
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c0, c1, c2, . . . , ck per λ = b,

La differenza tra il numero delle variazioni di segno della prima e della seconda
sequenza ci dà il numero totale di radici reali di f .

Il teorema di Sturm ci permette di calcolare, per mezzo di operazioni razionali,
il numero νR( f ) delle radici reali di un polinomio reale f ∈ R[x] ed anche le loro
molteplicità.

Costruiamo infatti una successione φ0, . . . ,φ` di polinomi con
φ0 = f ,
φ1 = massimo comun divisore di f , f ′,
φh = massimo comun divisore di φh−1,φ

′
h−1, se 1 < h ≤ `,

φ` ∈ K \ {0}.

Allora ` è la massima molteplicità di una radice reale di f e νR(φh), per 0 ≤ h < `,
il numero di radici reali di f di molteplicità maggiore di h. Perciò

numero delle radici reali di f di molteplicità (h+1) = νR(φh−1) − νR(φh), 1 ≤ h ≤ `,

ove abbiamo posto νR(φ`) = 0.

Esempio 8.1. La catena di Sturm di un polinomio di secondo grado f (x) = ax2+bx+c,
con a,0 e discriminante ∆ = b2−4ac,0 è

f0(x) = ax2+bx+c,
f1(x) = 2ax + b,

f2(x) =
1
4a

(2ax + b)· f1(x) − f0 = −
∆

4a
.

Poiché f1(x) ha segni opposti per x→±∞, mentre il segno di f0(x) è quello di a per
x→±∞, condizione necessaria e sufficiente affinché σ f (−∞) − σ f (+∞)> 0 è che
∆>0, ed in questo caso f (x) ha due radici reali distinte.

Esempio 8.2. Sia f (x) = x3+px+q un polinomio di terzo grado in forma ridotta.
Supponiamo sia p,0. La sua catena di Sturm è

f0(x) = x3+px+q ,
f1(x) = 3x2 + p,
f2(x) = 1

3 x · f1(x) − f0(x) = −
2p
3 x − q ,

f3(x) =

(
− 9

2p x +
27q
4p2

)
· f2(x) − f1(x) = −p − 27q2

4p2 = ∆
4p2

ove ∆ = − 4p3 − 27q3 è il discriminante di f (x) (vedi Cap.3§5). Osserviamo che,
se p è positivo, allora ∆ è negativo. Allora le sequenze dei segni degli fi(x) sono,
per x tendente a ±∞, rispettivamente:

− + +− + + − − se p>0,
− + − sgn(∆) + + + sgn(∆) se p<0,

Abbiamo quindi una sola radice reale se sgn(∆)<0, tre radici reali se sgn(∆)>0.
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Si può arrivare alle stesse conclusioni osservando che f (x) è strettamente cre-
scente su R (e quindi f (x)=0 ha un’unica soluzione) se p>0, mentre, quando p<0,
la f (x) ha un massimo locale in −|p/3|−1/2 ed un minimo locale in |p/3|−1/2. Condi-
zione necessaria e sufficiente affinché ci siano tre radici reali è allora che il prodotto
dei valori della f in ±|p/3|−1/2 sia negativo.

9. Ideali di polinomi di una variabile

La struttura algebrica dell’insieme K[x] dei polinomi con coefficienti in un
campo K, su cui possiamo effettuare le operazioni di somma e di prodotto, si dice
di anello.

Definizione 9.1. Chiamiamo ideale diK[x] un suo sottoinsieme I che contenga
0 e sia chiuso rispetto alle operazioni di somma e di prodotto per polinomi.

Abbiamo cioè

I , ∅ ed f1, f2 ∈ I, p1, p2 ∈ K[x] =⇒ p1 f1 + p2 f2 ∈ I.

Una delle proprietà fondamentali di K[x] è di essere a ideali principali: questo
significa che ogni suo ideale ammette un singolo generatore.

Proposizione 9.1. Gli ideali di K[x] sono tutti e soli i sottoinsiemi della forma

(9.1) ( f ) = {p f | p ∈ K[x]}

al variare di f in K[x]. È ( f1) = ( f2) se e soltanto se f1 ed f2 sono l’uno multiplo
dell’altro per uno scalare non nullo.

Dimostrazione. L’insieme (0) = {0} è un ideale di K[x], che contiene soltanto
il polinomio nullo. Se I è un ideale di K[x] che contiene un polinomio non nullo,
ne contiene un f , 0 di grado minimo. Se h è un qualsiasi polinomio di I, il resto

r(x) = h(x) − q(x) f (x)

della divisione di h per f appartiene ancora ad I ed ha grado minore di quello di f .
Deve quindi essere nullo e dunque h(x) = q(x) f (x) ed f |h. �

10. Decomposizione in fattori primi per polinomi di una variabile

Richiamiamo alcuni fatti relativi ai polinomi di una variabile.

Definizione 10.1. Un polinomio p ∈ K[x] è primo, o irriducibile se ha grado
positivo e non è prodotto di due polinomi di grado positivo.

Osservazione 10.1. I polinomi di primo grado sono tutti irriducibili e, se K è
algebricamente chiuso, questi sono i soli polinomi irriducibili di K[x]. Infatti, per
il teorema di Ruffini, un polinomio di grado positivo f (x) ∈ K si annulla in λ ∈ K
se e soltanto se è divisibile per (x − λ).

Se K non è algebricamente chiuso, allora K[x] contiene polinomi irriducibili
di grado maggiore di uno. Ad esempio, tutti i polinomi ax2 + bx + c ∈ R[x] con
b2−4ac < 0 sono irriducibili suR. Naturalmente, non lo sono suC. I polinomi reali
di grado maggiore di due sono riducibili. Sia infatti f ∈ R[x] di grado maggiore o
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uguale di tre. Il polinomio f ha una radice complessa λ. Se λ ∈ R, allora (x − λ)
è un polinomio reale che, per il teorema di Ruffini, divide f (x). Se λ < R, allora
anche λ̄ è una radice di f (x). Per il teorema di Ruffini, f (x) è allora divisibile per il
polinomio reale di secondo grado (x − λ)(x − λ̄) = x2 − 2(Re λ)x + |λ|2.

Lemma 10.2. Se un polinomio irriducibile p ∈ K[x] divide il prodotto f ·g di
due polinomi f , g ∈ K[x], allora divide uno dei due fattori.

Dimostrazione. Se p| f , non c’è nulla da dimostrare. Se p non divide f , allora
il massimo comun divisore tra p ed f è 1, perché deve essere un polinomio di grado
minore di p che lo divide. Questo significa che ci sono polinomi q1, q2 ∈ K[x] tali
che q1 f + q2 p = 1. Per ipotesi è f g = q0 p per un opportuno polinomio q0 ∈ K[x].
Allora

g = (q1 f + q2 p)g = q1( f g) + q2gp = (q0q1 + q2g)p

dimostra che p|g. �

Ogni polinomio irriducibile è multiplo di un polinomio irriducibile monico e
due polinomi irriducibili sono multipli scalari l’uno dell’altro se e soltanto se sono
multipli dello stesso polinomio monico.

Lemma 10.3. Se p, q1, . . . , qk sono polinomi monici irriducibili e p divide il
prodotto q1 · · · qk, allora p = q j per qualche j con 1 ≤ j ≤ k.

Dimostrazione. Ragioniamo per ricorrenza sul numero k. Per k = 1, da p|q1
segue che q1 = p, e quindi la tesi vale in questo caso. Se k > 2 e il teorema vale per
prodotti di meno di k fattori monici irriducibili, osserviamo che, per il Lemma 10.2,
se p divide q1q2 · · · qk = q1 · (q2 · · · qk), allora o q1 = p, oppure p divide q2 · · · qk
ed è dunque uguale ad uno dei q j con j ≥ 2 per l’ipotesi induttiva. �

Proposizione 10.4. Ogni polinomio di grado positivo si decompone nel pro-
dotto del suo coefficiente direttore e di fattori monici irriducibili, che sono univo-
camente determinati.

Dimostrazione. L’esistenza della fattorizzazione di un polinomio f nel prodot-
to di polinomi irriducibili si può dimostrare facilmente per induzione. I polinomi
di grado 1 sono irrducibili. Se fissiamo n > 1 e supponiamo che tutti i polinomi
di grado minore di n siano prodotti di fattori irriducibili, allora il polinomio f di
grado n o è irriducibile, e in questo caso non c’è nulla da dimostrare, o è il pro-
dotto f = f1 f2 di due polinomi, ciascuno di grado positivo minore di n, che sono
ciascuno, per l’ipotesi induttiva, prodotto di fattori irriducibili. Se sostituiamo ad
ogni fattore irriducibile il corrispondente fattore monico irriducibile, otteniamo la
decomposizione dell’enunciato.

Resta da verificare l’unicità. Anche qui possiamo ragionare per induzione sul
grado. Polinomi di grado 1 sono irriducibili e in questo caso non c’è nulla da dimo-
strare. Supponiamo di sapere che la fattorizzazione è unica per polinomi di grado
minore di un intero positivo n ≥ 2 assegnato. Se f ha grado n e due decomposi-
zioni f = a0 p1 · · · pm = a0q1 · · · qk con i pi e i q j monici, dico che i q j sono una
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permutazione dei pi. Infatti, per il Lemma 10.3, pm è uguale ad uno dei polino-
mi q j e dunque, a meno di una permutazione degli indici, possiamo supporre sia
pm = qk. Allora il quoziente della divisione di f (x) per a0 pm(x) è un polinomio
g(x) di grado minore di n che ha le due fattorizzazioni

g(x) = p1 · · · pm−1 = q1 · · · qk−1.

Per l’ipotesi induttiva, m−1 = k−1 e i fattori p1, . . . pm−1 e q1 · · · qm−1 sono uguali,
a meno di una permutazione degli indici. �

11. Campo di spezzamento di un polinomio

Definizione 11.1. Se K e K′ sono due campi di scalari e K ⊂ K′ diciamo che
K′ è un’estensione di K.

Un elemento λ di K′ è algebrico su K se è radice di un polinomio di grado
positivo a coefficienti in K. Gli elementi di K′ che non sono algebrici si dicono
trascendenti su K.

Un’estensioneK′ diK i cui elementi siano tutti algebrici suK si dice algebrica.

Un’estensione K′ del campo di scalari K è in particolare uno spazio vettoriale
su K.

Definizione 11.2. La dimensione di K′ come spazio vettoriale su K si indica
con [K′ : K] e si dice grado dell’estensione.

Lemma 11.1. Ogni estensione di grado finito è algebrica.

Dimostrazione. Se K′ è un’estensione di grado n di K, per ogni elemento λ di
K′ le potenze 1, λ, . . . , λn sono linearmente dipendenti su K. I coefficienti di una
loro combinazione lineare non banale

an · 1 + an−1 · λ + · · · + a1λ
n−1 + a0λ

n

con somma nulla definiscono i coefficienti di un polinomio di grado positivo

f (x) = a0xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an ∈ K[x]

che ha la radice λ. �

Proposizione 11.2. Se K′ è un’estensione algebrica di K e K′′ un’estensione
algebrica di K′, allora K′′ è un’estensione algebrica di K.

Se le due estensioni sono finite, allora

(11.1) [K′′ : K] = [K′′ : K′] · [K′ : K].

Dimostrazione. Un elemento λ di K′′ è radice di un polinomio f (x) ∈ K′[x].
Possiamo quindi trovare un m > 0 e coefficienti η0, . . . , ηm ∈ K

′ tali che η0 , 0 ed

η0λ
m + · · · + ηm−1λ + ηm = 0.

Poiché K′ è algebrico su K, l’estensione K[η0, . . . , ηm] di K è finita. Ne segue che
anche l’estensione K[η0, . . . , ηm, λ], che contiene λ, è finita e quindi algebrica su
K. �
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Dato un polinomio f (x) a coefficienti in K, il quoziente K[x]/( f (x)) dell’anel-
lo dei polinomi rispetto all’ideale generato da f (x) è un anello con le operazioni
di somma e prodotto sulle classi laterali. Possiamo rappresentare gli elementi di
K[x]/( f (x)) indicando con la lettera λ la classe di x. Se n è il grado di f (x), identifi-
chiamo K[x]/( f (x)) allo spazio vettoriale Kn su K che ha come base 1, λ, . . . , λn−1.
La somma ed il prodotto per uno scalare di K sono quelli usuali, mentre il prodotto

(a0 + a1λ + · · · + an−1λ
n−1) · (b0 + b1λ + · · · + bn−1λ

n−1)

è r(λ), cioè la combinazione lineare di 1, λ, . . . , λn−1 ottenuta sostituendo λi ad xi

nel resto della divisione euclidea

(a0 + a1x + · · · + an−1xn−1) · (b0 + b1x + · · · + bn−1xn−1) = q(x) f (x) + r(x),
con q(x), r(x) ∈ K[x] e deg(r(x)) < n.

Se g(x) ∈ K[x], indichiamo con g(λ) l’elemento corrispondente di K[x]/( f (x)).
Osserviamo che K[x]/( f (x)) è un’algebra su K, il cui elemento λ è una radice

di f (x).

Proposizione 11.3. Il quoziente K[x]/( f (x)) è un campo se e soltanto se f (x) è
irriducibile.

Dimostrazione. Se f (x) si decompone nel prodotto di due polinomi f1(x), f2(x)
diK[x] di gradi positivi, allora f1(λ) ed f2(λ) sono elementi non nulli diK[x]/( f (x)),
ma da f (x) = f1(x) f2(x) segue che f1(λ) · f2(λ) = f (λ) = 0. Quindi K[x]/( f (x))
non essendo un dominio d’integrità, non è un campo.

Se f (x) è indecomponibile, per ogni polinomio non nullo g(x) ∈ K[x] di grado
minore del grado n di f (x) il massimo comun divisore di f (x) e g(x) è uno, e
possiamo allora trovare due polinomi f1(x), g1(x) ∈ K[x] tali che

f1(x) f (x) + g1(x)g(x) = 1.

Abbiamo allora
1 = f1(λ) f (λ) + g1(λ)g(λ) = g1(λ)g(λ).

Quindi g1(λ) è l’inverso per il prodotto di g(λ). Abbiamo cosı̀ verificato che tutti
gli elementi non nulli di K[x]/( f (x)) ammettono un’inversa e quindi K[x]/( f (x)) è
un campo. �

Corollario 11.4. Se p(x) è un polinomio irriducibile di grado n a coefficienti
nel campo K, allora il quoziente K′ = K[x]/( f (x)) è un’estensione algebrica di
grado n di K, in cui il polinomio p(x) ammette una radice. �

Teorema 11.5. Per ogni polinomio di grado positivo f , a coefficienti in un
campoK, possiamo trovare un’estensione di grado finitoK′ diK in cui f è comple-
tamente riducibile. Se n > 0 è il grado di f , possiamo cioè trovare λ1, . . . , λn ∈ K

′

tali che (a0 ∈ K è il coefficiente principale di f )

f (x) = a0(x − λ1) · · · (x − λn).

Dimostrazione. Ragioniamo per ricorrenza sul grado di f . Se f ha grado uno,
allora possiamo prendere K′ = K. Sia ora n = deg( f ) > 1 e supponiamo che
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il teorema sia vero per polinomi di grado minore di n a coefficienti in un campo
qualsiasi. Decomponiamo f in prodotto di fattori irriducibili:

f = p1 · · · pm.

Se tutti i fattori sono di primo grado, f è completamente riducibile su K e quindi
la tesi è verificata con K′ = K. Altrimenti c’è un fattore irriducibile di grado
maggiore di uno. A meno di una permutazione degli indici, possiamo supporre sia
deg(p1)>1. Consideriamo allora K′ = K[x]/(p1) ed indichiamo con λ1 l’immagine
di x in K′. Allora λ1 è una radice di f (x) ∈ K[x] ⊂ K′[x] in K′. Per il teorema di
Ruffini possiamo scrivere

f (x) = (x − λ1) f1(x), con f1(x) ∈ K′[x] e deg( f1) = n − 1.

Per l’ipotesi induttiva possiamo allora trovare un’estensione di grado finito K′′

di K′ in cui f1(x) sia completamente riducibile. Il polinomio f (x) sarà allora
completamente riducibile in K′′, che è un’estensione finita di K′, di grado

[K′′ : K] = [K′′ : K′] · [K′ : K]. �

12. Una dimostrazione del teorema fondamentale dell’algebra

Nel Cap.1 abbiamo enunciato il teorema fondamentale dell’algebra. Esso af-
ferma che il numero di radici (ripetute con la loro molteplicità) di un polinomio
di una variabile complessa è uguale al suo grado. Abbiamo osservato che, per il
teorema di Ruffini, questo enunciato è equivalente ad affermare che ogni polinomio
complesso di grado positivo ammette almeno una radice.

Sia p(z) = a0zn + · · · + an−1z + an ∈ C[z] un polinomio di grado positivo n.
Poiché

|p(z)| ≥ |a0| · |z|n −
∑n−1

h=0
|ah| · |z|h,

Abbiamo |p(z)| → ∞ per |z| → ∞. In particolare, la funzione z → |p(z)| ha un
minimo in C. Vogliamo dimostrare che, se |p(z0)| = minz∈C |p(z)|, allora p(z0) = 0.
Nel farlo, possiamo supporre, a meno di un cambiamento di variabili della forma
z′ = z − z0, che z0 = 0. Se fosse | f (0)| = minz∈C |p(z)| , 0, potremmo supporre, a
meno di moltiplicare f (z) per una costante, che sia f (0) = 1. Avremmo allora

f (z) = 1 + c · zm + o(zm+1)

per qualche c , 0 ed m ≥ 1. Possiamo fissare una radice complessa m-esima γ di
(−c) ed utilizzare come nuova variabile w = γ · z. Allora

−wm = −(γ · z)m = c · zm e quindi p(z) = f (w) = 1 − wm + o(wm+1).

Se ci restringiamo ai valori reali di w, la

| f (x)| ≤ 1 − xm + o(|x|m+1)

ci mostra che | f (x)| non può avere un minimo per x = 0. Abbiamo ottenuto una
contraddizione, e questo prova che deve essere p(z0) = 0.





CAPITOLO 4

Risultante, discriminante, polinomi simmetrici

In questo capitolo descriviamo alcuni strumenti che ci permettono di ottenere
informazioni sulle radici di polinomi senza calcolarle esplicitamente. I coefficienti
dei polinomi sono funzioni simmetriche delle loro radici ed abbiamo cosı̀ trovato
conveniente dare una breve introduzione sui polinomi simmetrici (di più variabili),
anche per il loro ruolo nella teoria delle rappresentazioni dei gruppi.

1. Risultante

Siano1 f , g ∈ C[x] due polinomi a coefficienti complessi, di gradi positvi m, n:

(1.1)

 f (x) = a0xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am,

g(x) = b0xn + b1xn−1 + · · · + bn−1x + bn,
a0 · b0 , 0.

Poiché il campo C è algebricamente chiuso, i due polinomi si fattorizzano in
prodotti di polinomi di primo grado:

(1.2) f (x) = a0(x − λ1) · · · (x − λm), g(x) = b0(x − µ1) · · · (x − µn).

Definizione 1.1 (Risultante). Chiamiamo risultante dei due polinomi f e g il
numero complesso

(1.3) res( f , g) = an
0bm

0

∏
i=1,...,m
j=1,...,n

(λi − µ j).

Osserviamo che

(1.4) res(g, f ) = (−1)mnres( f , g),

perché nella formula del risultante compaiono mn fattori, che cambiano di segno
se scambiamo tra loro f e g.

Abbiamo ancora, sostituendo nelle (1.2),

Proposizione 1.1. Siano f , g ∈ C[x] due polimomi, descritti dalle (1.1), (1.2).
È

(1.5) res( f , g) = an
0

∏m

i=1
g(λi) = (−1)mnbm

0

∏n

j=1
f (µ j). �

Conseguenza immediata della definizione è il seguente

1In questo e nei successivi paragrafi utilizzeremo nozioni su matrici e determinanti che saranno
sviluppate nel Cap.7. In particolare, la risultante ed il discriminante di Sylvester sono due delle
numerosissime applicazioni della teoria dei determinanti. Ho comunque preferito inserire questi
argomenti nel capitolo dedicato ai polinomi reali e complessi.
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Teorema 1.2. Siano f , g ∈ C[x] due polinomi di grado positivo. Condi-
zione necessaria e sufficiente affinché f e g abbiano una radice comune è che
res( f , g) = 0. �

Possiamo calcolare il risultante di due polinomi senza conoscerne esplicita-
mente le radici. Questo dipende dal fatto che il risultante è un polinomio sim-
metrico delle radici, perché il suo valore non cambia se permutiamo tra loro le
radici: ogni polinomio simmetrico delle radici si può a sua volta scrivere come un
polinomio dei coefficienti del polinomio, in quanto questi sono legati ai polinomi
simmetrici fondamentali delle sue radici. Il calcolo del risultante si può ridurre a
quello di un determinante.

Proposizione 1.3. Se f , g sono due polinomi descritti dalla (1.1), allora il loro
risultante è il determinante2 della matrice quadrata di ordine m+n

(1.6)

n

xy
m

xy



am am−1 · · · · · · · · · a1 a0
am am−1 · · · · · · · · · a1 a0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

am am−1 · · · a1 a0

bn bn−1 · · · · · · · · · b1 b0
bn bn−1 · · · · · · · · · b1 b0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

bn bn−1 · · · b1 b0


=: M( f , g).

Dimostrazione. Indichiamo con R( f , g) il determinante della matrice (1.6).
Per dimostrare che R( f , g) = res( f , g), verifichiamo che

(1) ciò è vero se g è un polinomio di primo grado della forma g(x) = x + b;
(2) R( f , g1g2) = R( f , g1)R( f , g2).

Calcoliamo R( f , x + b). Sviluppando il determinante rispetto alla prima riga, otte-
niamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

am am−1 am−2 . . . a1 a0
b 1 0 . . . 0 0
0 b 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . b 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= am − am−1b + · · · + a1(−b)m−1 + a0(−b)m

= f (−b).

Vale quindi (1) per la (1.5).

Siano h > 0 ed M(h)( f , g) la matrice che si ottiene considerando formalmente,
in (1.6), la f come un polinomio di grado m+h, i cui coefficienti dei monomi xk

2Questa matrice si dice la matrice di Sylvester dei polinomi f e g, in onore del matematico
inglese James Joseph Sylvester (1814-1897).
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con k > m siano nulli. La nuova matrice ha una forma a blocchi

M(h)( f , g) =

(
M( f , g) 0

A(g) T (g)

)
, con T (g) =


b0 0 . . . 0
b1 b0 . . . 0
...

...
. . .

...
∗ ∗ . . . b0


in cui T (g) è una matrice quadrata diagonale superiore di ordine h ed ha quindi
determinante bh

0. Ne segue che

det M(h)( f , g) = bh
0 det M( f , g) = bh

0R( f , g).

Per dimostrare (2), è sufficiente verificare che

R( f (x), g(x)(x + c)) = R( f (x), g(x)) · R( f (x), (x + c)), ∀ f , g ∈ C[x], ∀c ∈ C.

Poiché (x + c) è un polinomio monico, abbiamo det M(n)( f , (x + c)) = R( f , (x + c)).
Quindi

R( f , g) · R( f , (x + c)) =

∣∣∣∣∣∣1 0
0 M( f , g)

∣∣∣∣∣∣ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

am am−1 . . . a0 0 . . . 0 0
c 1

. . .
. . .

c 1
c 1

. . .
. . .
. . .

. . .

c 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Per il teorema di Binet, il secondo membro è il determinante del prodotto

M′ =

(
1 0
0 M( f , g)

)
M(n)( f , (x + c)).

La M′ e la M( f , g(x + c)) hanno uguali la prima e le ultime m righe. L’h-esima riga
di M′, per 2 ≤ h ≤ n + 1, si ottiene aggiungendo alla h-esima riga di M( f , g(x + c))
la sua (h − 1)-esima riga moltiplicata per c. Quindi

det M′ = det M( f , g(x + c)).

Questo completa la dimostrazione di (2) nel caso in cui uno dei polinomi g1, g2
sia di primo grado. Poiché, per il teorema fondamentale dell’algebra, ogni polino-
mio non costante in C[x] si decompone in prodotto di fattori di primo grado, da
questo segue (2).

Utilizzando le (1) e (2) otteniamo

R( f , g) = R( f , b0(x − µ1) · · · (x − µn)) = bm
0 R( f , x − µ1) · · ·R( f , x − µn)

= bm
0 f (µ1) · · · f (µn).

La tesi segue allora dalla Proposizione 1.1. �
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Esempio 1.1. Consideriamo il caso in cui f = a0x + a1 e g = b0x + b1 siano
polinomi di primo grado. Allora

res( f , g) =

∣∣∣∣∣∣a0 a1
b0 b1

∣∣∣∣∣∣ = a0b1 − a1b0.

Condizione necessaria e sufficiente affinché la risultante sia nulla è che i due poli-
nomi siano proporzionali.

Se f = a0x2 + a1x + a2 è di secondo grado e g(x) = b0x + b1 di primo, allora

res( f , g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2
b0 b1 0
0 b0 b1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a0b2
1 + a2b2

0 − a1b0b1 = b2
0 f

(
−

b1

b0

)
,

da cui vediamo che la risultante è nulla se e soltanto se (−b1/b0) è una radice di f .
Il caso successivo è quello in cui f e g siano entrambi di secondo grado. Sup-

poniamo che f e g siano moniche: f = x2 + a1x + a2, g(x) = x2 + b1x + b2.
Allora

res( f , g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 a1 1 0
0 a2 a1 1
b2 b1 1 0
0 b2 b1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 − b2 a1 − b1 0 0

0 a2 − b2 a1 − b1 0
b2 b1 1 0
0 b2 b1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 − b2 a1 − b1 0

0 a2 − b2 a1 − b1
b2 b1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 − b2)2 + b2(a1 − b1)2 − b1(a1 − b1)(a2 − b2).

Ad esempio, se f (x) = x2 + 2x, g(x) = x2 + 3x + 2, abbiamo

res( f , g) = (0 − 2)2 + 2(2 − 3)2 − 3(2 − 3)(0 − 2) = 4 + 2 − 3 · 2 = 0,

ed infatti i due polinomi hanno in comune la radice (−2).

2. Discriminante di Sylvester

Il termine discriminante fu introdotto nel 1851 da Sylvester3: è una funzione
dei coefficienti del polinomio che ci permette di studiare alcune proprietà delle sue
radici senza ricavarle esplicitamente.

Definizione 2.1. Se λ1, . . . , λm sono le radici del polinomio f (x) definito dalla
(1.1), ripetute con la loro molteplicità, chiamiamo discriminante ridotto e discri-
minante di f i numeri

(2.1) ∆0( f ) =
∏

1≤i< j≤n
(λi − λ j)2, ∆( f ) = a2m−1

0 ∆0( f ).

Supponiamo che il campo K abbia caratteristica zero. Ricordiamo che la
derivata prima di f (x) è il polinomio

(2.2) f ′(x) = m a0 xm−1 + (m − 1) a1 xm−2 + · · · + 2 am−2 x + am−1.

3James Joseph Sylvester (1814-1897) fu un matematico inglese che diede contributi fondmentali
alla teoria delle matrici, alla teoria degli invarianti, alla teoria dei numeri e alla combinatorica.
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Teorema 2.1. Il discriminante di f ∈ C[x] si esprime per mezzo del risultante
di f e della sua derivata prima mediante la formula:

(2.3) ∆( f ) = −a−1
0 res( f , f ′).

In particolare, condizione necessaria e sufficiente affinché il polinomio f abbia
una radice multipla è che il suo discriminante si annulli.

Dimostrazione. Se λ1, . . . , λm sono le radici di f (x), ripetute con le loro mol-
teplicità, allora

f (x) = a0(x − λ1)(x − λ2) · · · (x − λm) e quindi

f ′(x) = a0

∑m

i=1

(∏
j,i

(x − λ j)
)
.

Sostituendo x = λi nella seconda uguaglianza, osserviamo che tutti gli addendi che
contengono il fattore (x − λi) si annullano e perciò

f ′(λi) = a0

∏
j,i

(λi − λ j).

Otteniamo quindi

(2.4) res( f , f ′) = −a2m
0

∏
1≤i< j≤m

(λi − λ j)2,

perché per ogni coppia di indici i, j distinti compaiono nel prodotto sia il fattore
(λi − λ j) che il suo opposto (λ j − λi). �

Esempio 2.1. Sia f (x) = ax2 + bx + c un polinomio di secondo grado. È
f ′(x) = 2ax + b e quindi,

res( f , f ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

2a b 0
0 2a b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ab2 + 4a2c − 2ab2 = a(4ac − b2),

da cui ricaviamo che

∆( f ) = −
1
a

[a(4ac − b2)] = b2 − 4ac

è il discriminante dell’algebra elementare.
Consideriamo ora un polinomio di terzo grado ridotto f (x) = x3 + px + q.

È f ′(x) = 3x2 + p. Indichiamo con λ una delle due radici quadrate di −p/3.
Utilizzando la (1.5) otteniamo per il discriminante l’espressione (5.3). Infatti

∆( f ) = ∆0( f ) = −27(λ3 + pλ + q)(−λ3 − pλ + q)

= 27[(λ3 + pλ)2 − q2] = 27[λ2(λ2 + p)2 − q2]

= 27
(
−4p3

27
− q2

)
= −4p3 − 27q2.
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3. Polinomi simmetrici

Le funzioni e i polinomi simmetrici hanno un ruolo fondamentale nell’algebra,
nella teoria dei numeri, e nella teoria delle rappresentazioni, che a sua volta ha un
ruolo centrale nella fisica e nella chimica.

Per la (1.2), i coefficienti del polinomio f in (1.1) sono legati alle sue radici
λ1, . . . , λm dalle relazioni

ah

a0
= (−1)h

σh(λ1, . . . , λm), 0 ≤ h ≤ m,(3.1)

ove

σ0 = 1, σh(λ1, . . . , λm) =
∑

1≤i1<···<ih≤m
λi1 · · · λih , 1 ≤ h ≤ m(3.2)

sono i polinomi simmetrici elementari di λ1, . . . , λm.

Definizione 3.1. Un polinomio φ ∈ C[λ1, . . . , λm] è simmetrico in λ1, . . . , λm se

φ(λi1 , . . . , λim) = φ(λ1, . . . , λm), per ogni permutazione (i1, . . . , im) di (1, . . . ,m).

Dire che (i1, . . . , im) è una permutazione di (1, . . . ,m), significa che i1, . . . , im
sono i numeri interi da 1 ad m, disposti in un qualsiasi ordine. Indichiamo con Sm
l’insieme di tutte le permutazioni di {1, . . . ,m}.

Ogni polinomio φ ∈ C[λ1, . . . , λm] si scrive in modo unico come combinazione
lineare, a coefficienti complessi, di monomi:

(3.3) φ(λ1, . . . , λm) =
∑

k∈Nm
akλ

k, con k = (k1, . . . , km) e λk = λ
k1
1 · · · λ

km
m .

La m-upla k = (k1, . . . , km) ∈ Nm si dice il multigrado e |k| = k1 + · · · + km il
grado del monomio λk; il grado di φ è il massimo |k| per cui vi sia un ak , 0. Se
φ , 0 e |k| = d per ogni k per cui ak , 0, diciamo che φ è omogeneo di grado d.
Per convenzione, il grado del polinomio nullo è −∞. In questo modo valgono le
proprietà che il grado di un prodotto sia la somma dei gradi e quello di una somma
sia al più il loro estremo superiore. Ogni monomio akλ

k in (3.3) con ak , 0 si dice
un termine di φ.

Un polinomio simmetrico φ che contenga il termine akλ
k contiene tutti i termi-

ni akλ
ki1
1 · · · λ

kim
m al variare di (i1, . . . , im) in Sm. È quindi naturale, nello studio dei

polinomi simmetrici, introdurre i più semplici polinomi simmetrici che contengano
come termine un monomio assegnato. Questi risulteranno univocamente determi-
nati a partire da monomi in cui gli esponenti k1, . . . , km delle variabili λ1, . . . , λm
siano, ad esempio, in ordine non crescente.

Definizione 3.2 (Poninomi di Schur4 ). Per ogni m-upla di k = (k1, k2, . . . , km)
di interi, con k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ km ≥ 0 il polinomio di Schur sk è il polinomio

4Issai Schur Issai Schur (1875-1945), ebreo russo, studiò a Berlino e lavorò in Germania per
la maggior parte della sua vita. Studente di Ferdinand Georg Frobenius, si occupò soprattutto di
rappresentazione di gruppi, ma i suoi interessi spaziarono dalla combinatorica, alla teoria dei numeri,
alla fisica teorica. Il suo nome è associato alla decomposizione di una matrice quadrata complessa nel
prodotto A=U·T ·U−1 con U unitaria e T triangolare ed al lemma sulla struttura degli automorfisimi
di una rappresentazione irriducibile.
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simmetrico omogeneo

(3.4) sk(λ1, . . . , λm) =
∑

(γ1,γ2,...,γm)∈Sm,
a<b, ka=kb⇒γa<γb

λ
k1
γ1
λ

k2
γ2 · · · λ

km
γm .

Il polinomio di Schur sk è la somma di tutti i monomi λ
ki1
1 λ

ki2
2 · · · λ

kim
m distinti che si

possono ottenere al variare delle permutazioni (i1, i2, . . . , im) in Sm.

Esempio 3.1. Abbiamo, ad esempio,

s(h,0,0)(λ1, λ2, λ3) = λ
h
1 + λh

2 + λh
3,

s(h,h,0)(λ1, λ2, λ3) = λ
h
1λ

h
2 + λh

1λ
h
3 + λh

2λ
h
3,

s(h,1,1)(λ1, λ2, λ3) = λ
h
1λ2λ3 + λh

2λ1λ3 + λh
3λ1λ2

sh,h,h,h(λ1, λ2, λ3, λ4) = λ
h
1λ

h
2λ

h
3λ

h
4

s(2,2,1,1)(λ1, λ2, λ3, λ4) = λ
2
1λ

2
2λ3λ4 + λ2

1λ2λ
2
3λ4 + λ2

1λ2λ3λ
2
4 + λ1λ

2
2λ

2
3λ4

+ λ1λ
2
2λ3λ

2
4 + λ1λ2λ

2
3λ

2
4.

Sottolineiamo il fatto che due diverse permutazioni possono produrre lo stesso mo-
nomio, e che ogni monomio ottenuto mediante una permutazione compare con
coefficiente uno come termine nella decomposizione (3.4) del polinomio di Schur.

I polinomi simmetrici elementari sono polinomi di Schur:

σh(λ1, . . . , λm) = s(1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
h

,0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
m−h

)(λ1, . . . , λm)

è il polinomio di Schur corrisponde alla m-upla i cui primi h elementi sono uguali
ad 1 ed i rimanenti uguali a zero.

Osservazione 3.1 (Ordinamento lessicografico). Possiamo considerare sull’in-
sieme Nm delle m-uple di interi non negativi l’ordinamento lessicografico, in cui
k = (k1, . . . , km) precede k′ = (k′1, . . . , k

′
m) se, per un indice j con 1 ≤ j ≤ m, risulta

ki = k′i per i < j, mentre k j < k′j.
Se pensiamo gli interi non negativi come lettere di un alfabeto, questo è l’or-

dine con cui le parole di m lettere sarebbero disposte in un dizionario. In que-
sto ordinamento, ogni elemento k = (k1, . . . , km) ne ha uno immediatamente suc-
cessivo, (k1, . . . , km−1, km + 1), ma, se m > 1, gli elementi k = (k1, . . . , km−1, 0),
con k1 + · · · + km−1 > 0, pur avendo infiniti precedenti, non hanno un immediato
precedente.

Rispetto all’ordinamento lessicografico, Nm ha la proprietà che ogni suo sot-
toinsieme non vuoto ammette minimo5, ma ci sono suoi sottoinsiemi che ammetto-
no maggioranti ma non massimi.

5Questa proprietà caratterizza un buon ordinamento. Un assioma della teoria degli insiemi
stabilisce che ogni insieme possa essere ben ordinato, dotato cioè di un ordinamento in cui ogni
coppia di elementi siano confrontabili (cioè totale), in cui ogni sottoinsieme ammetta minimo. Questa
proprietà è equivalente all’assioma della scelta (Lemma di Zorn).
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I polinomi di Schur sono indicizzati dal sottoinsieme T(m) di Nm che consiste
delle m-uple k = (k1, . . . , km) ∈ Nm non crescenti, tali cioè che k1 ≥ · · · ≥ km ≥ 0.
Con l’ordinamento lessicografico, l’insieme T(m) è in corrispondenza biunivoca
crescente con l’insieme N dei naturali.

Questa proprietà ci permetterà di definire per i polinomi simmetrici una no-
zione di grado più simile a quella che si utilizza per i polinomi di una variabile
ed, in particolare, di applicare l’induzione sul multigrado in T(m) nello studio dei
polinomi simmetrici (vedi ad esempio la dimostrazione del Lemma 3.6).

Esercizio 3.2. Costruiamo l’applicazione biunivoca T(m) → N che fa corri-
spondere all’ordine lessicografico su T(m) l’ordinamento usuale dei numeri natu-
rali. Utilizzeremo la formula dei binomiali:

(3.5)
∑h

j=0

(
m + j − 1

m − 1

)
=

(
m + h

m

)
.

Queste ed altre formule per le somme di binomiali si possono ricavare utilizzando
la serie geometrica. Si verifica facilmente, per ricorrenza, che(

d
dx

)h 1
1 − x

=
h!

(1 − x)h+1 , ∀h.

Si può ottenere lo sviluppo in serie di potenze con centro in 0 del secondo membro
di questa uguaglianza derivando per serie la serie geometrica: è

h!
(1 − x)h+1 =

(
d
dx

)h ∑∞

j=0
x j =

∑∞

j=h

j!
( j − h)!

x j−h =
∑∞

j=0

( j + h)!
j!

x j.

Risulta quindi

(3.6)
xh

(1 − x)h+1 =
∑∞

j=h

(
h + j

h

)
xh+ j.

Dalla (3.6) otteniamo l’uguaglianza∑∞

h=m

(
m + h

h

)
xm+h =

xm

(1 − x)m+1 =
x

1 − x
xm−1

(1 − x)m

=

(∑∞

j=1
x j

) (∑∞

i=0

(
m + i − 1

m − 1

)
xm+i−1

)
=

∑
h
xm+h

(∑h

i=0

(
m + i − 1

m − 1

))
,

da cui segue la (3.5).

Lemma 3.2. Il numero di elementi di T(m) che precedono (h, 0, . . . , 0) è il
binomiale

(
m+h−1

m

)
.

Dimostrazione. Indichiamo con cm,h il numero degli elementi di T(m) che
precedono (h, 0, . . . , 0).

Se m = 1, possiamo far corrispondere ad (h) ∈ T(1) l’intero h ∈ N e quindi
c1,h = h =

(
h
1

)
e la formula è valida in questo caso.

Dimostriamo il lemma per ricorrenza, supponendo m > 1 e la formula valida
per contare in T(m − 1). Ogni k ∈ T(m) che precede (h, 0, . . . , 0) si può scrivere
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nella forma k = (k1, k′) con k′ = (k′1, . . . , k
′
m−1) ∈ T(m − 1) e k′ ≺ (k1 + 1, 0, . . . , 0).

Quindi

cm,h =
∑h

j=1
cm−1, j =

∑h

j=1

(
m + j − 2

m − 1

)
=

∑h−1

j=0

(
m + j − 1

m − 1

)
=

(
m + h − 1

m

)
per la (3.5). �

La corrispondenza γ : T(m)→ N si esplicita allora con la formula

γ(k) = γ(k1, . . . , km) =
∑m

j=1

(
m + k j − j
m − j + 1

)
,

ove conveniamo che un binomiale
(

r
s

)
con r, s interi ed s > r sia nullo.

Osservazione 3.3. Possiamo dimostrare l’esistenza e unicità della corrispon-
denza biunivoca crescente γ : T(m)→ N senza esplicitarla utilizzando il

Lemma 3.4. Sia E un insieme non vuoto e totalmente ordinato6 che goda delle
due proprietà

(1) ogni elemento a di E ammette in E il successivo;
(2) per ogni a ∈ E l’insieme {x ∈ E | x ≺ a} è finito.

Allora vi è una e una sola corrispondenza biunivoca γ : E → N per cui sia

a ≺ b =⇒ γ(a) < γ(b).

Dimostrazione. L’insieme E ammette un elemento minimo e0, perché ogni
sottoinsieme finito di un insieme totalmente ordinato ammette minimo. L’ elemen-
to a′ di E è il successivo di a se a ≺ a′ e non ci sono elementi x di E con a ≺ x ≺ a′.
Definiamo per ricorrenza una successione {an}n∈N in E ponendo

(∗)

a0 = e0,

an+1 = a′n (il successivo di an) se n ≥ 0.

Basta verificare che la an ↔ n è la corrispondenza γ cercata. Poiché m < n ⇒
am ≺ an la corrispondenza è iniettiva. Per verificare che è anche surgettiva, ragio-
niamo per assurdo. Se non lo fosse, ci sarebbe un elemento e di E non appartenente
alla successione {an}. L’insieme A = {an | an ≺ e} è non vuoto perché contiene
a0 = e0 ed è finito per la proprietà (2). Esso contiene allora un elemento massimo
an0 . Non può essere an0+1 ≺ e, perché altrimenti an0 non sarebbe il massimo di
A, e nemmeno e ≺ an0+1, perché altrimenti an0+1 non sarebbe il successivo di an0 .
Abbiamo cosı̀ ottenuto una contraddizione, che dimostra che la successione {an}

contiene tutti gli elementi di E e che quindi la corrispondenza γ è biunivoca.
Una corrispondenza γ con le proprietà richieste deve necessariamente essere

definita dalla (∗) e da questa osservazione segue anche l’unicità. �

6Ciò significa che, dati due elementi distinti a, b di E vale o la diseguagllianza a ≺ b, oppure
b ≺ a.
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Osservazione 3.5. L’ordinamento lessicografico di Nm induce su T(m) un buon
ordinamento totale, in cui cioè ogni elemento k ha il successivo. Inoltre, ogni
elemento diverso da zero ha un immediato precedente. Il successivo k′ di k =

(k1, . . . , km) in T(m) è

k′ =


(k1 + 1, 0, . . . , 0) se k1 = k2 = . . . = km,
(k1, . . . , k j−1, k j + 1, 0, . . . , 0) se k j−1 > k j = ki per i > j > 1
(k1, . . . , km−1, km + 1) se km−1 > km.

Se k , 0, il suo immediato precedente è
(k1 − 1, k1 − 1, . . . , k1 − 1) se k2 = . . . = km = 0,
(k1, . . . , k j − 1, k j − 1, . . . , k j − 1) se k j > 0 e ki = 0 per i > j,
(k1, . . . , km−1, km − 1) se km > 0.

Esempio 3.3. I primi elementi di T(2) sono ordinati da

(0, 0) ≺ (1, 0) ≺ (1, 1) ≺ (2, 0) ≺ (2, 1) ≺ (2, 2) ≺ (3, 0) ≺ (3, 1) ≺ (3, 2) ≺ (3, 3)
≺ (4, 0) ≺ (4, 1) ≺ (4, 2) ≺ (4, 3) ≺ (4, 4) ≺ (5, 0) ≺ (5, 1) ≺ (5, 2) ≺ (5, 3) ≺ · · ·

I primi elementi di T(3) sono

(0, 0, 0) ≺ (1, 0, 0) ≺ (1, 1, 0) ≺ (1, 1, 1) ≺ (2, 0, 0) ≺ (2, 1, 0) ≺ (2, 1, 1) ≺ (2, 2, 0)
≺ (2, 2, 1) ≺ (2, 2, 2) ≺ (3, 0, 0) ≺ (3, 1, 0) ≺ (3, 1, 1) ≺ (3, 2, 0) ≺ (3, 2, 1) ≺ (3, 2, 2)
≺ (3, 3, 0) ≺ (3, 3, 1) ≺ (3, 3, 2) ≺ (3, 3, 3) ≺ (4, 0, 0) ≺ (4, 1, 0) ≺ (4, 1, 1) ≺ · · ·

Lemma 3.6. Ogni polinomio simmetrico non nullo φ ∈ C[λ1, . . . , λm] si scrive
in modo unico nella forma

(3.7) φ(λ1, . . . , λm) =
∑

k∈T(m),
k≤k0

aksk(λ1, . . . , λm),

con k0 ∈ T(m) ed ak0 , 0.

Dimostrazione. Scriviamo φ(λ1, . . . , λm) nella forma (3.3). Sia k0 il massi-
mo multigrado di un termine di φ, rispetto all’ordinamento lessicografico di Nm.
Poiché φ è simmetrico, la sua decomposizione in somma di monomi di λ1, . . . , λm

contiene tutti i monomi ak0λ
k0

i1
1 · · · λ

k0
im

m ; è quindi k0
1 ≥ · · · ≥ k0

m ≥ 0. Il polino-
mio φ(λ1, . . . , λm) − sk0(λ1, . . . , λm) è o nullo, o somma di termini con multigrado
k = (k1, . . . , km) ≺ k0.

Possiamo quindi dimostrare il lemma per induzione sul termine con multigra-
do in T(m) di φ di grado massimo. Poiché tutti i polinomi simmetrici di grado 0
sono multipli di σ0, e quelli di primo grado di σ1, che sono polinomi di Schur, la
tesi è vera per polinomi il cui termine di grado massimo (nell’ordinamento lessi-
cografico) sia minore o uguale ad (1, 0, . . . , 0). Se φ contiene un termine di grado
massimo k0 ∈ T(m) e la tesi è verificata per tutti i polinomi simmetrici che non
contengano termini di multigrado k ∈ T(m) con k0 � k, allora φ − ak0 sk0 , non
contenendo termini di multigrado k ∈ T(m) con k0 � k, è combinazione lineare di
polinomi di Schur, e dunque anche φ lo è. �



3. POLINOMI SIMMETRICI 91

Ogni polinomio nei polinomi elementari simmetrici è un polinomio simmetri-
co. Vale anche il viceversa.

Lemma 3.7. Se d1, . . . , dm ∈ N, allora σd1
1 · · · σ

dm
m ha una decomposizione in

somma di polinomi di Schur in cui l’addendo non nullo corrispondente al massimo
elemento k ∈ T(m) è sk con k = (d1 + · · · + dm, d2 + · · · + dm, . . . , dm).

Dimostrazione. Il monomio di grado più elevato in Nm di σd1
1 · · · σ

dm
m si ottiene

moltiplicando tra loro i monomi di grado più elevato in ciascuno dei σdi
i . È perciò

λ
d1
1 (λ1λ2)d2 · · · (λ1λ2 · · · λi)di · · · (λ1 · · · λm)d

m = λ
k1
1 · · · λ

km
m ,

con (k1, . . . , km) = (d1 + · · · + dm, d2 + · · · + dm, . . . , dm). Da questa osservazione
segue la tesi. �

Teorema 3.8. Se φ ∈ C[λ1, . . . , λm] è un polinomio simmetrico, allora esiste
un polinomio ψ di m variabili tale che

φ(λ1, . . . , λm) = ψ(σ1(λ1), . . . , σm(λ1, . . . , λm)).

Dimostrazione. Sia φ ∈ C[λ1, . . . , λm] un polinomio simmetrico. Esso si de-
compone in una somma di multipli non nulli di polinomi di Schur distinti. Pos-
siamo ragionare per induzione sul massimo k = (k1, . . . , km) ∈ T(m) per cui la de-
composizione di φ contenga un addendo c·sk. Infatti la tesi è banalmente verificata
quando k≺(2, 0, . . . , 0), perché allora tutti gli addendi sono multipli di polinomi
simmetrici fondamentali. Se (1, . . . , 1)≺k, allora

φ − c · σk1−k2
1 σ

k2−k3
2 · · · σ

km−1−km
m−1 σ

km
m

è un polinomio simmetrico che o è nullo, o si decompone in somma di multi-
pli non nulli di polinomi di Schur sk′ con k′≺k. Se supponiamo per ricorren-
za che le combinazioni lineari di polinomi di Schur di ordine k′≺k appartenga-
no a C[σ1, . . . , σm], otteniamo che σk1−k2

1 σ
k2−k3
2 · · · σ

km−1−km
m−1 σ

km
m e quindi anche φ,

appartiene a C[σ1, . . . , σm]. �

3.1. La somma delle potenze k-esime. Consideriamo i polinomi simmetrici

(3.8) Sk(λ1, . . . , λm) = s(k,0,...,0)(λ1, . . . , λm) = λ
k
1 + · · · + λk

m.

Poniamo per convenzione S0(λ1, . . . , λm) = m ed Sk(λ1, . . . , λm) = 0 se k < 0.
Ricordiamo che i polinomi simmetrici elementari delle radici sono, a meno del

segno, i coefficienti del polinomio monico di grado m:

f (x) = (x − λ1) · · · (x − λm) =
∑m

i=0
(−1)i

σi(λ1, . . . , λm)xm−i.

La sua derivata è

f ′(x) =
∑m−1

i=0
(−1)i

σi(λ1, . . . , λm)xm−i−1

e la sua derivata logaritmica

f ′(x)
f (x)

=
∑m

i=1

1
x − λi

.
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Possiamo rappresentare ciascuno di questi addendi utilizzando la serie armonica:

1
x − λi

=
1
x

 1

1 −
λi

x

 =
1
x

∑∞

h=0

λh
i

xh =
∑∞

h=0

λh
i

xh+1

ed esprimere quindi la derivata logaritmica come una serie di potenze di 1/x i cui
coefficienti sono le funzioni simmetriche Sh(λ1, . . . , λm) delle radici:

f ′(x)
f (x)

=
∑∞

h=0

Sh(λ1, . . . , λm)
xh+1 .

Da questa ricaviamo l’uguaglianza (per semplicità di notazione conveniamo che
σi(λ1, . . . , λm) = 0 se i > m)

f ′(x) = f (x)
f ′(x)
f (x)

=
∑m

i=0
(−1)i

σi(λ1, . . . , λm)xm−i
∑∞

h=0

Sh(λ1, . . . , λm)
xh+1

=
∑

i,h
(−1)i

σi(λ1, . . . , λm)Sh(λ1, . . . , λm)xm−i−h−1

=
∑

j

 ∑
i+h= j

(−1)i
σi(λ1, . . . , λm)Sh(λ1, . . . , λm)

 xm− j−1.

Confrontando questa espressione con quella trovata in precedenza, ed uguagliando
i coefficienti delle potenze di x nelle due espressioni, si ottengono le identità di
Newton:

(−1) j(m − j)σ j(λ1, . . . , λm) =
∑

i+h= j

(−1)i
σi(λ1, . . . , λm)Sh(λ1, . . . , λm), 0 ≤ j ≤ m,∑

i+h= j

(−1)i
σi(λ1, . . . , λm)Sh(λ1, . . . , λm) = 0, j > m.

Abbiamo quindi la7

Proposizione 3.9 (Identità di Newton). Per ogni intero positivo j valgono le
identità:

(3.9)
∑ j−1

i=0
(−1)i

σi(λ1, . . . , λm)S j−i(λ1, . . . , λm) + (−1) j j · σ j(λ1, . . . , λm) = 0.

Un corollario interessante delle identità di Newton è la

Proposizione 3.10. Un polinomio f (x) = a0xm + a1xm−1 + · · · + am ha i coef-
ficienti a1, . . . , a j nulli se e soltanto se la somma delle potenze k-esime delle sue
radici si annullano per k = 1, . . . , j. �

Osservazione 3.11. Ogni polinomio simmetrico si può scrivere come un po-
linomio di S1, . . . , Sm. Infatti le formule che abbiamo trovato ci permettono di
esprimere il polinomio simmetrico elementare σh(λ1, . . . , λm) come un polinomio
a coefficienti interi di S1(λ1, . . . , λm), . . . , Sh(λ1, . . . , λm).

7L’inglese Isaac Newton (1642-1727) è una figura centrale della storia del pensiero. Ha lasciato
contributi fondamentali in matematica, fisica, astronomia, filosofia e si può considerare, insieme a
Galileo, uno degli iniziatori della scienza contemporanea.
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3.2. Polinomi simmetrici completi. I polinomi omogenei simmetrici comple-
ti sono le somme di tutti i monomi distinti in λ1, . . . , λm, che sono omogenei dello
stesso grado p fissato:

(3.10) θp(λ1, . . . , λm) =
∑

1≤i1≤···≤ip≤m
λi1 · · · λip =

∑
α∈Nm,
|α|=p

λ
α,

ove, per α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm, abbiamo posto |α| = α1+· · ·+αm, λ
α = λ

α1
1 · · · λ

αm .
Conveniamo che θ0(λ1, . . . , λm) = 1 ed θp(λ1, . . . , λm) = 0 se p < 0.

Per calcolare l’espressione dei polinomi omogenei simmetrici completi come
polinomi dei polinomi simmetrici elementari utilizziamo il

Lemma 3.12.

(3.11)
∑k

h=0
(−1)h

σh(λ1, . . . , λm)θk−h(λ1, . . . , λm) = 0.

Le (3.11) ci permettono di esprimere ricorsivamente i polinomi simmetrici
completi per mezzo di quelli elementari.

Dimostrazione. Dimostriamo la (3.11) per ricorrenza sul numero delle varia-
bili λi.

È conveniente introdurre le notazioni σp
h = σh(λ1, . . . , λp) e θp

h = θh(λ1, . . . , λp)
per indicare i polinomi simmetrici elementari e completi di grado h di p variabili
λ1, . . . , λp. Converremo inoltre che σp

h = 0 se h < 0 o h > p e che θp
h = 0 se h < 0.

Vogliamo dimostrare che, per ogni intero k ≥ 1, è

(Pp)
∑

h
(−1)h

σ
p
hθ

p
k−h = 0, ∀k ≥ 1.

Per p = 1, abbiamo

σ
1
0 = 1, σ1

1 = λ1, θ
1
h = λ

h
1, ∀h ≥ 0.

e la (P1) si riduce alla λk
1 − λ1 · λ

k−1
1 = 0 per k ≥ 1.

Supponiamo ora che m > 1 e che valga la (Pm−1) e dimostriamo la (Pm).
Utilizzando le uguaglianze

σ
m
h = σ

m−1
h + λmσ

m−1
h−1 , θ

m
h =

∑
s
λ

s
mθ

m−1
h−s ,

otteniamo∑
h
(−1)h

σ
m
h θ

m
k−h =

∑
h,s

(−1)h(σm−1
h + λmσ

m−1
h−1 )λs

mθ
m−1
k−h−s

=
∑

h,s
λ

s
m(−1)h

σ
m−1
h θ

m−1
k−h−s +

∑
h,s
λ

s+1
m (−1)h

σ
m−1
h−1 θ

m−1
k−h−s

=
∑

s
λ

s
m

(∑
h
(−1)h

σ
m−1
h θ

m−1
(k−s)−h

)
−

∑
s
λ

s+1
m

(∑
h
(−1)h

σ
m−1
h θ(k−s−1)−h

)
= 0

�

Esempio 3.4. Calcoliamo θh = θh(λ1, . . . , λm) per h ≤ 4. Risulta:

θ0 = σ0 = 1,
θ1 = σ1,
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θ2 = σ1θ1 − σ2θ0 = σ
2
1 − σ2,

θ3 = σ1θ2 − σ2θ1 + σ3θ0 = σ1(σ2
1 − σ2) − σ1σ2 + σ3

= σ
3
1 − 2σ1σ2 + σ3,

θ4 = σ1θ3 − σ2θ2 + σ3θ1 − σ4

= σ1(σ3
1 − 2σ1σ2 + σ3) − σ2(σ2

1 − σ2) + σ3σ1 − σ4

= σ
4
1 − 3σ2

1σ2 + σ2
2 + 2σ1σ3 − σ4



CAPITOLO 5

Gruppi e permutazioni

Un gruppo è un insieme dotato di un’operazione interna associativa, con ele-
mento neutro ed inversi.

I gruppi costituiscono una struttura fondamentale dell’algebra e lo studio delle
loro proprietà ha grande importanza sia nella matematica astratta che nelle applica-
zioni. Essi servono, ad esempio, a descrivere l’equivalenza di oggetti geometrici,
le simmetrie dei cristalli, gli invarianti del moto e, più in generale, di sistemi fisici
e chimici. La teoria dei dei gruppi ci ha consentito di calcolare che vi sono esat-
tamente 17 tipi distinti di simmetrie che classificano le possibili tassellazioni, o
pavimentazioni del piano e 219 (o 230 se non consideriamo equivalenti due oggetti
che siano l’uno l’immagine speculare dell’altro) tipi di simmetrie dello spazio che
descrivono i diversi modi delle cristallizzazioni1.

1. Definizioni generali e primi esempi

Definizione 1.1. Un gruppo è un insieme G, che contiene un elemento distinto,
che indicheremo qui con e, e su cui è definita un’operazione interna

(prodotto) G ×G 3 (a, b) −→ ab ∈ G

che gode delle proprietà

ea = ae = a, ∀a ∈ G,(elemento neutro)

∀a ∈ G, ∃ a−1 ∈ G tale che a a−1 = a−1a = e,(inverso)
a(bc) = (ab)c, ∀a, b, c ∈ G.(associatività)

L’elemento neutro e si dice l’identità del gruppo.

Esempio 1.1. Ogni gruppo contiene almeno l’elemento neutro, e quindi non è
vuoto. L’insieme formato dal solo elemento e, con l’operazione ee = e, è l’esempio
più semplice di gruppo. Si chiama il gruppo banale.

Un gruppo si dice finito o infinito a seconda che contenga un numero finito o
infinito di elementi.

Definizione 1.2. Il numero |G|, finito o infinito, degli elementi di G è il suo
ordine.

1Hahn, Theo, ed., International Tables for Crystallography, Volume A: Space Group Symmetry,
International Tables for Crystallography A (5th ed.), (2002) Berlin, New York,
E.S. Fedorov, Symmetry of crystals, ACA Monograph 7 (1971), American Crystallographic
Association.

95
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Definizione 1.3. Un gruppo G si dice commutativo, o abeliano se gode della

(commutatività) ab = ba, ∀a, b ∈ G.

Esempio 1.2. L’insieme Z dei numeri interi, con l’operazione di somma, è un
gruppo commutativo infinito.

Esempio 1.3 (Gruppo diedrale). Sia Pn un poligono regolare di n lati. Le tra-
sformazioni rigide del piano che trasformano Pn in sé formano il gruppo diedrale
Dn, che ha ordine 2n e non è commutativo se n ≥ 3.

Per verificare queste affermazioni, utilizziamo la rappresentazione di Gauss,
identificando i punti del piano ai numeri complessi.

Le radici n-esime dell’unità corrispondono ai vertici di un n-agono regolare Pn,
inscritto nella circonferenza di centro 0 e raggio 1. Fissiamo la radice

w = p1 = e2πi/n = cos 2π
n + i sin 2π

n .

I vertici di Pn sono le sue potenze distinte pj = w j, per j = 1, . . . , n. Le mol-
tiplicazioni per le potenze di w sono gli elementi di un gruppo commutativo di
trasformazioni del piano complesso C, i cui n elementi distinti sono le rotazioni
con centro nell’origine di angoli multipli di (2π/n), che trasformano Pn in sé. I ver-
tici di Pn sono le soluzioni dell’equazione zn = 1 e sono perciò invarianti rispetto
al coniugio. Il gruppo diedrale contiene quindi, oltre alle rotazioni rk : z → wk · z
(per k = 0, . . . , n − 1), le loro composizioni con il coniugio, cioè le simmetrie
sk : z → rk(z) = w−kz̄ (per k = 0, . . . , n − 1), e consiste quindi di 2n elementi.
Abbiamo

shr j(z) = w−( j+h)z̄, r jsh(z) = w j−hz̄

e quindi shr j , r jsh se w j , w− j, cioè se 2 j non è un multiplo di n. Se n ≥ 3
osserviamo che, ad esempio, s1r1 , r1s1, e quindi Dn non è commutativo.

Esempio 1.4. L’insieme C∗ dei numeri complessi diversi da 0, è un gruppo per
l’operazione di prodotto di numeri complessi.

Esempio 1.5. L’insieme G di tutti i polinomi complessi di primo grado f (z) =

az + b, con a, b ∈ C ed a , 0, è un gruppo per l’operazione di composizione di
applicazioni. Se f1(z) = a1z + b1, f2(z) = a2z + b2, il prodotto è definito da

f1 ◦ f2(z) = a1(a2z + b2) + b1 = (a1a2)z + (a1b2 + b1).

Poiché
f2 ◦ f1(z) = a2(a1z + b1) + b2 = (a1a2)z + (a2b1 + b2),

f1 ◦ f2 , f2 ◦ f1 se a1b2 + b1 , a2b1 + b2. Ad esempio, se a1 = 1, a2 = −1, b1 = 1,
b2 = 1, è a1b2 + b1 = 2, a2b1 + b2 = 0 e quindi f1 ◦ f2 , f2 ◦ f1. Quindi G non è
commutativo, perché abbiamo trovato una coppia di elementi di G il cui prodotto
dipende dall’ordine in cui lo eseguiamo.

L’elemento neutro di G è l’applicazione e(z) = z, l’inversa di f (z) = az + b è la
f −1(z) = 1

a z− b
a . Il prodotto è associativo perché la composizione di applicazioni è

un’operazione associativa.
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Gli elementi di G sono in corrispondenza biunivoca con le coppie (a, b) di
C∗×C. Il prodotto si rappresenta sulle coppie mediante

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1), ∀a1, a2 ∈ C
∗, ∀b1, b2 ∈ C.

Esempio 1.6. Le trasformazioni lineari fratte considerate nel §7.1 del Cap. 2

z 7→
a·z + b
c·z + d

, a, b, c, d ∈ C, ad − bc , 0,

con il prodotto di composizione, agiscono su CP1=C∪{∞} come un gruppo di
trasformazioni (gruppo di Möbius).

Sia E un insieme non vuoto.

Proposizione 1.1. L’insieme S(E) di tutte le applicazioni bigettive di E in sé è
un gruppo per l’operazione di composizione.

Dimostrazione. Indichiamo con id l’identità su E, cioè l’applicazione per cui
id(x) = x per ogni x ∈ E. Abbiamo:

id(s(x)) = s(x) = s(id(x)), ∀s ∈ S(E), ∀x ∈ E =⇒ id è l’identità di S(E),s−1(s(x)) = s(s−1(x)) = x,
∀s ∈ S(E), ∀x ∈ E,

 =⇒

l’applicazione inversa s−1 è l’inversa
di s per il prodotto di composizione,

{s1(s2 ◦ s2(x)) = s1(s2(s3(x)))
= ((s1 ◦ s2) ◦ s3)(x), ∀s ∈ S(E), ∀x ∈ E

}
=⇒

{il prodotto di composizione
è associativo.

}
Abbiamo cosı̀ verificato le tre proprietà che caratterizzano un gruppo. �

Notazione 1.2. Indichiamo con S(E) il gruppo di tutte le applicazioni bigettive
di E in sé. I suoi elementi sono le permutazioni degli elementi di E.

2. Sottogruppi

Sia G un gruppo, con elemento neutro e.

Definizione 2.1. Un sottogruppo di G è un suo sottoinsieme non vuoto H tale
che

(2.1) h−1
1 · h2 ∈ H, ∀h1, h2 ∈ H.

La notazione H < G indica che H è un sottogruppo di G.

Quindi, un sottogruppo H di G è un suo sottoinsieme che contiene l’elemento
neutro (prodotto h−1h per un h ∈ H , ∅), l’inverso h−1 = h−1e per ogni h ∈ H
ed il prodotto h1h2 = (h−1

1 )−1h2 di una qualsiasi coppia di suoi elementi. Cioè un
sottogruppo di G è un suo sottoinsieme H chiuso rispetto all’operazione del gruppo
e che è esso stesso un gruppo per la restrizione del prodotto di G agli elementi di H.
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Esempio 2.1. L’insieme C∗ dei numeri complessi diversi da zero è un gruppo
commutativo rispetto alla moltiplicazione. I suoi sottoinsiemi R∗, R∗+ ed S1, che
consistono, rispettivamente, dei numeri reali diversi da zero, dei numeri reali posi-
tivi e dei numeri complessi di modulo 1, sono suoi sottogruppi infiniti. Fissato un
intero positivo n, l’insieme {z ∈ C | zn = 1} delle radici complesse n-esime di uno
è un suo sottogruppo finito.

Esempio 2.2. Sia Dn il gruppo diedrale descritto nell’Esempio1.3.
L’insieme Rn = {r j | 0 ≤ j ≤ n−1} delle rotazioni in Dn è un suo sottogruppo.
L’insieme {s j | 0≤ j≤ n−1} delle simmetrie in Dn non è invece un suo sotto-

gruppo, perché non contiene l’identità. Se n ≥ 3, anche se aggiungessimo all’in-
sieme delle simmetrie di Dn l’identità e = r0, l’insieme F = {e} ∪ {s j}0≤ j≤n−1 cosı̀
definito non sarebbe un sottogruppo. Infatti s0, s1 ∈ F, ma s0s1 = r2 < F.

2.1. Classi laterali sinistre. Ad un suo sottogruppo H associamo la partizio-
ne2 di G nelle sue classi laterali sinistre

(2.2) G/H = {aH | a ∈ G}.
Per verificare che G/H è una partizione di G, è sufficiente mostrare che, se

a, b ∈ G ed aH ∩ bH , ∅, allora aH = bH.
Un elemento c dell’intersezione aH∩bH si può scrivere sia nella forma c = ah1

che nella forma c = bh2, con opportuni h1, h2 ∈ H. È allora

ah1 = bh2 ⇒ a = bh2h−1
1 ⇒ aH = b h2h−1

1 H ⊆ bH,

ah1 = bh2 ⇒ b = ah1h−1
2 ⇒ bH = a h1h−1

2 H ⊆ aH,

perché h1h−1
2 , h2h−1

1 ∈ H. Abbiamo perciò sia aH ⊆ bH che bH ⊆ aH e vale
dunque l’uguaglianza aH = bH.

Definizione 2.2. Chiamiamo G/H il quoziente di G rispetto al suo sottogruppo
H. L’applicazione π : G→ G/H che associa ad ogni elemento a di G la sua classe
aH si dice proiezione canonica.

Lemma 2.1. Sia G un gruppo finito ed H un suo sottogruppo. Allora l’ordine
di H è finito e divide l’ordine di G. Il quoziente G/H è un insieme finito e vale la

(2.3) |G| = |H| · |G/H|,
ove abbiamo indicato con |G/H| il numero di elementi del quoziente.

Dimostrazione. Per ogni a ∈ G, la H 3 h → ah ∈ aH è una corrispondenza
biunivoca, e quindi tutte le classi laterali sinistre in G/H hanno lo stesso numero
di elementi di H. �

2Ricordiamo che una partizione di un insieme E è il dato di una famiglia P di sottoinsiemi di
E che gode delle proprietà:

A ∈P ⇒ A , ∅,(i)

E =
⋃

P ,(ii)

(A, B ∈P , A ∩ B , ∅)⇒ A = B.(iii)
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Osservazione 2.2. In modo del tutto analogo si possono definire le classi late-
rali destre di G rispetto ad H e il relativo quoziente

H\G = {Ha | a ∈ G}.

Le proprietà delle classi laterali destre sono analoghe a quelle delle classi laterali
sinistre. L’inversione G 3 a → a−1 ∈ G trasforma classi laterali destre in classi
laterali sinistre e viceversa. Per questo potremo limitarci, nelle considerazioni che
faremo nei prossimi paragrafi, a considerare classi laterali sinistre.

2.2. Sottogruppi normali. In generale il quoziente G/H non ha una struttura
di gruppo compatibile con la proiezione π : G 3 a → aH ∈ G/H. Perché ciò
avvenga, occorre che il sottogruppo H sia normale.

Definizione 2.3. Un sottogruppo H di G è normale se

aHa−1 = H, ∀a ∈ G.

Scriviamo H CG per indicare che H è un sottogruppo normale di G.

Notazione 2.3. Se A, B sono sottoinsiemi non vuoti di G, poniamo

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}.

Lemma 2.4. La condizione che H sia sottogruppo normale di G è necessaria e
sufficiente affinché, per il prodotto di sottoinsiemi definito sopra, risulti

(2.4) (aH)(bH) = (ab)H, ∀a, b ∈ G.

Dimostrazione. La condizione che H sia normale si può esprimere anche di-
cendo3 che aH = Ha per ogni a ∈ G. Quindi, se a, b ∈ G, abbiamo

(aH)(bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)HH = (ab)H.

Viceversa, se vale (2.4), è in particolare H(aH) = (aH)H = aH. Ciò significa che,
per ogni h1 ∈ H possiamo trovare h2 ∈ H tale che h1a = ah2. Quindi Ha ⊆ aH.
Calcolando le inverse, da Ha−1 ⊆ a−1H otteniamo che anche aH ⊆ Ha e vale
quindi l’uguaglianza. �

Definizione 2.4. Chiamiamo semplice un gruppo che non contenga sottogruppi
normali non banali.

Quindi G è semplice se G ed {e} sono i suoi soli sottogruppi normali.

3. Omomorfismi di gruppi

Siano G1 e G2 due gruppi.

Definizione 3.1. Un’applicazione f : G1 → G2 si dice un omomorfismo di
gruppi se

(3.1) f (a−1b) = [ f (a)]−1 f (b), ∀a, b ∈ G1.

3Quindi H è normale se le sue classi laterali destre e sinistre coincidono.
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La (3.1) è equivalente alle

f (eG1) = eG2 , f (a−1) = [ f (a)]−1, f (ab) = f (a) f (b), ∀a, b ∈ G1,

ove abbiamo indicato con eG1 l’identità di G1 e con eG2 quella di G2.

Lemma 3.1. Se un omomorfimo di gruppi è un’applicazione bigettiva, anche la
sua inversa è un omomorfismo di gruppi. �

Definizione 3.2. Un omomorfismo di gruppi bigettivo si dice un isomorfismo.

Proposizione 3.2. Se f : G1 → G2 è un omomorfismo di gruppi, allora:
(1) l’immagine f (G1) è un sottogruppo di G2,
(2) il nucleo ker( f ) = {a ∈ G1 | f (a) = eG2} è un sottogruppo normale di G1.
(3) Se G1 è un gruppo finito, allora f (G1) e ker( f ) sono gruppi finiti e

|G1| = | f (G1)| · | ker( f )|.

Dimostrazione. Poiché

eG2 = f (eG1)) ∈ f (G1) , ∅ ed [ f (a)]−1 f (b) = f (a−1b) ∈ f (G1),∀a, b ∈ G1,

l’immagine f (G1) è un sottogruppo di G2.
Per verificare che ker( f ) è un sottogruppo di G1, dobbiamo verificare che

contiene eG1 e tutti i prodotti a−1b con a, b ∈ ker( f ). Abbiamo:

f (eG1) = eG2 , f (a−1b) = [ f (a)]−1 f (b) = e−1
G2

eG2 = eG2 , ∀a, b ∈ ker( f ).

Infine, per verificare che ker( f ) è normale, dobbiamo provare che

b(ker( f ))b−1 = ker( f ) per ogni b ∈ G1.

Se a ∈ ker( f ) e b ∈ G1,

f (bab−1) = f (b) f (a) f (b−1) = f (b)eG2[ f (b)]−1 = f (b)[ f (b)]−1 = eG2 .

Quindi b(ker( f ))b−1 ⊆ ker( f ). Viceversa, se x ∈ ker( f ), allora b−1xb ∈ ker( f ) e
quindi x = b(b−1xb)b−1 ∈ b(ker( f ))b−1. Vale perciò anche l’inclusione opposta
ker( f ) ⊆ b(ker( f ))b−1 e dunque i due insiemi sono uguali.

Supponiamo ora che G1 sia un gruppo finito. Se a, y ∈ G1 ed f (a) = f (y),
allora f (a−1y) = [ f (a)]−1 f (y) = eG2 . Quindi x = a−1y ∈ ker( f ) e, viceversa,
f (a) = f (y) se y = ax con x ∈ ker( f ). Questo ci dice che, per ogni elemento
b = f (a) di f (G1), è

f −1(b) = {y ∈ G1 | f (y) = b} = {ax | x ∈ ker( f )}.

La corrispondenza ker( f ) 3 x→ ax ∈ f −1(b) è bigettiva e quindi tutti i sottoinsiemi
non vuoti f −1(b) hanno tanti elementi quanti ne contiene ker( f ). Poiché G1 è
l’unione disgiunta dei sottoinsiemi f −1(b) al variare di b in f (G1), otteniamo la
formula |G1| = | f (G1)| · | ker( f )|. �

Proposizione 3.3. Un omomorfismo di gruppi f : G1 → G2 è iniettivo se e
soltanto se ker( f ) = {eG1}.
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Dimostrazione. La condizione è chiaramente necessaria. È anche sufficiente
perché

f (a) = f (b)⇐⇒ [ f (b)]−1 f (a) = eG2 ⇐⇒ f (b−1a) = eG2 ⇐⇒ b−1a ∈ ker( f ). �

Esempio 3.1. La formula (2.3) del Lemma 2.1 si può utilizzare in alcuni casi
per calcolare l’ordine di un gruppo. Consideriamo ad esempio il gruppo Oh delle
isometrie dello spazio che trasformano in sé un cubo. Il suo sottogruppo H for-
mato dalle isometrie che fissano uno dei suoi vertici è isomorfo al gruppo delle
permutazioni dei tre lati che vi concorrono, ed ha quindi 6 elementi (l’identità e
due rotazioni intorno alla diagonale uscente dal vertice e le tre simmetrie rispet-
to ai piani che tagliano a metà il cubo e contengono uno dei lati concorrenti nel
vertice). Poiché il gruppo Oh agisce transitivamente sugli otto vertici del cubo,
il quoziente Oh/H contiene esattamente 8 classi laterali e quindi l’ordine di Oh è
6 · 8 = 48.

4. Generatori e relazioni

Per descrivere un gruppo, in particolare se finito o discreto, si ricorre spesso ad
una sua presentazione in termini di generatori e relazioni4. Ci limitiamo in questo
paragrafo ad una breve introduzione dell’argomento.

4.1. Generazione di sottogruppi e di sottogruppi normali. È utile premet-
tere due lemmi sui sottogruppi ed i sottogruppi normali di un gruppo G.

Lemma 4.1. L’intersezione di una qualsiasi famiglia di sottogruppi di un grup-
po G è ancora un suo sottogruppo.

In particolare, dato un sottoinsieme S di G, vi è un più piccolo sottogruppo
G(S ) di G che lo contiene, ed abbiamo

(4.1) G(S ) =
⋃

k∈N
{s1 · · · sk | s1, . . . , sk ∈ {e} ∪ S ∪ S −1},

con S −1 = {s−1 | s ∈ S }.

Dimostrazione. Se {Hi}i∈I è una famiglia di sottogruppi di G ed H =
⋂

i∈IHi,
allora e ∈ H, perché e ∈ Hi per ogni indice i; inoltre, se a, b ∈ H, allora a, b ∈ Hi
per ogni indice i e quindi a−1b ∈ Hi per ogni i e quindi a−1b ∈ H. Ciò dimostra
che H < G.

Per verificare l’ultima affermazione del lemma, osserviamo che ogni sotto-
gruppo di G che contenga S contiene l’insieme G′(S ) descritto dal secondo mem-
bro di (4.1). Basta allora verificare che G′(S ) < G. Abbiamo e ∈ G′(S ). Se
s1, . . . , sk ∈ {e} ∪ S ∪ S −1, anche s−1

1 , . . . , s−1
k ∈ {e} ∪ S ∪ S −1 e quindi s−1

k · · · s
−1
1 =

(s1 · · · sk)−1 ∈ G′(S ). Perciò, se s1, . . . , sk, t1, . . . , th ∈ {e} ∪ S ∪ S −1, allora anche

(s1 · · · sk)−1(t1 · · · th) = s−1
k · · · s

−1
1 t1 · · · th ∈ G′(S ).

Quindi G′(S ) è un sottogruppo e perciò G′(S ) = G(S ). �

4H. S. M.Coxeter, W.O. J. Moser: Generators and Relations for Discrete Groups. New York:
Springer-Verlag(1980).
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Definizione 4.1. Il sottogruppo G(S ) descritto dalla (4.1) si dice generato da S .
Se G(S ) = G, diciamo che S genera G.

In modo del tutto analogo, abbiamo:

Lemma 4.2. L’intersezione di una qualsiasi famiglia di sottogruppi normali di
un gruppo G è ancora un suo sottogruppo normale.

In particolare, dato un sottoinsieme S di G, vi è un più piccolo sottogruppo
normale N(S ) di G che lo contiene, ed abbiamo

(4.2) N(S ) =
⋃

k∈N
{a s1 · · · sk a−1 | a ∈ G, s1, . . . , sk ∈ {e} ∪ S ∪ S −1},

con S −1 = {s−1 | s ∈ S }. �

Definizione 4.2. Il sottogruppo normale N(S ) descritto nel Lemma 4.2 si dice
generato da S .

4.2. Gruppi liberi. Fissato un insieme S come nostro alfabeto, chiamiamo
parole tutte le sequenze finite

t1 . . . tk, con ti ∈ S × {−1, 1}.

Diciamo che t1 . . . tk ha lunghezza k. Tra le varie parole, ammettiamo anche la
parola vuota, di lunghezza zero, che scriviamo ∅.

Useremo nel seguito s invece di (s, 1) ed s−1 invece di (s,−1) per indicare gli
elementi di S × {−1, 1}.

Chiamiamo ridotta una parola t1 . . . tk che non contenga due elementi succes-
sivi ti, ti+1 della forma ss−1 oppure s−1s. Ogni parola la considereremo equivalente
a quella che si ottiene cancellando i termini titi+1 della forma s s−1, oppure s−1s:

t1 . . . ti ss−1ti+1 . . . tk ≡ t1 . . . titi+1 . . . tk ≡ t1 . . . ti s−1s ti+1 . . . tk,
∀t1, . . . , tk ∈ S × {−1, 1}, ∀s ∈ S .

In questo modo, ogni parola è equivalente a una ed una sola parola ridotta.
Definiamo il prodotto di due parole mediante

(t1 . . . th) · (t′1 . . . t
′
k) = t1 . . . tht′1 . . . t

′
k.

Il prodotto di una parola di lunghezza h ed una di lunghezza k è quindi la parola di
lunghezza h+k che si ottiene scrivendo di seguito le due parole come una parola
sola. Se le due parole erano ridotte, il loro prodotto può non essere ridotto, ma
possiamo associare ad esso la sua riduzione. In questo modo abbiamo definito un
prodotto sull’insieme 〈S 〉 delle parole ridotte di S .

Definizione 4.3. Con questa operazione 〈S 〉 è un gruppo, con identità ∅, che si
dice il gruppo libero generato da S .

4.3. Relazioni. Se utilizziamo come alfabeto gli elementi di un sottoinsieme
S di un gruppo G, possiamo associare ad ogni parola s1 . . . sk il prodotto ordinato
s1 · . . . · sk in G degli elementi che la compongono. A parole equivalenti corrisponde
lo stesso elemento di G, ma ci possono essere coppie di parole non equivalenti cui
corrisponde lo stesso elemento di G. Queste uguaglianze, che legano gli elementi
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di S in quanto generatori di un sottogruppo di G, si dicono le loro relazioni. Le
diverse relazioni che possiamo ottenere possono non essere indipendenti, e si pone
quindi il problema di determinare un sistema sufficiente di relazioni da cui si pos-
sano dedurre tutte le altre. È poi conveniente ridurre tutte le relazioni ad equazioni
in cui il secondo membro sia l’identità del gruppo.

Definizione 4.4. Se S è un sottoinsieme di un gruppo G, chiamiamo relazioni
in S tutte le parole nell’alfabeto S il prodotto dei cui elementi sia l’identità di G.

L’applicazione f , che fa corrispondere ad una parola di 〈S 〉 il prodotto in G
degli elementi che la compongono, è un omomorfismo di gruppi f : 〈S 〉 → G. Le
relazioni sono il nucleo di f e costituiscono quindi un sottogruppo normale di 〈S 〉.

Una descrizione di un sottogruppo H di G mediante generatori e relazioni
consiste nell’assegnare un sottoinsieme S di generatori di H ed un sottoinsieme
R ⊆ 〈S 〉 di relazioni che generino il nucleo di f : 〈S 〉 → H come sottogruppo
normale.

Esempio 4.1. La rotazione r1 e la simmetria s0 generano il gruppo diedrale
Dn. Il fatto che r1 sia una rotazione di angolo 2π

n si può esprimere con la relazione
rn
1 = id; il fatto che s0 sia una simmetria, mediante s2

0 = id. È poi s0◦r1◦s0◦r1 = id
(la composizione di una simmetria e di una rotazione è ancora una simmetria).

Una presentazione (astratta) del gruppo diedrale Dn mediante generatori e
relazioni si descrive come il dato di due elementi a, b e delle relazioni

an = e, b2 = e, (ab)2 = e.

Ricordiamo (cf. il Lemma 4.2) che, dato un sottoinsieme R di G, l’intersezione
di tutti i sottogruppi normali di G che lo contengono è ancora un suo sottogruppo
normale, che indichiamo con N(R).

Definizione 4.5. Sia S un insieme ed R un sottoinsieme del gruppo libero 〈S 〉
generato da S . Il quoziente 〈S 〉/N(R) si indica con 〈S |R〉 e si dice il gruppo definito
dall’insieme S di generatori e dall’insieme R di relazioni.

Ad esempio, Dn ' 〈a, b | an, b2, (ab)2〉.
Osserviamo che 〈S |∅〉 è il gruppo libero 〈S 〉 generato da S .

Osservazione 4.3. Non ci sono regole generali per rappresentare un gruppo
mediante generatori e relazioni. In particolare uno stesso gruppo può essere defi-
nito in vari modi ed a volte la verifica che due diverse presentazioni definiscano lo
stesso gruppo può non essere immediata.

Esempio 4.2. Il gruppo simmetrico su n elementi Sn si può definire con il dato
di n−1 generatori σ1, . . . , σn−1 (se indichiamo gli n elementi con gli interi {1, . . . , n},
possiamo scegliere come σi la trasposizioni (i, i + 1) di due numeri successivi, con
1 ≤ i < n) soggetti alle relazioni

σ
2
i = e, (σiσ j)2 = e se |i − j| , 1, (σiσi+1)3 = e, se 1 ≤ i ≤ n − 2.

Se togliamo le relazioni σ2
i = e, otteniamo un gruppo infinito Bn, che si dice il

gruppo delle n-trecce.
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5. Gruppi di trasformazioni, azioni di gruppo, spazi omogenei

Abbiamo verificato nella Proposizione 1.1 che le applicazioni bigettive di un
insieme E in sé, con il prodotto di composizione, formano un gruppo. I suoi
sottogruppi hanno un ruolo centrale in geometria.

Definizione 5.1. Un gruppo di trasformazioni di un insieme E è un sottogruppo
di S(E).

Viceversa, dato un gruppo qualsiasi è interessante considerare le sue rappre-
sentazioni, cioè i suoi omomorfismi con gruppi di trasformazioni.

Definizione 5.2. Un’azione di un gruppo G su un insieme E è un omomorfismo
ρ : G→ S(E) di G nel gruppo S(E) delle trasformazioni bigettive di E in sé.

Un’azione di G su E si può anche descrivere come un’applicazione

G × E 3 (a, p) −→ ap ∈ E,

dove abbiamo posto per semplicità ρ(a)(p) = ap, tale che:

ep = p, ∀p ∈ E,
a(bp) = (ab)p ∀a, b ∈ G, ∀p ∈ E.

Proposizione 5.1. Sia ρ : G → S(E) un’azione di un gruppo G su un insieme
E. Per ogni p ∈ E l’insieme

Gp = {a ∈ G | ap = p}

è un sottogruppo di G. Abbiamo

Gap = aGpa−1, ∀a ∈ G.

L’intersezione GE =
⋂

p∈EGp è un sottogruppo normale di G.

Dimostrazione.

Se a ∈ Gp, allora a−1 p = a−1(ap) = (a−1a)p = ep = p⇒ a−1 ∈ Gp,

Se a, b ∈ Gp, allora (ab)p = a(bp) = ap = p⇒ ab ∈ Gp.

Questo dimostra che Gp è un sottogruppo di G.
Abbiamo poi

b ∈ Gap ⇔ bap = ap⇔ a−1bap = p⇔ a−1ba ∈ Gp.

Quindi Gap = aGpa−1.
Infine, GE è normale perché è il nucleo dell’omomorfismo ρ. �

Definizione 5.3. Il sottogruppo normale GE = {a ∈ G | ap = p, ∀p ∈ E} si
dice il nucleo d’infedeltà dell’azione di G su E.

Se GE = {e}, se cioè la ρ è iniettiva, diciamo che l’azione è fedele.
Il sottogruppo Gp si dice lo stabilizzatore di p.

Una rappresentazione fedele ci permette di identificare un gruppo astratto ad
un gruppo di trasformazioni. Ciò è sempre possibile. Infatti
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Teorema 5.2. Se G è un gruppo, l’applicazione ρ : G → S(G) che fa corri-
spondere ad a ∈ G l’applicazione ρ(a) : G 3 x → ax ∈ G è una rappresentazione
fedele. �

La rappresentazione descritta dal Teorema5.2 si dice traslazione a sinistra.

Definizione 5.4. Un’azione di G su un insieme E si dice transitiva se, per ogni
coppia di punti p0, p1 di E, vi è un elemento a di G tale che ap0 = p1.

In questo caso diciamo anche che G opera transitivamente su E. Le azioni tran-
sitive corrispondono ai quozienti rispetto a sottogruppi. È infatti valido il seguente
enunciato.

Proposizione 5.3. Supponiamo che il gruppo G operi transitivamente sull’in-
sieme E e sia p0 un qualsiasi punto di E. Sia π : G → G/Gp0 l’applicazione che
fa corrispondere all’elemento a di G la sua classe laterale sinistra π(a) = aGp0 .
Risulta allora definita una corrispondenza biunivoca f : G/Gp0 → E tale che

f (π(a)) = ap0, ∀a ∈ G. �

6. Il gruppo delle permutazioni

Sia E un insieme non vuoto.

Definizione 6.1. Un’applicazione bigettiva di E in sé si dice una permutazione
dei suoi elementi. Nel seguito, indicheremo con S(E) l’insieme di tutte le permu-
tazioni degli elementi di E. Questo gruppo è chiamato anche gruppo simmetrico.

Osservazione 6.1. Quando diciamo gruppo simmetrico di ordine n l’intero po-
sitivo n si riferisce al numero di elementi dell’insieme E, e non all’ordine del grup-
po, che in questo caso, come vedremo, è il fattoriale di n, cioè il prodotto di tutti
gli interi positivi minori o uguali ad n.

Lemma 6.2. Con l’operazione di composizione, S(E) è un gruppo.

Dimostrazione. La composizione di applicazioni è un’operazione associati-
va. L’applicazione identica è l’elemento neutro di S(E) e l’applicazione inversa
di una permutazione σ è ancora una permutazione, inversa di σ per il prodotto di
composizione. �

Cominciamo con alcune osservazioni sulle applicazioni tra insiemi finiti5. Ri-
cordiamo che il fattoriale n! di un intero positivo n è il prodotto di tutti gli interi
positivi minori o uguali ad n. La sua definizione per ricorrenza è1! = 1,

n! = n · (n−1)! se n > 1.

Si pone, per convenzione 0! = 1.

5Gli insiemi infiniti si caratterizzano proprio come quegli insiemi su cui si possono definire ap-
plicazioni iniettive e non surgettive o surgettive e non iniettive. Ad esempio, detto N = {0, 1, 2, . . .}
l’iniseme degli interi non negativi, la N 3 n → n + 1 ∈ N è iniettiva e non surgettiva e la
N 3 n→ max{n − 1, 0} ∈ N è surgettiva ma non iniettiva.
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Lemma 6.3. Dati due interi positivi m, n con m ≤ n, siano E ed F due insiemi
finiti, contenenti il primo m ed il secondo n elementi. Allora l’insieme Inj (E, F)
delle applicazioni iniettive di E in F è non vuoto e contiene (n!/(n−m)!) elementi.

Dimostrazione. Dire che E ha m elementi significa che possiamo contarli,
metterli cioè in corrispondenza biunivoca con gli interi {1, . . . ,m}. Indichiamo
quindi con e1, . . . , em gli elementi di E ed, analogamente, con f1, . . . , fn quelli di F.
Allora l’applicazione definita da s(ei) = fi è iniettiva e questo mostra che Inj (E, F)
è non vuoto.

Indichiamo con cm,n il numero delle applicazioni iniettive di un insieme di
m elementi in un insieme di n elementi. Le applicazioni iniettive di E in F che
trasformano e1 in un elemento fissato fi di F sono cm−1,n−1. Abbiamo perciò la
formula di ricorrenza

cm,n = n · cm−1,n−1.

Ragioniamo per induzione su m. Quando m = 1, abbiamo c1,n = n = n!/(n − 1)!.
Supponendo quindi che la formula cercata valga per interi positivi minori di m,
otteniamo, se m ≥ 2,

cm,n = n · cm−1,n−1 = n ·
(n − 1)!

([n − 1] − [m − 1])!
=

n!
(n − m)!

.

La dimostrazione è completa. �

Osservazione 6.4. Il numero kn,m delle mappe surgettive di un insieme F di n elementi
su un insieme E di m ≤ n elementi è dato dalla formula

kn,m = #(Surg (F, E)) =
∑m−1

k=0
(−1)k

(
m
k

)
(m − k)n

= mn − m · (m − 1)n +
m(m − 1)

2
· (m − 2)n + · · · + (−1)k

(
m
k

)
· (m − k)n + · · ·

Il binomiale
(

m
k

)
conta il numero di sottoinsiemi di k elementi contenuti in un insieme

di m elementi. Naturalmente,
(

m
k

)
=

(
m

m−k

)
. A parte il segno, l’elemento k-esimo della

somma rappresenta il numero di applicazioni di F a valori in un insieme di (m−k) elementi
moltiplicato per il numero di sottoinsiemi di E formati da (m − k) elementi. Il significato
della formula è quindi di ricavare il numero delle applicazioni surgettive togliendo dal
numero di tutte le applicazioni quello delle non surgettive. Ma, se togliamo m · (m − 1)n

togliamo troppo, perché quelle che hanno immagine contenuta in un sottoinsieme di (m−2)
elementi sono state tolte più volte. Allora si aggiunge il terzo addendo, ma, se m > 3,
abbiamo aggiunto troppo e dobbiamo togliere le applicazioni che hanno per immagine
sottoinsiemi di (m − 3) elementi, etc.

Proposizione 6.5. Siano E, F due insiemi finiti non vuoti, con lo stesso numero
n di elementi. Un’applicazione f : E → F è surgettiva se e soltanto se è iniettiva.

Il numero delle applicazioni bigettive di E in F è n! = n(n − 1) · · · 2 · 1.

Dimostrazione. Dimostriamo la tesi per induzione sul numero n di elementi
di E ed F. Se n = 1, vi è una sola applicazione di E in F, che è sia iniettiva che
surgettiva. Supponiamo ora n ≥ 2 e che l’enunciato del teorema sia valido per
insiemi con meno di n elementi.
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Sia f : E → F iniettiva. Fissiamo x0 ∈ E e poniamo y0 = f (x0) ∈ F. La
restrizione di f definisce un’applicazione iniettiva f ′ : E \ {x0} → Y \ {y0}. Per
l’ipotesi induttiva f ′, essendo iniettiva tra due insiemi di (n−1) elementi, è anche
surgettiva. L’immagine di f contiene sia l’immagine Y \ {y0} di f ′ che il punto y0
ed è perciò surgettiva.

Sia f : E → F surgettiva. Fissiamo x0 ∈ E e siano y0 = f (x0), y1 ∈ F \ {y0}.
Definiamo g : E \ {x0} → F \ {y0} mediante

g(x) =

 f (x) se x < f −1(y0),
y1 se f (x) = y0, x , x0.

La g è surgettiva, perché f (E \ f −1({y0})) = Y \ {y0} ⊆ g(E \ {x0}) ⊆ Y \ {y0}. Per
l’ipotesi induttiva g, essendo surgettiva tra due insiemi di (n−1) elementi, è anche
iniettiva. Ne segue che f (x) = g(x) , y0 se x , x0 e che quindi anche f è iniettiva.

Poiché abbiamo dimostrato che l’insieme delle applicazioni bigettive di E in
F è uguale ad Inj (E, F), il loro numero è n! per il Lemma 6.3. �

Osservazione 6.6. Dall’Oss. 6.4 e dalla Prop. 6.5 ricaviamo la formula∑n−1

k=0
(−1)k

(
n
k

)
(n − k)n = n!.

Corollario 6.7. Le permutazioni di un insieme finito, composto da n elementi,
con il prodotto di composizione, formano un gruppo finito di ordine n!. �

Proposizione 6.8. Ogni gruppo finito si può identificare a un sottogruppo di un
gruppo di permutazioni.

Dimostrazione. L’enunciato è una conseguenza immediata del Teorema 5.2.
�

Osservazione 6.9. Oltre alle traslazioni a sinistra, possiamo considerare le tra-
slazioni a destra Ra : G 3 x → xa ∈ G e l’aggiunta ad(a) : G 3 x → ad(a)(x) =

a x a−1 ∈ G. L’applicazione ad : G → S(G) è un omomorfismo di gruppi. Esso
può non essere iniettivo: il suo nucleo è un sottogruppo normale di G, che si dice il
suo centro. È l’insieme degli elementi a ∈ G che commutano con tutti gli elementi
del gruppo:

Centro di G = Z(G) = {a ∈ G | ax = xa, ∀x ∈ G}.

La traslazione a destra è un antiomomorfismo di gruppi. Ciò significa che
Ra ◦ Rb = Rba, per ogni a, b ∈ G, cioè che ai prodotti in G corrispondono in S(G)
i prodotti degli ementi corrispondenti, ma eseguiti nell’ordine opposto. Si può
verificare che la G 3 a → Ra−1 ∈ S(G) è un omomorfismo di gruppi, perché
(ab)−1 = b−1a−1 per ogni a, b ∈ G e quindi la a → Ra−1 , composta di due
antiomomorfismi, è un omomorfismo.

Definizione 6.2. Chiamiamo trasposizione una permutazione τ di un insieme
E che scambi tra loro due elementi distinti di E e lasci fissi tutti gli altri.
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Siano p1, p2 due elementi distinti di un insieme E. La trasposizione τp1,p2 che
li scambia tra loro è definita da

τp1,p2(p) =


p2, se p = p1,

p1, se p = p2,

p, se p ∈ E \ {p1, p2}.

Le trasposizioni τ sono delle involuzioni. Soddisfano cioè τ2 = τ ◦ τ = idE .
Per la proprietà associativa del prodotto, in un gruppo G è possibile definire

senza ambiguità il prodotto di un suo qualsiasi sottoinsieme finito ed ordinato for-
mato da due o più elementi. È conveniente estendere questa nozione anche al caso
di insiemi che contengano meno di due punti, adottando la la convenzione per cui
il prodotto del sottoinsieme vuoto è la sua identità, ed il prodotto di un singoletto
l’elemento che lo compone. Abbiamo allora

Proposizione 6.10. Se E è un insieme finito di n ≥ 1 elementi, allora ogni
elemento di S(E) si può scrivere come prodotto di al più n−1 trasposizioni.

Dimostrazione. Se E contiene un solo elemento, allora S(E) consiste della sola
identità, che per la nostra convenzione è prodotto di 0 trasposizioni. Se E = {p, q}
ha due elementi, allora S(E) = {idE , τp,q} e quindi la tesi è verificata, perché idE è
prodotto di zero e τp,q di una trasposizione. Quindi, per la nostra convenzione, la
proposizione è verificata quando E contiene al più due elementi. Per dimostrarla
con insiemi di più di due elementi, ragioniamo per induzione sul numero n di
elementi di E. Supponiamo che n > 2 e che la tesi sia vera per permutazioni
di meno di n elementi. Fissiamo un qualsiasi elemento σ di S(E).

Se σ lascia fisso un punto p0 di E, allora σ|E\{p0} è una permutazione di un
insieme di n−1 elementi, e quindi, per l’ipotesi induttiva, si scrive come il prodotto
di al più n−2 trasposizioni di E \ {p0}, che si estendono a trasposizioni di E che
lasciano fisso p0 ed il cui prodotto è σ.

Se σ non lascia fisso nessun elemento di E, fissiamo un punto p0 di E e sia
p1 = σ(p0). Allora σ′ = τp0,p1 ◦ σ lascia fisso il punto p0 ed è quindi, per l’ipotesi
induttiva, prodotto di al più n−2 trasposizioni: σ′ = τ1 ◦ · · · ◦ τk, con 0 ≤ k ≤ n−2.
Quindi

σ = τp0,p1 ◦ σ
′ = τp0,p1 ◦ τ1 ◦ · · · ◦ τk

è prodotto di k+1 ≤ n−1 trasposizioni. �

Gli elementi di un insieme finito E di n elementi possono essere contati, messi
cioè in corrispondenza biunivoca con gli interi 1, 2, . . . , n. In questo modo il gruppo
S(E) si identifica con il gruppo Sn delle permutazioni dell’insieme {1, 2, . . . , n}.

7. Sottogruppi ciclici e decomposizione ciclica

Per descriverne gli elementi ed effetturare i calcoli nel gruppo delle permuta-
zioni è conveniente introdurre la nozione di ciclo e di decomposizione ciclica.
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7.1. Potenze con esponente intero. Dato un intero positivo n ed un nume-
ro k, chiamiamo potenza n-esima di k il prodotto di n copie di k. Formalmente,
definiamo per ricorrenza k1 = k,

kn+1 = k · kn per n ≥ 1.

Se k ammette un’inversa 1
k , definiamo le sue potenze negative di k ponendok−1 = 1

k ,

k−(n+1) = 1
k · (

1
k )n, per n ≥ 1.

Con k0 = 1 vale allora la formula del prodotto

km · kn = km+n, ∀m, n ∈ Z.

Questa costruzione si può ripetere sostituendo a k un elemento a di un gruppo
G. Le sue potenze intere sono definite per ricorrenza da:

a0 = e,
an = an−1a se n ∈ Z, n > 0,
a−n = a1−na−1 se n ∈ Z, n > 0,

e vale la regola del prodotto:

anam = an+m, ∀m, n ∈ Z.

In particolare:

Proposizione 7.1. L’applicazione

Z 3 m −→ am ∈ G

è l’unico omomorfismo del gruppo additivo Z nel gruppo G che trasforma 1 nel-
l’elemento a di G. �

L’immagine di un omomorfismo è un sottogruppo e quella di un gruppo com-
mutativo un sottogruppo commutativo. Quindi:

Lemma 7.2. L’insieme 〈a〉 = {an | n ∈ Z} è un sottogruppo abeliano di G. �

Definizione 7.1. Chiamiamo 〈a〉 = {an | a ∈ Z} il sottogruppo ciclico generato
da a. Il suo ordine, finito o infinito, si dice l’ordine di a.

Esempio 7.1. I numeri complessi di modulo 1 formano un sottogruppo molti-
plicativo S1 di C∗. Ogni z in S1 si scrive nella forma z = eiθ = cos θ+i sin θ, e
zn = ei n θ = cos(nθ)+i sin(nθ) per ogni intero n. L’elemento z ha ordine finito se e
soltanto se θ/π è un numero razionale. Se θ/(2π) è un numero razionale della forma
p/q, con p, q interi senza fattori primi in comune e q positivo, allora q è l’ordine di
z. Gli elementi di 〈z〉 sono, in questo caso, i vertici del poligono regolare di q lati
inscritto nella circonferenza unitaria e con un vertice nel punto 1 ≡ (1, 0).

Se θ/π non è un numero razionale, allora le potenze ei n θ, al variare di n in
Z, sono tutte distinte e formano un’infinità numerabile di punti che sono densi in
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S 1: per ogni punto z di S 1 ed ogni ε > 0 possiamo trovare infiniti n ∈ Z con
|z − ei n θ| < ε.

Lemma 7.3. Sia G un gruppo, con identità e.
(1) L’identità e di G è il suo solo elemento di ordine 1.
(2) Un elemento a di G ha ordine finito se e soltanto se esiste un intero po-

sitivo n per cui sia an = e, e l’ordinedi a è, in questo caso, il più piccolo
intero positivo con questa proprietà. Abbiamo allora

〈a〉 = {e, a, a2, . . . , an−1}.

(3) Se G è finito, tutti i suoi elementi hanno ordine finito, ed il loro ordine
divide l’ordine del gruppo.

Dimostrazione. (1). Dire che a ∈ G ha ordine 1 significa che {an | n∈Z}= {e}.
In particolare a = a0 = e.

(2). Se 〈a〉 è finito, gli elementi di 〈a〉 non possono essere tutti distinti e quindi
ci sono due interi h, k con h < k per cui ah = ak. Allora k − h è un intero positivo
per cui ak−h = e. Se n è il più piccolo intero positivo con an = e, allora, per ogni
intero k è ak = ah se h ∈ {0, 1, . . . , n − 1} è il resto intero della divisione di k
per n. Quindi 〈a〉 = {e, a, . . . , an−1}. Gli elementi e, a, . . . , an−1 sono tutti distinti,
perché altrimenti, se ci fossero due interi h1, h2 con 0 ≤ h1 < h2 < n ed ah1 = ah2 ,
avremmo anche ah2−h1 = e, con 0 < h2 − h1 < n, contraddicendo cosı̀ la scelta di n
come più piccolo intero positivo con questa proprietà.

(3). L’ultima affermazione segue dal Lemma 2.1, perché l’ordine di a è quello
del sottogruppo ciclico 〈a〉. �

7.2. Decomposizione ciclica. Sia G un gruppo di permutazioni di un insieme
finito E.

Lemma 7.4. Per ogni elemento a di G e p di E esiste un più piccolo intero
positivo n tale che an(p) = p. Allora

〈a〉p = {ak(p) | k ∈ Z} = {p, a(p), a2(p), . . . , an−1(p)}

è un insieme che contiene n punti distinti.

Dimostrazione. Dimostriamo che esiste un più piccolo intero positivo n per
cui an(p) = p. Poiché E è finito, 〈a〉p ⊆ E è un insieme finito. Non può quindi
contenere infiniti elementi distinti e perciò ci sono due interi h, k, con h < k, per
cui sia ak(p) = ah(p). Applicando a−h ad ambo i membri di questa uguaglianza
otteniamo che ak−h(p) = p. Questo dimostra che esistono interi positivi m per cui
am(p) = p. Per il principio d’induzione c’è allora un minimo intero positivo n per
cui an(p) = p. Poiché

aqn+r(p) = ar(aqn(p)) = ar(an(· · · an(p) · · · )) = ar(p)

per ogni scelta degli interi q ed r, per ogni intero m è am(p) = ar(p) se r, con
0≤r< n, è il resto della divisione intera di m per n. È poi ah(p) , ak(p) se 0 ≤ h <
k < n, perché ak−h(p) , p in quanto k − h < n. �

Definizione 7.2. L’insieme 〈a〉p si dice un’orbita di 〈a〉 in E.
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Lemma 7.5. Sia a ∈ G. L’insieme E è unione disgiunta di orbite di 〈a〉.

8. Decomposizioni e segnatura delle permutazioni

Consideriamo il gruppo Sn delle permutazioni di un insieme En formato da n
elementi, che possiamo supporre essere i primi n interi positivi: En = {1, . . . , n}.
Un elemento σ di Sn è un’applicazione bigettiva di En in sé. Un modo conveniente
di rappresentarlo consiste nel decomporlo in prodotto di cicli disgiunti.

Definizione 8.1. Se σ1, . . . , σm è una m-upla di elementi distinti di En, la loro
permutazione ciclica, o semplicemente ciclo, è la permutazione φ ∈ Sn definita da

φ(i) =


i, se i < {σ1, . . . , σm},

σh+1, se i = σh con 1 ≤ h < m,
σ1 se i = σm.

La φ si indica con (σ1, . . . , σm) e si dice un ciclo di lunghezza m.

σ1

��
σ2

''

:
E

N

σm

hh

σm−1

CC

Osserviamo che il ciclo (σ1, σ2, . . . , σm) è lo stesso del ciclo (σ2, σ3, . . . , σm, σ1).
La permutazione è cioè caratterizzata dall’ordine ciclico degli elementi, in cui cia-
scuno ha un successivo e un precedente, ma non c’è un primo od ultimo elemento.
Con la scelta di En = {1, . . . , n}, possiamo determinare in modo univoco la stringa
(σ1, . . . , σm) che descrive il ciclo richiedendo che σ1 sia il più piccolo tra i numeri
σ1, . . . , σm.

Un ciclo di un solo elemento rappresenta l’identità e quindi in una rappresen-
tazione di una permutazione come prodotto di permutazioni cicliche può essere
omesso. Un ciclo di due elementi rappresenta una trasposizione.

Le permutazioni corrispondenti a due cicli disgiunti commutano tra loro.

Proposizione 8.1. Ogni permutazione in Sn si può fattorizzare in modo unico
come prodotto di cicli disgiunti.

Dimostrazione. Fissiamo un elemento σ di Sn. Poiché Sn è un gruppo finito, σ
ha ordine m finito. Ricordiamo che m è il più piccolo intero positivo per cui

σ
m = σ ◦ · · · ◦ σ︸      ︷︷      ︸

m volte

= idEn .

Per il Lemma 7.3,
G = {idEn , σ, . . . , σ

m−1}

è un sottogruppo del gruppo simmetrico. Sotto l’azione di G, l’insieme En si de-
compone in un numero finito di orbite di G, diciamo F1, . . . , Fk. Su ciascuna di
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esse σ definisce un ciclo. Se indichiamo con σ j il ciclo in Sn che agisce come σ su
Fj e lascia fissi tutti gli altri elementi di En, otteniamo la decomposizione

σ = σ1 ◦ · · · ◦ σk

di σ come prodotto di cicli disgiunti. �

Osservazione 8.2. L’ordine dell’elemento σ ∈ Sn è il minimo comune multiplo
delle lunghezze dei cicli della sua decomposizone ciclica.

Possiamo calcolare la decomposizione ciclica di un elemento σ di Sn assegnato
nel modo seguente. Consideriamo innanzi tutto il ciclo 1, σ(1), σ2(1), . . . che si
ottiene, a partire da 1 ed iterando l’applicazione σ. Questa è l’orbita di 1 rispetto
al sottogruppo G nella dimostrazione della Proposizione 8.1. Abbiamo osservato
nel Lemma 7.4 che c’è un più piccolo intero m1 per cui σm1(1) = 1 e gli elementi
1, σ(1), . . . , σm1−1(1) sono distinti.

Se {1, σ(1), . . . , σm1−1(1)} = En, allora la σ è il ciclo (1, σ(1), . . . , σm1−1(1)).
Altrimenti, cancelliamo da En i numeri di questa sequenza e fissiamo uno di quelli
che restano, ad esempio il più piccolo n2. C’è un più piccolo intero positivo m2
tale che σm2(n2) = n2. Allora n2, σ(n2), . . . , σm2−1(n2) sono distinti e definiscono
un nuovo ciclo (n2, σ(n2), . . . , σm2−1(n2)).

Se {1, σ(1), . . . , σm1−1(1)} ∪ {n2, σ(n2), . . . , σm2−1(n2)} = En, allora
σ = (1, σ(1), . . . , σm1−1(1))(n2, σ(n2), . . . , σm2−1(n2)).

(Si usa indicare la composizione di due cicli semplicemente scrivendoli l’uno ac-
canto all’altro). Altrimenti si prende il più piccolo n3 che non appartenga a nessuna
delle due sequenze e si utilizza per costruire un altro ciclo. La decomposizione si
ottiene per ricorrenza, dopo un numero finito di passi.

Esempio 8.1. Calcoliamo la decomposizione ciclica della permutazione

σ = (1, 3, 5)(2, 3)(1, 4, 7)(4, 6, 8) ∈ S8.

Come abbiamo detto sopra, i cicli rappresentano permutazioni e la loro giustappo-
sizione la composizione delle diverse permutazioni. La σ è quindi una composizio-
ne di quattro permutazioni. Calcoliamo i cicli (ad ogni freccia corrisponde l’appli-
cazione successiva dei cicli il cui prodotto esprime σ, da destra a sinistra, al primo
elemento della riga; la riga successiva comincia con l’ultimo della precedente)

1→ 1→ 4→ 4→ 4,
4→ 6→ 6→ 6→ 6,
6→ 8→ 8→ 8→ 8,
8→ 4→ 7→ 7→ 7,
7→ 7→ 1→ 1→ 3,
3→ 3→ 3→ 2→ 2,
2→ 2→ 2→ 3→ 5,
5→ 5→ 5→ 5→ 1.
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Poiché {1, 4, 6, 8, 7, 3, 2, 5} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} la σ è la permutazione ciclica

σ = (1, 4, 6, 8, 7, 3, 2, 5).

Calcoliamo la decomposizione ciclica di

σ = (1, 2, 4, 5, 6)(1, 2, 3, 5, 6, 7) ∈ S7.

Il ciclo di 1 è (1, 4, 5); quello di 2 è (2, 3, 6, 7). Poiché i due cicli esauriscono tutti i
numeri tra 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, otteniamo

σ = (1, 4, 5)(2, 3, 6, 7).

Lemma 8.3. Un ciclo di lunghezza m è prodotto di (m − 1) trasposizioni.

Dimostrazione. Abbiamo infatti

(1, 2, . . . ,m) = (1, 2)(2, 3) · · · ( j, j + 1) · · · (m − 1,m),

da cui possiamo ricavare che, per m oggetti distinti σ1, . . . , σm è

(8.1) (σ1, . . . , σm) = (σ1, σ2)(σ2, σ3) · · · (σ j, σ j+1) · · · (σm−1, σm). �

Dall’unicità della decomposizione ciclica ricaviamo:

Proposizione 8.4. La parità del numero dei fattori nella decomposizione di
una permutazione σ in prodotto di trasposizioni non dipende dalla particolare
decomposizione scelta. �

Definizione 8.2. La segnatura di una permutazione σ è

+1, se σ è prodotto di un numero pari di trasposizioni,
−1, se σ è prodotto di un numero dispari di trasposizioni.

Indichiamo con ε(σ) la segnatura di σ.

Per come è stata definita, la segnatura del prodotto di due o più permutazioni è
il prodotto delle loro segnature:

Proposizione 8.5. La segnatura è un omomorfismo del gruppo Sn nel gruppo
moltiplicativo {±1}. �

Osserviamo che la segnatura di un ciclo di lunghezza m è (−1)m−1 e quindi è fa-
cile calcolare la segnatura di una permutazione a partire da una sua espressione co-
me prodotto di cicli. Ad esempio, (1, 2, 4, 5, 6)(1, 2, 3, 5, 6, 7) = (1, 4, 5)(2, 3, 6, 7)
ha segnatura −1 perché prodotto di un ciclo di lunghezza dispari e di un ciclo di
lunghezza pari.

(1, 3, 5)(2, 3)(1, 4, 7)(4, 6, 8) = (1, 4, 6, 8, 7, 3, 2, 5) ha anch’essa segnatura ne-
gativa, in quanto prodotto di tre cicli di lunghezza tre e di una trasposizione, oppure
perché uguale ad un ciclo di lunghezza otto.

Le permutazioni con segnatura positiva sono il nucleo dell’omomorfismo-se-
gnatura e sono quindi gli elementi di un sottogruppo normale di Sn.

Definizione 8.3. Si chiama gruppo alterno di ordine n il sottogruppo normale
An di Sn formato dalle permutazioni di segnatura (+1).
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Possiamo rappresentare S3 come il gruppo delle isometrie di un triangolo equi-
latero. In questo caso le permutazioni di segnatura (+1) sono l’identità e le (1, 2, 3),
(1, 3, 2), che rappresentano rotazioni di angoli 2π/3 e 4π/3 (corrispondenti a 120o e
240o intorno al centro del triangolo); quelle di segnatura (−1) sono le trasposizioni
(1, 2), (1, 3) e (2, 3), che corrispondono alle simmetrie rispetto agli assi dei lati i cui
estremi sono rappresentati dalla coppia nella parentesi.

Possiamo considerare S4 come il gruppo delle isometrie di un tetraedro rego-
lare. Il gruppo alterno A4 è il sottogruppo delle rotazioni del tetraedro, mentre
le permutazioni con segnatura negativa corrispondono alla composizione di una
rotazione e di una simmetria rispetto a un piano.

Le rotazioni sono dei tipi seguenti:

(1) l’identità;
(2) le rotazioni di angoli 120o e 240o intorno agli assi perpendicolari alle fac-

ce nei loro centri. Le corrispondenti permutazioni sono (1, 2, 3), (1, 3, 2),
(1, 2, 4), (1, 4, 2), (1, 3, 4), (1, 4, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 3);

(3) le rotazioni di 180o, cioè le simmetrie, rispetto agli assi che congiungono
i punti medi di due lati opposti; esse corrispondono alle trasposizioni
(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3).

L’identità, insieme alle simmetrie assiali (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), forma
un gruppo V di ordine quattro, che si dice il quadrigruppo, o anche gruppo di
Klein6 o Vierergroup, che è un sottogruppo commutativo e normale di S4.

Nel tetraedro ci sono tre coppie di lati opposti. Un’isometria del tetraedro
manda coppie di lati opposti in coppie di lati opposti e quindi definisce una per-
mutazione su un insieme di tre elementi. Il gruppo di Klein V è il sottogruppo
di S4 che fissa le coppie di lati opposti del tetraedro ed è quindi il nucleo di un
omomorfismo S4 → S3.

Osserviamo che V si può descrivere in modo astratto, per mezzo di generatori
e relazioni, con la formula

V =
〈
a, b | a2 = 1, b2 = 1, (ab)2 = 1

〉
.

Gli elementi di segnatura (−1) di S4 sono:

(1) le trasposizioni (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4), che corrispondono
alle simmetrie rispetto ai piani per un lato perpendicolari al lato opposto;

(2) i cicli di lunghezza quattro (1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 3, 4, 2),
(1, 4, 2, 3), (1, 4, 3, 2) che corrispondono ad anti-rotazioni di angolo π.
Queste si ottengono componendo una delle rotazione di 180o gradi del
gruppo di Klein con una simmetria rispetto ad uno dei lati scambiati dalla

6Introdotto da Klein nel suo Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflsung der Gleichungen
vom fünften Grade (Letture sull’icosaedro e le soluzioni dell’equazione di quinto grado), nel 1884.

Il matematico tedesco Felix Christian Klein (1849-1925) è ricordato per i suoi contributi alle
geometrie non euclidee, per il collegamento tra geometria e teoria dei gruppi da lui esplicitato nel
programma di Erlangen del 1872, per vari contributi alla teoria delle funzioni e per la sua botti-
glia, che non ha interno ed esterno e che quindi non si può immergere nello spazio ordinario a tre
dimensioni.
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rotazione. Ad esempio,

(1, 3)[(1, 2)(3, 4)] = (1, 2, 3, 4), (1, 4)[(1, 2), (3, 4)] = (1, 2, 4, 3).

Osservazione 8.6. In generale, si possono rappresentare gli elementi Sn con
n > 3 come le isometrie di uno spazio Euclideo di dimensione n che lasciano
invariante un simplesso regolare di n vertici. Per rappresentarlo analiticamente, è
conveniente identificare lo spazio Euclideo di dimensione n all’iperpiano

H = {x0 + x1 + · · · + xn = 1} ⊂ Rn+1.

Il simplesso di n-vertici è la figura convessa generata dai versori degli assi:

Σn = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ H | x0 ≥ 0, x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0}.

Se n , 4 il gruppo alterno An è l’unico sottogruppo normale proprio non banale
di Sn ed è semplice, non contiene cioè sottogruppi normali propri non banali.

9. Esempi

Esempio 9.1. Sia
G = {a + b 3√2 + c 3√4 | a, b, c ∈ Q, a2 + b2 + c2 > 0}.

Si verifica che G è un gruppo con l’operazione di moltiplicazione.
Il gruppo G contiene 1, che è l’identità per la moltiplicazione.
Se k = a + b 3√2 + c 3√4 ed h = α + β

3√2 + γ
3√4, è

h · k = (a · α + 2 · c · β + 2 · b · γ) +
3√
2 · (b · α + a · β + 2 · c · γ)

+
3√
4 · (c · α + b · β + a · γ).

Quindi G è chiuso rispetto alla moltiplicazione, che ovviamente è associativa e
commutativa perché restrizione della moltiplicazione tra numeri reali. Resta da
verificare l’affermazione relativa all’esistenza dell’inversa. Per questo utilizziamo
la nozione di massimo comun divisore di polinomi (vedi §7 del Cap.3). Al numero
k associamo il polinomio p(x) = a + bx + cx2 ∈ Q[x], con p( 3√2) = k. Poiché
x3−2 non ha radici razionali, è irriducibile sui razionali e quindi il massimo comun
divisore tra x3 − 2 e p(x) è 1. Ciò significa che possiamo trovare due polinomi
q(x), q1(x) ∈ Q[x] tali che

q(x) · p(x) + q1(x) · (x3 − 2) = 1.

Sostituendo ad x la radice cubica di due, otteniamo allora

q(
3√
2) · k = 1.

Quindi q( 3√2) ∈ G è l’inversa moltiplicativa di k.
Concludiamo questo esempio osservando (vedi il Cap.7) che V = G ∪ {0} è

uno spazio vettoriale di dimensione 3 sui razionali, di cui 1, 3√2, 3√4 è una base. La
moltiplicazione per k è allora un’applicazione Q-lineare di V in sé cui corrisponde
la matrice a 2c 2b

b a 2c
c b a

 ,
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che ha determinante (a3 + 2b2 + 4c3 − 6abc). Il fatto che tutti i k , 0 ammettano
un’inversa moltiplicativa è allora equivalente ad affermare che l’equazione cubica

(∗) x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz = 0

non ammette soluzioni razionali non nulle, cioè (vedi Cap.15) la cubica proiettiva
(∗) non ha punti razionali.

Esempio 9.2. Si calcoli l’ordine del gruppo delle isometrie dello spazio che
trasformano in sé un dodecaedro regolare.

Un dodecaedro regolare P è un poliedro con 12 facce, che sono pentagoni
regolari. Indichiamo con G il gruppo cercato. Esso opera transitivamente sulle
facce di P. Il sottogruppo H degli elementi di G che trasformano in sé una delle
facce di P è isomorfo al gruppo diedrale D5. Abbiamo perciò

|G| = 12 · |D5| = 12 · 10 = 120.

Esempio 9.3 (Gruppi diciclici). Il gruppo diciclico Dicn si può descrivere uti-
lizzando due generatori, che indichiamo con s e t, ed imponendo che valgano le
relazioni

sn = t2 = (st)2.

Queste sono equivalenti a

s2n = e, t2 = sn, t−1st = s−1.

Infatti t2 = (st)2 è equivalente ad sts = t, cioè t−1st = s−1 e quindi

sn = t2 = t−1t2t = t−1snt = (t−1st)n = s−n ⇔ s2n = e.

Osserviamo che t4 = sn · sn = s2n = e; il generatore t ha quindi ordine 4. La
relazione (s · t)2 = t2 si può anche scrivere nella forma s · t = t · s−1 = t · s2n−1 e da
questa deduciamo che ogni elemento di Dicn si può scrivere in modo unico come
un prodotto sh · tk con 0 ≤ h < 2n e 0 ≤ k < 4 e quindi il suo ordine è |Dicn| = 4n.

Possiamo pensare di ottenere Dicn dal gruppo ciclico di ordine pari C2n me-
diante l’aggiunta di un secondo generatore, di ordine 4, che definisce un automor-
fismo di Dicn che trasforma s in s−1, da cui il nome di diciclico, cioè doppiamente
ciclico.

Geometricamente, si può rappresentare come il sottogruppo moltiplicativo di
quaternioni (vedi §1 del Cap.22) unitari, generato da s = (cos(πn )+i sin(πn ) e t = j ,
ove abbiamo indicato con i , j , k la base canonica dei quaternioni immaginari, con
i · j = k .

Osserviamo che Dic1 è il gruppo ciclico di ordine quattro generato da t. Il
più piccolo dei gruppi diciclici che non sia ciclico è il gruppo quaternionico Q,
corrispondente al caso n = 2. Le relazioni

s2 = t2 = (st)2
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che lo definiscono richiamano quelle con cui Hamilton7 descrisse unità immagina-
rie i , j , k , mediante le relazioni

i2 = j 2 = k 2 = i · j · k = −1.

In effetti, Dic2 ' {±1,±i ,±j ,±k }.
Il corpo non commutativo H dei quaternioni di Hamilton è l’insieme di tutte

le somme a1 + bi + cj + dk , con a, b, c, d ∈ R e le operazioni di somma compo-
nente per componente e prodotto associativo e distributivo in cui i simboli i , j , k si
combinano con le regole

i2 = −1, j 2 = −1, k 2 = −1, i · j = −j · i = k , j ·k = −k · j = i , k · i = −i ·k = j ,

che da esse si ricavano.

Esempio 9.4 (Gruppo ottoedrale). Il gruppo ottoedrale binario 2Ot si può de-
finire come il sottogruppo moltiplicativo del gruppo dei quaternioni di lunghezza
uno, formato dagli elementi

2Ot = {±1,±i ,±j ,±k , 1
2 (±1 ± i ± j ± k )} ∪ { 1√

2
(±1 ± a) | a ∈ {i , j , k }}.

ed, in particolare ha ordine |2Ot| = 48.
Se identifichiamo lo spazio vettoriale R3 con lo spazio dei quaternioni pu-

ramente immaginari v = ai + bj + ck (con a, b, c reali), le trasformazioni della
forma

ρα(v) = α · v · ᾱ (prodotto di quaternioni),
al variare di α in 2Ot, formano il gruppo ottaedrale Ot delle rotazioni dello spazio
R3 che trasformano in sé l’ottaedro regolare di vertici {±i ,±j ,±k } ed il cubo di
vertici {±i ± j ± k }.

Per verificare queste affermazioni, osserviamo che, se w = λ1i +λ2j +λ3k , con
λ1, λ2, λ3 ∈ R è un vettore non nullo e poniamo ‖w‖2 = λ2

1 + λ2
2 + λ2

3, allora
• per α = w/‖w‖, la ρα è la simmetria rispetto all’asse R · w ,
• se α = (1 + ‖w‖2)−1/2(1 + w ), allora ρw è una rotazione, intorno all’asse
R · w , di un angolo θ = 2 · arccos[(1 + ‖w‖2)−1/2].

Riferendoci quindi all’ottaedro:
• ad α = ±1 corrisponde l’identità,
• ad α ∈ {±i , ±j , ±k } corrisponde la simmetria rispetto all’asse R · α che

congiunge due vertici opposti,
• ad α ∈ { 1√

2
(±1 ± i ), { 1√

2
(±1 ± j ), { 1√

2
(±1 ± k )} corrispondono rotazioni

di π/2 (cioè 90o) o 3π/2 (cioè 270o) intorno ad un asse che passa per due
vertici opposti;
• ad α ∈ {12 (±1 ± i ± j ± k )} corrisponde una rotazione di un angolo 2π/3

(cioè 120o) oppure 4π/3 (cioè 240o) intorno ad un asse perpendicolare al
centro di una faccia. Ad esempio, se α = 1

2 (1 + i + j + k ), la ρα manda

7Sir William Rowan Hamilton (1805-1965), irlandese, dette contributi fondamentali in molti
settori della matematica ed della fisica. Queste relazioni compaiono nell’articolo: Memorandum
respecting a new system of roots of unity, Philos. Mag. (4) (12), p.446.
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in sé la faccia di vertici i , j , k , e la sua opposta, mandando i in j , j in k ,
k in i .

Esempio 9.5 (Gruppo icosaedrale). L’icosaedro è il poliedro regolare P20 con
20 facce, 12 vertici e 30 lati. Le sue facce sono triangoli equilateri. I 20 centri
delle facce di un icosaedro sono i vertici di un dodecaedro regolare, un poliedro
le cui 12 facce sono pentagoni regolari. Il numero di lati del dodecaedro regolare
è ancora 30. Per calcolare l’ordine del gruppo Ico delle rotazioni che trasformano
P20 in sé, possiamo osservare che Ico è transitivo sulle facce e che il sottogruppo
che trasforma una faccia in sé è il gruppo delle rotazioni di un triangolo equilatero.
Quindi

|Ico| = 3 · 20 = 60.
L’ordine del gruppo completo Icoh delle isometrie di P20 si può ricavare allo stesso
modo, osservando che il gruppo delle isometrie del triangolo rettangolo ha ordine
6 e quindi

|Icoh| = 6 · 20 = 120.
Il gruppo icosaedrale fu descitto da Hamilton8 in termini di generatori e rela-

zioni. Introduciamo ι, κ, λ, con ι una rotazione di angolo π che sovrappone un lato
` a sé stesso, κ una rotazione di 2π/3 intorno al centro di uno dei triangoli dell’i-
cosaedro contenente ` e λ = ι ◦ κ che corrisponde ad una rotazione di angolo 2π/5
intorno al centro di una faccia del dodecaedro che ha per vertici i centri delle facce
di P20. Allora, indicando con id l’identità del gruppo,

Ico ' 〈ι, κ, λ | λ = ι ◦ κ, ι2 = id, κ3 = id, λ5 = id〉.

Questo gruppo è isomorfo al sottogruppo A5 delle permutazioni di 5 elementi che
hanno segnatura positiva.

Possiamo stabiire l’isomorfismo ad esempio utilizzando la corrispondenza:

ι ' (1, 2)(3, 4), κ ' (2, 4, 5), λ = ι ◦ κ = (1, 2, 3, 4, 5).

Dobbiamo però osservare che il gruppo completo delle isometrie di P20, pur
avendo anch’esso ordine 5! = 120, non è isomorfo al gruppo simmetrico su cinque
elementi. Otteniamo Icoh aggiungendo alle trasformazioni di Ico la simmetria
rispetto all’origine.

Poiché non ci sono tassellazioni icosaedriche dello spazio, il gruppo Ico non è
gruppo di simmetria di cristalli.

8 William Rowan Hamilton (1805-1865) lo descrisse nel 1856 nella nota Memorandum
respecting a new System of Roots of Unity, Philosophical Magazine. 12, p.446.

Per divulgare la sua invenzione, H. aveva anche introdotto il gioco icosaedrale, che consiste-
va nel muoversi lungo i lati di una proiezione stereografica dell’icosaedro utilizzando i movimenti
fondamentali descritti dalle trasformazioni ι, κ, λ.



CAPITOLO 6

Matrici

1. Alcune definizioni

Siano m, n due numeri interi positivi ed E un insieme.

Definizione 1.1. Una matrice A di tipo m×n, ovvero con m righe ed n colonne,
a coefficienti in E è il dato, per ogni coppia di indici i, j, con 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,
di un elemento ai, j di E.

L’elemento ai, j è il coefficiente dell’i-esima riga e della j-esima colonna.
Il prodotto mn si dice dimensione della matrice A.

Scriviamo la matrice A nelle forme

(1.1) A = (ai, j) = (ai, j) 1≤i≤m
1≤ j≤n

=


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 . . . am,n

 .
Chiamiamo vettore una matrice

v =


v1
...

vm


con m righe ed una sola colonna, covettore una matrice

η = (η1, . . . , ηn)

con una sola riga ed n colonne.
Indichiamo con Em×n, Em, En, rispettivamente, gli insiemi delle matrici m × n,

degli m-vettori e degli n-covettori a coefficienti in E. Naturalmente, Em = Em×1 ed
En = E1×n.

Si utilizzano vettori e covettori per rappresentare, ad esempio, spostamenti, ve-
locità, accelerazioni, forze applicate; matrici per rappresentare trasformazioni geo-
metriche, forze elastiche, caratteristiche di materiali. Le matrici che considereremo
avranno coefficienti in insiemi sui cui si possono eseguire operazioni algebriche,
come ad esempio campi numerici o polinomi. Definendo operazioni tra matrici sa-
remo allora in grado di costruire, a partire da strutture semplici, strutture algebriche
via via più complicate ed adatte a costruire modelli utili per le applicazioni.

Definizione 1.2. La trasposta di una matrice A ∈ Em×n è la matrice Aᵀ, di tipo
n × m, il cui coefficiente dell’i-esima riga e della j-esima colonna è quello della
i-esima colonna e j-esima riga di A.

119
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È quindi

(1.2) A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 . . . am,n

 −→ Aᵀ =


a1,1 a2,1 . . . am,1
a1,2 a2,2 . . . am,2
...

...
. . .

...
a1,n a2,n . . . am,n

 .
In particolare, il trasposto di un vettore è un covettore, e viceversa. La trasposizione
A→ Aᵀ è una corrispondenza biunivoca tra Em×n ed En×m ed Aᵀᵀ = A.

Due permutazioni σ ∈ Sm e τ ∈ Sn definiscono una corrispondenza biunivoca

Em×n 3 A
(σ,τ)
−−−−−→ Aσ,τ ∈ Em×n,


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 . . . am,n

 −−−−−→


aσ1,τ1 aσ1,τ2 . . . aσ1,τn

aσ2,τ1 aσ2,τ2 . . . aσ2,τn
...

...
. . .

...
aσm,τ1 aσm,τ2 . . . aσm,τn

 .
La Aσ,τ si dice ottenuta da A permutandone le righe e le colonne.

Data A = (ai, j) ∈ Em×n, fissiamo una h-upla d’interi con 1 ≤ i1 < · · · < ih ≤ m
ed una k-upla d’interi 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n. La matrice

Ai1,...,ih
j1,..., jk

= (air , js) 1≤r≤h
1≤s≤k

∈ Eh×k

si dice una sottomatrice di A.
Essa si ottiene cancellando dalla A un certo numero di righe e di colonne.
Date due sequenze

1 ≤ i1, . . . , ih, ih+1, . . . , ik ≤ m ed 1 ≤ j1, . . . , jh, jh+1, . . . , jk ≤ n,
diciamo che la sottomatrice Ai1,...,ih,ih+1,...,ik

j1,..., jh, jh+1,..., jk
è stata ottenuta bordando la Ai1,...,ih

j1,..., jh
con

le righe ih+1, . . . , ik e le colonne jh+1, . . . , jk.

2. Matrici a blocchi

Possiamo formare matrici di matrici, purché il numero di righe delle matrici di
una stessa riga e il numero di colonne di quelle della stessa colonna siano uguali:
assegnati interi positivi m1, . . . ,mh, n1, . . . , nk e, per ogni coppia di indici (i, j) con
1 ≤ i ≤ h, 1 ≤ j ≤ k, una matrice Ai, j ∈ Emi×n j , possiamo considerare la

A =


A1,1 A1,2 . . . A1,k
A2,1 A2,2 . . . A2,k
...

...
. . .

...
Am,1 Am,2 . . . Ah,k


come una matrice m × n a coefficienti in E, con m = m1 + m2 + · · · + mh ed
n = n1 + n2 + · · · + nk. Una A descritta in questo modo si dirà una matrice a bloc-
chi. Naturalmente ogni matrice A si può considerare, in molti modi, come una
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matrice a blocchi e l’utilità e l’interesse della scrittura a blocchi dipendono dal
particolare contesto in cui la stiamo considerando.

3. Matrici a coefficienti scalari

Consideriamo matrici i cui coefficienti appartengano ad un insieme R su cui
siano definite operazioni di somma (che si intende commutativa), e di prodotto (al
solito si usa indicare la somma con con “ +” ed il prodotto con “ · ”, o semplice-
mente giustapponendo gli elementi). Prodotto e somma s’intendono legati dalla
proprietà distributiva1, a destra e a sinistra. Chiamiamo gli elementi di R scalari.
Queste operazioni si estendono immediatamente alle matrici di R m×n, su cui de-
finiamo le operazioni di somma e prodotto (a sinistra o a destra) per uno scalare
mediante

(ai, j) + (bi, j) = (ai, j + bi, j), λ(ai, j) = (λai, j), (ai, j) · λ = (ai, j · λ).

Mentre si suppone sempre che la somma sia commutativa, un prodotto non possie-
de a priori particolari proprietà. Se richiediamo che sia associativo, diciamo che
R è un anello. Un anello si dice commutativo se lo è il suo prodotto ed unitario
se c’è un’unità per il prodotto, cioè un elemento, che in generale si indica con 1,
per cui 1 · a = a · 1 = a per tutti gli elementi a di R (vedi il Cap.20). In generale,
considereremo soprattutto matrici con coefficienti in anelli commutativi unitari2.
In questo caso, lo spazio R m×n delle matrici a coefficienti in R , con le operazioni
di somma e prodotto per scalare è un R -modulo. Se R = K è un campo, allora
Km×n è uno spazio vettoriale su K, o un K-spazio vettoriale.

La matrice nulla3

0 = 0m×n =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


è l’elemento neutro della somma. Osserviamo che

λ · 0m×n = 0m×n ed 1 · A = A · 1 = A, ∀λ ∈ R , ∀A ∈ R m×n.

La somma è commutativa e l’aver scelto gli scalari come elementi di un anello
fa sı̀ che sia distributiva rispetto al prodotto per scalare. Inoltre, ogni elemento A
ammette un unico opposto −A per cui A + (−A) = −A + A = 0m×n.

Vettori, covettori e matrici con coefficienti in un campo K si diranno numerici.

1Questo significa che λ(a+b)=λ·a+λ·b ed (a+b)·λ=a·λ+b·λ, per ogni scelta di a, b, λ in R .
2Come esempi da tenere in mente, si considerino soprattutto i casi in cui R sia un campo K, in

particolare o quello dei numeri reali R, o dei numeri complessi C, o dei numeri razionali Q, oppure
l’anello Z degli interi, o quello, indicato con K[x], dei polinomi a coefficienti in un campo K.

3Ometteremo il pedice “m × n” quando ciò non crei confusione.
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4. Il prodotto righe per colonne

Su matrici a coefficienti scalari si possono definire vari tipi di prodotto. Alcuni
di questi saranno considerati più avanti. Introduciamo qui il prodotto righe per co-
lonne, particolarmente utile per discutere sistemi lineari, gruppi di trasformazioni
e rappresentazioni lineari di gruppi.

Definizione 4.1. Dati un covettore η = (η1, . . . , ηn) ed un vettore v =


v1
...

vn

 della

stessa dimensione n, con coefficienti in un anello R , definiamo il loro prodotto di
accoppiamento ponendo

(4.1) 〈η|v〉 = η1v1 + · · · + ηnvn =
∑n

i=1
ηivi.

Osservazione 4.1. Sottolineiamo che, per poter definire il prodotto d’accop-
piamento occorre che vettore e covettore abbiano la stessa dimensione. A volte,
per distinguere vettori e covettori si usa la notazione 〈η| per indicare un covettore,
|v〉 per indicare un vettore, in modo che il prodotto di accoppiamento si rappresenti
semplicemente giustapponendo i loro simboli.

Possiamo rappresentare una matrice A = (ai, j) 1≤i≤m
1≤ j≤n

∈ R m×n sia come un

m-vettore di n-covettori, che come un n-covettore di m-vettori. Introduciamo le
notazioni

A = (a∗,1, . . . , a∗,n) =


a1,∗
...

am,∗

 , con a∗, j =


a1, j
...

am, j

 , ai,∗ = (ai,1, . . . , ai,n).

Definizione 4.2 (prodotto righe per colonne). Siano A una matrice di R m×n e
B = (b j,k) 1≤ j≤n

1≤k≤p
∈ R n×p una seconda matrice, che ha numero di righe uguale al

numero delle colonne di A. Allora, considerando A come un vettore di n-covettori
e B come un covettore di n-vettori, possiamo accoppiare le righe di A e le colonne
di B, ottenendo una nuova matrice, di tipo m × p, che si indica con AB e si dice il
prodotto righe per colonne di A e B:

AB = (〈ai,∗|b∗,k〉) 1≤i≤m
1≤k≤p

=

(∑n

j=1
(ai, j·b j,k)

)
1≤i≤m
1≤k≤p

∈ R m×p.

Proposizione 4.2. Il prodotto righe per colonne di matrici con coefficienti in
un anello R gode delle proprietà

(A1 + A2)(B1 + B2) = A1B1 + A1B2 + A2B1 + A2B2, ∀Ai ∈ R m×n, Bi ∈ R n×p,

a(AB) = (aA)B, (AB)a = A(Ba), ∀a ∈ R , A ∈ R m×n, B ∈ R n×p,

a(AB) = (aA)B = A(aB), ∀a ∈ R , A ∈ R m×n, B ∈ R n×p, se R è commutativo,

A(BC) = (AB)C, ∀A ∈ R m×n, B ∈ R n×p, C ∈ R p×q.
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Vale ancora una proprietà associativa che ci permette di calcolare utilizzando
matrici a blocchi: se

A =


A1,1 . . . A1,k
...

. . .
...

Ah,1 . . . Ah,k

 , B =


B1,1 . . . B1,`
...

. . .
...

Bk,1 . . . Bk,`


con blocchi compatibili, cioè con Ai, j ∈ R mi×n j , B j,r ∈ R n j×pr per opportuni interi
positivi m1, . . . ,mh, n1, . . . , nk, p1, . . . , p`, allora AB = C per una matrice a blocchi

C =


C1,1 . . . C1,`
...

. . .
...

Ch,1 . . . Ch,`

 , con Ci,r = Ai,1B1,r + · · · + Ai,kBk,r =
∑k

j=1
Ai, jB j,r.

In generale, possiamo dare un senso al prodotto righe per colonne di due matri-
ci quando ciascuna riga della prima contenga tanti elementi quanti ciascuna colon-
na della seconda, sia definito il prodotto di un qualsiasi elemento della i-esima riga
della prima con il corrispondente elemento della j-esima colonna della seconda e
si possano sommare tra loro i risultati di questi prodotti.

Se A ∈ R m×n e B ∈ R n×p, il numero n di righe della trasposta Aᵀ ∈ R n×m di
A è uguale al numero n di colonne della trasposta Bᵀ ∈ R p×n e possiamo quindi
calcolare4 il prodotto righe per colonne BᵀAᵀ.

Proposizione 4.3. Se il prodotto in R è commutativo, allora, per ogni scel-
ta degli interi positivi m, n, p, vale la seguente formula di prodotto delle matrici
trasposte:

(4.2) (AB)ᵀ = BᵀAᵀ, ∀A ∈ R m×n, ∀B ∈ R n×p. �

5. Sistemi e applicazioni lineari

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite si scrive nella forma

(5.1)


a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = y1,

a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = y2,

· · · · · · · · ·

a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = ym.

Gli ai, j e gli yi, per 1 ≤ i ≤ m ed 1 ≤ j ≤ n sono scalari assegnati: gli ai, j sono i
coefficienti e gli yi i termini noti. Risolvere (5.1) significa trovare degli scalari che,
sostituiti alle incognite x j verifichino le m uguaglianze del sistema.

I concetti di algebra lineare che saranno introdotti nel seguito ci permetteran-
no di formulare correttamente e discutere la risolubilità (esistenza/non esistenza,
unicità/molteplicità delle soluzioni) di sistemi lineari nel caso in cui gli scalari
appartengano ad un campo.

4Osserviamo che se m , p, non si può calcolare il prodotto righe per colonne di Aᵀ per Bᵀ.
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I coefficienti del sistema lineare (5.1) formano la sua matrice associata

(5.2) A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n

 ,
mentre le incognite e i termini noti si organizzano in vettori di dimensioni n ed m,
rispettivamente:

(5.3) X =


x1
x2
...

xn

 , Y =


y1
y2
...

ym

 .
Utilizzando il prodotto righe per colonne possiamo riscrivere il sistema lineare
nella forma più compatta

(5.4) AX = Y.

La matrice A ∈ R m×n definisce una corrispondenza

(5.5) LA : R n 3 X −→ AX ∈ R m,

mediante il prodotto righe per colonne, che chiamiamo l’applicazione lineare as-
sociata alla matrice A.

Quindi discutere la risolubilità del sistema lineare (5.1) è equivalente a studiare
la contro-immagine L−1

A (Y) del vettore Y mediante l’applicazione LA.
Osserviamo che in modo analogo possiamo associare ad A un’applicazione

lineare sui covettori:

(5.6) RA : Rm 3 η −→ η A ∈ Rn

che si dice trasposta dell’applicazione LA.
Se R è commutativo, possiamo utilizzare la formula del prodotto delle traspo-

ste: se RA(η) = ξ, abbiamo

ξ
ᵀ = (RA(η))ᵀ = (η A)ᵀ = Aᵀηᵀ = LAᵀ(ηᵀ).

Quindi, identificando vettori e covettori della stessa dimensione mediante la tra-
sposizione, possiamo dire che la trasposta dell’applicazione lineare associata alla
matrice A è l’applicazione lineare associata alla sua trasposta.



CAPITOLO 7

Matrici quadrate e determinanti

1. Matrici quadrate

Il concetto di determinante ed i metodi di calcolo dei determinanti delle matrici
quadrate hanno un ruolo centrale nell’algebra lineare.

Dato un qualsiasi anello R , l’insieme R n×n delle matrici quadrate di ordine n,
con coefficienti in R , con l’usuale operazione di somma e con il prodotto righe
per colonne, è un anello. Ciò significa che per l’operazione di somma R n×n è
un gruppo commutativo, e che il prodotto è associativo e distributivo rispetto alla
somma.

Se R è unitario, anche R n×n è unitario. Ciò significa che contiene una matrice
identità, che indichiamo con In, (o semplicemente I quando non serva indicare
l’ordine della matrice)

I = In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 ∈ R n×n,

che è l’elemento neutro del prodotto. Verifica cioè

I A = A I = A, ∀A ∈ R n×n.

Osserviamo che, anche quando il prodotto in R è commutativo, quello in R n×n in
generale non lo è se n > 1. Ad esempio, se R è unitario, abbiamo(

1 0
0 0

) (
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 0

)
=

(
0 1
0 0

) (
1 0
0 0

)
.

Le matrici quadrate ci permettono quindi di definire strutture algebriche non
commutative a partire da strutture commutative.

L’esempio dato sopra ci dice ancora che non vale per il prodotto di matrici
quadrate di ordine maggiore di uno il principio di cancellazione: il prodotto di due
matrici non nulle può essere la matrice nulla.

Supponiamo che l’anello A sia unitario.

Notazione 1.1. Indicheremo con R (n), oppure con Mn(R ), l’anello R n×n delle
matrici quadrate di ordine n a coefficienti in R .

Definizione 1.1. Una matrice quadrata A ∈ R (n) si dice invertibile se esiste
una matrice B ∈ R (n) tale che

AB = BA = In.

125
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Osservazione 1.2. Poiché il prodotto righe per colonne di matrici quadrate non
è commutativo (se il numero di righe n è maggiore o uguale a due, oppure se l’anel-
lo R non è commutativo), una matrice A ∈ R (n) potrebbe a priori avere un’inversa
a destra e a sinistra distinte. Potrebbero cioè esserci in R (n) due matrici B,C tali
che AB = In e CA = In. Ma, utilizzando la proprietà associativa, verifichiamo
allora che

C = CIn = C(AB) = (CA)B = InB = B, cioè C = B.

Vedremo nel seguito che se una matrice a coefficienti in un anello commutativo
unitario ha un’inversa a destra, questa lo è anche a sinistra, e viceversa.

Nel caso di un anello non commutativo i concetti di inversa destra e sinistra
possono essere del tutto indipendenti. Sia ad esempio R l’anello di tutte le appli-
cazioni di N0 = {0, 1, 2, . . .} in sé. L’applicazione f (n) = n + 1 ammette come
inversa sinistra la g(n) = max{0, n−1}, ma non può avere un’inversa destra, perché
non è surgettiva. Analogamente, la g ha f come inversa destra, ma non può avere
inversa sinistra perché non è iniettiva.

2. Determinante di una matrice quadrata

Sia A =

(
a b
c d

)
una matrice 2 × 2, a coefficienti in un campo K. Dall’identità(

a b
c d

) (
d −b
−c a

)
=

(
d −b
−c a

) (
a b
c d

)
=

(
ad − bc 0

0 ad − bc

)
ricaviamo che condizione necessaria e sufficiente affinché la matrice A sia inverti-
bile è che il numero (ad − bc) sia diverso da zero.

Chiamiamo questo numero determinante di A e lo indicheremo con det(A) o
sostituendo alle parentesi che racchiudono i coefficienti della matrice delle righe
verticali:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣∣∣ = ad − bc.

Supponiamo che i coefficienti a, b, c, d della matrice A siano numeri reali ed
indichiamo con A1, A2 i vettori che formano le sue due colonne:

A1 =

(
a
c

)
, A2 =

(
b
d

)
.

Nel caso di matrici reali, il determinante di A ha il seguente significato geome-
trico:

- il suo valore assoluto |ad − bc| è l’area del parallelogrammo generato da
A1 ed A2, cioè del poligono piano convesso di vertici

(0, 0), (a, c), (a + b, c + d), (b, d);

- il suo segno è positivo se l’angolo di cui dobbiamo ruotare in senso anti-
orario la semiretta di A1 per sovrapporla su quella di A2 è convesso, cioè
minore di un angolo piatto, nullo quando i due vettori appartengano alla
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stessa retta, negativo se l’angolo di cui dobbiamo ruotare in senso anti-
orario la semiretta di A1 per sovrapporla su quella di A2 è concavo, cioè
maggiore di un angolo piatto.

Verifichiamo la formula dell’area del parallelogrammo. Scegliamo come base
il lato corrispondente al vettore A1. La sua lunghezza è

√
a2 + c2. Per calcola-

re l’area, dobbiamo trovare l’altezza rispetto alla base A1, che è la componente
del vettore A2 nella direzione perpendicolare ad A1. Il versore ~u, che si ottiene
ruotando di π/2 in verso antiorario il versore di A1 è

~u =
1

√
a2 + c2

(
−c

a

)
e quindi l’altezza del parallelogrammo è, a meno del segno, il prodotto scalare di
~u per il vettore A2, cioè

~u · A2 =
1

√
a2 + c2

(
−c

a

)
·

(
b
d

)
=

ad − bc
√

a2 + c2
.

Troviamo quindi

Area del parallelogrammo = base × altezza =
√

a2 + c2 ·
|ad − bc|
√

a2 + c2
= |ad − bc|.

Se pensiamo i vettori A1, A2 situati nel piano z = 0 di R3, e quindi come vettori
spaziali con la terza componente nulla

A1 =

ac
0

 , A2 =

b
d
0

 ,
il loro prodotto vettore è un vettore parallelo all’asse zeta, la cui componente è
det(A). Abbiamo cioè ac

0

 ×
b
d
0

 =

 0
0

ad − bc

 =

 0
0

det(A)

 .
2.1. Esistenza e unicità del determinante. Le proprietà dei volumi orienta-

ti, formalmente estese al caso in cui gli scalari appartengano ad un anello com-
mutativo unitario R , caratterizzano algebricamente i determinanti. Vale cioè il

Teorema 2.1 (caratterizzazione del determinante). Siano R un anello commu-
tativo unitario ed n un intero positivo. Esiste un’unica funzione

(2.1) det : R (n) −→ R

che goda delle tre proprietà

(1) det è lineare rispetto a ciascuna colonna;
(2) det è una funzione alternata delle sue colonne;
(3) det(I) = 1.
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Prima di dimostrare il teorema, spieghiamo il significato di (1) e (2).
La linearità rispetto, ad esempio, alla prima colonna, significa che vale la

formula

det(au1 + bw1, v2, . . . , vn) = a det(u1, v2, . . . , vn) + b det(w1, v2, . . . , vn),

∀u1,w1, v2, . . . , vn ∈ R n, ∀a, b ∈ R .

In particolare, il determinante della matrice A′ che si ottiene moltiplicando una
delle colonne della matrice A per un numero a è uguale al prodotto del determi-
nante di A per il numero a. Questo fatto è intuitivo se pensiamo al determinante
come al valore di un volume (orientato): se raddoppiamo la lunghezza di uno dei
lati di un parallelepipedo o di un parallelogrammo, il volume o l’area si raddoppia-
no. Attenzione al fatto che se raddoppiamo due delle dimensioni volume ed area
vengono moltiplicate per quattro, etc.

Il fatto che se una colonna è somma di due vettori il determinante sia la somma
dei determinanti ottenuti sostituendo ciascuno dei due vettori in quella colonna è
naturale se si pensa al fatto che il prodotto vettore in R3 è distributivo rispetto alla
somma.

Ci sono diversi modi di esprimere l’alternanza. Come vedremo nel seguito,
il fatto che il valore del determinante sia un’unità (che, nel caso di un campo, si-
gnifica semplicemente essere diverso da 0) ci dice che i vettori delle colonne della
matrice formano un sistema di riferimento. Nel caso in cui R sia il campo reale
R, il segno positivo o negativo ci dà allora l’informazione sulla sua orientazione.
Scambiare due vettori di un sistema di riferimento vuol dire cambiarne l’orienta-
zione. Poiché le permutazioni sono prodotti di trasposizioni, la proprietà (2) si può
esprimere, nel caso reale, dicendo che il determinante della matrice A′ ottenuta
dalla matrice A mediante una permutazione delle colonne è uguale al determinante
di A moltiplicato per la segnatura della permutazione.

Se vogliamo calcolare determinanti di matrici con coefficienti in arbitrari cam-
pi o anelli unitari commutativi, è necessario formulare la proprietà in modo più
generale. Questa formulazione è equivalente all’enunciato che fa riferimento alla
segnatura delle permutazioni purché nel nostro anello di coefficienti 1 , −1. Que-
sto può non essere vero, ad esempio quando R sia il campo Z2 degli interi modulo
due. Esplicitiamo perciò la (2) nel modo seguente.

(2′) Il determinante di una matrice con due colonne uguali è 0.

Da questa proprietà segue subito la relazione per la segnatura. Consideriamo
la matrice A = (v1, . . . , vn) con v1, . . . , vn ∈ R n. Mostriamo che, per la (2′), il
suo determinante cambia segno se scambiamo tra loro la prima e la seconda colon-
na. Consideriamo il determinante in cui abbiamo sostituito sia alla prima che alla
seconda colonna le loro somme. Allora, per (2′) ed (1),

0 = det(v1 + v2, v1 + v2, v3, . . . , vn)
= det(v1, v1 + v2, v3, . . . , vn) + det(v2, v1 + v2, v3, . . . , vn)
= det(v1, v1, v3, . . . , vn) + det(v1, v2, v3, . . . , vn)

+ det(v2, v1, v3, . . . , vn) + det(v2, v2, v3, . . . , vn)
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= det(v1, v2, v3, . . . , vn) + det(v2, v1, v3, . . . , vn)

perché, sempre per la (2′), il primo e l’ultimo addendo della penultima espressione
si annullano. Quindi

det(v2, v1, v3, . . . , vn) = − det(v1, v2, v3, . . . , vn)

e in modo analogo si verifica che con lo scambio di due qualsiasi altre colonne
otteniamo ancora una matrice A′ con det(A′) = − det(A). Poiché ogni permutazione
è prodotto di un numero finito di trasposizioni e la loro parità ne determina la
segnatura, vale la formula

(2′′) det(vσ1 , . . . , vσn) = ε(σ) det(v1, . . . , vn), ∀σ ∈ Sn.

Dimostrazione del Teorema 2.1. Utilizziamo (1), (2′) e (2′′) per ricavare la
formula del determinante. Utilizziamo la notazione

e1 =



1
...
0
...
0


, . . . , e j =



0
...
1
...
0


, . . . en =



0
...
0
...
1


,

per i vettori che rappresentano i versori degli assi in R n. Per una matrice le cui
colonne siano versori degli assi, il determinante deve essere uguale a

det(eσ1 , . . . , eσn) =

ε(σ), se σ ∈ Sn,
0, se σi = σ j per due interi i, j con 1 ≤ i < j ≤ n.

La matrice A = (ai, j) è scritta come matrice di vettori A = (v1, . . . , vn) con

v j = a1, je1 + · · · + ai, jei + · · · + an, jen, per j = 1, . . . , n.

Possiamo allora calcolare il determinante sviluppandolo rispetto alle colonne:

det(A) = det(v1, v2, . . . , vn) = det(a1,1e1 + · · · + ai,1ei + · · · + an,1en, v2, . . . , vn)
= a1,1 det(e1, v2, . . . , vn) + · · · + ai,1 det(ei, v2, . . . , vn) + · · ·

· · · + an,1 det(en, v2, . . . , vn)

=
∑n

i1=1
ai1,1 det(ei, a1,2e1 + · · · + ai,2ei + · · · + an,2en, v3, . . . , vn)

=
∑n

i1,i2=1
ai1,1ai2,2 det(ei1 , ei2 , v3, . . . , vn)

= · · · · · · =
∑n

i1,i2,...,in=1
ai1,1ai2,2 · · · ain,n det(ei1 , ei2 . . . , ein).

Nell’ultima espressione, tutti gli addendi della sommatoria per cui la n-upla
(i1, i2, . . . , in) non sia una permutazione, sono nulli per la proprietà (2′) e, per
gli altri, il determinante è il segno della permutazione. Otteniamo perciò che il
determinante, se esiste, deve essere definito dalla formula

(2.2) det(ai, j) =
∑

σ∈Sn
ε(σ)aσ1,1aσ2,2 · · · aσn,n.
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Viceversa, utilizzando la (2.2) come definizione del determinante, si può verificare
che esso soddisfa le condizioni (1), (2) e (3). La (1) è conseguenza del fatto che
ogni addendo del secondo membro della (2.2) è lineare rispetto a ciascuna colonna.
Se due colonne, diciamo la i-esima e la j-esima, con i < j sono uguali, la somma a
secondo membro di (2.2) è nulla perché

det(ai, j) =
∑

σ∈Sn
ε(σ)aσ1,1aσ2,2 · · · aσn,n

=
∑

σ∈Sn
σi<σ j

ε(σ)aσ1,1aσ2,2 · · · aσn,n +
∑

σ∈Sn
σi>σ j

ε(σ)aσ1,1aσ2,2 · · · aσn,n

=
∑

σ∈Sn
σi<σ j

(ε(σ) + ε(σ ◦ τi, j)) aσ1,1aσ2,2 · · · aσn,n = 0,

ove abbiamo indicato con τi, j la trasposizione (i, j) ed utilizzato il fatto che

ε(σ ◦ τi, j) = ε(σ) · ε(τi, j) = −ε(σ).

Infine, per la matrice identità, la (2.2) ha un unico addendo non nullo, che corri-
sponde alla permutazione che lascia fissi tutti gli interi {1, . . . , n} ed è quindi 1. �

Definizione 2.1. Chiamiamo determinante di una matrice A ∈ R (n) il valore
det(A) della funzione (2.1).

Il determinante della matrice quadrata A ∈ R (n) è quindi uguale ad una som-
ma i cui addendi, a meno del segno, sono tutti i possibili prodotti che si posso-
no formare scegliendo n coefficienti della matrice in modo che in ognuno di essi
non compaiano né due elementi di una stessa riga, né due elementi di una stessa
colonna.

2.2. Determinante della trasposta. I determinanti si possono caratterizzare
in modo equivalente richiedendo linearità rispetto a ciascuna riga ed alternanza
rispetto alle righe.

Proposizione 2.2. Il determinante di una matrice quadrata è uguale a quello
della sua trasposta.

Dimostrazione. Consideriamo la formula (2.2). Se σ è una qualsiasi permuta-
zione e σ−1 la sua inversa, abbiamo

aσ1,1aσ2,2 · · · aσn,n = a1,σ−1
1

a2,σ−1
2
· · · an,σ−1

n
,

perché i due prodotti sono ottenuti l’uno dall’altro permutando i fattori. Abbiamo
allora

det(A) =
∑

σ∈Sn
ε(σ)aσ1,1aσ2,2 · · · aσn,n =

∑
σ∈Sn

ε(σ)a1,σ−1
1

a2,σ−1
2
· · · an,σ−1

n

=
∑

σ∈Sn
ε(σ)a1,σ1a2,σ2 · · · an,σn = det(Aᵀ),

perché ε(σ−1) = ε(σ) e le σ−1 descrivono tutte le possibili permutazioni quando le
σ descrivono tutte le possibili permutazioni. �

Corollario 2.3. Il determinante delle matrici di R (n) è una funzione lineare
rispetto a ciascuna riga ed alternata rispetto alle righe. �
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2.3. Teorema di Binet. Le matrici quadrate n× n a coefficienti in un anel-
lo commutativo unitario R formano un anello unitario per la moltiplicazione ri-
ghe per colonne di matrici. Il determinante è un omomorfismo della struttura
moltiplicativa. Vale infatti il teorema1:

Teorema 2.4 (Binet). Il determinante del prodotto è il prodotto dei determi-
nanti:

(2.3) det(AB) = det(A) · det(B), ∀A, B ∈ R (n).

Dimostrazione. Siano A = (ai, j), B = (bi, j) due matrici di R (n). Indichiamo
con A1, . . . , An le colonne della matrice A. Le colonne C1, . . . ,Cn della matrice C =

AB sono le combinazioni lineari C j =
∑n

i=1Ai · bi, j delle colonne di A. Otteniamo
perciò

det(AB) = det(C1, . . . ,Cn) = det
(∑n

σ1=1
Aσ1 · bσ1,1, . . . ,

∑n

σn=1
Aσn · bσn,n

)
=

∑n

σ1,...,σn=1
det(Aσ1 , . . . , Aσn) · bσ1,1 · · · bσn,n

perché il determinante è lineare rispetto a ciscuna colonna,

= det(A) ·
∑

σ∈Sn
ε(σ) bσ1,1 · · · bσn,n = det(A) · det(B)

perché

det((Aσ1 , . . . , Aσn) =

 0, se σi = σ j per due indici 1 ≤ i , j ≤ n,
ε(σ) · det(A), se σ è una permutazione di {1, . . . , n}.

Questo completa la dimostrazione. �

Corollario 2.5. Condizione necessaria affinché una matrice A ∈ R (n) am-
metta un’inversa (a destra o a sinistra) è che il suo determinante sia un’unità di R ,
che vi sia cioè un elemento k di R tale che det(A) · k = 1. �

Vedremo nel seguito che la condizione del corollario è anche sufficiente per
l’esistenza di un’inversa, sia destra che sinistra. Se R è un campo, la condizione
significa semplicemente che il determinante della matrice è diverso da zero. Se
invece, ad esempio, R =Z è l’anello degli interi, A una matrice a coefficienti in-
teri e vogliamo trovarne un’inversa con coefficienti interi, dovremo richiedere che
det(A) = ±1.

1La formula per il determinante del prodotto è attribuita al matematico francese Jacques Philippe
Marie Binet (1786-1856), uno dei fondatori della teoria delle matrici. A volte la formula è detta di
Cauchy-Binet, citando anche il suo connazionale Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), cui si devono
formidabili contributi alla nascita e allo sviluppo dell’Analisi Matematica.

In §2.7 chiameremo di Cauchy-Binet una generalizzazione al caso di prodotto di matrici
rettangolari.
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2.4. Cofattori. Scriviamo la matrice A = (ai, j)1≤i, j≤n ∈ R (n) come una matri-
ce di n-vettori (A1, . . . , An). Il vettore della colonna j-esima

A j =



a1, j
...

ai, j
...

an, j


,

si può decomporre nella somma A j = a1, je1 + · · · + an, jen. I coefficienti ai, j, al
variare di i tra 1 ed n, sono le sue componenti rispetto alla base canonica.

Definizione 2.2. Chiamiamo cofattore del coefficiente ai, j il determinante αi, j
della matrice che si ottiene sostituendo alla j-esima colonna il vettore ei del riferi-
mento canonico di R n.

Quindi

(2.4)



αi,1 = det(ei, A2, . . . , An),
αi,2 = det(A1, ei, A3, . . . , An),
αi, j = det(A1, . . . , A j−1, ei, A j+1, . . . , An), 2 < j < n − 1,
αi,n−1 = det(A1, . . . , An−2, ei, An),
αi,n = det(A1, . . . , An−1, ei).

Lo scalare αi, j si chiama cofattore perché somma di tutti gli addendi che, nella
formula del determinante, contengono il fattore ai, j, è uguale al prodotto

ai, j · αi, j.

Lemma 2.6. Sia Ai, j ∈ R (n−1) la sottomatrice che si ottiene cancellando la
i-esima riga e la j-esima colonna di A. Allora

(2.5) αi, j = (−1)i+ j det(Ai, j).

Dimostrazione. Calcoliamo il determinante della matrice

A′ = (A1, . . . , A j−1, ei, A j+1, . . . , An).

che si ottiene sostituendo alla j-esima colonna di A il vettore ei della base canonica
di R n. Sottraendo a ciascuna delle rimanenti (n−1) colonne di A′ un multiplo della
j-esima colonna, otteniamo la matrice

A′′ =



a1,1 . . . a1, j−1 0 a1, j+1 . . . a1,n
...

...
...

...
...

...
...

ai−1 . . . ai−1, j−1 0 ai−1, j+1 . . . ai−1,n
0 . . . 0 1 0 . . . 0

ai+1 . . . ai+1, j−1 0 ai+1, j+1 . . . ai+1,n
...

...
...

...
...

...
...

an . . . an, j−1 0 an, j+1 . . . an,n


,
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che ha tutti i coefficienti della i-esima riga e della j-esima colonna uguali a zero,
tranne quello che appartiene sia alla i-esima riga che alla j-esima colonna, che è
uguale ad uno. Scriviamo la A′′ come una matrice di colonne A′′ = (A′′1 , . . . , A

′′
n ),

con A′′j = ei. La matrice B = (ei, A′′1 , . . . , A
′′
j−1, A

′′
j+1, . . . , A

′′
n ) si ottiene dalla A′′

applicando alle sue colonne la permutazione ciclica (1, 2, . . . , j), che ha segnatura
(−1) j−1. Applicando alle righe di B la permutazione ciclica (1, 2, . . . , i), che ha
segnatura (−1)i−1, otteniamo la matrice

B′ =

(
1 0
0 Ai, j

)
.

Abbiamo (vedi anche §2.8)

αi, j = det(A′) = det(A′′) = (−1) j−1 det(B) = (−1) j−1(−1)i−1 det(B′)

= (−1)i+ j det(Ai, j).

ed abbiamo ottenuto cosı̀ la formula che volevamo dimostrare. �

Notazione 2.7. Indichiamo con Cof(A) la matrice (αi, j)1≤i, j≤n i cui coefficienti
sono i cofattori dei corrispondenti coefficienti di A.

2.5. Aggiunta algebrica, inversa di una matrice, formula di Cramer.

Definizione 2.3. Chiamiamo aggiunta algebrica2 della matrice A ∈ R (n), ed
indichiamo con Adj(A) la matrice [Cof(A)]ᵀ, trasposta della matrice dei cofattori
di A.

Osserviamo che le righe della Adj(A) sono i covettori

(2.6)
Ci(A) = (α1,i, . . . ,αn,i)

=
(

det(A1, . . . , Ai−1, e1, Ai+1, . . . , An), . . . , det(A1, . . . , Ai−1, en, Ai+1, . . . , An)
)
.

Come vedremo, la formula dell’inversa e quella di Cramer sono facili conseguenze
del lemma seguente.

Lemma 2.8. Siano A = (A1, . . . , An) ∈ R (n) e Ci(A) ∈ R n i covettori definiti
dalla (2.6). Allora

(2.7) 〈Ci(A)|X〉 = det(A1, . . . , Ai−1, X, Ai+1, . . . , An), ∀X ∈ R n.

Dimostrazione. La (2.7) è conseguenza diretta della linearità del determinante
rispetto alle colonne. Scriviamo X ∈ R n come la somma X = x1e1 + · · ·+ xnen delle
sue componenti rispetto agli assi. Allora

det(A1, . . . , Ai−1, X, Ai+1, . . . , An) =
∑n

i=1
xi det(A1, . . . , Ai−1, ei, Ai+1, . . . , An)

= 〈Ci(A)|X〉.

�

2In inglese si può usare il termine adjugate, riservando adjoint per la trasposta-coniugata di
una matrice a coefficienti complessi. Usiamo la locuzione “aggiunta algebrica” per distinguerla da
“aggiunta”, che utilizzeremo per la trasposta coniugata di una matrice complessa.
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Teorema 2.9 (dell’inversa). Per ogni A ∈ R (n) valgono le formule

(2.8) Adj(A) · A = A · Adj(A) = det(A) · In.

In particolare, A ∈ R (n) è invertibile se e soltanto se det(A) appartiene al
gruppo moltiplicativo R ∗ degli elementi invertibili di R .

Dimostrazione. Abbiamo

Adj(A) · A =



C1(A)
...

Ci(A)
...

Cn(A)


· (A1, . . . , A j, . . . , An) = (〈Ci(A)|A j〉)1≤i, j≤n.

Poiché il prodotto 〈Ci(A)|A j〉 è il determinante della matrice che si ottiene sosti-
tuendo A j nell’i-esima colonna della matrice A, otteniamo

〈Ci(A)|A j〉 =

det(A), se i = j,
0 se i , j,

perché nel secondo caso 〈Ci(A)|A j〉 è il determinante di una matrice con due colon-
ne uguali.

Per dimostrare la seconda formula, osserviamo che, per la definizione dei
cofattori è

(2.9) Adj(Aᵀ) = [Adj(A)]ᵀ, ∀A ∈ R (n).

Trasponendo l’identità Adj(Aᵀ) · Aᵀ = det(Aᵀ) · In = det(A) · In det(A) · In,
otteniamo

det(A) · In = [Adj(Aᵀ) · Aᵀ]ᵀ = A · Adj(A).

Se det(A) ∈ R ∗, allora per la (2.8) la matrice [det(A)]−1Adj(A) è una sua in-
versa. Viceversa, se A ammette un’inversa B ∈ R (n), per il Teorema di Binet
det(B) è un’inversa di det(A) in R e quindi det(A) ∈ R ∗. Questo completa la
dimostrazione. �

Possiamo utilizzare la (2.8) per dimostrare una formula3 di risoluzione per i
sistemi lineari determinati.

Proposizione 2.10 (Formula di Cramer). Sia A ∈ R (n) ed X,Y ∈ R n due vettori
tali che

(2.10) A · X = Y.

Allora le componenti x1, . . . , xn del vettore X verificano le

(2.11) det(A) · xi = det(A1, . . . , Ai−1,Y, Ai+1, . . . , An) = 〈Ci(A)|Y〉, ∀1 ≤ i ≤ n.

3Essa è attribuita a Gabriel Cramer (1704-1752), matematico ginevrino, attivo soprattutto nello
studio delle curve algebriche.
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Dimostrazione. Se vale la (2.10), allora

det(A) · X = Adj(A) · A · X = Adj(A) · Y =


C1(A)
...

Cn(A)

 · Y =


〈C1(A)|Y〉

...
〈Cn(A)|Y〉

 ,
che ci dà la (2.11). �

Osservazione 2.11. Se det(A) ∈ R ∗, la (2.11) ci permette di calcolare l’unica
soluzione X del sistema lineare A · X per ogni assegnato vettore Y.

Esempio 2.1. Consideriamo il sistema lineare
x + 2y − z = a,
x + z = b,
−x + y + 3z = c

e poniamoci il problema di determinare le triple a, b, c di interi per cui ci siano
soluzioni x, y, z intere. Abbiamo∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
1 0 1
−1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 2
0 1 4
−1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣3 2
1 4

∣∣∣∣∣∣ = −10.

Il sistema ammette soluzioni intere per quei valori a, b, c per cui∣∣∣∣∣∣∣∣
a 2 −1
b 0 1
c 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −a − 7b + 2c ≡ 0, mod 10,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a −1
1 b 1
−1 c 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4a + 2b − 2c ≡ 0, mod 10,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 a
1 0 b
−1 1 c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a − 3b − 2c ≡ 0, mod 10

sono divisibili per 10. La somma della prima e della terza dà (−10b) ≡ 0 mod 10
e quindi le condizioni su a, b, c ∈ Z che garantiscono l’esistenza di soluzioni intere
sonoa − 3b − 2c ≡ 0, mod 10,

2b − 4a − 2c ≡ 0, mod 10.
⇔

5a − 5b ≡ 0, mod 10,
c ≡ b − 2a, mod 5

⇔


b = a + 2h,
c = −a + 2h + 5k,
a, h, k ∈ Z.

2.6. Il gruppo lineare. Sia R un anello commutativo unitario. L’insieme R ∗

delle unità di R , cioè dei suoi elementi che ammettono un’inversa per il prodotto,
è un gruppo abeliano moltiplicativo. Per il teorema dell’inversa ed il teorema di
Binet abbiamo

Teorema 2.12. Gli insiemi

GLn(R ) = {A ∈ R (n) | det(A) ∈ R ∗},(2.12)
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SLn(R ) = {A ∈ R (n) | det(A) = 1},(2.13)

con l’operazione interna di prodotto righe per colonne, sono due gruppi. Il secon-
do è un sottogruppo normale del primo.

Il quoziente GLn(R )/SLn(R ) è isomorfo al gruppo moltiplicativo R ∗.

Dimostrazione. Il fatto che GLn(R ) sia un gruppo è conseguenza dell’asso-
ciatività del prodotto righe per colonne di matrici e del Teor.2.9. Per il Teorema di
Binet l’applicazione det : GLn(R )→ R ∗ è un omomorfismo di GLn(R ) nel gruppo
moltiplicativo R ∗ ed SLn(R ) è un sottogruppo normale perché è il suo nucleo.

Per verificare l’ultima affermazione, è sufficiente osservare che, per ogni c∈R ∗,
la matrice 

1
1

. . .

1
c


appartiene a GLn(R ) ed ha determinante c. Quindi, poiché det : GLn(R )→ R ∗ è
surgettiva con nucleo SLn(R ), abbiamo l’isomorfismo GLn(R )/SLn(R )'R ∗. �

Definizione 2.4. Chiamiamo GLn(R ) il gruppo lineare ed SLn(R ) il gruppo
lineare speciale a coefficienti in R .

Esempio 2.2. Consideriamo il gruppo GLn(Z) delle matrici invertibili a coeffi-
cienti interi. Il determinante di una matrice di GLn(Z) è uguale a ±1. Il sottogruppo
SLn(Z) di quelle con determinante 1 ne è un sottogruppo normale di indice due. Se
n > 1 hanno entrambi ordine infinito, perché contengono, ad esempio, le matrici(

Ip B
A Iq + AB

)
, con A ∈ Zq×p, B ∈ Zp×q con p · q > 0, p + q = n.

Esempio 2.3. Sia K un campo di scalari e P = K[x] l’anello dei polinomi a
coefficienti in K. Allora P ∗ ' K∗ è il gruppo moltiplicativo degli scalari non nulli
diK, e GLn(P ) consiste delle matrici di polinomi il cui determinante sia uno scalare
non nullo. Ad esempio, le matrici(

1 x
0 1

)
,

(
1 + x −x

x 1 − x

)
sono elementi di SL2(P ), ed abbiamo(

1 x
0 1

)−1

=

(
1 −x
0 1

)
,

(
1 + x −x

x 1 − x

)−1

=

(
1 − x x
−x 1 + x

)
.

2.7. La formula di Cauchy-Binet. La formula di Cauchy-Binet generalizza
quella di Binet per il determinante del prodotto di matrici e quella del prodotto di
accoppiamento di un covettore per un vettore.

Siano m, n due interi positivi ed A ∈ R m×n una matrice m × n a coefficienti
in R . Scriviamola come una matrice di m-vettori A = (A1, . . . , An). Per ogni m-
upla j1, . . . , jm con 1 ≤ j1, . . . , jm ≤ n indichiamo con A j1,..., jm = (A j1 , . . . , A jm)



2. DETERMINANTE DI UNA MATRICE QUADRATA 137

la matrice di R (m) formata dalle colonne corrispondenti alla scelta degli indici.
Analogamente, se B ∈ R n×m, scriviamola come matrice di m-covettori

B =


B1

...
Bn

 e, per ogni m-upla j1, . . . , jm, con 1 ≤ j1, . . . , jm ≤ n, sia B j1,..., jm =


B j1

...
B jm


la matrice di R (m) le cui righe sono individuate dalla scelta degli indici. Vale la

Proposizione 2.13 (formula di Cauchy-Binet). Siano m, n due interi positivi ed
A ∈ R m×n, B ∈ R n×m. Allora

(2.14)

det(AB) = 0, se m > n,
det(AB) =

∑
1≤ j1<···< jm≤n det(A j1,..., jm) det(B j1,..., jm), se m ≤ n.

Dimostrazione. La dimostrazione è analoga a quella della formula di Binet.
Scriviamo A = (A1, . . . , An), con Ai ∈ R m, come una matrice di colonne. Allora
AB = C = (C1, . . . ,Cm) con C j =

∑n
i=1Ai · bi, j per j = 1, . . . ,m. Otteniamo

det(AB) = det(C1, . . . ,Cm) = det
(∑n

i1=1
Ai1 · bi1,1, . . . ,

∑n

im=1
Aim · bim,m

)
=

∑n

i1,...,im=1
det(Ai1 , . . . , Aim) · bi1,1 · · · bim,m.

Osserviamo che det(Ai1 , . . . , Aim) = 0 quando ii = i j per due indici i, j con 1 ≤ i ,
j ≤ m. Questo si verifica sempre se m > n e quindi det(AB) = 0 in questo caso.
Altrimenti, possiamo raccogliere nella somma gli addendi in cui (i1, . . . , im) sono
una permutazione di una stessa m-upla di indici, che, per fissar le idee, possiamo
scegliere crescenti. Allora

det(AB) =
∑

1≤i1<···<im≤n

∑
σ∈Sm

det(Aiσ1
, . . . , Aiσm

) · biσ1 ,1 · · · biσm ,m

=
∑

1≤i1<···<im≤n
det(Ai1 , . . . , Aim) ·

∑
σ∈Sm

ε(σ) · biσ1 ,1 · · · biσm ,m

=
∑

1≤i1<···<im≤n
det(Ai1,...,im) · det(Bi1,...,im).

Questo completa la dimostrazione. �

2.8. Matrici triangolari a blocchi. Il determinante di una matrice triangolare
a blocchi è il prodotto dei determinanti delle matrici quadrate che formano i blocchi
sulla diagonale.

Proposizione 2.14. Siano n1, . . . , nk interi positivi e, per ogni coppia di indici
i, j con 1 ≤ i, j ≤ k, sia Ai, j ∈ R ni×n j una matrice con ni righe ed n j colonne.
Consideriamo le matrici

A+ =


A1,1 A1,2 . . . A1,k

0 A2,2 . . . , A2,k
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ak,k

 , A− =


A1,1 0 . . . 0
A2,1 A2,2 . . . 0
...

...
. . .

...

Ak,1 Ak,2
. . . Ak,k

 ,
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la prima triangolare superiore a blocchi e la seconda triangolare inferiore a bloc-
chi. Allora

det(A+) = det(A−) = det(A1,1) · det(A2,2) · · · det(Ak,k).

Dimostrazione. Basta dimostrare la formula nel caso k = 2: i casi in cui k > 2
seguono allora per ricorrenza. Supponiamo quindi che sia k = 2. Indichiamo con
a+

i, j i coefficienti della matrice A+. Allora

det(A+) =
∑

σ∈Sn
ε(σ)a+

1,σ1
· · · a+

n1,σn1
a+

n1+1,σn1+1
· · · a+

n,σn

=
∑

σ′∈Sn1 , σ
′′∈Sn2

ε(σ′)ε(σ′′)a+
1,σ′1
· · · a+

n1,σ
′
n1

a+
n1+1,n1+σ′′1

· · · a+
n1+n2,n1+σ′′n2

perché sono nulli tutti gli ai,σi con 1 ≤ i ≤ n1 < σi ≤ n; quindi gli addendi non nulli
corrispondono tutti a permutazioni che scambiano tra loro i primi n1 interi e queste
sono della forma

σi =

σ′i , se 1 ≤ i ≤ n1,
n1 + σ′′i−n1

, se n1 < i ≤ n,
con σ′ ∈ Sn1 , σ′′ ∈ Sn2 ed ε(σ) = ε(σ′)ε(σ′′).

Abbiamo quindi

det(A+) =

(∑
σ′∈Sn1

ε(σ′)a+
1,σ′1
· · · a+

n1,σ
′
n1

) (∑
σ′′∈Sn2

ε(σ′′)a+
n1+1,n1+σ′′1

· · · a+
n1+n2,n1+σ′′n2

)
= det(A1,1) · det(A2,2).

In modo analogo si dimostra la formula per il determinante di A−. �

2.9. Un teorema di Sylvester. Sylvester4 ha dimostrato nel 1851 il seguente

Teorema 2.15. Siano m, n interi positivi ed A ∈ R m×n, B ∈ R n×m. Allora

(2.15) det
(
Im −A
B In

)
= det(Im + AB) = det(In + BA).

Dimostrazione. Abbiamo le decomposizioni(
Im −A
B In

)
=

(
Im 0
B In

) (
Im −A
0 In + BA

)
=

(
Im + AB −A

0 In

) (
Im 0
B In

)
.

Per il Teorema di Binet e la Proposizione 2.14 otteniamo∣∣∣∣∣∣Im −A
B In

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣Im 0
B In

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣Im −A
0 In + BA

∣∣∣∣∣∣ = det(In + BA)

=

∣∣∣∣∣∣Im + AB −A
0 In

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣Im 0
B In

∣∣∣∣∣∣ = det(Im + AB),

e quindi la tesi. �

4James Joseph Sylvester (1814-1897), matematico londinese che fu il primo ad utilizzare, nel
1850, il termine di “matrice” e a cui si devono anche notevoli contributi alla teoria degli invarianti,
alla teoria dei numeri ed al calcolo combinatorio.
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Osservazione 2.16. Se c è un’unità di R , cioè un elemento che ammette un
reciproco in R ed A, B come nell’enunciato del Teorema, allora

det(cIm + AB) = cm det(Im + c−1AB) = cm det(In + c−1BA) = cm−n det(cIn + BA).

In particolare, se R è un campo e consideriamo i polinomi fm(x) = det(xIm+AB) ed
fn(x) = det(xIn + BA), allora xn fm(x) = xm fn(x). Se m > n, la fm(x) = xm−n fn(x),
per x = 0, ci dà det(AB) = 0, come avevamo già osservato nella dimostrazione
della formula di Cauchy-Binet.

Osservazione 2.17. Possiamo ricavare la formula di Sylvester dalle regole d’in-
varianza dei determinanti per aggiunta ad alcune righe o colonne di combinazioni
lineari delle rimanenti. Infatti, se n1, n2 sono due interi positivi ed

A =

(
A1,1 A1,2
A2,1 A2,2

)
, con Ai, j ∈ R ni×n j , 1≤i, j≤2,

e Bi, j ∈R ni×n j , allora abbiamo∣∣∣∣∣∣A1,1 A1,2
A2,1 A2,2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ A1,1 A1,2
A2,1+B2,1A1,1 A2,2+B2,1A1,2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣A1,1+B1,2A2,1 A1,2+B1,2A2,2

A2,1 A2,2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣A1,1 A1,2 + A1,1B1,2
A2,1 A2,2 + A2,1B1,2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣A1,1 + A1,2B2,1 A1,2
A2,1 + A2,2B2,1 A2,2

∣∣∣∣∣∣ .
La prima formula di Sylvester si ottiene eliminando B, cioè sottraendo dalla se-
conda riga il prodotto della prima per B (a destra); la seconda eliminando A, cioè
aggiungendo alla seconda colonna il prodotto (a sinistra) di A per la prima colonna.

2.10. Minori di una matrice. Nella formula di Cauchy-Binet e in quelle de-
gli sviluppi di un determinante rispetto a una riga o a una colonna (vedi § 3.1)
compaiono determinanti di sottomatrici quadrate.

Sia A ∈ R m×n una matrice a coefficienti in un anello commutativo.

Definizione 2.5. Chiamiamo determinante minore, o semplicemente minore di
ordine h di A il determiante di una sua sottomatrice quadrata di ordine h.

I minori di ordine 1 sono i coefficienti di A. Quelli di ordine h dipendono dalla
scelta di h indici 1 ≤ i1 < · · · < ih ≤ m di riga e di h indici 1 ≤ j1 < · · · < jh ≤ n di
colonna. La sottomatrice corrispondente è la Ai1,...,ih

j1,..., jh
= (air , js)1≤r,s≤h e det(Ai1,...,ih

j1,..., jh
)

il relativo minore di ordine h.

3. Metodi di calcolo dei determinanti

La formula generale del determinante di una matrice n×n lo rappresenta come
una somma di (n!) addendi, ciascuno dei quali è prodotto di n fattori. Per matrici
quadrate di ordini due e tre, le formule sono semplici e facili da memorizzare: per
n = 2 il determinante ∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣ = ad − bc
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è la differenza tra il prodotto degli elementi della diagonale principale (gli ai,i) e
quelli dell’antidiagonale (gli ai,n−i+1). Possiamo descrivere graficamente questa
operazione con il diagramma

a

??
??

??
? b

�
�
�
�

c d.
Per n = 3 il determinante∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a1,1a2,2a3,3 + a1,2a2,3 + a3,1 + a1,3a2,1a3,2)
−(a1,1a2,3a3,2 + a1,2a2,1a3,3 + a1,3a2,2a3,1)

si può calcolare dalla matrice 3 × 5 ottenuta aggiungendo alle tre colonne della
matrice assegnata le prime due:

a1,1

EE
EE

EE
EE

a1,2

EE
EE

EE
EE

a1,3

EE
EE

EE
EE

y
y
y
y

a1,1

y
y
y
y

a1,2

y
y
y
y

a2,1 a2,2

EE
EE

EE
EE

y
y
y
y

a2,3

EE
EE

EE
EE

y
y
y
y

a2,1

y
y
y
y

FF
FF

FF
FF

a2,2

a3,1 a3,2 a3,3 a3,1 a3,2.

Le diagonali di tre elementi che scendono da sinistra a destra (con la linea continua)
contengono i fattori degli addendi che vanno presi con il segno più e quelle di tre
elementi che scendono da destra a sinistra (con linea tratteggiata) i fattori degli
addenti che vanno presi con il segno meno.

Queste grafiche corrispondono alla struttura semplice dei gruppi S2 ed S3. Il
primo consiste soltanto dell’identità (cui corrisponde il prodotto degli elementi del-
la diagonale principale) e della trasposizione (1, 2) (cui corrisponde il prodotto dei
termini sull’antidiagonale).

Nel gruppo S3, gli elementi di segnatura positiva sono l’identità e le rotazioni
(1, 2, 3), (1, 3, 2), mentre quelli di segnatura negativa sono le trasposizioni (1, 2),
(1, 3), (2, 3). Le coppie di indici dei coefficienti sulle diagonali con linea continua
sono nell’ordine le rotazioni e quelle delle linee tratteggiate le trasposizioni di S3.

Non ci sono formule di analoga semplicità per matrici quadrate di ordine mag-
giore, e il numero di addendi della formula del determinante cresce con il fattoriale:
ne abbiamo 4! = 24 per matrici 4 × 4, 5! = 120 per matrici 5 × 5, e cosı̀ via.

Si preferisce allora, per il calcolo, utilizzare le semplificazioni che si ricava-
no dalle proprietà dei determinanti e le formule per il loro sviluppo in termini di
determinanti di ordine inferiore.

3.1. Sviluppo rispetto a una riga o a una colonna. Sia A ∈ R (n) ed indi-
chiamo con Ai, j ∈ R (n−1) la matrice che si ottiene da A cancellandone la i-esima
riga e la j-esima colonna. Valgono le formule:

det(A) =
∑n

i=1
(−1)i+ jai, j det(Ai, j) (sviluppo rispetto alla j-esima colonna),
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det(A) =
∑n

j=1
(−1)i+ jai, j det(Ai, j) (sviluppo rispetto alla i-esima riga).

Queste formule sono conseguenza del Teorema 2.9, perché αi, j = (−1)i+ j det(A j,i)
sono i coefficienti dell’aggiunta algebrica di A.

Esse riducono il calcolo di un determinante di ordine n a quello della somma
di n determinanti di ordine (n−1). Nell’uso pratico, sarà conveniente svilupparlo
rispetto a una riga, o a una colonna, che contenga il maggior numero possibile di
zeri.

Esempio 3.1. Sviluppando rispetto alla seconda riga abbiamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 3
0 3 1 0
−1 3 1 4
2 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (+3) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3
−1 1 4
2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ + (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−1 3 4
2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3 · (1 + 0 − 6 − 6 − 0 − 8) − (3 + 16 − 3 − 18 + 2 − 4)
= 3 · (−19) − (−4) = −53.

Nel calcolo dei determinanti di ordine 3 avremmo potuto usare il fatto che un
determinante non cambia se si aggiunge ad una riga un multiplo di un’altra. In
particolare ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 3
−1 1 4
2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3
0 1 7
0 2 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣1 7
2 −5

∣∣∣∣∣∣ = −19,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−1 3 4
2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 5 7
0 −3 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣5 7
3 5

∣∣∣∣∣∣ = −4.

Potevamo calcolare direttamente, usando sottrazione di multipli di riga e sviluppo
rispetto alle colonne:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 3
0 3 1 0
−1 3 1 4
2 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 3
0 3 1 0
0 5 1 7
0 −3 2 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0
5 1 7
−3 2 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0
2 0 7
−9 0 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣2 7
9 5

∣∣∣∣∣∣ = −53.

Esempio 3.2. Consideriamo un determinante di ordine 5.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 3 2 2
3 2 1 1 1
1 2 2 3 2
5 6 3 2 3
2 3 1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 0 2
2 1 0 0 1
−1 0 0 1 2
2 3 0 −1 3
−1 0 −2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 0 0
2 1 0 0 1
−1 0 0 1 2
2 3 0 −1 3
−1 2 −2 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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dove il secondo determinante è ottenuto sottraendo alle prime quattro colonne l’ul-
tima ed il terzo sottraendo alla seconda e alla quinta la terza e il doppio della
terza,

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 1
−1 0 1 2
2 3 −1 3
−1 2 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 5
−1 0 1 2
0 5 −1 5
0 2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5
5 −1 5
2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
11 0 15
5 −1 5
2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
dove il quarto determinante è ottenuto sviluppando il terzo rispetto alla prima riga,
il quinto aggiungendo alla prima e alla terza riga due volte la seconda e sottraendo
la seconda dalla quarta riga; il primo determinante di ordine tre si ottiene svilup-
pando il precedente rispetto alla prima colonna ed il successivo aggiungendo alla
prima riga due volte la seconda; allora, sviluppando rispetto alla seconda colonna,
abbiamo

= −

∣∣∣∣∣∣11 15
2 5

∣∣∣∣∣∣ = −(55 − 30) = −25.

4. Calcolo di alcuni determinanti

4.1. Il determinante di Vandermonde. La colonna i-esima della matrice di
Vandermonde5 associata agli n elementi λ1, . . . , λn di R è formata dalle potenze,
con esponenti da 0 ad n−1, di λi:

V(λ1, . . . , λn) =



1 1 1 . . . 1
λ1 λ2 λ3 . . . λn
λ2

1 λ2
2 λ2

3 . . . λ2
n

...
...

...
. . .

...
λn−1

1 λn−1
2 λn−1

3 . . . λn−1
n


.

Il suo determinante non cambia se, lasciando fissa la prima riga, sottraiamo a
ciascuna delle seguenti il prodotto della precedente per λn. Otteniamo

det(V(λ1, . . . , λn)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1
λ1 λ2 λ3 . . . λn−1 λn

λ2
1 λ2

2 λ2
3 . . . λ2

n
...

...
...

. . .
...

...

λn−2
1 λn−2

2 λn−2
3 . . . λn−2

n−1 λn−2
n

λn−1
1 λn−1

2 λn−1
3 . . . λn−1

n−1 λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5Alexandre-Théophile Vandermonde, matematico francese (1735 -1796).
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1
(λ1 − λn) (λ2 − λn) (λ3 − λn) . . . (λn−1 − λn) 0

(λ1 − λn)λ1 (λ2 − λn)λ2 (λ3 − λn)λ3 . . . (λn−1 − λn)λn−1 0
(λ1 − λn)λ2

1 (λ2 − λn)λ2
2 (λ3 − λn)λ2

3 . . . (λn−1 − λn)λ2
n−1 0

...
...

...
. . .

...
...

(λ1 − λn)λn−3
1 (λ2 − λn)λn−3

2 (λ3 − λn)λn−3
3 . . . (λn−1 − λn)λn−3

n−1 0
(λ1 − λn)λn−2

1 (λ2 − λn)λn−2
2 (λ3 − λn)λn−2

3 . . . (λn−1 − λn)λn−2
n−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 1
(λ1 − λn) (λ2 − λn) (λ3 − λn) . . . (λn−1 − λn) 0

(λ1 − λn)λ1 (λ2 − λn)λ2 (λ3 − λn)λ3 . . . (λn−1 − λn)λn−1 0
(λ1 − λn)λ2

1 (λ2 − λn)λ2
2 (λ3 − λn)λ2

3 . . . (λn−1 − λn)λ2
n−1 0

...
...

...
. . .

...
...

(λ1 − λn)λn−3
1 (λ2 − λn)λn−3

2 (λ3 − λn)λn−3
3 . . . (λn−1 − λn)λn−3

n−1 0
(λ1 − λn)λn−2

1 (λ2 − λn)λn−2
2 (λ3 − λn)λn−2

3 . . . (λn−1 − λn)λn−2
n−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1(λ1 − λn)(λ2 − λn)(λ3 − λn) · · · (λn−1 − λn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
λ1 λ2 λ3 . . . λn−1
λ2

1 λ2
2 λ2

3 . . . λ2
n−1

...
...

...
. . .

...
λn−2

1 λn−2
2 λn−2

3 . . . λn−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λn − λ1)(λn − λ2)(λn − λ3) · · · (λn − λn−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
λ1 λ2 λ3 . . . λn−1
λ2

1 λ2
2 λ2

3 . . . λ2
n−1

...
...

...
. . .

...
λn−2

1 λn−2
2 λn−2

3 . . . λn−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Il determinante che compare come fattore nell’ultimo membro è il determinante
della matrice di Vandermonde in R (n−1) associata agli elementi λ1, . . . , λn−1. Pos-
siamo quindi ricavare la formula del determinante di Vandermonde per induzione
su n. Se n = 2,

∣∣∣∣∣∣ 1 1
λ1 λ2

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − λ1.
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Ricaviamo quindi la formula generale:

(4.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1
λ1 λ2 λ3 . . . λn−1 λn

λ2
1 λ2

2 λ2
3 . . . λ2

n
...

...
...

. . .
...

...

λn−2
1 λn−2

2 λn−2
3 . . . λn−2

n−1 λn−2
n

λn−1
1 λn−1

2 λn−1
3 . . . λn−1

n−1 λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i< j≤n

(λ j − λi).

Il determinante di Vandermonde è cioè uguale al prodotto di tutte le possibili dif-
ferenze (λ j − λi) al variare di 1 ≤ i < j ≤ n. Se R è un dominio d’integrità, cioè
un anello in cui il prodotto di elementi diversi da zero è diverso da zero, allora il
determinate di Vandermonde si annulla se e soltanto se due dei λi sono uguali.

4.2. Matrici circolanti. Siano λ1, . . . , λn numeri complessi. Consideriamo la
matrice

C =



λ1 λn λn−1 . . . λ2
λ2 λ1 λn . . . λ3
λ3 λ2 λ1 . . . λ4
...

...
...

. . .
...

λn λn−1 λn−2 . . . λ1


.

Matrici di questo tipo hanno la proprietà che, se formiamo la matrice di Cn×(2n−1)

che si ottiene aggiungendo alla destra delle colonne della matrice C le sue prime
n−1 colonne, tutti i termini delle diagonali parallele alla diagonale principale di C
sono uguali:

λ1 λn λn−1 . . . λ2
λ1 λn λn−1 . . . λ2

λ1 λn λn−1 . . . λ2
. . .

. . .
. . . . . .

. . .

λ1 λn λn−1 . . . λ2.

Per n = 2, abbiamo∣∣∣∣∣∣λ1 λ2
λ2 λ1

∣∣∣∣∣∣ = λ
2
1 − λ

2
2 = (λ1 + λ2)(λ1 − λ2).

In generale, se ω1, . . . , ωn sono le n radici n-esime complesse dell’unità,

(4.2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 λn λn−1 . . . λ2
λ2 λ1 λn . . . λ3
λ3 λ2 λ1 . . . λ4
...

...
...

. . .
...

λn λn−1 λn−2 . . . λ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏n

i=1
(λ1 + ωiλn + ω2

i λn−1 + · · · + ωn−1
i λ2).
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Infatti, se ω è una radice n-esima di 1, allora

λ1 λn λn−1 . . . λ2
λ2 λ1 λn . . . λ3
λ3 λ2 λ1 . . . λ4
...

...
...

. . .
...

λn λn−1 λn−2 . . . λ1





1
ω
ω2

...
ωn−1


=



λ1 + ωλn + ω2λn−1 + · · · + ωn−1λ2
λ2 + ωλ1 + ω2λn + · · · + ωn−1λ3
λ3 + ωλ2 + ω2λ1 + · · · + ωn−1λ4

...
λn + ωλn−1 + ω2λn−2 + · · · + ωn−1λ1



= (λ1 + ωλn + ω2
λn−1 · · · + ωn−1

λ2)



1
ω
ω2

...
ωn−1


.

Consideriamo la matrice di Vandermonde associata alle n radici n-esime complesse
dell’unità:

M =


1 1 . . . 1
ω1 ω2 . . . ωn
...

...
. . .

...
ωn−1

1 ωn−1
2 . . . ωn−1

n


ed i numeri complessi µi = (λ1 +ωiλn +ω2

i λn−1 + · · ·+ωn−1
i λ2). Dal calcolo svolto

sopra ricaviamo che

C M =


µ1

µ2
. . .

µn

 M.

Poiché le radici complesse n-esime dell’unità sono tutte distinte, il determinante di
Vandermonde di M è diverso da zero. Per il teorema di Binet otteniamo allora che

det(C) det(M) = µ1 · µ2 · · · µn det(M),

da cui segue la formula (4.2).

4.3. Il determinante di Cauchy. Siano λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn numeri comples-
si con λi + µ j , 0 per ogni coppia di indici 1 ≤ i, j ≤ n. La matrice complessa

M =

(
1

λi + µ j

)
1≤i, j≤n

ha determinante

(4.3) det(M) =

∏
i< j[(λi − λ j)(µi − µ j)]∏

1≤i, j≤n(λi + µ j)
.

Osserviamo che il determinante di M è nullo se due delle λi sono uguali, perché in
questo caso la matrice ha due righe uguali, ed anche se lo sono due delle µ j, perché
in questo caso la matrice ha due colonne uguali. Questo ci dice che det(M), come
funzione razionale delle λi e delle µ j, ha un numeratore divisibile per il numeratore
del secondo membro della (4.3). Inoltre det(M) è singolare solo quando λi + µ j è
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nullo per qualche coppia di indici i, j, e quindi la funzione razionale det(M) si può
scrivere con il denominatore del secondo membro della (4.3).

Sottraiamo la prima riga alle altre righe della matrice. Otteniamo

det(M) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
λ1+µ1

1
λ1+µ2

. . . 1
λ1+µn

λ2−λ1
(λ1+µ1)(λ2+µ1)

λ2−λ1
(λ1+µ2)(λ2+µ2) . . . λ2−λ1

(λ1+µn)(λ2+µn)
...

...
. . .

...

λn−λ1
(λ1+µ1)(λn+µ1)

λn−λ1
(λ1+µ2)(λn+µ2) . . . λn−λ1

(λ1+µn)(λn+µn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
raccogliendo i fattori (λi − λ1) delle righe, abbiamo

=
∏n

i=2
(λi − λ1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
λ1+µ1

1
λ1+µ2

. . . 1
λ1+µn

1
(λ1+µ1)(λ2+µ1)

1
(λ1+µ2)(λ2+µ2) . . . 1

(λ1+µn)(λ2+µn)
...

...
. . .

...
1

(λ1+µ1)(λn+µ1)
1

(λ1+µ2)(λn+µ2) . . . 1
(λ1+µn)(λn+µn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e raccogliendo i fattori 1

λ1+µ j
delle colonne, abbiamo

=

∏n
i=2(λi − λ1)∏n
j=1(λ1 + µ j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
1

(λ2+µ1)
1

(λ2+µ2) . . . 1
(λ2+µn)

...
...

. . .
...

1
(λn+µ1)

1
(λn+µ2) . . . 1

(λn+µn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Sottraendo quindi la prima colonna dalle altre, otteniamo

=

∏n
i=2(λi − λ1)∏n
j=1(λ1 + µ j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
1

(λ2+µ1)
µ2−µ1

(λ2+µ1)(λ2+µ2) . . .
µn−µ1

(λ2+µ1)(λ2+µn)
...

...
. . .

...
1

(λn+µ1)
µ2−µ1

(λn+µ1)(λn+µ2) . . .
µn−µ1

(λn+µ1)(λn+µn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Raccogliamo ancora i fattori (µr − µ1) delle colonne

=

∏n
i=2(λi − λ1)(µi − µ1)∏n

j=1(λ1 + µ j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
1

(λ2+µ1)
1

(λ2+µ1)(λ2+µ2) . . . 1
(λ2+µ1)(λ2+µn)

...
...

. . .
...

1
(λn+µ1)

1
(λn+µ1)(λn+µ2) . . . 1

(λn+µ1)(λn+µn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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ed infine i fattori
1

λr + µ1
delle colonne, ottenendo

det(M) =

∏n
i=2(λi − λ1)(µi − µ1)∏n

j=1(λ1 + µ j)
∏n

r=2(λr + µ1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0

1 1
(λ2+µ2) . . . 1

(λ2+µn)
...

...
. . .

...

1 1
(λn+µ2) . . . 1

(λn+µn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

La (4.3) segue per induzione, perché il determinante a fattore nell’ultimo membro
dell’uguaglianza è uguale a quello di una matrice (n−1) × (n−1) della forma

(1/(λ1+i + µ1+ j))1≤i, j≤n−1.

Nel caso n = 2 abbiamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

λ1 + µ1

1
λ1 + µ2

1
λ1 + µ1

1
λ2 + µ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)
−

1
(λ1 + µ2)(λ2 + µ1)

=
(λ1 + µ2)(λ2 + µ1) − (λ1 + µ1)(λ2 + µ2)

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)(λ1 + µ2)(λ2 + µ1)

=
λ1λ2 + µ1µ2 + λ1µ1 + λ2µ2 − λ1λ2 − µ1µ2 − λ1µ2 − λ2µ1

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)(λ1 + µ2)(λ2 + µ1)

=
λ1µ1 + λ2µ2 − λ1µ2 − λ2µ1

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)(λ1 + µ2)(λ2 + µ1)

=
(λ2 − λ1)(µ2 − µ1)

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)(λ1 + µ2)(λ2 + µ1)
.

La formula vale quindi per n = 2 e, per ricorrenza, per ogni n.





CAPITOLO 8

Forme canoniche di matrici rettangolari

In questo capitolo supporremo che R sia un anello commutativo unitario. In-
dicheremo con R ∗ il gruppo moltiplicativo delle sue unità, cioè degli elementi di
R che ammettono un inverso moltiplicativo.

1. Gruppi lineari e sistemi di riferimento

Il teorema di Binet sul determinante del prodotto ed il criterio del determinante
per l’invertibilità di una matrice ci permettono di definire alcuni gruppi di matrici
quadrate di ordine n con coefficienti in R :

GLn(R ) = {A ∈ R n×n | det(A) ∈ R ∗},(lineare)

SLn(R ) = {A ∈ R n×n | det(A) = 1},(lineare speciale)

ULn(R ) = {A ∈ R n×n | det(A) = ±1}.(unimodulare)

(Vedi Cap.7, §2.6.)
Lo spazio R n degli n-vettori a coefficienti in R si definisce, in algebra, un

R -modulo libero di rango n, ed uno spazio vettoriale di dimensione n quando R
sia un campo. I vettori di R n si sommano tra loro componente per componente e
si possono moltiplicare per elementi di R (a destra o a sinistra non fa differenza
perché abbiamo supposto R commutativo). Dati un numero finito v1, . . . , vk di
vettori di R n ed altrettanti elementi a1, . . . , ak di R , chiamiamo la somma

(1.1) a1v1 + · · · + akvk

una combinazione lineare dei vettori v1, . . . , vk, con coefficienti a1, . . . , ak. Se scri-
viamo i vettori v1, . . . , vk come colonne di una matrice (v1, . . . , vk) ∈ R n×k ed i coef-
ficienti a1, . . . , ak come le componenti di un vettore a di R k, possiamo riscrivere la
combinazione lineare (1.1) come prodotto righe per colonne:

(1.2) a1v1 + · · · + akvk = (v1, . . . , vk) a = (v1, . . . , vk)


a1
...

ak

 .
Ogni elemento di R n si esprime in modo unico come una combinazione lineare, a
coefficienti in R , dei vettori e1, . . . , en della base canonica di R n, che consiste dei
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vettori ei che hanno l’i-esima componente uguale ad 1 e tutte le altre nulle:

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
0
...
1

 ,

a1
a2
...

an

 = a1e1 + a2e2 + · · · + anen.

In questo caso, la forma matriciale della combinazione lineare si riduce alla la
relazione ovvia In a = a.

Definizione 1.1. Data una k-upla (v1, . . . , vk) di vettori di R k, una loro relazione
o sizigia1 è una k-upla (a1, . . . , ak) di elementi di R tali che

(1.3) a1v1 + · · · + akvk = 0.

Diciamo che la k-upla (v1, . . . , vk) è linearmente indipendente se la loro unica si-
zigia è quella banale (0, . . . , 0). Diciamo che (v1, . . . , vk) è linearmente dipendente
se ammette una sizigia non nulla.

Un sistema di vettori (vi) di R n si dice linearmente dipendente se contiene una
k-upla linearmente dipendente, limearmente indipendente in caso contrario.

I coefficienti di una combinazione lineare di vettori linearmente indipendenti
sono univocamente determinati dalla sua somma: infatti, se a1, b1, . . . , ak, bk ∈ R ,
v1, . . . , vk ∈ R k,

a1v1 + · · · akvk = b1v1 + · · · + bkvk ⇐⇒ (a1 − b1)v1 + · · · + (ak − bk)vk = 0

e quindi ai = bi se (v1, . . . , vk) è linearmente indipendente.

Definizione 1.2. Un sottoinsieme V di R n si dice un suo sottomodulo se è non
vuoto e contiene le somme delle combinazioni lineari dei suoi elementi.

Diciamo che un suo sottoinsieme S genera V se tutti i vettori di V sono somme
di combinazioni lineari di elementi di S .

Si chiama base, o sistema di riferimento, di un sottomodulo V di R n un suo
insieme ordinato di generatori che sia linearmente indipendente.

Si dice libero un sottomodulo di R n che ammetta una base; il minimo numero
di elementi di una sua base si dice la sua dimensione.

Una m-upla di vettori (v1, . . . , vm) è una base di un sottomodulo V se, e soltanto
se, ogni vettore v di V si può scrivere in uno ed un solo modo come combinazione
lineare di v1, . . . , vm.

Osserviamo che (e1, . . . , en) è una base di R n e che tutte le basi di R n hanno un
numero finito di vettori, perché, se (vi) è una base, ci servono un numero finito di
vi per scrivere ogni ei come loro combinazione lineare ed i vettori utilizzati nelle
combinazioni lineari che descrivono e1, . . . , en sono sufficienti a rappresentare poi
tutti i vettori di R n.

Le n colonne di una matrice di GLn(R ) formano una base di R n. Infatti, se
v = (v1, . . . , vn) ∈ GLn(R ) ed a ∈ R n,

b = v−1a ∈ R n è l’unica soluzione di a = v b.
1Dal greco συζυγoς, (sýzygos) che significa letteralmente aggiogato, o accoppiato.
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Teorema 1.1 (Primo teorema della base). Ogni base di R n contiene almeno n
vettori. Le colonne di una matrice A ∈ R n×n formano una base se e soltanto se
A ∈ GLn(R ).

Se K è un campo, allora tutte le basi di Kn contengono esattamente n vettori e
quindi le basi di Kn sono in corrispondenza biunivoca con gli elementi di GLn(K).

Dimostrazione. Sia v1, . . . , vm una base di R n, con m ≤ n. I vettori e1, . . . , en
della base canonica si possono rappresentare come combinazioni lineari degli ele-
menti della nuova base:

(∗)


e1 = a1,1v1 + · · · + am,1vm,

· · · · · ·

en = a1,nv1 + · · · + am,nvm.

Questa relazione si può scrivere in forma matriciale come

In = (e1, . . . , en) = (v1, . . . , vm) · A, con A = (ai, j) 1≤i≤m,
1≤ j≤n

∈ R m×n.

Questa ci dà

(∗∗) 1 = det(In) = det((v1, . . . , vm) · A).

Per la formula di Cauchy-Binet (vedi la Proposizione 2.13 del Cap.7) questo ci
dice che m ≥ n, perché, se fosse m < n, il determinante del prodotto (v1, . . . , vm) ·A
sarebbe nullo. Dunque m = n e, per la formula di Binet,

1 = det((v1, . . . , vn)A) = det(v1, . . . , vn) · det(A).

Quindi il determinante di (v1, . . . , vn) è un elemento invertibile di R e la matrice
(v1, . . . , vn) appartiene al gruppo lineare GLn(R ).

Ci resta da verificare ora che, se K è un campo, non ci possono essere basi
(v1, . . . , vm) formate da m > n elementi. Infatti, se v1, . . . , vm generano Kn, possia-
mo scrivere i vettori e1, . . . , en della base canonica come loro combinazioni lineari.
Questo significa che possiamo trovare una matrice A ∈ Km×n per cui

In = (e1, . . . , en) = (v1, . . . , vm) · A.

Per la formula di Cauchy-Binet il determinante del prodotto (v1, . . . , vm)·A è somma
di prodotti di minori di ordine n di (v1, . . . , vm) e di A. In particolare, una sottoma-
trice (vi1 , . . . , vin) formata da n colonne di (v1, . . . , vm) ha determinante non nullo
ed i suoi vettori formano quindi una base di Kn. Se w un qualsiasi vettore di Kn,
allora

con


λ1
...
λn

 = (vi1 , . . . , vin)−1w , abbiamo λ1vi1 + · · · + λnvin − w = 0

e quindi la (n + 1)-upla vi1 , . . . , vin ,w non è linearmente indipendente. Questo ci
dice che, se (v1, . . . , vm) è una base, allora m = n. �

L’ultima parte della dimostrazione prova anche che, se K è un campo,

Corollario 1.2. Ogni sistema di generatori di Kn contiene una sua base. �
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Osservazione 1.3. Per un anello commutativo ed unitario qualsiasi non è detto
che tutte le basi di R n contengano esattamente n elementi. Ciò è vero nel caso in cui
R sia un campo ed in generale caratterizza una classe di anelli, che vengono indicati
in algebra con la sigla IBN (invariant basis number). Ne fanno parte gli anelli
euclidei, che considereremo più avanti in questo capitolo e per cui sarà possibile
definire la nozione di rango per una matrice di R m×n.

2. Cambiamenti di coordinate in R n

Nel §1 abbiamo definito base, o sistema di riferimento, di R n un qualsiasi suo
sistema di vettori ε1, . . . , εn che ci permetta di rappresentare in modo unico ogni
vettore di R n come somma di una loro combinazione lineare a coefficienti in R .

Condizione necessaria e sufficiente affinché ε1, . . . , εn sia una base è che la
matrice ε = (ε1, . . . , εn) di Mn(R ), di cui gli n vettori sono le colonne, appartenga
al gruppo lineare GLn(R ).

I coefficienti v1, . . . , vn della matrice-colonna che rappresenta un vettore v di
R n sono le sue componenti nella base canonica e1, . . . , en. Le componenti di v nel
riferimento ε1, . . . , εn formano un nuovo vettore vε di R n, che possiamo ricavare
da

v = ε vε ⇐⇒ vε = ε−1v .

Più in generale, se η1, . . . , ηn è un altro sistema di riferimento, le componenti di un
vettore v rispetto ai diversi sistemi di riferimento si ricava da

v = ε vε = η vη ⇐⇒ vε = ε−1
η vη ⇐⇒ vη = η

−1ε vε.

Esempio 2.1. I vettori

ε1 =

12
3

 , ε2 =

−1
0
1

 , ε3 =

 0
−2
1


formano una base di R3 perché∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0
2 0 −2
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 0
2 0 −2
4 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣2 −2
4 1

∣∣∣∣∣∣ = 10 , 0.

Le componenti

x
y
z

 di un vettore v =

ab
c

 ∈ R3 nel sistema di riferimento ε1, ε2, ε3

si trovano risolvendo il sistema lineare


x − y = a,
2x − 2z = b,
3x + y + z = c.

⇐⇒


y = x − a,

z = x −
b
2
,

3x + x − a + x −
b
2

= c

⇐⇒


x =

2a + 2c + b
10

,

y =
2c + b − 8a

10
,

z =
a + c − 2b

5
.
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Esempio 2.2. Per verificare se i vettori

ε1 =


x
1
1
0

 , ε2 =


0
x
1
1

 , ε3 =


1
0
x
1

 , ε4 =


1
1
0
x


formino una base di (R[x])4, calcoliamo il determinante della matrice che li ha
come colonne.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 1 1
1 x 0 1
1 1 x 0
0 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 1

1 − x x −1 0
1 1 x 0
−x2 1 1 − x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − 2x 0 −1 − x2

0 1 0
−1 − x2 0 1 − 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + x2)2 − (2x − 1)2 = x4 − 2x2 + 4x.

Poiché (R[x])∗ = R∗ (numeri reali diversi da zero), il determinante non è un
elemento invertibile dell’anello R[x] e quindi i vettori assegnati non formano un
sistema di riferimento di (R[x])4.

3. Moduli

Le nozioni sviluppate nel paragrafo §1 per R n ed i suoi sotto-R -moduli si
possono generalizzare alla nozione astratta di R -moduli (vedi Cap. 20, §3 ). Ci
limitiamo qui alle prime definizioni.

Definizione 3.1. Un R -modulo M è un gruppo additivo su cui è definita un’o-
perazione esterna di prodotto per gli elementi di R , distributiva rispetto alla somma.

Se K è un campo, un K-modulo si dice uno spazio vettoriale su K.

Non abbiamo qui specificato se il prodotto per un elemento di R vada fatto a
destra o a sinistra: avendo supposto che R sia commutativo, richiediamo che, per
ogni X di M ed a ∈ R , si possano eseguire sia il prodotto a · X che il prodotto
X · a e che a · X = X · a. La nozione di combinazione lineare, sizigia, dipendenza e
indipendenza lineare si estendono in modo ovvio al caso di R -moduli.

Definizione 3.2. Diciamo che un sottoinsieme S genera l’R -modulo M se ogni
elemento di M è una combinazione lineare di elementi di S .

Una base di M è un suo sistema di generatori linearmente indipendente.
Un R -modulo M che ammetta una base si dice libero. La sua dimensione è il

minimo numero di elementi di una sua base.

Osservazione 3.1. Se K è un campo, tutti i K-moduli, cioè gli spazi vettoriali
su K, sono liberi. Questo non è il caso quando R sia un anello qualsiasi. Ad
esempio, se R = R[x, y] è l’anello dei polinomi reali in due variabili x, y, l’insieme
dei polinomi che si annullano in (0, 0) è un R[x, y]-modulo che non ammette una
base.
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4. Applicazioni e matrici

Il prodotto righe per colonne ci permette di associare, ad ogni matrice A di
R m×n un’applicazione

(4.1) LA : R n 3 X −→ A X ∈ R m.

La sua immagine è l’insieme

(4.2) Imm(LA) = LA(R n) = {A X | X ∈ R n} ⊂ R m

e chiamiamo suo nucleo il sottoinsieme

(4.3) ker LA = {X ∈ R n | A X = 0} ⊂ R n.

Proposizione 4.1. L’immagine di LA è un sotto-R -modulo di R m. Il suo nu-
cleo è un sotto-R -modulo di R n. L’applicazione LA è iniettiva se e soltanto se
ker(LA) = {0}.

Dimostrazione. Abbiamo
LA(X1 + X2) = A(X1 + X2) = AX1 + AX2 = LA(X1) + LA(X2),
LA(λ · X) = A · (λ · X) = λ · AX = λ · LA(X),

∀X, X1, X2 ∈ R n, ∀λ ∈ R .

Usando queste relazioni si verifica facilmente che nucleo ed immagine sono R -
moduli.

Se X1, X2 sono due vettori di R n per cui LA(X1) = LA(X2), allora la loro diffe-
renza (X1 − X2) è un vettore di ker(LA). Da questa osservazione segue che la LA è
iniettiva se e soltanto se ker(LA) = {0}. �

Proposizione 4.2. Sia A ∈ R m×n. La LA è surgettiva se e soltanto se le co-
lonne di A generano R m. La LA è iniettiva se e soltanto se le colonne di A sono
linearmente indipendenti. �

Il caso delle matrici quadrate.

Definizione 4.1. Diciamo che un elemento a di R è un divisore di zero se vi è
un elemento non nullo b di R con a · b = 0.

Se ad esempio consideriamo l’anello Z9 degli interi modulo 9, l’elemento
corrispondente a 3 è non nullo, ma è un divisore di 0 perché 3 · 3 = 9 ≡ 0.

Definizione 4.2. Gli anelli commutativi e unitari privi di divisori di 0 non nulli
si dicono campi d’integrità.

Proposizione 4.3. Sia A ∈ R n×n una matrice quadrata ed LA : R n → R n la
corrispondente applicazione R -lineare.

(1) L’applicazione LA è surgettiva se e soltanto se det(A) è un’unità di R .
(2) L’applicazione LA è iniettiva se e soltanto se det(A) non è un divisore di 0.

In particolare, poiché le unità non sono divisori di zero, se LA è surgettiva, è anche
iniettiva.
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Dimostrazione. Ricordiamo che, con B = Adj(A), abbiamo

AB = BA = det(A) · In.

Da questo segue immediatamente che LA è iniettiva se det(A) non divide zero ed è
surgettiva se det(A) è invertibile in R . Verifichiamo che valgono anche i viceversa.

Se LA è surgettiva, possiamo trovare vettori v1, . . . , vn ∈ R n tali che LA(vi) = ei
e quindi

A · (v1, . . . , vn) = (e1, . . . , en) = In

implica, per la formula di Binet, che det(A) · det(v1, . . . , vn) = 1. Questa relazione
ci dice che det(A) è invertibile in R .

Supponiamo ora che LA non sia iniettiva. Possiamo allora trovare un vettore
non nullo X ∈ R n tale che LA(X) = 0. Il vettore X ha almeno una componente,
diciamo xi, diversa da zero. La matrice

B = (e1, . . . , ei−1, X, ei+1, . . . , en)

ha determinante xi ed abbiamo

AB = (A1, . . . , Ai−1, 0, Ai+1, . . . , An),

ove al solito abbiamo indicato con A j la j-esima colonna della matrice A. Ottenia-
mo allora, per la formula di Binet,

0 = det(AB) = det(A) · det(B) = det(A) · xi.

Questo dimostra che det(A) è un divisore di zero in R . �

Corollario 4.4. Sia A ∈ Kn×n una matrice a coefficienti in un campoK. Allora
sono equivalenti:

(1) LA è surgettiva;
(2) LA è iniettiva;
(3) det(A) , 0. �

Cambiamento di base. Possiamo pensare R n ed R m come degli R -moduli
liberi astratti V , W , che si identificano a spazi di R -vettori colonna solo dopo che
su di essi si sia fissato un sistema di riferimento. Un’applicazione R -lineare di V
in W è una T : V → W che fa corrispondere ad ogni combinazione lineare di V
quella delle immagini corrispondenti di W :

T (a1v1 + · · ·+ akvk) = a1T (v1) + · · ·+ akT (vk), ∀v1, . . . , vk ∈ V , a1, . . . , ak ∈ R .

Se fissiamo sistemi di riferimento e1, . . . , en in V ed ε1, . . . , εm in W , le relazioni

(4.4) T (e j) = a1, jε1 + · · · + am, jεm, 1 ≤ j ≤ n

definiscono una matrice A = (ai, j) ∈ R m×n che rappresenta l’applicazione T nei
sistemi di riferimento e1, . . . , en in V ed ε1, . . . , εm in W .

La (4.4) si scrive in forma matriciale

(T (e1), . . . ,T (en)) = (ε1, . . . , εm) A.

Utilizziamo le corrispondenze

R n 3 X ←→ (e1, . . . , en)X ∈ V , R m 3 Y ←→ (ε1, . . . , εm)Y ∈ W .
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Per la R -linearità di T , è

T ((e1, . . . , en)X) = (T (e1), . . . ,T (en))X = (ε1, . . . , εm) A X.

Quindi se X è il vettore di R n delle componenti di v ∈ V nel riferimento e1, . . . , en,
allora Y = A X ∈ R m è il vettore delle componenti di w = T (v) nel riferimento
ε1, . . . , εm.

Il passaggio da un sistema di riferimento e1, . . . , en ad un altro sistema di rife-
rimento e′1, . . . , e

′
n in V definisce una matrice N ∈ GLn(R ) per cui

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)N.

Analogamente, se ε1, . . . , εm ed ε′1, . . . , ε
′
m sono due sistemi di riferimento di W ,

allora
(ε′1, . . . , ε

′
n) = (ε1, . . . , εn)M

per una M ∈ GLm(R ). Abbiamo allora

(T (e′1), . . . ,T (e′n)) = (T (e1), . . . ,T (en))N = (ε1, . . . , εm) A N = (ε′1, . . . , ε
′
m) M−1 A N.

Abbiamo ottenuto la

Proposizione 4.5. Sia A ∈ R m×n la matrice che rappresenta una trasformazio-
ne R -lineare T : R n→R m nei sistemi di riferimento e1, . . . , en in V ed ε1, . . . , εm in
W , ed N ∈ GLn(R ), M ∈ GLm(R ), allora la matrice A′ ∈ R m×n che rappresenta
la trasformazione R -lineare T nei sistemi di riferimento

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)N ed (ε′1, . . . , ε

′
n) = (ε1, . . . , εn)M è

(4.5) A′ = M−1 A N. �

5. Operazioni elementari sulle righe e sulle colonne di una matrice

L’immagine dell’applicazione LA associata ad una matrice A ∈ R m×n è for-
mata da tutte le somme di combinazioni lineari delle sue colonne. In particolare,
l’immagine non cambia se invece della matrice A ne consideriamo un’altra, otte-
nuta moltiplicandola a destra per una matrice di GLn(R ). Analogamente, il nucleo
dell’applicazione non cambia se, invece di A, consideriamo la matrice ottenuta
moltiplicandola a sinistra per un elemento di GLm(R ).

Il metodo di eliminazione consiste nell’utilizzare speciali operazioni elementa-
ri, equivalenti a moltiplicare a destra o a sinistra la matrice assegnata A per matrici
invertibili, per trasformarla in una A′ su cui sia più semplice leggere le proprietà
dell’immagine o del nucleo che si desiderano studiare. Questo procedimento è par-
ticolarmente efficace nel caso in cui R sia un campo K di scalari, o l’anello K[x]
dei polinomi a coefficienti in K, o, più in generale, un dominio euclideo (su cui
cioè ci sia una buona nozione di divisione con resto). I risultati che dimostreremo
sono validi, ancor più in generale, per anelli a ideali principali (vedi Cap.20,§2).
Nei casi che ci interesseranno, le trasformazioni elementari formano un sistema
di generatori del gruppo lineare: ogni trasformazione lineare si può cioè ottenere
componendo un numero finito di trasformazioni elementari.
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Questi procedimenti non sono sufficienti invece per studiare matrici con coef-
ficienti in anelli più generali, come ad esempio l’anello K[x1, . . . , xm] dei polinomi
in m ≥ 2 indeterminate2.

(I) Permutazione delle colonne. Se σ ∈ Sn è una permutazione di 1, . . . , n, la
matrice (eσ1 , . . . , eσn) ∈ R n×n è unimodulare, con determinante uguale alla segna-
tura della permutazione. Il suo effetto su una matrice A = (A1, . . . , An) ∈ R m×n è
quello di permutarne le colonne:

(A1, . . . , An)(eσ1 , . . . , eσn) = (Aσ1 , . . . , Aσn).

Possiamo quindi permutare le colonne di una matrice di R m×n moltiplicandola a
destra per una matrice del gruppo unimodulare ULn(R ).

(II) Aggiungere alle altre multipli di una colonna assegnata. Fissiamo un
indice i, con 1 ≤ i ≤ n ed elementi a1, . . . , an ∈ R con ai = 0. La matrice

(e1 + a1ei, . . . , en + anei) ∈ R n×n

differisce dalla matrice identità In soltanto per la i-esima riga, che ha 1 sull’i-esima
colonna ed a j sulla colonna j-esima, per j , i. Sviluppando il suo determinante
rispetto all’i-esima colonna, vediamo subito che

(e1 + a1ei, . . . , ei, . . . , en + anei) ∈ SLn(R ).

Moltiplicandola a sinistra per la matrice A otteniamo

(A1, . . . , Ai, . . . , An)(e1+a1ei, . . . , ei, . . . en+anei) = (A1+a1Ai, . . . , Ai, . . . , An+anAi).

Otteniamo cioè una matrice le cui colonne diverse dalla i-esima differiscono da
quelle della matrice assegnata per un multiplo rispetto ad R della i-esima moltipli-
cando a destra la matrice originale per una matrice di SLn(R ).

(III) Permutazione delle righe. Scriviamo A ∈ R m×n come una matrice di
covettori

A =


A1

...
Am

 , Ai ∈ R 1×n.

La base canonica di R m = R 1×m è formata dai covettori e1, . . . , em, in cui ei ha 1
sulla i-esima colonna, e tutte le altre zero:

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , em = (0, 0, . . . , 1).

2Un risultato fondamentale nello studio delle matrici con coefficienti in un anello di polinomi
in più indeterminate è il teorema delle sizige, che David Hilbert (1863-1943) dimostrò nel 1890.
Per polinomi in n > 1 indeterminate, in generale le sizige di una matrice non formano un modulo
libero, ma, scelto un qualsiasi loro sistema di generatori, questi possono avere a loro volta un sistema
di sizige non banale. In questo modo, si costruisce una successione di matrici, in cui le colonne
di ciascuna sono una base delle sizige di quella che la precede. Hilbert ha dimostrato che, se n è il
numero delle indeterminate, dopo al più n passi si ottiene un modulo libero di sizige: il procedimento
cioè si può arrestare dopo n passi. Questa risoluzione ha applicazioni importantissime in teoria degli
invarianti ed in geometria algebrica. Il matematico tedesco D. Hilbert è stato uno dei maggiori
scienziati del secolo a cavallo tra il XIX ed il XX.
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La matrice


e1

...
em

 = (e1, . . . , em) è la matrice identità Im. Se σ ∈ Sm, la


eσ1

...
eσm

 è unimodulare, con determinante uguale alla segnatura di σ.

Moltiplicandola a destra per A permutiamo le sue righe:
eσ1

...
eσm




A1

...
Am

 =


Aσ1

...
Aσm

 .
Possiamo quindi permutare le righe di una matrice di R m×n moltiplicandola a
sinistra per una matrice del gruppo unimodulare ULm(R ).

(IV) Aggiungere alle altre multipli di una riga assegnata. Fissiamo i con
1 ≤ i ≤ m. Se a1, . . . , am ∈ R ed ai = 0, allora

e1 + a1ei

...
ei

...
em + amei


∈ SLm(R )

ed abbiamo 

e1 + a1ei

...
ei

...
em + amei





A1

...
Ai

...
Am


=



A1 + a1Ai

...
Ai

...
Am + amAi


.

Questo ci dice che possiamo ottenere una matrice le cui righe diverse dalla i-esima
differiscano da quelle della matrice assegnata per un multiplo rispetto ad R della
i-esima moltiplicando a sinistra la matrice originale per una matrice di SLm(R ).

6. La forma canonica di Smith

In questo paragrafo otterremo la forma canonica di Smith3 per matrici a coef-
ficienti nell’anello dei polinomi di una variabile, o, più in generale, in un dominio
euclideo.

3 Henry John Stephen Smith (1826-1883), matematico irlandese attivo anche in teoria della
misura e teoria dei numeri.
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Domini euclidei. Cominciamo con il riportare la definizione di dominio eu-
clideo (vedi le definizioni 1.4 nel Cap.20).

Definizione 6.1. Un dominio euclideo è un dominio d’integrità4 R su cui è
possibile definire una funzione (che chiameremo grado)

deg : R → N ∪ {−∞}

che gode delle proprietà

deg(0) < deg(a), deg(a) ≥ 0, ∀a ∈ R \ {0};(E0)
∀a, b ∈ R , con b , 0, ∃ q, r ∈ R tali che a = q · b + r, deg(r) < deg(b);(E1)
se a, b ∈ R e b , 0, allora deg(a) ≤ deg(ab).(E2)

Esempio 6.1. Due esempi importanti sono l’anello Z degli interi, con deg(p) =

|p| (valore assoluto) e l’anello K[x] dei polinomi di una variabile a coefficienti in
un campo di scalari K, con l’usuale definizione di grado di un polinomio. Un
altro esempio interessante è costituito dagli interi di Gauss Z[i], cioè dall’insieme
dei numeri complessi con parte reale e immaginaria intere, con deg(z) = |z|2. Se
a, b, c, d ∈ Z, abbiamo

c + id
a + ib

=
(c + id)(a − ib)

a2 + b2 =
(ac + bd) + i(ad − bc)

a2 + b2

=
(q1(a2 + b2) + r1) + i(q2(a2 + b2) + r2)

a2 + b2 = q1 + iq2 +
r1 + ir2

(a + ib)(a − ib)
,

con q1, q2, r1, r2 ∈ Z, −
a2 + b2

2
≤ r1, r2 ≤

a2 + b2

2
.

Da questa troviamo che

c + id = (q1 + iq2)(a + ib) + r,

con r =
r1 + ir2

a − ib
= [(c + id) − (q1 + iq2)(a + ib)] ∈ Z[i],

e deg(r) = |r|2 =
r2

1 + r2
2

a2 + b2 ≤
a2 + b2

2
< a2 + b2 = deg(a + ib).

Si possono fare diverse scelte equivalenti della funzione grado. Nel caso degli
interi, ad esempio, potremmo anche prendere deg(p) = p2.

4Cioè il prodotto è commutativo ed il prodotto di due elementi è nullo solo nel caso in cui sia
nullo almeno uno dei fattori. I risultati che dimostriamo qui e nel seguito sono validi anche nel caso
più generale in cui R sia un anello a ideali principali (p.i.d.), in cui cioè ogni ideale sia generato da
un solo elemento. I più semplici esempi noti di p.i.d. che non siano domini euclidei sono gli anelli
Q[
√
−k] con k = 19, 43, 67, 163 [vedi T.Motzkin, The Euclidean Algorithm, Bull. Amer. Math.

Soc. 55 (1949), 1142- 1146]. D’altra parte in [John Greene, Principal Ideal Domains are Almost
Euclidean The American Mathematical Monthly Vol. 104, No. 2 (Feb., 1997), pp. 154-156] si
mostra che i p.i.d. sono quasi euclidei nel senso di [Oscar Campoli, A principal ideal domain that is
not a euclidean domain, American Mathematical Monthly, 95(9):868-871, 1988].
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Un campo K è in modo banale un anello euclideo: infatti possiamo sempre
dividere per un suo elemento non nullo e la divisione ha sempre resto zero; la gra-
dazione su K si può definire, ad esempio, attribuendo grado 0 a tutti i suoi elementi
non nulli e −∞ allo 0, oppure un qualsiasi valore positivo a tutti gli elementi non
nulli e 0 a 0.

Osservazione 6.1. Quoziente e resto sono unici quando eseguiamo la divisione
nell’anello K[x] dei polinomi di una variabile con coefficienti in un campo. Non lo
sono nel caso della divisione sugli interi. Ad esempio,

−7 = (−2) · 3 − 1 = (−3) · 3 + 2

e quindi nella divisione di (−7) per 3 possiamo scegliere come resto sia (−1) che 2.

La nozione di massimo comun divisore (vedi Cap.3, §7) si estende a tutti gli
anelli euclidei.

Proposizione 6.2. Se R è un anello euclideo, per ogni suo sottoinsieme non
vuoto S possiamo determinare un elemento p ∈ R tale che

(6.1) (S ) = {a1s1 + · · · + aksk | s1, . . . , sk ∈ S , a1, . . . , ak ∈ R } = (p) = p · R .

Il generatore p dell’ideale (S ) è univocamente determinato a meno di moltiplica-
zione per un’unità, cioè per un elemento di R ∗.

Dimostrazione. Se S = {0}, lo 0 è l’unico elemento di R per cui sia (0) = ({0}).
Supponiamo ora che ∅ , S , {0} e sia p un elemento non nullo di grado

minimo in (S ). Se s ∈ (S ), sia s = q · p + r con q, r ∈ R e deg(r) < deg(p) la sua
divisione con resto per l’elemento p. Allora

r = s − q · p ∈ (S ),

da cui deduciamo che r = 0 perché (S ) non contiene elementi non nulli di grado
minore di quello di p. Abbiamo cosı̀ verificato che p divide tutti gli elementi di
(S ), cioè che (S ) ⊂ (p). Vale l’inclusione opposta (p) ⊂ (S ) perché p ∈ (S ).

Se p, p′ sono due elementi non nulli di R con (p′) = (p), allora possiamo
trovare due elementi a, a′ ∈ R per cui p′ = a·p e p = a′·p′. Allora 0 , p2 = a′·a·p2

ci dice che (1 − a′ · a) · p2 = 0. Poiché abbiamo supposto che R sia un dominio
d’integrità e p2 , 0, deve essere a′ · a = 1 e quindi a ed a′ sono unità di R .
Perciò il generatore p di un ideale di R è univocamente determinato a meno della
moltiplicazione per un’unità di R . �

Definizione 6.2. Un elemento p ∈ R tale che (p) = (S ) si dice massimo comun
divisore degli elementi di S . Scriviamo p = MCD(S ).

Fattori invarianti e rango libero. Sia A = (ai, j) ∈ R m×n una matrice con i
coefficienti in un dominio d’integrità R . Indichiamo con S`(A), per j = 1, . . . , k,
l’insieme dei minori di ordine ` di A, cioè di tutte i determinanti delle sotto-matrici
quadrate (air , js)1≤r,s≤` ∈ R `×`, per ogni scelta di ` indici di riga 1 ≤ i1< · · ·< i` ≤ m
e di ` indici di colonna 1 ≤ j1 < · · · < j` ≤ n. Se ` > min(m, n), non possiamo for-
mare minori di ordine ` di A con righe e colonne distinte. In questo caso poniamo
S`(A) = {0}.
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Dalle formule di sviluppo dei determinanti rispetto alle righe e alle colonne
segue che gli ideali (S`(A)) verificano

· · · ⊂ (S k(A)) ⊂ (S k−1(A)) ⊂ · · · ⊂ (S 2(A)) ⊂ (S 1(A)),

e quindi, per ogni ` ≥ 1, il massimo comun divisore di S`(A) divide quello di
S`+1(A).

Definizione 6.3 (Fattori invarianti e rango). Chiamiamo rango libero di A il più
grande intero k tale che S`(A) = {0} per ` > k, e stringa dei fattori invarianti di A
una sequenza (p1, . . . , pk) in R con p1 · · · p` = MCD(S`(A)), per ` = 1, . . . , k.

Il polinomio p1 è cioè massimo comun divisore di S1(A), p2 il quoziente di
MCD(S2(A)) per MCD(S1(A)), ed in generale p` il quoziente di MCD(S`(A)) per
MCD(S`−1(A)), se 1 < ` ≤ k.

Nota che i fattori invarianti di una stringa sono determinati a meno di moltipli-
cazione per unità di R . Nel caso dell’anello degli interi, possiamo determinarli uni-
vocamente richiedendo che siano non negativi, in quello dei polinomi a coefficienti
in un campo richiedendo che ogni fattore invariante non nullo sia monico.

La matrice nulla è l’unica che abbia rango libero zero.

Esistenza e unicità della forma canonica.

Teorema 6.3 (Forma canonica di Smith). Sia R un anello euclideo, A ∈ R m×n

una matrice di rango libero k e (p1, . . . , pk) una sua stringa di fattori invarianti.
Valgono le seguenti affermazioni:

(1) Ciascun elemento pi della stringa divide il successivo pi+1, per 1 ≤ i < k.
(2) Una stringa (p1, . . . , pk) di elementi non nulli di R in cui ciascun elemen-

to divida il successivo è una stringa di fattori invarianti di A se e soltanto
se possiamo trovare due matrici L ∈ GLm(R ) ed R ∈ GLn(R ) tali che
LAR sia una matrice rettangolare diagonale, ottenuta bordando di zeri la
matrice quadrata diagonale

(6.2) diag(p1, . . . , pk) =


p1 0 . . . 0
0 p2 . . . 0
...

...
. . . 0

0 0 0 pk

 .
La LAR ha cioè la forma

(6.3) LAR =

(
diag(p1, . . . , pk) 0

0 0

)
,

in cui si devono cancellare le ultime colonne di zeri se k = n, e le ultime righe di
zeri se k = m.

In generale, chiamiamo rettangolari diagonali le matrici che si ottengono bor-
dando con righe nulle in basso o con colonne nulle a destra delle matrici quadrate
diagonali.
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Dimostrazione. Osserviamo che, se A′ ∈ R m×n è ottenuta da A con operazioni
elementari sulle righe e le colonne, allora (S`(A′)) = (S`(A)) per ogni intero po-
sitivo `. Infatti le permutazioni di righe e di colonne danno, per ogni ordine, gli
stessi minori, a meno ancora di permutazioni di righe e di colonne. Aggiungere ad
una riga il multiplo di un’altra riga o ad una colonna il multiplo di un’altra colonna
ci dà una matrice A′ in cui i determinanti dei minori di ordine ` o sono uguali a
corrispondenti elementi di S`(A), o ne sono combinazioni lineari a coefficienti in
R . Quindi (S`(A′)) ⊂ (S`(A)), ma vale anche l’inclusione opposta perché A può
essere ottenuta da A′ aggiungendo ad una riga il multiplo di un’altra riga o ad una
colonna il multiplo di un’altra colonna.

Questa invarianza ci permette di verificare l’enunciato con un semplice proce-
dimento di induzione. Esso è infatti senz’altro valido quando m+n=2 (cioè se A
è una matrice 1 × 1). Supporremo quindi che m+n>2 e che l’enunciato sia valido
per matrici in cui la somma del numero delle righe e di quello delle colonne sia
strettamente inferiore ad m+n.

La matrice nulla è già in forma rettangolare diagonale. Consideriamo quindi
nel seguito il caso in cui A , 0. Sia M l’insieme di tutte le matrici A′ = (a′i, j)
di R m×n che si possono ottenere da A con operazioni elementari sulle righe e sulle
colonne e che hanno a′1,1 , 0. Se A , 0, con una permutazione di righe ed una
di colonne possiamo ottenere da A una matrice di M . Poiché M non è vuoto, tra
le sue matrici c’è una B = (bi, j) con b1,1 di grado minimo tra quelli degli a′1,1 con
A′ = (a′i, j) ∈M . Dico che b1,1 è massimo comun divisore dei coefficienti di B. Per
verificarlo, cominciamo con il mostrare che M contiene una matrice per cui b1,1
sia il solo elemento non nullo sulla prima riga e sulla prima colonna. Sia infatti, per
1 < j ≤ n, b1, j = q1, jb1,1 + r1, j con qi, j, r1, j ∈ R e deg(r1, j) < deg b1, j. Sottraendo
alla j-esima colonna il prodotto di q1, j per la prima, otteniamo una nuova matrice
B′ in M la cui prima riga è

(b1,1, r1,2, . . . , r1,n−1, r1,n).

Scambiando la prima e la j-esima colonna otteniamo una nuova matrice che ha
coefficiente della prima riga e prima colonna uguale ad r1, j. Se non fosse r1, j = 0
per ogni 1 < j ≤ n avremmo allora una contraddizione. Con questo procedimento
abbiamo cosı̀ ottenuto una B′ = (b′i, j) ∈ M con b′1,1 = b1,1 e b′1, j = 0 per j > 1.
Sia poi b′i,1 = qi,1b1,1 + ri,1, con qi,1, ri,1 ∈ R e deg(ri,1) < deg(b1,1), per 1 < i ≤ m.
Sottraendo dall’i-esima riga il prodotto della prima per qi,1 otteniamo una nuova
B′′ = (b′′i, j) ∈ M con b′′1,1 = b1,1 e b′′1, j = 0 per 1 < j ≤ n, b′′i,1 = 0 per 1 < i ≤ m.
Mostriamo che tutti i coefficienti di B′′ sono divisibili per b1,1. Infatti M contiene
la matrice 

b1,1 b1,1 . . . b1,1
0 b′′2,2 . . . b′′2,n
...

... . . .
...

0 b′′m,2 . . . b′′m,n


ottenuta aggiungendo la prima a tutte le altre colonne. Se 1 < i ≤ m ed 1 < j ≤ n,
sia b′′i, j = qi, jb1,1 + ri, j, con qi, j, ri, j ∈ R e deg(ri, j) < deg(b1,1). La matrice B′′′
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ottenuta dalla B′′ sottraendo dalla i-esima riga il prodotto della prima per qi, j ha
nell’i-esima riga e j-esima colonna il coefficiente ri, j. Se questo fosse diverso da
zero, con una permutazione di righe e di colonne potremmo ottenere una matrice
BIV = (bIV

i, j ) ∈ M con bIV
1,1 = ri, j. Ma ciò contraddice la scelta di B. Dunque b1,1

divide tutti i coefficienti di B′′′ e quindi è massimo comun divisore di S1(B′′′) e,
per quanto osservato all’inizio, di S1(A) in quanto B′′′ è stata ottenuta da A con
operazioni elementari sulle righe e sulle colonne.

Abbiamo dimostrato che M contiene una matrice della forma

D =

(
p1 0
0 C

)
con C ∈ R (m−1)×(n−1) e tutti i coefficienti di C divisibili per p1. Se la strin-
ga dei fattori invarianti di C è (p2, . . . , pk), per l’ipotesi induttiva possiamo, con
trasformazioni elementari sulle righe e sulle colonne di C, trasformarla nella(

diag(p2, . . . , pk) 0
0 0

)
.

Possiamo considerare le trasformazioni elementari delle righe e delle colonne di
C come trasformazioni elementari delle righe e delle colonne di D che lasciano
invariata la prima riga e la prima colonna. Esse ci permettono di ottenere da D una
matrice di M della forma

M =

(
diag(p1, . . . , pk) 0

0 0

)
.

Inoltre5 p1|p2 perché divide tutti i coefficienti di C e p2|p3| · · · |pk per l’ipotesi
induttiva.

Poiché per la matrice diagonale M si verifica facilmente che S1(M) = (p1),
S2(M) = (p1 · p2), . . . , S k(M) = (p1 · p2 · · · pk), la (p1, . . . , pk) è una stringa di
fattori invarianti di M e quindi anche di A.

Un’altra stringa di fattori invarianti di A è della forma (u1 · p1, . . . , uk · pk) con
u1, . . . , uk ∈ R ∗. Allora(

diag(u1 · p1, . . . , uk · pk) 0
0 0

)
=

(
diag(u1, . . . , uk) 0

0 In−k

) (
diag(p1, . . . , pk) 0

0 0

)
ci mostra che le due matrici associate alle diverse stringhe di fattori invarianti si
ottengono l’una dall’altra moltiplicandole a sinistra per elementi di GLn(R ). �

Definizione 6.4. La matrice di R m×n che si ottiene bordando con matrici nul-
le la matrice diag(p1, . . . , pk), in cui (p1, . . . , pk) sia una sua stringa di fattori
invarianti, si dice forma canonica di Smith di A.

Esempio 6.2. Consideriamo la matrice diagonale a coefficienti interi

A =


12

4
6

3

 .
5Ricordiamo che a|b significa che a divide b.
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Gli elementi non nulli degli Sh(A) sono i prodotti di h elementi della diagonale.
Quindi i fattori invarianti si ricavano da

p1 = MCD(12, 4, 6, 3) = 1,
p1 p2 = MCD(48, 72, 36, 24, 12, 18) = 6,
p1 p2 p3 = MCD(72, 216, 144, 288) = MCD(2332, 2333, 2432, 2532) = 2332 = 72,
p1 p2 p3 p4 = 3 · 6 · 4 · 12 = 864.

Quindi (1, 6, 12, 12) è una stringa di fattori invarianti di A ed
1

6
12

12

 .
la corrispondente forma di Smith.

Esempio 6.3. Consideriamo la matrice A ∈ Z6×6

A =



3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31 32
33 34 35 36 37 38


.

Per calcolarne il rango libero ed i fattori invarianti utilizziamo operazioni ele-
mentari sulle righe e sulle colonne. Indicheremo con il segno di equivalenza matrici
ottenute l’una dall’altra con queste trasformazioni. Abbiamo:

A ∼



3 1 2 3 4 5
9 1 2 3 4 5

15 1 2 3 4 5
21 1 2 3 4 5
27 1 2 3 4 5
33 1 2 3 4 5


∼



0 1 0 0 0 0
6 1 0 0 0 0
12 1 0 0 0 0
18 1 0 0 0 0
24 1 0 0 0 0
30 1 0 0 0 0


∼



0 1 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0
12 0 0 0 0 0
18 0 0 0 0 0
24 0 0 0 0 0
30 0 0 0 0 0



∼



0 1 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


∼



1 0 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(forma canonica di Smith).

La matrice A ha quindi rango libero 2 e fattori invarianti (1, 6).

Esempio 6.4. Consideriamo la matrice a coefficienti interi

A =

 3 2 1 4
2 4 −1 3
−2 5 6 1

 .
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Possiamo cercarne i fattori invarianti utilizzando direttamente le trasformazioni
elementari. Uniamo con il simbolo ” ∼ ” due matrici che si ottengano l’una
dall’altra con una trasformazione elementare.

A ∼

 1 3 2 4
−1 2 4 3
6 −2 5 1

 ∼
 1 0 0 0
−1 5 6 7
6 −20 −7 −23

 ∼
1 0 0 0
0 5 6 7
0 −20 −7 −23


∼

1 0 0 0
0 5 1 2
0 −20 13 −3

 ∼
1 0 0 0
0 1 5 2
0 13 −20 −3

 ∼
1 0 0 0
0 1 5 2
0 0 −85 −29


∼

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −85 −29

 ∼
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 −29

 ∼
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 1

 ∼
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1


∼

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .
La matrice A ha quindi rango libero 3 e fattori invarianti (1, 1, 1).

Esempio 6.5. Consideriamo la matrice A ∈ (R[x])5×5

A =


1 0 0 0 x
0 1 0 x 0
0 0 1 + x 0 0
0 x 0 1 0
x 0 0 0 1

 .
Calcoliamo il suo rango libero ed i suoi fattori invarianti utilizzando l’eliminazione.
Scriveremo un segno di equivalenza tra due matrici ottenute l’una dall’altra con le
operazioni elementari.

A ∼


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 + x 0 0
0 x 0 1 − x2 0
x 0 0 0 1 − x2

 ∼

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 + x 0 0
0 0 0 1 − x2 0
0 0 0 0 1 − x2

 .
Quindi A ha rango libero 5 e stringa di fattori invarianti (1, 1, 1 + x, 1 − x2, 1 − x2).

Esempio 6.6. Consideriamo la matrice A ∈ (R[x])5×5

A =


1 0 0 0 x
0 1 0 x 0
0 0 x 0 0
0 x 0 1 0
x 0 0 0 1

 .
Calcoliamo il suo rango libero ed i suoi fattori invarianti utilizzando l’eliminazione.
Scriveremo un segno di equivalenza tra due matrici ottenute l’una dall’altra con le
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operazioni elementari.

A ∼


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 x 0 0
0 x 0 1 − x2 0
x 0 0 0 1 − x2

 ∼

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 x 0 0
0 0 0 1 − x2 0
0 0 0 0 1 − x2


Possiamo quindi ridurci alla ricerca del rango libero e della stringa dei fattori
invarianti della matrice

B =

x 0 0
0 1 − x2 0
0 0 1 − x2

 .
La matrice B è diagonale con elementi non nulli sulla diagonale e quindi rango
libero 3 e possiamo calcolarne i fattori invarianti (p′1, p′2, p′3) mediante

p′1 = MCD(x, 1 − x2) = 1,
p′1 p′2 = MCD(x(1 − x2), (1 − x2)2) = (1 − x2),
p′1 p′2 p′3 = x(1 − x2)2

=⇒


p′1 = 1,
p′2 = 1 − x2,

p′3 = x(1 − x2).

Ne segue che A ha rango libero 5 e stringa di fattori invarianti (1, 1, 1, 1− x2, x− x3)
e corrispondente forma di Smith

1
1

1
1 − x2

x − x3

 .

Le matrici di GLn(R ) hanno rango libero n e una stringa dei fattori invarianti
uguale ad (1, 1, . . . , 1). Per ogni matrice A ∈ GLn(R ) possiamo quindi trovare due
elementi L,R ∈ ULn(R ), prodotti di trasformanzioni elementari sulle righe e sulle
colonne, ed elementi λ1, . . . , λn ∈ R ∗ tali che

LAR = diag(λ1, . . . , λn) =⇒ A = L−1diag(λ1, . . . , λn)R−1.

Abbiamo ottenuto

Corollario 6.4. Se R è un dominio euclideo, allora le matrici associate alle
trasformazioni elementari delle righe e delle colonne e alla moltiplicazione di una
riga o di una colonna per un elemento di R ∗ generano il gruppo GLn(R ). �



CAPITOLO 9

Matrici a coefficienti in un campo e sistemi lineari

Consideriamo in questo capitolo matrici con coefficienti in un campo K di
scalari. Se A ∈ Km×n, allora gli (Sh(A)), definiti nel Capitolo 8, sono uguali o a K,
oppure a {0}, a seconda che la matrice A abbia o no un minore di ordine h diverso da
zero. Per matrici a coefficienti in un campo il rango libero si dice semplicemente
rango.

1. Rango di una matrice scalare

Definizione 1.1. Chiamiamo rango di una matrice A ∈ Km×n il più piccolo
intero non negativo r per sui si annullano tutti i minori di A ordine maggiore di r.

Per il Teorema 6.3, data una matrice A ∈ Km×n di rango r, possiamo trovare
due matrici L ∈ GLm(K) ed R ∈ GLn(K) tali che

(1.1) LAR =

(
Ir 0
0 0

)
.

Scriviamo A = (A1, . . . , An) come una matrice di vettori di Km. Chiamiamo
rango per colonne di A il massimo numero di sue colonne linearmente indipen-
denti: ricordiamo che dire che A j1 , . . . , A jr sono linearmente indipendenti significa
che

λ1, . . . , λr ∈ K e λ1A j1 + · · · + λrA jr = 0 =⇒ λ1 = 0, . . . , λr = 0.

Analogamente, possiamo scrivere A come una matrice di n-covettori A =


A1

...
Am

, con

Ai ∈ K1×n = Kn. Il suo rango per righe è il massimo numero di righe linearmente
indipendenti. Dire che Ai1 , . . . , Air sono linearmente indipendenti significa che

λ1, . . . , λr ∈ K e λ1Ai1 + · · · + λrAir = 0 =⇒ λ1 = 0, . . . , λr = 0.

Poiché le operazioni elementari sulle righe e sulle colonne preservano sia il rango
per righe che quello per colonne, abbiamo:

Proposizione 1.1. Per ogni matrice A ∈ Km×n il rango per righe, il rango per
colonne ed il rango coincidono. �

Lemma 1.2. Se i vettori v1, . . . , vm di Kn, sono linearmente indipendenti allora
m ≤ n e, se m < n, possiamo trovare vettori vm+1, . . . , vn di Kn tali che

(v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn)

167
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sia una base.

Dimostrazione. La matrice (v1, . . . , vm) ha, per ipotesi, rango m. Poiché il suo
rango non può superare il numero delle sue colonne, m ≤ n. Se m = n, allora
det(v1, . . . , vn) , 0 e quindi v1, . . . , vn è una base.

Se m < n, allora possiamo trovare m righe, di indici i1, . . . , im, tali che il minore
formato da queste m righe sia diverso da zero. Siano im+1, . . . , in interi tali che
{i1, . . . , im, im+1, . . . , in} = {1, . . . , n}. Allora il determinante di

(v1, . . . , vm, eim+1 , . . . , ein)

è, a meno del segno, il minore della sottomatrice formata dalle righe di indici
i1, . . . , im e dunque diverso da zero ed allora (v1, . . . , vm, eim+1 , . . . , ein) è una base
di Kn. �

Proposizione 1.3 (Inversa destra e sinistra). Condizione necessaria e sufficiente
affinché A ∈ Km×n abbia rango n è che ker LA = {0}. Condizione necessaria e
sufficiente affinché A abbia rango m è che LA(Kn) = Km.

Se A ha rango m, allora possiamo trovare una matrice R ∈ Kn×m tale che

A · R = Im. (inversa destra)

Se A ha rango n, allora possiamo trovare una matrice L ∈ Kn×m tale che

L · A = In. (inversa sinistra)

Dimostrazione. Le affermazioni sul nucleo e l’immagine di LA sono conse-
guenze della Proposizione 4.2 del Cap.8.

Se A ha rango m, allora la LA è surgettiva e possiamo quindi trovare vettori
vi ∈ K

n tali che LA(vi) = ei ∈ K
m, per i = 1, . . . ,m. Allora R = (v1, . . . , vm) ∈ Kn×m

ed A · R = Im.
L’ultima affermazione dell’enunciato si ricava applicando questo ragionamento

alla matrice trasposta Aᵀ. �

Osservazione 1.4. Se r è il rango di A ∈ Km×n ed Ai1 , . . . , Air sono r sue colonne
linearmente indipendenti, allora ogni altra colonna di A è la somma di una combi-
nazione lineare di Ai1 , . . . , Air ed, in generale, LA(Kn) è il sottospazio vettoriale di
Km formato da tutte le combinazioni lineari di Ai1 , . . . , Air .

Lemma 1.5. Se A = (A1, . . . , An) ∈ Km×n ha rango r, ogni sistema (Ai1 , . . . , Ai`),
con ` < r, di colonne linearmente indipendenti di A si può completare ad una
r-upla (Ai1 , . . . , Air ) di colonne linearmente indipendenti di A.

Dimostrazione. Ragionando per ricorrenza, basta verificare che, se ` < r ed
Ai1 , . . . , Ai` sono ` colonne linearmente indipendenti di A, allora è possibile trovare
una colonna A j tale che (Ai1 , . . . , Ai` , A j) abbia rango `+1.

Infatti, se cosı̀ non fosse, tutte le matrici A′j = (Ai1 , . . . , Ai` , A j) avrebbero rango
` e quindi ci sarebbe, poiché il rango di A′j è uguale al suo rango per colonne, una
sizigia non banale

k1Ai1 + · · · + k`Ai` + k`+1A j = 0.
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Poiché per ipotesi (Ai1 , . . . , Ai`) non ammette sizige non banali, deve essere allora
k`+1 , 0 e quindi A j sarebbe la somma di una combinazione lineare di Ai1 , . . . , Ai` .
Poiché questo dovrebbe valere per tutte le colonne di A, avremmo rank(A) ≤ ` < r,
che ci dà una contraddizione. Quindi rank(A′j) = ` + 1 per qualche j. Questo
completa la dimostrazione. �

Corollario 1.6. Sia A ∈ Km×n una matrice a coefficienti in un campo di sca-
lari. Supponiamo che il minore di ordine h corrispondente alla sua sottomatrice
Ai1,...,ih

j1,..., jh
sia diverso da zero. Allora, se il rango r di A è maggiore di h, bordando

la Ai1,...,ih
j1,..., jh

, possiamo trovare una sottomatrice quadrata Ai1,...,ih,...,ir
j1,..., jh,..., jr

di ordine r con
determinante minore diverso da zero. �

Esempio 1.1. Calcoliamo il rango della matrice

A =

0 1 1 2
1 1 2 1
2 1 3 0

 ∈ R3×4.

La sottomatrice
(
0 1
1 1

)
ha determinante −1 , 0. Il rango è quindi maggiore o

uguale a due e, per verificare se è due o tre è sufficiente calcolare i due minori che
si ottengono bordano la sottomatrice delle prime due righe e colonne:∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 1 2
2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2
1 1 1
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Possiamo concludere che A ha rango due.

2. Sottospazi vettoriali e sistemi lineari

Definizione 2.1. Un sottoinsieme V di Kn si dice un suo sottospazio vettoriale
se è non vuoto e contiene tutte le somme delle combinazioni lineari dei suoi vettori.
Si chiama dimensione di V la massima cardinalità1 di un suo sistema di vettori
linearmente indipendenti.

Teorema 2.1. Ogni sottospazio vettoriale V di Kn ammette una base. Tutte le
basi di V hanno lo stesso numero di elementi, uguale alla dimensione di V .

Dimostrazione. Osserviamo che un qualsiasi sistema di vettori di Kn formato
da più di n elementi è linearmente dipendente. Infatti, se v1, . . . , vm sono m vettori
di Kn con m > n, allora la matrice A = (v1, . . . , vm) ∈ Kn×m ha rango al più n e
quindi al più n colonne linearmente indipendenti.

In particolare, un sottospazio vettoriale V di Kn non può contenere più di n
vettori linearmente indipendenti. Fissiamo un sistema massimale w1, . . . ,wm di
vettori linearmente indipendenti di V . Se v è un qualsiasi vettore di V , allora i

1La cardinalità di un insieme finito è il numero dei suoi elementi.
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vettori w1, . . . ,wm, v sono linearmente dipendenti e possiamo trovare una sizigia
non banale (a1, . . . , am, a0) ∈ Km+1 tale che

a1w1 + · · · + amwm + a0v = 0.

Non può essere a0 = 0, perché altrimenti (a1, . . . , am) sarebbe una sizigia non
banale di (w1, . . . ,wm), contraddicendone l’indipendenza lineare. Allora, essendo
a0 , 0,

v =
−a1

a0
w1 + · · · +

−am

a0
wm

ci mostra che v è somma di una combinazione lineare di (w1, . . . ,wm). Quindi ogni
elemento di V si scrive in uno ed un solo modo come combinazione lineare dei
(w1, . . . ,wm), che sono perciò una base di V .

Se (w ′1, . . . ,w
′
k) fosse un’altra base di V , potremmo trovare due matrici A ∈ Km×k

e B ∈ Kk×m tali che

(w ′1, . . . ,w
′
k) = (w1, . . . ,wm)A, (w1, . . . ,wm) = (w ′1, . . . ,w

′
k)B.

Sarebbe allora AB = Im e BA = Ik e da questo segue che k = m. �

Osserviamo che {0} è il sottospazio vettoriale di dimensione 0 di Kn. La sua
base è l’insieme vuoto. Per convenzione, accettiamo che ci siano combinazioni
lineari dell’insieme vuoto di vettori: attribuiamo loro come somma il vettore nullo.

Teorema 2.2 (teorema del rango). Sia A ∈ Km×n.
L’immagine Imm(LA) = {A · v | v ∈ Kn} è un sottospazio vettoriale di Km ed il

nucleo ker LA = {v ∈ Kn | A ·v = 0} un sottospazio vettoriale di Kn. La dimensione
di Imm(LA) è il rango rank(A) di A. Se ν(A) è la dimensione di ker LA, allora vale
la formula

(2.1) rank(A) + ν(A) = n.

Dimostrazione. Cambiando i sistemi di riferimento degli spazi vettoriali Km e
Kn, possiamo ricondurci al caso in cui

A =

(
Ir 0
0 0

)
,

con r = rank(A). Allora l’immagine di A è il sottospazio vettoriale generato dai
primi r vettori del sistema di riferimento scelto perKm, mentre ker LA il sottospazio
generato dagli ultimi n−r vettori di quello scelto per Kn. �

Definizione 2.2. La dimensione ν(A) del nucleo di LA si dice la nullità di A.

Lemma 2.3. Sia A ∈ Km×n una matrice a coefficienti scalari ed Y ∈ Km. Sono
equivalenti:

(1) Y è somma di una combinazione lineare delle colonne di A;
(2) Le matrici A ed (A,Y) hanno lo stesso rango. �
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Da questo lemma segue il teorema di Rouché-Capelli2 sulla risolubilità dei
sistemi lineari.

Associamo al sistema lineare di m equazioni in n incognite con coefficienti in
un campo di scalari K

(2.2)


a1,1x1 + · · · + a1,nxn = y1

· · · · · · · · · · · ·

am,1x1 + · · · + am,nxn = ym

la sua

matrice incompleta A =


a1,1 . . . a1,n
... · · ·

...
am,1 . . . am,n

(2.3)

e la sua matrice completa B =


a1,1 . . . a1,n y1
... · · ·

...
...

am,1 . . . am,n ym

 .(2.4)

Teorema 2.4 (Rouché-Capelli). Condizione necessaria e sufficiente affinché il
sistema lineare (2.2) ammetta soluzione è che la sua matrice completa e la sua
matrice incompleta abbiano lo stesso rango.

Se (2.2) ammette soluzione, l’insieme delle soluzioni è un sottospazio affine di
Kn di dimensione n − r(A). �

Un sottospazio affine3 di Kn è l’insieme L che si ottiene traslando un sottospa-
zio vettoriale di Kn. È cioè un insieme della forma v + W = {v + w | w ∈ W }
con v ∈ Kn e W sottospazio vettoriale di Kn. Ricordiamo che W è un sottospazio
vettoriale se contiene il vettore nullo e le somme di tutte le combinazioni lineari
dei suoi vettori. Si attribuisce allo spazio affine v + W la stessa dimensione del
sottospazio vettoriale W .

2Eugène Rouché (1832-1910), matematico francese, cui si deve un importante risultato sugli
zeri delle funzioni di una variabile complessa.

Alfredo Capelli (1855-1910), matematico italiano, cui si deve l’identità di Capelli, estensione
del teorema di Binet al caso non commutativo ed importante nella teoria delle rappresentazioni del
gruppo lineare:

Se R è un anello non commutativo, il determinante di Capelli di una matrice A=(ai, j) ∈R (n) è

det′(A) =
∑

σ∈Sn
ε(σ)a1,σ1 a2,σ2 · · · an,σn .

Gli operatori differenziali a coefficienti polinomiali formano un anello non commutativo (noto come
algebra di Weyl). Nell’algebra di Weyl R di Rn×n consideriamo gli operatori differenziali Ei, j =∑n

k=1 xi,k(∂/∂x j,k). Siano poi E = (Ei, j), X = (xi, j), D = (∂/∂xi, j), ∆ = ((n−i)δi, j), che consideriamo
matrici di R (n). Abbiamo E = X ·D (prodotto righe per colonne) e vale l’identità (di Capelli)

det′(E+∆) = det′(X) · det′(D),

in cui al primo membro, rispetto alla formula di Binet, abbiamo dovuto aggiungere una matrice
diagonale per la non commutatività di R .

3Vedi il Cap. 14.
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In modo equivalente, un sottospazio affine L di Kn si può caratterizzare come
un insieme che contenga tutte le combinazioni baricentriche dei suoi punti. Queste
sono le combinazioni lineari in cui la somma dei coefficienti è 1.

Definizione 2.3. Diciamo che L ⊂ Kn è un suo sottospazio affine se

v0, v1, . . . , vk ∈ L, t0, t1, . . . , tk ∈ K, t0+t1+· · ·+tk = 1 =⇒ t0v0+t1v1+· · ·+tkvk ∈ L.

Il sottospazio vettoriale T (L) associato ad un sottospazio affine non vuoto è

T (L) = {v1 − v2 | v1, v2 ∈ L}.

L’insieme vuoto è un sottospazio affine, cui si attribuisce dimensione negativa
(spesso −1). I punti sono i sottospazi affini di dimensione zero, le rette quelli
di dimensione uno, ed in generale, chiamiamo k-piani affini quelli di dimensione
k ≥ 2.

3. Somme e intersezioni di sottospazi

Introduciamo in questo paragrafo le operazioni fondamentali sui sottospazi
vettoriali.

Lemma 3.1. L’intersezione V1 ∩ V2 di due sottospazi vettoriali di Kn è ancora
un sottospazio vettoriale di Kn.

Dimostrazione. Infatti le somme di combinazioni lineari di vettori che appar-
tengono sia a V1 che a V2 appartengono ancora sia a V1 che a V2 e quindi alla loro
intersezione. �

Definizione 3.1. Se V1,V2 sono sottospazi vettoriali di Kn, la loro somma
somma l’insieme

(3.1) V1 + V2 = {v1+v2 | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2}.

Se V1∩V2 = {0}, diciamo che la loro somma V1+V2 è diretta . Usiamo la notazione
V1 ⊕ V2 per significare che la somma è diretta.

Si verifica facilmente che vale il

Lemma 3.2. Se V1,V2 sono sottospazi vettoriali di Kn, allora V1+V2 è ancora
un sottospazio vettoriale di Kn. �

Dal teorema del rango possiamo ricavare la4 formula d’intersezione.

Teorema 3.3 (formula di Grassmann). Siano V1,V2 due sottospazi vettoriali di
Kn. Allora

(3.2) dimK(V1 ∩ V2) + dimK(V1+V2) = dimK(V1) + dimK(V2).

4A questa formula viene associato in letteratura il nome di Hermann Günther Grassmann (1809-
1877), matematico e linguista tedesco. Grassmann non ebbe una regolare carriera accademica, ed
in vita fu più apprezzato come linguista che come matematico, nonostante sia da considerarsi come
l’inventore della moderna algebra lineare. I suoi primi scritti sui vettori datano a partire dal 1832.
Delle sue nuove teorie diede un’esposizione compiuta nel suo saggio Die Lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik, pubblicato nel 1844.
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Dimostrazione. Sia v1, . . . , vn1 una base di V1 e w1, . . . ,wn2 una base di V2 e
consideriamo la matrice

A = (v1, . . . , vn1 ,w1, . . . ,wn2) ∈ Kn×(n1+n2).

Poiché le colonne di A generano V1+V2, il rango di A è la dimensione del sotto-
spazio V1+V2. Osserviamo poi che, se A·~k = 0 per un vettore ~k = (ki) ∈ Kn1+n2 ,
allora

k1·v1 + · · · + kn1 ·vn1 = −(kn1+1·w1 + · · · + kn1+n2 ·wn2) ∈ V1 ∩ V2.

Questa relazione definisce una corrispondenza K-lineare biunivoca tra ker(LA) e
V1 ∩ V2, per cui dimK(V1 ∩ V2) = dimK(ker(LA)) = ν(A). La (3.2) si riduce allora
alla formula del rango: rank(A) + ν(A) = n1 + n2. �

4. Trasformazioni elementari e sistemi lineari

Si possono utilizzare le trasformazioni elementari per la risoluzione di sistemi
lineari. Nel farlo, occorre tener conto del fatto che le incognite corrispondono alle
colonne della matrice incompleta e che la colonna che si aggiunge per ottenere la
matrice completa rappresenta i termini noti. Se vogliamo quindi trovare esplicita-
mente le eventuali soluzioni del sistema, saranno permesse solo le trasformazioni
che che coinvolgono le righe delle matrici. Nel caso invece in cui ci interessi solo
l’informazione dell’esistenza o non esistenza di soluzioni e della dimensione del-
lo spazio delle soluzioni, ci basterà confrontare i ranghi delle matrici completa e
incompleta, e quindi potremo utilizzare sia operazioni di riga che di colonna.

Esempio 4.1. Si cerchino le soluzioni del sistema lineare reale
x − 2y − 3z + t = 1
2x + y − z + 4t = 0
x − 3y − t = 3.

La matrice completa associata al sistema è

A =

1 −2 −3 1 1
2 1 −1 4 0
1 −3 0 −1 3


Sommando alle altre multipli della prima riga otteniamo

A ∼

1 −2 −3 1 1
0 5 5 2 −2
0 −1 3 −2 2

 ∼
1 0 −9 5 −3
0 1 −3 2 −2
0 0 20 −8 8

 ∼
1 0 0 7

5
3
5

0 1 0 4
5 −4

5
0 0 1 −2

5
2
5

 .
Il sistema assegnato è quindi equivalente a

x + 7
5 t = 3

5 ,

y + 4
5 t = − 4

5 ,

z − 2
5 t = 2

5 ,

⇐⇒


x = 3−7k

5 ,

y = − 4+4k
5 ,

z = 2+2k
5 ,

t = k ∈ R.

Il sistema è perciò risolubile e le soluzioni dipendono da un parametro.
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Se A ∈ R n×n è una matrice quadrata invertibile, la soluzione del sistema lineare
AX = Y è la X ∈ R n per cui

(A,Y) ∼ (In, X).
Possiamo utilizzare questa osservazione per calcolare l’inversa. Infatti, l’inversa
di una matrice quadrata A ∈ R n×n, se esiste, è la matrice (X1, X2, . . . , Xn) in cui le
colonne Xi ∈ R n sono soluzioni del sistema lineare AXi = ei, per i vettori ei della
base canonica.

Esempio 4.2. Si calcoli, se esiste, l’inversa della matrice quadrata

A =


1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 1 0
−1 1 1 1

 .
Abbiamo 

1 1 1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0
−1 1 1 1 0 0 0 1

 ∼

1 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 −1 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 2 2 0 1 0 1


∼


1 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 −1 0 0
0 0 1 0 −1 1 1 0
0 0 1 2 0 1 −1 1

 ∼

1 0 0 1 3

2 −1 − 1
2 − 1

2
0 1 0 0 1 −1 0 0
0 0 1 0 −1 1 1 0
0 0 0 2 −1 2 −1 1


∼


1 0 0 0 3

2 −1 − 1
2 − 1

2
0 1 0 0 1 −1 0 0
0 0 1 0 −1 1 1 0
0 0 0 1 − 1

2 1 − 1
2

1
2

 =⇒ A−1 =


3
2 −1 − 1

2 − 1
2

1 −1 0 0
−1 1 1 0
−1

2 1 − 1
2

1
2


5. Matrici come tensori

Diamo in questo paragrafo un’altra interpretazione del rango di una matrice
numerica.

Dato un vettore B ∈ Km = Km×1 ed un covettore C ∈ Kn ∈ K
1×n, indichiamo

con B ⊗C il loro prodotto righe per colonne:

(5.1) B ⊗C =


b1
b2
...

bm

 (c1, c2, . . . , cn) =


b1c1 b1c2 . . . b1cn
b2c1 b2c2 . . . b2cn
...

...
. . .

...
bmc1 bmc2 . . . bmcn

 .
Definizione 5.1. Chiamiamo la matrice B ⊗ C di Km×n prodotto tensoriale del

vettore B ∈ Km e del covettore C ∈ Kn.

Osserviamo che tutte le righe e tutte le colonne di B ⊗ C sono tra loro pro-
porzionali: il prodotto tensoriale di un vettore B per un covettore C è nullo se B,
oppure C, è nullo ed ha rango uno quando B e C siano entrambi non nulli. Vale
anche il viceversa:
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Lemma 5.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice A ∈ Km×n

abbia rango uno è che sia il prodotto tensoriale di un vettore e di un covettore non
nulli.

Dimostrazione. Abbiamo già osservato che la condizione è sufficiente. Sup-
poniamo ora assegnata una matrice A = (A1, . . . , An) di rango uno. Essa è allora
non nulla ed ha tutte le colonne tra loro proporzionali. Potremo trovare allora un
vettore B ∈ Km, diverso da zero, tale Ai = ci ·B, per i = 1, . . . , n ed allora A = B⊗C
con C = (c1, c2, . . . , cn). Poiché A , 0, almeno uno dei coefficienti ci, e quindi C, è
diverso da zero. �

Se A = (A1, . . . , An) ∈ Km×n è una matrice di rango r, allora possiamo trovare
r vettori linearmente indipendenti B1, . . . , Br ∈ K

m tali che le colonne A1, . . . , An
di A siano combinazioni lineari di B1, . . . , Br. Definiamo i coefficienti c j,i ∈ K (per
1 ≤ j ≤ r ed 1 ≤ i ≤ n) mediante:

Ai = c1,iB1 + c2,iB2 · · · + cr,iBr, per i = 1, . . . , n.

I coefficienti c j,i sono univocamente determinati perché i vettori B1, . . . , Br sono
linearmente indipendenti.

Questo ci permette di definire gli r covettori

Ci = (ci,1, ci,2, . . . , ci,n) ∈ Kn

ed abbiamo

(5.2) A = B1 ⊗C1 + B2 ⊗C2 + · · · + Br ⊗Cr = (B1, B2, . . . , Br)


C1
C2
...

Cr


Abbiamo ottenuto la seguente

Proposizione 5.2. Ogni matrice A ∈ Km×n di rango r > 0 si può rappresentare
come il prodotto righe per colonne A = B C di due matrici B ∈ Km×r e C ∈ Kr×n,
entrambe di rango r.

Viceversa, siano m, n, r tre interi positivi, con r ≤ min{m, n}. Il prodotto A =

B C di due matrici B ∈ Km×r e C ∈ Kr×n, entrambe di rango r > 0, è una matrice
di rango r.

In modo equivalente:
Ogni matrice di rango r si può rappresentare come una somma (5.2) di r

prodotti tensoriali di vettori Bi e covettori Ci, con r-uple B1, . . . , Br e C1, . . . ,Cr
linearmente indipendenti.

Viceversa, una matrice che ammetta una rappresentazione (5.2), ha rango
minore o uguale di r.

Dimostrazione. Osserviamo che, se vale la (5.2), il sottospazio generato dalle
colonne di A è contenuto in quello generato da B1, . . . , Br e che quindi il rango di A
è minore o uguale ad r. In particolare, se B1, . . . , Br fossero linearmente dipendenti,
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il rango di A sarebbe minore di r. Poiché il rango della matrice A è uguale a quello
della sua trasposta Aᵀ e

Aᵀ = Cᵀ1 ⊗ Bᵀ1 + Cᵀ2 ⊗ Bᵀ2 + · · · + Cᵀr ⊗ Bᵀr ,

ne segue che, se A ha rango r, anche Cᵀ1 , . . . ,C
ᵀ
r , e quindi C1, . . . ,Cr, sono linear-

mente indipendenti.
Se B e C hanno entrambe rango r, allora A = B C ha rango r perché l’immagine

LA(Kn) è generata dai vettori B1, . . . , Br, che sono linearmente indipendenti. �

La discussione che abbiamo svolto ci permette di identificare lo spazio Km×n

delle matrici numeriche al prodotto tensoriale Km ⊗ Kn.

Esempio 5.1. Consideriamo la matrice

A =

1 0 1
1 1 0
1 1 0

 .
La prima colonna è somma delle ultime due, che sono linearmente indipendenti.
Quindi A ha rango due e, indicando con B1 e B2 le ultime due colonne, abbiamo

A1 = B1 + B2,

A2 = B2,

A3 = B2.

=⇒

C1 = (1, 1, 0),
C2 = (1, 0, 1)

cioè

A =

01
1

 (1, 1, 0) +

10
0

 (1, 0, 1) =

0 1
1 0
1 0


(
1 1 0
1 0 1

)
.

Osserviamo che, se A ha rango r, la scelta dei vettori B1, . . . , Br determina
i covettori C1, . . . ,Cr per cui vale la (5.2). Una scelta diversa B′1, . . . , B

′
r degli r

vettori è legata alla precedente da una trasformazione

(B′1, . . . , B
′
r) = (B1, . . . , Br) M

per una matrice M di GLr(K). Le C′1, . . . ,C
′
r corrispondenti si ottengono allora da

C′1
...

C′r

 = M−1


C1
...

Cr

 .
Questa è la scelta per cui

A = B1 ⊗C1 + · · · + Br ⊗Cr = B′1 ⊗C′1 + · · · + B′r ⊗C′r.

Questa invarianza per trasformazioni del gruppo lineare si esprime dicendo
che le matrici che stiamo considerando sono tensori a due indici, 1-covarianti ed
1-controvarianti: all’azione a destra su una componente corrisponde l’azione a
sinistra dell’inversa sull’altra componente.

Nelle applicazioni si incontrano anche tensori con un numero di componen-
ti diverso da due, in cui ciascuno può essere a sua volta co- o contro-variante
rispetto ad un particolare gruppo di simmetria. I bi-vettori e le forme bilineari,
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di cui ci occuperemo nel seguito, sono esempi di tensori 2-co e 2-controvarianti,
rispettivamente.





CAPITOLO 10

Similitudine di matrici quadrate

In questo capitolo indicheremo con K un campo e con K∗ il gruppo moltipli-
cativo dei suoi elementi non nulli.

1. Similitudine

Alla matrice A di K(n) facciamo corrispondere l’applicazione K-lineare

LA : Kn 3 v −→ Av ∈ Kn.

La matrice A rappresenta la trasformazione lineare LA rispetto alla base canonica
e1, . . . , en di Kn. Possiamo chiederci come la LA trasformi le componenti di un vet-
tore calcolate rispetto a un diverso sistema di riferimento ε1, . . . , εn. Se la matrice
X ∈ Kn×1 rappresenta le coordinate di un vettore v ∈ Kn ed Y ∈ Kn×1 quelle di
LA(v), entambi nella stessa base ε1, . . . , εn, allora

LA(v) = εY = A(ε X)⇐⇒ Y = (ε−1A ε) X.

Abbiamo qui indicato con ε = (ε1, . . . , εn) la matrice che ha come colonne i vettori
del nuovo sistema di riferimento.

Definizione 1.1. Diciamo che la matrice (ε−1A ε) rappresenta la trasformazio-
ne LA nel sistema di riferimento ε1, . . . , εn.

Riassumiamo questa discussione nella

Proposizione 1.1. Se A ∈ K(n), allora le B A B−1, al variare di B nel grup-
po lineare GLn(K), rappresentano la trasformazione LA nei diversi sistemi di
riferimento di Kn. �

Pensiamo Kn come uno spazio geometrico, in cui oggetti che si possano tra-
sformare l’uno nell’altro mediante un elemento di GLn(K) siano da considerare
equivalenti. In questo senso, penseremo come equivalenti tra loro due applicazioni
K-lineari di Kn in sé che si trasformino l’una nell’altra per un cambiamento del
sistema di riferimento.

Definizione 1.2 (Similitudine). Chiamiamo simili due matrici A, B di K(n) se
esiste una trasformazione φ del gruppo lineare GLn(K) tale che1

(1.1) B = φAφ−1.

1Indicheremo spesso con lettere minuscole (latine o greche) gli elementi del gruppo lineare
GLn(K) e con lettere maiuscole quelli di K(n).

179
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Matrici simili rappresentano una stessa applicazione K-lineare di Kn in sé ri-
spetto a diversi sistemi di riferimento, oppure corrispondono a due applicazio-
ni K-lineari distinte che possono ridursi l’una all’altra componendole con una
trasformazione invertibile. Infatti la (1.1) si può scrivere in modo equivalente come

(1.2) LB = (Lφ)−1 ◦ LA ◦ Lφ.

La corrispondenza φ→ Lφ è una rappresentazione del gruppo lineare GLn(K) nel
gruppo delle trasformazioni K-lineari invertibili di Kn, ovvero su Kn, che si dice
canonica, o naturale.

Proposizione 1.2. (1) L’applicazione LA : Kn → Kn è invertibile se e
soltanto se A ∈ GLn(K) e in questo caso (LA)−1 = LA−1 .

(2) Se φ1,φ2 ∈ GLn(K), allora Lφ1 ◦ Lφ2 = Lφ1φ2 .
(3) LA è l’identità su Kn se e soltanto se A = In. �

Le proprietà (1), (2), (3) ci dicono che la φ → Lφ è una rappresentazione
lineare fedele del gruppo lineare.

Definizione 1.3. Data φ ∈ GLn(K), l’applicazione che associa ad ogni matrice
A ∈ K(n) la matrice φ Aφ−1 si indica con Adφ:

(1.3) Adφ(A) = φ Aφ−1, A ∈ K(n)

e si dice aggiunzione o similitudine di matrici.

Proposizione 1.3. La similitudine di matrici è una rappresentazione del gruppo
lineare GLn(K) suK(n). Il suo nucleo d’infedeltà è il sottogruppoK∗In dei multipli
dell’identità per gli elementi non nulli di K.

Se K∗ contiene almento due elementi, i multipli dell’identità sono i soli ele-
menti di K(n) lasciati fissi dall’aggiunzione, tali cioè che Adφ(A) = A per ogni
φ ∈ GLK(n).

Dimostrazione. La prima affermazione significa che Adφ1 ◦ Adφ2 = Adφ1φ2

per ogni φ1,φ2 ∈ GLn(K). Questa relazione si verifica facilmente:

Adφ1 ◦ Adφ2(A) = Adφ1(φ2Aφ−1
2 ) = φ1φ2Aφ−1

2 φ
−1
1

= (φ1φ2)A(φ1φ2)−1 = Adφ1φ2(A), ∀A ∈ K(n).

Il nucleo d’infedeltà consiste di tutte le matrici φ per cui Adφ(A) = A per tutti
gli A ∈ K(n). Esso consiste quindi di tutte e sole le matrici φ ∈ GLn(K) che
commutano con tutte le matrici di K(n):

ker(Ad) = {φ ∈ GLn(K) | φA = Aφ, ∀A ∈ K(n)}.

Indichiamo con Ei, j la matrice di K(n) che ha il coefficiente dell’i-esima riga
e j-esima colonna uguale ad 1, e tutti gli altri uguali a zero. Il prodotto φ Ei, j è
una matrice con tutte le colonne nulle, tranne la j-esima, che è uguale alla i-esima
colonna di φ. La Ei, jφ ha invece tutte le righe nulle, tranne la i-esima, uguale alla j-
esima riga di φ. Utilizzando l’uguaglianza φEi, j = Ei, jφ per tutti gli 1 ≤ i , j ≤ n,
proviamo che una φ di ker(Ad) ha nulli tutti gli elementi che non appartengano alla
diagonale principale.
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Essendo φ = diag(λ1, . . . , λn), otteniamo

λ jEi, j = φ Ei, j = Ei, j φ = λiEi, j =⇒ λi = λ j, ∀1 ≤ i, j ≤ n.

Quindi una φ che appartenga al nucleo d’infedeltà della rappresentazione aggiunta
è un multiplo dell’identità e viceversa i multipli dell’identità per elementi di K∗

appartengono al nucleo d’infedeltà dell’applicazione aggiunta.
Supponiamo ora che A = (ai, j) ∈K(n) sia lasciata fissa da tutte le Adφ. Abbiamo

allora
φ Aφ−1 = A⇐⇒ φ A = Aφ, ∀φ ∈ GLn(K).

Se scegliamo una φ = diag(λ1, . . . , λn), questa relazione ci dà

(λiai, j) = diag(λ1, . . . , λn) A = A diag(λ1, . . . , λn) = (λ jai, j),

∀1 ≤ i, j ≤ n, ∀λ1, . . . , λn ∈ K
∗.

Questo ci dice che (λi − λ j)ai, j = 0 per ogni scelta di λ1, . . . , λn ∈ K
∗ e quindi,

per l’ipotesi che K∗ contenga almeno due elementi, che ai, j = 0 se i , j. La A è
quindi una matrice diagonale. Scriviamo A = diag(a1, . . . , an). Se σ ∈ Sn è una
permutazione, la (eσ1 , . . . , eσn) è una matrice di GLn(K) e dalle

A (eσ1 , . . . , eσn) = (aσ1 eσ1 , . . . , aσn eσn), (eσ1 , . . . , eσn) A = (a1eσ1 , . . . , aneσn),

che per ipotesi valgono per ogni σ ∈ Sn, ricaviamo che deve essere ai = a j per ogni
coppia di indici 1 ≤ i, j ≤ n, cioè A è un multiplo di In. �

2. Polinomio caratteristico

Sia K un campo di scalari.
Associamo ad una matrice A ∈ K(n) la matrice (x·In−A) ∈ Mn(K[x]).

Definizione 2.1. Il polinomio pA(x)B det (x·In−A) si dice caratteristico della
matrice A. È un polinomio monico, il cui grado n è l’ordine della matrice A.

Proposizione 2.1. Matrici simili di K(n) hanno lo stesso polinomio caratteri-
stico.

Dimostrazione. La proposizione è conseguenza della formula di Binet per il
determinante del prodotto e del fatto che, se A, A′ ∈ K(n) sono simili, allora lo
sono anche le matrici associate (x·In−A), (x·In−A′). Infatti, se

A′ = BAB−1, con B ∈ GLn(K), allora

(x·In−A′) = B(x·In−A)B−1, con B ∈ GLn(K) ⊂ GLn(K[x]).

Utilizzando la formula di Binet, otteniamo

pA′(x) = det(x·In−A′) = det(B(x·In−A)B−1) = det(B) det(x·In−A) det(B−1)
= det(x·In−A) = pA(x).

�



182 10. SIMILITUDINE DI MATRICI QUADRATE

3. Sottospazi invarianti

Ad una matrice quadrata A ∈ K(n), a coefficienti scalari, associamo l’endomor-
fismo LA ∈ EndK(Kn), definito dall’applicazione lineare LA : Kn 3 v → Av ∈ Kn.

Definizione 3.1. Un sottospazio vettoriale V di Kn si dice A-invariante se
LA(V) ⊆ V .

Useremo come sinonimo della locuzione “sottospazio A-invariante” anche i
termini A-modulo o sotto-A-modulo.

I sottospazi {0} e Kn sono ovviamente A-invarianti.
Un sottospazio A-invariante V si dice

• riducibile se esiste un sottospazio A-invariante W con {0} $ W $ V;
• decomponibile se possiamo trovare due sottospazi A-invarianti V1,V2, di

dimensione positiva, con2 V = V1 ⊕ V2.

Gli aggettivi irriducibile e indecomponibile vogliono naturalmente significare non
riducibile e non decomponibile. L’aggettivo semplice si usa come sinonimo di
irriducibile.

Diciamo che A è riducibile/irriducibile/decomponibile/indecomponibile su K
se è tale Kn, pensato come proprio sottospazio A-invariante.

Osservazione 3.1. Sia A ∈ K(n). Ogni sottospazio A-invariante V ⊆ Kn di
dimensione positiva contiene un sottospazio A-invariante irriducibile W con {0} $
W ⊆ V. Infatti la famiglia F dei sottospazi A-invarianti e di dimensione positiva
di V, contenendo V, è non vuota e contiene quindi un elemento W di dimensione
minima, che è necessariamente irriducibile.

Inoltre, ogni sottospazio A-invariante V è somma diretta V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm
di sottospazi A-invarianti indecomponibili Vi. Questo si dimostra facilmente per
ricorrenza sulla dimensione di V. Infatti, se V ha dimensione minore o uguale di
uno, allora è irriducibile e quindi indecomponibile. Se V ha dimensione m e sap-
piamo decomporre i sottospazi A-invarianti di dimensione inferiore, può darsi che
V sia indecomponibile, nel qual caso V = V è la decoposizione cercata, ovvero
V = V ′ ⊕ V ′′ per due sottospazi A-invarianti, ciascuno di dimensione positiva mi-
nore di quella di V. Per l’ipotesi induttiva, otteniamo che V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm è una
somma diretta di sottospazi A-invarianti indecomponibili Vi, con V ′ = V1⊕· · ·⊕Vk,
V ′′ = Vk+1 ⊕ · · · ⊕ Vm.

Da queste considerazioni segue che sia l’esistenza di A-moduli irriducibili che
la decomposizione di Kn in una somma diretta di A-moduli indecomponibili (que-
st’ultima è la decomposizione di Jordan) sono immediate conseguenze delle defi-
nizioni. Il fatto che queste decomposizioni siano associate a degli invarianti3 segue

2 Ricordiamo che, dati due sottospazi V1 e V2 di uno spazio vettoriale V su K, l’insieme V1 + V2

delle somme di un vettore del primo e di uno del secondo formano ancora un sottospazio vettoriale
di V . La somma è diretta quando V1 ∩ V2 = {0}. In questo caso ogni vettore di V1 + V2 si scrive
in modo unico come la somma di un vettore del primo e di uno del secondo sottospazio. Quando la
somma è diretta, scriviamo V1 ⊕ V2 invece di V1 + V2.

3L’invarianza segue da un enunciato di carattere generale, noto come Teorema di Jordan-Hölder.
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dalla teoria generale dei moduli. Il loro calcolo, nel contesto specifico dell’alge-
bra lineare e delle sue applicazioni, sarà oggetto di studio in questo e in successivi
capitoli.

Osservazione 3.2. La nozione di riducibile/irriducibile/decomponibile/inde-
componibile per una matrice quadrata A ∈ K(n) dipende in modo essenziale dal
campo K degli scalari. Ad esempio,

A =

(
0 −1
1 0

)
è irriducibile e indecomponibile come matrice reale, ma non come matrice com-
plessa: i sottospazi

V1 =

{(
z
iz

)∣∣∣∣∣∣ z ∈ C
}

e V2 =

{(
iz
z

)∣∣∣∣∣∣ z ∈ C
}

sono A-invarianti e V1 ⊕ V2 = C2. Quindi la A è riducibile e decomponibile su C.
Una matrice decomponibile è anche riducibile, ma non vale in generale il

viceversa. Ad esempio, la

A =

(
1 1
0 1

)
∈ R2×2

è riducibile, perché Re1 è un sottospazio A-invariante, ma non è decomponibi-
le, perché il sottospazio 〈e1〉 generato da e1 è il solo sottospazio A-invariante di
dimensione positiva di R2.

Se V è un sottospazio A-invariante di dimensione m di Kn, possiamo scegliere,
per rappresentare l’endomorfismo lineare LA, una base ε1, . . . , εn di Kn in cui i
primi m vettori siano una base di V . La matrice A′ che rappresenta LA in questa
nuova base è allora una matrice triangolare superiore a blocchi

A′ =

(
AV,V AV,W

0 AW,W

)
, con AV,V ∈K(m), AV,W ∈K

m×(n−m), AW,W ∈K(n−m),

dove abbiamo indicato con W il sottospazio generato da εm+1, . . . , εn.
In modo analogo, potremmo scegliere una base η1, . . . , ηn diKn in cui gli ultimi

m vettori siano una base di V . Se U è il sottospazio di Kn generato dai primi (n−m)
vettori η1, . . . , ηn−m, la matrice A′′ associata ad LA in questa base è triangolare
inferiore a blocchi:

A′′ =

(
AU,U 0
AV,U AV,V

)
, con AU,U ∈ K(n−m), AV,U ∈ K

m×(n−m), AV,V ∈ K(m).

Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) fu un matematico francese che ha dato fonda-
mentali contributi alla teoria dei gruppi ed ha avuto un’influenza profonda nella formazione delle
successive generazioni di matematici con il suo Cours d’analyse.

Otto Ludwig Hlder (1859-1937) fu un matematico tedesco, che ha lasciato importanti contributi
alla teoria dei gruppi, alla teoria del potenziale e all’anlisi matematica. Ha dimostrato che la funzione
Γ, una funzione speciale per cui Γ(n) = (n−1)! sugli interi positivi, non è soluzione di nessuna
equazione differenziale algebrica.
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La riducibilità significa cioè che è possibile trovare in K(n) una matrice simile
alla A che sia triangolare a blocchi (superiore o inferiore), con più blocchi di ordine
positivo sulla diagonale.

Se A è decomponibile su K e V1,V2 sono sottospazi A-invarianti di Kn con
Kn = V1 ⊕ V2, possiamo rappresentare LA rispetto ad una base ε1, . . . , εn in cui i
primi n1 vettori ε1, . . . , εn1 siano una base di V1 e gli ultimi n2 = n − n1 vettori
εn1+1, . . . , εn siano una base di V2. In questa base, la matrice A′ di LA è diagonale
a blocchi:

A′ =

(
AV1,V1 0

0 AV2,V2

)
, con AV1,V1 ∈ K(n1), AV2,V2 ∈ K(n2).

La decomponibilità è cioè legata alla possibilità di trovare in K(n) una matrice
simile alla A che sia diagonale a blocchi, con più blocchi di ordine positivo sulla
diagonale.

Poiché l’intersezione di sottospazi A-invarianti è A-invariante, ogni vettore v
di Kn è contenuto in un sottospazio A-invariante, minimo rispetto all’inclusione:
è il sottospazio generato da v , Av , A2v , . . . , Ahv , . . . e quindi i suoi elementi sono
polinomi di A a coefficienti in K. Indichiamo questo sottospazio con K[A]v .

4. Matrici cicliche

Fissiamo un campo K di scalari ed un polinomio monico

(4.1) f (x) = xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an

di una variabile x, a coefficienti in K. Indicando al solito con e1, . . . , en la base
canonica di Kn, consideriamo il vettore

(4.2) e f = −ane1 − an−1e2 − · · · − a2en−1 − a1en.

Definizione 4.1. Diciamo associata ad f la matrice

(4.3) C( f ) =



0 0 . . . 0 0 −an
1 0 . . . 0 0 −an−1
0 1 . . . 0 0 −an−2
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −a2
0 0 . . . 0 1 −a1


= (e2, e3, . . . , en−1, en, e f ).

Abbiamo quindi

C( f )·ei =

ei+1, se 1≤ i< n,
e f , se i = n.

Lemma 4.1. f (x) è il polinomio caratteristico della matrice C( f ). È cioè

(4.4) det(xIn −C( f )) = f (x).
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Dimostrazione. Possiamo ricavare la (4.4) sviluppando il determinante rispet-
to all’ultima colonna. Abbiamo infatti

det(xIn−C( f ))=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 . . . 0 0 an
−1 x . . . 0 0 an−1

0 −1
. . . 0 0 an−2

...
...

. . .
. . .

...
...

0 0 . . . −1 x a2
0 0 . . . 0 −1 x + a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=xn−

∑n

j=2
(−1) ja j det(B j(x)),

dove la matrice B j(x) è la sottomatrice di (xIn − C( f )) che si ottiene cancellando
l’ultima colonna e la (n− j+1)-esima riga. Poiché la B j(x) è triangolare inferiore
con (n− j) termini sulla diagonale uguali ad x e i rimanenti ( j−1) uguali a (−1),
il suo determinante è (−1) j−1xn− j. Sostituendo quest’espressione nella formula
precedente, otteniamo la (4.4). �

Proposizione 4.2. La matrice associata ad f ∈K[x] soddisfa l’equazione di
Hamilton-Cayley

(4.5) pC( f )(C( f )) = f (C( f )) = 0.

Dimostrazione. Se f è il polinomio di grado n definito dalla (4.1), poiché
[C( f )]h(e1) = eh+1 se 0≤h<n, abbiamo

f (C( f ))e1 = C( f )ne1 + a1C( f )n−1e1 + · · · + an−1C( f )e1 + ane1

= C( f )en + a1en + · · · + an−1e2 + ane1 = e f − e f = 0.

Se 1 < i ≤ n, allora ei = C( f )i−1e1 e quindi

f (C( f ))ei = f (C( f ))C( f )i−1e1 = C( f )i−1 ( f (C( f ))e1) = 0, per i = 2, . . . , n.

Il nucleo dell’endomorfismo f (C( f )) contiene allora la base canonica di Kn e
quindi coincide con Kn ed f (C( f )) è l’endomorfismo nullo. �

Le matrici A ∈ K(n) che sono simili ad una matrice della forma C( f ) si di-
cono cicliche. Osserviamo che la C( f ) è univocamente determinata dal suo poli-
nomio caratteristico, che è un invariante per similitudine, e quindi la A determina
univocamente la C(pA), che è la sua forma normale razionale, o di Frobenius4.

Definizione 4.2. Una matrice A ∈ K(n) si dice ciclica se vi è un vettore v ∈ Kn

tale che la successione {v , Av , A2v , · · · } generi Kn, sia cioè

(4.6) K[A]v = Kn.

Proposizione 4.3. Una matrice A ∈ K(n) è ciclica se e soltanto se è simile alla
matrice C(pA) associata al suo polinomio caratteristico.

4Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), matematico tedesco, allievo di Weierstrass, ha inse-
gnato in Germania e in Svizzera ed ha dato importanti contributi alla teoria dei gruppi ed a quella
delle equazioni differenziali.
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Dimostrazione. Se BAB−1 = C(pA) per una matrice B ∈ GLn(K), allora, con
v = B−1e1, i vettori v , Av , . . . , An−1v formano una base di Kn, in quanto sono le
immagini mediante B−1 della base canonica.

Dimostriamo il viceversa. Sia v un vettore di Kn per cui valga la (4.6). I vettori
v , Av , . . . , Anv sono (n+1) e quindi linearmente dipendenti: possiamo allora trovare
un polinomio monico p(x), di grado m minore o uguale di n, per cui

p(A)v = amv + am−1Av + · · · + a1Am−1v + Amv = 0.

Se h > m, abbiamo xh = qh(x)p(x) + rh(x) per un polinomio rh(x) di grado minore
di m. Risulta allora

Ahv = qh(A)p(A)v + rh(A)v = rh(A)v ∈ 〈v , Av , . . . , Am−1v〉

e quindi Kn = K[A]v = 〈v , Av , . . . , Am−1v〉. Poiché questi m vettori generano Kn,
deve essere m ≥ n. Vale anche la diseguaglianza opposta e perciò m = n e gli n
vettori v , Av , . . . , An−1v sono anche linearmente indipendenti e formano una base
di Kn, in cui la matrice associata ad LA è la C(p). Per il Lemma 4.1 è p = pA. �

Proposizione 4.4. Se A ∈ K(n) è una matrice ciclica, allora K[A] consiste di
tutte e sole le matrici B di K(n) che commutano con A.

Dimostrazione. Le matrici di K[A] commutano tutte con A. Supponiamo ora
che A sia ciclica e sia v∈Kn un vettore per cui Kn = K[A]v . Se B ∈ K(n) com-
muta con A e B·v = f (A)·v , allora B = f (A). Infatti l’uguaglianza vale su tutti gli
elementi della base B = {Ah·v | 0≤h<n}, perché

B·(Ah·v) = Ah·B·v = Ah· f (A)·v = f (A)·(Ah·v).

Poiché LB = L f (A) su tutti gli elementi di B, è B = f (A). �

5. Il teorema di Hamilton-Cayley

Dimostriamo in questo paragrafo il teorema5

Teorema 5.1 (Hamilton-Cayley). Se A ∈ K(n), allora pA(A) = 0.

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che pA(A)v = 0 per ogni vettore v ∈ Kn.
Se v ∈ Kn è un qualsiasi vettore non nullo, scegliamo una base ε1, . . . , εn di Kn

i cui primi m vettori generino il sottospazio A-invariante K[A]v . In questa base
l’endomorfismo LA è rappresentato da una matrice triangolare superiore a blocchi

A′ =

(
B C
0 D

)
,

in cui la B ∈ K(m) è una matrice ciclica il cui polinomio caratteristico pB verifica
pB(A)v = pB(B)v = 0. Poiché pA(x) = pB(x)pD(x), otteniamo pA(A)v = 0. �

5William Rowan Hamilton (1805-1865), matematico irlandese, cui si deve tra l’altro un’impor-
tante riformulazione della meccanica newtoniana; Arthur Cayley (1821-1895), matematico inglese
cui si devono importanti contributi alla teoria dei gruppi.
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6. Polinomio minimo

Sia A ∈ K(n) una matrice quadrata di ordine n a coefficienti in un campo K
di scalari. Possiamo definire su Kn una struttura di K[x]-modulo facendo operare
K[x] su Kn mediante

(6.1) f (x) · v = f (A)v , ∀ f (x) ∈ K[x], ∀v ∈ Kn.

Lemma 6.1. Con la struttura di K[x]-modulo definita da una matrice A ∈ K(n),
il modulo Kn è di torsione 6.

Dimostrazione. Per il teorema di Hamilton-Cayley, è

pA(x) · Kn = pA(A)Kn = {0}. �

Per ogni v ∈ Kn, l’insieme ann(v) dei polinomi f per cui f (A)v = 0 è un ideale
non banale di K[x]. Ricordiamo che il fatto che sia un ideale significa che gli
appartengono le somme delle combinazioni lineari a coefficienti polinomi dei suoi
elementi; lo diciamo non banale perché contiene elementi diversi da 0.

Definizione 6.1. Si chiama polinomio minimo di A su v il generatore monico
di ann(v).

Si chiama polinomio minimo di A il generatore monico dell’ideale
⋂

v∈Kn ann(v).
Indichiamo con µA,v il polinomio minimo di A su v e con µA il polinomio

minimo di A.

Lemma 6.2. Il polinomio minimo è invariante per similitudini di K(n). �

Dal teorema di Hamilton-Cayley segue la

Proposizione 6.3. Il polinomio minimo divide il polinomio caratteristico. �

7. Divisori elementari relativi a sottospazi invarianti

Dati una matrice A ∈ K(n) ed un sottospazio A-invariante V diKn, la restrizione
di A a V si può descrivere con una matrice che è univocamente determinata a meno
di similitudine.

Lemma 7.1. Sia V ⊆ Kn un sottospazio A-invariante non banale. Fissata una
base ε1, . . . , εm di V, è univocamente determinata una matrice A′ ∈ K(m) per cui

(7.1) A · (ε1, . . . , εm) = (ε1, . . . , εm) · A′.

Matrici ottenute con un’altra scelta della base di V sono simili alla A′.

Dimostrazione. La (7.1) è diretta conseguenza del fatto che V è A-invariante:
ogni vettore A · ε j è allora la somma di una combinazione lineare di ε1, . . . , εm, i
cui coefficienti sono univocamente determiati e formano la j-esima colonna della
matrice A′. Una qualsiasi altra base di V è della forma (ε1, . . . , εm) · b, con b ∈
GLm(K). Sostituendo in (7.1), abbiamo

A · ((ε1, . . . , εm) · b) = ((ε1, . . . , εm) · b) · (b−1 · A′ · b)

che ci mostra come la matrice di LA su V , nella nuova base, sia simile alla A′. �

6Vedi §4 del Cap.20
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Il Lemma 7.1 ci permette di definire in modo intrinseco i fattori invarianti di A
rispetto a un sottospazio A-invariante.

Definizione 7.1. Siano A ∈ K(n), V ⊆ Kn un sottospazio A-invariante di di-
mensione m > 0, ed A′ ∈ K(m) una matrice per cui valga la (7.1). I divisori
elementari (g1(x), . . . , gm(x)) di A′ si dicono divisori elementari di A su V. In par-
ticolare gm(x) = µA,V (x) e pA,V (x) = det(xIm − A′) = g1(x) · · · gm(x) si dicono,
rispettivamente, il polinomio minimo ed il polinomio caratteristico di A su V.

Diciamo che A è ciclica su V se V = K[A]v per qualche v ∈ V.

8. Forma canonica razionale di una matrice

La forma canonica razionale, o di Frobenius, di una matrice è una conseguen-
za diretta della struttura dei moduli su un anello euclideo, che descriveremo nel
Teorema 4.6 del Cap.20. Ne daremo comunque qui una dimostrazione diretta.

Se A ∈ K(n), la matrice (x·In−A) ∈Mn(K[x]) ha come determinante il poli-
nomio caratteristico, che è monico di grado n ed in particolare diverso da zero.
Quindi (x·In−A) ha rango libero n ed una n-stringa di fattori invarianti ( f1, . . . , fn),
con fi ∈ K[x] monico ed fi| fi+1 per 1 ≤ i < n. Se A è un multiplo c·In dell’identità,
allora la stringa è (x−c, x−c, . . . , x−c). Se A non è un multiplo dell’identità, allora
f1=1, ed in generale ci sarà un più grande intero positivo k≤n tale che fi=1 se i<k.

Teorema 8.1 (Forma canonica razionale). Siano A ∈ K(n) una matrice qua-
drata di ordine n a coefficienti in un campo K di scalari ed ( f1, . . . , fn) la stinga
dei fattori invarianti monici in K[x] di (x·In−A), con fi| fi+1 per 1 ≤ i < n. Allora

(1) pA(x) = f1(x) · · · fn(x);
(2) fn(x) è il polinomio minimo di A;
(3) se fk, . . . , fn sono i fattori invarianti di grado positivo di (x·In−A), allora

la matrice A è simile alla matrice diagonale a blocchi

(8.1) A′ =


C( fk)

. . .

C( fn)

 .
Dimostrazione. La costruzione della forma canonica razionale illustra, in que-

sto caso particolarmente semplice, il metodo delle sizige di Hilbert 7.
Indichiamo con A il dominio euclideo K[x] dei polinomi in una indeterminata

a coefficienti nel campoK. Fissata la matrice A = (ai, j) ∈ K(n), possiamo assegnare
su Kn una struttura di A-modulo, utilizzando la formula

(8.2) f (x) · v = f (A) · v , ∀ f ∈ A , ∀v ∈ Kn

per definire la moltiplicazione del polinomio f (x) per il vettore v .
Qui, se

f (x) = a0xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am,
abbiamo posto

7Questo metodo per lo studio dei moduli fu introdotto da David Hilbert nel lavoro: Über die
Theorie der algebraischen Formen, Math. Annalen 36 (1890)473-534.
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f (A) = a0Am + a1Am−1 + · · · + am−1A + amIn.

Poiché Kn ⊂ An, l’applicazione

φA : An 3


f1(x)
...

fn(x)

 −→ f1(A) · e1 + · · · + fn(A) · en ∈ K
n

è surgettiva. Osserviamo ora che le colonne della matrice x·In−A generano il nucleo
di φA. Infatti, è

x · ei = A · ei = a1,ie1 + · · · + an,ien

e quindi le colonne di x·In−A sono elementi di An che annullano φA.Ogni elemento
F(x) di An si può scrivere come una combinazione lineare a coefficienti in A delle
colonne di x·In−A e di un vettore diKn. Poiché nessun vettore non nullo diKn ⊂ An

può appartenere al nucleo di φA, i vettori di An nel nucleo di φA sono tutti e soli
le combinazioni lineari delle colonne di x·In−A. In algebra commutativa questa
osservazione viene visualizzata con il diagramma8

(8.3) 0 −−−−−→ An x·In−A
−−−−−→ An φA

−−−−−→ Kn −−−−−→ 0
in cui gli “0” iniziale e finale, con una freccia che parte da zero e l’altra che finisce
in zero significano il primo che un vettore F(x) di An per cui (x·In−A) · F(x) = 0
deve essere nullo, cioè che la moltiplicazione a sinistra per (x·In−A) è iniettiva, il
secondo che la φA è surgettiva.

Utilizziamo la forma canonica di Smith (Teorema 6.3 del Cap.8). Supponiamo
che i fattori invarianti monici di (x·In−A) siano ( f1(x), . . . , fn(x)) e che fk(x), con
k ≥ 1, sia il primo di grado positivo. Ci sono allora matrici L(x),R(x) ∈ GLn(A)
tali che

(8.4) L(x) · (x·In−A) · R(x) =



1
. . .

1
fk(x)

. . .

fn(x)


.

Scriviamo R(x) = (ri, j(x)) = (R1(x), . . . ,Rn(x)) come un covettore di vettori di An

e, per ogni i = 1, . . . , n sia wi = φA(Ri(x)) = r1,i(A) · e1 + · · · + rn,i(A) · en. Abbiamo

0 = φA(L(x) · (x·In−A) · Ri(x)) = fi(A) · wi, per 1 ≤ i ≤ n.

In particolare, wi = 0 se i < k e quindi wk, . . . ,wn generano Kn come A-modulo.
Poiché fi(A) · wi = 0, il sottospazio vettoriale K[A]wi ha dimensione minore o

8Una sequenza (· · · −−−−−−−→ Eh+1
αh

−−−−−−−→ Eh
αh−1

−−−−−−−→ Eh−1 −−−−−−−→ · · · ) di gruppi abe-
liani e di omomorfismi di gruppi abeliani si dice un complesso se la composizione di due successivi
omomorfismi è l’omomorfismo nullo. Si dice esatta se l’immagine di ogni applicazione è uguale al
nucleo della successiva. I successivi quozienti di nuclei ed immagini sono i gruppi di omologia del
complesso. Molti invarianti geometrici si calcolano come gruppi di omologia di opportuni complessi
di gruppi abeliani.
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uguale al grado di fi. Poiché

K[A]wk + · · · + K[A]wn = Kn,

e la somma dei gradi delle fi è n, ciascuno dei sottospazi K[A]wi ha dimensione
uguale al grado di fi e la somma è diretta.

Rappresentando LA nella base formata dai vettori wi, A·wi, . . . , Adeg( fi)−1·wi
per i ≥ k si ottiene la forma canonica razionale (8.1) di A.

Osserviamo che la R(x) può essere costruita effettivamente con un numero fini-
to di trasformazioni elementari e dunque possiamo determinare i generatori ciclici
wi dei sottospazi A-invarianti che corrispondono alla forma canonica razionale con
operazioni razionali sui coefficienti della matrice.

Per la formula di Binet, la (8.4), ci dice che il prodotto f1(x) · · · fn(x) è un
multiplo, per un elemento non nullo di K, del polinomio caratteristico di A. Poiché
gli f1, . . . , fn sono monici, il fattore di proporzionalità è 1 ed è quindi dimostrata
la (1).

Il polinomio fn(x) è il polinomio minimo di A su wn e quindi divide il poli-
nomio minimo di A. Poiché tutti gli fi dividono fn, abbiamo anche fn(A) · wi =

qi(A) · fi(A) · wi = 0 e perciò fn(x) sta nell’annullatore di wi per ogni i. Poiché
i wi generano Kn come A-modulo, da questo ricaviamo che fn(x) è il polinomio
minimo di A. La dimostrazione è completa. �

Definizione 8.1. La (8.1) si dice la forma canonica razionale, o forma normale
di Frobenius della matrice A.

I fattori invarianti monici ( f1(x), . . . , fn(x)) di (x·In−A) si dicono anche divisori
elementari della matrice9 A.

La forma canonica (8.1) si dice razionale perché, per calcolarla, è sufficiente
eseguire le operazioni di somma, sottrazione, prodotto, divisione per uno scalare
diverso da zero, sui coefficienti della matrice A. Essa ci permette di stabilire quindi,
con sole operazioni razionali, se due matrici sono simili.

Teorema 8.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché due matrici di K(n)
siano simili è che abbiano gli stessi divisori elementari. �

Possiamo riformulare il teorema dicendo che i suoi divisori elementari forni-
scono un sistema completo di invarianti per similitudine di A ∈ K(n).

Corollario 8.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché A ∈ K(n) sia
ciclica è che il suo polinomio minimo ed il suo polinomio caratteristico coincidano.

Dimostrazione. Se il polinomio minimo e caratteristico coincidono, allora la
stringa dei fattori invarianti di (x·In−A) è (1, . . . , 1, pA(x)) e la A è perciò simile alla
C(pA). �

Poiché (xIn−A) ed (xIn−Aᵀ) hanno gli stessi minori, le matrici A ed Aᵀ hanno
gli stessi divisori elementari. Vale quindi il

Corollario 8.4. Ogni matrice A di Mn(K) è simile alla sua trasposta. �

9In letteratura, “fattori invarianti” e “divisori elementari” sono usati a volte come sinonimi.
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Esempio 8.1. Consideriamo una matrice A ∈ K(n) della forma

A =



a1,1 a1,2 0 . . . 0 0

a2,1 a2,2 a2,3
. . . 0 0

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

an−2,1 an−2,2 an−2,3 . . . an−2,n−1 0
an−1,1 an−1,2 an−1,3 . . . an−1,n−1 an−1,n
an,1 an,2 an,3 . . . an,n−1 an,n


,

cioè con ai, j = 0 se j − i ≥ 2. Se δ = a1,2 · a2,3 · · · an−1,n , 0, allora A è ciclica,
perché il minore di ordine n− 1 dalle prime n− 1 righe e dalle ultime n− 1 colonne
di x·In−A ha come determinante δ, che per ipotesi è uno scalare diverso da zero.
Quindi S n−1(x·In−A) = 1 (vedi §6 del Cap.8) e perciò il polinomio minimo ed il
polinomio caratteristico di A coincidono.

Il polinomio caratteristico e il polinomio minimo hanno le stesse radici, anche
se queste nel polinomio minimo possono comparire con minore molteplicità. In-
fatti, per il Teorema 8.1 sulla forma canonica razionale, il polinomio caratteristico
pA è il prodotto dei fattori invarianti f1, . . . , fn di (x·In−A). Poiché ogni fi divide
il polinomio minimo µA = fn, ne segue che pA divide µn

A. Possiamo allora dare un
complemento all’enunciato del punto (2) del Teorema 8.1:

Proposizione 8.5. Sia A ∈ K(n) una matrice quadrata di ordine n, con coeffi-
cienti in un campo K di scalari. Esiste un intero positivo k ≤ n tale che

(8.5) µA | pA | µ
k
A. �

In algebra la (8.5) si può esprimere utilizzando la nozione di radicale di un
ideale.

Se I è un ideale di un anello commutativo unitario R , si definisce

(8.6)
√
I = {a ∈ R | ∃ k ∈ N tale che ak ∈ I}.

Il radicale è cioè formato da tutti gli elementi che sono radici k-esime, per qualche
intero positivo k, di elementi di I. Utilizzando questa nozione, l’enunciato della
Proposizione 8.5 si può esprimere con l’identità

(8.7)
√

(pA) =
√

(µA), ∀A ∈ K(n).

Esempio 8.2. Se A ∈ K(n) è una matrice diagonale, il suo polinomio caratteri-
stico è pA(x) = (x − λ1)n1 · · · (x − λm)nm , ove λ1, . . . , λm sono gli elementi distinti
sulla diagonale di A ed n1, . . . , nm il numero di volte che vi compaiono. Suppo-
niamo per fissare le idee che 1 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nm. Allora la stringa ( f1, . . . , fn) dei
fattori invarianti di (x·In−A) ha fi = 1 per i ≤ (n − nm), mentre, per i > (n − nm),
ciascun fi è il prodotto di tutti i fattori semplici (x − λ j) con n j > (n − ni). In
particolare, il polinomio minimo è µA = (x − λ1) · · · (x − λm). Ad esempio, per

A = diag(1, 2, 2, 3, 3, 3) ∈ R(6),

abbiamo
f1 = 1, f2 = 1, f3 = 1, f4 = (x − 3), f5 = (x − 2)(x − 3), f6 = (x − 1)(x − 2)(x − 3).
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In particolare, una matrice diagonale è ciclica se e soltanto se gli elementi della
sua diagonale sono tutti distinti.

Esempio 8.3. Sia A ∈ Mn(K) una matrice il cui polinomio caratteristico si possa
decomporre nel prodotto di fattori di primo grado:

(8.8) pA(x) = (x − λ1)(x − λ2) · · · (x − λn−1)(x − λn).

La condizione necessaria e sufficiente affinché A sia ciclica è che, per ogni radice
λi, la matrice λi·In−A abbia rango (n−1).

Infatti, i polinomi ( f1(x), . . . , fn(x)) della stringa dei fattori invarianti dividono
tutti il polinomio caratteristico e sono perciò o 1 o prodotti di fattori (x − λi). Le
radici di fn−1(x) sono tutti e soli gli elementi di K che annullano tutti i minori di
ordine (n−1) di x·In−A e quindi, se λi·In−A ha rango (n−1), allora λi non è radice
di fn−1(x). La condizione posta è quindi necessaria e sufficiente affinché fn−1(x) sia
il polinomio costante 1.

Consideriamo ad esempio il caso di una matrice triangolare inferiore

A =



λ1 0 . . . 0 0
a2,1 λ2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

an−1,1 an−1,2 . . . λn−1 0
an,1 an,2 . . . an,n−1 λn


.

Il polinomio caratteristico di A è

pA(x) = (x − λ1)(x − λ2) · · · (x − λn−1)(x − λn).

La A è ciclica se i λi sono tutti distinti. Questa condizione si può generalizzare, nel
caso in cui il polinomio caratteristico abbia radici multiple, richiededendo che, per
ogni λi, se 1≤i1< · · ·<im≤n sono gli indici con λih = λi, allora la matrice

0 0 0 . . . 0 0
ai2,i1 0 0 . . . 0 0
a13,i1 ai3,i2 0 . . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...
...

...
. . .

. . .
. . .

...
aim,i1 aim,i2 aim,i3 . . . aim,im−1 0


abbia rango (m−1), di uno inferiore alla molteplicità della radice λi di pA(x).

Esempio 8.4. Si trovi la forma canonica razionale della matrice

A =


0 1 1 1 1
−1 0 1 1 0
−1 −1 1 0 0
−1 −1 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ∈ R(5).



8. FORMA CANONICA RAZIONALE DI UNA MATRICE 193

Cerchiamo i fattori invarianti della matrice x·I5−A. Calcoliamo innanzi tutto il suo
polinomio caratteristico.

pA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x −1 −1 −1 −1
1 x −1 −1 0
1 1 x − 1 0 0
1 1 0 x 0
1 0 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x −1 −1
1 1 x − 1 0
1 1 0 x
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x −1 −1 −1
1 x −1 −1
1 1 x − 1 0
1 1 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Indichiamo con f1(x) ed f2(x) i due minori a secondo membro. Abbiamo

f1(x) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x −1 −1
1 1 x − 1 0
1 1 0 x
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x −1 −1
1 x − 1 0
1 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x2(x − 1) + (x − 1) + x
= x3 − x2 + 2x − 1.

f2(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x −1 −1 −1
1 x −1 −1
1 1 x − 1 0
1 1 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −1

1 − x x + 1 0 −1
1 1 x − 1 0

1 + x2 1 − x −x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − x x + 1 0

1 1 x − 1
1 + x2 1 − x −x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= x2 − x + x4 − 1 − (x − 1)3 + x(x + 1) = x4 − x3 + 5x2 − 3x

Si verifica facilmente che MCD( f1(x), f2(x)) = 1. Quindi i primi quatto fattori
invarianti di (xI5 − A) sono uguali ad 1 ed il quinto coincide con il polinomio
caratteristico: A è un endomorfismo ciclico, con polinomio caratteristico

pA(x) = x3 − x2 + 2x − 1 + x(x4 − x3 + 5x2 − 3x)

= x5 − x4 + 6x3 − 4x2 + 2x − 1

ed ha perciò forma canonica razionale
0 0 0 0 1
1 0 0 0 −2
0 1 0 0 4
0 0 1 0 −6
0 0 0 0 1

 .
Esempio 8.5. Consideriamo la matrice diagonale

A =


1

0
−1

0

 .
Il suo polinomio caratteristico è

pA(x) = det(xI4 − A) = det diag(x − 1, x, x + 1, x) = x2(x − 1)(x + 1) = x4 − x2.

Il massimo comun divisore dei minori di ordine tre di (xI4 − A) è x, mentre
quello dei minori di ordine due è 1. I fattori invarianti di (xI4 − A) sono quindi
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(1, 1, x, x3 − x) e di conseguenza la sua forma canonica razionale è


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0

 .
Esempio 8.6. Cerchiamola forma canonica razionale della matrice

A =


0 0 0 1 1
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0
1 −1 0 0 0

 .

Per calcolare i fattori invarianti osserviamo che quando abbiamo su una riga o una
colonna un solo elemento diverso da zero e questo è un’unità, i fattori invarianti
successivi sono quelli della matrice che si ottiene cancellando la riga e la colonna
cui appartiene tale elemento. Otteniamo:

x·I5−A =


x 0 0 −1 −1
0 x −1 −1 0
0 0 x 0 0
0 −1 1 x 0
−1 1 0 0 x

 ∼


0 0 0 0 1
0 x −1 −1 0
0 0 x 0 0
0 −1 1 x 0

x2 − 1 1 0 0 −x


→


0 x −1 −1
0 0 x 0
0 −1 1 x

x2 − 1 1 0 0

 ∼


0 0 0 1
0 0 x 0
0 x2 − 1 1 − x −x

x2 − 1 1 0 0


→

 0 0 x
0 x2 − 1 1 − x

x2 − 1 1 0

 ∼
 0 0 x

0 x2 − 1 1
x2 − 1 1 0


Osserviamo che il minore delle ultime due righe e colonne dell’ultima matrice ha
determinante uno. Ricaviamo quindi che la stringa dei fattori invarianti di (xI5−A)
è (1, 1, 1, 1, x(x2 − 1)2). La A è perciò una matrice ciclica ed ha forma di Frobenius

A′ =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 −1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 2
0 0 0 1 0

 .
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Esempio 8.7. Si calcoli la forma canonica razionale della matrice

A =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 1 0
0 −1 0 0 1 0 0
0 0 −1 1 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0
0 1 0 0 −1 0 0


.

Come nell’esempio precedente, cerchiamo i fattori invarianti di (x·I7−)A riducen-
doci a matrici di ordine inferiore.

A−x·I7 =



−x 0 0 0 0 0 0
0 −x 0 0 0 0 1
−1 0 −x 0 0 1 0
0 −1 0 −x 1 0 0
0 0 −1 1 −x 0 0
0 0 1 −1 0 −x 0
0 1 0 0 −1 0 −x


∼



−x 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
−1 0 −x 0 0 1 0
0 −1 0 −x 1 0 0
0 0 −1 1 −x 0 0
0 0 1 −1 0 −x 0
0 1 − x2 0 0 −1 0 −x



→



−x 0 0 0 0 0
−1 0 −x 0 0 1
0 −1 0 −x 1 0
0 0 −1 1 −x 0
0 0 1 −1 0 −x
0 1 − x2 0 0 −1 0


∼



0 0 x2 0 0 −x
−1 0 −x 0 0 1
0 −1 0 −x 1 0
0 0 −1 1 −x 0
0 0 1 −1 0 −x
0 1 − x2 0 0 −1 0


→


0 x2 0 0 −x
−1 0 −x 1 0
0 −1 1 −x 0
0 1 −1 0 −x

1 − x2 0 0 −1 0

 ∼


0 x2 0 0 −x
−1 0 0 0 0
0 −1 1 x 0
0 1 −1 0 −x

1 − x2 0 x3 − x x2 0


→


x2 0 0 −x
−1 1 x 0
1 −1 0 −x
0 x3 − x x2 0

 ∼


0 x2 x3 −x
−1 1 x 0
0 0 x −x
0 x3 − x x2 0

 →
 x2 x3 −x

0 x −x
x3 − x x2 0


∼

 x2 x3 − x 0
0 x −x

x3 − x x2 0

 ∼
 x2 x3 − x 0

0 0 −x
x3 − x x2 0

 ∼
x 0 0
0 x2 x3 − x
0 x3 − x x2


∼

x 0 0
0 x2 −x
0 x3 − x 2x2 − x4

 ∼
x 0 0
0 0 −x
0 −x5 + 3x3 − x 2x2 − x4

 ∼
x 0 0
0 x 0
0 0 x5 − 3x3 + x

 .
La stringa dei fattori invarianti è (1, 1, 1, 1, x, x, x5 − 3x3 + x) e quindi la forma di
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Frobenius è

A′ =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 3
0 0 0 0 0 1 0


Esempio 8.8. Si trovi la forma canonica razionale della matrice

A =



1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 2 0 0
0 2 0 0 1 0
0 0 1 0 0 2


.

Cerchiamo la stringa dei fattori invarianti di A−x·I6. Abbiamo

A−x·I6 =



1−x 0 0 0 0 0
0 2−x 0 0 0 0
0 0 1−x 0 0 0
1 0 0 2−x 0 0
0 2 0 0 1−x 0
0 0 1 0 0 2−x



∼



1−x 0 0 x2−3x+2 0 0
0 2−x 0 0 2x2−6x+4 0
0 0 1−x 0 0 x2−3x+2
1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0


→

x2−3x+2 0 0
0 x2−3x+2 0
0 0 x2−3x+2


La stringa dei fattori invarianti è quindi (1, 1, 1, x2−3x+2, x2−3x+2, x2−3x+2), cui
corrisponde la forma canonica razionale

A′ =



0 −2 0 0 0 0
1 3 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 1 3 0 0
0 0 0 0 0 −2
0 0 0 0 1 3


.



CAPITOLO 11

Diagonalizzazione e triangolarizzazione di matrici

1. Autovalori e autovettori

Sia A ∈ K(n) una matrice quadrata di ordine n, a coefficienti in un campo di
scalari K.

Definizione 1.1. Si dice autovalore di A uno scalare λ ∈ K per cui esista un
vettore non nullo v ∈ Kn, che chiamiamo autovettore di A relativo a λ, con

(1.1) Av = λv .

Il sottospazio

(1.2) Vλ = {v ∈ Kn | Av = λv} = ker(L(λIn−A))

si dice l’autospazio di A relativo all’autovalore λ.
Chiamiamo l’insieme degli autovalori di A in K il suo spettro di autovalori

in K.

Perché l’equazione (1.1) abbia una soluzione v , 0 in Kn, occorre e basta che
la matrice (λIn−A) abbia nullità positiva, ovvero rango minore di n. Per il criterio di
invertibilità delle matrici quadrate, questo equivale all’annullarsi del determinante.

Proposizione 1.1. Gli autovalori di una matrice A sono tutte e sole le radici
del suo polinomio caratteristico pA. �

Per il Teorema di Ruffini, se λ è un autovalore di A, allora, per un intero m > 0,

(1.3) pA(x) = (x − λ)mg(x), con g ∈ K[x] e g(λ) , 0.

L’intero positivo m si dice la molteplicità della radice λ di pA.

Definizione 1.2. Chiamiamo molteplicità algebrica dell’autovalore λ di A la
sua molteplicità come radice del polinomio caratteristico pA. La sua molteplicità
geometrica è invece la dimensione del relativo autospazio Vλ.

Indichiamo le molteplicità algebrica e geometrica con ma(λ) ed mg(λ), rispet-
tivamente.

Osservazione 1.2. Per il teorema del rango,

mg(λ) = null(λIn − A) = n − rank(λIn − A).

Lemma 1.3. La molteplicità geometrica è sempre minore o uguale alla molte-
plicità algebrica.

197



198 11. DIAGONALIZZAZIONE E TRIANGOLARIZZAZIONE DI MATRICI

Dimostrazione. Sia λ ∈ K un autovalore di A ∈ K(n), con molteplicità geome-
trica h = mg(λ). Rappresentiamo LA in una base ε1, . . . , εn in cui i primi h elementi
siano una base di ker(λI−LA). La matrice A′ = (ε1, . . . , εn)−1A(ε1, . . . , εn) è simile
ad A ed ha la forma

A′ =

(
λIh B
0 C

)
, con B ∈ Kh×(n−h) e C ∈ K(n−h)×(n−h).

Allora
pA(x) = pA′(x) = pλIh(x) · pC(x) = (x − λ)h pC(x)

mostra che la molteplicità di λ come radice di pA(x) è maggiore o uguale alla
molteplicità geometrica h di λ. �

Per la Proposizione 8.5 del Cap. 10, il polinomio minimo ed il polinomio ca-
ratteristico di A hanno le stesse radici, anche se queste vi possono comparire con
molteplicità diverse.

Come tutti gli invarianti di similitudine, molteplicità algebrica e geometrica si
possono ricavare dalla forma canonica razionale.

Lemma 1.4. Gli autovalori di una matrice ciclica hanno molteplicità geome-
trica uno.

Dimostrazione. Poiché la molteplicità geometrica è un invariante di similitu-
dine, è sufficiente dimostrare il lemma per una matrice A = C(pA), della forma

A =



0 0 . . . 0 −an
1 0 . . . 0 −an−1
0 1 . . . 0 −an−2
...

. . .
. . .

...
0 0 0 1 −a1


.

Per ogni λ ∈ K, la sottomatrice

−1 λ 0 . . . 0
0 −1 λ . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 . . . −1 λ

0 0 . . . 0 −1


di (λIn − A) formata dalle ultime (n − 1) righe e dalle prime (n − 1) colonne è
triangolare superiore con tutti i termini della diagonale principale uguali a (−1).
Quindi, per ogni λ ∈ K, la matrice (λIn − A) ha rango maggiore o uguale ad (n − 1)
e perciò nessun autovalore di A può avere molteplicità geometrica maggiore di
uno. �

Proposizione 1.5. Ogni autovalore di una matrice A ∈ K(n) è radice sia del
suo polinomio minimo che del suo polinomio caratteristico.

Se ( f1, . . . , fn) è la stringa dei fattori invarianti monici di (xIn − A), con fi| fi+1
per 1 ≤ i < n, ed indichiamo con mi(λ) la molteplicità1 di λ come radice di fi,

1Se fi(λ) , 0, poniamo mi(λ) = 0.
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allora

(1.4)

ma(λ) = m1(λ) + · · · + mn(λ),
mg(λ) = #{i | fi(λ) = 0}.

Dimostrazione. Come abbiamo premesso, il fatto che il polinomio minimo ed
il polinomio caratteristico abbiano le stesse radici è conseguenza della Proposizio-
ne 8.5 del Cap. 10.

La prima delle (1.4) è verificata perché pA(x) = f1(x) · · · fn(x).
Per verificare la seconda, utilizziamo la forma canonica razionale A′ di A. La

molteplicità geometrica mg(λ) è infatti un invariante di similitudine ed è perciò la
stessa per A ed A′. Calcoliamo la dimensione del nucleo di L(λIn−A′). Se fk è il
primo fattore invariante di grado positivo, abbiamo

(λIn − A′)v =


λImk −C( fk)

. . .

λImn −C( fn)



vk
...

vn

 =


(λImk −C( fk))vk

...
(λImn −C( fn))vn

 ,
ove vi ∈ K

mi , con mi = deg( fi). Un vettore v diverso da 0 è cioè un autovettore
di A′ relativo a λ se e soltanto se ciascuna delle sue componenti vi appartiene al
nucleo di L(λImi−C( fi)). Sappiamo dal Lemma 1.4 che gli autovalori di una matrice
ciclica hanno tutti molteplicità geometrica uno. Otteniamo la seconda delle (1.4)
perché ciasun fi con fi(λ) = 0 aggiunge un’unità alla dimensione di ker(λIn − A′):
se ` > k è il più grande intero per cui f`−1(λ) , 0, otteniamo una base w`, . . . ,wn
di ker(λIn − A′) in cui wi ∈ C

n = Cmk ⊕ · · · ⊕ Cmn ha come i-esima componente un
autovettore di C( fi)) relativo a λ e tutte le altre nulle. �

Definizione 1.3. Chiamiamo diagonalizzabile su K una matrice A ∈ K(n) che
sia simile ad una matrice diagonale.

Definizione 1.4. Un polinomio di una variabile f (x) ∈ K[x], a coefficienti in
un campo K, si dice completamente riducibile su K se si può decomporre in un
prodotto di fattori di primo grado di K[x], cioè se è possibile trovare n scalari
λ1, . . . , λn in K tali che

(1.5) f (x) = a0(x − λ1) · · · (x − λn).

Esempio 1.1. Se K è algebricamente chiuso, come abbiamo osservato essere
il campo C dei numeri complessi (vedi §12 del Cap. 3), ogni polinomio di grado
positivo a coefficienti in K è completamente riducibile. Per un polinomio reale,
possiamo studiare la sua completa riducibilità utilizzando il teorema di Sturm (vedi
§8 del Cap.3).

La riducibilità di un polinomio dipende dal campo in cui cerchiamo le eventuali
radici: ad esempio, (x2 + 3) non è completamente riducibile sui reali, ma lo è sui
complessi.

Proposizione 1.6. Le seguenti sono condizioni necessarie e sufficienti affinché
una matrice A ∈ K(n) sia diagonalizzabile su K:

(1) il suo polinomio minimo µA è completamente riducibile su K e ha solo
radici semplici, cioè con molteplicità uno;
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(2) il suo polinomio caratteristico è completamente riducibile su K ed ogni
autovalore di A ha uguali le molteplicità algebrica e geometrica.

Dimostrazione. (1) ⇒ (2). Supponiamo che il polinomio minimo di A sia
prodotto di fattori semplici:

µA(x) = (x − λ1) · · · (x − λm),

ove λ1, . . . , λm sono gli autovalori distinti di A in K. Dimostriamo che, in questo
caso, Kn si decompone nella somma diretta

(∗) Kn = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm ,

degli autospazi Vλi = {v ∈ Kn | Av = λiv} di A relativi ai suoi autovalori distinti.
Per verificare la validità di questa decomposizione, definiamo per ciascun indice
i = 1, . . . ,m il polinomio qi(x) =

∏
j,i(x − λ j). Poiché q1, . . . , qm hanno massimo

comun divisore 1, possiamo trovare polinomi g1, . . . , gm ∈ K[x] per cui

q1(x)g1(x) + · · · + qm(x)gm(x) = 1 =⇒ q1(A)g1(A) + · · · + qm(A)gm(A) = In.

Se v ∈ Kn otteniamo allora

v = v1 + · · · + vm, con vi = qi(A)gi(A)v ∈ Vλi , per i = 1, . . . ,m.

Infatti la componente vi appartiene all’autospazio Vλi perché

(λiIn − A)vi = (λiIn − A)qi(A)gi(A)v = µA(A)gi(A)v = 0,

ed è univocamente determinata, dal momento che qi(A)gi(A) lascia fissi i vettori di
Vλi ed ha come nucleo la somma di tutti gli autospazi Vλ j con j , i.

(2) ⇒ (1). Supponiamo che pA sia completamente riducibile su K e che,
per ciascun autovalore, coincidano molteplicità algebrica e geometrica. Allora la
somma diretta Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm ha dimensione n ed è quindi uguale a Kn. Ne segue
che il polinomio minimo µA di A è il prodotto (x−λ1) · · · (x−λm) dei fattori semplici
corrispondenti agli autovalori distinti di A. �

2. Autovettori generalizzati e decomposizione spettrale

In questo paragrafo chiariamo, introducendo la nozione di autovalore genera-
lizzato, il significato della molteplicità algebrica.

Definizione 2.1. Sia λ ∈ K un autovalore della matrice A ∈ K(n). Chiamiamo
autovettore generalizzato di A relativo a λ un vettore v , 0 di Kn per cui esista un
intero positivo m per cui

(2.1) (λIn − A)mv = 0.

Il minimo intero m per cui valga quest’uguaglianza si dice il rango di v .
L’autospazio generalizzato di rango m di A relativo a λ è il sottospazio

(2.2) V (m)
λ

= ker(Lm
λIn−A) = {v ∈ Kn | (λIn − A)mv = 0}

generato dagli autovalori generalizzati di rango ≤ m.
L’autospazio generalizzato di A relativo all’autovalore λ è il sottospazio

(2.3) Eλ =
⋃

m>0
V (m)
λ
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generato dagli autovettori generalizzati di ogni rango.

Lemma 2.1. Gli autospazi generalizzati dei diversi ranghi formano una suc-
cessione crescente di sottospazi

(2.4) {0} $ Vλ = V (1)
λ
⊂ V (2)

λ
⊂ · · · ⊂ V (h)

λ
⊂ V (h+1)

λ
⊂ · · · ⊂ Eλ

e vi è un più piccolo intero positivo h per cui V (h)
λ

= V (h+1)
λ

. È allora Eλ=V ( j)
λ

=V (h)
λ

per ogni j > h.

Dimostrazione. Le dimensioni dh = dimK V (h)
λ

degli autospazi dei diversi ran-
ghi formano una successione non decrescente 0 < d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dh ≤ dh+1 ≤ · · ·

di interi positivi, limitata superiormente da n e quindi definitivamente costante. In
particolare, ci sarà un più piccolo intero positivo h ≤ n per cui dh = dh+1, e questo
significa che

(λIn − A)h+1v = 0 =⇒ (λIn − A)hv = 0.
Mostriamo per ricorrenza che, per ogni intero positivo j,

(λIn − A)h+ jv = 0 =⇒ (λIn − A)hv = 0.

Questo infatti è vero per j = 1. Se ` > 1 e supponiamo l’affermazione vera per
1 ≤ j < `, abbiamo

(λIn − A)h+`v = 0 =⇒ (λIn − A)h+`−1[(λIn − A)v] = 0

=⇒ (λIn − A)h[(λIn − A)v] = 0 =⇒ (λIn − A)h+1v = 0

=⇒ (λIn − A)hv = 0.

Questo completa la dimostrazione. �

Definizione 2.2. Siano A ∈ K(n) e V un sottospazio vettoriale A-invariante di
Kn. Diciamo che A (ed LA) è nilpotente su V se vi è un intero positivo m per cui

(2.5) Lm
A (V) = LA ◦ · · · ◦ LA︸         ︷︷         ︸

m volte

(V) = {0}.

Il più piccolo intero positivo m per cui valga la (2.5) si dice l’ordine di nilpotenza
di A su V.

Se A è nilpotente su Kn, diciamo semplicemente che A è nilpotente: il suo
ordine di nilpotenza (su Kn) è allora il più piccolo intero positivo m per cui Am = 0.

Una matrice A ∈ K(n) è nilpotente se e soltanto se lo è l’applicazione LA ed in
questo caso A ed LA hanno lo stesso ordine di nilpotenza.

Lemma 2.2. Sia λ ∈ K un autovalore di A ∈ K(n) ed r il massimo rango di un
suo autovettore generalizzato. Definiamo

(2.6) Fλ := Imm(Lr
λIn−A) =

⋂
h>0

Imm(Lh
λIn−A).

Allora i sottospazi Eλ ed Fλ sono A-invarianti e complementari:

(2.7) Kn = Eλ ⊕ Fλ.

L’applicazione LλIn−A : Kn → Kn è nilpotente di ordine r su Eλ ed è un isomorfismo
lineare di Fλ in sé.
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Dimostrazione. Utilizziamo la notazione del Lemma 2.1. Per il teorema del
rango, le dimensioni dei sottospazi della successione

Kn % Imm(LλIn−A) ⊃ Imm(L2
λIn−A) ⊃ · · · ⊃ Imm(Lh

λIn−A) ⊃ Imm(Lh+1
λIn−A) ⊃ · · · ⊃ {0}

sono n > n − d1 ≥ n − d2 ≥ · · · ≥ n − dh ≥ · · · ≥ 0 e quindi la successione
si stabilizza esattamente quando si stabilizza la (2.4). Per dimostrare la (2.7), dal
momento che le dimensioni dei due sottospazi, per il teorema del rango, hanno
somma n, è sufficiente verificare che essi abbiano intersezione {0}. È

v ∈ Eλ ∩ Fλ =⇒ (λIn − A)rv = 0 ed ∃w ∈ Kn tale che v = (λIn − A)rw ,

=⇒ (λIn − A)2rw = 0 =⇒ v = (λIn − A)rw = 0.

Questo prova la (2.7). I sottospazi Eλ ed Fλ sono chiaramente A-invarianti. La
potenza r-esima dell’endomorfismo LλIn−A si annulla su Eλ e questo significa che
LλIn−A è nilpotente di ordine r su Eλ. Infine, se LλIn−A si annullasse su un elemento
v = (λIn −A)rw , da (λIn −A)r+1w = 0 seguirebbe che v = (λIn −A)rw = 0. Quindi
il nucleo dell’applicazione Fλ 3 v → (λIn − A)v ∈ Fλ è {0} e perciò l’applicazione
è un isomorfismo lineare. �

Proposizione 2.3. La molteplicità algebrica di un autovalore λ ∈ K di una
matrice A ∈ K(n) è uguale alla dimensione dell’autospazio generalizzato di A
rispetto a λ.

Dimostrazione. Scegliamo una base ε1, . . . , εn di Kn i cui primi m vettori sia-
no una base di Eλ e gli ultimi n−m una base di Fλ. La matrice A′ ∈ K(n) che
rappresenta LA in questa base è simile alla A ed ha la forma

A′ =

(
B 0
0 C

)
.

Quindi pA(x) = pA′(x) = pB(x)pC(x). Poiché (λIn−m−C) definisce un isomorfismo
lineare di Kn−m, è pC(λ) , 0. Infine, pλIm−B = pB(x − λ) = (x − λ)m perché il
polinomio minimo di A su ciascun elemento di Eλ è una potenza di (x − λ). �

Teorema 2.4 (Decomposizione spettrale). Sia A ∈ K(n) una matrice il cui
polinomio caratteristico sia completamente riducibile su K e siano λ1, . . . , λk le
sue radici distinte. Allora Kn si decompone nella somma diretta degli autospazi
generalizzati di A:

(2.8) Kn = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk .

Dimostrazione. Indichiamo con n1, . . . , nk le molteplicità algebriche degli au-
tovalori λ1, . . . , λk. Per ipotesi, n1 + · · · + nk = n. Se k = 1, allora Eλ1 = Kn e
non c’è nulla da dimostrare. Se k > 1, definiamo per ogni indice i = 1, . . . , k il
polinomio qi(x) =

∏
j,i(x − λ j)n j . Il massimo comun divisore di q1, . . . , qk è 1.

Possiamo allora trovare polinomi f1, . . . , fk ∈ K[x] tali che

q1(x) f1(x) + · · · + qk(x) fk(x) = 1 =⇒ q1(A) f1(A) + · · · + qk(A) fk(A) = In.

In particolare, per ogni vettore v ∈ Kn,

q1(A) f1(A)v + · · · + qk(A) fk(A)v = v .
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Osserviamo che (λiIn − A)ni[qi(A) fi(A)v] = pA(A) fi(A)v = 0, e quindi l’addendo
qi(A) fi(A)v appartiene ad Eλi . Questo dimostra che Kn = Eλ1 + · · ·+ Eλn . Poiché la
somma delle dimensioni dei sottospazi Eλi è n, la somma è diretta. �

Lemma 2.5. Sia A ∈ K(n) una matrice il cui polinomio caratteristico sia com-
pletamente riducibile su K. Siano λ1, . . . , λk le sue radici distinte e (2.8) la sua
decomposizione spettrale. Allora ogni sottospazio A-invariante W si decompone
nella somma diretta

(2.9) W = (W ∩ Eλ1) ⊕ · · · ⊕ (W ∩ Eλm).

Dimostrazione. Ogni vettore v si decompone in una somma v = v1 + · · · + vm
con vi ∈ Eλi . Per dimostrare il lemma, è sufficiente verificare che, se il sottospazio
W è A-invariante, allora le componenti v1, . . . , vm di un suo vettore v sono ancora
suoi vettori. Se ni è la molteplicità di λi come radice del polinomio minimo di A,
poniamo qi(x) =

∏
j,i(x − λ j)n j , per i = 1, . . . ,m. Per ogni i fissato abbiamo∏

j,i
(λ jIn − A)n j v =

∏
j,i

(λ jIn − A)n j vi = qi(A)vi,

e questo vettore appartiene a W ∩ Eλi se v ∈ W. Poiché i polinomi qi(x), per
i = 1, . . . ,m, hanno massimo comun divisore 1, possiamo trovare dei polinomi
g1, . . . , gm tali che g1(x)q1(x) + · · · + qm(x)gm(x) = 1. Questo ci dice che

q1(A)g1(A) + · · · + gm(A)qm(A) = 1

e quindi

vi = (g1(A)q1(A) + · · · + gm(A)qm(A))vi = gi(A)(qi(A)v1) ∈ W.

Ciò completa la dimostrazione. �

3. Il significato dei coefficienti del polinomio caratteristico

Abbiamo osservato che i coefficienti di un polinomio monico completamente
riducibile sono, a meno del segno, le funzioni simmetriche elementari delle sue
radici. Se

pA(x) = xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an = (x − λ1) · · · (x − λn),

allora
ah = (−1)h

σh(λ1, . . . , λn) =
∑

1≤i1<···<ih≤n
λi1 · · · λih .

In particolare, se K′ è un campo di spezzamento di pA, cioè un’estensione di K
in cui pA sia completamente riducibile, i polinomi simmetrici di n indeterminate a
coefficienti in K assumono valori in K sulle n radici di pA in K′.

Dalla definizione del polinomio caratteristico segue che i suoi coefficienti so-
no degli invarianti di similitudine che si possono calcolare come polinomi dei
coefficienti della matrice.

Definizione 3.1. Chiamiamo traccia di una matrice A ∈ K(n) la somma dei
coefficienti della sua diagonale principale:

(3.1) traccia(A) = a1,1 + · · · + an,n =
∑n

i=1
ai,i, se A = (ai, j) ∈ K(n).
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Proposizione 3.1. La traccia di una matrice A ∈ K(n) è l’opposto del coeffi-
ciente del termine di grado (n − 1) del suo polinomio caratteristico ed è quindi, in
particolare, un invariante di similitudine.

Dimostrazione. Indichiamo con

pi, j(x) =

x − ai,i se i = j,
−ai, j se i , j,

i coefficienti della matrice (xIn − A). La formula (2.2) del Cap. 7 per il calcolo del
determinante ci dà

(3.2) pA(x) = det(xIn − A) =
∑

σ∈Sn
ε(σ)pσ1,1(x) · · · pσn,n(x).

Ogni addendo della somma a secondo membro è, a meno del segno, il prodotto
di n coefficienti di (xIn − A) due qualsiasi dei quali non possono appartenere né
alla stessa riga né alla stessa colonna. Poiché i coefficienti pi, j(x) con i , j hanno
grado zero, i termini di grado maggiore o uguale ad (n − 1) di pA(x) si otterranno
moltiplicando almeno (n − 1), e quindi n elementi della diagonale. Perciò,

pA(x) = (x − a1,1) · · · (x − an,n) + un polinomio di grado minore o uguale ad n − 2

= xn − traccia(A) xn−1 + un polinomio di grado minore o uguale ad n − 2.

Questo dimostra la proposizione. �

Proposizione 3.2. La traccia gode delle seguenti proprietà:

traccia(λ A) = λ traccia(A), ∀λ ∈ K, ∀A ∈ K(n);(1)
traccia(A + B) = traccia(A) + traccia(B), ∀A, B ∈ K(n);(2)
traccia(AB) = traccia(BA), ∀A, B ∈ K(n).(3)

Dimostrazione. Le prime due proprietà seguono immediatamente dalla defi-
nizione. Verifichiamo la terza. Se A = (ai, j) e B = (bi, j), allora AB = (ci, j) con
ci, j =

∑n
h=1ai,hbh, j e BA = (di, j) con di, j =

∑n
h=1a j,hbh,i. Quindi

traccia(AB) =
∑n

i=1
ci,i =

∑n

i, j=1
ai, jb j,i =

∑n

j=1
d j, j = traccia(BA).

Nota che (3) è anche conseguenza del teorema di Sylvester (Teorema 2.15 del
Cap. 7), da cui sappiamo che det(λIn − AB) = det(λIn − BA). �

Proposizione 3.3. Sia A ∈ K(n). Condizione necessaria e sufficiente affinché
traccia(AX) = 0 per ogni X ∈ K(n) è che A = 0.

Dimostrazione. Infatti, se A = (ai, j) e Ti, j è la matrice che ha uguale ad 1 il
coefficiente della i-esima riga e j-esima colonna e tuti gli altri uguali a zero, allora
traccia(ATi, j) = a j,i. La condizione che traccia(AX) sia nulla per tutte le X ∈ K(n)
implica quindi che tutti i coefficienti di A, e quindi la matrice A, siano nulli. Il
viceversa è ovvio. �

Anche i rimanenti coefficienti a2, . . . , an del polinomio caratteristico pA hanno
un significato simile.
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Definizione 3.2. Chiamiamo minori principali di ordine m di A i determinanti

(3.3) det


ai1, i1 . . . ai1, im
...

. . .
...

aim, i1 . . . aim, im

 , 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n

delle sue sottomatrici principali di ordine m, cioè di quelle che sono simmetriche
rispetto alla diagonale principale, ottenute con una stessa scelta di indici sia per le
righe che per le colonne.

Una matrice di ordine n ha
(

n
m

)
minori principali di ordine m.

Definizione 3.3. Chiamiamo traccia della potenza esterna m-esima di A, ed
indichiamo con traccia(∧m(A)), la somma dei suoi minori principali di ordine m.

Calcolando nella (3.2) i coefficienti di ciascuna potenza di x, si ottiene:

Proposizione 3.4. Il coefficiente am del monomio di grado (n−m) del polinomio
caratteristico di A è uguale a (−1)mtraccia(∧m(A)). �

3.1. Rappresentazioni antisimmetriche. Spieghiamo in questo sottoparagra-
fo la terminologia usata nella Definizione 3.3.

Ad una matrice A ∈ K(n) possiamo fare corrispondere, per ogni m=1, 2, . . . , n,
un’applicazione lineare ∧m(A) : Λm(Kn)→ Λm(Kn), definita sugli m-vettori da

(3.4) ∧m (A)(v1 ∧ · · · ∧ vm) = (Av1) ∧ · · · ∧ (Avm).

La corrispondenza A → ∧m(A) è la rappresentazione antisimmetrica di grado m
dell’algebra K(n) delle matrici quadrate di ordine n.

Se A è diagonalizzabile con autovalori λ1, . . . , λn ∈ K, allora anche ∧m(A) è
diagonalizzabile, con autovalori λi1 · · · λim , per 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n. Infatti, se
ε1, . . . , εn è una base di autovettori con Aεi = λiεi, allora

∧m(A)(εi1 ∧ · · · ∧ εim) = (Aεi1) ∧ · · · ∧ (Aεim) = (λi1εi1) ∧ · · · ∧ (λi1εi1)
= (λi1 · · · λim)(εi1 ∧ · · · ∧ εim).

La traccia di ∧m(A) è quindi in questo caso il valore dell’m-esimo polinomio sim-
metrico elementare sulla n-upla degli autovalori di A, ed è quindi uguale a (−1)m

volte il coefficiente di xm nel polinomio caratteristico di A. Abbiamo quindi la
seguente interpretazione dei coefficienti del polinomio caratteristico.

Proposizione 3.5. Sia A ∈ K(n) e pA(x) = xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an il suo
polinomio caratteristico. Allora

(3.5) am = (−1)mtraccia(∧m(A)), per m = 1, . . . , n.

Dimostrazione. Scriviamo A = (a1, . . . , an) come una matrice di colonne.
Poiché il determinante è lineare rispetto a ciascuna colonna, otteniamo lo sviluppo:

pA(x) = det(xe1 − a1, . . . , xen − an)

=
∑n

m=0
(−1)mxn−m

∑
σ∈Sn,

1≤σ1<···<σm≤n,
1≤σm+1<···<σn≤n

ε(σ) det(aσ1 , . . . , aσm , eσm+1 , . . . , eσn).
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Gli addendi ε(σ) det(aσ1 , . . . , aσm , eσm+1 , . . . , eσn) sono i minori di ordine m a caval-
lo della diagonale principale, cioè che si ottengono selezionando righe e colonne
corrispondenti agli stessi indici. La loro somma è quindi la traccia di ∧m(A). �

3.2. Polinomio caratteristico di un prodotto. Il Teorema di Sylvester (Teo-
rema 2.15 del Cap. 7) si può applicare al calcolo del polinomio caratteristico di un
prodotto.

Proposizione 3.6. Se A ∈ Km×n e B ∈ Kn×m, con m ≤ n, allora

(3.6) pBA(x) = xn−m pAB(x).

Dimostrazione. Abbiamo le decomposizioni(
xIm A
xB xIn

)
=

(
Im 0
B In

) (
xIm A
0 xIn − BA

)
=

(
xIm − AB A

0 xIn

) (
Im 0
B In

)
.

Dal teorema di Binet ricaviamo che

xm pBA(x) = xn pAB(x),

da cui segue la tesi. �

Osservazione 3.7. Non c’è una relazione simile per i polinomi minimi. Se ad
esempio consideriamo le due matrici

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
,

allora

AB =

(
0 1
0 0

)
, BA =

(
0 0
0 0

)
e quindi pAB(x) = pBA(x) = x2, mentre µAB(x) = x2, µBA(x) = x.

4. Matrici nilpotenti, unipotenti, proiezioni, simmetrie, trasvezioni

Diciamo che due matrici A, B ∈ K(n) commutano se

(4.1) [A, B] := AB − BA = 0.

Utilizzeremo nel seguito il

Lemma 4.1. Se A, B ∈ K(n) commutano tra loro, allora

(4.2) LA(ker LB) ⊆ ker LB, LA(Imm(LB)) ⊆ Imm(LB).

Dimostrazione. Se v ∈ Kn e Bv = 0, allora

B(Av) = (BA)v = (AB)v = A(Bv) = A0 = 0

ci dice che Av ∈ ker(LB). Se w = Bv , allora

Aw = A(Bv) = (AB)v = (BA)v = B(Av) ∈ Imm(LB).

Ciò prova che valgono le inclusioni (4.2). �
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4.1. Matrici nilpotenti. Richiamiamo la definizione di matrice nilpotente.

Definizione 4.1. Una matrice A ∈ K(n) è nilpotente se Am = 0 per qualche
intero positivo m. Il più piccolo intero m per cui ciò si verifica si dice il suo ordine
di nilpotenza.

Proposizione 4.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice
quadrata A di ordine n sia nilpotente è che il suo polinomio caratteristico sia xn.

Dimostrazione. Infatti, se A è nilpotente, il suo polinomio minimo è una po-
tenza di x e lo è quindi anche il suo polinomio caratteristico. Il viceversa è conse-
guenza del Teorema di Hamilton-Cayley. �

Se A è nilpotente di ordine m, il suo polinomio minimo è µA(x) = xm e la sua
stringa di fattori invarianti è (1, . . . , 1, xn1 , xn2 , . . . , xnk ) con 1 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nk = m,
n1 + · · · + nk = n e k = dim(ker(LA)) (vedi Teorema 8.1 del Cap.10). Posto

(4.3) J0(h) =

(
0 0

Ih−1 0

)
=



0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 0


∈ Mh(K),

la forma canonica razionale di A è la matrice diagonale a blocchi

(4.4) A′ =


J0(n1)

J0(n2)
. . .

J0(nk)

 .
Come vedremo nel seguito, la forma canonica razionale e quella di Jordan coin-
cidono per le matrici nilpotenti. Osserviamo che l’intero positivo k e la stringa di
interi positivi (n1, . . . , nk) con n1 + · · · + nk = n determinano completamente una
matrice nilpotente a meno di similitudine. In particolare, le nilpotenti cicliche di
K(n) sono tutte e sole le matrici simili alla J0(n).

Un’applicazione della Proposizione 3.10 del Cap. 3 ci dà

Proposizione 4.3. Supponiamo che il campo K abbia caratteristica zero. Al-
lora una matrice A ∈ K(n) è nilpotente se e soltanto se traccia(Ah) = 0 per ogni
h = 1, . . . , n.

Dimostrazione. Siano λ1, . . . , λn le radici di pA, ripetute con la loro moltepli-
cità, in un suo campo di spezzamento K′. È

traccia(Ah) = −(λh
1 + · · · + λh

n) = −S h(λ1, . . . , λn).
Per le relazioni di Newton, in un campo di caratteristica zero, da S h(λ1, . . . , λn) = 0
per h = 1, . . . , n segue che sono nulli i polinomi simmetrici elementari σh(λ1, . . . , λn)
delle radici e quindi i coefficienti dei termini di grado minore di n del polinomio
caratteristico. È allora pA(x) = xn e quindi A è nilpotente. �
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4.1.1. Triangolarizzazione simultanea di matrici nilpotenti. Una matrice nil-
potente è simile ad una matrice triangolare (inferiore o superiore) in cui tutti gli
elementi della diagonale principale siano uguali a zero. Premettiamo un

Lemma 4.4. Se A ∈K(n) è nilpotente, allora ogni sottospazio A-invariante non
banale V contiene un autovettore di A.

Dimostrazione. Sia v un qualsiasi vettore non nullo di V . Il polinomio minimo
di A su v divide pA(x) = xn ed è quindi una potenza xm di x, con m ≥ 1. Se m = 1,
Av = 0 e v è autovettore di A. Se m > 1, allora Am−1v = w , 0 ed Aw = 0
mostrano che w ∈ V è un autovettore di A. �

Corollario 4.5. Se A ∈ K(n) è una matrice nilpotente e V ⊆ Kn un sottospazio
A-invariante non banale, allora LA(V) $ V.

Dimostrazione. Sia m la dimensione di V . Per il Lemma 4.4 c’è una base
ε1, . . . , εm di V in cui l’ultimo vettore εm sia un autovettore di A. Allora LA(V) è
generato da Aε1, . . . , Aεm−1 ed ha quindi dimensione minore o uguale ad (m − 1).

�

Dimostriamo ora che un insieme di matrici nilpotenti, che due a due commu-
tano tra loro, possono essere triangolarizzate simultaneamente. Questo risultato si
può considerare una versione semplificata di un teorema di Engel2, in cui l’ipote-
si di commutazione è sostituita da quella che tutti i commutatori successivi delle
matrici assegnate siano ancora matrici nilpotenti.

Nell’enunciato utilizziamo la nozione di bandiera: con questo sostantivo si
indica una successione di sottospazi vettoriali in cui ciascuno sia contenuto nel
successivo. Una bandiera completa è una bandiera che contenga sottospazi di tutte
le dimensioni.

Teorema 4.6. Sia N un insieme di matrici nilpotenti di K(n) che, due a due,
commutino tra loro. Allora tutte le matrici della sottoalgebra associativa generata
da N sono nilpotenti ed ogni bandiera di sottospazi N -invarianti

(4.5)

{0} = V0 ⊂ Vi1 ⊂ · · · ⊂ Vir−1 ⊂ Vir , con dimK(Vih) = ih,
LX(Vih) ⊂ Vih per ogni 1 ≤ h ≤ r ed ogni X ∈ N ,

si può raffinare ad una bandiera completa di sottospazi N -invarianti:

(4.6)

{0} = V0 $ V1 $ · · · $ Vn−2 $ Vn−1 $ Vn = Kn

tali che LX(Vi) ⊆ Vi−1, ∀1 ≤ i ≤ n, ∀X ∈ N .

In particolare, possiamo trovare una base ε1, . . . , εn rispetto alla quale tutti gli
elementi di N si possono scrivere come matrici triangolari inferiori con i termini
della diagonale principale nulli.

2Friedrich Engel (1861-1941), omonimo del filosofo tedesco, compagno di Carl Marx, vissuto
tra il 1920 ed il 1895, fu un matematico tedesco, allievo di Felix Klein. A lui si deve una prima
edizione e divulgazione delle opere di Sophus Lie (1842-1899), il matematico norvegese di cui fu
importante collaboratore ed i cui studi sulle simmetrie continue hanno profondamente influenzato
lo sviluppo della geometria, dello studio delle equazioni a derivate parziali e della fisica teorica
moderne.
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Dimostrazione. Cominciamo con l’osservare che il prodotto di n elementi
X1, . . . , Xn di N è nullo. Definiamo per ricorrenza

W0=Kn, W1=LXn(Kn), W2=LXn−1(W1), . . . ,W j+1=LXn− j(W j), Wn=LX1(Wn−1).

Allora Wn = LX1···Xn(Kn) e, per il Lemma 4.1 ed il Corollario 4.5, i sottospazi W j
sono N -invarianti, cioè N-invarianti per ogni N ∈ N , e soddisfano le inclusioni

Kn = W0 ⊇ W1 ⊇ · · · ⊇ W j ⊇ W j+1 ⊇ · · · ⊇ Wn−1 ⊇ Wn ⊇ {0},

con W j % W j−1 se W j , {0}. Quindi uno dei W j, con j ≤ n, è il sottospazio
banale {0}. Da questo segue che tutte le combinazioni lineari di prodotti di elementi
di N sono matrici nilpotenti che commutano due a due tra loro.

Per dimostrare l’esistenza di una bandiera completa di sottospazi N -invarianti
che raffini la (4.5), basta provare che per ogni coppia di sottospazi N -invarianti
V,W di Kn con W $ V, è

W $ U = {v ∈ V | Xv ∈ W, ∀X ∈ N }.

Sia X1, . . . , Xm una base dello spazio vettoriale generato da N e fissiamo un
qualsiasi vettore v in V\W. Possiamo allora determinare un numero massimo s, con
0 ≤ s < n, di indici 1 ≤ j1, . . . , js ≤ m tali che v ′ = X j1 · · · X js v < W. Allora v ′ ∈
U \W. Questo completa la dimostrazione dell’esistenza di una bandiera completa
che soddisfi (4.6) A partire da essa, possiamo costruire una base ε1, . . . , εn di Kn

con εi ∈ Vi \Vi−1 per 1 ≤ i ≤ n. Poiché LX(Vi) ⊂ Vi−1 per ogni 1 ≤ i ≤ n, le matrici
X′ che rappresentano le LX al variare di X in N , formano un insieme N ′ di matrici
triangolari inferiori con diagonale principale di zeri. �

4.2. Matrici unipotenti.

Definizione 4.2. Si dice unipotente una matrice A ∈ K(n) per cui In−A sia
nilpotente.

Dalla Proposizione 4.2 e dal teorema di Engel possiamo ricavare alcuni criteri
di unipotenza.

Proposizione 4.7. Sono Condizioni necessarie e sufficienti affinché una matrice
A ∈ K(n) sia unipotente:

(1) il suo polinomio caratteristico è pA(x) = (x − 1)n;
(2) A è simile a una matrice triangolare inferiore con tutti i termini della

diagonale principale uguali ad 1;
(3) A è simile a una matrice triangolare superiore con tutti i termini della

diagonale principale uguali ad 1;
(4) A = In + N con N ∈ K(n) nilpotente. �

Proposizione 4.8. Ogni matrice unipotente è invertibile e la sua inversa è
unipotente.

Dimostrazione. Scriviamo la matrice unipotente A come la somma A = In + N
dell’identià e di una matrice nilpotente. Allora

(In + N)(In − N + N2 − N3 + · · · − (−1)nNn−1) = In − Nn = In
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e il secondo fattore del primo membro è unipotente perché
∑n−1

i=1 (−1)iNi è nilpo-
tente, essendo somma di matrici nilpotenti che commutano tra loro. �

Corollario 4.9. Una famiglia U di matrici unipotenti che commutano tra loro
genera un sottogruppo di matrici unipotenti del gruppo speciale lineare SLn(K).

Dimostrazione. L’insieme N = {A−In | A ∈ U} è formato da matrici nilpotenti
che commutano tra loro. Dico che G = {In + N | N ∈ K[N ]} è un sottogruppo di
matrici unipotenti di SLn(K). Questo è conseguenza del teorema di Engel, che
ci dice che K[N ] è un’algebra di matrici nilpotenti che commutano tra loro e del
fatto che l’inversa (In + N)−1 = In +

∑n
i=1(−1)iNi è ancora un elemento di G. Il

sottogruppo di SLn(K) generato da U è contenuto in G e quindi è un gruppo di
matrici unipotenti. �

4.3. Proiezioni.

Definizione 4.3. Chiamiamo matrice di proiezione una A ∈ K(n) con

(4.7) A2 = A.

La corrispondente mappa lineare LA è la proiezione sul sottospazio V=Imm(LA)
lungo W= ker LA.

Il polinomio minimo di una matrice di proiezione può essere x, per A = 0,
(x − 1), per A = In, oppure x(x − 1), nel qual caso diciamo che A è una proiezione
propria.

Proposizione 4.10. Se A ∈ K(n) è una matrice di proiezione, allora

(4.8) Kn = Imm(LA) ⊕ ker(LA)

ed LA è l’identità sui vettori di Imm(LA). Viceversa, se Kn = V ⊕ W vi è una ed
una sola matrice di proiezione A ∈ K(n) tale che V = Imm(LA), W = ker(LA).

Dimostrazione. Il polinomio caratteristico di una matrice di proiezione è com-
pletamente riducibile, con radici che possono essere soltanto 0 e 1, e la (4.8) è la
decomposizione spettrale. Viceversa, dati due sottospazi V e W complementari in
Kn, possiamo fissare una base ε1, . . . , εn di Kn in cui ε1, . . . , εm formino una base
di V ed εm+1, . . . , εn una base di W. La LA è l’unica applicazione lineare di Kn in
sé con LA(εi) = εi per 1 ≤ i ≤ m ed LA(εi) = 0 per m < i ≤ n. La matrice A è data
da

(ε1, . . . , εn)
(
Im 0
0 0

)
(ε1, . . . , εn)−1. �

La matrice diagonale
(
Im 0
0 0

)
è la forma canonica di una proiezione su un

sottospazio di dimensione m. Se A è la matrice della proiezione su V lungo W,
allora (In − A) è la matrice della proiezione complementare su W lungo V .
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4.4. Simmetrie. Supponiamo che il campo degli scalari K abbia caratteristica
diversa da due.

Definizione 4.4. Chiamiamo simmetria una trasformazione lineare corrispon-
dente a una matrice A ∈ K(n) che abbia polinomio minimo µA(x) = x2 − 1.

Ad una simmetria di matrice A corrisponde una decomposizione

Kn = V1 ⊕ V−1

di K nella somma diretta del sottospazio V1 dei vettori che sono lasciati fissi da LA
e del sottospazio V−1 dei vettori che vengono trasformati nel loro opposto.

Chiamiamo riflessione una simmetria lineare che lasci fissi i punti di un iper-
piano. Se ξ = (ξ1, . . . , ξn) è un covettore non nullo di Kn, una simmetria che lascia
fisso l’iperpiano ξ0 = {v ∈ Kn | ξ · v = 0} trasforma nel suo opposto un vettore w
non appartenente a ξ0. Essa si scrive allora come

(4.9) s(v) = v − 2
ξ · v
ξ · w

· w

4.5. Trasvezioni. Le trasvezioni sono trasformazioni lineari in Kn che si re-
stringono, su un iperpiano S ' Kn−1 di Kn, non passante per l’origine, a traslazioni
affini, cioè del tipo S 3 x 7→ x + v ∈ S . Identifichiamo Kn−1

aff
con l’insieme dei vet-

tori di Kn che hanno prima componente uguale ad 1. Fissato un vettore v ∈ Kn−1,
la traslazione di vettore v si può rappresentare con la matrice

(4.10) Tv =

(
1 0
v In−1

)
Questa è l’identità se v = 0, mentre, se v , 0, la stringa dei fattori invarianti di
(xIn − Tv ) è

(4.11) (1, (x − 1), . . . , (x − 1)︸                  ︷︷                  ︸
(n−2) volte

, (x − 1)2)

Osserviamo che la Tv lascia fissi tutti i vettori dell’iperpiano 〈e2, . . . , en〉.

Definizione 4.5. Si chiamamo trasvezioni le matrici A ∈ SLn(K) che lasciano
fissi i vettori di un iperpiano.

Tutte le trasvezioni duverse dall’identità sono simili tra loro ed hanno forma
canonica razionale

(4.12)



1
. . .

1
0 −1
1 2


.

Sia ξ = (ξ1, . . . , ξn) un covettore non nullo di Kn. Le trasvezioni che lasciano
fisso l’iperpiano ξ0 sono descritte da

τw (v) = v + (ξ · v) · w ,
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al variare di w in ξ0. Osserviamo che la τw è proprio una traslazione sullo spazio
affine S = {v | ξ · v = 1}. Poiché

τw1 ◦ τw2(v) = τw1(v + (ξ · v) · w2) = v + (ξ · v) · w2 + (ξ · [v + (ξ · v) · w2]) · w1

= v + (ξ · v) · w2 + (ξ · v) · w1 = v + (ξ · v) · (w1 + w2) = τw1+w2(v),

le trasvezioni di iperpiano ξ0 formano un sottogruppo abeliano di SLn(K), isomorfo
al gruppo additivo dello spazio vettoriale Kn−1.

5. Forma di Jordan

Una matrice ciclica nilpotente Nn ∈ K(n) ha forma canonica razionale

(5.1) Jn(0) =



0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . 0 0

0 0 0 . . . 1 0


=

(
01×(n−1) 01×1

In−1 0(n−1)×1

)
.

Se una matrice ciclica A ∈ K(n) ha polinomio caratteristico (x−λ)n, per uno scalare
λ ∈ K, allora λIn−A è ciclica nilpotente e quindi ha forma canonica razionale Jn(0).
Poiché la matrice identità In è lasciata fissa dalle similitudini di K(n), troviamo che
A è simile alla matrice Jn(λ), definita da

λIn − Jn(λ) = Jn(0),

cioè a

(5.2) Jn(λ) =



λ 0 0 . . . 0 0
1 λ 0 . . . 0 0
0 1 λ . . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . λ 0

0 0 0 . . . 1 λ


Definizione 5.1. Chiamiamo la matrice (5.2) blocco di Jordan3 di ordine n

relativo all’autovalore λ.

Nella scrittura (5.2), il vettore en della base canonica è un autovettore corri-
spondente all’autovalore λ. Nella base εi = en+1−i (1 ≤ i ≤ n) l’autovettore è il

3Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), matematico francese. I suoi contributi originali
riguardano soprattutto la teoria dei gruppi.
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primo vettore della nuova base e la matrice ha la forma

(5.3) J+
n (λ) =



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0

0 0 λ
. . . 0 0

...
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . λ 1

0 0 0 . . . 0 λ


,

con una diagonale di uni sopra invece che sotto la diagonale principale.

Definizione 5.2. La (5.3) si dice blocco di Jordan superiore di ordine n relativo
all’autovalore λ.

A volte (5.2) è indicato con J−n (λ) e detto blocco di Jordan inferiore, in con-
trapposizione a quello superiore di (5.3). Naturalmente, i due blocchi di Jordan
J−n (λ) e J+

n (λ) sono matrici simili in K(n).

Lemma 5.1 (Forma di Jordan di una matrice ciclica). Una matrice ciclica A di
K(n) che abbia un polinomio caratteristico completamente riducibile su K

pA(x) = (x − λ1)n1 · · · (x − λk)nk ,

con λ1, . . . , λk distinti, è simile alla matrice diagonale a blocchi

(5.4) A′ =


Jn1(λ1)

. . .

Jnk (λk)

 .
Dimostrazione. Utilizzando la decomposizione spettrale, possiamo trovare una

matrice B, simile ad A in K(n), diagonale a blocchi,

B =


B1

. . .

Bk


per cui i vettori della base canonica relativi all’i-esimo blocco siano una base del-
l’autospazio generalizzato Eλi =

⋃
h>0 ker(Lh

λiIn−A) di A rispetto all’autovalore λi.
Polinomio minimo e polinomio caratteristico di A e di B coincidono. Poiché poli-
nomio minimo e polinomio caratteristico di B sono il prodotto dei polinomi minimi
e dei polinomi caratteristici dei Bi, ne segue che per ogni indice i è µBi = pBi . Quin-
di i Bi sono ciclici e perciò simili in K(ni) a blocchi di Jordan. Questo completa la
dimostrazione. �

Chiamiamo (5.4) forma di Jordan della matrice ciclica A. Essa è univocamente
determinata a meno di una permutazione dei blocchi sulla diagonale, cioè dell’or-
dine degli autovalori. Naturalmente, la A è anche simile alla matrice a blocchi di
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Jordan superiori

A′′ =


J+

n1
(λ1)

. . .

J+
nk

(λk)

 .
Teorema 5.2 (Forma di Jordan). Se il polinomio caratteristico di A ∈ K(n) è

completamente riducibile su K, allora sono univocamente determinati (a meno di
una permutazione) scalari4 λ1, . . . , λm, ed interi positivi n1, . . . , nm tali che

pA(x) = (x − λ1)n1 · · · (x − λm)nm(5.5)

e la A sia simile alla matrice diagonale a blocchi

A′ =


Jn1(λ1)

. . .

Jnm(λm)

 .(5.6)

Dimostrazione. Il fatto che A sia simile a una matrice A′ della forma (5.6)
segue dall’esistenza della forma canonica razionale, che ci permette di trovare
una matrice B = diag(B1, . . . , Bh), simile ad A e diagonale a blocchi con blocchi
B1, . . . , Bh ciclici e dal Lemma 5.1, per cui ciascun blocco Bi è simile a una ma-
trice diagonale a blocchi con blocchi di Jordan sulla diagonale, dal momento che
la completa riducibilità su K del polinomio caratteristico di A implica la completa
riducibilità dei polinomi caratteristici delle Bi, che sono suoi fattori.

Per verificare l’unicità, basta osservare che la (5.6) determina univocamente i
fattori invarianti di (xIn − A). Siano infatti λ1, . . . , λd gli autovalori distinti di A e
k il massimo numero di blocchi di Jordan corrispondenti ad uno stesso autovalore.
Indichiamo allora con 0 ≤ ci,1 ≤ · · · ≤ ci,k gli ordini dei blocchi di Jordan relativi
all’autovalore λi, ove abbiamo posto ci,r = 0 se ce ne sono meno di (k − r + 1).
Allora i fattori invarianti di grado positivo sono5

f j(x) = (x − λ1)c1, j · · · (x − λd)cd , j, per 1 ≤ j ≤ k. �

Osservazione 5.3. Quando si sappia che pA(x) è completamente riducibile e se
ne conoscano le radici, si può ricavare la forma di Jordan di A senza determinarne
prima la forma canonica razionale. A questo scopo, dobbiamo determinare, per
ogni autovalore λ di A, con riferimento alla (5.5), il numero di indici i per cui
λi = λ e gli ordini ni dei rispettivi blocchi.

Abbiamo già osservato che il numero di blocchi relativi a λ è la sua mol-
teplicità geometrica. In generale, osserviamo che, per ogni blocco di Jordan di
dimensione maggiore o uguale ad h, la dimensione di V (h)

λ
= ker(Lh

λIn−A) si ottiene

aggiungendo alla dimensione di V (h−1)
λ

= ker(Lh−1
λIn−A) il numero dei blocchi di Jor-

dan relativi a λ di ordine maggiore o uguale di h. Infatti, se C è una matrice ciclica

4che possono non essere distinti
5Conveniamo che (x − λi)0 = 1.
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con pC(x) = (x − λ)`, allora

dimK ker(Lh
λI`−C) =

h, se h ≤ `,
` se h > `.

Raccogliamo questi fatti nella lista di osservazioni:

(1) il numero di blocchi Jni(λi) con λi = λ è uguale alla molteplicità geome-
trica mg(λ) = dimK Vλ;

(2) il numero di blocchi Jni(λi) con λi = λ ed ni ≥ 2 è uguale a
dimK V (2)

λ
− dimK Vλ;

(3) se h ≥ 3, il numero di blocchi Jni(λi) con λi = λ ed ni ≥ h è uguale a
dimK V (h)

λ
− dimK V (h−1)

λ
;

(4) la somma degli ni corrispondenti ai λi = λ è la molteplicità algebrica
ma(λ) dell’autovalore λ.

Quindi, il numero νh(λ) di blocchi di Jordan di ordine h per λ è, ponendo V0
λ

= {0},

νh(λ) = 2 dimK Vh
λ
− dimK Vh+1

λ
− dimK Vh−1

λ
, ∀h ≥ 1.

Infatti dobbiamo sottrarre al numero dei blocchi di ordine maggiore o uguale di h
quelli che hanno ordine maggiore o uguale di (h + 1) e quindi

νh(λ) =
(
dimK V (h)

λ
− dimK V (h−1)

λ

)
−

(
dimK V (h+1)

λ
− dimK V (h)

λ

)
= 2 dimK Vh

λ
− dimK Vh+1

λ
− dimK Vh−1

λ
.

Chiaramente, per il modo in cui li abbiamo definiti, i numeri νh(λ) sono invarianti
per similitudine e potremmo perciò utilizzare questo ragionamento per dare una
dimostrazione alternativa dell’unicità, a meno di permutazioni dei blocchi sulla
diagonale, della forma di Jordan A′ di A.

Definizione 5.3. La (5.6) si dice la forma di Jordan della matrice A.

La matrice A è anche equivalente alla forma di Jordan superiore

A′′ =


J+

n1
(λ1)

. . .

J+
nm

(λm)

 .
Esempio 5.1. Si consideri la matrice reale

A =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 −5 10 −10 5

 .
Se ne trovino gli autovalori e, dopo averne calcolato la molteplicità geometrica ed
algebrica, se ne determini la forma di Jordan.
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Soluzione. La matrice A è simile alla sua trasposta

tA =


0 0 0 0 1
1 0 0 0 −5
0 1 0 0 10
0 0 1 0 −10
0 0 0 1 5

 .
Questa è la forma canonica di una matrice ciclica e quindi il suo polinomio minimo
e caratteristico si ricavano dai coefficienti dell’ultima colonna:

pA(x) = µA(x) = x5 − 5x4 + 10x3 − 10x2 + 5x + 1 = (x − 1)5.

Quindi A ha il solo autovalore 1, con molteplicità algebrica 5 e molteplicità geo-
metrica 1. La sua forma di Jordan è pertanto

J5(1) =


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

 .
�

Esempio 5.2. Sia A la matrice reale 5 × 5

A =


0 0 0 0 2
0 1 0 1 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

 .
(1) Si dica se A è invertibile.
(2) Si calcolino i suoi autovalori e le loro molteplicità algebriche e geometri-

che.
(3) Si trovi la sua forma di Jordan.

Soluzione. (1) La matrice A è triangolare superiore, quindi il suo determinante
è il prodotto degli elementi della sua diagonale principale. Tale prodotto è 0 e
quindi la matrice A non è invertibile.

(2) Poiché la matrice A è triangolare superiore, i suoi autovalori sono gli ele-
menti della sua diagonale principale. Quindi A ha autovalore 0, con molteplicità
algebrica 1, ed 1, con molteplicità algebrica 4. La molteplicità geometrica di 0 è 1.
La molteplicità geometrica di 1 è cinque meno il rango della matrice

A − I =


−1 0 0 0 2
0 0 0 1 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .
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La matrice A − I ha due colonne nulle e quindi rango minore o uguale a tre. Ha
rango tre perché il minore delle prime tre righe e della prima, quarta e quinta
colonna −1 0 2

0 1 1
0 1 0


ha determinante 1, diverso da zero. Quindi l’autovalore 1 ha molteplicità geome-
trica 2. I vettori e2 ed e3 della base canonica sono autovettori relativi all’autovalore
1 ed e1 è un autovettore relativo all’autovalore 0. Osserviamo che, posto B = A− I,
abbiamo

B(e5 + 2e1) = e2 + e4, B2(e5 + 2e1) = e2 + e3, B3(e5 + 2e1) = 0.

Quindi il polinomio minimo di A contiene il fattore (x − 1)3 e dunque nella forma
canonica di A ci sarà un blocco di Jordan di ordine 3 relativo all’autovalore 1. Una
forma di Jordan di A è perciò 

0
1

1 0 0
1 1 0
0 1 1


.

�

Esempio 5.3. Sia A la matrice reale 5 × 5

A =


1 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 1 1
0 1 1 1 0
1 0 1 1 0

 .
(1) Si dica se A è invertibile.
(2) Si calcolino i suoi autovalori e le loro molteplicità algebriche e geometri-

che.
(3) Si dica se A è diagonalizzabile.
(4) Se ne scriva la forma di Jordan.

Soluzione. Calcoliamo il polinomio caratteristico di A. Abbiamo

det(A − xI) = (1 − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − x 1 0 0

1 −x 1 1
0 1 1 − x 0
1 1 1 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − x x x − 1 x(1 − x)

1 −1 − x 0 1 + x
0 1 1 − x 0
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



218 11. DIAGONALIZZAZIONE E TRIANGOLARIZZAZIONE DI MATRICI

= (x − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x x − 1 x(1 − x)

−(1 + x) 0 1 + x
1 1 − x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x − 1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 x − x2

−(x + 1) 0 x + 1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x − 1)2(x + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 x − x2

−1 0 1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x − 1)2(x + 1)(2x − x2 + 1)

= −(x − 1)2(x + 1)(x − 1 −
√

2)(x − 1 +
√

2).

Il polinomio caratteristico è quindi

pA(x) = (x − 1)2(x + 1)(x2 − 2x − 1).

(1) Poiché det(A) = −pA(0) = 1 , 0, la matrice A è invertibile.
(2) Gli autovalori di A sono −1, 1 +

√
2 e 1 −

√
2 con molteplicità algebri-

ca e geometrica 1, ed 1 con molteplicità algebrica 2. Per calcolare la
molteplicità geometrica di 1, consideriamo la matrice

A − I =


0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
1 0 −1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 1 1 −1

 .
Indichiamo con ∼ la relazione di avere lo stesso rango. Abbiamo allora

A − I ∼


0 0 1 0 0
1 0 −1 1 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

 ∼

0 0 1 0
1 0 −1 1
0 1 1 0
0 0 1 1

 = B.

Abbiamo

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 0
1 0 −1 1
0 1 1 0
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

e quindi A − I ha rango quattro, da cui ricaviamo che la molteplicità
geometrica di 1 è uno.

(3) Poiché l’autovalore 1 ha molteplicità algebrica diversa da quella geome-
trica, la matrice A non è diagonalizzabile.

(4) La sua forma di Jordan ha quatto blocchi, tre di dimensione 1 corrispon-
denti agli autovalori −1, 1 +

√
2, 1 −

√
2, ed uno di dimensione 2, cor-

rispondente all’autovalore 1: è perciò (i coefficienti non indicati sono
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nulli) 

−1

1 +
√

2

1 −
√

2

1 0
1 1


.

�

Esempio 5.4. Sia A la matrice reale 6 × 6

A =



1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1


.

(1) Si dica se A è invertibile.
(2) Si calcolino i suoi autovalori e le loro molteplicità algebriche e geometri-

che.
(3) Si dica se A è diagonalizzabile.
(4) Se ne scriva la forma di Jordan.

Soluzione. Calcoliamo il polinomio caratteristico di A.

pA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 − x 0 0 1 0 0
0 1 − x 0 0 0 0
0 1 1 − x 0 1 0
0 0 0 1 − x 0 0
0 1 0 0 1 − x 0
0 1 1 0 1 1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 − x)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − x 0 0 0

1 1 − x 0 1
0 0 1 − x 0
1 0 0 1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 − x)3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − x 0 1

0 1 − x 0
0 0 1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1 − x)6.

(1) A è invertibile perché det A = pA(0) = 1 , 0.
(2) A ha il solo autovalore 1 con molteplicità algebrica 6. Abbiamo (indicando con
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”∼” la relazione di aver lo stesso rango)

A − I =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0


∼


0 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 0
1 1 0 1

 .

Poiché ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 0
1 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 0 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣ = −1 , 0,

la matrice A − I ha rango quattro e dunque la molteplicità geometrica dell’autova-
lore 1 è 2.

Essendo diverse la molteplicità algebrica e geometrica dell’autovalore 1, la
matrice A non è diagonalizzabile.

Per trovare la forma di Jordan di A, cerchiamo sottospazi A-invarianti di R6.
Detti e1, . . . , e6 i vettori della base canonica abbiamo

Ae1 = e1,

Ae2 = e2 + e3 + e5 + e6,

Ae3 = e3 + e6,

Ae4 = e1 + e4,

Ae5 = e3 + e5 + e6,

Ae6 = e6.

Vediamo quindi che
LA(〈e1, e4〉) ⊆ 〈e1, e4〉 ed LA(〈e2, e3, e5, e6〉) ⊆ 〈e2, e3, e5, e6〉

e questi sono quindi due sottospazi invarianti complementari, uno di dimensio-
ne due, l’altro di dimensione quattro. Poiché sappiamo che ci sono esattamente
due spazi nella decomposizione di Jordan, ne deduciamo che questi sono proprio
i sottospazi invarianti della decomposizione di Jordan. La forma di Jordan di A è
perciò 

1 0
1 1

1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


.

�
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6. Decomposizione spettrale

Perché ogni matrice A di K(n) sia simile ad una matrice di Jordan occorre che
tutti i polinomi di grado n di K[x] siano completamente riducibili. Questo vale per
ogni n se K è algebricamente chiuso. Nel caso in cui K non sia algebricamente
chiuso, otteniamo comunque una decomposizione di Kn in una somma diretta di
sottospazi A-invarianti indecomponibili: nel caso in cui pA sia completamente ri-
ducibile, questi corrispondono ai diversi blocchi di Jordan. Altrimenti, su ciascun
sottospazio polinomio minimo e polinomio caratteristico coincideranno e saranno
uguali alla potenza di un polinomio primo.

Ricordiamo che l’anello K[x] dei polinomi di una indeterminata a coefficienti
in un campo K è a fattorizzazione unica (vedi §10 del Cap. 3). Ogni polinomio
si può cioè scrivere in modo unico come prodotto del suo coefficiente direttore
e di fattori monici irriducibili. Chiameremo6 primo un polinomio irriducibile di
grado positivo, primario una sua potenza. Ricordiamo ancora che due polinomi
f1, f2 ∈ K[x] sono primi tra loro se ( f1, f2) = (1) = K[x], se cioè possiamo trovare
g1, g2 ∈ K[x] tali che

g1(x) f1(x) + g2(x) f2(x) = 1.
I polinomi monici irriducibili di grado positivo formano lo spettro di K[x].

Se K è algebricamente chiuso, gli elementi dello spettro sono tutti e soli i binomi
(x − λ), al variare di λ in K e quindi lo spettro si identifica con lo stesso campo K.
Se il campo K non è algebricamente chiuso, contiene polinomi irriducibili di grado
maggiore di uno. I binomi (x − λ) con λ ∈ K sono ancora elementi dello spettro,
che quindi contiene K. Ad esempio, lo spettro di R[x], oltre ai binomi (x − λ), con
λ ∈ R, contiene tutti i polinomi pa,b = (x2 + ax + b) con a2 < 4b. Poiché le radici
di pa,b sono complesse coniugate, risultano completamente caratterizzate da quella
con parte immaginaria positiva. Possiamo perciò identificare lo spettro di R[x] al
sottoinsieme {z ∈ C | Im (z) ≥ 0}.

Notazione 6.1. Fissata A ∈ K(n), per ogni f ∈ K[x], indichiamo con

(6.1) Vf = {v ∈ Kn | f (A)v = 0}

il nucleo dell’endomorfismo L f (A) di Kn. I sottospazi V f sono A-invarianti.
Osserviamo che, se λ ∈ K, V(x−λ) è l’autospazio Vλ relativo all’autovalore λ,

oppure {0} se λ non è autovalore.

Teorema 6.2 (Decomposizione spettrale, o di Fitting7). Siano A ∈ K(n) e
pA(x) = f1(x) · · · fm(x) la decomposizione del suo polinomio caratteristico pA(x)
in prodotto di polinomi primari, due a due primi tra loro. Allora

(6.2) Kn = V f1 ⊕ · · · ⊕ V fm .

6In un anello R chiamiamo primi gli ideali I tali che, se a · b ∈ I, almeno uno dei fattori
a, b appartengono ad I e primari quelli per cui, se a · b ∈ I, o ak, o bk, per un intero positivo k
sufficientemente grande, appartengono ad I. In un anello ad ideali principali, chiamiamo primo il
generatore di un ideale primo e primario il generatore di un ideale primario.

7Hans Fitting (1906-1938) fu un algebrista tedesco, cui si devono importanti risultati nella teoria
dei gruppi e in quella dei moduli e delle algebre di Lie.
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Se W è un qualsiasi sottospazio A-invariante, allora

(6.3) W = (W ∩ V f1) ⊕ · · · ⊕ (W ∩ V fm).

Dimostrazione. Se f (x) = pA(x) è primario, allora V f =Kn per il teorema di
Hamilton-Cayley e non c’è nulla da dimostrare. Altrimenti, se pA(x)= f1(x) · · · fm(x)
con m ≥ 2, con ( fi, . . . , fi) = (1) se 1 ≤ i < j ≤ m, allora i polinomi Fi(x) =∏

j,i f j(x) hanno massimo comun divisore 1 : ci sono quindi polinomi q1, . . . , qm ∈

K[x] tali che
q1(x)F1(x) + · · · + qm(x)Fm(x) = 1,

da cui otteniamo
q1(A)F1(A) + · · · + qm(A)Fm(A) = In.

Poiché f j(x)F j(x) = pA(x), abbiamo Lq j(A)F j(A)(Kn) ⊆ V f j , per ogni 1 ≤ j ≤ m.
Quindi, per ogni v ∈ Kn, abbiamo la decomposizione

(∗) v = v1 + · · · + vm, con v j = q j(A) · F j(A) · v ∈ V f j .

Questo dimostra che Kn = V f1 + · · · + V fm . Per dimostrare che la somma è diretta,
dobbiamo verificare che, se

v1 + · · · + vm = 0, con vi ∈ V fi ,

allora tutti i vettori vi sono nulli. Poiché Fi(A) · v j = 0 se j , i, abbiamo

vi = q1(A)F1(A)vi + · · · + qm(A)Fm(A)vi = qi(A)Fi(A)vi

= qi(A)Fi(A)(v1 + · · · + vm) = 0.

Sia ora W un sottospazio A-invariante di Kn. Se v ∈ W, le sue componenti v j
nella decomposizione (∗), essendo uguali a q j(A) · F j(A) · v , appartengono ancora
a W e quindi a W ∩ V f j . Da questa osservazione segue (6.3). Questo completa la
dimostrazione. �

Osservazione 6.3. Se A ∈K(n) è invertibile, allora A−1 ∈K[A].
Per ipotesi, il polinomio caratteristico pA(x) di A non ha la radice zero. Quindi

è primo con x e possiamo trovare polinomi f (x), g(x) ∈ K[x] tali che

f (x) · x + g(x) · pA(x) = 1.

Da questa ricaviamo che

In = f (A) · A + g(A) · pA(A) = f (A) · A

e quindi f (A) = A−1.

7. Criteri di irriducibilità e di indecomponibilità

Sia A ∈ K(n) e {0} , V ⊆ Kn un sottospazio A-invariante. Ricordiamo che V
si dice

• irriducibile, o semplice se non ci sono sottospazi A-invarianti W con
{0} $ W $ V;

• indecomponibile se non ci sono sottospazi A-invarianti W1,W2 con
{0} $ Wi $ V e V = W1 ⊕W2.

Abbiamo
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Lemma 7.1. (1) Ogni sottospazio A invariante di dimensione positiva con-
tiene un sottospazio A-invariante irriducibile.

(2) Ogni sottospazio A invariante è somma diretta di sottospazi A-invarianti
indecomponibili. �

Proposizione 7.2. Sia A ∈ K(n) e {0} , V ⊆ Kn un sottospazio A invariante.
(1) V è semplice se e soltanto se pA,V (x) = µA,V (x) è primo in K[x].
(2) V è indecomponibile se e soltanto se A è ciclico su V e pA,V (x) = µA,V (x)

è primario.

Dimostrazione. (1) Se pA,V (x) è primo, allora il polinomio minimo di ogni ele-
mento non nullo v di V, poiché divide pA,V (x), coincide con esso: quindiK[A]v = V
per ogni vettore non nullo v di V e perciò V non contiene sottospazi A-invarianti
propri non banali. Se V è irriducibile, dev’essere K[A]v = V per ogni vettore non
nullo v di V. In particolare A è ciclico su V e quindi pA,V (x) = µA,V (x) e la dimensio-
ne di V è uguale al grado di pA,V (x). Se fosse µA,V (x) = f1(x) f2(x) per due polinomi
di grado positivo, allora V conterrebbe un elemento v con w = f2(A) · v , 0. Al-
lora il polinomio minimo di A su w dovrebbe dividere f1(x), perché f1(A) · w =

µA,V (A) · v = 0. Da questo avremmo che W = K[A]w sarebbe un sottospazio A-
invariante non banale, di dimensione minore o uguale al grado di f1(x) e quindi
propriamente contenuto in V.

(2) Fissiamo una base ε1, . . . , εm di V e sia A′ ∈ K(m) la matrice per cui
A · (ε1, . . . , εm) = (ε1, . . . , εm) · A′. Applicando ad A′ il teorema della decomposi-
zione spettrale, troviamo che pA′(x) = pA,V (x) deve essere primario. Applicando
allora ad A′ il teorema della decomposizione ciclica, troviamo che A′ deve essere
una matrice ciclica e quindi A è ciclico su V.

Per completare la dimostrazione è sufficiente osservare che se pA,V (x) è prima-
rio ed A ciclico su V, allora V è indecomponibile. Infatti, se fosse V = W1 ⊕ W2,
con W1,W2 sottospazi A-invarianti non banali, allora µA,V sarebbe il polinomio di
grado massimo tra µA,W1 e µA,W2 e non potrebbe quindi coincidere con il polinomio
caratteristico di A su V. �

8. Matrici semisemplici

In questo paragrafo introduciamo la fondamentale nozione di semisemplicità,
che generalizza quella di diagonalizzabilità.

Definizione 8.1. Una matrice A ∈K(n) si dice semisemplice o totalmente de-
componibile se ogni sottospazio A-invariante di Kn ammette un complemento A-
invariante.

Proposizione 8.1. Per una matrice A di K(n) le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

(1) A è semisemplice;
(2) ogni sottospazio A-invariante di Kn si può decomporre in una somma

diretta di sottospazi A-invarianti semplici;
(3) il polinomio minimo di A è prodotto di fattori primi semplici.
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Se K ha caratteristica zero, queste condizioni sono equivalenti a:
(4) se un’estensione K′ di K è campo di spezzamento di pA(x), allora A è

diagonalizzabile in K′(n).

Dimostrazione. (1)⇒ (2). Supponiamo che A sia semisemplice. Fissato un A-
modulo V, consideriamo la famiglia F di tutti gli insiemi {V1, . . . ,Vk} di sottospazi
A-invarianti semplici non banali di V tali che la somma V1 + · · · + Vk sia diretta.
Poiché ogni sottospazio A-invariante non banale ne contiene uno semplice, F è
non vuota. Se d = dim(V), nessun insieme in F può contenere più di d elementi
e quindi ce n’è uno, diciamo {V1, . . . ,Vm} che ne contiene un numero massimo.
Se fosse V1 ⊕ · · · ⊕ Vm , V, per la semisemplicità potremmo trovare un sottospa-
zio A-invariante U tale che V1 ⊕ · · ·Vm ⊕ U = Kn. Per la formula d’intersezione
di Grassmann, V ∩ U sarebbe allora un sottospazio A-invariante di dimensione
positiva. Esso conterrebbe un sottospazio A-invariante irriducibile Vm+1 ed allo-
ra {V1, . . . ,Vm,Vm+1} ∈F contraddirebbe la scelta di m come numero massimo di
elementi di un insieme di F . Quindi V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm e vale dunque la (2).

(2)⇒ (3) Se Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm è decomposto in somma diretta di sottospazi
A-invarianti, allora il polinomio minimo di A è il minimo comune multiplo dei
polinomi minini di A sui sottospazi Vi. Poiché Kn è un sottospazio A-invariante,
per la (2) possiamo trovare una decomposizione in cui tutti i Vi siano A-invarianti
irriducibili. Allora i loro polinomi minimi sono polinomi primi, e quindi il loro
minimo comune multiplo µA(x) è prodotto di fattori primi semplici.

(3)⇒ (1). Se il polinomio minimo µA(x) di A è il prodotto dei polinomi primi
monici distinti p1(x), . . . , pm(x), allora abbiamo la decomposizione spettrale

Kn = Vp1 ⊕ · · · ⊕ Vpm .

Vogliamo dimostrare che ogni sottospazio A-invariante W ammette un complemen-
to A-invariante U in Kn. Ragioniamo per ricorrenza sulla codimensione d di W in
Kn. Se d = 0, la tesi è verificata con U = {0}. Se dim(W) < n, ricordiamo che, per il
Teorema 6.2, è W = (W∩Vp1)⊕· · ·⊕ (W∩Vpm) e deve essere quindi W∩Vp j $ Vp j

per qualche 1 ≤ j ≤ m. Scegliamo un qualsiasi vettore u ∈ Vp j \ W. Il polino-
mio minimo di A su u è p j(x) e quindi, per la Proposizione 7.2, K[A]u = U′ è
un sottospazio A-invariante irriducibile. In particolare W ∩ U′ = {0} perché è un
sottospazio A-invariante di U′ che non contiene il suo elemento u. Quindi W⊕U′ è
un sottospazio A-invariante che, per l’ipotesi induttiva, ammette un complemento
A-invariante U′′ in Kn. Allora U = U′ ⊕ U′′ è un complemento A-invariante di W
in Kn.

Abbiamo quindi provato che (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1). Per completare la di-
mostrazione, è sufficiente osservare che (4) è equivalente a (3) quando K abbia
caratteristica zero. �

Corollario 8.2. Se A ∈K(n) è semisemplice, allora

(8.1) Kn = ker(LA) ⊕ Imm(LA).

Dimostrazione. Infatti, se A è semisemplice, il fattore x compare con espo-
nente al più 1 nella decomposizione del suo polinomio minimo µA in prodotto di
fattori irriducibili. �
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Osservazione 8.3. Ritorniamo sulla condizione (4) della Prop.8.1.
Se il polinomio caratteristico di A ∈K(n) è completamente riducibile su K,

allora A è semisemplice se e soltanto se è diagonalizzabile.
Se K è un campo di caratteristica 0, dire che un polinomio f (x) ∈ K[x] non

abbia fattori multipli è equivalente al fatto che f (x) e la sua derivata f ′(x) siano
primi tra loro. In particolare, una matrice semisemplice su K resta semisemplice
anche se la consideriamo come matrice a coefficienti in un’estensione K′ di K. In
particolare, una matrice reale è semisemplice se e soltanto se è diagonalizzabile
come matrice complessa.

Se K′ è un’estensione di K, un polinomio di K[x] la cui decomposizione in
prodotto di primi di K′[x] non contenga fattori multipli ha anche in K[x] una de-
composizione in prodotto di primi che non contiene fattori multipli. Per la (3) della
Prop.8.1 ne segue che una matrice A ∈ K(n) che sia semisemplice come matrice di
K′(n) lo è a maggior ragione come matrice di K(n). Se la caratteristica di K non è
zero, può non valere il viceversa. Si chiamano allora assolutamente semisemplici8

quelle A ∈ K(n) che rimangono semisemplici in ogni estensione algebrica K′ di K.

Corollario 8.4. Se A ∈K(n) è semisemplice ed f ∈K[x], allora anche f (A) è
semisemplice. Infatti, se p1(x), . . . , pm(x) sono i primi distinti che dividono pA(x) e

Kn = Vp1 ⊕ · · · ⊕ Vpm

la decomposizione spettrale di Kn rispetto ad A, ciascuno dei Vpi è f (A)-invariante
ed il polinomio minimo della restizione di f (A) a Vpi è un polinomio primo.

Dimostrazione. Sia p(x) un fattore irriducibile del polinomio minimo di A e
V = ker(p(A)) = {v ∈ Kn | p(A) · v = 0}. Il sottospazio V è f (A)-invariante
e possiamo quindi considerare il polinomio minimo µ f (A),V (x) della restrizione di
f (A) a V. La composizione µ f (A),V ( f (x)) è un polinomio che si annulla per x = A
ed è perciò divisibile per p(x). Supponiamo ora, per assurdo, che µ f (A),V (x) sia
prodotto di due polinomi g1(x), g2(x) ∈ K[x] di grado positivo. Allora, per qualche
q ∈ K[x], sarebbe

g1( f (x)) · g2( f (x)) = q(x) · p(x).

Poiché p(x) è primo, questa uguaglianza implica che p(x) divida o g1( f (x)) o
g2( f (x)). Se, ad esempio p(x)|g1( f (x)), avremmo allora g1( f (A)) = 0 su V e questo
di darebbe una contraddizione perché g1 ha grado minore del grado di µ f (A),V .

Abbiamo cosı̀ dimostrato che il polinomio minimo µi(x) di f (A) su ciascuno
dei Vpi è un polinomio primo e perciò il polinomio minimo di f (A), essendo il
minimo comune multiplo di (µ1, . . . , µm), è prodotto di primi semplici. Per il (3)
della Proposizione 8.1, anche f (A) è semisemplice.

Nota che, nel caso in cui A sia assolutamente semisemplice, possiamo di-
mostrare la tesi osservando che, per un campo K′ di spezzamento di pA(x), la
A è simile in K′(n) ad una matrice diagonale diag(λ1, . . . , λn) e quindi la f (A) a
diag( f (λ1), . . . , f (λn)). �

8Vedi N.Bourbaki, Algèbre, Ch.VII, §8, Masson, Paris, 1981.
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Proposizione 8.5. Supponiamo cheK abbia caratteristica zero. Se S1, S2 ∈K(n)
sono matrici semisemplici che commutano tra loro, allora la loro somma S1+S2 e
il loro prodotto S 1·S 2 sono ancora matrici semisemplici9.

Dimostrazione. Per la (4) della Prop. 8.1 basta dimostrare che S1+S2 ed S 1·S 2
sono diagonalizzabili su un’estensione K′ di K. Fissiamo un campo K′ che sia di
spezzamento per i polinomi caratteristici pS1(x) e pS2(x) delle due matrici. Detti
λ1, . . . , λm gli autovalori distinti di S1 in K′, abbiamo la decomposizione spettrale

K′n = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm , con Vλi = {v ∈ K′n | S1v = λiv}.

Poiché
S1(S2v) = S2(S1v) = S2(λiv) = λi(S2v), ∀v ∈ Vλi ,

è S2(Vλi)⊆Vλi per i=1, . . . ,m. Per le (2) e (4) della Prop. 8.1 la restrizione di
LS2 a ciascun Vλi è diagonalizzabile e quindi Vλi ha una base ei,1, . . . , ei,ni tale
che S2(ei, j) = µi, jei, j, per 1≤ j≤ni. La matrice S1+S2 è quindi simile alla matrice
diagonale

diag(λ1+µ1,1, . . . , λ1+µ1,n1 , . . . , λi+µi, j, . . . , λm+µm,nm)

e la S 1·S 2 a

diag(λ1·µ1,1, . . . , λ1·µ1,n1 , . . . , λi·µi, j, . . . , λm·µm,nm)

in K′(n) e sono perciò semisemplici. �

Per dimostrare, più avanti, l’unicità della decomposizione di Jordan-Chevalley,
ci è utile provare il seguente lemma.

Lemma 8.6. Supponiamo cheK abbia caratteristica zero e siano S una matrice
semisemplice ed N una matrice nilpotente che commutano tra loro. Allora S +N è
semisemplice se e soltanto se N=0.

Dimostrazione. La tesi è una facile conseguenza della Prop. 8.5: infatti N =

(S +N)−S sarebbe semisemplice perché somma di matrici semisemplici che com-
mutano tra loro. Essendo anche nilpotente, avrebbe allora polinomio minimo
µN(x)=x e sarebbe quindi nullo. �

9. Decomposizione di Jordan-Chevalley

Una matrice scritta nella forma di Jordan è somma di una matrice diagonale e
di una nilpotente che commutano tra loro:

Jn1(λ1)
. . .

Jnm(λm)

 =


λ1In1

. . .

λmInm

 +


Jn1(0)

. . .

Jnm(0)

 .
Quindi, una matrice A che ha polinomio caratteristico completamente riducibile,
essendo simile a una matrice di Jordan, si può scrivere come una somma

(9.1) A = As + An, con [As, An] = AsAn − AnAs = 0,

9La proposizione è vera sotto l’ipotesi più generale che S 1 ed S 2 siano assolutamente
semisemplici.
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in cui As è una matrice diagonalizzabile ed An nilpotente.
Dalla forma di Jordan possiamo ricavare la (9.1), ma, per calcolarla, oltre a

sapere che il polinomio caratteristico è completamente riducibile, avremmo biso-
gno di trovarne le radici, che, in generale, non si possono ricavare mediante sole
operazioni razionali.

La decomposizione (9.1) si dice di Jordan-Chevalley10 e si può considerare co-
me un’estensione di quella di Jordan al caso in cui non si richieda che il polinomio
caratteristico sia completamente riducibile su K e si può calcolare senza conoscer-
ne le radici. Otteniamo inoltre l’informazione che le componenti semisemplice As
e nilpotente An di A sono univocamente determinate e sono polinomi di A.

Teorema 9.1 (Decomposizione di Jordan-Chevalley). Sia K un campo di ca-
ratteristica zero. Ogni matrice A ∈ K(n) si decompone in modo unico nella
somma

(9.2) A = As + An, con As semisemplice, An nilpotente ed [As, An] = 0.

Inoltre, As, An ∈ K[A].

Dimostrazione. Sia pA il polinomio minimo di A e ψ(x) il massimo comun
divisore monico tra pA(x) e la sua derivata p′A(x). Il quoziente f (x)BpA(x)/ψ(x)
è il prodotto dei fattori primi irriducibili di pA(x). La componente semisemplice
di A deve soddisfare l’equazione f (As) = 0, che possiamo riscrivere nella forma
f (A − An) = 0. Cerchiamo cioè una matrice N nilpotente, che commuti con A
e che verifichi f (A − N) = 0. Poiché A ed N commutano, possiamo scrivere
quest’equazione nella forma

(9.3) f (A − N) = f (A) − f ′(A)N + 1
2 f ′′(A)N2 + · · · +

(−1)m

m! f (m)(A)Nm = 0,

con m = deg( f (x)) ≤ n. Poiché f (x) ed f ′(x) non hanno fattori comuni, f ′(x) è
primo con pA(x). Ci sono perciò due polinomi g(x), h(x) ∈ K[x] tali che

h(x)pA(x) + g(x) f ′(x) = 1 =⇒ h(A)pA(A) + g(A) f ′(A) = g(A) f ′(A) = In.

In particolare, f ′(A) è invertibile. La sua inversa è il polinomio g(A) di A. Possiamo
allora riscrivere la (9.3) nella forma

(9.4) N = f (A) + 1
2 g(A) f ′′(A)N2 ± · · · +

(−1)m

m! g(A) f (m)(A)Nm.

Per risolvere la (9.4) costruiamo per ricorrenza una successione {Nν}, ponendo

(9.5)

N0 = 0,
Nν+1 = f (A) + 1

2 g(A) f ′′(A)N2
ν ± · · · +

(−1)m

m! g(A) f (m)(A)Nm
ν , per ν ≥ 0.

Mostriamo che questa successione si stabilizza. L’insieme N degli elementi nilpo-
tenti di di K[A] è un ideale di K[A], formato da matrici nilpotenti che commutano
tra loro. In particolare, per il Teorema 4.6, èNn = {0}, cioè il prodotto di n qualsiasi

10Claude Chevalley (1909-1984) fu un matematico francese, tra i fondatori del gruppo Bourba-
ki. Ha dato contributi importanti alla teoria dei numeri, alla geometria algebrica, alla teoria dei corpi
di classe, a quella dei gruppi finiti e a quella dei gruppi algebrici. La decomposizone qui descritta fu
da lui introdotta nel volume: Théorie des groupes de Lie. Tome II. Groupes algbriques, Hermann,
Paris, (1951).
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matrici di N è la matrice nulla. Per dimostrare che la successione {Nν} si stabilizza,
sarà allora sufficiente verificare che (Nν+1 − Nν) ∈ Nν+1 per ogni intero ν ≥ 0.

È N1−N0 = N1 = f (A) ∈ N1 = N, perché f (x) contiene tutti i fattori irriducibili
di pA. Dalla (9.5) segue subito, per ricorrenza, che tutti gli Nν appartengono ad N.
Completiamo ora la dimostrazione, sempre per ricorrenza sull’intero ν. Abbiamo

Nν+1 − Nν = 1
2 g(A) f ′′(A)(N2

ν − N2
ν−1) ± · · · + (−1)m

m! g(A) f (m)(A)(Nm
ν − Nm

ν−1).

Poiché gli Nν commutano tra loro, valgono le formule di fattorizzazione

Nh
ν −Nh

ν−1 = (Nν−Nν−1)(Nh−1
ν +Nh−2

ν Nν−1 + · · ·+Nh−1
ν−1 ) ∈ (Nν−Nν−1)N, per h ≥ 2.

Da questa ricaviamo che (Nν+1 − Nν) ∈ Nν+1 per ogni ν ≥ 0. Infatti,

Nν+1 − Nν ∈ (Nν − Nν−1) · N ⊂ Nν+1 perché Nν − Nν−1 ∈ N
ν

per l’ipotesi induttiva. Quindi, per ν abbastanza grande, An = Nν = Nν+1 verifica
f (A − An) = 0. La As = A − An, che ha polinomio caratteristico uguale a quello
di A perché An è nilpotente e commuta con A, avendo polinomio minimo privo
di fattori multipli, è semisemplice. Dalla costruzione segue che gli As ed An cosı̀
trovati sono polinomi di A.

Verifichiamo l’unicità. Se S ,N ∈K(n) sono, rispettivamente, semisemplice e
nilpotente, commutano tra loro ed S +N = A = As+An, allora S = As+(An−N) è una
matrice semisemplice che commuta con As, perché, commutando con A, commuta
con tutti i polinomi di A. Inoltre N′ = An−N è nilpotente perché N commuta con
An perché commuta con A ed An ∈ K[A] (vedi il Teorema 4.6). Infine, N′ commu-
ta con As perché N, commutando con A, commuta con tutti i polinomi di A ed in
particolare con As ed anche An commuta con As. Allora, per il Lemma 8.6, dev’es-
sere N′ = 0, cioè N = An e da questa segue che anche S = As. Ciò completa la
dimostrazione. �

10. Forma di Jordan di matrici reali

Una matrice reale A ∈ R(n) è sempre simile ad una matrice di Jordan in C(n).
Nel caso in cui pA(x) abbia una radice non reale λ, esso ha anche la radice λ̄ ed i
blocchi di Jordan relativi ad una coppia di autovalori non reali λ, λ̄ sono gli uni i
coniugati degli altri. D’altra parte, per il Teorema 9.1 ci aspettiamo che una matrice
reale A di Mn(R) sia simile ad una opportuna matrice reale in cui ad ogni coppia di
blocchi di Jordan complessi coniugati corrisponda un opportuno blocco reale. A
questo scopo osserviamo che, indicando con

[λ]2 =

(
Re (λ) −Im (λ)
Im (λ) Re (λ)

)
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la matrice di M2(R) che corrisponde al numero complesso λ, allora le matrici

(
Jm(λ)

Jm( λ̄)

)
∈ C(2m) e Jm([λ]2) =



[λ]2
I2 [λ]2

I2
. . .
. . . [λ]2

I2 [λ]2


∈ R(2m)

sono simili in C(2m). La Jm([λ]2) si ottiene sostituendo, nel blocco Jm(λ), i numeri
complessi sulla diagonale con le matrici 2×2 che li rappresentano e agli uni sotto
la diagonale principale le matrici I2. Naturalmente il blocco Jm([λ]2) sostituisce i
due blocchi Jm(λ) e Jm( λ̄).

Definizione 10.1. Chiamiamo Jm([λ]2) un blocco di Jordan reale di ordine 2m
corrispondente all’autovalore complesso λ.

Abbiamo allora

Teorema 10.1 (Forma di Jordan reale). Sia A ∈ R(n). Sono univocamente de-
terminati (a meno di una permutazione) scalari11 λ1, . . . , λk ∈ R e λk+1, . . . , λm ∈ C,
con Im (λ j) > 0 per k < j ≤ m ed interi positivi n1, . . . , nm tali che

pA(x) = (x − λ1)n1 · · · (x − λk)nk (x − λk+1)nk+1 (x − λ̄k+1)nk+1 · · · (x − λm)nm (x − λ̄m)nm

(10.1)

e la A sia simile alla matrice diagonale a blocchi

(10.2) A′ =



Jn1(λ1)
. . .

Jnk (λk)
Jnk+1([λk+1]2)

. . .

Jnm([λm]2)


.

�

Esempio 10.1. Cerchiamo la forma di Jordan reale della matrice

A =



0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −3
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 1 0


.

11che possono non essere distinti
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La A è la matrice ciclica di polinomio caratteristico pA(x) = (x2 + 1)3, che ha gli
autovalori ±i con molteplicità algebrica 3. La forma di Jordan complessa di A è

A′ =



i 0 0
1 i 0
0 1 i

−i 0 0
1 −i 0
0 1 −i


,

cui corrisponde la forma di Jordan reale

A′′ =



0 −1
1 0
1 0 0 −1
0 1 1 0

1 0 0 −1
0 1 1 0


.

Esempio 10.2. Cerchiamo la forma di Jordan reale della matrice

A =



0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0


.

È una matrice ciclica con polinomio caratteristico pA(x) = x6 + 2x3 + 1 = (x3 + 1)2.

È x3 + 1 = (x + 1)(x2 − x + 1) e quindi pA(x) ha le radici −1, (1± i
√

3)/2, ciascuna
con molteplicità algebrica 2 e molteplicità geometrica 1. La sua forma di Jordan
reale è allora

A′ =



−1 0
1 −1

1
2 −

√
3

2 0 0
√

3
2

1
2 0 0

1 0 1
2 −

√
3

2

0 1
√

3
2

1
2


.

11. Radici di matrici reali e complesse

Come applicazione delle decomposizioni di Jordan e di Jordan-Chevalley reali
e complesse, studiamo in questo paragrafo l’equazione Xm = Y, con X,Y matrici
n×n reali o complesse. Il fatto che, per n≥2, l’anello K(n) non sia commutativo
fa sı̀ che la situazione sia molto diversa dal problema analogo sui campi numerici.
Nel §4.4 abbiamo visto che le soluzioni di X2 = In, se n ≥ 2, si parametrizzano con
le coppie di sottospazi complementari di Kn che sono l’uno l’autospazio dell’au-
tovalore 1, l’altro l’autospazio dell’autovalore −1, di X. In particolare, se n ≥ 2, ci
sono infinite soluzioni reali X ∈ R(n) dell’equazione X2 = In.
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D’altra parte, se n ≥ 2 ed N ∈ K(n) è una matrice nilpotente di rango (n−1),
l’equazione X2 = N non può aver soluzione. La soluzione X dovrebbe infatti
essere una matrice nilpotente, ma il quadrato di una matrice nilpotente di K(n) ha
necessariamente rango minore o uguale ad (n−2).

Proposizione 11.1. Se K è un campo algebricamente chiuso di caratteristica
zero, allora per ogni matrice A ∈ GLn(K) ed ogni intero m ≥ 1 possiamo trovare
una matrice X ∈ K[A] per cui Xm = A.

Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso in cui A sia diagonalizzabile,
con autovalori distinti λ1, . . . , λm ∈ K. Se µ1, . . . , µm sono m arbitrari scalari in K
ed h ∈ K[x] il polinomio definito da

h(x) =
∑m

i=1
µi

(∏
j,i

x − λ j

λi − λ j

)
,

allora ogni autovettore di A corrispondente all’autovalore λi è un autovettore di
h(A) corrispondente all’autovalore µi. PoichéK è algebricamente chiuso, possiamo
scegliamo i µi in modo che µm

i = λi. Abbiamo allora (h(A))m=A.
In generale, utilizzando la decomposizione di Jordan-Chevalley (Teorema 9.1)

scriviamo A=S +N, con S ,N ∈ K[A] ed S semisemplice, N nilpotente. Se A è
invertibile, anche S è invertibile ed S −1 ∈ K[A]. Consideriamo il polinomio

f (x) =
∑n

h=0

(
1/m

h

)
xh, ove

(
1/m

h

)
=

1, se h = 0,
1
h! ·

1
m ·

(
1
m − 1

)
· · ·

(
1
m − h + 1

)
, se h ≥ 1.

Se T è una matrice nilpotente, abbiamo [ f (T )]m = In +T. Costruiamo il polinomio
h(x) a partire dagli autovalori distinti di A, che sono anche gli autovalori distinti di
S , come nella prima parte della dimostrazione. Otteniamo una soluzione in K[A]
dell’equazione Xm = A ponendo X = h(S )· f (S −1·N). Infatti, poiché S −1,N ∈
K[A], il prodotto S −1·N è una matrice nilpotente che appartiene a K[A].

Allora h(S ) ed f (S −1·N) commutano ed

Xm=[h(S )]m·[ f (S −1·N)]m=S ·(In+S −1·N) = S +N=A. �

Proposizione 11.2. Sia A ∈ R(n) una matrice invertibile ed m un intero positi-
vo. Allora l’equazione Xm = A ha una soluzione X ∈ R[A] se è verificata una delle
due condizioni

• m è dispari;
• m è pari ed A non ha autovalori reali negativi.

Dimostrazione. La dimostrazione è la stessa di quella della Proposizione 11.1.
Dobbiamo soltanto osservare che, nelle ipotesi dell’enunciato, le radici m-esime µi
degli autovalori λi si possono scegliere reali se λi è reale, ed in modo che µ j = µ̄i

se λ j = λ̄i. In questo modo il polinomio h(x) ha coefficienti reali. �





CAPITOLO 12

Algebre di Lie di matrici

La ricerca di criteri per la diagonalizzazione e triangolarizzazione simultanea
di matrici ci porta in modo naturale ad introdurre la nozione di algebra di Lie.
In questo capitolo ne daremo la definizione e ne descriveremo alcune proprietà
elementari e qualche applicazione.

1. Diagonalizzabilità simultanea di matrici

Sia D una famiglia di matrici di K(n).

Definizione 1.1. Chiamiamo D-invariante un sottospazio V di Kn che sia A-
invariante per ogni A in D.

Lemma 1.1. Sia D una famiglia di matrici diagonalizzabili di K(n). Se le ma-
trici di D commutano a due a due tra loro, allora ogni sottospazio D-invariante
ammette una base i cui elementi siano autovettori per tutte le matrici di D.

Dimostrazione. Sia V un sottospazio D-invariante di Kn. La tesi è senz’altro
verificata quando V abbia dimensione minore od uguale a uno. Supponiamo allora
che V abbia dimensione m > 1 e che tutti i sottospazi D-invarianti di dimensione
minore di m ammettano basi i cui elementi siano autovettori per tutte le matrici
di D.

Se le restrizioni a V degli LA, per A ∈ D, sono tutte multipli dell’identità, allora
ogni base di V è una base di autovettori per tutti gli elementi A di D. Altrimenti
c’è una matrice A0 ∈ D per cui LA0 non sia un multiplo dell’identità su V . Siano
λ1, . . . , λr gli autovalori distinti di A0 e Vλi(A0) = {v ∈ Kn | A0v = λiv} gli au-
tospazi corrispondenti. Per il Lemma 4.1 del Cap.11, gli autospazi Vλi(A0) sono
D-invarianti, perché A0−λiIn commuta con tutte le matrici di D. Allora

V = (Vλ1(A0) ∩ V) ⊕ · · · ⊕ (Vλr (A0) ∩ V)

è una decomposizione di V in somma diretta di sottospazi D-invarianti, ciascuno
di dimensione minore di m. Utilizzando l’ipotesi induttiva, riusciamo a costruire
una base di V fatta di autovettori comuni a tutte le matrici di D mettendo insieme i
vettori delle basi di autovettori comuni di ciascuno dei Vλi(A0) ∩ V . �

Sia D ⊂ K(n) una famiglia di matrici diagonalizzabili, che commutano due
a due tra loro ed ε1, . . . , εn una base di autovettori comuni a tutti gli elementi di
D. Ogni vettore εi di questa base determina un’applicazione λi : D → K con la
proprietà che

(1.1) Aεi = λi(A)εi, ∀A ∈ D.

233
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Questo fatto suggerisce la seguente generalizzazione della nozione di autovalore.

Definizione 1.2. Chiamiamo peso in Kn di una famiglia D ⊂K(n) di matrici
un’applicazione λ : D → K tale che

(1.2) Vλ =
⋂

A∈D
Vλ(A) = {v ∈ Kn | Av = λ(A)v , ∀A ∈ D} , {0}.

Il sottospazio Vλ è l’autospazio relativo al peso λ ed

(1.3) Eλ =
⋂

A∈D
Eλ(A) = {v ∈ Kn | ∀A ∈ D, ∃m > 0 t.c. (λ(A)In − A)mv = 0}

il corrispondente autospazio generalizzato.

Possiamo riformulare il Lemma 1.1 utilizzando la nozione di peso.

Teorema 1.2. Sia D ⊂ K(n) una famiglia di matrici diagonalizzabili, che com-
mutino due a due tra loro. Possiamo allora trovare una famiglia finita di pesi
λ1, . . . , λm : D → K tali che

(1.4) Kn = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm .

Dimostrazione. Le (1.1) definiscono n funzioni su D a valori in K. Basta
selezionare tra loro quelle distinte. �

Notazione 1.3. Indicheremo nel seguito con dn(K) lo spazio vettoriale delle
matrici diagonali di K(n).

Lemma 1.4. Sia A = diag(λ1, . . . , λn) una matrice diagonale con tutti gli ele-
menti della diagonale distinti. Allora

dn(K) = {X ∈ K(n) | A · X = X · A} = {X ∈ K(n) | X · D = D · X, ∀D ∈ dn}.

Dimostrazione. La tesi è una conseguenza del Lemma 4.1 del Cap.11. Infatti,
se X commuta con A, allora tutti i sottospazi ker(λi·In−A) = 〈ei〉 sono X-invarianti
e questo ci dice che X è diagonale. Poiché le matrici diagonali commutano tra loro,
ne segue immediatamente la tesi. �

I pesi in Kn di dn(K) sono le funzioni λi:dn(K)→K che associano a D ∈ dn(K)
i coefficienti della sua diagonale principale.

2. Sottoalgebre di Cartan

Nella sua tesi del 1894 Élie Cartan1 introdusse una classe di sottoalgebre di Lie
(vedi §5) che sono dette in letteratura sottoalgebre di Cartan e che sono uno stru-
mento essenziale per la classificazione dei gruppi continui di matrici e per la teoria
delle rappresentazioni. Come vedremo, le sottoalgebre di Cartan generalizzano i
sottospazi dn(K) delle matrici diagonali. Per l’importante classe delle algebre di
Lie semisemplici, e per quella più generale delle riduttive, le sottoalgebre di Cartan
sono sottospazi massimali di matrici semisemplici che commutano tra loro. Esse

1Il francese Élie Joseph Cartan (1869-1951) fu uno dei più importanti matematici del XX secolo.
Non solo diede contributi fondamentali alla teoria dei gruppi di Lie ed alle loro applicazioni, ma
lasciò risultati di grande rilievo anche in fisica matematica, geometria differenziale e teoria algebrica
dei gruppi.
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sono uno strumento essenziale per la loro classificazione e lo studio delle loro rap-
presentazioni lineari. Nella costruzione delle algebre di Cartan è fondamentale il
fatto che le somme di combinazioni lineari di matrici semisemplici che commutano
tra loro sono ancora semisemplici. Riformuliamo questo risultato (per la dimostra-
zione vedi la Prop. 8.5 del Cap.11), che vale sotto opportune ipotesi sul campo2 K.
In questo paragrafo ci limiteremo a considerare sottoalgebre di Cartan di K(n).

Proposizione 2.1. Sia K un campo di caratteristica zero ed S1, S2 due matrici
semisemplici in K(n), con

[S1, S2] = S1·S2 − S2·S1 = 0.

Allora S1+S2 è ancora semisemplice. �

Definizione 2.1. Chiamiamo sottoalgebra di Cartan di K(n) un sottospazio
vettoriale di matrici semisemplici di K(n) che commutano tra loro e tale che3

(2.1) h = {X ∈ K(n) | [X, S ] ∈ h, ∀S ∈ h}.

Dal Lemma 1.1 segue la

Proposizione 2.2. Se K è un campo algebricamente chiuso di caratteristica
zero, allora tutte le sottoalgebre di Cartan di K(n) sono della forma

h = Ad(a)(dn(K)) = a·dn(K)·a−1,

al variare di a in GLn(K). �

Caratterizziamo ora le sottoalgebre di Cartan di K(n) nel caso in cui K sia un
qualsiasi campo di caratteristica zero. Dimostriamo preliminarmente alcuni lemmi.

Lemma 2.3. Sia A = C( f ) ∈ K(n) una matrice ciclica, associata ad un poli-
nomio monico di grado n. Allora, per ogni w ∈ Kn, vi è una ed una sola matrice
X ∈ K(n) tale che

(2.2) X · e1 = w , [A, X] = A·X − X·A = 0.

Dimostrazione. Se [A, X] = 0 ed X·e1 = w , allora

X = (w , A·w , . . . , Ai−1·w , . . . , An−1·w ), cioè X·ei = Ai−1·w ,

ove conveniamo che A0 = In.
Infatti, se [A, X] = 0 abbiamo, per i > 1, X·ei = X·A·ei−1 = A·X·ei−1. Da questo

segue, per ricorrenza, che deve essere X·ei = Ai−1·w . Viceversa, se definiamo X
mediante questa formula, abbiamo

A·X·ei = A·Ai−1·w = Ai·w = A·Ai−1·w = A·X·ei, ∀1 ≤ i ≤ n

e questo prova che X commuta con A. �

2L’esistenza di algebre di Cartan è, in generale, assicurata dall’ipotesi che K contenga infiniti
elementi.

3Questa proprietà si esprime dicendo che h è una sottoalgebra di Lie che coincide con il proprio
normalizzatore.
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Definizione 2.2. Definiamo centralizzatore in K(n) di una matrice A ∈ K(n) il
sottospazio vettoriale

(2.3) CK(n)(A) = {X ∈ K(n) | [A, X] = A·X − X·A = 0}.

Usando la nozione di centralizzatore, possiamo riformulare il Lemma 2.3 nel
modo seguente.

Proposizione 2.4. Se A ∈ K(n) è una matrice ciclica, allora il suo centralizza-
tore CK(n)(A) è un sottospazio vettoriale di dimensione n di K(n). Se v è un vettore
per cui K[A]v = Kn, allora l’applicazione lineare

CK(n)(A) 3 X −→ X·v ∈ Kn

è bigettiva. �

Dimostreremo che le sottoalgebre di Cartan sono i centralizzatori delle matrici
di K(n) che sono, nello stesso tempo, semisemplici e cicliche e che chiameremo
regolari.

Lemma 2.5. Supponiamo che K abbia caratteristica 0 e siano A, X ∈ K(n) due
matrici tali che

(2.4) [A, [A, X]] = A·(A·X−X·A) − (A·X−X·A)·A = 0.

Allora vale la

(2.5) [X, f (A)] = f ′(A)[X, A], ∀ f ∈ K[x],

ove abbiamo indicato con f ′(x) la derivata del polinomio f (x).

Dimostrazione. Dimostriamo per ricorrenza che

(∗) [X, An] = n · An−1 · [X, A], ∀n ≥ 1.

La relazione è banalmente verificata per n = 1. Supponiamo sia vera per un n ≥ 1.
Abbiamo allora

[X, An+1] = X · An+1 − An · X · A + An · X · A − An+1 · X = [X, An] · A + An · [X, A]

= (n − 1) · An−1 · [X, A] · A + An · [X, A] = n · An · [X, A].

Questo dimostra (∗), da cui segue la tesi. �

Proposizione 2.6. Supponiamo che K abbia caratteristica zero. Allora, se
A ∈K(n) è semisemplice, anche

(2.6) adA : K(n) 3 X −→ [A, X] ∈ K(n),

considerata come un elemento di K(n2) mediante l’identificazione K(n)'Kn2
, è

semisemplice. In particolare,

(2.7) K(n) = ker(adA) ⊕ Imm(adA).
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Dimostrazione. Poiché abbiamo supposto cheK abbia caratteristica zero, pos-
siamo applicare il criterio di semisemplicità (4) della Prop.8.1 del Cap.11. Fissia-
mo un’estensione K′ di K che sia di spezzamento per il polinomio caratteristico di
A. La semisemplicità di A è allora equivalente al fatto che A sia diagonalizzabile
in una base ε1, . . . , εn di K′n. Se LA si rappresenta in questa base con la matrice
diagonale diag(λ1, . . . , λn), allora le εi, j, con

εi, jεk =

εi, se j = k
0, se j, k,

sono in K(n) una base di autovettori per adA, con ad(A)(εi, j) = (λi−λ j)εi. j. Per
il criterio citato, questo ci dice che adA è semisemplice. L’ultima affermazione
dell’enunciato segue dal Cor.8.2 del Cap.11. �

Lemma 2.7. Supponiamo che K abbia caratteristica zero e siano S 1, S 2 due
matrici semisemplici di K(n), che commutino tra loro. Allora l’insieme dei k ∈K
per cui ker(S 1)∩ ker(S 2)$ ker(S 1+k ·S 2) è finito.

Dimostrazione. Sostituendo a K una sua estensione K′ che sia di spezzamento
per pS 1 e pS 2 , possiamo ricondurci al caso in cui le due matrici siano diagonaliz-
zabili. Per il Lemma 1.1 possiamo allora supporre siano entrambe diagonali. Se

S 1 = diag(λ1, . . . , λn) e S 2 = diag(µ1, . . . , µn),
i k per cui ker(S 1)∩ ker(S 2)$ ker(S 1+k ·S 2) sono quelli per cui, per qualche i
con 1≤i≤n, sia (λi, µi),(0, 0) e λi+k ·µi=0. �

Lemma 2.8. Supponiamo che K abbia caratteristica 0 e sia D un sottospazio di
K(n) i cui elementi siamo matrici semisemplici che commutino due a due tra loro.
Allora D contiene una matrice A tale che

(2.8)
CK(n)(D) = {X ∈ K(n) | [S , X] = 0, ∀S ∈ D}

= {X ∈ K(n) | [A, X] = 0} = CK(n)(A).

Dimostrazione. Sia A, tra gli elementi di D, uno per cui

mBrank(adA) = max{rank(adS ) | S ∈D}.

La tesi è equivalente al fatto che

(∗) ker(adA)⊆ ker(adS ) per ogni S ∈D.

Infatti CK(n)(D) =
⋂

S∈D ker(adS ) e CK(n)(A) = ker(adA).
La (∗) è conseguenza della Prop.2.6 e del Lemma 2.7, perché se ci fosse una S ∈D
tale che ker(adA)1 ker(adS ), allora potremmo trovare un k ∈K tale che

ker(adA+k ·S ) = ker(adA+k ·adS ) = ker(adA)∩ ker(adS ) $ ker(adA).

Quindi adA+k ·S avrebbe rango maggiore di m, contraddicendo la scelta di A. �

Indichiamo con H l’insieme di tutti i sottospazi K-lineari di K(n) formati da
matrici semisemplici che commutano tra loro.

Proposizione 2.9. Se K ha caratteristica zero, allora tutti gli elementi di H
sono sottospazi di dimensione minore o uguale ad n. Le sottoalgebre di Cartan di
K(n) sono tutti e soli gli elementi massimali di H ed hanno tutte dimensione n.
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Dimostrazione. Un elemento massimale h di H contiene, per la Proposizio-
ne 2.1, tutte le matrici semisemplici che commutano con tutte le matrici di h.Allora
h contiene, per il Lemma 2.8, una matrice S0 tale che

CK(n)(h) = {X ∈ K(n) | [S , X] = 0, ∀S ∈ h} = CK(n)(S0).

Sia Kn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm
una decomposizione di Kn in somma diretta di sottospazi S0-invarianti irriducibili.
Per ogni i con 1 ≤ i ≤ m il polinomio caratteristico pi di S0 su Vi è irriducibile.
Fissiamo scalari λ1, . . . , λm ∈ K e consideriamo la matrice Λ con Λ·v = λi·v su Vi.
Il polinomio caratteristico di S0−Λ su Vi è pi(x + λi). I polinomi pi(x + λi) sono
irriducibili e, se p(x) ∈ K[x] è irriducibile, i polinomi p(x + λ) e p(x + λ′) sono
primi tra loro se λ , λ′. Poiché abbiamo supposto che K avesse caratteristica zero
e quindi contenesse, in particolare, infiniti elementi, per una scelta opportuna dei λi
possiamo fare in modo che il polinomio caratteristico di ABS0−Λ sia prodotto di
primi semplici e coincida quindi con il polinomio minimo di A. Poiché la matrice
A è semisemplice e per costruzione [S0, A] = 0, essa appartiene ad h. Inoltre, se
[A, X] = 0, allora tutti i sottospazi Vi sono X-invarianti ed è allora anche [S0, X] =

0. Per la scelta di S0 questo ci dice che CK(n)(A) = CK(n)(S0).
Poiché il suo polinomio minimo è uguale al suo polinomio caratteristico, A

è ciclico e quindi il suo centralizzatore ha dimensione n ed è caratterizzato dalla
Proposizione 2.4.

Per completare la dimostrazione, proviamo che tutte le matrici X ∈ K(n) per
cui [X, A] ∈ h sono semisemplici e commutano con A. Poiché le matrici di h
commutano tra loro, se [X, A] ∈ h abbiamo, poiché µ′A(A) è invertibile,

[A, [A, X]] = 0 e quindi 0 = [X, µA(A)] = µ
′
A(A)[X, A]⇒ [X, A] = 0.

Basterà quindi verificare che le matrici del centralizzatore di A sono semisemplici.
Se X ∈ CK(n)(A), siano Xs e Xn le sue parti semisemplice e nilpotente (vedi il
Teorema 9.1 del Cap.11). Poiché sono entrambi polinomi di X, essi commutano
con A. In particolare, poiché Xn è una matrice nilpotente che commuta con A,
la somma A+Xn ha lo stesso polinomio caratteristico di A (vedi la dimostrazione
del Lemma 8.6 del Cap.11). Poiché questo è prodotto di fattori primi semplici,
ne segue allora che anche A+Xn è semisemplice e dunque Xn = 0 per il lemma
citato. �

Definizione 2.3. Chiamiamo regolare una matrice di K(n) che sia al tempo
stesso ciclica e semisemplice.

Abbiamo allora la seguente caratterizzazione.

Teorema 2.10. Supponiamo che K abbia caratteristica zero. Le sottoalgebre
di Cartan di K(n) sono tutti e soli i centralizzatori delle sue matrici regolari. �

Osservazione 2.11. Una matrice semisemplice A di R(n) è regolare se e solo
se il suo polinomio caratteristico ha n radici complesse distinte.

Definizione 2.4. Due sottoalgebre di Cartan h ed h′ di K(n) si dicono equiva-
lenti se h′ = Ad(a)(h) = a·h·a−1 per qualche a ∈ GLn(K).
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Esempio 2.1. Lo spazio δn(K) di tutte le matrici diagonali di K(n) è una sua
sottoalgebra di Cartan.

Usiamo le notazioni introdotte nel §10, le matrici della forma

A =


J1([λ1]2)

J1([λ2]2)
. . .

J1[λm]2)

 , con λ1, . . . , λm ∈ C,

formano una sottoalgebra di Cartan h di R(2m), che non è equivalente a δ2m(R).

Osservazione 2.12. Le algebre di Cartan di R(n) si caratterizzano, a meno
di equivalenza, con il numero degli autovalori reali di una loro matrice regola-
re. Poiché gli autovalori non reali di una matrice reale formano coppie di numeri
complessi coniugati, in R(n) ci sono

[
n+2

2

]
classi di equivalenza4 di sottoalgebre di

Cartan.

3. Un teorema di triangolarizzabilità

Supponiamo che K abbia caratteristica zero.

Teorema 3.1. Sia T una famiglia di matrici di K(n) tali che:
(1) le matrici di T commutano tra loro, cioè [A, B] = A·B− B·A = 0 per ogni

A, B ∈ T ;
(2) tutti i polinomi caratteristici pA delle matrici A di T sono completamente

riducibili.
Allora possiamo trovare una base ε1, . . . , εn di Kn in cui tutte le matrici degli LA,
con A ∈ T , sono triangolari inferiori.

Dimostrazione. Per ogni A ∈ T , indichiamo con As ed An le sue componenti
semisemplice e nilpotente. Poiché As, An ∈ K[A], le matrici As ed An commutano
con tutte le B di T e con le loro parti semisemplici e nilpotenti Bs, Bn. In partico-
lare, la famiglia Ts = {As | A ∈ T } è una famiglia di matrici semisemplici che due a
due commutano tra loro ed i cui polinomi caratteristici sono completamente riduci-
bili. Quindi Ts è un insieme di matrici diagonalizzabili che, due a due, commutano
tra loro. Per il Teorema 1.2, Kn si dcompone in una somma diretta

Kn = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm .

di autospazi per i pesi di Ts.
Per il Lemma 4.1 del Cap. 11, i sottospazi Vλi sono invarianti per la fami-

glia Tn delle parti nilpotenti degli elementi di T . Utilizzando il Teorema 4.6 del
Cap.11, possiamo trovare una base εi,1, . . . , εi,ni di Vλi tale che Anεi, j sia 0 se
j = ni, ed appartenga al sottospazio 〈εi, j+1, . . . , εi,ni〉 se 1 ≤ j < ni. I vettori
ε1,1, . . . , ε1,n1 , . . . , εm,1, . . . , εm,nm formano una base di Kn in cui le LA con A ∈ T
sono rappresentate da matrici triangolari inferiori. �

4Indichiamo qui con [λ] la “parte intera” di λ, cioè il più grande intero minore o uguale del
numero reale λ.
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4. Un teorema di I. Schur

Abbiamo visto che,per ogni intero positivo n, il massimo numero di matrici
diagonalizzabili di K(n) che siano linearmente indipendenti e commutino tra loro
è n. Quindi la dimensione di un sottospazio D di matrici semisemplici di K(n)
che commutino tra loro è al più n. Se K è algebricamente chiuso, tutti i sottospazi
massimali di matrici semisemplici di K(n) che commutano tra loro sono coniugati
a quello delle matrici diagonali.

Consideriamo ora sottospazi M di matrici di K(n) formati da matrici che com-
mutano tra loro, ma che non richiediamo essere semisemplici. Ci chiediamo quale
sia la dimensione massima di un sottospazio vettoriale di K(n) con tale proprietà.
Questo problema è risolto da un teorema di Issai Schur5.

Premettiamo il seguente:

Lemma 4.1. Se A ∈ Km×n e B ∈ Kn×p sono due matrici con coefficienti in un
campo K, allora vale l’implicazione

(4.1) AB = 0 =⇒ rank(A) + rank(B) ≤ n.

Dimostrazione. Se AB=0, allora l’immagine di B è contenuta nel nucleo di A
e quindi

n − rank(A) = dimK(ker(A)) ≥ rank(B). �

Teorema 4.2 (I. Schur). Sia K un campo qualsiasi. Il massimo numero di
matrici quadrate di ordine n, a coefficienti in K, linearmente indipendenti e che
commutino tra loro, è uguale a

[
n2

4

]
+1. Questa è dunque la massima dimensione

di un sottospazio vettoriale M di K(n) formato da matrici che commutano tra loro.

Dimostrazione. Poniamo6 dnB
[

n2

4

]
+1 =

[
n
2

]
·
[

n+1
2

]
+1. Per costruire un sot-

tospazio M di K(n) di dimensione dn di matrici che commutano tra loro basta
considerare le somme dirette K·In ⊕ N n, dove il sottospazio

N n =

{(
0 0
X 0

) ∣∣∣∣∣∣ X ∈ K[ n
2 ]×

[
n+1

2

]}
di K(n) è formato da matrici nilpotenti. Questo ci dimostra che la massima dimen-
sione di un sottospazio M di matrici di K(n) che commutano tra loro è maggiore o
uguale a dn. Basterà perciò dimostrare che viceversa un sottospazio M di K(n) di
matrici che commutano tra loro ha dimensione minore o uguale a dn.

5Issai Schur (1875-1941) fu un matematico tedesco di origine russa. Allievo di Frobenious,
si occupò soprattutto di gruppi lineari e teoria delle rappresentazioni. Ebbe anche interesse per la
combinatorica, la teoria dei numeri e la fisica teorica.

Per il teorema che dimostreremo in questo paragrafo, si possono consultare:
Schur, J., Zur Theorie der vertauschbaren Matrizen, J. Reine Angew. Math. 130 (1905), 66-76.
Jacobson, N. Schur’s theorems on commutative matrices,I Bull.Amer.Math.Soc. 50 (1944), 431-436.
Mirzakhani,M.A simple proof of a theorem of Schur, Amer. Math. Monthly 105 (1998), 260–262.

6Ricordiamo che, per un numero reale a, il simbolo [a] indica la sua parte intera, cioè il numero
[a] ∈ Z per cui [a]≤a<[a]+1.
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La tesi è senz’altro verificata se n=1. Possiamo quindi ragionare per ricorrenza
su n. Osserviamo che

dn = dn−1 +

[n
2

]
.

Infatti, se n=2m è pari, abbiamo[
n2

4

]
= m2,

[
(n − 1)2

4

]
+

[n
2

]
=

[
4m2 − 4m + 1

4

]
+ m = (m2−m)+m=m2.

Se n=2m+1 è dispari, allora[
n2

4

]
=

[
4m2+4m+1

4

]
= m2+m,

[
(n − 1)2

4

]
+

[n
2

]
= m2+m.

Supponiamo quindi n>1 e, per m<n, la tesi valida per sottospazi di K(m) di
matrici che commutano tra loro. Vogliamo dimostrare che un sottospazio M di
K(n) di matrici che commutano tra loro ha dimensione minore o uguale a dn.

Sia d la dimensione di M . Possiamo supporre che il campo K sia di spezza-
mento per i polinomi caratteristici delle matrici di M . Infatti, se F è un’estensione
di K, allora il sottospazio vettoriale F⊗KM di F(n) generato da M ha su F la stessa
dimensione che M ha su K e le matrici di F⊗KM commutano ancora tra loro. Per
il Teorema 3.1, a meno di coniugio possiamo supporre che tutte le matrici di M
siano triangolari inferiori. Ogni matrice A di M si scrive quindi in modo unico in
ciascuna delle forme

A =

(
TA 0
ξ′A ξ′′A

)
con

TA ∈ K(n−1) triangolare inferiore,
ξ′A ∈ K

1×(n−1), ξ′′A ∈ K.

A =

(
w ′A 0
w ′′A T ′A

)
con

T ′A ∈ K(n−1) triangolare inferiore,
w ′A ∈ K

(n−1)×1, w ′′A ∈ K.

Osserviamo che bB{TA | A ∈M } è un sottospazio di K(n−1) di matrici che commu-
tano tra loro ed ha perciò, per l’ipotesi induttiva, dimensione db ≤ dn−1. Analoga-
mente, b′B{T ′A | A ∈M } è un sottospazio di K(n−1) di matrici che commutano tra
loro ed ha perciò dimensione db′ ≤ dn−1. Fissiamo db matrici A1, . . . , Adb di M in
modo che TA1 , . . . ,TAdb

formino una base di b e db′ matrici A′1, . . . , A
′
db′

in modo
che T ′A′1

, . . . ,T ′A′db′
formino una base di b′. Se d= max{db, db′} non c’è nulla da di-

mostrare. Altrimenti, posto k=d−db>0 ed k′=d−db′>0 possiamo trovare covettori
ξ1, . . . , ξ k linearmente indipendenti di Kn=K1×n e vettori v1, . . . , v k′ linearmente
indipendenti di Kn=Kn×1 tali che

A1, . . . , Adb ,

(
0(n−1)×n
ξ1

)
, . . . ,

(
0(n−1)×n
ξ k

)
,

A′1, . . . , A
′
b′ , (v1, 0n×(n−1)), . . . , (vk′ , 0n×(n−1))

siano due basi di M . Poichè gli elementi di M commutano tra loro, deve essere(
0(n−1)×n
ξi

)
(v j, 0n×(n−1)) − (v j, 0n×(n−1))

(
0(n−1)×n
ξi

)
=

(
0(n−1)×(n−1) 0
ξi·v j 0

)
= 0,
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cioè ξi·v j=0 per 1≤i≤k, 1≤ j≤k′. Allora
ξ1
...
ξ k

 ·(v1, . . . , v k′) = 0.

Poiché la prima matrice ha rango k, la seconda k′, per il Lemma 4.1 deve essere

k + k′≤n.

Uno dei due è quindi minore o uguale di
[

n
2

]
. Otteniamo perciò

d = db+k = db′ + k′ ≤ dn−1 +

[n
2

]
= dn.

La dimostrazione è completa. �

Poiché tutti i sottospazi vettoriali massimali di K(n) formati da matrici che
commutano tra loro contengono l’identità, e le N n definite nella dimostrazione del
teorema precedente sono formate da matrici nilpotenti ed hanno dimensione

[
n2

4

]
,

otteniamo il seguente

Corollario 4.3. Sia K un campo qualsiasi. Il massimo numero di matrici
quadrate nilpotenti di ordine n con coefficienti in K che commutino tra loro e siano
linearmente indipendenti, è

[
n2

4

]
. �

Osservazione 4.4. La dimostrazione del Teorema 4.2 è suggerita dall’osser-
vazione che N n+1(K) si può ottenere da N n(K) bordando le matrici di N n(K) con
una (n+1)-esima riga “ξ” ed una colonna di “0” se n è dispari ed aggiungendo una
prima colonna “v” ed una riga di “0” se n è pari.

5. Algebre di Lie di matrici

Il Teorema 4.6 del Cap. 11 è un caso particolare di un teorema di Engel ed il
Teorema 3.1 di un teorema di Lie e Kolchin7 per algebre di Lie di matrici. Nelle
formulazioni più generali si sostituisce all’ipotesi che le matrici della famiglia con-
siderata commutino tra loro quella che esse formino un’algebra di Lie di matrici,
cioè un sottospazio vettoriale di K(n) chiuso rispetto alla commutazione.

Il commutatore
[A, B] = A·B − B·A

di due matrici triangolari inferiori è ancora una matrice triangolare inferiore, con
tutti gli elementi della diagonale nulli e quindi nilpotente. I teoremi di Engel e
di Lie-Kolchin ci dicono che, per algebre di Lie di matrici, l’ovvia condizione
necessaria che i commutatori di due sue matrici qualsiasi siano nilpotenti è anche
necessaria per la simultanea triangolarizzabilità di tutte le matrici dell’algebra.

7Ellis Robert Kolchin (1916-1991), matematico americano, è stato tra i fondatori della teoria
dei gruppi algebrici.
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Definizione 5.1. Chiamiamo algebra di Lie di matrici un sottospazio vettoriale
G di K(n) che sia chiuso rispetto al prodotto di commutazione; tale cioè che

(5.1) A, B ∈ G =⇒ [A, B] = A·B − B·A ∈ G .

Lemma 5.1. Il commutatore di matrici soddisfa l’identità di Jacobi

(5.2) [A, [B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0, ∀A, B,C ∈ K(n).

Dimostrazione. Abbiamo

[A, [B,C]] = A(BC −CB) − (BC −CB)A = ABC − ACB − BCA + CBA,
[B, [C, A]] = B(CA − AC) − (CA − AC)B = BCA − BAC −CAB + ACB,
[C, [A, B]] = C(AB − BA) − (AB − BA)C = CAB −CBA − ABC + BAC.

Sommando membro a membro si ottiene l’identità di Jacobi. �

Notazione 5.2. L’insieme K(n), considerato con la struttura di algebra di Lie
definita dal prodotto di commutazione, si indica con gln(K). Le matrici a traccia
nulla formano anch’esse un’algebra di Lie, che si indica con sln(K).

Ad una matrice A ∈ K(n) è associata un’applicazione lineare8

(5.3) adA : K(n) 3 X −→ adA(X) = [A, X] = A·X − X·A ∈ K(n),

che chiamiamo la sua rappresentazione aggiunta.

Lemma 5.3. Sia A ∈ K(n). Condizione necessaria e sufficiente affinché adA = 0
è che A sia un multiplo dell’identità.

Dimostrazione. Sia A = (ai, j) una matrice di gln(K). Se D = diag(λ1, . . . , λn) è
una matrice diagonale, allora

[A,D] =
(
(λ j − λi) · ai, j

)
1≤i, j≤n.

Questo di dice che, se adA = 0, la matrice A deve essere diagonale.
Se A = diag(α1, . . . ,αn) ed X = (xi, j) ∈ K(n), allora

adA(X) = [A, X] =
(
(αi − α j) · xi, j

)
1≤i, j≤n

e quindi, se adA = 0, tutti gli elementi αi della sua diagonale devono essere uguali.
La A è quindi un multiplo dell’identità. �

Corollario 5.4. L’unica matrice di sln(K) che commuti con tutte le altre ma-
trici di sln(K) è la matrice nulla. �

Lemma 5.5. Per ogni A ∈ K(n), la rappresentazione aggiunta di A è una
derivazione di K(n), verifica cioè

(5.4) adA(X·Y) = (adA(X))·Y + X·adA(Y), ∀X,Y ∈ K(n)

e di gln(K), verifica cioè

(5.5) adA([X,Y]) = [adA(X),Y] + [X, adA(Y)], ∀X,Y ∈ gln(K).

8Vedi il §2. Abbiamo osservato che adA si può considerare in modo naturale come un elemento
di K(n2) e quindi ad come un’applicazione di gln(K) in gln2 (K).
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Dimostrazione. La (5.5) è l’identità di Jacobi. Verifichiamo la (5.4). Se X,Y ∈
K(n), abbiamo

adA(XY) = AXY − XYA = (AX − XA)Y + X(AY − YA) = [A, X] Y + X [A,Y],

che è la (5.4). �

Lemma 5.6. Se A, B ∈ K(n), allora

(5.6) [adA, adB] = adA ◦ adB − adB ◦ adA = ad[A,B].

Dimostrazione. La (5.6) è ancora un altro modo equivalente di scrivere l’iden-
tità di Jacobi. Infatti, per ogni X ∈ K(n), è

[adA, adB] (X) = adA([B, X]) − adB([A, X]) = [A, [B, X]] − [B, [A, X]]
= [A, [B, X]] + [B, [X, A]] = −[X, [A, B]] = [[A, B], X] = ad[A,B](X). �

Sia G ⊂ K(n) un’algebra di Lie di matrici.

Definizione 5.2. Se V è uno spazio vettoriale9 su K, chiamiamo rappresenta-
zione su V di G un’applicazione lineare T : G → glK(V) tale che

(5.7) T[A,B] = [TA,TB] = TA ◦ TB − TB ◦ TA, ∀A, B ∈ G .

L’applicazione che fa corrispondere ad X ∈ G l’applicazione

adX : G 3 Y → [X,Y] ∈ G

è una rappresentazione di G , che si dice la sua rappresentazione aggiunta.

Lemma 5.7. Se A ∈ K(n) è una matrice nilpotente, allora adA è un’applicazione
nilpotente.

Dimostrazione. Indichiamo con sA ed dA le moltiplicazioni a sinistra e a destra
per A: sA : K(n) 3 X −→ A·X ∈ K(n), dA : K(n) 3 X −→ X·A ∈ K(n).

Sono applicazioni lineari di K(n) ' Kn2
in sé che commutano tra loro. Se A è

nilpotente, chiaramente sA e dA sono nilpotenti e lo è quindi anche la loro differenza
sA−dA = adA (vedi il Teorema 4.6 del Cap.11), perché, se Ar = 0, allora

[adA]2r(X) = (sA−dA)r(X) =
∑2r

h=0
(−1)hAh·X·A2r−h = 0, ∀X ∈ K(n). �

Lemma 5.8. Se A è diagonalizzabile, allora anche adA è diagonalizzabile. Se
λ1, . . . , λn sono gli autovalori di A, ripetuti con le loro molteplicità, allora le diffe-
renze (λi−λ j), con 1≤i, j≤n, sono gli autovalori di adA, ripetuti con le loro molte-
plicità.

Dimostrazione. Sia ε1, . . . , εn una base di autovettori di A, con Aεi = λiεi per
i = 1, . . . , n. Le matrici εi, j, per 1 ≤ i, j ≤ n definite da

εi, j·εk =

0 se j , k,
εi se j = k,

9Vedi il Cap.13.
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formano una base di K(n), per cui risulta:

adA(εi, j)(εk) = A·εi, j·εk − εi, j·A·εk =

0 se j , k,
(λi − λ j)εi se j = k.

Abbiamo cioè
adA(εi, j) = (λi − λ j)εi, j, ∀1 ≤ i, j ≤ n,

e quindi (εi, j)1≤i, j≤n è una base di autovettori per adA. �

Poiché, se K ha caratteristica zero, una matrice A ∈ K(n) è semisemplice se e
soltanto se è diagonalizzabile in un’estensione K′ di K, ne rivaviamo la10

Proposizione 5.9. Se K ha caratteristica zero ed A ∈ K(n) è semisemplice,
allora anche adA è semisemplice.

Se A ∈ K(n) ed A = As + An è la sua decomposizione di Jordan-Chevalley
nella somma di una matrice semisemplice As e di una matrice nilpotente An, con
[As, An] = 0, allora adA = adAs + adAn è la decomposizione di Jordan-Chevalley di
adA. In particolare adAs , adAn ∈ K[adA]. �

6. Il teorema di Engel

Il teorema di Engel ci dice che un’algebra di Lie di matrici nilpotenti è si-
mile ad una sottoalgebra di matrici triangolari con gli elementi della diagonale
principale nulli.

Lemma 6.1. Sia n ≥ 1 ed N un’algebra di Lie di matrici nilpotenti di gln(K).
Allora le matrici di N hanno almeno un autovettore comune: vi è cioè un vettore
v , 0 tale che X·v = 0 per ogni X ∈ N .

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sulla dimensione di N come spa-
zio vettoriale su K. La tesi è infatti senz’altro verificata quando N ha dimensione
minore o uguale di uno. Supponiamo quindi che m = dimK(N ) > 1 e che l’enun-
ciato del lemma valga per tutte le algebre di Lie di dimensione minore di m formate
da matrici nilpotenti.

Consideriamo la famiglia F di tutte le sottoalgebre di Lie di N di dimensione
strettamente minore di m. Essa contiene tutti i sottospazi vettoriali di dimensione
uno di N . Possiamo perciò fissare in F un elemento M di dimensione massima
k ≥ 1. Fissiamo una base X1, . . . , Xm di N i cui primi k elementi formino una base
di M . Le adX , al variare di X in M , sono rappresentate in questa base da matrici
triangolari a blocchi, della forma

MX =

(
ξ1,1(X) ξ1,2(X)

0 ξ2,2(X)

)
, con


ξ1,1(X) ∈ Kk×k,

ξ1,2(X) ∈ Kk×(m−k),

ξ2,2(X) ∈ K(m−k)×(m−k),

con le ξi, j applicazioni lineari di M nei rispettivi spazi di matrici. Per il Lemma 5.7
le MX sono matrici nilpotenti. In particolare,

M ′ = {ξ2,2(X) | X ∈ M }

10Vedi la Prop.2.6.
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è un’algebra di Lie di matrici nilpotenti di K(m−k) di dimensione k′≤k<m. Per
l’ipotesi induttiva, possiamo allora trovare un vettore non nullo w ∈ Km−k tale che
ξ2,2(X)·w = 0 per ogni X ∈ M . Questo significa che

A = (Xk+1, . . . , Xm) · w ,

è un elemento non nullo di N \M tale che [A, X] ∈ M per ogni X ∈ M . In parti-
colare, M +〈A〉 è ancora una sottoalgebra di Lie di N , di dimensione k+1. Per la
scelta di M , deve essere allora M + 〈A〉 = N .

Per l’ipotesi induttiva, V = {v ∈ Kn | X·v = 0, ∀X ∈ M } è un sottospazio
vettoriale di dimensione positiva e, poiché A commuta con tutti gli X di M , è
LA(V)⊆V . Infatti

v ∈ V =⇒
(
X·A·v = A·(X·v) + [X, A]·v = 0, ∀X ∈ M

)
=⇒ Av ∈ V.

Essendo nilpotente, A ha un autovettore nel sottospazio A-invariante V, e questo è
allora un autovettore per tutte le matrici di N . �

Teorema 6.2 (Engel). Se N è una sottoalgebra di Lie di matrici nilpotenti di
gln(K), allora possiamo trovare una base ε1, . . . , εn di Kn in cui tutti gli elementi
di N siano rappresentati da matrici triangolari superiori.

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema per induzione su n. La tesi è banal-
mente verificata se n ≤ 1. Supponiamo ora che n > 1 e la tesi sia verificata per
algebre di Lie di matrici nilpotenti di ordine minore di n. Per il Lemma 6.1 possia-
mo trovare un vettore non nullo ε1 che sia autovettore comune per tutte le matrici
di N . In una base ε1, η2, . . . , ηn le X di N si rappresentano con matrici della forma

MX =

(
0 ξ

0 X′

)
, con ξ ∈ K1×(n−1), X′ ∈ K(n−1)×(n−1).

Allora N ′ = {X′ | X ∈ N } è una sottoalgebra di Lie di matrici nilpotenti di gln−1(K).
Per l’ipotesi induttiva possiamo trovare una base ε′2, . . . , ε

′
n di Kn−1 tale che le

matrici (ε′2, . . . , ε
′
n)−1X′(ε′2, . . . , ε

′
n) siano triangolari superiori. Indicando con ε j,

per 2 ≤ j ≤ n, il vettore
(

0
ε′j

)
di Kn, otteniamo una base ε1, ε2, . . . , εn di Kn tale che

tutte le matrici (ε1, . . . , εn)−1X(ε1, . . . , εn), al variare di X in N , siano triangolari
superiori. �

Osservazione 6.3. Se sostituiamo alla base ε1, . . . , εn la base εn, . . . , ε1, le
matrici (εn, . . . , ε1)−1X(εn, . . . , ε1), al variare di X in N , saranno triangolari in-
feriori invece che superiori. Possiamo quindi dare un enunciato equivalente del
Teorema 6.2 in termini di matrici triangolari inferiori.

Applicando il Teorema di Engel alla rappresentazione aggiunta, otteniamo il

Corollario 6.4. Se N è un’algebra di Lie di dimensione m di matrici nilpotenti
di gln(K), allora possiamo trovare una successione

(6.1) {0} = N 0 ⊂ N 1 ⊂ N 2 ⊂ · · · ⊂ N m−1 ⊂ N m = N

di sottoalgebre di Lie di gln(K) con

(6.2) dimK(N h) = h ed [N ,N h+1] ⊆ N h, per ogni 0 ≤ h < m. �
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Abbiamo indicato con [N ,N h+1] lo spazio vettoriale generato dai commutatori
[X,Y] con X ∈ N ed Y ∈ N h+1.

7. Il teorema di Lie-Kolchin

Come abbiamo già osservato nel §5, una condizione necessaria per la triango-
larizzabilità simultanea di un’algebra di Lie G di matrici è il fatto che il commuta-
tore di due matrici di G sia una matrice nilpotente. Questa equivale alla condizione,
apparentemente più generale, che G sia un’algebra di Lie risolubile.

Se G1, G2 sono due spazi vettoriali di matrici di K(n), indichiamo con [G1,G2]
il sottospazio vettoriale di gln(K) generato da tutti i commutatori [X,Y] con X ∈ G1
ed Y ∈ G2. In generale, anche nel caso in cui G1 e G2 siano algebre di Lie, non è
detto che lo sia anche [G1,G2].

Con questa notazione, il fatto che un sottospazio vettoriale G di K(n) sia un’al-
gebra di Lie si esprime con l’inclusione [G ,G] ⊆ G .

Definizione 7.1. Un ideale di un’algebra di Lie G è un suo sottospazio vetto-
riale H per cui valga la

(7.1) [G ,H ] ⊆ H .

Un’ideale di G è anche una sua sottoalgebra di Lie, perché [H ,H ] ⊂ [G ,H ] ⊂ H .

Esempio 7.1. La condizione (6.2) ci dice che i sottospazi N h della (6.1) sono
ideali di N .

Lemma 7.1. Se G ⊆ K(n) è un’algebra di Lie, allora G (1) = [G ,G] è un suo
ideale.

Dimostrazione. La tesi è conseguenza immediata dell’identità di Jacobi: infat-
ti [G ,G] è generato dai commutatori [X,Y] con X,Y ∈ G . Se Z è un altro elemento
di G , allora

[Z, [X,Y]] = [[Z, X],Y] + [X, [Z,Y]] ∈ [G ,G]. �

Definizione 7.2. Chiamiamo G (1)=[G ,G] l’ideale derivato dell’algebra di Lie G .

Lemma 7.2. Supponiamo che G sia una sottoalgebra di Lie di gln(K), con n ≥ 1,
le cui matrici abbiano polinomi caratteristici completamente riducibili su K. Se gli
elementi del suo ideale derivato G (1) sono nilpotenti, allora tutte le matrici di G
hanno un autovettore comune.

Dimostrazione. Ragioniamo per ricorrenza su n. La tesi è banalmente verifi-
cata quando n ≤ 1.

Se G (1) = {0}, allora le matrici di G commutano tra loro e possiamo applicare
il Teorema 3.1: in un’opportuna base ε1, . . . , εn di Kn le LX , al variare di X in G , si
rappresentano come matrici diagonali superiori ed in particolare ε1 è un autovettore
comune a tutte le matrici di G .

Se G (1) , {0}, per il Lemma 6.1 il sottospazio

V = {v ∈ Kn | X·v = 0, ∀X ∈ G (1)}
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ha dimensione positiva, diciamo m, minore di n. Se A ∈ G , abbiamo

v ∈ V =⇒
(
X(Av) = A(Xv) − [A, X]v = 0, ∀X ∈ G (1)) =⇒ Av ∈ V.

Quindi V è un sottospazio A-invariante per tutte le matrici di G . Se ε1, . . . , εn è una
base di Kn tale che i suoi primi m vettori ε1, . . . , εm siano una base di V , allora gli
elementi di G si rappresentano in questa base con matrici

MA =

(
A′ A1,2
0 A2,2

)
, con A′ ∈ Km×m, A1,2 ∈ K

m×(n−m), A2,2 ∈ K
(n−m)×(n−m)

Le matrici A′ commutano tra loro, perché le applicazioni lineari definite dai com-
mutatori degli elementi di G si annullano su V, e hanno polinomi caratteristici com-
pletamente riducibili, perché dividono i polinomi caratteristici degli elementi di
G . Per l’ipotesi induttiva, poiché 0 < m < n, essi hanno un autovettore comu-
ne w ∈ Km. Allora v = (ε1, . . . , εm)w è un autovettore comune a tutte le matrici
di G . �

Da questo lemma ricaviamo il seguente criterio di triangolarizzabilità.

Teorema 7.3 (Criterio di triangolarizzabilità). Sia G un’algebra di Lie di ma-
trici di gln(K), con n > 0. Sono condizioni equivalenti

(1) esiste una base ε1, . . . , εn di Kn per cui (ε1, . . . , εn)−1X(ε1, . . . , εn) sia
triangolare superiore per ogni X in G ;

(2) esiste una base ε1, . . . , εn di Kn per cui (εn, . . . , ε1)−1X(εn, . . . , ε1) sia
triangolare inferiore per ogni X in G ;

(3) tutti i polinomi caratteristici delle matrici di G sono completamente ridu-
cibili e le matrici di G (1) sono nilpotenti.

Dimostrazione. Abbiamo (1)⇔ (2) per la stessa base ε1, . . . , εn di Kn.
L’implicazione (1) ⇒ (3) è immediata. Dimostriamo l’implicazione opposta

per induzione sulla dimensione n. L’enunciato per n = 1 è banalmente vero. Suppo-
niamo n > 1 e che (1) valga in dimensione minore di n. Per il Lemma 7.2 possiamo
trovare una base ε1, η2, . . . , ηn di Kn tale che ε1 sia un autovalore comune a tutte le
matrici di G . In questa base le matrici di G sono allora rappresentate da matrici

MX =

(
λX ξ

0 X′

)
, con λX ∈ K, ξ ∈ K

1×(n−1), X′ ∈ K(n−1)×(n−1).

Allora G ′ = {X′ | X ∈ G} è una sottoalgebra di gln−1(K) i cui elementi hanno
polinomi caratteristici completamente riducibili e con G ′(1) nilpotente. Per l’ipotesi
induttiva, possiamo trovare una base ε′2, . . . , ε

′
n di Kn−1 tale che le

(ε′2, . . . , ε
′
n)−1X′(ε′2, . . . , ε

′
n) siano triangolari superiori.

Con ε j=

(
0
ε′j

)
∈Kn per 1 < j ≤ n, la ε1, ε2, . . . , εn è una base di Kn che soddisfa

la (1). �
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8. Algebre di Lie nilpotenti e risolubili

Ad un’algebra di Lie possiamo associare diverse serie di sottoalgebre o di
ideali. È facile verificare che, se G è una sottoalgebra di Lie di gln(K), allora la

(8.1) · · · ⊆ Ch(G) ⊆ Ch−1(G) ⊆ · · · ⊆ C1(G) ⊆ C0(G) = G ,

definita per ricorrenza mediante

(8.2)

C0(G) = G ,
Ch(G) = [G ,Ch−1(G)], se h > 0,

è una successione decrescente di ideali di G , che si dice serie centrale discenden-
te. Il Corollario 6.4 ci dice che, nel caso di un’algebra di matrici nilpotenti, la
serie centrale discendente si stabilizza a {0}: vi è cioè un intero positivo ν tale che
Ch(G) = {0} per ogni h ≥ ν. Questa condizione caratterizza in modo astratto le
algebre di Lie nilpotenti.

Definizione 8.1. Chiamiamo nilpotente un’algebra di Lie di matrici G ⊂K(n)
tale che Ch(G) = {0} per qualche h>0.

Il teorema di Engel ci dice che un’algebra di Lie di matrici nilpotenti è nilpo-
tente. Non è vero il viceversa, perché, ad esempio, ogni algebra di Lie commutativa
è nilpotente: quindi lo è una qualsiasi algebra di Lie di dimensione 1 e l’algebra
dn(K) delle matrici diagonali di K(n). In particolare, la condizione di essere un’al-
gebra di Lie nilpotente non è sufficiente a garantire, nel caso in cui i suoi elementi
siano matrici di gln(K), che queste siano simultaneamente triangolarizzabili su K.

Data un’algebra di Lie G , definiamo per ricorrenza

(8.3)

G (0) = G ,
G (h+1) = [G (h),G (h)], h ≥ 0.

I G (h) sono ideali di G . Questo è conseguenza del lemma seguente.

Lemma 8.1. Se H 1 ed H 2 sono due ideali di G , allora lo è anche [H 1,H 2].

Dimostrazione. Poiché i commutatori [Y1,Y2] con Y1 ∈ H 1, Y2 ∈ H 2 generano
[H 1,H 2] come spazio vettoriale, è sufficiente verificare che [X, [Y1,Y2]] ∈ [H 1,H 2]
per ogni Y1 ∈ H 1, Y2 ∈ H 2 ed X ∈ G . È

[X, [Y1,Y2]] = [[X,Y1],Y2] + [Y1, [X,Y2]] ∈ [H 1,H 2]

per l’identità di Jacobi. Ciò dimostra il lemma. �

Corollario 8.2. I sottospazi G (h) definiti dalle (8.2) sono ideali di G .

Dimostrazione. Dal Lemma 8.1 segue che, per h > 0, il sottospazio G (h) è un
ideale di G se lo è G (h−1). Poiché G (0) = G è un ideale di G , ne segue per induzione
che lo sono tutti i G (h) con h ≥ 0. �

Definizione 8.2. Data un’algebra di Lie G di matrici di K(n), la successione
decrescente

(8.4) G = G (0) ⊃ G (1) ⊃ G (2) ⊃ · · ·G (h) ⊃ G (h+1) ⊃ · · ·
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di suoi ideali si dice la sua serie derivata.

Poiché i G (h) sono sottospazi vettoriali di dimensione finita, c’è un più piccolo
intero h ≥ 0 per cui G (h) = G (h+1). Risulta allora G ( j) = G (h) =

⋂
`≥0G (`) per ogni

j ≥ h.

Definizione 8.3. Un’algebra di Lie G si dice risolubile se
⋂

h≥0G (h) = {0}.

Teorema 8.3 (Lie-Kolchin). Se K ha caratteristica zero, allora una sottoalge-
bra G di gln(K) è risolubile se e soltanto se il suo ideale derivato G (1) è formata da
matrici nilpotenti.

Dimostrazione. Osserviamo che, con le notazioni introdotte all’inizio del pa-
ragrafo, G (h) ⊆ Ch(G). Quindi la condizione che G (1) sia nilpotente implica che
G sia risolubile. Dimostriamo che, quando K ha caratteristica zero, vale anche il
viceversa. Nel seguito della dimostrazione, supporremo che tutte le matrici di G
abbiano polinomi caratteristici completamente riducibili su K. Ci si può sempre
ricondurre a questo caso sostituendo a K una sua chiusura algebrica K′ e conside-
rando al posto di G l’algebra di Lie su K′ che si ottiene considerando il sottospazio
vettoriale di gln(K′) generato da G .

Ragioniamo per induzione sulla dimensione n. Se n ≤ 1, infatti, la tesi è ba-
nalmente verificata e lo è anche quando G sia commutativa, cioè quando G (1) = 0.

Sia h il più grande intero positivo per cui G (h) , {0}. Dimostriamo che i suoi
elementi sono nilpotenti. Sia A ∈ G (h). Poiché K ha caratteristica zero, A ammette
una decomposizione di Jordan-Chevalley nella somma di un As semisemplice e di
un An nilpotente, che commutano tra loro e sono polinomi di A. Anche adAs ed
adAn sono polinomi di AdA e quindi, poiché adA(G) ⊂ G (h) perché G (h) è un ideale
di G , abbiamo anche adAs(G) ⊂ G (h). Da AdA(G (h)) ∈ G (h+1) = {0}, segue che
adAs(G

(h)) = {0} e quindi (adAs)
2(G) = {0}. Poiché adAs è semisemplice, è allora

adAs(G) = 0, cioè [As,G] = 0 e quindi A commuta con tutti gli elementi di G .
Poiché As ha traccia nulla, se fosse diverso da zero avrebbe almeno due autovalori
distinti. In questo caso Kn si decomporrebbe nella somma diretta Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm

dei suoi autospazi, che sarebbero X-invarianti per ogni X ∈ G . Ma per l’ipotesi
induttiva, la restrizione di A ad uno qualsiasi dei sottospazi sarebbe nilpotente,
perché questi avrebbero dimensione minore di n. Ciò dimostra che ogni A ∈ G (h) è
nilpotente.

Possiamo allora applicare a G (h) il teorema di Engel, che ci dice che il sotto-
spazio vettoriale V = {v ∈ Kn | X·v = 0, ∀X ∈ G (h)} di Kn ha dimensione m positiva
e minore di n perché G (h) , {0}. Scegliamo una base ε1, . . . , εn di Kn tale che i
primi m vettori formino una base di V. In questa base gli elementi X di G sono
rappresentati da matrici

MX =

(
X′ X1,2
0 X′′

)
, con X′ ∈ Km×m, X′′ ∈ K(n−m)×(n−m), X1,2 ∈ K

m×(n−m).

Allora sia G ′ = {X′ | X ∈ G} che {X′′ | X ∈ G} sono algebre di Lie risolubili di
glm(K) e di gln−m(K), rispettivamente. Per l’ipotesi induttiva, le matrici di [G ′,G ′]
e di [G ′′,G ′′] sono nilpotenti, e quindi lo sono anche le MX con X ∈ G (1) e perciò
anche le X ∈ G (1) ad esse simili. Questo completa la dimostrazione. �
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Mettendo insieme questo risultato ed il criterio di triangolarizzabilità dimostra-
to in precedenza, otteniamo:

Teorema 8.4 (Lie-Kolchin). Supponiamo che il campo K abbia caratteristica
0. Sia G un’algebra di Lie di matrici di K(n) tale che ogni matrice di G abbia un
polinomio caratteristico completamente riducibile.

Sono allora equivalenti:
(1) G è risolubile;
(2) esiste una base ε1, . . . , εn di Kn in cui tutte le matrici che rappresentano

le LX , al variare di X in G , siano triangolari inferiori;
(3) tutte le matrici di G (1) sono nilpotenti. �

9. Algebre di Lie semisemplici

Nella teoria delle algebre di Lie ha un ruolo molto importante il teorema di de-
composizione di Eugenio Elia Levi11, che ci permette di rappresentare ogni algebra
di Lie di dimensione finita come somma diretta del suo ideale risolubile massimale
e di una sottoalgebra di Lie semisemplice.

Chiamiamo semplici le algebre di Lie che non contengono ideali propri non ba-
nali e semisemplici quelle che si decompongo in somme dirette di algebre semplici
non commutative: un’algebra di Lie semisemplice di matrici si può rappresentare,
in una base opportuna, come una famiglia di matrici diagonali a blocchi, in cui
ogni blocco corrisponde ad un addendo diretto semplice.

Il nome di semisemplici attribuito a queste algebre di Lie è motivato dalla loro
caratterizzazione in termini di rappresentazioni lineari.

Ricordiamo che una rappresentazione K-lineare di un’algebra di Lie G su K è
un’applicazione lineare ρ : G 7→ gln(K) tale che

(9.1) ρ([X,Y]) = [ρ(X), ρ(Y)], ∀X,Y ∈ G .

Un sottospazio vettoriale V diKn è ρ(G)-invariante se ρ(X)(V) ⊆ V per ogni X ∈ G .
Per le rappresentazioni lineari abbiamo nozioni di riducibilità e decomponibi-

lità analoghe a quelle che abbiamo dato per le singole matrici.
• Un sottospazio ρ(G)-invariante V è riducibile se possiamo trovare un

sottospazio ρ(G)-invariante W con {0} $ W $ V, irriducibile in caso
contrario. Diciamo che ρ è riducibile, o irriducibile, se Kn è tale come
sottospazio ρ(G)-invariante;
• Un sottospazio ρ(G)-invariante V è decomponibile se possiamo trovare

sottospazi ρ(G)-invarianti V1,V2 con {0} $ V1,V2 $ V e V = V1 ⊕ V2,
indecomponibile in caso contrario. Diciamo che ρ è decomponibile, o
indecomponibile, se Kn è tale come sottospazio ρ(G)-invariante;

11Eugenio Elia Levi (18883-1917) la dimostrò nel lavoro: Sulla struttura dei gruppi finiti e
continui, Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, XL, (1905) pp. 551-565.

E.E.Levi è un matematico italiano che ha lasciato contributi fondamentali in molti campi della
matematica, dalla teoria dei gruppi alla geometria differenziale, alle equazioni alle derivate parziali
e alla teoria delle funzioni di più variabili complesse.
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• ρ è semisemplice se Kn è somma diretta di sottospazi ρ(G)-invarianti
irriducibili.

Le algebre di Lie semisemplici sono caratterizzate dal fatto che tutte le loro rap-
presentazioni lineari sono semisemplici.

Si chiamamano riduttive le algebre di Lie G che ammettono una rappresenta-
zione semisemplice fedele, cioè una rappresentazione lineare semisemplice

ρ : G → gln(K) con ker(ρ) = {X ∈ G | ρ(X) = 0} = {0}.
La decomposizione di Levi consiste nel descrivere le algebre di Lie di dimen-

sione finita come algebre di matrici triangolari a blocchi, in cui i blocchi sulla
diagonale, a meno di termini sulla diagonale, corrispondono alla parte semisempli-
ce e quelli fuori dalla diagonale alla parte nilpotente del radicale, cioè della parte
risolubile.

La classificazione delle algebre semplici reali e complesse12 è un capitolo mol-
to importante della matematica, che ha notevoli applicazioni in diversi settori della
matematica e della fisica.

Come abbiamo accennato nel §2, lo strumento fondamentale per la classifica-
zione è lo studio delle loro sottoalgebre di Cartan.

Definizione 9.1. Sia G ⊆ K(n) un’algebra di Lie di matrici. Una sua sottoalge-
bra di Cartan è una sua sottoalgebra di Lie h che gode delle due proprietà13:

(1) per ogni X ∈ h l’applicazione adX : h 3 Y → [X,Y] ∈ h è nilpotente;
(2) h = {X ∈ G | adX(h) = h}.

Le sottoalgebre di Cartan sono cioè sottoalgebre nilpotenti che coincidono con
il proprio normalizzatore.

Le sottoalgebre di Cartan di algebre di Lie semisemplici, o, più in generale,
riduttive, sono formate da matrici semisemplici che commutano tra loro.

Un esempio importante di algebra semplice è costituito da sln(K). Ci limitia-
mo qui a mostrare che, al contrario di quanto accade per le algebre di Lie risolu-
bili, sln(K) coincide col suo ideale derivato (questo vale per tutte le algebre di Lie
semisemplici).

Proposizione 9.1. Supponiamo che K abbia caratteristica diversa da due.
Allora gl(h)

n (K) = sln(K) = {X ∈ K(n) | traccia(X) = 0} ed sl(h)
n (K) = sln(K) per

ogni intero h ≥ 1.

Dimostrazione. Se X = (xi, j) ed Y = (yi, j) sono due matrici di K(n), allora

traccia(XY) =
∑n

i, j=1
xi, jy j,i =

∑n

i, j=1
yi, jx j,i = traccia(YX).

12La classificazione è dovuta soprattutto al lavoro di Élie Cartan (1869-1951), matematico
francese cui si devono contributi fondamentali allo studio dei gruppi e delle algebre di Lie ed alla
geometria differenziale.

13La prima dice che h è un’algebra di Lie nilpotente. Notiamo che questo non vuol dire che
le matrici che le appartengono siano nilpotenti, ma che la loro rappresentazione aggiunta su h è
nilpotente. Ricordiamo che viceversa il teorema di Engel ci dice che un’algebra di Lie di matrici
nilpotenti è nilpotente. La seconda proprietà si può riformulare dicendo che h coincide con il proprio
normalizzatore in G .
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Da questo segue che la traccia del commutatore di due matrici è sempre nulla, cioè
che [gln(K), gln(K)] ⊂ sln(K).

Consideriamo l’insieme di generatori di sln(K) formato dalle matrici Ei, j, per
1 ≤ i , j ≤ n, che hanno uguale ad 1 l’i-esimo e a (−1) il j-esimo elemento della
diagonale principale e tutti gli altri coefficienti uguali a zero e dalle matrici Ti, j, per
1 ≤ i , j ≤ n, che hanno uguale ad 1 il coefficiente della i-esima riga e j-esima
colonna e tutti gli altri uguali a zero. Valgono allora le formule

[Ti, j,T j,i] = Ei, j, [Ei, j,Ti, j] = 2Ti, j, ∀1 ≤ i , j ≤ n,

Da queste ricaviamo che [sln(K), sln(K)] = sln(K) ed allora è anche gl(h)
n (K) =

sln(K) = sl
(h)
n (K) per tutti gli interi h ≥ 1. �

Per altri esempi di algebre di Lie semplici (e le loro relazioni con gruppi
continui di matrici) si vedano i capitoli 22, 23, 24.





CAPITOLO 13

Spazi vettoriali astratti

Gli spazi vettoriali sono moduli unitari rispetto a un campo K di scalari che,
nell’esposizione di questo capitolo, penseremo fissato una volta per tutte (vedi
Cap. 20, §3).

1. Definizione di spazio vettoriale

Definizione 1.1. Uno spazio vettoriale su K è un gruppo additivo V , su cui è
definita un’operazione esterna di prodotto per gli elementi di K

(1.1) K × V 3 (λ, v) −→ λ · v ∈ V

associativa e unitaria rispetto al prodotto per scalare e distributiva rispetto alla
somma. Valgono cioè le

(λ1 + λ2) · v = λ1 · v + λ2 · v , ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀v ∈ V,(V1)
λ · (v1 + v2) = λ · v1 + λ · v2, ∀λ, ∈ K, ∀v1, v2 ∈ V,(V2)
λ1 · (λ2 · v) = (λ1λ2) · v , ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀v ∈ V,(V3)
1 · v = v , ∀v ∈ V.(V4)

Al solito, nelle (V1) e (V2) abbiamo usato la convenzione per cui, in assenza
di parentesi, i prodotti vadano eseguiti prima delle somme: ad esempio

λ · v1 + λ · v2 = (λ · v1) + (λ · v2).
Inoltre, per semplicità, scriveremo più di frequente λv invece di λ · v e λ1λ2v

invece di (λ1λ2) · v e di λ1 · (λ2 · v), che sono uguali per la (V3), (qui λ, λ1, λ2 ∈ K
e v ∈ V). Osserviamo ancora che, per la (V4) il prodotto λv di uno scalare per
un vettore è il vettore nullo se e soltanto se almeno uno, o lo scalare o il vettore, è
nullo.

Esempio 1.1. Oltre agli spazi vettoriali Km×n di matrici a coefficienti nel campo
di scalari K, sono esempi di spazi vettoriali astratti:

(1) l’insieme KE di tutte le applicazioni f : E → K, con le operazioni di
somma di funzioni e di moltiplicazione di una funzione per uno scalare;

(2) l’insieme K[x1, . . . , xn] dei polinomi in n variabili indipendenti con coef-
ficienti in K, con le operazioni di somma di polinomi e di moltiplicazione
di un polinomio per uno scalare;

(3) l’insieme C k(a, b) delle applicazioni reali continue definite e derivabili,
con derivate continue fino all’ordine k, su un intervallo (a, b) di R forma-
no uno spazio vettoriale reale per le operazioni di somma di funzioni reali
e di moltiplicazione di una funzione reale per un numero reale;

255
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(4) dato un numero complesso λ, l’insiemeQ[λ] ⊂ C dei valori che assumono
su λ i polinomi di una variabile a coefficienti razionali, con le operazioni
di somma e di moltiplicazione per un numero razionale, è uno spazio
vettoriale su Q.

In tutti e quattro gli esempi elencati, gli spazi vettoriali considerati possiedono an-
che un’operazione di prodotto interno. Questo prodotto interno èK-lineare rispetto
a ciascuno dei fattori. Strutture di questo tipo si dicono algebre su K, ed accan-
to agli anelli e ai gruppi costituiscono una delle strutture algebriche di maggior
interesse.

Definizione 1.2. Chiamiamo sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V
su K un suo sottogruppo additivo chiuso rispetto alla moltiplicazione per gli scalari
di K.

Esempio 1.2. Se F ⊂ E, le applicazioni di KE che si annullano in tutti i punti
di F formano un sottospazio vettoriale di KE . I polinomi di K[x1, . . . , xn] che non
contengono termini di grado superiore ad un intero positivo m assegnato formano
un sottospazio vettoriale di K[x1, . . . , xn] (che non è una sua sottoalgebra). Se k1
e k2 sono due interi non negativi con k1 < k2, allora C k2(a, b) è un sottospazio
vettoriale di C k1(a, b). Se λ è un numero complesso ed m un intero positivo, allora
Q[λm] è un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale Q[λ] (sui razionali).

Siano V,W due spazi vettoriali sullo stesso campo K. L’insieme delle coppie
(v ,w ), con v ∈ V e w ∈ W, con l’operazione di somma

(v1,w1) + (v2,w2) = (v1+v2,w1+w2), ∀vq1, v2 ∈ V, ∀w1,w2 ∈ W

e di prodotto per scalare

λ·(v ,w ) = (λ·v , λ·w ), ∀λ ∈ K, ∀v ∈ V, ∀w ∈ W,

definisce sul prodotto cartesiano V×W una stuttura di spazio vettoriale su K.

Definizione 1.3. Il prodotto cartesiano V×W, con le operazioni di somma e
di prodotto per scalare definito sopra, si dice la somma diretta astratta, o sem-
plicemente somma diretta, degli spazi vettoriali V e W e si indica con V ⊕ W.

2. Combinazioni lineari, dipendenza e indipendenza lineare

Come per i vettori degli spazi Kn, possiamo dare una nozione di dipendenza
lineare per sistemi di vettori di uno spazio vettoriale astratto V .

Definizione 2.1. Chiamiamo combinazione lineare dei vettori v1, . . . , vk di V ,
con coefficienti λ1, . . . , λk ∈ K, l’espressione

(2.1) λ1v1 + · · · + λkvk.

La k-upla (λ1, . . . , λk) di una combinazione lineare (2.1) con somma nulla si dice
una sizigia o relazione tra i vettori v1, . . . , vk. La k-upla nulla si dice sizigia banale.
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I vettori (v1, . . . , vk) sono linearmente indipendenti se non ci sono tra loro re-
lazioni lineari non banali, linearmente dipendenti se ammettono una sizigia non
banale.

Un sistema di vettori (vi)i∈I di V si dice linearmente dipendente se contiene,
per qualche intero positivo k, una k-upla linearmente dipendente. Se i (vi)i∈I non
sono linearmente dipendenti, diciamo che sono linearmente indipendenti.

Tra le combinazioni lineari di vettori di V includiamo anche la combinazio-
ne vuota (non ci sono né vettori né coefficienti), cui attribuiamo per convenzione
somma nulla e quella con un solo vettore ed un solo scalare, la cui somma è il pro-
dotto dello scalare per il vettore. Si conviene che l’insieme vuoto sia linearmente
indipendente. Un sistema formato da un solo vettore è linearmente dipendente o
indipendente, a seconda che il vettore sia nullo oppure no. Un sistema di vettori
(vi)i∈I può contenere due copie dello stesso vettore, ripetuto con indici diversi. In
questo caso è linearmente dipendente, come lo sono tutti i sistemi che contengano
il vettore nullo.

I concetti sviluppati qui per vettori di uno spazio vettoriale astratto genera-
lizzano quelli discussi in precedenza per vettori di Kn. In particolare abbiamo il
criterio:

A1, . . . , Am ∈ K
n sono

linearmente dipendenti ⇐⇒ rank(A1, . . . , Am) < m,
linearmente indipendenti ⇐⇒ rank(A1, . . . , Am) = m.

Le somme di tutte le combinazioni lineari con un numero finito di addendi dei
vettori di un sottoinsieme S di V è un suo sottospazio vettoriale, che indichiamo
con 〈S 〉. Nel caso di un sottoinsieme finito {v1, . . . , vk} scriviamo di preferenza
〈v1, . . . , vk〉 invece di 〈{v1, . . . , vk}〉.

Per le convenzioni fatte 〈∅〉 = {0}.

Lemma 2.1. Siano ε1, . . . , εm vettori linearmente indipendenti di V e v un qual-
siasi vettore di V. Condizione necessaria e sufficiente affinché ε1, . . . , εm, v sia-
no linearmente indipendenti è che v non appartenga al sottospazio 〈ε1, . . . , εm〉

generato da ε1, . . . , εm.

Dimostrazione. La condizione è necessaria, perché se v fosse la somma di una
combinazione lineare di ε1, . . . , εm, da v = λ1ε1 + · · · + λmεm, ricaveremmo che

λ1ε1 + · · · + λmεm + (−1) v

sarebbe una combinazione lineare non banale di ε1, . . . , εm, v con somma nulla.
Viceversa, se esiste una combinazione lineare non banale di ε1, . . . , εm, v con

somma nulla,

λ1ε1 + · · · + λmεm + λ0 v , con λ0, λ1, . . . , λm ∈ K non tutti nulli,

non potrebbe essere λ0 = 0, perché altrimenti non tutti i λ1, . . . , λm sarebbero
nulli e darebbero quindi i coefficienti ad una la combinazione lineare non bana-
le di ε1, . . . , εm con somma nulla, contraddicendo l’ipotesi della loro indipendenza
lineare. Poiché λ0 , 0, abbiamo

v =
−λ1

λ0
ε1 + · · · +

−λm

λ0
εm ∈ 〈ε1, . . . , εm〉,
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e quindi v appartiene al sottospazio vettoriale generato da ε1, . . . , εm. �

3. Generatori e basi di uno spazio vettoriale di dimensione finita

Sia V uno spazio vettoriale su K.

Definizione 3.1. Diciamo che (vi)i∈I è un sistema di generatori di V se ogni
vettore di V è somma di una combinazione lineare finita di vettori di (vi)i∈I .

Diciamo che V ha dimensione finita se è finitamente generato, cioè se ammette
un sistema finito di generatori.

Un sistema di generatori linearmente indipendenti si dice una base di V .

Ogni spazio vettoriale ammette una base e due diverse basi di uno spazio vet-
toriale hanno lo stesso numero di elementi (più precisamente, la stessa cardina-
lità: gli elementi di due diverse basi si possono cioè mettere in corrispondenza
biunivoca). Ci limiteremo qui a considerare spazi vettoriali di dimensione finita.

Lemma 3.1. Se V ammette un sistema finito di generatori ε1, . . . , εn, composto
da n elementi, ogni sistema η1, . . . , ηm di vettori linearmente indipendenti di V
contiene al più n elementi.

Dimostrazione. Possiamo trovare coefficienti ai, j ∈ K, per 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,
tali che

η j = a1, jε1 + · · · + an, jεn, per j = 1, . . . ,m.

Consideriamo la matrice A = (ai, j) ∈ Kn×m. Le componenti di un vettore X = (x j) ∈
Km per cui AX = 0 sono i coefficienti di una combinazione lineare di η1, . . . , ηm
con somma nulla. Per l’ipotesi che η1, . . . , ηm siano linearmente indipendenti, l’e-
quazione AX = 0 ha quindi soltanto la soluzione X = 0 e, per il Corollario 1.3 del
Cap.8, ciò equivale al fatto che A abbia rango m. Poiché il rango di una matrice è
minore o uguale del minimo tra il numero delle sue righe e delle sue colonne, ne
segue che m ≤ n. �

Teorema 3.2. Ogni sistema di generatori di uno spazio vettoriale di dimensio-
ne finita contiene una base. Due basi di uno spazio vettoriale di dimensione finita
hanno lo stesso numero di elementi.

Dimostrazione. Per il Lemma 3.1, le possibili basi di uno spazio vettoriale V
generato da ` elementi sono formate da un numero finito di vettori, che non può
superare `.

Per dimostrare l’esistenza di una base, ragioniamo per induzione sul numero
` di generatori. Se ` = 0, allora V = {0} e l’unica base è vuota. In questo caso
ogni sottoinsieme di V = {0} contiene al più un elemento e ne è un sistema di
generatori. La tesi è quindi vera in questo caso. Se V , {0} ed ammette un sistema
di generatori formato da un solo vettore, allora tutti i vettori non nulli di V sono tra
loro proporzionali e la tesi vale anche in questo caso. Quindi il teorema è vero per
spazi vettoriali che siano generati da ` ≤ 1 vettori.

Supponiamo ora che ` > 1 ed il teorema valga per spazi vettoriali che abbiano
meno di ` generatori.
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Sia ε1, . . . , ε` un sistema di generatori di V. Se sono linearmente indipenden-
ti, formano una base di V. Se non lo sono, possiamo trovare una loro sizigia non
banale (λ1, . . . , λ`). Uno dei coefficienti λi è diverso da zero. A meno di scambia-
re gli indici, possiamo supporre che λ` , 0. Allora ε` ∈ 〈ε1, . . . , ε`−1〉 e quindi
ε1, . . . , ε`−1 è ancora un sistema di generatori di V, formato da meno di ` elementi.
Per l’ipotesi induttiva esso contiene una base.

Il fatto che tutte le basi siano formate dallo stesso numero di elementi è con-
seguenza del Lemma 3.1. Infatti, se ε1, . . . , εm ed η1, . . . , ηn sono due basi di
V , composte l’una da m, l’altra da n elementi, deve essere m ≤ n perché gli
ε1, . . . , εm sono linearmente indipendenti e gli η1, . . . , ηn generano V , ed n ≤ m
perché gli η1, . . . , ηn sono linearmente indipendenti e gli ε1, . . . , εm generano V .
Quindi m = n. La dimostrazione è completa. �

Se lo spazio vettoriale V che stiamo considerando è il sottospazio di Km gene-
rato dalle colonne di una matrice A = (A1, . . . , An) ∈ Km×n, la dimensione di V è
il rango r della matrice A e la scelta della base è quella di r colonne, che formino
una sottomatrice con un minore di ordine r non nullo.

Definizione 3.2. Chiamiamo dimensione di uno spazio vettoriale V il numero
di elementi di una sua base. La indichiamo con dimKV .

Osservazione 3.3. L’indicazione del campo degli scalari è necessaria per evi-
tare ambiguità. Ad esempio, Cn può essere considerato sia come uno spazio vetto-
riale sul campo C dei complessi, che sul campo R dei reali, che sul campo Q dei
razionali. Abbiamo dimC Cn = n, dimR Cn = 2n, dimQ Cn = ∞.

Proposizione 3.4. Se V è uno spazio vettoriale di dimensione finita n, allora
(1) ogni sistema di vettori linearmente indipendenti di V contiene al più n

vettori e se ne contiene esattamente n è una sua base;
(2) ogni sistema di generatori di V contiene almeno n elementi e se ne con-

tiene esattamente n è una sua base.

Dimostrazione. Il fatto che nessun sistema di vettori linearmente indipendenti
contenga più di n vettori e che nessun sistema di generatori ne contenga meno di
n segue dal Lemma 3.1. Poiché, per il Teorema 3.2, ogni sistema di generatori
contiene una base, un sistema di n generatori, contenendo una base di n elementi,
deve coincidere con essa.

Supponiamo infine di avere un sistema di n vettori linearmente indipendenti
ε1, . . . , εn. Per ogni v ∈ V il sistema ε1, . . . , εn, v , contenendo un numero di vet-
tori superiore a quello di una base, è linearmente dipendente per il Lemma 3.1.
Per il Lemma 2.1 ciò significa che v ∈ 〈ε1, . . . , εn〉. Quindi il sottospazio gene-
rato da ε1, . . . , εn coincide con V ed ε1, . . . , εn, essendo un sistema di generatori
linearmente indipendenti, è una base. �

Proposizione 3.5. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, ε1, . . . , εn una
sua base ed η1, . . . , ηm un suo sistema di vettori linearmente indipendenti. Possia-
mo allora trovare indici 1 ≤ im+1 < · · · < in ≤ n tali che

η1, . . . , ηm, εim+1 , . . . , εin
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sia ancora una base di V.

Dimostrazione. Se m = n, allora per la Proposizione 3.4 la η1, . . . , ηm=n è
una base e non serve quindi aggiungervi vettori. Ragioniamo per ricorrenza sul
numero intero non negativo n − m. Abbiamo appena osservato che la tesi va-
le quando n − m = 0. Sia m < n e supponiamo la tesi vera per sistemi di vetto-
ri indipendenti formati da almeno m+1 elementi. Poiché m < n, il sottospazio
〈η1, . . . , ηm〉 non può contenere tutti i vettori della base ε1, . . . , εn, perché altrimen-
ti V = 〈ε1, . . . , εn〉 j 〈η1, . . . , ηm〉 e i vettori η1, . . . , ηm genererebbero V . Questo
non è possibile perché non ci sono sistemi di generatori di V che contengano meno
di n elementi. Vi è quindi un minimo indice im+1 per cui εim+1 non sia contenuto
in 〈η1, . . . , ηm〉. Per il Lemma 2.1 i vettori η1, . . . , ηm, εim+1 sono linearmente in-
dipendenti. Per l’ipotesi induttiva, essendo questi m+1, li possiamo completare
ad una base di V aggiungendo vettori εim+2 , . . . , εin della base ε1, . . . , εn. Osser-
viamo che, per la nostra scelta di im+1, gli εi con i ≤ im+1 appartengono tutti al
sottospazio 〈η1, . . . , ηm, εim+1〉. Sarà quindi im+2 > im+1. Ragionando ancora per ri-
correnza, possiamo allora ottenere che gli indici degli elementi della base ε1, . . . , εn
che aggiungiamo agli η1, . . . , ηm per ottenere una base di V siano strettamente
crescenti. �

Si verifica facilmente che vale la

Proposizione 3.6. Se V e W sono spazi vettoriali di dimensioni finite n,m sullo
stesso campo K, allora la loro somma diretta astratta V⊕W è uno spazio vettoriale
di dimensione finita n+m. �

Esempio 3.1. Se K,K′ sono due campi con K ⊆ K′ diciamo che K′ è un’e-
stensione di K. Un’estensione K′ è in particolare uno spazio vettoriale su K, la cui
dimensione si indica con [K′ : K] e si dice il suo grado. Un’estensione K′ di K si
dice algebrica se ogni elemento λ di K′ è radice di un polinomio di grado positivo
di K[x]. Ogni estensione finita è algebrica.

Consideriamo ad esempio il campo Q dei numeri razionali e sia λ un numero
complesso algebrico su Q, che sia cioè radice di un polinomio di grado positivo di
Q[x]. Un polinomio monico non nullo p(x) ∈ Q[x] di grado minimo tra quelli per
cui p(λ) = 0 è necessariamente irriducibile. Quindi K = Q[λ] ' Q[x]/(p(x)) è un
campo, la minima estensione di Q che contenga λ. Osserviamo che, in generale, λ
può essere la sola radice di p(x) in K, ad esempio quando λ =

p√2 per un numero
primo p , 2.

Non c’è una formula generale che ci permetta di calcolare il grado di un asse-
gnato numero algebrico. Sappiamo dalla teoria di Galois1 che polinomi di grado
maggiore o uguale a 5 possono avere radici non esprimibili mediante radicali.

1 Évariste Galois (1811-1832) fu un matematico francese. Egli determinò un metodo generale
per stabilire quando un’equazione algebrica a coefficienti razionali ammetta radici che si possano
esprimere mediante radicali. Dai suoi risultati segue in particolare che non si possono dare formule
come quelle di Cardano o di Ferrari per equazioni di grado maggiore o uguale a 5. A lui si deve
l’introduzione del termine “gruppo” per indicare un insieme di permutazioni su un numero finito di
elementi e che sarà poi esteso per indicare anche i gruppi continui.
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Mostriamo, per esercizio, che
3
√

1+
4√2 ha grado 12 su Q, che cioè il campo

Q[λ] con λ =
3
√

1+
4√2 è uno spazio vettoriale di dimensione 12 su Q. Per trovare il

polinomio minimo di λ, osserviamo che

λ
3 = 1+

4√
2 =⇒ (λ3 − 1)4 = 2

e quindi p(x) = (x3 − 1)4−2 ha la radice λ. Per provare che Q[λ] ' Q[x]/(p(x)),
e quindi ha dimensione 12 su Q, resta da verificare che p(x) è irriducibile in Q[x].
Per farlo, si può utilizzare il criterio di Eisenstein2:

Teorema 3.7. Sia f (x) = a0xm+a1xm−1+ · · ·+am−1x+am un polinomio a coef-
ficienti interi e q un numero primo. Se q divide tutti i coefficienti ai per i > 0, ma
non divide a0 e se q2 non divide am, allora f (x) è irriducibile in Q[x]. �

È p(x) = x12 − 4x9 + 6x6 − 4x3 − 1 e quindi non possiamo applicare diretta-
mente a p(x) il criterio di Eisenstein. Possiamo però effetturare un cambiamento di
variabili, ponendo y = x−1. Allora

f (y) = p(y + 1) = (y + 1)12 − 4(y + 1)9 + 6(y + 1)6 − 4(y + 1)3 − 1.

Poiché i binomiali
(
m
k

)
con m pari e 0 < k < m sono numeri pari, f (y) è un polino-

mio monico in y, in cui tutti i coefficienti dei termini di grado minore di 12 sono
divisibili per 2. Il termine noto è (−2), che non è divisibile per 22 = 4. Per il criterio
di Eisenstein, f (y), e di conseguenza anche p(x) sono irriducibili.

Calcoliamo poi, sempre per esercizio, il grado di
√

3+
3√2. Utilizzeremo qui

un argomento diretto, senza ricorrere al teorema di Eisenstein. Poniamo ξ =
√

3
ed η =

3√2. Allora 1, ξ, η, η2, ξ·η, ξ·η2 sono sei numeri reali linearmente indipen-
denti su Q. Infatti, se cosı̀ non fosse,

√
3 dovrebbe soddisfare un’equazione di

primo grado a coefficienti in Q[ 3√2] e dovrebbe perciò potersi scrivere nella forma
√

3 = a+b· 3√2+c· 3√4. Calcolando il quadrato dei due termini di questa uguaglian-
za si verifica facilmente che questo non è possibile. Utilizziamo questo fatto per
verificare che

√
3+

3√2 ha su Q un polinomio minimo di sesto grado. Infatti, se
α = −1+

√
3

2 è una radice cubica non reale di 1, allora

p(x) = (x − ξ − η)(x − ξ − αη)(x − ξ − α2
η)(x + ξ − η)(x + ξ − αη)(x + ξ − α2

η)

è un polinomio monico, a coefficienti razionali e di grado 6 che si annulla per x =
√

3+
3√2. Per verificare che non ci possono essere polinomi a coefficienti razionali di

grado inferiore che annullino
√

3+
3√2, possiamo considerare le potenze successive

2Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852) fu un matematico tedesco, che si occupò di
analisi e di teoria dei numeri.
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di
√

3+
3√2. Abbiamo:

(ξ + η)0 = 1,
(ξ + η)1 = ξ + η,

(ξ + η)2 = ξ2+2ξ·η+η2 = 3+2ξ·η+η2,

(ξ + η)3 = ξ3 + 3ξ2·η + 3ξ·η2+η3 = 3·ξ+9·η+3·ξ·η2+2,
(ξ + η)4 = ξ4+4·ξ3·η+6·ξ2·η2+4·ξ·η3+η4 = 9+12·ξ·η+18·η2+2·η
(ξ + η)5 = ξ5+5·ξ4·η+10·ξ3·η2+10·ξ2·η3+5·ξ·η4+η5 = 9·ξ + 49·η+30·ξ·η2+60+10·ξ·η

Scriviamo ciascuna potenza come una colonna di una matrice nella base 1, ξ, η, η2,

ξ·η, ξ·η2 di Q[
√

3, 3√2]:

A =



1 0 3 2 9 60
0 1 0 3 0 9
0 1 0 9 2 49
0 0 1 0 18 0
0 0 2 0 12 10
0 0 0 3 0 30


.

Abbiamo

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 3 0 9
1 0 9 2 49
0 1 0 18 0
0 2 0 12 10
0 0 3 0 30

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 3 0 9
0 0 6 2 40
0 1 0 18 0
0 2 0 12 10
0 0 3 0 30

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 6 2 40
1 0 18 0
1 0 6 5
0 3 0 30

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 1 20
0 0 12 −5
1 0 6 5
0 1 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 20
0 12 −5
1 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −10
0 12 −5
1 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −12

∣∣∣∣∣∣1 10
1 5

∣∣∣∣∣∣ = 60 , 0

e questo ci dice che le prime cinque potenze di ξ+η sono linearmente indipendenti
su Q. Quindi p(x) è il polinomio minimo di

√
3+

3√2 su Q, che dunque ha grado
algebrico sei.

4. Dimensione di sottospazi e formula d’intersezione

Sia V uno spazio vettoriale su K. Ricordiamo che un suo sottospazio vettoriale
è un suo sottogruppo additivo chiuso rispetto alla moltiplicazione per gli scalari di
K. In particolare, i sottospazi vettoriali di V sono a loro volta spazi vettoriali.

Chiamiamo banale il sottospazio {0} di V che contiene soltanto lo 0. Anche V
è un proprio sottospazio.

Definizione 4.1. Chiamiamo proprio un sottospazio W di V che non coincida
con V , tale cioè che W $ V .

Proposizione 4.1. Ogni sottospazio vettoriale di uno spazio di dimensione fi-
nita ha dimensione finita, minore o uguale a quella dello spazio vettoriale che lo
contiene. Un sottospazio proprio ha dimensione strettamente inferiore a quella di
uno spazio vettoriale di dimensione finita che lo contenga.
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Dimostrazione. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su K e W
un suo sottospazio vettoriale. Se W non avesse dimensione finita minore o uguale
ad n, potremmo trovare in W un sistema di (n + 1) vettori linearmente indipendenti
w1, . . . ,wn,wn+1. Questi sarebbero però linearmente indipendenti anche in V, men-
tre per la Proposizione 3.4 lo spazio V non può contenere un sistema di più di n
vettori linearmente indipendenti. Ancora, per la Proposizione 3.4, un sistema di n
vettori linearmente indipendenti di W sarebbe una base di V e quindi, se W ⊆ V e
dimK(W) = dimK(V), allora W = V. �

Si verifica facilmente che i sottospazi vettoriali si possono intersecare e som-
mare.

Lemma 4.2. Dati due sottospazi vettoriali U,W di V, la loro intersezione U∩W
e la loro somma U + W = {u + w | u ∈ U, w ∈ W} sono ancora sottospazi vettoriali
di V. �

Per le dimensioni di sottospazi vettoriali vale un’importante formula d’interse-
zione, nota come formula di Grassmann3 .

Teorema 4.3 (formula di Grassmann). Se V1 e V2 sono sottospazi vettoriali di
dimensione finita di uno spazio vettoriale V su K, allora V1 ∩ V2 e V1+V2 hanno
dimensione finita e vale la formula

(4.1) dimK(V1+V2) + dimK V1 ∩ V2 = dimK V1 + dimK V2.

Dimostrazione. Il sottospazio V1 ∩ V2 ha dimensione finita perché è un sotto-
spazio vettoriale dello spazio di dimensione finita V1. Detta k la sua dimensione, sia
ε1, . . . , εk una sua base. Per la Proposizione 3.5, possiamo completare questi vetto-
ri ad una base ε1, . . . , εk, εk+1, . . . εn1 di V1 e ad una base ε1, . . . , εk, ηk+1, . . . ηn2 di
V2. Dico che ε1, . . . , εk, εk+1, . . . εn1 , . . . , ηk+1, . . . ηn2 è allora una base di V1 + V2.
Si verifica immediatamente che ε1, . . . , εk, εk+1, . . . εn1 , . . . , ηk+1, . . . ηn2 è un siste-
ma di generatori, ed in particolare quindi V1 + V2 ha dimensione finita, minore o
uguale ad n1+n2−k.

Se abbiamo una combinazione lineare di ε1, . . . , εk, εk+1, . . . εn1 , . . . , ηk+1, . . . ηn2

con somma nulla, da

a1ε1 + · · · + akεk + ak+1εk+1 + · · · + an+1εn1 + bk+1ηk+1 + · · · + bn2ηn2 = 0

ricaviamo che

w = a1ε1+· · ·+akεk+ak+1εk+1+· · ·+an+1εn1 = −(bk+1ηk+1+· · ·+bn2ηn2) ∈ V1∩V2.

Scriviamo w = c1ε1 + · · · + ckεk come somma di una combinazione lineare degli
elementi della base ε1, . . . , εk di V1 ∩ V2. Abbiamo allora

(a1 − c1)ε1 + · · · + (ak − ck)εk + ak+1εk+1 + · · · + an+1εn1 = 0,
c1ε1 + · · · + ckεk + bk+1ηk+1 + · · · + bn2ηn2 = 0.

3 Hermann Günther Grassmann (1809-1877), matematico e linguista tedesco.
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Dalla seconda, poiché ε1, . . . , εk, ηk+1, . . . ηn2 è una base di V2, ricaviamo che c1 = 0,
. . ., ck = 0, bk+1 = 0, . . . , bn2 = 0. Sostituendo nella prima otteniamo che

a1ε1 + · · · + akεk + ak+1εk+1 + · · · + an+1εn1 = 0

e quindi a1 = 0, . . . , an1 = 0 perché ε1, . . . , εk, εk+1, . . . εn1 è una base di V1. Quindi
ε1, . . . , εk, εk+1, . . . εn1 , . . . , ηk+1, . . . ηn2 è una base di V1 + V2 e perciò

dimK(V1 + V2) = n1 + n2 − k.

Poiché dimK V1 = n1, dimK V2 = n2, dimK V1 ∩ V2 = k, la (4.1) è verificata. �

Osservazione 4.4. In particolare, se V = V1⊕V2 è la somma diretta astratta di
due spazi vettoriali V1,V2 di dimensione finita su K, allora

dimK(V) = dimK(V1⊕V2) = dimK(V1)+ dimK(V2).

Osservazione 4.5. Siano W1,W due sottospazi vettoriali di uno spazio vetto-
riale V, di dimensione finita n su K, con W1 ⊂ W. Se V2 è un complemento di W1
in V, allora W2 = V2 ∩W è un complemento di W1 in W.

Siano m = dimK(W) ed m1 = dimK(W1). Allora dimK(V2) = n−m1. Utilizzia-
mo la formula di Grassmann per calcolare la dimensione di W2.

dimK(W2) = dimK(V2) + dimK(W) − dimK(V2+W)
= dimK(V2) + dimK(W) − dimK(V) = (n−m1) + m − n = m − m1.

È W1 ∩W2 = {0} e quindi

dimK(W1+W2) = dimK(W1⊕W2) = dimK(W1)+ dimK(W2) = m = dimK(W)

implica che W1 ⊕W2 = W, perché W1 ⊕W2 ⊆ W e i due sottospazi hanno la stessa
dimensione.

5. Applicazioni lineari

Sia f : V → W un’applicazione tra due spazi vettoriali su K.

Definizione 5.1. Diciamo che f è lineare se trasforma le combinazioni li-
neari di vettori di V nelle combinazioni lineari, con gli stessi coefficienti, dei
corrispondenti vettori di W. La condizione si può esprimere con la

(5.1) f (λ1v1 + λ2v2) = λ1 f (v1) + λ2 f (v2), ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀v1, v2 ∈ V.

Indichiamo con HomK(V,W) l’insieme di tutte le applicazioni lineari definite
su V ed a valori in W. Si verifica facilmente che è un sottospazio vettoriale dello
spazio di tutte le applicazioni di V in W, con le usuali operazioni di somma di
applicazioni e di prodotto di un’applicazione per uno scalare.

Abbiamo osservato che una matrice A ∈ Km×n definisce un’applicazione linea-
re LA : Kn 3 X → AX ∈ Km. Più in generale, vale il
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Lemma 5.1. Sia V uno spazio vettoriale su K e v1, . . . , vn una n-upla di vettori
di V. Allora

L : Kn 3 X =


x1
...

xn

 −→ (v1, . . . , vn)X = x1v1 + · · · + xnvn ∈ V

è un’applicazione lineare di Kn in V. �

Proposizione 5.2. Sia f : V → W un’applicazione lineare. Allora Imm( f ) =

f (V) è un sottospazio vettoriale di W e ker( f ) = {v ∈ V | f (v) = 0} un sottospazio
vettoriale di V.

Se V ha dimensione finita, allora Imm( f ) = f (V) e ker( f ) hanno dimensione
finita e

(5.2) dimK ker( f ) + dimK Imm( f ) = dimK V.

Dimostrazione. Per la definizione di applicazione lineare, Imm( f ) contiene le
combinazioni lineari dei suoi elementi e quindi è un sottospazio vettoriale di W.
Se v1, v2 ∈ ker( f ) e λ1, λ2 ∈ K, allora

f (λ1v1 + λ2v2) = λ1 f (v1) + λ2 f (v2) = 0

ci dice che ker( f ) contiene tutte le combinazioni lineari dei suoi elementi ed è
quindi un sottospazio vettoriale di V .

Se V ha dimensione finita, anche ker( f ), come tutti i sottospazi di V , ha dimen-
sione finita. L’immagine di un insieme di generatori di V è un insieme di generatori
di f (V) e quindi questo sottospazio ha dimensione finita quando V ha dimensione
finita.

Per dimostrare la (5.2), scegliamo una base ε1, . . . , εn di V i cui primi k vettori
ε1, . . . , εk siano una base di ker( f ). La (5.2) segue dal fatto che f (εk+1), . . . , f (εn)
è una base di Imm( f ). Dimostriamo che f (εk+1), . . . , f (εn) sono linearmente in-
dipendenti. Se λk+1, . . . , λn sono i coefficienti di una loro combinazione lineare a
somma nulla, allora

λk+1 f (εk+1) + · · · + λn f (εn) = 0⇐⇒ f (λk+1εk+1 + · · · + λnεn) = 0.

Il vettore λk+1εk+1 + · · · + λnεn appartiene quindi a ker f e si scrive perciò in un
unico modo come

λk+1εk+1 + · · · + λnεn = λ1ε1 + · · · + λkεk,

per opportuni λ1, . . . , λk ∈ K, perché ε1, . . . , εk è una base di ker( f ).
Allora (−λ1, . . . ,−λk, λk+1, . . . , λn) è una sizigia di (ε1, . . . , εn) e quindi tutti i

coefficienti λi, ed in particolare λk+1, . . . , λn, sono nulli perché gli (ε1, . . . , εn) for-
mano una base di V. Ciò mostra che gli f (εk+1), . . . , f (εn) sono generatori linear-
mente indipendenti di Imm( f ) e ne costituiscono quindi una base. Abbiamo perciò
dimK ker( f ) = k, dimK Imm( f ) = n − k, dimK V = n, da cui segue la (5.2). �

Definizione 5.2. Il rango di un’applicazione lineare f : V → W è la dimen-
sione rank( f ) della sua immagine, e la sua nullità, che indichiamo con null( f ), la
dimensione del suo nucleo.
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La (5.2) si dice formula del rango e si riscrive nella forma

(5.3) rank( f ) + null( f ) = dimK V.

Proposizione 5.3. Un’applicazione linare f : V → W tra due spazi vettoriali
di dimensione finita è

• surgettiva se e soltanto se rank( f ) = dimKW;
• iniettiva se e soltanto se null( f ) = 0.

Dimostrazione. La prima affermazione segue perché un sottospazio di W che
abbia la sua stessa dimensione finita coincide con W.

Per la seconda, osserviamo che se f è iniettiva, f −1(0) contiene un solo punto
ed è quindi il sottospazio banale di V se f è lineare. Viceversa, se v1, v2 sono vettori
di V con f (v1) = f (v2), per la linearità f (v1 − v2) = 0 e quindi v1 − v2 ∈ ker( f ). Se
f −1(0) = {0}, questa di dà v1 − v2 = 0, cioè v1 = v2. �

Osservazione 5.4. La formula d’intersezione di Grassmann si può ricavare facilmente
dalla formula del rango. Infatti, se V1,V2 sono sottospazi vettoriali di dimensione finita
di uno spazio vettoriale V sul campo K, allora V1 ∩ V2 è linearmente isomorfo al nucleo
dell’applicazione lineare surgettiva

f : V1 ⊕ V2 3 (v1, v2) 7→ (v1 − v2) ∈ V1+V2.
Allora dimK(V1)+ dimK(V2), che è la dimensione della somma diretta astratta V1⊕V2, è
uguale alla somma del rango di f , uguale a dimK(V1+V2) più la nullità di f , uguale alla
dimensione di V1 ∩ V2.

Questa osservazione ci suggerisce un modo di generalizzare la formula di Grassmann
al caso di un numero finito di sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V. Premettiamo
una generalizzazione della formula del rango. Sia

(5.4) 0 −−−−−−→ Vm
fm−1

−−−−−−→ Vm−1 −−−−−−→ · · · −−−−−−→ V1
f0

−−−−−−→ V0 −−−−−−→ 0
una successione di spazi vettoriali di dimensione finita su K e di applicazioni lineari, tali
che fm−1 è iniettiva, f0 surgettiva ed Imm( f j) = ker( f j−1) per ogni 0 < j < m−1. Diciamo
in questo caso che (5.4) è una successione esatta di spazi vettoriali ed applicazioni lineari.
La formula del rango generalizzata è il lemma seguente.

Lemma 5.5. Se (5.4) è una successione esatta di spazi vettoriali ed applicazioni lineari,
allora

(5.5)
∑m

h=0
(−1)h dimK(Vh) = 0. �

Supponiamo per semplicità cheK abbia caratteristica diversa da due. Dati m sottospazi
vettoriali W1, . . . ,Wm di dimensione finita di uno spazio vettoriale V su K, definiamo, per
ogni intero h con 1 ≤ h ≤ m, gli spazi

V (h) = {(vi1,...,ih ) | vi1,...,ih ∈ Wi1∩ · · · ∩Wih , viσ1 ,...,iσh
= ε(σ)vi1,...,ih , ∀σ ∈ Sh}

'
⊕

1≤i1<···<ih≤m
Wi1∩ · · · ∩Wim .

Siano poi V (0) = W1+ · · ·+Wm ed

f1(vi) = v1+ · · ·+vm, fh(vi1,...,ih ) = wi1,...,ih−1 , con wi1,...,ih−1 =
∑m

h=1
vi1,...,ih−1,h, se h > 1.

Allora (5.4) è una successione esatta e da questo ricaviamo la generalizzazione della for-
mula d’intersezione:

(5.6) dimK(W1+ · · ·+Wm) +
∑m

h=1
(−1)h

∑
1≤i1<···<ih≤m

dimK(Wi1 ∩ · · ·Wih ) = 0.
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Nota che per m = 2 si ritrova la (4.1).

Esempio 5.1. Sia n ≥ 3 e siano W1,W2,W3 tre 2-piani di Rn con W1∩W2∩W3 = {0} e
Wi∩W j di dimensione uno se i, j. Allora

dimR(W1+W2+W3) − 3 · 2+3·1+0 = 0 ⇒ dimR(W1+W2+W3) = 3.

Da questo segue che W1+W2+W3 = (W1∩W2) ⊕ (W2∩W3) ⊕ (W3∩W1). Infatti, se wi, j è
un vettore non nullo di Wi∩W j per i, j, allora w1,2 e w3,1 sono linearmente indipendenti
perché non appartengono alla stessa retta e w2,3 non appartiene a W1 = 〈w1,2,w3,1〉 ed è
quindi linearmente indipendente da w1,2 e w3,1.

Proposizione 5.6. Se un’applicazione lineare è invertibile, allora la sua inversa
è ancora lineare.

Dimostrazione. Sia f : V → W lineare e invertibile. In particolare f è iniet-
tiva e quindi due vettori v1 e v2 di V sono uguali se e soltanto se hanno la stessa
immagine mediante f .

Siano w1,w2 ∈ W due vettori di W e λ1, λ2 ∈ K due scalari. Poniamo

v1 = f −1(λ1w1 + λ2w2) e v2 = λ1 f −1(w1) + λ2 f −1(w2).

Allora f (v1) = λ1w1 + λ2w2, perché f −1 è l’inversa di f ed

f (v2) = f (λ1 f −1(w1) + λ2 f −1(w2)) = λ1 f ( f −1(w1)) + λ2 f ( f −1(w2))
(perché f è lineare)

= λ1w1 + λ2w2 (perché f è l’inversa di f −1).

Quindi f (v1) = f (v2). Poiché f è iniettiva, questo ci dice che v1 = v2 e ciò dimostra,
poiché vale per ogni scelta di w1,w2 ∈ W e di λ1, λ2 ∈ K, che f −1 è lineare. �

Definizione 5.3. Un’applicazione lineare invertibile si dice un isomorfismo
lineare.

Proposizione 5.7. Siano V1,V2,V3 tre spazi vettoriali suK. Se f1 ∈ HomK(V1,V2)
ed f2 ∈ HomK(V2,V3), allora f2 ◦ f1 ∈ Hom(V1,V3).

Se V1,V2 hanno dimensione finita, allora f1, f2, f2 ◦ f1 hanno ranghi e nullità
finite e rank( f2 ◦ f1) ≤ min{rank( f1), rank( f2)}, null( f2 ◦ f1) ≥ null( f1). �

Per la formula del rango, l’insieme degli isomorfismi lineari tra due spazi
vettoriali di dimensione finita è vuoto se V e W non hanno la stessa dimensione.

Proposizione 5.8. Se V è uno spazio vettoriale di dimensione finita n ed ε1, . . . , εn
una sua base, l’applicazione

(5.7) f : Kn 3 X =


x1
...

xn

 −→ (ε1, . . . , εn)X = x1ε1 + · · · + xnεn ∈ V

è un isomorfismo lineare.

Dimostrazione. Per il Lemma 5.1, la f è lineare. Poiché gli ε1, . . . , εn sono
una base, la f è surgettiva e iniettiva e quindi un isomorfismo lineare. �
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Proposizione 5.9. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su K, ed
ε1, . . . , εn una sua base. Dato uno spazio vettoriale W su K ed n vettori w1, . . . ,wn
di W, vi è una ed una sola applicazione lineare f : V → W tale che

(5.8) f (εi) = wi, ∀i = 1, . . . , n.

Dimostrazione. Osserviamo che, se f1, f2 : V → W sono due applicazioni
lineari, allora l’insieme E = {v ∈ V | f1(v) = f2(v)} è un sottospazio vettoriale di V .
Quindi, se contiene la base ε1, . . . , εn, coincide con V . Questo dimostra l’unicità.

Possiamo definire la f componendo l’applicazione

φ : Kn 3 X −→ (w1, . . . ,wn)X ∈ W,

che è lineare per il Lemma 5.1, con l’inversa della

ψ : Kn 3 X −→ (ε1, . . . , εn)X ∈ V,

che è un isomorfismo lineare per la Proposizione 5.8. La f = φ ◦ ψ è lineare da V
in W per la Proposizione 5.7. �

Dalla Proposizione 5.9, segue il

Corollario 5.10. Siano V,W due spazi vettoriali di dimensione finita sullo
stesso campo K. Allora

• condizione necessaria e sufficiente perché ci sia f : V → W lineare e
iniettiva è che dimK V ≤ dimKW;
• condizione necessaria e sufficiente perché ci sia f : V → W lineare e

surgettiva è che dimK V ≥ dimKW;
• condizione necessaria e sufficiente perché ci sia f : V → W lineare e

bigettiva è che dimK V = dimKW. �

5.1. Matrice associata ad un’applicazione lineare. Siano V e W due spazi
vettoriali di dimensioni finite n,m, su cui fissiamo due basi ε1, . . . , εn ed η1, . . . , ηm,
rispettivamente. Indichiamo con

φε : Kn 3 X −→ (ε1, . . . , εn)X ∈ V,

φη : Km 3 Y −→ (η1, . . . , ηm)Y ∈ W

gli isomorfismi lineari associati alle basi. Ad un’applicazione lineare f : V → W
associamo l’applicazione lineare φ−1

η ◦ f ◦φε : Kn → Km. Risulta allora determinata
una matrice A ∈ Km×n tale che

(5.9) φ
−1
η ◦ f ◦ φε = LA : Kn 3 X −→ AX ∈ Km.

Definizione 5.4. Chiamiamo la matrice A per cui vale la (5.9) associata ad f
nelle basi ε1, . . . , εn ed η1, . . . , ηm.

Notazione 5.11. Se V,W sono due spazi vettoriali astratti sullo stesso campoK,
indichiamo con HomK(V,W) l’insieme di tutte le applicazioni lineari f : V → W.

Proposizione 5.12. L’insieme HomK(V,W) è uno spazio vettoriale su K, con
le operazioni di somma di applicazioni e di prodotto di un’applicazione per uno
scalare.
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Se V,W hanno dimensione finita, anche HomK(V,W) ha dimensione finita e

(5.10) dimK(HomK(V,W)) = dimK(V) · dimK(W).

Dimostrazione. Scegliamo basi ε1, . . . , εn su V ed η1, . . . , ηm su W. Si veri-
fica che l’applicazione che fa corrispondere ad ogni f ∈ HomK(V,W) la matrice
A ∈ Km×n che la rappresenta nelle due basi è un isomorfismo lineare. Quindi
dim(HomK(V,W)) = dimK(Km×n) = m·n. �

6. Spazi quozienti

Come nel caso più generale dei moduli su un anello (vedi il §4.1 del Cap. 10)
possiamo definire la nozione di spazio vettoriale quoziente.

Proposizione 6.1. Siano V uno spazio vettoriale su K e W un suo sottospa-
zio vettoriale. Indichiamo con V/W il quoziente di V rispetto alla relazione di
equivalenza

(6.1) v1 ∼ v2 ⇐⇒ v1 − v2 ∈ W.

È possibile definire su V/W un’unica struttura di spazio vettoriale che renda la
proiezione nel quoziente π : V → W un’applicazione lineare. Se V e W hanno di-
mensione finita n ed m, rispettivamente, allora il quoziente è uno spazio vettoriale
di dimensione (n−m) su K.

Dimostrazione. Basta verificare che, se v1 ∼ w1, v2 ∼ w2 e λ1, λ2 ∈ K, allora
(λ1v1 + λ2v2) ∼ (λ1w1 + λ2w2). Questo vale perché

(λ1v1 + λ2v2) − (λ1w1 + λ2w2) = λ1 · (v1 − w1) + λ2 · (v2 − w2) ∈ W,

in quanto sia (v1 −w1) che (v2 −w2) sono vettori di W. La proiezione nel quoziente
è un’applicazione lineare e quindi la formula della dimensione del quoziente è
conseguenza di quella sul rango di un’applicazione lineare. �

Definizione 6.1. Con la struttura di spazio vettoriale definita dalla Proposi-
zione 6.1 chiamiamo V/W spazio quoziente di V rispetto al suo sottospazio W.

Dato un sottospazio vettoriale W di uno spazio vettoriale V su K, chiamiamo
suo complementare in V un sottospazio vettoriale U di V tale che

(6.2) V = U ⊕W, cioè V = U + W ed U ∩W = {0}.

Proposizione 6.2. Siano V uno spazio vettoriale su K, di dimensione finita n,
e W un suo sottospazio vettoriale, di dimensione m. Possiamo allora trovare un
sottospazio U complementare di W in V. Ogni complementare U di W in V ha
dimensione (n−m) e la proiezione nel quoziente π : V → V/W si restringe ad un
isomorfismo lineare di U su V/W.

Dimostrazione. Possiamo trovare una base ε1, . . . , εn di V i cui primi m vettori
ε1, . . . , εm siano una base di W. Allora U = 〈εm+1, . . . εn〉 è un complementare di
W in V. Se U è un complemento di W in V, la restrizione ad U della proiezione nel
quoziente π : V → V/W è un’applicazione lineare iniettiva e surgettiva e quindi un
isomorfismo lineare. Questo dimostra anche che U deve avere dimensione (n − m).

�
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7. Dualità

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K.

Definizione 7.1. Il suo duale V∗ è lo spazio vettoriale4 HomK(V,K) delle appli-
cazioni K-lineari di V in K.

Chiameremo i suoi elementi vettori di V∗ e covettori di V.

Esempio 7.1. Il duale di Kn si identifica con lo spazio Kn degli n-covettori. In-
fatti le applicazioni lineari di Kn in K si possono descrivere utilizzando il prodotto
righe per colonne, associando alla matrice ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ K1×n = Kn, la

ξ : Kn 3 v −→ ξ · v ∈ K.

Esempio 7.2. Il duale dello spazio K[x] dei polinomi nella indeterminata x a
coefficienti in K si può identificare allo spazio KN delle successioni ξ = (ξn)n≥0 a
coefficienti in K, con

ξ(a0 + a1x + · · · + anxn) = a0ξ0 + a1ξ1 + · · · + anξn.

Proposizione 7.1. Se V ha dimensione finita, anche il suo duale ha dimensione
finita e dimK(V∗) = dimK(V).

Dimostrazione. Il teorema è un caso particolare della Proposizone 5.12. �

Osservazione 7.2. L’Esempio 7.2 ci mostra che, per spazi di dimensione in-
finita, la cardinalità di una base dello spazio duale V∗ è maggiore di quella dello
spazio vettoriale V: nel caso considerato V ha base numerabile, mentre le basi di
V∗ hanno la potenza del continuo.

Si usa spesso la notazione

(7.1) 〈v | ξ〉 = ξ(v), per v ∈ V, ξ ∈ V∗.

L’applicazione

(7.2) V × V∗ 3 (v , ξ) −→ 〈v | ξ〉 ∈ K

si chiama parentesi, o accoppiamento di dualità.
Se e1, . . . , en è una base di V, definiamo le applicazioni lineari e∗i ∈ V∗, per

i = 1, . . . , n, ponendo

(7.3) e∗i (e j) =

0, se i , j,
1, se i = j.

Definizione 7.2. La e∗1 , . . . , e
∗
n di V∗ si dice la duale della base e1, . . . , en di V.

Il valore 〈v , e∗i 〉 è la componente ei del vettore v nella base e1, . . . , en : vale cioè
la

(7.4) v =
∑n

i=1
〈v , e∗i 〉 · ei, ∀v ∈ V.

4Spesso lo spazio duale è anche indicato con il simbolo V ′.
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Se fissiamo il vettore v , l’accoppiamento di dualità definisce un’applicazione li-
neare di V∗ in K. Otteniamo quindi un’applicazione

(7.5) V 3 v −→ (V∗ 3 ξ→ 〈v | ξ〉 ∈ K) ∈ HomK(V∗,K) = V∗∗.

Proposizione 7.3 (Riflessività). Se V ha dimensione finita, l’applicazione (7.5)
è un isomorfismo lineare.

Dimostrazione. Infatti, per la Proposizione 7.1 lo spazio V∗∗ ha la stessa di-
mensione finita di V e di V∗ e per la Proposizione 5.12 la (7.5) è un’applicazione
bigettiva. �

Nel seguito, se V è uno spazio di dimensione finita, identificheremo il suo
biduale V∗∗ con lo stesso spazio V.

Sia ε1, . . . , εn un’altra base di V ed ε∗1, . . . , ε
∗
n la sua duale. Le componenti ve e

vε di un vettore v di V nelle due basi sono legate dalla relazione

(e1, . . . , en)ve = (ε1, . . . , εn)vε.

Quindi, se a ∈ GLn(K) è la matrice del cambiamento di base, per cui

(ε1, . . . , εn) · a = (e1, . . . , en),

allora

(7.6) vε = a · ve .

Sia ora ξ un covettore ed indichiamo con ξe e ξε le sue componenti nelle basi duali
di e1, . . . , en e di ε1, . . . , εn, rispettivamente. Allora

〈v | ξ〉 = ξ
ᵀ
e · ve = ξ

ᵀ
ε · vε =⇒ ξ

ᵀ
e · ve = ξ

ᵀ
ε · a · ve = (aᵀ · ξε)ᵀ · ve , ∀v ∈ V, ∀ξ ∈ V∗.

Questa relazione ci dà la formula di trasformazione per le componenti dei vettori
del duale:

(7.7) ξε = (aᵀ)−1
ξe .

Le formule (7.6) ed (7.7) esprimono il fatto che le componenti dei covettori tra-
sformano in modo controvariante rispetto alle componenti dei vettori.

La corrispondenza che associa alla matrice a di GLn(K) la trasformazione
L∗a : Kn 3 X → (aᵀ)−1X ∈ K è una rappresentazione, che si dice duale della
rappresentazione canonica.

Osservazione 7.4. La trasposizione e l’inversione di matrici commutano: in
particolare (aᵀ)−1 = (a−1)ᵀ. Il segno di trasposizione è scritto a volte a sinistra
della matrice e questo permette di indicare la rappresentazione duale con a→ ᵀa−1

evitando di scrivere la parentesi.
Il fatto che si tratti di una rappresentazione significa che l’applicazione è un

omomorfismo (in questo caso anche un isomorfismo) di gruppi. In particolare

(aᵀ)−1 · (bᵀ)−1 = (bᵀ · aᵀ)−1 = ((a · b)ᵀ)−1.
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Lemma 7.5. Siano V e W due spazio vettoriali di dimensione finita, rispetti-
vamente n ed m, sullo stesso campo K. Siano e1, . . . , en una base di V, ε1, . . . , εm
una base di W ed e∗1 , . . . , e

∗
n , ε

∗
1, . . . , ε

∗
m le loro duali. Se f ∈ HomK(V,W), allora

i coefficienti della matrice A = (ai, j) che la rappresenta nelle basi assegnate sono
dati da

(7.8) ai, j = 〈 f (e j), ε∗i 〉, ∀1 ≤ i ≤ m, ∀1 ≤ j ≤ n.

Dimostrazione. L’enunciato è una semplice conseguenza della (7.4). Infatti il
coefficiente ai, j è la componente εi di f (e j). �

Proposizione 7.6. Siano V,W due spazi vettoriali di dimensione finita su K ed
f ∈ HomK(V,W) un’applicazione lineare. Vi è allora una ed una sola applicazione
lineare f ᵀ ∈ HomK(W∗,V∗) tale che

(7.9) 〈 f (v) | η〉 = 〈v | f ᵀ(η)〉 ∀v ∈ V, ∀η ∈ W∗.

Siano n,m le dimensioni di V,W ed A ∈ Km×n la matrice che rappresenta f
nella base e1, . . . , en di V ed ε1, . . . , εm di W. Allora Aᵀ ∈ Kn×m rappresenta f ᵀ

nelle basi duali ε∗1, . . . , ε
∗
m ed e∗1 , . . . , e

∗
n .

Dimostrazione. Fissiamo basi e1, . . . , en di V ed ε1, . . . , εm di W come nell’e-
nunciato. Definiamo allora f ᵀ sui vettori della base ponendo

f ᵀ(ε∗i ) =
∑n

j=1
〈 f (e j) | ε∗i 〉 · e

∗
j .

Si verifica immediatamente che la (7.9) è verificata su tutti gli elementi delle basi
di V e di W∗ e quindi è verificata per tutti i vettori di V e covettori di W. La f ᵀ è
unica per la Proposizione 5.9.

Il fatto che la matrice che rappresenta la f ᵀ nelle basi duali sia la trasposta
della A, segue dal fatto che gli scalari

〈e j, ξ〉, 1 ≤ j ≤ n

sono le componenti di ξ ∈ V∗ rispetto alla base e∗1 , . . . , e
∗
n . �

Definizione 7.3. L’applicazione f ᵀ che soddisfa (7.9) si dice la duale, o tra-
sposta della f .

Osservazione 7.7. Se ε = (ε1, . . . , εn) ∈ GLn(K), le sue colonne definiscono
una base di Kn, la cui duale è formata dalle colonne di (εᵀ)−1.

Le matrici che coincidono con l’inversa della loro trasposta sono le a ∈ GLn(K)
che verificano l’equazione aᵀ ·a = In. Si dicono ortogonali e formano un sottogrup-
po di GLn(K) che si indica con O(n,K). Le matrici ortogonali hanno determinante
±1 e quelle con determinante uno formano il sottogruppo SO(n,K) (ortogonali
speciali).

7.1. Annullatori.

Definizione 7.4. Se A è un sottoinsieme di V, il suo annullatore è il sottospazio

(7.10) A0 = {ξ ∈ V∗ | 〈v | ξ〉 = 0, ∀v ∈ A}
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di V∗. Analogamente, se S è un sottoinsieme di V∗ chiamiamo

(7.11) S 0 = {v ∈ V | 〈v | ξ〉 = 0, ∀ξ ∈ S }

il suo5 annullatore in V.

Per convenzione, l’annullatore dell’insieme vuoto in V è V ed in V∗ è V∗.

Lemma 7.8. L’annullatore di un sottoinsieme A di V è uno sottopazio vettoriale
di V∗. È

(7.12) A0 = 〈A〉0.

Se V ha dimensione finita, allora

(7.13) dimK(A0) = dimK(V) − dimK(〈A〉) ed A00 = 〈A〉

Dimostrazione. Se A e B sono sottoinsiemi di V, allora

A ⊆ B =⇒ A0 ⊇ B0.

In particolare, 〈A〉0 ⊆ A0. D’altra parte, se A ⊆ ker(ξ), anche 〈A〉 ⊆ ker(ξ) e vale
quindi anche l’inclusione opposta.

Supponiamo ora che V abbia dimensione finita n e sia m la dimensione di 〈A〉.
Scegliamo una base ε1, . . . , εn i cui primi m vettori siano una base di 〈A〉 e sia
ε∗1, . . . , ε

∗
n la sua base duale. Allora si verifica facilmente che A0 è il sottospazio

〈ε∗m+1, . . . , ε
∗
n〉, di dimensione (n − m), e quindi che A00 = 〈v1, . . . , vm〉 = 〈A〉. �

Osserviamo che, nell’enunciato del lemma, possiamo scambiare V e V∗.

8. Algebre

Concludiamo questo capitolo sugli spazi vettoriali astratti dando la definizione
formale delle algebre: sono spazi vettoriali su cui è definito un prodotto interno
compatibile con la struttura lineare. Abbiamo già incontrato un esempio di queste
strutture nel Cap.12, in cui abbiamo considerato algebre di Lie di matrici.

Sia K un campo.

Definizione 8.1. Chiamiamo algebra su K uno spazio vettoriale V su K su cui
sia definito un prodotto

(8.1) V × V 3 (v ,w ) −→ v · w ∈ V

bilineare, compatibile cioè con la struttura lineare di V. Ciò significa che

(8.2)


(a1v1 + a2v2) · (b1w1 + b2w2)

= a1b1 · v1 · w1 + a1b2 · v1 · w2 + a2b1 · v2 · w1 + a2b2 · v2 · w2,

∀a1, a2, b1, b2 ∈ K, ∀v1, v2,w1,w2 ∈ V.

Un’algebra si dirà
• unitaria se contiene un elemento neutro per il prodotto;

5Si può anche scrivere 0S invece di S 0 per distinguerlo dall’annullatore di S nel duale (V∗)∗ del
duale. Per gli spazi di dimensione finita il biduale (V∗)∗ = V∗∗ si può identificare a V ed abbiamo
quindi ritenuto più semplice utilizzare la notazione S 0, dal momento che non utilizzeremo mai il
biduale.
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• associativa se il prodotto à associativo;
• commutativa se il prodotto è commutativo;
• anticommutativa se il prodotto di ogni elemento per se stesso è nullo.

Nel seguito considereremo l’algebra di Grassmann, che è un importante strumento
per lo studio della geometria di Rn: si tratta di un’algebra unitaria ed associativa
ma non commutativa (le sue quantizzazioni sono le algebre di Clifford, con cui si
descrivono le rappresentazioni spinoriali e che sono quindi importanti in fisica teo-
rica). Proseguiremo poi quello delle algebre di Lie, che sono anticommutative ed,
in generale, non associative, studiandone le relazioni con i gruppi continui. Citiamo
come altri esempi le algebre di Jordan, introdotte per rappresentare gli osservabili
della meccanica quantistica. Un esempio ne sono le matrici reali simmetriche con
il prodotto definito da

A ◦ B = 1
2 (AB + BA),

che è unitaria e commutativa ma non associativa.



CAPITOLO 14

Spazi affini

1. Definizione di spazio affine

Lo spazio affine1 è un oggetto geometrico modellato sulla struttura algebri-
ca dello spazio vettoriale. Il gruppo delle simmetrie che lo caratterizza contiene
un sottogruppo commutativo che associa, ad ogni coppia di suoi punti, un’unica
traslazione, che trasforma il primo nel secondo punto. Si richiede che le traslazio-
ni formino uno spazio vettoriale. Se ne fissiamo un punto, possiamo allora por-
re in corrispondenza biunivoca i punti dello spazio affine con quelli dello spazio
vettoriale formato dalle traslazioni. Diamo la definizione formale di spazio affine.

Sia V uno spazio vettoriale su un campo di scalari K.

Definizione 1.1. Uno spazio affine modellato su V è un insieme A di punti, su
cui è definita un’applicazione

(1.1) A × A 3 (p, q) −→ −→pq = q − p ∈ V,

che ad ogni coppia di punti associa un vettore di V (vettore di traslazione), in modo
che siano soddisfatte le proprietà

−→pp = 0, ∀p ∈ A;(1)
−→pq + −→qr + −→rp = 0, ∀p, q, r (relazione di Chasles),(2)

∀p ∈ A, ∀v ∈ V, ∃! q ∈ A tale che −→pq = v .(3)

Chiamiamo dimensione di A la dimensione dello spazio vettoriale V .
Indicheremo a volte con L(A) (spazio lineare associato ad A) lo spazio vetto-

riale V su cui è modellato A.

Per la (3), ad ogni vettore v di V possiamo associare un’applicazione

(1.2) τv : A −→ A,

che fa corrispondere al punto p l’unico punto q per cui −→pq = v . La scrittura q− p =

v suggerisce di indicare l’immagine q di p mediante τv con

(1.3) q = τv (p) = p + v .

Definizione 1.2. L’applicazione τv : A→ A si dice traslazione di vettore v .

1L’aggettivo affine fu introdotto dal matematico e fisico svizzero Leonhard Euler (1707-1783)
nel 1748.

275
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La relazione di Chasles2 è naturale se si scrivono i vettori come differenze
di punti: la (2) diviene allora (q − p) + (r − q) + (p − r) = 0. In effetti, una
prima realizzazione dello spazio affine modellato su V si ottiene ponendo A = V,
considerando i suoi vettori come punti e definendo −→pq come la differenza (q − p)
in V .

È ciò che si fa normalmente in geometria analitica, quando utilizziamo le coor-
dinate per rappresentare i punti del piano e dello spazio reali come elementi di R2

od R3. Potremo quindi considerare Kn come una rappresentazione lineare di uno
spazio affine Kn

aff
, modellato su Kn.

Una traslazione si scrive in coordinate come un’applicazione x→ x′ con
x′1 = x1 + v1,

· · ·

x′n = xn + vn.

Un altro modello utile si ottiene identificando Kn al sottospazio di Kn+1 che con-
siste dei vettori con la prima componente nulla e Kn

aff
al sottospazio affine di Kn+1

che consiste dei vettori che hanno la prima componente uguale ad 1. Un vantaggio
di questa rappresentazione è che ci consente di rappresentare una traslazione come
un prodotto righe per colonne di matrici:

(1.4)
(

1
x′

)
=

(
1 0
v In

) (
1
x

)
=

(
1

x + v

)
.

Sia A uno spazio affine modellato sullo spazio vettoriale V su K.

Definizione 1.3. Chiamiamo sottospazio affine di A un suo sottoinsieme F tale
che

(1.5) L(F) = {−→pq | p, q ∈ F}

sia un sottospazio vettoriale di V . Si dice dimensione di F la dimensione di L(F).

L’insieme vuoto si considera un sottospazio affine di dimensione negativa (−1).
I sottospazi affini di dimensione {0} sono punti, quelli di dimensione 1 rette affini,
quelli di dimensione 2 piani affini; in generale chiameremo k-piano affine un sot-
tospazio affine di dimensione k. Se A ha dimensione n, un suo sottospazio affine di
dimensione (n − 1) si dice un suo iperpiano. La differenza tra le dimensioni dello
spazio affine A e di un suo sottospazio affine F si dice anche la codimensione di F.

Come vedremo nel seguito, la dimensione di F è il numero di parametri indipendenti
della sua forma parametrica e la codimensione il numero di equazioni di primo grado,
nelle coordinate di A, che ci servono per rappresentarlo in forma cartesiana.

Dati due punti distinti p0, p1 dello spazio affine A, l’insieme

(1.6) p0 p1 = {p0 + t · −−−→p0 p1 | t ∈ K}

2Michel Chasles (1793-1880), matematico francese, ha dato importanti contributi alla geometria
proiettiva e all’analisi armonica.
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è una retta affine modellata sulla retta lineare L(p0 p1) = 〈−−−→p0 p1〉. SeA = Kn
aff

, posto
v = −−−→p0 p1, possiamo descriverla con le equazioni parametriche

(1.7)


x1 = v1 t + x0

1,

· · ·

xn = vn t + x0
n,

ove x0
1, . . . , x

0
n sono le coordinate del punto iniziale p0 e v1, . . . , vn le componenti

del vettore velocità v .
Se scriviamo v nella forma p1 − p0, il generico punto p della retta p0 p1 è

p = p0 + t(p1 − p0), che possiamo scrivere nella forma (1 − t)p0 + t p1.

Lemma 1.1. Se p0, p1, . . . , pm sono punti dello spazio affine A e t0, t1, . . . , tm
degli scalari di K con t0 + t1 + · · · + tm = 1, allora

(1.8) ph +
∑m

i=0
ti · −−−→ph pi = pk +

∑m

i=0
ti · −−−→pk pi, ∀0 ≤ h, k ≤ m.

Dimostrazione. Per la relazione di Chasles, è −−−→pk pi = −−−→ph pi + −−−→pk ph per ogni
i = 0, . . . ,m. Otteniamo perciò

pk +
∑m

i=0
ti · −−−→pk pi = pk +

∑m

i=0
ti · (−−−→ph pi + −−−→pk ph)

= pk + −−−→pk ph +
∑m

i=0
ti · −−−→ph pi = ph +

∑m

i=0
ti · −−−→ph pi,

cioè la (1.8). �

Possiamo quindi definire senza ambiguità le combinazioni baricentriche di
punti di A.

Definizione 1.4. Dati (m + 1) punti p0, . . . , pm di A ed (m + 1) scalari t0, . . . , tm
con t0 + · · · + tm = 1, chiamiamo combinazione baricentrica di p0, . . . , pm ed
indichiamo con

(1.9) p = t0 p0 + · · · + tm pm

il punto

(1.10) p = p0 +
∑m

i=1
ti · −−−→p0 pi.

Lemma 1.2. Dati m punti p0, . . . , pm di A, l’insieme

(1.11) p0 . . . pm = {t0 p0 + · · · + tm pm | ti ∈ K, t0 + · · · + tm = 1}

è un sottospazio affine. �

Per la definizione di combinazione baricentrica, il sottospazio affine p0 . . . pm
ha dimensione minore o uguale ad m.

Definizione 1.5. Diciamo che i punti p0, . . . , pm sono affinemente indipendenti
se p0 . . . pm ha dimensione m.

Quando p0, . . . , pm sono affinemente indipendenti, per ogni punto p ∈ p0 . . . pm
sono univocamente determinati gli scalari t0, . . . , tm, con t0 + · · · + tm = 1, per cui
p = t0 p0 + · · · + tm pm. Li chiamiamo le sue coordinate baricentriche rispetto a
p0, . . . , pm.
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Definizione 1.6. Per spazi affini modellati su spazi vettoriali reali, chiamiamo

(1.12) [p0, . . . , pm] = {t0 p0 + · · · + tm pm | t0 + · · · + tm = 1, ti ≥ 0, ∀i}

il poliedro convesso generato da p0, . . . , pm. Se p0, . . . , pm sono affinemente indi-
pendenti, [p0, . . . , pm] si dice un simplesso di dimensione m.

In particolare, se p0, p1 sono due punti distinti, il simplesso 1-dimensionale
[p0, p1] è il segmento chiuso della retta p0 p1 che li ha come estremi. Se p0, p1, p2
sono tre punti non allineati, il simplesso di dimensione due [p0, p1, p2] è il trian-
golo di vertici p0, p1, p2. Il simplesso di dimensione tre si chiama anche tetraedro.

Esempio 1.1 (baricentro di un triangolo). Siano a, b, c tre punti non allineati di
R2

aff
. Si calcoli il baricentro del triangolo 4(abc) di vertici a, b, c.
Il baricentro del triangolo è il punto d’intersezione delle sue mediane. Indi-

chiamo con

ma =
b + c

2
, mb =

a + c
2

, mc =
a + b

2
i punti medi dei lati opposti ai vertici a, b, c, rispettivamente. Le mediane del
triangolo sono le rette ra = a ma, rb = b mb, rc = c mc. Scriviamo le equazioni
parametriche delle mediane ra ed rb, uscenti da a e da b rispettivamente:

ra = {a + t · (b + c − 2a) | t ∈ R}, rb = {b + s · (a + c − 2b) | s ∈ R}.

Per trovare il punto d’intersezione, consideriamo i vettori v = b − a, w = c − a.
I valori di t ed s corrispondenti al punto d’intersezione soddisfano

b − a = t(b + c − 2a) − s(a + c − 2b), cioè v = t(v + w ) + s(2v − w ).

Poiché per ipotesi v e w sono linearmente indipendenti, otteniamot + 2s = 1,
t = s

⇔

t = 1
3 ,

s = 1
3 .

Abbiamo quindi:
Il baricentro g del triangolo 4(abc) di R2

aff
è la media aritmetica dei suoi vertici:

(1.13) g =
a + b + c

3
.

Osserviamo che, per i due segmenti [a, g] e [g,ma], abbiamo

g − a =
a + b + c

3
− a =

b + c − 2a
3

= 2
(
b + c

2
−

a + b + c
3

)
= 2 (ma − g) ,

il primo è cioè il doppio dell’altro.

Esempio 1.2 (baricentro di un tetraedro). Siano a, b, c, d quattro punti non com-
planari dello spazio affine R3

aff
. Il punto

(1.14) g =
a + b + c + d

4
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è il baricentro del tetraedro 4(a, b, c, d). Appartiene cioè a tutte le rette che con-
giungono ciascun vertice al baricentro della faccia opposta. Infatti, la faccia oppo-
sta al vertice a ha baricentro ga = (b + c + d)/3 e

g =
a + b + c + d

4
=

3
4
·

b + c + d
3

+
1
4
· a ∈ [a, ga].

Analogamente si dimostra che g appartiene anche a [b, gb], [c, gc], [d, gd].

Esempio 1.3 (baricentro di un simplesso). La costruzione degli esempi prece-
denti si generalizza ad ogni dimensione. Dati (m+1) punti affinemente indipendenti
p0, p1, . . . , pm di uno spazio affine reale Rn

aff
(deve essere m ≤ (n + 1)) il punto

(1.15) g =
p0 + p1 + · · · + pm

m + 1
è il baricentro del simplesso m-dimensionale [p0, p1, . . . , pm]. Il punto g appartiene
al segmento che unisce ciasun vertice pi al baricentro gi della faccia opposta (ad
esempio p0 al baricentro g0 del simplesso [p1, . . . , pm]). Inoltre, la lunghezza del
segmento [pi, g] è m-volte quella del segmento [g, gi].

Ricordiamo che in meccanica il baricentro, o centro di massa, di un sistema
ha lo stesso moto di un singolo punto materiale in cui fosse concentrata tutta la
massa del sistema, e su cui agisse la risultante delle sole forze esterne agenti sul
sistema. È quindi utile avere, quando, come in questo caso, sia possibile, delle
formule semplici che ci permettano di determinarlo.

2. Rette affini e rapporti semplici

Sia A uno spazio affine, modellato sullo spazio vettoriale V , di dimensione
finita n > 0 sul campo di scalari K.

Due punti distinti a, b di A individuano univocamente la retta ` = ab che li
contiene e la sua parametrizzazione

(2.1) ` : pt = (1 − t) · a + t · b = a + t ·
−→
ab, t ∈ K.

Quando K è il campo R dei reali ed A lo spazio affine reale di dimensione 3, questa
è l‘equazione di un punto materiale che si muova di moto rettilineo uniforme, con
velocità v = b − a e posizione iniziale a, al tempo t = 0.

Definizione 2.1. Lo scalare t si dice ascissa del punto pt della retta ` rispetto
al riferimento (a, b).

Ad una diversa scelta dei punti a′, b′ di ` si associa un’altra parametrizzazione

` : p′t′ = (1 − t′) · a′ + t′ · b′ = a′ + t′ ·
−−→
a′b′, t′ ∈ K.

Le velocità v = b − a e v ′ = b′ − a′ sono proporzionali: abbiamo cioè v ′ = c′ · v ,
v = c · v ′, con scalari c, c′ che verificano c · c′ = 1. Abbiamo

Lemma 2.1. Le ascisse t e t′ sulla retta ` sono legate da equazioni della forma

(2.2) pt = p′t′ ⇐⇒

t′ = ct + t0,
t = c′t′ + t′0,

con c, c′, t0, t′0 ∈ K, c · c′ = 1,
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ed in cui t′0 è l’ascissa di a′ nel riferimento (a, b) e t0 l’ascissa di a nel riferimen-
to (a′, b′).

Dimostrazione. Per la definizione di ascissa, abbiamo a′ − a = t′0 · v per un
opportuno scalare t′0 ∈ K. Da pt = p′t′ ricaviamo che, se v ′ = c · v , allora

t′0 · v = a′ − a = (t − c′ · t′) · v ⇒ t = c′ · t′ + t′0.

Analogamente, con a − a′ = t0 · v ′ e c = 1/c′, troviamo che t′ = c · t + t0. �

Fissiamo un sistema di riferimento (a, b) su ` ed indichiamo con tp l’ascissa di
un suo punto p. Per le (2.2), otteniamo

Lemma 2.2. Se p0, p1, p2 sono tre punti della retta ` con p0 , p1, allora lo
scalare

(2.3) (p0 : p1 : p2) =
tp2 − tp0

tp1 − tp0

non dipende dalla scelta del sistema di riferimento (a, b) su `. �

Definizione 2.2. Dati tre punti allineati p0, p1, p2 di A, lo scalare (p0 : p1 : p2)
definito dalla (2.3) si dice il loro rapporto semplice.

È utile a volte rappresentare il rapporto semplice come un quoziente

(p0 : p1 : p2) =
p2 − p0

p1 − p0
,

di differenze di punti ma dobbiamo ricordare, nell’interpretare questa formula, che
si tratta del rapporto tra due vettori linearmente dipendenti.

Osserviamo che (p0 : p1 : p2) è l’ascissa di p2 nel riferimento (p0, p1) e
quindi il rapporto semplice può assumere tutti i possibili valori in K. Si estende la
sua definizione anche al caso in cui p0 = p1 , p2: se p, q sono due punti distinti di
A poniamo

(2.4) (p : p : q) = ∞,

ove ∞ (l’infinito) non è uno scalare di K, ma un elemento che abbiamo aggiunto
per completare il campo degli scalari. Conveniamo che

k ±∞ = ∞, ∀k ∈ K, k · ∞ = ∞, ∀0 , k ∈ K,
k
∞

= 0, ∀k ∈ K.

Non attribuiamo alcun significato alle espressioni 0 · ∞ ed ∞/∞.

Proposizione 2.3. Siano p0, p1, p2 tre punti allineati, di cui due almeno distinti.
Il rapporto semplice delle terne di punti che si ottengono permutando p0, p1, p2
sono:

(p0 : p1 : p2) = k, (p0 : p2 : p1) =
1
k
,

(p1 : p0 : p2) = 1 − k, (p1 : p2 : p0) =
1

1 − k
,

(p2 : p0 : p1) = 1 −
1
k
, (p2 : p1 : p0) =

k
k − 1

.
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Dimostrazione. Abbiamo:

(p0 : p2 : p1) =
p1 − p0

p2 − p0
=

1
(p0 : p1 : p2)

=
1
k
,

(p1 : p0 : p2) =
p1 − p2

p1 − p0
=

(p1 − p0) − (p2 − p0)
p1 − p0

= 1 − k,

(p1 : p2 : p0) =
p1 − p0

p1 − p2
=

p1 − p0

(p1 − p0) − (p2 − p0)
=

1
1 − k

(p2 : p0 : p1) =
p2 − p1

p2 − p0
=

(p2 − p0) − (p1 − p0)
p2 − p0

= 1 −
1
k
,

(p2 : p1 : p0) =
p2 − p0

p2 − p1
=

p2 − p0

(p2 − p0) − (p1 − p0)
=

k
k − 1

.

�

In generale, i sei valori che si ottengono permutando i tre punti allineati sono
distinti. Ci sono però le seguenti eccezioni3:

k = 1, 0,∞ ⇔ due dei tre punti coincidono,

k = −1, 2,
1
2
⇔ un punto è medio degli altri due,

e, nel caso in cui K sia il campo C dei numeri complessi

k =
1 ± i

√
3

2
⇔ i tre punti sono i vertici di un triangolo equilatero di C ' R2.

3. Il gruppo delle affinità

Definizione 3.1. Un’applicazione φ : A → A è una collineazione se è biuni-
voca e trasforma rette in rette.

Un’applicazione φ : A→ A è un’affinità se è biunivoca e se esiste un’applica-
zione φ0 ∈ GLK(V) tale che

(3.1) φ(p) = φ(p0) + φ0(−−→p0 p), ∀p0, p ∈ A.

La φ0 è univocamente determinata e si dice parte lineare, o differenziale, di φ.

Nella rappresentazione lineare dello spazio affine Kn
aff

modellato su Kn una
trasformazione affine si scrive nella forma

(3.2) x′ = φ(x) = x0 + Ax, con A ∈ GLn(K) ed x0 = φ(0) ∈ Kn.

È cioè una trasformazione invertibile in cui ciascuna coordinata dell’immagine è
un polinomio di primo grado delle variabili x. La matrice A è associata alla sua
parte lineare.

3Supponiamo nel secondo caso che K abbia caratteristica diversa da due. Nel terzo caso all’i-
potesi che K = C possiamo sostituire quella che l’equazione x2 − x + 1 = 0 abbia in K due radici
distinte. Nel caso in cui K avesse caratteristica tre, allora i casi due e tre si sovrappongono: il poli-
nomio x2 − x + 1 è il quadrato di (x− 2) e ciascuno dei tre punti p0, p1, p2 sarebbe punto medio degli
altri due: infatti (−1) ≡ 2 ≡ 2−1 mod 3.
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La rappresentazione diKn
aff

come l’insieme dei vettori diKn+1 che hanno prima
componente 1 ci permette di rappresentare le trasformazioni affini come matrici,
facendo corrispondere alla φ della (3.2) la

(3.3) [φ] =

(
1 0
x0 A

)
∈ GLn+1(K).

Indichiamo con Affn(K) il sottogruppo di GLn+1(K) formato dalle matrici di questo
tipo:

(3.4) Affn(K) =

{(
1 0
v A

)∣∣∣∣∣∣ v ∈ Kn, A ∈ GLn(K)
}
.

L’applicazione
(
1 0
v A

)
→ A definisce un omomorfismo del gruppo Affn(K) su

GLn(K) il cui nucleo consiste del sottogruppo delle traslazioni

(3.5)
{(

1 0
v In

)∣∣∣∣∣∣ v ∈ Kn
}
,

che in particolare è un sottogruppo normale di Affn(K). Otteniamo una decompo-
sizione in prodotto diretto

(3.6) Affn(K) = Kn oGLn(K).

Si può dimostrare che le affinità sono tutte e sole le collineazioni che preser-
vano i rapporti semplici. Questo risultato viene a volte citato come teorema fon-
damentale della geometria affine e ci dice che il rapporto semplice è l’invariante
fondamentale della geometria affine. Per gli spazi affini reali di dimensione n ≥ 2 si
può verificare, essenzialmente utilizzando il teorema di Talete4, che le collineazioni
preservano il rapporto semplice e quindi sono affini.

Possiamo considerare sullo spazio affine A diverse geometrie, restringendo
il gruppo delle trasformazioni ammissibili. Dato un sottogruppo G del gruppo
lineare, indichiamo con

(3.7) Aff(G) =

{(
1 0
v A

)∣∣∣∣∣∣ v ∈ Kn, A ∈ G
}

= Kn oG

il sottogruppo delle trasformazioni affini la cui parte lineare appartiene a G. Con
questa notazione, Affn(K) = Aff(GLn(K)) è il gruppo delle trasformazioni che
preservano collineazioni e rapporti semplci. Il sottogruppo Aff(ULn(K)) consiste
delle trasformazioni affini che preservano i volumi, Aff(SLn(K)) preserva volumi
ed orientazione. Naturalmente, la nozione di volume coincide con quella usuale
se il campo degli scalari è quello dei numeri reali, altrimenti dovremmo pensare al
volume come ad un invariante scalare di una configurazione di (n + 1) punti.

Esempio 3.1. Se p0, p1 p2 e q0, q1, q2 sono due terne di punti non allineati di un
piano affine K2

aff
, allora possiamo trovare una ed una sola affinità φ del piano che

trasformi pi in qi, per i = 0, 1, 2.

4Talete, originario di Mileto, antica città situata nel territorio dell’attuale Balat, nella Turchia
sud-occidentale, (624-546 a.c.) fu un matematico e filosofo ionico.
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Siano infatti vi = pi−p0 ∈ K
2 e wi = qi−q0 ∈ K

2, per i = 1, 2.Allora le matrici
(v1, v2) e (w1,w2) sono invertibili e quindi A = (w1,w2) · (v1, v2)−1 ∈ GL2(K) e la

φ(p) = q0 + A(−−→p0 p)

è un’affinità piana che trasforma pi in qi per i = 0, 1, 2.
Possiamo esprimere questo fatto dicendo che, per la geometria affine, tutti i

triangoli sono tra loro uguali.

Esempio 3.2. In modo analogo, possiamo dimostrare che, dati due simplessi
[p0, p1, . . . , pm] e [q0, q1, . . . , qm]

della stessa dimensione m di uno spazio affine reale Rn
aff
, si può sempre trovare una

trasformazione affine di Rn
aff

che li trasformi l’uno nell’altro facendo corrispondere
al vertice pi il vertice qi.

Esempio 3.3 (Quadrilateri convessi). Un quadrangolo del piano reale R2
aff

è il
dato di quattro punti p0, p1, p2, p3, tre a tre non allineati, con un ordine ciclico
assegnato. I segmenti [p0, p1], [p1, p2], [p2, p3], [p3, p0] sono i quattro lati che
ne formano il perimetro e i segmenti [p0, p2] e [p1, p3] le sue diagonali. Diremo
che (p0, p1, p2, p3) è un quadrilatero convesso se le diagonali si intersecano in un
punto d interno al poliedro convesso [p0, p1, p2, p3].

Ad un quadrilatero convesso associamo i due numeri reali positivi:

α(p0, p1, p2, p3) = −(d : p0 : p2) =
p2 − d
d − p0

,

β(p0, p1, p2, p3) = −(d : p1 : p3) =
p3 − d
d − p1

Questi sono degli invarianti affini, perché le affinità preservano i rapporti semplici.
Viceversa, si può verificare che condizione necessaria e sufficiente affinché vi

sia un’affinità φ che trasformi un quadrilatero convesso (p0, p1, p2, p3) in un al-
tro quadrilatero convesso (q0, q1, q2, q3), con φ(pi) = qi, è che α(p0, p1, p2, p3) =

α(q0, q1, q2, q3) e β(p0, p1, p2, p3) = β(q0, q1, q2, q3). Infatti, l’affinità che trasfor-
ma il triangolo [p0, p1, p2] nel triangolo [q0, q1, q2] trasforma il punto p3 nel pun-
to q3.

4. Incidenza e parallelismo

In questo paragrafo ci occuperemo delle proprietà d’incidenza e paralleli-
smo di sottospazi di uno spazio affine. Le dimensioni dei sottospazi affini, delle
loro intersezioni e di quelle dei loro linearizzati sono i principali invarianti del
gruppo completo delle affinità. Consideriamo fissato il campo K degli scalari ed
indichiamo con A lo spazio affine Kn

aff
, di dimensione finita n su K.

Lemma 4.1. L’intersezione di una qualsiasi famiglia di sottospazi affini è un
sottospazio affine.

Dimostrazione. Sia {Fi}i∈I una famiglia di sottospazi affini diA. Se
⋂

i∈IFi = ∅

non c’è nulla da dimostrare, perché l’insieme vuoto è un sottospazio affine. Se
F =

⋂
i∈IFi , ∅, allora nessun Fi è vuoto. Verifichiamo che F è un sottospazio
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affine modellato su L(F) =
⋂

i∈IL(Fi). Infatti, se p0, p1 ∈ F, allora −−−→p0 p1 ∈ L(F)
perché appartiene ad L(Fi) per ogni indice i. Viceversa, se p0 ∈ F e v ∈ L(F),
allora p0 + v appartiene ad Fi per ogni i e quindi alla loro intersezione F. �

Proposizione 4.2. Siano F1 ed F2 due sottospazi affini di A. Sono equivalenti:

F1 ∩ F2 , ∅;(1)

∃ (p1, p2) ∈ F1 × F2 t.c −−−→p1 p2 ∈ L(F1) + L(F2);(2)
−−−→p1 p2 ∈ L(F1) + L(F2), ∀(p1, p2) ∈ F1 × F2.(3)

Dimostrazione. (1)⇒ (2). Se p ∈ F1 ∩ F2, allora −→pp = 0 ∈ L(F1) + L(F2).
(2)⇒ (3). Se p1 ∈ F1 e p2 ∈ F2, allora per ogni q1 ∈ F1 e q2 ∈ F2 abbiamo

−−−→q1q2 = −−−→q1 p1 + −−−→p1 p2 + −−−→p2q2 ∈ L(F1) + L(F2).

(3) ⇒ (1). Siano p1 ∈ F1 e p2 ∈ F2. Se −−−→p1 p2 = v1 + v2, con v1 ∈ L(F1) e
v2 ∈ L(F2), allora p = p2 − v2 = p1 + v1 ∈ F1 ∩ F2. �

Definizione 4.1. Chiamiamo giunto o somma di due o più sottospazi affini di
A il più piccolo sottospazio affine che contenga la loro unione.

Indichiamo con F1 · · · Fm, oppure con F1 ∨ · · · ∨ Fm, il giunto di un numero
finito di sottospazi affini F1, . . . , Fm di A.

Se F è un sottospazio affine, allora F ∨ ∅ = F.

Lemma 4.3. Se F1 ed F2 sono sottospazi affini non vuoti e p1 ∈ F1, p2 ∈ F2,
allora

(4.1) L(F1 ∨ F2) = L(F1) + L(F2) + 〈−−−→p1 p2〉.

Dimostrazione. Ricordiamo che 〈−−−→p1 p2〉 = {λ · −−−→p1 p2 | λ ∈ K} è il sottospazio
vettoriale generato da −−−→p1 p2.

Indichiamo con W il secondo membro di (4.1). Chiaramente L(F1 ∨ F2) ⊇ W.
Viceversa, p1 + W è un sottospazio affine che contiene F1 = p1 + L(F1) ed F2 =

p1 + −−−→p1 p2 + L(F2) e quindi F1 ∪ F2. Quindi F1 ∨ F2 = p1 + W. �

Per due sottospazi affini F1, F2 incidenti vale la formula di Grassmann

(4.2) dimK(F1∨F2)+dimK(F1∩F2) = dimK(F1)+dimK(F2) (se F1 ∩ F2 , ∅).

Altrimenti, dalla (4.1), ricaviamo la

(4.3) dimK(F1 ∨ F2) = 1 + dimK(L(F1) + L(F2)) (se F1 ∩ F2 = ∅),

che, insieme alla precedente, descrive completamente le dimensioni di giunti ed
intersezioni di sottospazi affini.

Definizione 4.2. Due sottospazi affini F1 ed F2 si dicono
incidenti, se F1 ∩ F2 , ∅;
paralleli, se L(F1) ∪ L(F2) = L(F1) + L(F2);
trasversali incidenti, se L(F1) + L(F2) = Kn;
sghembi, se L(F1) ∩ L(F2) = {0} ed F1 ∩ F2 = ∅.

Si può usare la locuzione trasversali non incidenti come sinonimo di sghembi.
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Se F1 ed F2 sono paralleli e dimK(F1) ≤ dimK(F2), allora L(F1) ⊆ L(F2).
Per la Proposizione 4.2, se F1 ed F2 sono trasversali incidenti, cioè se L(F1) +

L(F2) = Kn, allora i due sottospazi F1 ed F2 si intersecano in un sottospazio affine
non vuoto, di dimensione dimK(F1)+ dimK(F2)−n ≥ 0.

La somma delle dimensioni di due sottospazi sghembi è strettamente minore
di quella dello spazio affine che li contiene e di un’unità inferiore alla dimensione
del loro giunto.

Osservazione 4.4. Dato un sottospazio affine F di A, per ogni punto p0 di A

p + L(F) = {p ∈ A | −−→p0 p ∈ L(F)}

è l’unico sottospazio affine che contiene il punto p, è parallelo ad F, ed ha la sua
stessa dimensione.

Esempio 4.1. Si trovino le equazioni parametriche della retta r di R3 parallela
ai piani

α1 : {x + y − z = 1} ed α2 : {3x − y + 2z = 5}

e passante per il punto p0 = (0, 1,−1).
La direzione di r è un vettore v le cui componenti x, y, z verificano le equazioni

omogenee associate alle equazioni cartesiane dei due piani:x + y − z = 0,
3x − y + 2z = 0,

⇔

z = −4x,
y = −5x.

Possiamo scegliere ad esempio v = (1,−5,−4) ed otteniamo allora

r :


x = t,
y = 1 − 5t,
z = −1 − 4t.

5. Prodotto scalare e gruppo ortogonale

Su uno spazio vettoriale Kn possiamo considerare il prodotto

(5.1) Kn × Kn 3 (v,w) −→ v · w = vᵀ w ∈ K.

Definizione 5.1. Chiamiamo (5.1) il prodotto interno canonico di Kn.
Se K = R, chiamiamo (5.1) il prodotto scalare canonico di Rn.

Per indicare il prodotto interno sono utilizzare, da diversi autori ed in differenti
contesti, altre notazioni equivalenti, ad esempio (v|w), (v.w), 〈v|w〉, v × w.

Se l’endomorfismo LA di Kn associato ad una matrice A ∈ Mn(K) lascia
invariato il prodotto interno, allora

vᵀw = (Av)ᵀAw = vᵀ(AᵀA)w , ∀v ,w ∈ Kn =⇒ AᵀA = In.

Infatti, eᵀi w è la componente i-esima del vettore w e quindi la relazione vᵀ(AᵀA)w =

vᵀw per ogni v ∈ Kn vuol dire che AᵀAw = w . Se questa vale per ogni vettore w ,
allora AᵀA è la matrice identità. Abbiamo dimostrato:
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Proposizione 5.1. Le trasformazioni lineari che lasciano invariante il prodotto
interno canonico formano il sottogruppo

(5.2) O(n,K) = {A ∈ Mn(K) | AᵀA = In}

del gruppo lineare GLn(K). �

Definizione 5.2. Il gruppo O(n,K) si dice il gruppo ortogonale suK di ordine n
ed i suoi elementi trasformazioni ortogonali. Il suo sottogruppo SO(n,K), formato
dalle trasformazioni ortogonali che hanno determinante 1 si dice gruppo speciale
ortogonale su K, di ordine n.

Indichiamo semplicemente con O(n), e chiamiamo gruppo ortogonale il grup-
po ortogonale reale O(n,R). Il suo sottogruppo SO(n) = SO(n,R) si dice gruppo
ortogonale speciale o gruppo delle rotazioni.

Poiché 1 = det(AᵀA) = det(Aᵀ) det(A) = det(A)2, una matrice ortogonale ha
determinante ±1. Se il campo K ha caratteristica diversa da due, il gruppo speciale
ortogonale è un sottogruppo normale di indice due di O(n,K).

5.1. Alcune proprietà del gruppo ortogonale reale. Se v ∈ Rn è un vettore
reale5, allora v · v = vᵀv = v2

1 + · · · + v2
n ≥ 0.

Definizione 5.3. La radice quadrata non negativa

(5.3)
√

v · v =

√
v2

1 + · · · + v2
n = ‖v‖

si dice la norma euclidea o lunghezza del vettore v .

Le principali proprietà della norma euclidea sono elencate nella seguente pro-
posizione.

Proposizione 5.2. La norma euclidea gode delle seguenti proprietà:

‖v‖ ≥ 0, ∀v ∈ Rn e ‖v‖ = 0⇔ v = 0, (positività),(1)

‖λ · v‖ = |λ| · ‖v‖, ∀λ ∈ R, ∀v ∈ Rn, (omogeneità),(2)

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖, ∀v ,w ∈ Rn, (subadditività),(3)

|v · w | ≤ ‖v‖ · ‖w‖, ∀v ,w ∈ Rn, (disuguaglianza di Cauchy),(4)
‖v + w‖ = ‖v‖ + ‖w‖ ⇐⇒ ‖w‖ · v = ‖v‖ · w , (stretta convessità).(5)

Dimostrazione. Le (1) e (2) seguono dalla definizione. Verifichiamo la dise-
guaglianza di Cauchy6. Se v ,w ∈ Rn, allora

P(λ) = ‖λ · v + w‖2 = λ
2‖v‖2 + 2λ (v · w ) + ‖w‖2

5Indichiamo con v1, . . . , vn le componenti del vettore v di Rn.
6Augustin-Louis Cauchy (1789 -1857), matematico francese a cui si devono contributi fonda-

mentali allo sviluppo del calcolo infinitesimale, dell’analisi complessa, dell’algebra e della fisica
matematica.
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è un polinomio di secondo grado in λ che è sempre non negativo e positivo quando
λ · v + w , 0. Esso ha quindi discriminante strettamente negativo quando v e w
sono linearmente indipendenti e nullo quando sono proporzionali. È cioè|v · w | < ‖v‖ · ‖w‖ se v ,w sono linearmente indipendenti,

|v · w | = ‖v‖ · ‖w‖ se v ,w sono linearmente dipendenti.

Questo dimostra la (4). Da

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2(v · w ) + ‖w‖2

e dalla (4) segue che vale in ogni caso la (3). Inoltre,

‖v + w‖2 < ‖v‖2 + 2(‖v‖ · ‖w‖) + ‖w‖2 = (‖v‖ + ‖w‖)2,

se v,w sono linearmente indipendenti,

mentre, se ad esempio w = λv , è

‖v + w‖ = ‖(1 + λ)v‖ = |1 + λ| · ‖v‖, ‖v‖ + ‖w‖ = ‖v‖ + ‖λ · v‖ = (1 + |λ|)‖v‖.

Quindi, affinché valga la (5), occorre e basta che w sia un multiplo non negativo di
v . Ciò completa la dimostrazione. �

Se v ,w sono due vettori reali non nulli, il numero reale (v · w )/(‖v‖ · ‖w‖), è,
per la diseguaglianza di Cauchy, minore o uguale ad uno in valore assoluto.

Definizione 5.4. Se v ,w ∈ Rn\{0}, chiamiamo angolo dei due vettori il numero
reale v̂w ∈ [0, π] tale che

(5.4) cos v̂w =
v · w
‖v‖ · ‖w‖

.

Li diciamo perpendicolari se v · w = 0, paralleli se cos v̂w = ±1, ed, in questo
caso, che hanno lo stesso verso se v̂w = 0, versi opposti se v̂w = π. L’angolo che
formano è acuto se v̂w < π

2 , ottuso se v̂w > π
2 , retto se v̂w = π

2 , nullo se v̂w = 0 e
piatto se v̂w = π.

Se w è un vettore non nullo di Rn, la trasformazione

(5.5) σw (v) = v − 2 ·
v · w
‖v‖2

· w

è la trasformazione ortogonale che lascia fissi tutti i vettori dell’iperpiano w⊥

ortogonale a w e trasforma il vettore w nel suo opposto −w .

Definizione 5.5. Chiamiamo la (5.5) simmetria vettoriale di vettore w , o sim-
metria rispetto all’iperpiano w⊥.

Le simmetrie vettoriali sono particolari simmetrie, cioè trasformazioni che
composte con se stesse danno l’identità:

σ
2
w = σw ◦ σw = In.

Lemma 5.3. Le simmetrie vettoriali sono tutte e sole le trasformazioni ortogo-
nali che hanno come luogo di punti fissi un iperpiano. Le matrici delle simmetrie
vettoriali hanno determinante (−1). �
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Definizione 5.6. Chiamiamo rotazione piana in Rn una trasformazione ortogo-
nale che ha come luogo di punti fissi un (n − 2)-piano.

Lemma 5.4. Ogni rotazione piana è un elemento di SO(n) ed è prodotto di due
simmetrie vettoriali rispetto a vettori linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sia α ∈ O(n) una rotazione piana e V l’(n − 2) piano dei
vettori lasciati fissi da α. Sia w un vettore non nullo perpendicolare a V e w ′ la
sua immagine mediante α. Per ipotesi, w ′ , w . Se fosse w ′ = −w , allora α e
σw commuterebbero tra loro ed α ◦ σw = σw ◦ α avrebbe come luogo di vettori
fissi V + 〈w〉 e sarebbe quindi una simmetria vettoriale σu . Avremmo allora α =

σw ◦ σu , composizione di simmetrie rispetto a vettori tra loro ortogonali e quindi
una rotazione piana di angolo π.

Se w e w ′ fossero linearmente indipendenti, allora i vettori w + w ′ e w − w ′

sarebbero non nulli e perpendicolari tra loro (sono in questo caso le diagonali del
rombo generato dai due vettori w , w ′). È infatti

(w + w ′) · (w − w ′) = ‖w‖2 − w · w ′ + w ′ · w − ‖w ′‖2 = 0

perché il prodotto scalare è simmetrico e w , w ′ hanno la stessa norma perché l’uno
è l’immagine dell’altro mediante una trasformazione ortogonale. Se u = w − w ′,
abbiamo alloraσu(w + w ′) = w + w ′,

σu(w − w ′) = −w + w ′,
⇐⇒

σu(w ) = w ′,
σu(w ′) = w .

La trasformazione σu ◦ α lascia fissi i vettori di V ⊕ 〈w〉 ed è quindi una simmetria
vettoriale σu′ . Allora α = σu ◦ σu′ . Nota che il vettore u′ è ortogonale a w nel
piano V⊥.

Poiché la matrice del prodotto di due simmetrie vettoriali è il prodotto delle
matrici delle due simmetrie, il determinante di una rotazione piana è 1 e quindi una
rotazione piana è un elemento del sottogruppo delle rotazioni SO(n). �

Teorema 5.5. Una trasformazione α di O(n) con rank(In − α) = m si può
scrivere come prodotto di m simmetrie vettoriali.

Dimostrazione. Conveniamo che l’identità sia prodotto di zero simmetrie vet-
toriali. Abbiamo già osservato che una trasformazione ortogonale che abbia un
iperpiano di punti fissi è una simmetria ortogonale e che una che lasci fissi tut-
ti i punti di un (n − 2)-piano per l’origine è una rotazione piana, prodotto di due
simmetrie vettoriali. Per dimostrare che la proposizione vale nel caso generale,
ragioniamo per ricorrenza su m = rank(In −α). Sappiamo che la tesi vale se m ≤ 2.
Se m > 2, indichiamo con V il sottospazio di dimensione (n − m) formato dai
punti fissi di α. Un qualsiasi vettore v ∈ V⊥ è trasformato da α in un altro vettore
w ∈ V⊥ distinto da v . Sia u = v − w . Questo è un vettore non nullo e la simmetria
σu scambia tra loro v e w . Quindi σu ◦α lascia fissi i vettori di V +〈v〉. Per l’ipotesi
induttiva, possiamo scriverla come la composizione di (m−1) simmetrie vettoriali:

σu ◦ α = σu2 ◦ · · · ◦ σum =⇒ α = σu ◦ σu2 ◦ · · · ◦ σum .



5. PRODOTTO SCALARE E GRUPPO ORTOGONALE 289

Ciò dimostra la tesi. Osserviamo infine che il prodotto σu1 ◦ σu2 ◦ · · · ◦ σuh di
h simmetrie vettoriali lascia fissi tutti i punti dello spazio 〈u1, u2, . . . , uh〉

perp e
quindi una trasformazione ortogonale α con rank(In − α) non si può scrivere come
prodotto di meno di m simmetrie vettoriali. �

Teorema 5.6. Ogni trasformazione di SO(n) è un prodotto di rotazioni piane
su piani due a due ortogonali tra loro. Ogni trasformazione di O(n) \ SO(n) è
prodotto di una simmetria vettoriale e di rotazioni piane rispetto a piani due a due
ortogonali tra loro ed ortogonali al vettore della simmetria.

Dimostrazione. Ragioniamo per ricorrenza su n. Per n = 1, il gruppo O(1)
contiene due elementi: l’identità, che è prodotto di zero rotazioni, e l’applicazione
x→ (−x), che è la simmetria rispetto ad un qualsiasi vettore non nullo di R1.

Se n = 2, le matrici di SO(2) sono rotazioni piane e quelle di O(2) \ SO(2)
simmetrie vettoriali.

Supponiamo ora n > 2 ed il teorema vero in dimensione inferiore. Consideria-
mo l’equazione degli autovalori per una matrice A di O(n), cioè la

(5.6) Av = λv , λ ∈ R, v ∈ Rn \ {0}.

Se λ ∈ R e v ∈ Rn \ {0} ne fossero una soluzione, allora

|λ|2‖v‖2 = ‖Av‖2 = (Av)ᵀ(Av) = vᵀ(AᵀA)v = vᵀInv = ‖v‖2

ci dice che dovrebbe essere λ = ±1. Se ci fosse una soluzione con λ = ±1, allora
potremmo scegliere una base ortonormale ε1, . . . , εn−1, εn, con εn proporzionale a
v . Allora (ε1, . . . , εn−1, εn) ∈ O(n) e, poiché LA trasforma v⊥ in v⊥, abbiamo

(ε1, . . . , εn−1, εn)−1A(ε1, . . . , εn−1, εn) =

(
A′ 0
0 λ

)
∈ O(n)⇒ A′ ∈ O(n − 1).

Per l’ipotesi induttiva la A′ è prodotto o di rotazioni rispetto a piani due a due
ortogonali, o di una simmetria rispetto a un vettore e di rotazioni rispetto a piani

due a due ortogonali ed ortogonali al vettore della simmetria. Quindi la
(
A′ 0
0 1

)
è

prodotto o di rotazioni rispetto a piani due a due ortogonali ed ortogonali ad εn, o di
una simmetria rispetto a un vettore ortogonale ad εn e di rotazioni rispetto a piani
due a due ortogonali ed ortogonali al vettore della simmetria e ad εn. Se λ = −1, per
ottenere A dobbiamo comporre ancora con la simmetria di vettore εn. Concludiamo
allora in questo caso ricordando che la composizione di due simmetrie vettoriali è
la rotazione di angolo π nel piano generato dai due vettori.

Se la (5.6) non ha soluzioni con λ ∈ R, osserviamo che p(λ) = det(λIn − A) è
un polinomio monico di grado n > 0 ed ammette quindi soluzione in C. Potremo
quindi trovare numeri reali α, β e vettori v ,w ∈ Rn, non entrambi nulli, tali che

A(v + iw ) = (α + iβ)(v + iw ).

Poiché A è reale, possiamo coniugare, ottenendo

A(v − iw ) = (α − iβ)(v − iw ).
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Sommando e sottraendo membro a membro troviamo cheAv = αv − βw ,
Aw = βv + αw .

La LA trasforma in sé il piano 〈v ,w〉 e non lascia fisso nessun vettore non nul-
lo. È quindi una rotazione su questo piano. Se scegliano una base ortonormale
ε1, . . . , εn−1, εn in cui 〈εn−1, εn〉 = 〈v ,w〉, poiché LA trasforma 〈εn−1, εn〉

⊥ in sé,
abbiamo

(ε1, . . . , εn−1, εn)−1A(ε1, . . . , εn−1, εn) =

(
A′ 0
0 A′′

)
∈ O(n),

con A′ ∈ O(n − 2), A′′ ∈ SO(2).

Per l’ipotesi induttiva, possiamo decomporre A′ in prodotto di rotazioni piane ri-
spetto a piani due a due ortogonali ed ortogonali ad 〈εn−1, εn〉, da cui segue la
decomposizione di A. Inoltre, A′ appartiene al gruppo SO(n − 2) delle rotazioni in
Rn−2 perché non ha autovalori reali. �

6. Aree, volumi

Per semplicità di notazione, indicheremo nel seguito con la stessa lettera un
punto p di Rn

aff
ed il vettore che ha come prima componente 1 e le cui rimanenti

componenti sono le coordinate cartesiane di p.
La lunghezza di un segmento [a, b] ⊂ R1

aff
è il valore assoluto della differenza

delle coordinate dei suoi estremi:

(6.1) lunghezza([a, b]) = |b − a| = |det(a, b)| .

Un quadrilatero P di R2
aff

, di vertici a, b, c, d è un parallelogramma se
−→
ab =

−→
dc

e
−→
ad =

−→
bc. In modo equivalente, si può richiedere che

−→
ab +

−→
ad = −→ac.

Infatti

(b − a) + (d − a) = c − a =⇒ b − a = c − d, d − a = c − b.

Se indichiamo con v1 = b−a e v2 = c−a i vettori che traslano il vertice a negli altri
estremi dei due lati che lo contengono, allora l’area del parallelogramma si calcola
mediante la formula

(6.2) area(P) = |det(v1, v2)| =
∣∣∣ det(a, b, c)

∣∣∣.
Un parallelepipedo P di R3

aff
ha otto vertici ed è più facile descriverlo a partire dal

dato di un suo vertice e dei vettori di traslazione che lo portano negli estremi dei
lati che in esso convergono: se a è tale vertice, e v1, v2, v3 ∈ R

3 tali vettori, allora
gli otto vertici del parallelepipedo sono

a0 = a, a1 = a + v1, a2 = a + v2, a3 = a + v3, a4 = a + v1 + v2,

a5 = a + v1 + v3, a6 = a + v2 + v3, a7 = a + v1 + v2 + v3.

Il suo volume è

(6.3) volume(P) = |det(v1, v2, v3)| = |det(a0, a1, a2, a3)| .
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Osserviamo che, nell’ultima espressione del volume, avremmo potuto sostituire ai
vertici a0, a1, a2, a3 quattro qualsiasi vertici del parallepipedo che non appartenga-
no allo stesso piano.

La figura analoga dello spazio affine Rn
aff

(con n ≥ 4) è il parallelòtopo di di-
mensione n. Possiamo definirlo a partire da un vertice p0 e da n vettori linearmente
indipendenti v1, . . . , vn di Rn:

(6.4) P = P(p0; v1, . . . , vn) = {p0 + t1v1 + · · · + tnvn | 0 ≤ ti ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n}.

I suoi vertici sono 2n e quelli distinti da p0 si ottengono traslando p0 della somma
di un sottoinsieme di {v1, . . . , vn}. Il suo volume n-dimensionale è

(6.5) voln(P) = |det(v1, . . . , vn)| = |det(p0, p1, . . . , pn)| ,

dove nell’ultimo determinante possiamo sostituire a p0, . . . , pn un qualsiasi sistema
pi0 , . . . , pin di (n + 1) vertici di P che non appartengano ad uno stesso iperpiano.

Ricordiamo che il simplesso di dimensione n e vertici p0, p1, . . . , pn in Rn
aff

è
l’insieme delle combinazioni baricentriche con coefficienti non negativi dei suoi
vertici:

[p0, p1, . . . , pn] = {t0 p0 + t1 p1 + · · · + tn pn | ti ≥ 0, t0 + t1 + · · · + tn = 1}.

Per calcolarne il volume utilizzeremo il principio di Cavalieri7. Esso ci consente di
calcolare il volume di una figura limitata E dello spazio n-dimensionale a partire
dai volumi (n − 1)-dimensionali delle sue intersezioni Et con una famiglia di iper-
piani paralleli. Se t indica la distanza dell’iperpiano considerato da un iperpiano
della famiglia che o non intersechi E, o che sia frontiera di un semispazio che lo
contenga, allora

voln(E) =

∫ d

0
voln−1(Et)dt,

con d estremo superiore dei valori per cui Et , ∅. Perché questa formula abbia
senso occorre ovviamente che sia E che quasi tutte le sezioni Et siano misurabili,
ipotesi che è sempre verificata quando E sia un politopo convesso.

Prisma. Se B è un politopo di dimensione (n − 1) di un iperpiano α di Rn
aff

e v
un vettore di Rn che non appartiene ad L(α), il politopo

(6.6) Prisma(B, v) = {p + tv | p ∈ B, t ∈ [0, 1]}

si dice il prisma di base B e spigolo v . I due politopi B e B + v = τv (B) si dicono
basi del prisma. La sua altezza è la distanza tra i piani delle due basi.

Per il principio di Cavalieri,
(6.7)

voln(Prisma(B, v)) =

∫ h

0
voln−1(τtv (B))dt =

∫ h

0
voln−1(B)dt = h · voln−1(B).

7Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647), matematico italiano contemporaneo di Gali-
lei. Il suo metodo degl’indivisibili è considerato importante per lo sviluppo successivo del calcolo
infinitesimale.
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Piramide. Se B è un politopo di dimensione (n − 1) di un iperpiano α di Rn
aff

e
p0 un punto che non appartiene ad α, definiamo la piramide di base B e vertice p0
come il politopo

(6.8) P = Piramide(B, p0) = {(1 − t)p0 + tp | p ∈ B, t ∈ [0, 1]}.

La distanza h del vertice p0 dal piano α della base B si dice l’altezza della pirami-
de. L’intersezione Pt di P con il piano parallelo ad α a distanza t da p0 si ottiene
da B con un’omotetia di ragione (t/h) e quindi voln−1(Pt) = (t/h)n−1voln−1(B).
Applicando il principio di Cavalieri abbiamo dunque

(6.9) vol(Piramide(B, p0)) =
1
n
· h · voln−1(B).

Infatti

vol(Piramide(B, p0)) =

∫ h

0
voln−1(Pt)dt =

∫ h

0

tn−1

hn−1 voln−1(B)dt =
1
n
· h · voln−1(B).

Osserviamo in particolare che il prisma n dimensionale ha volume uguale ad n
volte quello di una piramide che abbia la stessa base e la stessa altezza.

Calcolo del volume del simplesso. Utilizziamo le formule ottenute per i vo-
lumi dei prismi e delle piramidi per verificare che il volume del simplesso n-
dimensionale [p0, . . . , pn] è

(6.10) voln([p0, . . . , pn]) =
1
n!

∣∣∣det(−−−→p0 p1, . . . ,
−−−→p0 pn)

∣∣∣ =
1
n!

∣∣∣ det(p0, p1, . . . , pn)
∣∣∣.

Ragioniamo per induzione sulla dimensione n. La formula vale per n = 1 e,
supposta valida per simplessi (n − 1)-dimensionali, abbiamo

voln([p0, p1, . . . , pn]) =
1
n

voln(Prisma([p0, . . . , pn−1],−−−→p0 pn)

=
1
n

dist(pn, p0, . . . , pn−1) · voln−1([p0, . . . , pn−1])

=
1
n

dist(pn, p0, . . . , pn−1) ·
1

(n − 1)!

∣∣∣ det(p0, . . . , pn−1)
∣∣∣

=
1
n!

dist(pn, p0, . . . , pn−1)voln−1(P(p0;−−−→p0 p1, . . . ,
−−−−−→p0 pn−1)))

=
1
n!

voln(P(p0;−−−→p0 p1, . . . ,
−−−→p0 pn)) =

1
n!

∣∣∣ det(p0, . . . , pn)
∣∣∣,

perché il parallelotopo P(p0;−−−→p0 p1, . . . ,
−−−→p0 pn) è il prisma che ha come base il pa-

rallelotopo (n − 1)-dimensionale P(p0;−−−→p0 p1, . . . ,
−−−−−→p0 pn−1) e spigolo −−−→p0 pn. Questo

dimostra, per il principio d’induzione, la (6.10).

7. Multi-vettori e algebra di Grassmann

Ad m vettori linearmente indipendenti v1, . . . , vm di Rn associamo il multivetto-
re di grado m, od m-multivettore, v1 ∧ · · · ∧ vm, che rappresenta il volume orientato
del parallelòtopo

P(0; v1, . . . , vm) = {t1v1 + · · · + tmvm | 0 ≤ ti ≤ 1, 1 ≤ i ≤ m}.
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Il multivettore v1 ∧ · · · ∧ vm rappresenterà quindi:
(1) il sottospazio m-dimensionale 〈v1, . . . , vm〉,
(2) la sua orientazione, definita dalla base v1, . . . , vm,
(3) la misura del volume m-dimensionale di P(0; v1, . . . , vm).

Più precisamente, i v1 ∧ · · · ∧ vm associati ai polı̀topi sono gli m-vettori non nulli di
rango uno, che potremmo definire come classi di equivalenza di matrici di Rn×m,
identificando quelle che si possono ottenere l’una dall’altra per la moltiplicazione
a destra per un elemento del gruppo lineare speciale:

v1 ∧ · · · ∧ vm = w1 ∧ · · · ∧wm ⇐⇒ (w1, . . . ,wm) = (v1, . . . , vm)A, con A ∈ SLm(R).

Osservazione 7.1. Le matrici di rango m in Rn×m formano un sottospazio aper-
to e quindi di dimensione mn, in Rn×m. Le matrici di SLm(R) formano uno spazio
di dimensione m2 − 1 (la dimensione m2 dello spazio delle matrici di Rm×m meno
1 per la condizione che il determinante sia uno). Gli m-multivettori di rango uno
sono un esempio di varietà differenziabile di dimensione (mn − m2 + 1).

Definizione 7.1. Chiamiamo spazio degli m-vettori di Rn, ed indichiamo con
Λm(Rn), lo spazio vettoriale su R generato dagli m-vettori di rango uno, modulo le
relazioni

v1 ∧ · · · ∧ vm = 0, se v1, . . . , vm sono linermente dipendenti,(7.1)
(λ · v1) ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm = λ · (v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm),(7.2)

(v1 + v ′1) ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm = v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm + v ′1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm,(7.3)

con v ′1, v1, v2, . . . , vm ∈ R
n, λ ∈ R.

Ricordiamo che, per la (7.1), è anche

(7.4) vσ1 ∧ · · · ∧ vσm = ε(σ) · v1 ∧ · · · ∧ vm se σ ∈ Sm

e quindi le (7.2) e (7.3), insieme alla (7.4), ci dicono che il prodotto v1 ∧ · · · ∧ vm è
R-lineare rispetto a ciascun fattore.

Proposizione 7.2. Sia e1, . . . , en la base canonica di Rn. Allora gli

(7.5) ei1 ∧ · · · ∧ eim , con 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n,

formano una base di Λm(Rn), che ha quindi dimensione
(

n
m

)
= n!

m!(n−m)! .

Osservazione 7.3. Gli m-vettori sono i tensori m-covarianti alternati.

Dimostrazione. La dimostrazione, utilizzando le (7.1), (7.2), (7.3) e (7.4), è
analoga a quella svolta per dimostrare l’esistenza dei determinanti.

Se vi = v1
i e1 + · · · + vn

i en, allora

v1 ∧ · · · ∧ vm =
∑n

i1,...,im=1
v i1

1 · · · v
im
m · ei1 ∧ · · · ∧ eim

e quindi, tenuto conto del fatto che ei1 ∧ · · · ∧ eim è nullo per la (7.1) quando due
degli indici sono uguali e si può, a meno del segno, uguagliare all’elemento in cui
gli stessi indici sono diposti in modo crescente, abbiamo

(7.6) v1 ∧ · · · ∧ vm =
∑

1≤i1<···<im≤n
vi1,...,im · ei1 ∧ · · · ∧ eim ,
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con i coefficienti vi1,...,im uguali al minore della matrice (v1, . . . , vm) formato dalle
righe corrispondenti agli indici i1, . . . , im. Questo ci dice che i vettori di (7.5) gene-
rano Λm(Rn). Verificheremo l’indipendenza lineare di (7.5) nel seguito, dopo aver
definito l’algebra di Grassmann. �

La (7.6) ci mostra che i minori di ordine m della matrice (v1, . . . , vm) sono le
componenti del multivettore v1 ∧ · · · ∧ vm nella base canonica di Λm(Rn).

Osserviamo che Λn(Rn) ha dimensione uno. I suoi elementi si chiamano anche
pseudoscalari. Lo spazio Λn−1(Rn) ha dimensione n e tutti i suoi elementi non nulli
sono multivettori v1 ∧ · · · ∧ vn−1 di rango uno e si dicono pseudovettori.

Ogni m-vettore α si può scrivere come somma di m-vettori di rango uno:

(7.7) α = v (1)
1 ∧ · · · ∧ v (1)

m + · · · + v (r)
1 ∧ · · · ∧ v (r)

m .

Definizione 7.2. Il minimo numero r di m-multivettori di rango 1 necessari per
rappresentare α ∈ Λm(Rn) come una somma (7.7) si dice il suo rango.

Possiamo definire il prodotto di un p-multivettore per un q-multivettore sugli
elementi di rango 1 mediante
(7.8)

(v1 ∧ · · · ∧ vp) ∧ (w1 ∧ · · · ∧wq) =


0, se p + q > n,
v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq ∈ Λp+q(Rn)

se p + q ≤ n.

ed estendere l’operazione a tutte le possibili somme di multivettori, anche di gradi
diversi, richiedendo che sia distributivo rispetto alla somma.

Poniamo Λ0(Rn) = R e definiamo la moltiplicazione per elementi di Λ0(Rn)
come la moltiplicazione per scalare. Otteniamo cosı̀ un prodotto

(7.9) Λ(Rn) × Λ(Rn) 3 (α, β) −→ α ∧ β ∈ Λ(Rn), ove Λ(Rn) =
∑n

m=0
Λm(Rn).

Definizione 7.3. Con il prodotto (7.9) definito da (7.8) la somma diretta Λ(Rn)
si dice l’algebra di Grassmann dei multivettori di Rn. Il prodotto (7.9) si dice
prodotto! di Grassmann o prodotto esterno.

Come prima applicazione di questa nozione, dimostriamo l’indipendenza li-
neare dei multivettori di (7.4).

Conclusione della dimostrazione della Proposizione 7.2. Osserviamo che 1
ed e1 ∧ · · · ∧ en sono, rispettivamente, basi di Λ0(Rn) = R e di Λn(Rn), che hanno
dimensione uno. Se 0 < m < n e ai1,...,im , per 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n, sono tali che

α =
∑

1≤i1<···<im≤n
ai1,...,im ei1 ∧ · · · ∧ eim = 0,

allora, se im+1, . . . , in sono indici per cui

ei1 ∧ · · · ∧ eim ∧ eim+1 ∧ · · · ∧ ein = e1 ∧ · · · ∧ en,

otteniamo

0 = α ∧ eim+1 ∧ · · · ∧ ein = ai1,...,im e1 ∧ · · · ∧ en ⇒ ai1,...,im = 0.



7. MULTI-VETTORI E ALGEBRA DI GRASSMANN 295

Questo dimostra che i multivettori di (7.4) hanno soltanto la sizigia banale e sono
quindi linearmente indipendenti. �

Si verificano facilmente le seguenti proprietà del prodotto esterno:

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ), ∀α, β, γ ∈ Λ(Rn), (Associatività),

α ∧ β = (−1)pq
β ∧ α se α ∈ Λp(Rn), β ∈ Λq(Rn), (Regola di commutazione).

Nota che il prodotto è commutativo se uno dei fattori è somma di multivettori di
grado pari, anticommutativo tra multivettori che siano somma di multivettori di
grado dispari.

Osservazione 7.4. I coefficienti vi1,...,im di ei1 ∧ · · · ∧ eim nella rappresentazione
(7.7) sono coordinate di Plüker8 dell’m-piano generato dai vettori v1, . . . , vm. Ri-
cordiamo che, se n ≥ 4 ed 1 < m < n−1, non tutti gli elementi di Λm(Rn) hanno
rango uno. Il fatto che, se n ≤ 3, tutti gli elementi di Λm(Rn) siano multi-vettori,
rende più semplice la geometria analitica in dimensioni due e tre.

In dimensione quattro, i 2-vettori sono caratterizzati dall’equazione

(7.10) v1,2v3,4 − v1,3v2,4 + v1,4v2,3 = 0,

appartengono cioè al cono corrispondente ad una quadrica proiettiva.
La (7.10) risulta da una formula di sviluppo del determinante di ordine quattro

rispetto ai minori di ordine due:

0 = det(v1, v2, v1, v2) = v1,2v3,4 − v1,3v2,4 + v1,4v2,3 + v2,3v1,4 − v2,4v1,3 + v3,4v1,2

= 2(v1,2v3,4 − v1,3v2,4 + v1,4v2,3).

Questa è un caso particolare di una formula che generalizza lo sviluppo dei de-
terminanti rispetto alle colonne e si può ricavare direttamente dall’espressione del
determinante della (2.2) del Capitolo 7.

Proposizione 7.5. Vale la formula:

(7.11) v1 ∧ · · · ∧ vn = det(v1, . . . , vn) · e1 ∧ · · · ∧ en, ∀v1, . . . , vn ∈ R
n.

Dimostrazione. La formula si ottiene scrivendo ogni vettore vi come combina-
zione lineare dei vettori della base canonica ed utilizzando le proprietà del prodotto
esterno. �

Osserviamo che, dalla (7.6) e dalle proprietà del prodotto esterno, si possono
ricavare facilmente anche le formule di Cauchy-Binet:

Lemma 7.6. Se v1, . . . , vm,w1, . . . ,wn−m sono n vettori di Rn, allora

(7.12) det(v1, . . . , vm,w1, . . . ,wn−m) =
∑

σ∈Sn,
σ1<···<σm,
σm+1<···<σn

ε(σ)vi1,...,im wim+1,...,in . �

8Julius Plücker (1801-1868), matematico e fisico tedesco, ha dato importanti contributi sia alla
geometria analitica che agli studi sui raggi catodici che avrebbero portato alla scoperta dell’elettrone.
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Lemma 7.7. Se v1, . . . , vm,w1, . . . ,wm ∈ R n, allora

(7.13) det
(
(v1, . . . , vm)ᵀ(w1, . . . ,wm)

)
=

∑
i1<···<im

vi1,...,im wi1,...,im ,

ove i vi1,...,im , wi1,...,im sono i coefficienti di v1 ∧ · · · ∧ vm e di w1 ∧ · · · ∧ wm rispetto
alla base canonica.

Dimostrazione. La formula è ancora conseguenza delle formula di Cauchy-
Binet. Siano vi =

∑
jv

j
i e j e wi =

∑
jw

j
i e j. Allora

det
(
(v1, . . . , vm)ᵀ(w1, . . . ,wm)

)
=

∑
j1,..., jm

∑
σ∈Sm

ε(σ)v1
j1 · · · v

m
jm wσ1

j1
· · ·wσm

jm∑
1≤ j1<···< jm≤n

∑m

h1,...,hm=1

∑
σ∈Sm

ε(σ)v1
jh1
· · · vm

jhm
wσ1

jh1
· · ·wσm

jhm

=
∑

i1<···<im
vi1,...,im wi1,...,im

per la formula di Binet applicata alle matrici quadrate di ordine m corrispondenti
alle scelte degli indici j1, . . . , jm. �

Il prodotto scalare canonico su Λm(Rn) si definisce mediante

(7.14)


α · β =

∑
1≤ j1<···< jm≤n

a j1,..., jmb j1,..., jm ,

se α =
∑

1≤ j1<···< jm≤n
a j1,..., jm e j1 ∧ · · · ∧ e jm ,

β =
∑

1≤ j1<···< jm≤n
b j1,..., jm e j1 ∧ · · · ∧ e jm .

Quindi la (7.13) è la formula del prodotto scalare di m-multivettori di rango 1.
Osserviamo che (7.5) è una base ortonormale, formata cioè da elementi due a due
ortogonali tra loro e di norma uno. Inoltre, se A ∈ O(n), allora la

v1 ∧ · · · ∧ vm −→ (Av1) ∧ · · · ∧ (Avm)

si estende, per linearità, ad una trasformazione ortogonale di Λm(Rn).

8. Volumi m-dimensionali e distanze in Rn
euc

Il prodotto scalare in Λm(Rn) ha alcune semplici applicazioni alla geometria
affine euclidea di Rn.

Proposizione 8.1. Il volume m-dimensionale del parallelòtopo P(p0; v1, . . . , vm)
di Rn

aff
è la norma del multivettore v1 ∧ · · · ∧ vm :

(8.1) volm(P(p0; v1, . . . , vm)) = ‖v1 ∧ · · · ∧ vm‖ =
√

Aᵀ · A,

ove abbiamo posto A =
(−−−→p0 p1, . . . ∧

−−−−→po pm
)
∈ Rn×m.

Dimostrazione. Una trasformazione ortogonale di Rn definisce, come abbia-
mo precedentemente osservato, una trasformazione ortogonale di Λm(Rn), che pre-
serva sia le norme che i ranghi dei multivettori. Possiamo quindi ricondurci al caso
in cui v1, . . . , vm appartengano all’m-piano generato dai primi m vettori e1, . . . , em
della base canonica. In questo caso

(v1, . . . , vm) =

(
A
0

)
,
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ove A è la sottomatrice delle prime m righe ed il volume m-dimensionale è allo-
ra il modulo del determinante di A, che coincide con la lunghezza dell’m-vettore
v1 ∧ · · · ∧ vm. La sua lunghezza, per il Lemma 7.7, è la radice quadrata del deter-
minante del prodotto Aᵀ · A. �

Corollario 8.2. Il volume dell’m-simplesso di vertici p0, p1, . . . , pm è

volm([p0, p1, . . . , pm]) =
1

m!

∥∥∥−−−→p0 p1 ∧ · · · ∧
−−−−→po pm

∥∥∥ =
1

m!

√
det(Aᵀ · A),(8.2)

ove abbiamo posto A =
(−−−→p0 p1, . . . ∧

−−−−→po pm
)
∈ Rn×m. �

Esempio 8.1. Si consideri, in R5
aff
, il tetraedro di vertici p0 = (1, 0, 1, 0, 1),

p1 = (0, 1, 2, 1, 0), p2 = (−1, 1, 0, 0, 1), p3 = (2, 0, 0, 1,−1). Se ne calcoli il volume
3-dimensionale.

Consideriamo la matrice A = (p1 − p0, p2 − p0, p3 − p0) ∈ R5×3. Il volu-
me cercato è un sesto della radice quadrata del determinante del prodotto Aᵀ · A.
Abbiamo

Aᵀ · A =

−1 1 1 1 −1
−2 1 −1 0 0
1 0 −1 1 −2



−1 −2 1
1 1 0
1 −1 −1
1 0 1
−1 0 −2

 =

5 2 1
2 6 −1
1 −1 7

 ,

det
(
Aᵀ · A

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2 1
2 6 −1
1 −1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 8 1
0 0 −1
15 41 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 7 8
15 41

∣∣∣∣∣∣ = 167

e quindi vol([p0, p1, p2, p3]) = 1
6

√
167.

Proposizione 8.3. Siano F1 ed F2 due sottospazi affini non vuoti di Rn. Fis-
siamo due punti p1 ∈ F1, p2 ∈ F2 e sia v1, . . . , vm una base di L(F1) + L(F2).
Allora

(8.3) dist(F1, F2) =
‖v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm ∧

−−−→p1 p2‖

‖v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm‖
.

Dimostrazione. Osserviamo che la distanza tra F1 ed F2 è uguale alla distan-
za del punto p2 dal sottospazio affine F = F1 + L(F2). Se v1, . . . , vm è una ba-
se di L(F1) + L(F2) = L(F1 + L(F2)), allora la distanza cercata è l’altezza del
parallelòtopo P(p1; v1, . . . , vm,

−−−→p1 p2) rispetto alla base P(p1; v1, . . . , vm). Poiché il
volume (m + 1)-dimensionale di P(p1; v1, . . . , vm,

−−−→p1 p2) è il prodotto del volume
m-dimensionale della base P(p1; v1, . . . , vm) per l’altezza, ricaviamo la formula
(8.3). �

Possiamo riscrivere la (8.3) nella forma

(8.4) dist2(F1, F2) =
det

(
(v1, . . . , vm,

−−−→p1 p2)ᵀ · (v1, . . . , vm,
−−−→p1 p2)

)
det

(
(v1, . . . , vm)ᵀ · (v1, . . . , vm)

)
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Osserviamo che, se A ∈ Rn×m, la matrice prodotto Aᵀ ·A è una matrice simmetrica.
Basterà quindi calcolare, nel prodotto righe per colonne, i coefficienti della sua
parte triangolare superiore (o inferiore) per conoscerne tutti i coefficienti.

Esempio 8.2. In R3
aff

si calcoli la distanza del punto p0 = (1, 2, 3) dalla retta `
che passa per i punti p1 = (−1, 0, 2) e p2 = (2, 1, 0).

Indichiamo con v il vettore velocità sulla retta e con w la traslazione p0 − p1.
Allora

v = p2 − p1 =

 3
1
−2

 , w = p0 − p1 =

22
1

 , v ∧ w ∼ v × w =

 5
−7
4


e quindi

dist(p0, `) =
‖v ∧ w‖
‖v‖

=

√
25 + 49 + 16
√

9 + 1 + 4
=

√
90
√

14
=

√
45
7

(∼ 2.53546276418555...)

Esempio 8.3. Calcoliamo, nello spazio affine R4
aff
, la distanza tra la retta r ed il

2-piano α, descritti dalle equazioni parametriche

r :


x = 1 − t,
y = 2t,
z = 3 − 4t,
w = 3t + 2,

α :


x = s + 2t,
y = 1 − s,
z = 3t + 2,
w = 3 + s − t.

La velocità lungo la retta r è il vettore v1 =


−1
2
−4
3

, mentre L(α) è generato dai due

vettori v2 =


1
−1
0
1

 , v3 =


2
0
3
−1

 . Sia A = (v1, v2, v3) ∈ R4×3. Allora

Aᵀ · A =

−1 2 −4 3
1 −1 0 1
2 0 3 −1



−1 1 2
2 −1 0
−4 0 3
3 1 −1

 =

 28 0 −17
0 3 1
−17 1 14

 .
Abbiamo det(Aᵀ · A) = 281 > 0 e questo di dice anche che v1, v2, v3 sono linear-
mente indipendenti e formano una base di L(α) + L(r). Scegliamo il punto iniziale

p1 = (1, 0, 3, 2) su r e p2 = (0, 1, 2, 3) su α. Abbiamo −−−→p1 p2 =


−1
1
−1
1

 . Poniamo

B = (v1, v2, v3,
−−−→p1 p2) =


−1 1 2 −1
2 −1 0 1
−4 0 3 −1
3 1 −1 1

 .
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Abbiamo det(Bᵀ · B) = (det B)2 perché B è una matrice quadrata. Calcoliamo il
determinante di B.

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2 −1
2 −1 0 1
−4 0 3 −1
3 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0
1 −1 2 0
−4 0 3 −1
4 1 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0
−4 3 −1
4 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 0 −1
−4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣ 1 2
−4 3

∣∣∣∣∣∣ = −11.

Abbiamo allora

dist(r,α) =

√
det(Bᵀ · B)

det(Aᵀ · A)
=

11
√

281
.

9. Forma cartesiana

Sia F un sottospazio affine non vuoto di Rn
aff
, p0 un suo punto ed L(F) lo spazio

vettoriale associato. Sia m la dimensione di F e fissiamo una base v1, . . . , vm di
L(F) ed una base vm+1, . . . , vn del suo ortogonale L(F)⊥. Allora

(9.1) F = {p0 + t1v1 + · · · + tmvm | ti ∈ R} = {p ∈ Rn
aff | vi ·

−−→p0 p = 0, ∀m < i ≤ n}.

La prima descrizione di F nella (9.1) è una sua forma parametrica, la seconda una
sua forma cartesiana.

Sottolineiamo che forme parametriche e cartesiane non sono univocamente de-
terminate, ma dipendono dalla scelta di un punto p0 di F e delle basi v1, . . . , vm di
L(F) e di vm+1, . . . , vn di L(F)⊥.

Definizione 9.1. Il sottospazio affine

(9.2) F⊥p0
= {p0+tm+1vm+1+· · ·+tnvn | ti ∈ R} = {p ∈ Rn

aff | vi·
−−→p0 p = 0, 1 ≤ i ≤ m}

si dice il complemento ortogonale di F in p0.

Esempio 9.1. Consideriamo, nello spazio affine R4
aff
, il giunto dei punti p0 =

(1,−1, 1,−1), p1 = (1, 1, 2, 2) e p2 = (2, 3, 1,−1). Per verificare che si tratta di
un 2-piano, basta osservare che i due vettori v1 = −−−→p0 p1 = (0, 2, 1, 3)ᵀ e v2 =
−−−→p0 p2 = (1, 4, 0, 0)ᵀ sono linearmente indipendenti. La descrizione di F in forma
parametrica è allora

F :



x1 = 1 + t,
x2 = −1 + 2s + 4t,
x3 = 1 + s,
x4 = −1 + 3s,
s, t ∈ R.
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Per descrivere F in forma cartesiana, dobbiamo trovare una base v3, v4 di L(F)⊥ =

〈v1, v2〉
⊥. Le componenti dei vettori v3, v4 sono soluzioni del sistema lineare omo-

geneo 2x2 + x3 + 3x4 = 0,
x1 + 4x2 = 0.

Le soluzioni dipendono da due parametri e possiamo allora determinarle assegnan-
do dei valori a due delle variabili. Ad esempio, ponendo x2 = −1 ed x4 = 0
troviamo la soluzione v3 = (4,−1, 2, 0)ᵀ e ponendo x2 = 0 ed x4 = −1 troviamo
v4 = (0, 0, 3,−1)ᵀ. Troviamo cosı̀ la forma cartesiana

F :

4 · (x1 − 1) − 1 · (x2 + 1) + 2 · (x3 − 1) = 0,
3 · (x3 − 1) − 1 · (x4 + 1) = 0

⇔

4x1 − x2 + 2x3 = 7,
3x3 − x4 = 4.

Osserviamo che la forma cartesiana si poteva anche ottenere eliminando s e
t nelle equazioni che definiscono F in forma parametrica e viceversa si può otte-
nere una forma parametrica scegliendo alcune delle variabili xi come parametri.
Naturalmente le forme parametrica e cartesiana non sono uniche e non è detto
si riottenga l’espressione precedente. Ad esempio, possiamo ricavare una forma
parametrica da quella cartesiana appena ottenuta ponendo s = x1 e t = x3. Allora:

F :


x1 = s,
x2 = 4s + 2t − 7,
x3 = t,
x4 = 3t − 4.

In generale, si preferisce descrivere in forma parametrica sottospazi affini la
cui dimensione sia inferiore alla metà n/2 della dimensione di Rn

aff
ed in forma

cartesiana quelle di dimensione maggiore di n/2. Nell’esempio considerato la di-
mensione di F è esattamente la metà di quella dello spazio affine che lo contiene e
non ci sono motivi particolari per preferire una descrizione all’altra.

Nella descrizione parametrica i coefficienti dei parametri sono le componenti
di un sistema di generatori dello spazio vettoriale associato. Nella descrizione
cartesiana, i coefficienti delle coordinate x1, . . . , xn del punto in ciascuna equazione
sono le componenti dei vettori di un sistema di generatori di L(F)⊥.

Lemma 9.1. Sia F un sottospazio affine non vuoto di Rn
aff
, p0 un suo punto ed

F⊥p0
il complemento ortogonale di F in p0. Se p ∈ Rn

aff
, allora

(9.3) dist2(p, F) + dist2(p, F⊥p0
) = dist2(p, p0).

Dimostrazione. Basta applicare il teorema di Pitagora al triangolo [p0 pq],
rettangolo in q, ove q ∈ F è il piede della perpendicolare da p ad F, cioè

{q} = F ∩ (p + L(F)⊥).
�
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Esempio 9.2. Consideriamo, in R5, il 2-piano F di equazioni cartesiane

F :

x1 − x2 + x3 + 2x4 − x5 − 1 = 0,
2x1 + x2 − x3 + 2x4 − 3x5 + 2 = 0.

Si calcoli la distanza da F del punto p di coordinate (2, 2, 1, 3, 3).
Cerchiamo un punto p0 di F. Possiamo determinarlo assegnando a piacere i

valori di tre delle sue coordinate. Se poniamo x2 = 2, x4 = 3, x5 = 3 nelle
equazioni di F ricaviamo il sistemax1 + x3 = 0,

2x1 − x3 = −1,
=⇒ p0 = (−1/3, 2, 1/3, 3, 3).

Abbiamo perciò w = −−→p0 p = (7/3, 0, 2/3, 0, 0)ᵀ. Il sottospazio vettoriale L(F)⊥ è
generato dai vettori v1 = (1,−1, 1, 2,−1)ᵀ e v2 = (2, 1,−1, 2,−3)ᵀ. Abbiamo allora

dist(p, F⊥p0
) =
‖v1 ∧ v2 ∧ w‖
‖v1 ∧ w2‖

=

√
det(AᵀA)
det(BᵀB)

ove Aᵀ =

1 −1 1 2 −1
2 1 −1 2 −3
7
3 0 2

3 0 0

 e Bᵀ =

(
1 −1 1 2 −1
2 1 −1 2 −3

)
. È

AᵀA =

8 7 3
7 19 4
3 4 53

3

 , BᵀB =

(
8 7
7 19

)
e dunque det(AᵀA) = 1662, det(BᵀB) = 138 ci dà

dist(p, F⊥p0
) =

√
277
23

.

Otteniamo allora

dist(p, F) =

√
dist2(p, p0) − dist2(p, F⊥p0) =

√
51
3
−

277
23

=

√
114
23

.

10. Angoli

Il prodotto scalare di Rn ci permette di definire l’angolo tra due vettori non
nulli v ,w . Esso è il valore α = v̂w ∈ [0, π] tale che

cosα =
v · w
‖v‖ · ‖w‖

.

Notiamo che abbiamo anche

| sinα| =
‖v ∧ w‖
‖v‖ · ‖w‖

, e che ‖v ∧ w‖2 + |v · w |2 = ‖v‖2‖w‖2.

Definiamo l’angolo α tra due rette r1 ed r2 di Rn
aff

come

(10.1) α = arccos
(
|v1 · v2|

‖v1‖ · ‖v2‖

)
∈

[
0,
π

2

]
,
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ove v1 e v2 sono vettori velocità lungo le rette r1 ed r2, rispettivamente.
In modo analogo possiamo definire l’angolo tra due iperpiani F1 ed F2 di

Rn
aff
. Se w1 e w2 sono vettori non nulli ortogonali ad L(F1), L(F2) rispettivamente,

chiamiamo angolo tra i due iperpiani l’angolo α formato dalle loro normali:

(10.2) cosα =
|w1 · w2|

‖w1‖ · ‖w2‖
.

Questo angolo è nullo se i due piani sono paralleli. Altrimenti, i due piani si inter-
secano in un sottospazio di dimensione (n − 2) ed α è il valore assoluto, compreso
nell’intervallo [0, π/2], dell’angolo della rotazione piana intorno all’asse formato
da F1 ∩ F2 che sovrappone F1 ad F2.

Ancora, è possibile definire l’angolo α tra un iperpiano F ed una retta r di Rn
aff

come il valore α ∈ [0, π/2] per cui

(10.3) sinα =
w · v
‖w‖ · ‖v‖

ove i vettori non nulli w , v ∈ Rn sono rispettivamente una normale all’iperpiano F
ed una velocità lungo la retta r.

Gli angoli definiti in questo modo, insieme alla distanza tra i due sottospazi
affini nel caso in cui questi non siano incidenti, formano un sistema completo di
invarianti ortogonali della coppia di sottospazi affini (F1, F2) formata da due rette,
da due iperpiani, o da una retta e da un iperpiano. Ciò significa che, se (F′1, F

′
2) è

un’altra coppia che forma lo stesso angolo ed ha la stessa mutua distanza, allora è
possibile trasformare la prima coppia nella seconda mediante una trasformazione
ortogonale dello spazio affine Rn

aff
.

Il problema generale di trovare gli invarianti ortogonali di una coppia di sotto-
spazi affini (F1, F2) di dimensioni arbitrarie è stato risolto nella seconda metà del
diciannovesimo secolo da C. Jordan9, che ha costruito una sequenza di angoli che,
insieme alla distanza tra i sottospazi, costituiscono un sistema completo di inva-
rianti ortogonali. Nel caso di sottospazi lineari, gli angoli sono le ampiezze delle
rotazioni piane in cui si decompone una particolare trasformazione ortogonale spe-
ciale che porta uno dei sottospazi in un sottospazio parallelo all’altro. Gli angoli di
Jordan hanno trovato recenti applicazioni in statistica ed in teoria dell’informazio-
ne e le formule esplicite per la loro determinazione sono ancora oggetto di ricerca
in matematica computazionale.

9Camille Jordan (1838-1922), matematico francese, ha dato notevoli contributi all’algebra li-
neare, alla topologia, alla teoria dei gruppi ed all’analisi reale e complessa. Gli angoli di Jordan
sono descritti nel lavoro: Essai sur la géométrie à n dimensions. Bull. Soc. Math. France. 3 103
(1875) pp 103-174.



CAPITOLO 15

Spazi proiettivi

Possiamo considerare come iniziatore della geometria proiettiva il matematico
alessandrino Pappo1. Nel Rinascimento le sue ricerche furono riprese in relazione
allo studio artistico della prospettiva e proseguite nel XVII secolo, da Desargues2,
Pascal3, de La Hire4, interessati soprattutto alle sezioni coniche, studiate nell’an-
tichità da Apollonio di Perga5. Nell’800, la ricerca in geometria proiettiva riprese
con Monge6, Poncelet7, Steiner8. Nel 1872, Klein9 trasse spunto dai modelli pro-
iettivi per formulare, nel programma di Erlangen, le linee di sviluppo di una parte
importante della geometria contemporanea. Ricordiamo infine che la geometria
algebrica, attualmente uno dei settori centrali della matematica, nasce e si sviluppa
nell’ambito della geometria proiettiva.

In questo breve capitolo ci limitiamo ad alcune definizioni ed enunciati che
utilizzeremo nel seguito, ad esempio nella classificazione delle quadriche.

1Pappo d’Alessandria fu un matematico greco, attivo nel IV secolo. Della sua opera ci restano
otto volumi di una Synagogé (Συναγωγη′), che contiene numerosi risultati relativi a poligoni e
poliedri, alla duplicazione del cubo, e numerosi altri temi. Nel suo lavoro è definito per la prima
volta il birapporto di quattro punti allineati come invariante geometrico fondamentale.

2Girard Desargues (1591-1661), matematico francese considerato tra i fondatori della geometria
proiettiva. È autore di un importante saggio sulle sezioni coniche.

3Blaise Pascal (1623-1662), filosofo e matematico francese, [figlio di Étienne Pascal (1588-
1651), magistrato e matematico, il cui nome è legato alla lumaca, curva di equazione polare
{r = a + b sin θ}] si occupò anche lui dello studio delle sezioni coniche.

4Philippe de La Hire (1640-1718), matematico francese, introduce l’uso sistematico del
birapporto e la nozione di polarità nella geometria delle coniche e quadriche.

5Apollonio di Perga (262-190 a.C.) ha dato all’ellisse, parabola ed iperbole i nomi che ancora
conservano. Gli è attribuita l’ipotesi dell’eccentricità delle orbite dei pianeti. È considerato il più im-
portante geometra dell’antichità. Fu un precursore dell’utilizzazione di metodi analitici, che utilizzò
nella sua opera (Coniche) per la risoluzione di problemi specifici.

6Gaspard Monge, Conte de Péluse (1746-1818), matematico francese considerato il fondatore
della geometria descrittiva e precursore della geometria differenziale.

7Jean-Victor Poncelet (1788-1867), matematico francese cui si deve, tra l’altro, il principio di
dualità in geometria proiettiva e lo studio di poligoni inscritti e circosritti a sezioni coniche.

8Jakob Steiner (1796-1863), matematico svizzero, considerato uno dei maggiori geometri dal
tempo di Apollonio di Perga: si occupò di numerose questioni, dalle costruzioni con riga e compasso
alla risoluzione con metodi sintetici di problemi del calcolo delle variazioni.

9Christian Felix Klein (1849-1925), matematico tedesco, che, col Programma di Erlangen del
1872 mostra come le diverse geometrie (euclidea, iperbolica, ellittica) si possano fondare in ambito
proiettivo, rendendo esplicito il rapporto tra geometria e teoria dei gruppi che segnerà lo sviluppo
successivo della geometria.

303



304 15. SPAZI PROIETTIVI

Fissiamo un campo K di scalari. Dati una retta r ed un punto p di uno spazio
affine Kn

aff
(con n ≥ 1), vi è in Kn

aff
una ed una sola retta r′ parallela ad r e passante

per p. L’insieme di tutte le rette di Kn
aff

parallele ad r forma un fascio di rette
parallele, determina cioè una direzione.

Si costruisce lo spazio proiettivo di dimensione n su K completando lo spazio
affine Kn

aff
aggiungendo ad esso, per ogni direzione, un punto all’infinito.

Per comprendere meglio questa costruzione, utilizziamo come modello dello
spazio affine l’iperpiano Σ0 = {x0 = 1} di Kn+1, in cui le coordinate x0, x1, . . . , xn
indicano le componenti di un vettore x diKn+1 rispetto alla base canonica e0, e1, . . . , en.
Ad ogni vettore x di Σ0 associamo la retta {k · x | k ∈ K}. In questo modo stabiliamo
una corrispondenza biunivoca tra Σ0 e l’insieme dei sottospazi vettoriali di dimen-
sione uno di Kn+1 che non sono contenuti nell’iperpiano coordinato V0 = {x0 = 0}.
Poiché ogni retta affine r di Σ0 ha una e una sola parallela r′ passante per l’origi-
ne di Kn+1 e questa è contenuta in V0, possiamo porre i punti all’infinito di KPn

in corrispondenza biunivoca con i sottospazi vettoriali di dimensione uno di V0.
In questo modo abbiamo costruito una corrispondenza biunivoca tra i punti dello
spazio proiettivo KPn ed i sottospazi vettoriali di dimensione uno di Kn+1.

1. Definizione di spazio proiettivo

Sia V uno spazio vettoriale sul campo di scalari K.

Definizione 1.1. Lo spazio proiettivo associato a V , che indicheremo con P(V),
è l’insieme di tutti i sottospazi vettoriali di dimensione 1 di V .

Le rette per l’origine di V sono quindi i punti di P(V).
Chiamiamo dimensione di P(V) il numero (dimK(V) − 1).

È P({0}) = ∅ e qunidi, secondo la definizione, l’iniseme vuoto è uno spazio
proiettivo di dimensione negativa (−1). Usiamo la notazione

(1.1) P(Kn+1) = Pn(K)

per indicare lo spazio proiettivo di dimensione n su K associato allo spazio vetto-
riale delle (n+1)-uple di scalari di K. Una scelta di una base ε0, ε1, . . . , εn di uno
spazio vettoriale V di dimensione (n + 1) su K ci permette di identificare V a Kn+1

e quindi P(V) a Pn(K). Scriveremo anche RPn e CPn invece di Pn(R) e Pn(C),
rispettivamente.

Osservazione 1.1. Uno spazio proiettivo di dimensione zero contiene un solo punto. Posia-
mo costruire lo spazio proiettivo di dimensione n > 0 completando uno spazio affine A della stessa
dimensione n aggiungendovi, all’infinito, uno spazio proiettivo di dimensione (n−1). Ad esempio,
PR1 si ottiene completando una retta reale con l’aggiunta di un punto all’infinito. Possiamo far cor-
rispondere ad ogni retta non orizzontale per l’origine di R2 la sua intersezione con la circonferenza
S di centro (0, 1

2 ) e raggio 1
2 distinta da (0, 0). La corrispondenza è:

{y = mx} ←→
(

m
m2 + 1

,
m2

m2 + 1

)
.

Facendo corrispondere all’asse delle ascisse il punto (0, 0), in cui questo è tangente alla circonferen-
za, otteniamo un’identificazione tra RP1 ed S .

Lo spazio proiettivo reale di dimensione due si ottiene aggiungendo ad R2
aff

uno spazio proiettivo
di dimensione uno, cioè una circonferenza. Stabiliamo in primo luogo una corrispondenza biunivoca
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tra i punti di R2 e quelli interni al cerchio B = {x2 + y2 < 1} di R2
x,y. Possiamo ad esempio considerare

la corrispondenza

φ : R2 3 (x, y)←→
(

x
1 + x2 + y2 ,

y
1 + x2 + y2

)
∈ B.

La φ trasforma le rette per l’origine in diametri. Ogni direzione corrisponde ad un diametro e quindi
ai due punti in cui questo interseca il bordo S = {x2 + y2 = 1} di B. Per ottenere RP2 dobbiamo
quindi incollare i punti diametralmente opposti del bordo di B. Non possiamo fare questa operazione
nello spazio ordinario: per poter costruire un piano proiettivo reale piegando e incollando un foglio
di carta avremmo bisogno di almeno quattro dimensioni spaziali.

Quelli che abbiamo qui descritto sono modelli topologici, definiti cioè a meno di deformazioni
continue. Queste non preservano proprietà quali l’allineamento di punti ed i loro birapporti, mentre
preservano ad esempio le intersezioni.

Poiché ad ogni vettore non nullo v di V corrisponde una e una sola retta
〈v〉 = Kv , possiamo definire una proiezione naturale

(1.2) π : V \ {0} 3 v −→ 〈v〉 ∈ P(V).

Un vettore v , 0 con π(v) = p si dice un rappresentante omogeneo di p ∈
P(V). Se V = Kn+1, ovvero se abbiamo stabilito l’isomorfismo lineare Kn+1 '

V mediante la scelta di una base, le componenti (x0, x1, . . . , xn) di v si dicono
coordinate omogenee di p. Le coordinate omogenee sono definite a meno della
moltiplicazione per uno scalare non nullo:

(x0, x1, . . . , xn) ∼ (λ x0, λ x1, . . . , λ xn), se λ , 0,

dove il segno di equivalenza significa che le due (n+1)-uple di coordinate omoge-
nee definiscono lo stesso punto.

Definizione 1.2. Un sottoinsieme S di P(V) è un suo sottospazio proiettivo di
dimensione m ≥ 0 se S̃ = π−1(S ) ∪ {0} è un sottospazio vettoriale di dimensione
(m+1) di V . Scriviamo in questo caso che S = P(S̃ ).

Osservazione 1.2. L’insieme vuoto è un sottospazio proiettivo di dimensione
negativa (−1). I punti sono sottospazi proiettivi di dimensione 0. I sottospazi pro-
iettivi di dimensione uno si chiamano rette proiettive, quelli di dimensione due
piani proiettivi, quelli di dimensione m sono m-piani proiettivi; quelli di dimen-
sione (n−1), in uno spazio proiettivo di dimensione n, si dicono anche iperpiani
proiettivi.

Proposizione 1.3. Una qualsiasi intersezione di sottospazi proiettivi è ancora
un sottospazio proiettivo. �

Definizione 1.3. Dati due sottospazi proiettivi S 1, S 2 di P(V) il loro giunto,
che indichiamo con S 1 ∨ S 2, è il più piccolo spazio proiettivo che contenga la loro
unione.

Se S i = P(S̃ i) per i = 1, 2, allora S 1 ∨ S 2 = P(S̃ 1 + S̃ 2). Vale allora negli spazi
proiettivi la formula di Grassmann.

Teorema 1.4 (formula di Grassmann). Se S 1, S 2 sono sottospazi proiettivi di
P(V), allora

(1.3) dim(S 1) + dim(S 2) = dim(S 1 ∩ S 2) + dim(S 1 ∨ S 2).
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Dimostrazione. La (1.3) si ottiene dalla formula di Grassmann (vedi (4.3) del
Cap.13) per i sottospazi vettoriali

dim(S̃ 1) + dim(S̃ 2) = dim(S̃ 1 ∩ S̃ 2) + dim(S̃ 1 + S̃ 2),

sottraendo uno ad ogni addendo del primo e del secondo membro. �

Definizione 1.4. Chiamiamo grassmanniana dei sottospazi di dimensione m
di P(V), ed indichiamo con GRm(V), la famiglia di tutti i sottospazi proiettivi di
dimensione m di P(V). L’unione GR(V) =

⋃
m≥0GRm(V) è la grassmanniana di

tutti i sottospazi proiettivi di P(V).

2. Proiettività

Dati due due spazi vettoriali V,W sullo stesso campo K ed un’applicazione K-
lineare f : V → W, condizione necessaria e sufficiente affinché la f possa definire,
per passaggio al quoziente, un’applicazione tra gli spazi proiettivi P(V) e P(W) è
che sia iniettiva.

Definizione 2.1. Chiamiamo applicazione proiettiva la pr ( f ) : P(V) → P(W)
che si ottiene per passaggio al quoziente da una f : V → W lineare e iniettiva.

Abbiamo cioè il diagramma commutativo

V \ {0}
f

−−−−−→ W \ {0}y y
P(V)

pr ( f )
−−−−−→ P(W).

Definizione 2.2. Chiamiamo omografia proiettiva un’applicazione proiettiva
invertibile. Si dice collineazione un’applicazione φ : P(V) → P(W) che trasformi
rette in rette.

Il termine omografia descrive il fatto che la corrispondenza S → S ′ = pr ( f )(S )
associa ad ogni sottospazio S di P(V) un sottospazio S ′ di P(W) della stessa dimen-
sione e preserva le relazioni d’inclusione. Se pensiamo di definire la geometria del-
lo spazio proiettivo caratterizzandone come oggetti speciali i punti ed i sottospazi
proiettivi delle diverse dimensioni, è naturale considerare suo gruppo di trasfor-
mazioni quello delle applicazioni in sé che fanno corrispondere a ciascun oggetto
speciale un altro oggetto speciale dello stesso tipo. Le collineazioni sono omografie
in questo senso più generale, mentre per un campoK qualsiasi (in dimensione mag-
giore o uguale a due) sono quasi-proiettività, potrebbero cioè essere ottenute per
passaggio al quoziente da composizioni di isomorfismi lineari con automorfismi
del campo K (ad esempio il coniugio nel caso dei numeri complessi).

Per il campo R dei numeri reali, le collineazioni sono applicazioni proietti-
ve. Citiamo a questo proposito, senza darne la dimostrazione, il teorema di von
Staudt10, noto anche come teorema fondamentale della geometria proiettiva.

10Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867), matematico tedesco, è tra i fondatori della
moderna geometria proiettiva.
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Teorema 2.1. Se n ≥ 2, allora ogni collineazione di RPn in sé è un’omografia
proiettiva. �

Definizione 2.3. Le omografie proiettive di P(V) in sé formano un gruppo,
che indicheremo con PLK(P(V)) e chiameremo gruppo delle omografie proiettive
di P(V). Chiameremo due sottoinsiemi di P(V) proiettivamente equivalenti se è
possibile trasformali l’uno nell’altro mediante un’omografia di P(V).

Useremo le notazioni PLn(R) per PLR(RPn) e PLn(C) per PLC(CPn).

Proposizione 2.2. L’applicazione

(2.1) GLK(V) 3 f −→ pr ( f ) ∈ PLK(P(V))

è un omomorfismo surgettivo. Il suo nucleo è costituito dal sottogruppo formato
dai multipli dell’identità di GLK(V).

Dimostrazione. Il fatto che la corrispondenza f → pr ( f ) sia un omomorfismo
surgettivo segue dalla definizione. Resta soltanto da verificare l’ultima afferma-
zione. Sia f ∈ GLK(V) un endomorfismo invertibile di V per cui pr ( f ) = idP(V).
Fissiamo una base e0, e1, . . . , en di V. Abbiamo allora f (ei) = λiei, con λi ∈ K

∗, per
0 ≤ i ≤ n. Da

f (e0 + e1 + · · · + en) = λ · (e0 + e1 + · · · + en), con λ ∈ K∗,
segue che λi = λ per ogni 0 ≤ i ≤ n e quindi f è un multiplo dell’identità su V. �

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione (n+1) su K e π : V \ {0} → P(V) la
proiezione canonica.

Definizione 2.4. Se v0, . . . , vm sono vettori linearmente indipendenti di V, di-
ciamo che anche i corrispondenti punti p0 = π(v0), . . . , pm = π(vm) di P(V) sono
linearmente indipendenti. Questa nozione è in effetti relativa ai punti p0, . . . , pm e
non dipende dalla particolare scelta di rappresentanti omogenei.

Chiamiamo riferimento proiettivo una qualsiasi (n+2)-upla di punti distinti p0,
p1, . . . , pn, pn+1 di P(V) tali che ogni suo sottoinsieme proprio sia linearmente
indipendente.

Nella dimostrazione della Proposizione 2.2 abbiamo utilizzato un riferimen-
to proiettivo per caratterizzare il nucleo dell’omomorfismo del gruppo lineare su
quello delle omografie proiettive. Possiamo riformulare questo passaggio nel modo
seguente.

Proposizione 2.3. Due trasformazioni proiettive pr ( f ), pr (g) : P(V) → P(W)
che coincidano sui punti di un riferimento proiettivo coincidono dappertutto.

La proposizione segue dal seguente lemma di algebra lineare che enunciamo
(e dimostriamo) perché ci sarà utile più avanti.

Lemma 2.4. Siano V,W due spazi vettoriali sullo stesso campo K, il primo di
dimensione ν, il secondo di dimensione µ ed f , g : V → W due applicazioni lineari
iniettive. Sia v0, . . . , vν un sistema di vettori di V tali che ogni suo sottosistema
formato da ν vettori sia una base di V. Se

(2.2) g(vi) = λi f (vi), per 0 ≤ i ≤ ν,
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allora λi = λ0 per ogni 0 ≤ i ≤ ν e g = λ0· f .

Dimostrazione. Possiamo scrivere v0 come la somma di una combinazione
lineare degli elementi della base v1, . . . , vν :

v0 = k1v1 + · · · + kνvν.

Nessuno dei coefficienti ki può essere zero perché altrimenti una delle ν-ple di ele-
menti distinti di v0, . . . , vν sarebbe linearmente dipendente. Inoltre gli f (v1), . . . , f (vν)
sono linearmente indipendenti perché f è iniettiva. Abbiamo allora

λ0 f (v0) = λ0(k1 f (v1) + · · · + kν f (vν))
= g(v0) = k1λ1 f (v1) + · · · + kνλν f (vν).

Confrontando le due espressioni, otteniamo la tesi. �



CAPITOLO 16

Decomposizione di Gauss e matrici reali normali

1. La decomposizione di Gauss

Ritorniamo in questo paragrafo alle operazioni elementari sulle matrici descrit-
te nel §5 del Cap. 8. Le utilizziamo qui per ottenere una decomposizione canonica
per matrici quadrate, che si dice di Gauss od anche decomposizione LDU1.

Considereremo matrici quadrate di ordine n, con coefficienti in un anello R ,
commutativo e unitario.

Definizione 1.1. Sia A ∈ Mn(R ). Per ogni intero h = 1, . . . , n, chiamiamo
minore principale superiore di ordine h di A, ed indichiamo con ∆h(A), il determi-
nante della sottomatrice formata dalle sue prime h righe ed h colonne. Si conviene
di porre ∆0(A) = 1.

La A si dice regolare se ∆h(A) è invertibile in R per ogni h = 1, . . . , n.

Se R è un campo di scalari, la condizione di regolarità si esprime richiedendo
che ∆h(A) , 0 per ogni h.

Poiché ∆n(A) = det(A), le matrici regolari sono, in particolare, invertibili;
appartengono cioè al gruppo lineare GLn(R ).

Le matrici triangolari superiori e triangolari inferiori unipotenti formano due
sottogruppi, Tu+

n (R ) e Tu−n (R ), del gruppo lineare.

Definizione 1.2. Indichiamo con Tu+
n (R ) e Tu−n (R ) i sottogruppi di GLn(R )

Tu+
n (R ) =





1 a1,2 a1,3 . . . a1,n
0 1 a2,3 . . . a2,n
0 0 1 . . . a3,n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai, j ∈ R


(1.1)

Tu−n (R ) =





1 0 0 . . . 0
a2,1 1 0 . . . 0
a3,1 a3,2 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an,1 an,2 an,3 . . . 1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai, j ∈ R


(1.2)

1L sta per lower triangular, D per diagonal ed U per upper triangular.
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e con

Dn(R ) =





λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λi ∈ R ∗


(1.3)

il sottogruppo delle matrici diagonali con coefficienti in R ∗. Ricordiamo che R ∗ è
il gruppo moltiplicativo formato dagli elementi invertibili di R .

Lemma 1.1. Se A ∈ Mn(R ), M ∈ Tu−n (R ), N ∈ Tu+
n (R ), allora le matrici MAN

ed A hanno gli stessi minori principali superiori.

Dimostrazione. Le sottomatrici [A]m ed [AN]m, formate dalle prime m righe
e dalle prime m colonne di A e di AN, rispettivamente, hanno gli stessi determi-
nanti perché hanno uguale la prima colonna e le successive di [AN]m sono ottenute
dalle corrispondenti colonne di [A]m aggiungendovi una combinazione lineare del-
le precedenti. Le sottomatrici [AN]m ed [MAN]m formate dalle prime m righe e
dalle prime m colonne di AN e di MAN rispettivamente hanno gli stessi determi-
nanti perché hanno uguale la prima riga e le successive di [MAN]m sono ottenute
dalle corrispondenti righe di [AN]m aggiungendovi una combinazione lineare delle
precedenti. Abbiamo perciò ∆m(A) = ∆m(AN) = ∆m(MAN). �

Teorema 1.2 (Decomposizione di Gauss). Ogni A ∈ Mn(R ) regolare si decom-
pone in modo unico in un prodotto

(1.4) A = MDN, con M ∈ Tu−n (R ), N ∈ Tu+
n (R ), D ∈ Dn(R ),

di un’unipotente triangolare inferiore, una diagonale a coefficienti in R ∗ ed un’u-
nipotente triangolare superiore. Inoltre,

(1.5) D = diag(λ1, . . . , λn) con λi =
∆i(A)

∆i−1(A)
.

Dimostrazione. Per verificare l’unicità, cominciamo con l’osservare che D,
essendo diagonale ed avendo gli stessi minori principali superiori di A, è univoca-
mente determinata da (1.5). Se M,M1 ∈ Tu−n (R ) ed N,N1 ∈ Tu+

n (R ) soddisfano

A = M1DN1 = MDN, allora M−1
1 M = DN1N−1D−1 ed NN−1

1 = D−1M−1M1D.

Quindi M−1
1 M ed NN−1

1 , essendo unipotenti e contemporaneamente triangolari
superiori e inferiori, sono uguali all’identità: è perciò M1 = M ed N1 = N.

Dimostriamo ora l’esistenza della decomposizione. Possiamo riscrivere la
(1.4) nella forma D = M′AN′ con M′ = M−1 ∈ Tu−n (R ) ed N′ = N−1 ∈ Tu+

n (R ).
Infatti le unipotenti triangolari sia inferiori che superiori formano dei gruppi e quin-
di le inverse di M ed N sono ancora unipotenti e triangolari inferiori e superiori,
rispettivamente. Ragioniamo per induzione sull’ordine n della matrice. Se n = 1,
Tu−1 (R ) = {1}, Tu+

1 (R ) = {1}, ed una matrice regolare A di M1(R ) è semplicemente
un elemento di R ∗: la decomposizione si riduce a λ = 1 · λ · 1, per λ ∈ R ∗. Sup-
poniamo quindi n > 1 ed il teorema valido per matrici regolari di ordine inferiore
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ad n. La matrice A′ formata dalla prime (n − 1) righe e colonne della A è regolare
e quindi, per l’ipotesi induttiva, sono univocamente determinate M′ ∈ Tu−n−1(R ),
N′ ∈ Tu+

n−1(R ) e D′ ∈ Dn−1(R ) tali che D′ = M′A′N′. Abbiamo allora(
M′ 0
0 1

)
· A ·

(
N′ 0
0 1

)
=

(
D′ v
wᵀ a

)
, con

(
M′ 0
0 1

)
∈ Tu−n (R ),

(
N′ 0
0 1

)
∈ Tu+

n (R ),

v ,w ∈ R n−1, a ∈ R .

Poiché D′ è invertibile, possiamo scegliere u−, u+ ∈ R n−1 con D′u− + w = 0,
D′u+ + v = 0. Allora(

In−1 0
uᵀ− 1

) (
D′ v
wᵀ a

) (
In−1 u+

0 1

)
=

(
D′ 0
0 uᵀ−v + wᵀu+ + a

)
= D.

Ciò completa la dimostrazione. �

Osservazione 1.3. Possiamo indebolire l’ipotesi di regolarità nel teorema, ri-
chiedendo soltanto che ∆m(A) ∈ R ∗ per m < n.

Osservazione 1.4. È importante sottolineare come la decomposizione di Gauss
di una matrice regolare si calcoli utilizzando soltanto operazioni razionali, cioè
somme, differenze, prodotti e quozienti per elementi invertibili di R . Altri tipi di
decomposizione richiedono operazioni non razionali. Ad esempio, la decompo-
sizione di Gram-Schmidt, che ricaveremo nel §2, pur basandosi in larga misura
sulla decomposizione di Gauss, e quindi su operazioni razionali, richiede anche
l’estrazione della radice quadrata di numeri reali positivi.

2. Prodotto scalare reale e gruppo ortogonale

Il prodotto scalare su Rn (vedi §5 del Cap.14) è il2 prodotto interno

(2.1) Rn × Rn 3 (v ,w ) −→ v ∗ w B vᵀ·w ∈ R.

Abbiamo osservato che esso gode delle proprietà:

v ∗ w = w ∗ v (simmetria),(1) (λ1v1 + λ2v2) ∗ w = λ1(v1 ∗ w ) + λ2(v2 ∗ w )
v ∗ (λ1w1 + λ2w2) = λ1(v ∗ w1) + λ2(v ∗ w2)

(bilinearità),(2)

v ∗ v > 0, ∀v ∈ Rn \ {0} (positività),(3)

per ogni v ,w , v1, v2,w1,w2 ∈ R
n e λ1, λ2 ∈ R.

Indichiamo con ‖v‖ =
√

v ∗ v ≥ 0 la norma associata al prodotto scalare. La
norma verifica la diseguaglianza di Cauchy:

(2.2) |v ∗ w | ≤ ‖v‖ · ‖w‖, ∀v ,w ∈ Rn.

2Il prodotto scalare dei vettori v e v si indica anche con i simboli v ···w o (v |w ). Ho preferito qui
sostituire a “·” la stellina “∗” per distinguerlo, ad esempio, dal prodotto righe per colonne di matrici.
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Due vettori v ,w ∈ Rn si dicono ortogonali tra loro se v ∗w = 0 ed, in generale,
se sono non nulli, diciamo che formano tra loro un angolo θ ∈ [0, π] se

cos θ =
v ∗ w
‖v‖ · ‖w‖

.

Chiamiamo ortogonale un sistema di vettori ε1, . . . , εm con

(2.3) εi ∗ ε j = 0, ∀1 ≤ i , j ≤ m

ed ortonormale un sistema di vettori ortogonali ε1, . . . , εm che hanno tutti norma 1:

(2.4) εi ∗ ε j = δi, j, ∀1 ≤ i, j ≤ m,

ove il simbolo δi, j è la delta di Kronecker3, uguale ad uno quando i due indici sono
uguali ed a zero quando sono diversi.

Definizione 2.1. Il gruppo ortogonale di ordine n è il gruppo

(2.5) O(n) = {A ∈ Mn(R) | Aᵀ · A = In}.

Il gruppo speciale ortogonale, o delle rotazioni, di ordine n è il suo sottogruppo

(2.6) SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1}.

Le applicazioni ortogonali che non sono rotazioni si chiamano anche antirotazioni.

Proposizione 2.1. Una matrice A ∈ Mn(R) è ortogonale se e soltanto se le sue
colonne formano una base ortonormale di Rn. �

Il gruppo ortogonale si può definire in modo equivalente mediante

(2.7) O(n) = {A ∈ GLn(R) | A−1 = Aᵀ}.

Poiché la trasposta dell’inversa è l’inversa della trasposta, otteniamo

Proposizione 2.2. Una matrice A è ortogonale se e soltanto se la sua traspo-
sta è ortogonale. Una matrice A appartiene al gruppo speciale ortogonale se e
soltanto se la sua trasposta appartiene al gruppo speciale ortogonale. �

2.1. L’ortogonalizzazione di Gram-Schmidt. Un importante metodo di co-
struzione di basi ortonormali (o matrici ortogonali) è il processo di ortogonalizza-
zione di Gram-Schmidt4, che possiamo derivare dalla decomposizione di Gauss.

Lemma 2.3. Se A ∈ Rn×m, allora det(AᵀA) è non negativo e strettamente
positivo se e soltanto se A ha rango m.

3Leopold Kronecker (1823-1891), matematico e logico tedesco, considerato un precursore del-
l’intuizionismo. I suoi maggiori contributi riguardano la teoria dei numeri e lo studio delle funzioni
ellittiche.

4 Jørgen Pedersen Gram (1850-1916) matematico danese, ha contribuito allo sviluppo del me-
todo dei minimi quadrati, allo studio della distribuzione dei numeri primi e delle proprietà della
funzione zeta di Riemann; Erhard Schmidt (1876-1959), matematico tedesco attivo soprattutto nel
campo dell’analisi funzionale. Il metodo di ortogonalizzazione cui è stato attribuito il loro nome era
in realtà già noto a Cauchy e a Laplace.
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Dimostrazione. Utilizziamo la notazione Bi1,...,im
j1,..., jm

per indicare la sottomatrice
formata dalle righe i1, . . . , im e dalle colonne j1, . . . , jm di una matrice B.

Per la formula di Cauchy-Binet (Proposizione 2.13 del Cap.7), abbiamo

det(AᵀA) =
∑

1≤i1<···<im≤n
det([Aᵀ]1,...,m

i1,...,im
) det(Ai1,...,im

1,...,m ) =
∑

1≤i1<···<im≤n

(
det(Ai1,...,im

1,...,m )
)2
.

Quindi det(AᵀA) è non negativa perché somma di quadrati ed è strettamente po-
sitivo quando uno almeno degli addendi sia diverso da zero, cioè quando A ha
rango m. �

Corollario 2.4. Se A ∈ GLn(R), allora AᵀA è una matrice regolare con tutti i
minori principali superiori positivi.

Dimostrazione. Se scriviamo A = (a1, . . . , an) come una matrice di colonne,
allora ∆m(A) è il determinante di (a1, . . . , am)ᵀ·(a1, . . . , am) ed è quindi positivo per
il Lemma 2.3. �

Teorema 2.5. Data una qualsiasi base v1, . . . , vn di Rn, risulta univocamente
determinata una base ortonormale ε1, . . . , εn tale che

(2.8) εi ∈ 〈v1, . . . , vi〉 ed εi ∗ vi > 0, ∀i = 1, . . . , n.

Dimostrazione. La matrice A = (v1, . . . , vn)ᵀ·(v1, . . . , vn) è regolare con tutti i
minori principali superiori positivi. Posto λi =

√
∆i(A)/∆i−1(A) per i = 1, . . . , n, e

D = diag(λ1, . . . , λn), per il Teorema 1.2 abbiamo la decomposizione di Gauss

(v1, . . . , vn)ᵀ·(v1, . . . , vn) = M·D·D·N, con M ∈ Tu−n (R) ed N ∈ Tu+
n (R).

Trasponendo ambo i membri otteniamo

(v1, . . . , vn)ᵀ (v1, . . . , vn) = Nᵀ DD Mᵀ.

Poiché Nᵀ ∈ Tu−n (R) ed Mᵀ ∈ Tu+
n (R), per l’unicità della decomposizione di Gauss

è M = Nᵀ. Da

(v1, . . . , vn)ᵀ (v1, . . . , vn) = NᵀDᵀDN

ricaviamo che

(v1, . . . , vn)N−1D−1 = (ε1, . . . , εn) ∈ O(n).(2.9)

Le colonne ε1, . . . , εn sono i vettori di una base ortonormale con le proprietà ri-
chieste. Infatti εi ∈ 〈v1, . . . , vi〉 perché la matrice N−1D−1 è triangolare superiore.
Inoltre

(ε1, . . . , εn)−1(v1, . . . , vn) = (ε1, . . . , εn)ᵀ(v1, . . . , vn) = DN
e quindi εi ∗ vi = λi > 0.

Viceversa, una base ortonormale con le proprietà richieste è formata dalle co-
lonne di una matrice della forma (v1, . . . , vn)·N̄·D̄, con D̄ diagonale con autovalori
positivi ed N̄ ∈ Tu+

n (R). Allora

In = D̄·N̄ᵀ·(v1, . . . , vn)ᵀ·(v1, . . . , vn)·N̄·D̄⇔ (v1, . . . , vn)ᵀ·(v1, . . . , vn) = [N̄ᵀ]−1·D̄2·N̄−1.

Per l’unicità della decomposizione di Gauss, D̄ ed N̄, e quindi anche ε1, . . . , εn,
sono univocamente determinati. �
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Possiamo rileggere il processo di diagonalizzazione di Gram-Schmidt come
un teorema sulla struttura del gruppo lineare5. La (2.9) ci dà infatti il seguente
enunciato.

Teorema 2.6. Ogni elemento A del gruppo lineare GLn(R) si scrive in modo
unico come un prodotto

(2.10) A = KDN con K ∈ O(n), D ∈ D+
n (R), N ∈ Tu+

n (R),

dove abbiamo indicato con D+
n (R) il gruppo delle matrici diagonali con autovalori

positivi. �

3. Matrici reali conformi, simmetriche, antisimmetriche, normali

Definizione 3.1. Una matrice reale A ∈ Mn(R) si dice
conforme se AᵀA = c·In, per un numero reale c > 0; chiamiamo

√
c la

ragione di A;
simmetrica se Aᵀ = A;
antisimmetrica se Aᵀ = −A;
normale se [A, Aᵀ] = AAᵀ − AᵀA = 0.

Le matrici conformi, simmetriche ed antisimmetriche sono normali.
Ciò è immediato per le matrici simmetriche e antisimmetriche. Verifichiamolo

per le conformi. Una matrice conforme A è invertibile: da Aᵀ·A = c · In segue che
c−1Aᵀ è l’inversa di A. Allora

A (c−1Aᵀ) = c−1AAᵀ = In ⇔ A Aᵀ = c·In = AᵀA ⇒ [A, Aᵀ] = 0.

3.1. Alcune proprietà elementari delle matrici simmetriche, antisimme-
triche e normali.

Lemma 3.1. Siano A, B due matrici simmetriche. Allora A = B se e soltanto se

(3.1) v ∗ (A·v) = v ∗ (B·v) per ogni v ∈ Rn.

Dimostrazione. La condizione è senz’altro necessaria. Dimostriamo la suffi-
cienza. Sia T = A−B. Allora T = (ti, j) è una matrice simmetrica per cui v ∗ (T ·v) =

0 per ogni v ∈ Rn e dobbiamo dimostrare che T = 0. Ricordando che per la sim-
metria è v ∗ (T ·w ) = w ∗ (T ·v) per ogni coppia di vettori v ,w ∈ Rn, otteniamo
che

0 = (v + w ) ∗ [T ·(v + w )] = v ∗ (T ·v) + w ∗ (T ·w ) + v ∗ (T ·w ) + w ∗ (T ·v)

= 2 · v ∗ (T ·w ), ∀v ,w ∈ Rn.

Poiché ti, j = ei ∗ (T ·e j), da questa segue che T = 0. �

Proposizione 3.2. Una matrice A ∈ Mn(R) è normale se, e soltanto se,

(3.2) ‖ A · v ‖ = ‖ Aᵀ · v ‖, ∀v ∈ Rn.

5Questo teorema descrive la decomposizione di Iwasawa del gruppo lineare reale.
Kenkichi Iwasawa (1917-1998), matematico giapponese cui si devono importanti contributi alla

teoria algebrica dei numeri, ha generalizzato questo tipo di decomposizione a una vasta classe di
gruppi di Lie.
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Dimostrazione. La (3.2) è equivalente alla

(∗) (Aᵀ·A·v) ∗ v = (A·Aᵀ·v) ∗ v , ∀v ∈ Rn.

Poiché le matrici A·Aᵀ ed Aᵀ·A sono entrambe simmetriche, per il Lemma 3.1
questa implica che A·Aᵀ = Aᵀ·A, cioè che A è normale. Chiaramente, se A è
normale vale la (∗) e quindi la (3.2). �

Lemma 3.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché A ∈ Mn(R) sia anti-
simmetrica è che

(3.3) vᵀ·A·v = v ∗ (A·v) = 0, ∀v ∈ Rn.

Dimostrazione. Osserviamo che, per ogni A ∈ Mn(R), è

vᵀ·A·v = (Aᵀ·v)ᵀ · v = vᵀ·Aᵀ·v , ∀v ∈ Rn.

Quindi, dalla (3.3) segue che la matrice simmetrica A+Aᵀ soddisfa la
v ∗ [(A+Aᵀ)·v] = 0 per ogni v ∈ Rn

e quindi è nulla per il Lemma 3.1. �

3.2. Semisemplicità delle matrici normali.

Lemma 3.4. Se A è una matrice simmetrica, o antisimmetrica, di Mn(R) e V un
sottospazio A-invariante di Rn, allora anche il sottospazio V⊥ è A-invariante.

Dimostrazione. Infatti, se Aᵀ = ±A, allora, per ogni coppia di vettori v ,w
di Rn, è v∗(A·w ) = vᵀ·A·w = ±vᵀ·Aᵀ·w = ±(A·v)ᵀ·w = ±(A·v)∗w , ∀v ,w ∈ Rn.

Quindi, se w è ortogonale ad Av , allora Aw è ortogonale a v e questo ci dice
che, se V è A-invariante, allora anche V⊥ è A-invariante. �

Corollario 3.5. Ogni matrice A di Mn(R) che sia simmetrica o antisimmetri-
ca è semisemplice ed ogni sotto-A-modulo W di Rn si decompone in una somma
diretta

W = W1 ⊕ · · · ⊕Wk

di sotto-A-moduli irriducibili, due a due ortogonali tra loro.

Dimostrazione. Basta dimostrare che ogni sottospazio A-invariante W è som-
ma diretta ortogonale di sotto-A-moduli irriducibili. Ragioniamo per ricorrenza
sulla dimensione m di W. L’affermazione è banalmente vera se dimR(W) ≤ 1. Se
m > 1 e sappiamo che la decomposizione è possibile per sottospazi A-invarianti di
dimensione inferiore, fissiamo un sottospazio A-invariante irriducibile W1 di W di
dimensione positiva. Per il Lemma 3.4, W′ = W⊥1 ∩W è un complemento ortogona-
le A-invariante di W1 in W che ha dimensione minore di m e si decompone quindi,
per l’ipotesi induttiva, in una somma diretta W′ = W2 ⊕ · · · ⊕Wk di sottospazi A-
invarianti irriducibili e due a due ortogonali tra loro. Allora W = W1⊕W2⊕· · ·⊕Wk
è una decomposizione ortogonale di W in somma diretta di sottospazi A-invarianti
irriducibili due a due ortogonali tra loro. La dimostrazione è completa. �

Proposizione 3.6. Le matrici reali normali sono semisemplici.
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Dimostrazione. Ogni matrice A di Mn(R) si scrive (in modo unico) come
somma

A = 1
2 (A + Aᵀ) + 1

2 (A − Aᵀ) = As + Aa

di una simmetrica e di un’antisimmetrica. La condizione che A ed Aᵀ commutino
è equivalente al fatto che commutino tra loro le parti simmetrica e antisimmetrica.
Infatti

[Aa, As] = 1
4 [A−Aᵀ, A+Aᵀ] = 1

2 [A, Aᵀ].
Per il Lemma 3.5, le matrici As ed Aa sono semisemplici. Poiché per l’ipote-
si di normalità commutano tra loro, la loro somma A è semisemplice6 (vedi la
Proposizione 2.1 del Cap.11). �

3.3. Autovalori e autovettori di matrici simmetriche, antisimmetriche, con-
formi, normali.

Proposizione 3.7. (1) Tutti gli autovalori in campo complesso di una ma-
trice conforme hanno lo stesso modulo, uguale alla sua ragione; gli au-
tovettori complessi corrispondenti ad autovalori non reali hanno parti
reale ed immaginaria ortogonali e della stessa norma;

(2) le matrici simmetriche sono diagonalizzabili su R;
(3) quelle antisimmetriche hanno in campo complesso autovalori puramente

immaginari; gli autovettori complessi corrispondenti ad autovalori non
nulli hanno parti reale ed immaginaria ortogonali e della stessa norma.

Dimostrazione. Siano A ∈ Mn(R) e z = u + i v , con u, v ∈ Rn un suo au-
tovettore in Cn, relativo all’autovalore complesso λ = α + i β, con α, β ∈ R.
Allora

Az = λ z⇐⇒

Au = α u − β v ,
Av = β u + α v ,

cioè A · (u, v) = (u, v) ·
(
α β

−β α

)
.

(1) Sia A conforme di ragione r > 0. Poiché ‖Av‖ = r·‖v‖ e ‖Aw‖ = r·‖w‖ ed
(Av) · (Aw ) = r2 v · w , otteniamo

r2‖v‖2 = α2‖v‖2 + β2‖w‖2 − 2αβ(v · w ),
r2‖w‖2 = β2‖v‖2 + α2‖w‖2 + 2αβ(v · w ),
r2(v · w ) = αβ(‖v‖2 − ‖w‖2) + (α2 − β2)(v · w ),

(∗)

⇒ r2(‖v‖2+‖w‖2) = (α2+β2)(‖v‖2+‖w‖2).

Quindi |λ|2 = α2 + β2 = r2, perché (‖v‖2+‖w‖2) > 0.
Supponiamo sia β , 0. Se α = 0, allora β = ±i r ed otteniamo subito che

v · w = 0 e ‖v‖2 = ‖w‖2. Se αβ , 0, utilizzando il fatto che α2 + β2 = r2 > 0,
ricaviamo dalle (∗)β(‖w‖2 − ‖v‖2) − 2α (v · w ) = 0

α (‖w‖2 − ‖v‖2) + 2β (v · w ) = 0,
⇔

(
β −α

α β

) (
‖w‖2 − ‖v‖2

2 (v · w )

)
=

(
0
0

)
e questo implica che v · w = 0 e ‖v‖ = ‖w‖.

6Vedi anche la dimostrazione della Proposizione 3.10.
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(2) Se A è simmetrica, allora

(Au) · v = (αu − βv) · v = α (u · v) − β ‖v‖2

= u · (Av) = u · (βu + αv) = β ‖u‖2 + α (u · v).

Confrontando le due espressioni troviamo che β (‖u‖2 + ‖v‖2) = 0. Quindi β = 0 e
l’autovalore λ = α è reale.

(3) Se A è antisimmetrica, allora (per il Lemma 3.4)

0 = (Au) · u = (αu − βv) · u = α ‖u‖2 − β (u · v),

0 = (Av) · v = (βu + αv) · v = β (u · v) + α ‖v‖2.

Sommando membro a membro troviamo che α (‖u‖2 + ‖v‖2) = 0. Quindi α = 0,
λ = i β è puramente immaginario ed u·v = 0, cioè la parte reale e la parte immagi-
naria dell’autovettore complesso sono perpendicolari tra loro. Infine, da (Au) · v =

−u · (Av) otteniamo che β‖v‖2 = β‖u‖2, cioè ‖u‖ = ‖v‖. �

Proposizione 3.8. Una matrice reale simmetrica ammette una base ortonor-
male di autovettori.

Dimostrazione. Sia A ∈ Mn(R) una matrice reale simmetrica. Per il Corol-
lario 3.5 e la Proposizione 3.7, la A è diagonalizzabile su R e quindi abbiamo la
decomposizione spettrale

(3.4) Rn = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm ,

ove λ1, . . . , λm ∈ R sono gli autovalori distinti di A. Se vi ∈ Vλi e v j ∈ Vλ j con i , j,
allora

λi(vi · v j) = (Avi) · v j = vᵀi Aᵀv j = vᵀi Av j = λ j(vi · v j) ⇒ vi · v j = 0.

Quindi autospazi corrispondenti ad autovettori distinti sono tra loro ortogonali. Si
ottiene perciò una base ortonormale di autovettori di A mettendo insieme i vettori
di basi ortonormali di ciascun autospazio Vλ1 , . . . ,Vλm . �

Corollario 3.9. Se A ∈ Mn(R) è una matrice reale simmetrica, allora possia-
mo trovare una matrice ortogonale u ∈ O(n) tale che

(3.5) u−1 · A · u = uᵀ · A · u = diag(λ1, . . . , λn),

ove λ1, . . . , λn sono gli autovalori reali (ripetuti con la loro molteplicità) di A. �

Proposizione 3.10. Se A ∈ Mn(R) è una matrice normale, allora ogni sotto-A-
modulo W di Rn si può decomporre in una somma diretta si sottospazi A-invarianti
irriducibili, due a due ortogonali tra loro:

(3.6) W = W1 ⊕ · · ·Wk con Wi ⊥ W j per i , j, e dimR(Wi) ≤ 2.

Dimostrazione. Sia (3.4) la decomposizione di Rn nella somma diretta degli
autospazi della sua parte simmetrica As = 1

2 (Aᵀ + A). Allora W = Wλ1 ⊕ · · · ⊕Wλm ,

con Wλi = Vλi∩W. Poiché la sua parte antisimmetrica Aa = 1
2 (A−Aᵀ) commuta con

As, i sottospazi Wλi sono anche Aa-invarianti. Per il Corollario 3.5, ciascun Wλi è
somma diretta di sottospazi Aa-invarianti irriducibili, due a due ortogonali tra loro.
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Ciascuno di essi è anche A-irriducibile, ed otteniamo cosı̀ una decomposizione
(3.6) di W in una somma diretta ortogonale di sottospazi A-invarianti irriducibili,
che hanno dimensione minore o uguale a due, perché i polinomi reali irriducibili
hanno grado minore o uguale a due. �

Osservazione 3.11. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice
A ∈ Mn(R) sia normale, è che Aᵀ ∈ R[A].

La condizione è ovviamente sufficiente, perché A commuta con tutte le matrici
di R[A]. Verifichiamo la necessità. Siano λ1, . . . , λm gli autovalori distinti, in C,
di A e consideriamo l’unico polinomio f (x), di grado minore di m, per cui sia
f (λi) = λi per ogni i = 1, . . . ,m. Esso è descritto da

f (x) =
∑

f (x) =
∑m

i=1
λi·

(∏
j,i

(λi − λ j)
)−1
·
∏

j,i
(x − λ j).

Poiché l’insieme degli autovalori complessi di A è invariante rispetto al coniugio,
se f̄ (x) è il polinomio i cui coefficienti sono i coniugati di quelli di f , risulta ancora
f̄ (λi) = λi per 1 ≤ i ≤ m e quindi f (x) = f̄ (x) è un polinomio reale. Se λi è un
autovalore reale, allora L f (A) è l’identità su Vλi . Se λi = αi + iβi, con αi, βi ∈ R,
allora in una base ortonormale di Wi = (Vλi ⊕Vλ̄i

)∩Rn, la restrizione della A a W è
rappresentata da una matrice diagonale a blocchi Di = diag([λi]2, . . . , [λi]2), (vedi
§10 del Cap.11) con

[λi]2 =

(
αi −βi
βi αi

)
e la restrizione di f (A) a Wi è 2·αi·IWi−Di. Da ciò segue che f (A) = Aᵀ.

Osservazione 3.12. Osserviamo che

[X,Y]ᵀ = (XY − YX)ᵀ = YᵀXᵀ − XᵀYᵀ

=

−[X,Y], se X,Y sono entrambe o simmetriche, o antisimmetriche,
[X,Y], se X,Y sono l’una simmetrica, l’altra antisimmetrica.

In particolare, le matrici antisimmetriche formano uno spazio vettoriale ed
un’algebra di Lie rispetto al prodotto di commutazione, che indicheremo con con
o(n).

Anche le matrici simmetriche formano un sottospazio vettoriale che indichia-
mo con pn(R), ed è un’algebra di Jordan7 con il prodotto

A • B = 1
2 (A · B + B · A), ∀A, B ∈ pn(R).

Osserviamo inoltre che o(n) è invariante per l’azione aggiunta del gruppo ortogo-
nale: per ogni X ∈ o(n) ed u ∈ O(n), è adu(X) = u · X · u−1 ∈ o(n) ed inoltre
adu([X,Y]) = [ad(u)(X), ad(u)(Y)].

L’azione aggiunta del gruppo ortogonale su Mn(R) è descritta da

(3.7) O(n) ×Mn(R) 3 (u, X) −→ Adu(X) := u · X · u−1 = u · X · uᵀ ∈ Mn(R).

7Ernst Pascual Jordan (1902-1980), fisico tedesco, cui si devono significativi contributi alla
teoria quantistica, in particolare alla meccanica matriciale ed alla formulazione delle relazioni di
anticommutazione dei fermioni. Le algebre di Jordan furono introdotte per studiare la struttura
algebrica degli osservabili.
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Sia o(n) che pn(R) sono invarianti per l’azione aggiunta di O(n), che preserva sia il
prodotto di commutazione di o(n) che il prodotto di Jordan di pn(R).

L’azione aggiunta di o(n) su Mn(R) è invece descritta da

(3.8) o(n) ×Mn(R) 3 (X,Y) −→ adX(Y) := [X,Y] = X·Y − Y ·X ∈ Mn(R).

Sia o(n) che pn(R) sono invarianti per l’azione aggiunta di o(n), che agisce come
un’algebra di derivazioni sia sull’algebra di Lie o(n) che sull’algebra di Jordan
pn(R). Ciò significa che per le derivate dei prodotti valgono le identità di Leibnitz:

adX([A, B]) = [adX(A), B] + [A, adX(B)], ∀X, A, B ∈ o(n),
adX(A • B) = (adX(A)) • B + A • (adX(B)), ∀X ∈ o(n), ∀A, B ∈ pn(R).

4. Struttura delle trasformazioni ortogonali

Le trasformazioni ortogonali sono particolari trasformazioni normali. Sono
quindi semisemplici e si decompongono, per la Proposizione 3.10, in una somma
diretta di trasformazioni ortogonali che agiscono su sottospazi invarianti, due a due
ortogonali tra loro, di dimensione minore o uguale a due.

Poiché le trasformazioni ortogonali sono le trasformazioni conformi di ragione
1, dalla Proposizione 3.7 abbiamo:

Lemma 4.1. Gli autovalori complessi di una matrice ortogonale hanno tutti
modulo 1. Le parti reale ed immaginaria di un autovettore relativo ad un autova-
lore non reale sono ortogonali tra loro ed hanno la stessa norma. �

Per la semisemplicità, tutti gli autovalori (reali e complessi) di A hanno le
stesse molteplicità algebriche e geometriche. I possibili autovalori reali di una
trasformazione ortogonale sono ±1.

Notazione 4.2. Se A ∈ O(n), chiameremo

V1(A) = {v ∈ Rn | Av = v} il suo luogo di punti fissi,

V−1(A) = {v ∈ Rn | Av = −v} il suo luogo di punti riflessi.

Lemma 4.3. (1) Ogni A ∈ O(n) \ SO(n) ha autovalore (−1), con molte-
plicità (geometrica ed algebrica) dispari.

(2) Se A ∈ SO(n), ed n è dispari, allora (+1) è un autovalore di A con molte-
plicità (algebrica e geometrica) dispari. Se n è pari, (+1) può non essere
un autovalore di A, ma, nel caso lo sia, la sua molteplicità (geometrica
ed algebrica) è pari.

(3) Se una A ∈ SO(n) ha autovalore (−1), allora la sua molteplicità (alge-
brica e geometrica) è pari.

Dimostrazione. Gli autovalori di una A ∈ O(n) sono o reali ed uguali a ±1,
oppure compaiono a coppie di complessi coniugati distinti, λ, λ̄ con λλ̄ = |λ|2 =

1. Siano λ1, . . . , λn gli autovalori di A in campo complesso, ripetuti con la loro
molteplicità. Se det(A) = λ1 · · · λn = −1, allora ci sono un numero dispari, e quindi
diverso da zero, di autovalori (−1).
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Supponiamo ora che A ∈ SO(n). Se n è dispari, A ha necessariamente un
numero dispari di autovalori reali uguali a ±1 e di questi un numero pari uguali a
(−1) e quindi un numero dispari, e quindi diverso da zero, uguali a (+1). Se n è
pari, possono non esserci autovalori reali, ma, nel caso ve ne siano, essi saranno in
numero pari. Poiché (−1) non può essere autovalore con molteplicità dispari, (+1),
se è autovalore, deve avere molteplicità pari. �

4.1. Simmetrie vettoriali e rotazioni piane.

Definizione 4.1. Si dice simmetria elementare, o vettoriale una trasformazione
ortogonale che abbia un iperpiano come luogo di punti fissi.

Si dice rotazione piana una trasformazione ortogonale che abbia come luogo
di punti fissi un sottospazio di codimensione due.

Mostreremo nel seguito che ogni trasformazione ortogonale è la composizio-
ne di simmetrie elementari e rotazioni piane che commutano a due a due tra lo-
ro. Cominciamo con l’esaminare la struttura di queste particolari trasformazioni
ortogonali.

Lemma 4.4. Se s ∈ O(n) è una simmetria elementare, allora V−1(s) ha dimen-
sione uno e per ogni elemento non nullo w di V−1 è

(4.1) s(v) = sw (v) = v − 2 ·
v · w
‖w‖2

w , ∀v ∈ Rn.

Le rotazioni piane ρ sono tutte e sole le composizioni

(4.2) ρ = sw1 ◦ sw2

di simmetrie elementari rispetto a vettori w1,w2 linearmente indipendenti.

Osserviamo che l’applicazione definita dalla (4.1) è una simmetria, cioè
s2

w = sw ◦ sw = In.

Dimostrazione. Sia s ∈ O(n) una simmetria elementare. Poiché il suo luogo
di punti fissi V1(s) ha dimensione (n − 1), il suo ortogonale V⊥1 (s) è un sottospazio
s-invariante di dimensione uno e quindi è generato da un autovettore w di s. Il
corrispondente autovalore è reale e quindi uguale a ±1. Non può essere uguale ad
1 perché w non appartiene a V1. È quindi V⊥1 (s) = V−1(s) ed s(w ) = −w , s(v) = v
se v ∈ V1 = w⊥ e dunque la s è definita dalla (4.1).

Una rotazione piana ρ è un elemento di SO(n). Infatti, avendo l’autovalore 1
molteplicità (n−2), essa può avere o l’autovalore (−1) con molteplicità due, oppure
una coppia di autovalori non reali coniugati, λ, λ̄, con |λ|2 = 1.

Sia w1 un vettore non nullo di V⊥1 . Allora sw1 ◦ρ ha determinante (−1) e quindi
il suo luogo di punti fissi, che contiene V1(s), ha codimensione 1 ed sw1◦ρ = sw2 per
un vettore w2 ortogonale a V1(sw1 ◦ρ) ⊃ V1(s).Otteniamo allora ρ = sw1 ◦ sw2 e w1 e
w2 devono essere linearmente indipendenti perché altrimenti la loro composizione
darebbe l’identità. �

Mostriamo ora che ogni trasformazione ortogonale è composizione di simme-
trie elementari.
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Proposizione 4.5. Ogni trasformazione ortogonale A ∈ O(n) si può rappresen-
tare come prodotto di composizione di k simmetrie elementari, ove k è la codimen-
sione del suo sottospazio di punti fissi V1(A) = {v ∈ Rn | Av = v}.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.10 possiamo decomporreRn in una som-
ma diretta di sottospazi A-invarianti irriducibili, due a due ortogonali tra loro

Rn = W1 ⊕ · · · ⊕Wm,

con 1 ≤ dim Wi ≤ 2. Su ciascuno di essi A è o la moltiplicazione per ±1, se il
sottospazio ha dimensione 1, oppure una rotazione piana diversa dall’identità, se
dim Wi = 2. L’applicazione Li, uguale su Wi alla restrizione di LA ed all’identità
su W⊥i , è o l’identità, o una simmetria elementare, o una rotazione piana, che scri-
viamo come prodotto di composizione di due simmetrie elementari. Poiché le Li
commutano tra loro, otteniamo la tesi, perché le simmetrie che dobbiamo com-
porre per ottenere le Li sono 0 se Wi ⊆ V1(A), 1 se Wi ⊆ V−1(A), due quando
dim Wi = 2. �

Osserviamo che una simmetria piana, uguale cioè alla simmetria rispetto al-
l’origine su un 2-piano e con luogo di punti fissi V⊥, si può considerare come
una rotazione piana di angolo π. Otteniamo quindi immediatamente la seguente
proposizione.

Proposizione 4.6. Ogni rotazione di Rn è una composizione di rotazioni piane
su piani due a due ortogonali tra loro.

Ogni anti-rotazione di Rn è ottenuta componendo una simmetria vettoriale con
rotazioni piane di piani due a due ortogonali tra loro ed ortogonali al vettore della
simmetria. �

Esplicitamo in particolare la classificazione delle trasformazioni ortogonali del
piano e dello spazio ordinario.

Trasformazioni ortogonali del piano R2. Le colonne di una matrice A di
O(2) sono formate da due vettori di norma 1, ortogonali l’uno all’altro. Due nume-
ri reali a, b con a2 + b2 = 1 sono le coordinate di un punto della circonferenza S1 e
si possono parametrizzare con a = cos θ, b = sin θ. I vettori di norma 1 perpendi-
colari ad (a, b)ᵀ sono o (−b, a)ᵀ o il suo opposto (b,−a)ᵀ. Abbiamo quindi le due
possibilità:

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(rotazione di angolo θ),

S θ/2 =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
(simmetria di vettore

(
sin(θ/2)
− cos(θ/2)

)
).

La retta 〈(cos(θ/2), sin(θ/2))ᵀ〉 i cui vettori sono lasciati fissi dalla S θ/2 si dice il
suo asse di simmetria.
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Trasformazioni ortogonali dello spazio R3. Una matrice A ∈ SO(3) ha sem-
pre l’autovalore 1, con le stesse molteplicità algebrica e geometrica, uguali ad uno
o a tre. La A può quindi avere:

• il solo autovalore reale 1, con molteplicità algebrica e geometrica tre, ed
allora è l’identità;
• tre autovalori reali (uguali a ±1), e quindi uno uguale ad 1 e gli altri due

uguali a (−1); diciamo in questo caso che A rappresenta una rotazione di
angolo π, ovvero una simmetria assiale.
• l’autovalore reale 1 e due complessi coniugati λ, λ̄ distinti, con |λ| = |λ̄| = 1.

Gli autovalori complessi sono uguali ad exp(±iθ), con un numero reale
θ che possiamo scegliere nell’intervallo (0, π), e che chiamiamo angolo
della rotazione.

L’autospazio V1 dell’autovalore 1 di una A ∈ SO(3) si dice il suo asse di rotazione,
o anche, nel caso di una rotazione di un angolo piatto, il suo asse di simmetria.

Una matrice A ∈ O(3) \ SO(3) rappresenta un’anti-rotazione. La sua opposta
(−A) è la matrice di una rotazione. Si possono allora avere i tre casi

• ha tre autovalori reali, tutti uguali a (−1): la A = −I3 rappresenta la
simmetria rispetto all’origine;
• ha tre autovalori reali, uno uguale a (−1) e gli altri due uguali ad 1. Allora

A rappresenta la simmetria di vettore v ∈ V−1, ovvero rispetto al piano V1
dei vettori lasciati fissi;
• ha un autovalore (−1) e due autovalori complessi coniugati exp(±iθ), con

0 < θ < π. Allora la A rappresenta una trasformazione che si può pensare
come una rotazione di angolo (π − θ) intorno all’asse V−1, composta con
la simmetria di vettore v ∈ V−1. La chiamiamo un’anti-rotazione intorno
all’asse V−1, di angolo θ.

5. Proiezioni e simmetrie ortogonali

Ricordiamo che le proiezioni sono le trasformazioni lineari π di uno spazio
vettoriale V in sé che soddisfano π2 = π ◦ π = π. Sono applicazioni semisemplici
diagonalizzabili, per cui V si decompone in una somma diretta V = V1(π) ⊕ V0(π)
dell’autospazio dei punti fissi e del nucleo di π.

Definizione 5.1. Dato un sottospazio vettoriale V di Rn, chiamiamo proiezione
ortogonale su V la proiezione πV di Rn in sé per cui ker(πV ) = V⊥.

Sia (v1, . . . , vm) la matrice corrispondente ad una base di V. La proiezione orto-
gonale su V di un vettore w di Rn è un vettore w ′ = (v1, . . . , vm)Y, per un Y ∈ Rm,
per cui valga la

(v1, . . . , vm)ᵀ(w − w ′) = 0⇐⇒ (v1, . . . , vm)ᵀw = (v1, . . . , vm)ᵀ · (v1, . . . , vm)Y,

quindi

w ′ = πV (w ) = (v1, . . . , vm)[(v1, . . . , vm)ᵀ · (v1, . . . , vm)]−1(v1, . . . , vm)ᵀw .(5.1)

Questa formula si semplifica nel caso in cui si scelga una base ortonormale di V.
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Lemma 5.1. Se ε1, . . . , εm è una base ortonormale del sottospazio V di Rn,
allora

(5.2) π(v) = (ε1, . . . , εm)(ε1, . . . , εm)ᵀv , ∀v ∈ Rn.

Dimostrazione. La (5.2) segue dalla (5.1) e dal fatto che
(ε1, . . . , εm)ᵀ · (ε1, . . . , εm) = Im. �

Se V ha dimensione 1 ed ε un vettore non nullo di V, allora ε/‖ε‖ è una sua
base ortonormale di V e l’equazione della proiezione è

(5.3) π〈ε〉(v) =
v · ε
‖ε‖2

ε, ∀v ∈ Rn.

La (In − πV ) è la proiezione ortogonale su V⊥. In particolare, la proiezione
sull’iperpiano ortogonale ad ε è

(5.4) π〈ε〉⊥(v) = v −
v · ε
‖ε‖2

ε, ∀v ∈ Rn.

Ricordiamo che si chiamano simmetrie gli endomorfismi lineari il cui quadrato
è l’identità. Se A ∈ Mn(R) ed A2 = In, allora Rn si decompone nella somma diretta
V1(A) ⊕ V−1(A) degli autospazi corrispondenti agli autovalori ±1.

Definizione 5.2. Chiamiamo simmetria ortogonale una trasformazione di Rn

in sé che sia al tempo stesso una simmetria ed una trasformazione ortogonale.

Condizione necessaria e sufficiente affinché una simmetria sia ortogonale è che
i suoi autospazi V±1 siano l’uno l’ortogonale dell’altro.

Simmetrie e proiezioni sono collegate in modo ovvio: se πV ed sV sono la pro-
iezione ortogonale su V ed sV la simmetria che ha V come sottospazio dei vettori
riflessi, allora

(5.5) sV (v) = v − 2 · πV (v), ∀v ∈ Rn.

Da questa osservazione ricaviamo una formula esplicita per le simmetrie ortogo-
nali:

Lemma 5.2. Se ε1, . . . , εm è una base ortonormale di un sottospazio V di Rn,
allora la simmetria ortogonale che riflette i vettori di V è la

(5.6) sV (v) = v − 2 · (ε1, . . . , εm)(ε1, . . . , εm)ᵀv , ∀v ∈ Rn. �

Osservazione 5.3. Le (5.2) e (5.6) si possono scrivere, utilizzando una base
ortogonale ε1, . . . , εm di V, anche nella forma

πV (v) =
(v · ε1)
‖ε1‖2

ε1 + · · · +
(v · εm)
‖εm‖

2 εm,(5.7)

sV (v) = v − 2
(v · ε1)
‖ε1‖2

ε1 − · · · − 2
(v · εm)
‖εm‖

2 εm.(5.8)

Esempio 5.1. Troviamo la matrice che rappresenta la simmetria di vettore e =

(1, 1, 1)ᵀ in R3. Osserviamo che ei · e = 1 per i = 1, 2, 3 e ‖e‖2 = 3. Abbiamo perciò

se(ei) = ei −
2
3 e, per i = 1, 2, 3
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e quindi la matrice cercata è la

A =


1
3 − 2

3 − 2
3

− 2
3

1
3 − 2

3

− 2
3 − 2

3
1
3

 =
1
3

 1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1

 .
Esempio 5.2. Calcoliamo le matrici della proiezione ortogonale su V e della

simmetria di spazio di vettori riflessi V in R4, ove il sottospazio V è definito da

V = {x1 + x2 = x3 + x4} ∩ {x1 = 2x3 − x4}.

Una base di V è data dai vettori v1 = (1, 1, 1, 1) e v2 = (1,−2, 0,−1). Calcoliamo la
proiezione ortogonale su V. Utilizziamo la (5.1). Abbiamo

M =

(
1 1 1 1
1 −2 0 −1

) 
1 1
1 −2
1 0
1 −1

 =

(
4 −2
−2 6

)
, M−1 =

1
20

(
6 2
2 4

)
=

1
10

(
3 1
1 2

)
.

Otteniamo quindi

[πV ] =
1
10


1 1
1 −2
1 0
1 −1


(
3 1
1 2

) (
1 1 1 1
1 −2 0 −1

)
=

1
10


7 −2 4 1
−2 7 1 4
4 1 3 2
1 4 2 3

 .
La corrispondente simmetria ha matrice

[sV ] = I4 −
1
5


7 −2 4 1
−2 7 1 4
4 1 3 2
1 4 2 3

 =
1
5


−2 2 −4 −1
2 −2 −1 −4
−4 −1 2 −2
−1 −4 −2 2

 .



CAPITOLO 17

Congruenza di matrici reali e complesse

1. Forme bilineari e quadratiche reali

Definizione 1.1. Ad una matrice A ∈ Mn(R) associamo la

forma bilinerare bA : Rn × Rn 3 (v ,w ) −→ vᵀ·A·w ∈ R

e la forma quadratica qA : Rn 3 v −→ qA(v) = vᵀ·A·v ∈ R.

Lemma 1.1. Sia A ∈ Mn(R). Valgono le

b̌A(v ,w ) B bA(w , v) = bAᵀ(v ,w ) e qA(v) = qAᵀ(v), ∀v ,w ∈ Rn.

Dimostrazione. Infatti, poiché vᵀ·A·w è un numero, è uguale al suo trasposto
wᵀ·Aᵀ·v , che per definizione è uguale a bAᵀ(w , v). �

I valori bA(ei, e j) che la forma bilineare associata assume sulla coppia di ele-
menti ei, e j della base canonica di Rn sono i coefficienti ai, j della matrice A. In
particolare, la forma bilineare associata determina univocamente la matrice A.

Proposizione 1.2. Sia A ∈ Mn(R).
(1) Condizione necessaria e sufficiente affinché sia

(1.1) bA(v ,w ) = bA(w , v), ∀v ,w ∈ Rn

è che A sia una matrice simmetrica.
(2) Sono equivalenti:

(a) A è antisimmetrica;
(b) bA(v ,w ) = −bA(w , v) per ogni v ,w ∈ Rn;
(c) qA(v) = 0 per ogni v ∈ Rn.

Dimostrazione. Per il Lemma 1.1 vale (1) ed, osservando che b−A=−bA, l’e-
quivalenza (a)⇔(b) in (2).

Se A è antisimmetrica qA(v) = qAᵀ(v) = −qA(v) per ogni v di Rn ci dice che
vale (c). Viceversa, se vale (c), allora

0 = bA(v+w , v+w ) = bA(v , v)+bA(v ,w )+bA(w , v)+bA(w ,w ) = bA(v ,w )+bA(w , v)
=⇒ bA(v ,w ) = −bA(w , v).

perché bA(v , v) = 0 e bA(w ,w ) = 0. Ciò dimostra che (c)⇒(b), completando la
prova dell’equivalenza delle tre condizioni. �

Definizione 1.2. Chiamiamo simmetrica (risp. antisimmetrica) una forma bi-
lineare associata ad una matrice simmetrica (risp. antisimmetrica).

325
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Una matrice quadrata reale A ∈ Mn(R) si può decomporre in modo unico nella
somma della sua parte simmetrica As = 1

2 (A + Aᵀ) e della sua parte atisimmetrica
Aa = 1

2 (A − Aᵀ). Abbiamo

bAs = 1
2 (bA + bAᵀ), bAa = 1

2 (bA − bAᵀ), e qAs = qA.

Una matrice simmetrica è completamente determinata dalla forma quadratica as-
sociata. Vale infatti il

Lemma 1.3. Se A ∈ Mn(R) è simmetrica, allora

(1.2) bA(v ,w ) = 1
4 (qA(v + w ) − qA(v − w )), ∀v ,w ∈ Rn.

Dimostrazione. Abbiamo infatti, per la simmetria di A,

qA(v + w ) = bA(v + w , v + w ) = bA(v , v) + 2bA(v ,w ) + bA(w ,w ),
qA(v − w ) = bA(v + w , v + w ) = bA(v , v) − 2bA(v ,w ) + bA(w ,w ),

da cui, sottraendo membro a membro, otteniamo la formula cercata. �

Formule come la (1.2), che ci permettono di ricavare la forma bilineare sim-
metrica dalla forma quadratica, si dicono di polarizzazione. Un’altra formula di
polarizzazione è, ad esempio, la

(1.3) bA(v ,w ) = 1
2 (qA(v + w ) − qA(v) − qA(w )) (A simmetrica).

Osservazione 1.4. Il termine polarizzazione ci rimanda alla geometria proietti-
va delle quadriche. Queste sono definite come luoghi di zeri di forme quadratiche.
Le forme bilineari associate si utilizzano per definire una corrispondenza tra punti
e iperpiani che estende quella tra i punti della quadrica e gli iperpiani tangenti che
li contengono (e che si dice polarità rispetto alla quadrica).

Definizione 1.3. Chiamiamo un vettore1 v ∈ Rn \ {0}
• A-positivo se bA(v , v) > 0,
• A-negativo se bA(v , v) < 0,
• A-isotropo se bA(v , v) = 0 e bA(v ,w ) , 0 per qualche w ∈ Rn,
• A-nullo se bA(v ,w ) = 0 per ogni w ∈ Rn.
• A-anisotropo se bA(v , v) , 0.

Nota che i vettori anisotropi sono o positivi, o negativi.

2. Congruenza di matrici reali

Sia A ∈ Mn(R). Se b ∈ GLn(R) è la matrice di un cambiamento di base in Rn,
il valore della forma bilineare bA nelle nuove coordinate v ′ = b−1·v è dato da

bA(v ,w ) = bA(bv ′, bw ′) = (bv ′)ᵀA(bw ′) = v ′ᵀ(bᵀAb)w ′ = bbᵀAb(v ′,w ′).

Quindi: condizione necessaria e sufficiente affinché due matrici A, A′ ∈ Mn(R)
rappresentino la stessa forma bilineare in due diversi sistemi di riferimento è che
esista una matrice b ∈ GLn(R) tale che A′ = bᵀAb.

1Non sempre in letteratura si distinguono, come qui, i vettori isotropi da quelli nulli ed a volte
i due termini sono usati o insieme o come sinonimi. I vettori v con bA(v , v) = 0 formano in Rn un
cono. Quelli A-isotropi sono i suoi punti regolari, quelli A-nulli i suoi punti singolari.
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Definizione 2.1. Chiamiamo congruenti due matrici A, A′ di Mn(R) per cui
esista una matrice b ∈ GLn(R) tale che

(2.1) A′ = bᵀ · A · b.

Osservazione 2.1. La congruenza è una relazione di equivalenza tra matrici
quadrate. L’applicazione GLn(R) × Mn(R) 3 (x, A) 7→ x·A·xᵀ ∈ Mn(R) è una
rappresentazione lineare di GLn(R), con nucleo d’infedeltà {±In}.

2.1. Congruenza di matrici e forme bilineari simmetriche. Per le matrici
ortogonali l’inversa e la trasposta coincidono. Essere congruenti rispetto a una
matrice ortogonale vuol dire quindi essere anche simili. Poiché due matrici sim-
metriche simili lo sono mediante una trasformazione ortogonale, la relazione di
similitudine è, per le matrici simmetriche, più fine della congruenza. Gli invarianti
di una matrice simmetrica rispetto alle congruenze sono soltanto, come vedremo,
il suo rango ed il segno dei suoi autovalori.

Definizione 2.2. Una A simmetrica, e la corrispondente forma bA si dicono:
• definita positiva se tutti gli autovalori di A sono positivi;
• semidefinita positiva se tutti gli autovalori di A sono non negativi;
• definita negativa se tutti gli autovalori di A sono negativi;
• semidefinita negativa se tutti gli autovalori di A sono non positivi;
• indefinita se A ha sia autovalori positivi che negativi;
• non degenere se A è invertibile;
• degenere se A ha l’autovalore 0. Chiamiamo indice di degenerazione di A

la dimensione di ker(LA).

Scriviamo A > 0 se A è definita positiva, A ≥ 0 se è semidefinita positiva, A < 0
se è definita negativa ed A ≤ 0 se è semidefinita negativa. Si verifica facilmente
che valgono i seguenti criteri.

Proposizione 2.2. Sia A ∈ Mn(R) una matrice simmetrica. Allora

A > 0 ⇔ bA(v , v) > 0, ∀v ∈ Rn \ {0},(1)

A ≥ 0 ⇔ bA(v , v) ≥ 0, ∀v ∈ Rn,(2)

A è indefinita ⇔ 〈QA B {v ∈ Rn | bA(v , v) = 0}〉 = Rn.(3)

Dimostrazione. (1),(2). Se λ è un autovalore di A e v il relativo autovettore,
allora

bA(v , v) = vᵀ · A · v = λ · vᵀ · v = λ · ‖v‖2.
Da questo seguono le implicazioni “⇐” in (1) e (2).

Poiché A è simmetrica, possiamo trovare una base ortonormale ε1, . . . , εn di
Rn tale che

(ε1, . . . , εn)ᵀ · A · (ε1, . . . , εn) = diag(λ1, . . . , λn).
Allora, se v = v1ε1 + · · · + vnεn, abbiamo bA(v , v) = λ1v2

1 + · · · + λnv2
n.

Se i λi sono tutti positivi, questa somma è positiva quando v , 0, cioè quando
almeno un coefficiente vi sia diverso da zero. La somma è non negativa quando tutti
i λi siano non negativi. Questo completa la dimostrazione di (1) e (2) e ci mostra
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che, per una matrice semidefinita, QA= ker(LA). In particolare, se QA genera Rn, la
A non può essere semidefinita.

Ci resta da provare che, se A è indefinita, allora QA genera Rn. A questo scopo,
dimostriamo che lo spazio vettoriale V generato da QA contiene tutti gli elementi di
una base ortonormale ε1, . . . , εn di autovettori di A. Sia w uno di questi autovettori.
Se il corrispondente autovalore λ è nullo, allora w∈QA⊆V. Poiché A , 0, ci sono
anche autovettori w della base che corrispondono ad un autovalore λ , 0. Poiché
A è indefinita, c’è nella base un altro autovettore u corrispondente ad un autovalore
µ di segno opposto a quello di λ. Allora v± = w ±

√
|λ/µ| · u ∈ QA e quindi

w = (1/2)(v+ + v−) ∈ V. La dimostrazione è completa. �

Poiché le condizioni in (1), (2), (3) sono invarianti per congruenza, vale la

Proposizione 2.3. Una matrice simmetrica reale A è definita positiva, semi-
definita positiva, definita negativa, semidefinita negativa, indefinita, degenere, non
degenere, se e soltanto se è tale una sua qualsiasi matrice congruente. �

Una matrice simmetrica A definita positiva (o negativa) è sempre regolare ed
abbiamo il criterio di Sylvester:

Proposizione 2.4. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice
simmetrica A ∈ Mn(R) sia definita positiva è che tutti i suoi minori principali
superiori siano positivi:

(2.2) Di(A) > 0, ∀1 ≤ i ≤ n. �

Osservazione 2.5. La corrispondente condizione necessaria e sufficiente af-
finché A sia definita negativa è che (−1)iDi(A) > 0 per 1 ≤ i ≤ n.

Notazione 2.6. Se V è un sottospazio vettoriale di Rn, scriviamo “bA > 0 su
V” per indicare che bA(v , v) > 0 per tutti i vettori non nulli di V e “bA < 0 su V”
per indicare che bA(v , v) < 0 per tutti i vettori non nulli di V.

Proposizione 2.7. Siano A ∈ Mn(R) una matrice reale simmetrica e V+,V− sot-
tospazi, massimali rispetto all’inclusione, su cui bA sia definita positiva e definita
negativa, rispettivamente. Allora

(2.3) Rn = V+ ⊕ V− ⊕ ker(LA).

Le dimensioni di V+ (risp. di V−) è uguale alla somma delle molteplicità dei suoi
autovalori positivi (risp. negativi).

Dimostrazione. Siano V+,V− come nell’enunciato. Chiaramente, V+∩V−={0}.
Dico che LA è iniettiva su V+ ⊕ V−. Infatti, se v± ∈ V± non sonno entrambi nulli,
allora

(LA(v++v−)) ∗ (v+−v−) = bA(v++v−, v−−v−) = bA(v+, v−) + bA(v−, v−) > 0.

Da questa osservazione ricaviamo che
Rn = V+ ⊕ V− ⊕W0, con W0=(LA(V+ ⊕ V−)⊥={w ∈ Rn | bA(v ,w ) = 0, ∀v ∈ V+ ⊕ V−}.

Dico che W0= ker(LA). Infatti, per la massimalità di V± è bA(w ,w ) = 0 per ogni
w ∈ W0 e dunque, per le formule di polarizzazione, bA(w1,w2) = 0 per ogni
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w1,w2 ∈ W0. Poiché Rn = V+ ⊕ V− ⊕ W0, otteniamo che bA(w , v) = 0 per ogni
w ∈ W0 ed ogni v ∈ Rn e dunque c’è l’inclusione W0 ⊆ ker(LA). Dal momento che
l’inclusione opposta è certamente vera, vale l’uguaglianza.

Indichiamo ora con W+,W−,W0 la somma degli autospazi di A corrispondenti
agli autovalori positivi, a quelli negativi ed a 0, rispettivamente. Allora

Rn = W+ ⊕W− ⊕W0.
Da W+∩(V−⊕W0) = {0} e W−∩(V+⊕W0) = {0} ricaviamo che dim(W+) ≤ dim(V+)
e dim(W−) ≤ dim(V−). Poiché

dim(W+) + dim(W−) + dim(W0) = n = dim(V+) + dim(V−) + dim(W0),

ne segue che dimR(V+) = dimR(W+) e dimR(V−) = dimR(W−). �

Osservazione 2.8. La Proposizione 2.7 ci permette di calcolare il numero di
autovalori positivi e negativi di una matrice reale simmetrica senza trovare esplici-
tamente i loro valori e senza la necessità di calcolarne il polinomio caratteristico.

Esempio 2.1. Una matrice

A =

(
A′ X
Xᵀ A′′

)
,

con A′ ∈ Mp(R) simmetrica con bA′ > 0, A′′ ∈ Mq(R) simmetrica con bA′′ < 0,
ed X ∈ Rp×q arbitraria, è simmetrica non degenere ed ha p autovalori positivi e q
autovalori negativi. Infatti Rp+q = 〈e1, . . . , ep〉 ⊕ 〈ep+1, . . . , ep+q〉 e la bA è definita
positiva sul primo e definita negativa sul secondo sottospazio.

Sia X ∈ Rp×q una matrice di rango p (quindi p ≤ q) ed M ∈ Mp(R) una
qualsiasi matrice simmetrica. Allora le matici simmetriche

A1 =

(
M X
Xᵀ 0

)
ed A2 =

(
0 Xᵀ

X M

)
∈ Mp+q(R)

hanno rango 2p e p autovalori positivi, p autovalori negativi e q − p autovalori
nulli.

Infatti sia X che Xᵀ hanno ciascuna esattamente p colonne linearmente indi-
pendenti e quindi A1 ed A2 hanno, ciascuna, 2p colonne linearmente indipendenti.
Per ciascuna delle due matrici c’è un sottospazio W (generato dagli ultimi q vettori
della base canonica per A1, dai primi q per A2,) in cui tutti i vettori sono isotropi.
Quindi Rn non può contenere sottospazi V di dimensione maggiore di p su cui la
bAi sia definita. Poiché la somma delle dimensioni degli autospazi degli autovalo-
ri positivi e di quelli negativi è il rango 2p di Ai, ne segue che sia gli autovalori
positivi che quelli negativi devono essere p.

Sia X ∈ Rp×q una matrice di rango p (quindi p ≤ q) ed M ∈ Mq(R) una matrice
simmetrica definita positiva. Allora le matici simmetriche

A1 =

(
0 X

Xᵀ M

)
ed A2 =

(
M Xᵀ

X 0

)
∈ Mp+q(R)

sono non degeneri ed hanno p autovalori negativi e q autovalori positivi.
Verifichiamo queste affermazioni per A1. Per la A2 si ragiona in modo analogo.
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Verifichiamo che A1 è non degenere. Abbiamo, con v ∈ Rp, w ∈ Rq,

A1

(
v
w

)
= 0⇔

X · w = 0,
Xᵀv + Mw = 0

⇔

w = −M−1Xᵀv ,
XM−1Xᵀv = 0.

Poiché XM−1Xᵀ ha rango p, dalla seconda equazione dell’ultimo sistema ricavia-
mo che v , e quindi anche w , sono nulli.

La bA1 è definita positiva su W = 〈ep+1, . . . , ep+q〉 ed è nulla su V = 〈e1, . . . , ep〉.
Non può quindi essere definita positiva su nessun sottospazio di dimensione mag-
giore di q, perché per la formula di Grassmann questo conterrebbe dei vettori di V.
Questo ci dice che A1 ha esattamente q autovalori positivi. Poiché è non degenere,
i rimanenti p autovalori sono negativi.

Definizione 2.3. Chiamiamo indice d’inerzia positivo (rispettivamente negati-
vo) di una matrice simmetrica reale A il numero dei suoi autovalori positivi (rispet-
tivamente negativi). La coppia (p, q) formata dall’indice d’inerzia positivo p e da
quello negativo q si dice segnatura ed il minimo tra p e q indice ristretto di A. Se
A è non degenere, chiamiamo l’indice ristretto indice di A, omettendo l’aggettivo
“ristretto”.

Per la Proposizione 2.7, gli indici d’inerzia sono le massime dimensioni di
sottospazi su cui bA sia definita. Quindi sia il rango che la segnatura sono invarianti
per congruenza. Essi sono, in effetti, gli unici invarianti per congruenza.

Teorema 2.9 (Sylvester2). Due matrici reali simmetriche sono congruenti se e
soltanto se hanno lo stesso rango e la stessa segnatura.

Dimostrazione. Sia A ∈ Mn(R) una matrice simmetrica di segnatura (p, q).
Possiamo allora trovare una K ∈ O(n) tale che

KᵀAK = K−1AK = diag(λ1, . . . , λn)

con λi > 0 per 1 ≤ i ≤ p, λi < 0 per p < i ≤ p + q, λi = 0 per i > p + q. Siano
δi = 1/

√
|λi| per i = 1, . . . , p + q, δi = 1 per i > p + q e D = diag(δ1, . . . , δn).

Allora

(2.4) (KD)ᵀA(KD) = Ddiag(λ1, . . . , λn)D = diag(1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
p volte

,−1, . . . ,−1︸       ︷︷       ︸
q volte

, 0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n−p−q volte

)

Quindi A è congruente a una matrice diagonale con autovalori uguali o a 1, o a
−1, o a 0 ed è quindi univocamente determinata, modulo congruenze, dalla sua
segnatura. �

Definizione 2.4. Chiamiamo la matrice diagonale a destra della (2.4) la forma
canonica di bA.

2Il contenuto di questo enunciato è noto anche come legge d’inerzia di Sylvester, dal mate-
matico inglese James Joseph Sylvester (1814-1897) che ne pubblicò la dimostrazione nell’articolo:
A demonstration of the theorem that every homogeneous quadratic polynomial is reducible by real or-
thogonal substitutions to the form of a sum of positive and negative squares, Philosophical Magazine
(1852) 4 (23), pp.138-142.
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Definizione 2.5. Se V è un sottospazio di Rn, chiamiamo indice d’inerzia po-
sitivo (risp. negativo) di A e di bA su V la massima dimensione di un sottospazio di
V su cui la bA sia definita positiva (risp. negativo). La coppia (pV , qV ) degli indici
d’inerzia positivo e negativo di A su V si dice la sua segnatura su V.

2.2. Congruenza di matrici antisimmetriche. L’unico invariante per con-
gruenza delle matrici antisimmetriche è il rango. Ciò è conseguenza del seguente
teorema.

Teorema 2.10. Il rango di una matrice antisimmetrica A ∈ Mn(R) è sempre un
numero pari. Se A è antisimmetrica ed ha rango 2r, allora possiamo trovare una
base ε1, . . . , εn di Rn tale che

(2.5) bA(εi, ε j) =


1, se i = 2h − 1, j = 2h, con 1 ≤ h ≤ r,
−1, se i = 2h, j = 2h − 1, con 1 ≤ h ≤ r,
0, altrimenti.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.7 del Cap.16, una matrice antisimme-
trica A ha autovalori puramente immaginari. In particolare, nella decomposizione
di Rn in sottospazi A-invarianti irriducibili due a due ortogonali, di dimensione
minore o uguale a due,

Rn = W1 ⊕ · · · ⊕Wm

(vedi (3.6) del Cap.16) tutti i sottospazi Wi che non sono contenuti in ker(LA) hanno
dimensione pari. Questo dimostra che rank(A) è pari. Possiamo quindi trovare una
η = (η1, . . . , ηn) ∈ O(n) per cui A′ = ηᵀ·A·η è diagonale a blocchi della forma

A′ = diag(k1S , . . . , krS , 0, . . . , 0), con S =

(
0 1
−1 0

)
e ki > 0.

Poniamo εi =

 1
k j
· ηi, se 2 j − 1 ≤ i ≤ 2 j per 1 ≤ j ≤ r,

ηi se 2r < i ≤ n.

Allora ε = (ε1, . . . , εn) ∈ GLn(R) ed

A′′ = εᵀ · Aε = diag
(
S , · · · , S︸    ︷︷    ︸

r volte

, 0, · · · , 0︸   ︷︷   ︸
(n − 2r) volte

)
Abbiamo cioè ottenuto la (2.5). �

Corollario 2.11. Due matrici antisimmetriche di Mn(R) sono congruenti se e
soltanto se hanno lo stesso rango. �

2.3. Il caso generale. Il problema della forma canonica di una matrice reale
rispetto alla congruenza è, sorprendentemente, un problema relativamente compli-
cato nel caso generale3. Si riduce infatti, data A ∈ Mn(R), a trovare gli invarianti
della matrice a coefficienti polinomi (A + x·Aᵀ) ∈ Mn(R[x]). Siamo cioè ricondotti

3Esso fu risolto in L. Kronecker, Über die congruenten Transformationen der bilinearer Formen,
Monats. der Akademie der Wissenschaften, Berlin (1874) 397-447. Leopold Kronecker (1823-
1891), matematico e logico tedesco, ha lasciato importanti contributi alla teoria algebrica dei numeri.
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allo studio del fascio4 di matrici generato da A e da Aᵀ, od, in modo equivalente da
As ed Aa. Il fascio generato dalle matrici A, Aᵀ si dice regolare se contiene matrici
invertibili e singolare in caso contrario. Nel caso di fasci singolari, le equazioni
(A+xAᵀ)·v(x) = 0 e wᵀ(x)·(A+xAᵀ) = 0 hanno soluzioni non banali in (R[x])n. I
gradi in x di sistemi di soluzioni indipendenti v(x) e w (x) i cui gradi siano mini-
mi rispetto all’ordine lessicografico permettono di definire gli indici minimali del
fascio e di definire un nucleo regolare A′+x·A′ᵀ (con A′ ∈ Mm(R) per qualche
m ≤ n). Per il nucleo regolare si possono definire dei divisori elementari, che nel
caso in cui A′ sia invertibile, sono i fattori invarianti di (x·In−A′−1

·A′ᵀ). Kronecker
ha dimostrato5 che, se i fasci A+x·Aᵀ e B+x·Bᵀ hanno gli stessi indici minima-
li e divisori elementari, allora si possono trovare matrici α, β ∈ GLn(R) tali che
A = α·B·βᵀ ed Aᵀ = α·Bᵀ·βᵀ. A questo punto rimane il problema di trovare le
condizioni che ci assicurino che si possa prendere β = α.

Illustreremo questo procedimento nel paragrafo successivo, in cui ci occupere-
mo della congruenza di matrici su un campo algebricamente chiuso di caratteristica
zero: tali risultati si applicheranno in particolare alle matrici complesse.

Le parti simmetriche di due matrici reali congruenti A, B hanno necessariamen-
te la stessa segnatura. Un caso particolarmente semplice è quello in cui si voglia
stabilire la consegruenza di due matrici A e B di Mn(R) le cui parti simmetriche
As e Bs siano definite positive. Allora A e B sono congruenti (moltiplicandole a
sinistra e a destra per l’inverso della radice quadrata delle parti simmetriche) a ma-
trici della forma A′ = In + A′a e B′ = In + B′a, con Aa, Ba ∈ o(n). La congruenza di
A e B si riduce allora alla similitudine delle due matrici antisimmetriche A′a e B′a.
Poiché le matrici antisimmetriche sono semisemplici, sono determinate a meno di
similitudine dal loro polinomio caratteristico. Per il teorema di Sylvester, la con-
dizione si riduce allora al fatto che A−1

s ·Aa e B−1
s Ba abbiano lo stesso polinomio

caratteristico6.

3. Congruenza in GLn(K)

In questo paragrafo definiamo la congruenza per matrici a coefficienti in un
campo K arbitrario e dimostriamo un criterio di congruenza per matrici regolari
nel caso di un campo di caratteristica zero ed algebricamente chiuso (ad esempio
K = C).

Sia K un campo e G un sottogruppo del gruppo lineare GLn(K).

4L’italiano “fascio”, ed il corrispondente francese “faisceau” si traduce in inglese, in questo
caso, con “pencil”, che viene usato anche in geometria affine e proiettiva, ad esempio per indicare
la famiglila di tutti i piani dello spazio ordinario che contengono una retta assegnata. La traduzione
“sheaf ” è invece utilizzata per designare strutture associate a spazi topologici ed a varietà algebriche
e differenziabili.

5Vedi ad esempio il Cap.XII di F.R. Gantmacher, The theory of matrices, vol.2, Chelsea, 1959,
N.Y, U.S.A.

6Per il caso generale, si può leggere l’articolo: G.E.Wall, On the conjugacy classes in the
unitary, symplectic and orthogonal groups, J. Austral. Math. Sac. 3 (1963), 1-62.
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Definizione 3.1. Due matrici A, B ∈ Mn(K) si dicono G-congruenti se

B = ξ·A·ξᵀ per un elemento ξ ∈ G.

Studieremo la GLn(K)-congruenza per matrici invertibili di Mn(K) nel caso
in cui il campo K sia algebricamente chiuso. Dimostriamo preliminarmente due
lemmi.

Lemma 3.1. Siano a, b ∈ GLn(K) ed A, B ∈ Mn(K). Sono allora equivalenti:
(1) Si possono trovare α, β ∈ GLn(K) tali che α·a·β = b, α·A·β = B.
(2) Le matrici a−1·A e b−1·B sono simili.

Dimostrazione. Se vale (1), allora α·(x·a−A)·β = (x·b−B) e quindi le due ma-
trici (x·a−A) ed (x·b−B) di Mn(R[x]) hanno gli stessi fattori invarianti. Questi sono
gli stessi fattori invarianti delle (x·In−a−1·A) ed (x·In−b−1·B) e perciò le a−1·A e
b−1·B sono simili.

Viceversa, se vale (2), possiamo trovare una ξ ∈ GLn(K) per cui

b−1·B = ξ
−1·a−1·A·ξ.

Da questa ricaviamo che

x·In−b−1·B = ξ
−1·(x·In − a−1·A·)ξ =⇒ x·b−B = b·ξ−1·a−1·(x·a−A)·ξ,

da cui otteniamo (1) con α = b·ξ−1·a−1 e β = ξ. �

Lemma 3.2. Supponiamo che il campo K sia algebricamente chiuso e di carat-
teristica zero e siano A, B ∈ Mn(K). Se, per una matrice ξ ∈ GLn(K) è

(∗) A = ξ·B = B·ξᵀ,

allora A e B sono GLn(K)-congruenti.

Dimostrazione. Dalla (∗) ricaviamo che f (ξ)·B = B· f (ξᵀ) = B·[ f (ξ)]ᵀ per
ogni polinomio f ∈ K[x]. Poiché il campo è algebricamente chiuso, per la Propo-
sizione 11.1 del Cap.11, ogni elemento ξ di GLn(K) ammette una radice quadrata
η, che è un elemento f (ξ) di K[ξ]. Otteniamo allora

A = ξ·B = η·η·B = η·B·ηᵀ,

e dunque abbiamo dimostrato che A e B sono GLn(K)-congruenti. �

Teorema 3.3. Due matrici A, B di Mn(K) invertibili sono GLn(K)-congruenti
se e soltanto se A−1·Aᵀ e B−1·Bᵀ sono simili.

Dimostrazione. La condizione è senz’altro necessaria. Infatti, se B = ξ·A·ξᵀ

per una matrice ξ ∈ GLn(K), allora B−1Bᵀ = (ξᵀ)−1(A−1·Aᵀ)·ξᵀ.
Se viceversa B−1Bᵀ ed A−1A sono simili, allora, per il Lemma 3.1 si possono

trovare matrici α, β ∈ GLn(K) tali che α·A·β = B ed α·Aᵀ·β = Bᵀ. Abbiamo allora

B = α·A·β = β
ᵀ·A·αᵀ =⇒ α

−1·B·(α−1)ᵀ = (α−1·βᵀ)·A = A·(α−1·βᵀ)ᵀ

Per il Lemma 3.2 questo implica che A e B sono GLn(K)-congruenti. �
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4. Gruppi ortogonali reali

In questo paragrafo sviluppiamo alcune nozioni che, oltre al loro interesse in-
trinseco, ci saranno utili nel seguito per lo studio delle quadriche reali, proiettive
ed affini.

Sia A ∈ Mn(R) una matrice reale, simmetrica e non degenere.

Proposizione 4.1. Con il prodotto righe per colonne, l’insieme OA(Rn) delle
matrici n × n reali x tali che

(4.1) xᵀ · A · x = A,

è un sottogruppo del gruppo lineare GLn(R). Le matrici di OA(Rn) hanno deter-
minante ±1 ed OA(Rn) contiene matrici con determinante (−1).

Dimostrazione. Dalla (4.1) ricaviamo, per la formual di Binet, che

0 , det(A) = det(xᵀ) · det(A) · det(x) = (det(x))2 · det(A).

Quindi x è invertibile, con determinante uguale a ±1. L’identità è un elemento di
OA(Rn) con determinante 1, mentre, se w è un vettore A-anisotropo, allora

(4.2) sw = idn−2(bA(w ,w ))−1w ·wᵀ·A, cioè Lsw (v) = v − 2
bA(w , v)
bA(w ,w )

· w , ∀v ∈ Rn,

appartiene ad OA(Rn) ed ha determinante (−1). Infatti, indicando con λ lo scalare
(bA(w ,w ))−1 = (wᵀ·A·w )−1, abbiamo

sᵀw · A · sw = (idn − 2λ · A · w · wᵀ) · A · (idn − 2λ · w · wᵀ · A)

= A − 4λ · A · w · wᵀ · A + 4λ2 · A · w · wᵀ · A · w︸      ︷︷      ︸
=λ−1

· wᵀ · A = A.

La matrice In−sw ha rango 1. Quindi sw ha autovalore 1 con molteplicità geo-
metrica (n − 1), mentre sw (w ) = −w ci mostra che sw ha autovalore (−1) con
molteplicità 1. Quindi sw ha determinante (−1) (è la A-simmetria di vettore w ). Le

idᵀn · A · idn = idn · A · idn = A,{xᵀ · A · x = A, yᵀ · A · y = A
=⇒ (x · y)ᵀ · A · (x · y) = yᵀ · xᵀ · A · x · y = yᵀ · A · y = A,

xᵀ · A · x = A =⇒ A · x−1 = xᵀ · A =⇒ (x−1)ᵀ · A · x−1 = A,

ove, nell’ultima, abbiamo utilizzato il fatto che, per una matrice x invertibile, è
(x−1)ᵀ = (xᵀ)−1, ci dicono che OA(Rn) è un gruppo. �

Definizione 4.1. Chiamiamo OA(Rn) il gruppo ortogonale di A. Il suo sotto-
gruppo di indice due SOA(Rn), formato dalle matrici di OA(Rn) che hanno deter-
minante 1, si dice il gruppo speciale ortogonale di A.

Esempio 4.1 (Simmetrie vettoriali e rotazioni iperboliche piane). Se w è un
vettore anisotropo, la sw definita dalla (4.2) si dice A-simmetria di vettore w .

Supponiamo ora che ci sia un vettore A-isotropo non nullo w . Per l’ipotesi che
A sia non degenere, possiamo trovare un vettore w ′ per cui wᵀ·A·w = 1. Se k ∈ R,
abbiamo

bA(w ′ + kw ,w ′ + kv) = bA(w ′,w ′) + 2k
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e dunque, con u = w ′ − 1
2 bA(w ′,w ′)·w otteniamo due vettori linearmente indipen-

denti u,w , che soddisfano le

bA(u, u) = 0, bA(u,w ) = 1, bA(w ,w ) = 0.

Per ogni numero reale λ , 0, il vettore wλ = λ·u + λ−1·w è anisotropo, ed abbiamoswλ
(u) = λ−1·w ,

swλ
(w ) = λ·u.

Il prodotto

(4.3) ρu,w ,λ = sw1 · swλ

è una matrice di SOA(Rn), per cui valgono le
ρu,w ,λ(u) = λ−1·u,
ρu,w ,λ(w ) = λ·w ,
ρu,w ,λ(v) = v , se bA(u, v) = bA(w , v) = 0.

Se λ , ±1, allora abbiamo la decomposizione spettrale

Rn = V1(ρu,w ,λ)⊕Vλ−1(ρu,w ,λ)⊕Vλ(ρu,w ,λ), con Vλ−1(ρu,w ,λ) = 〈u〉, Vλ(ρu,w ,λ) = 〈w〉.

La ρu,w ,λ definisce una rotazione iperbolica piana di parametro λ.

Proposizione 4.2. Se A, B ∈ Mn(R) sono due matrici reali simmetriche non
degeneri congruenti e B = aᵀ·A·a per una a ∈ GLn(R), allora

(4.4) OB(Rn) 3 x −→ a · x · a−1 ∈ OA(Rn)

è un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Verifichiamo che la (4.4) sia ben definita. Se x ∈ OB(Rn),
allora xᵀ · B · x = B e quindi

(a · x · a−1)ᵀ · A · (a · x · a−1) = (aᵀ)−1 · xᵀ · aᵀ · A · a · x · a−1

= (aᵀ)−1 · (xᵀ · B · x) · a−1 = (aᵀ)−1 · B · a−1 = A.

Chiaramente

(a · x · a−1) · (a · y−1 · a−1) = a · (x · y−1) · a−1, ∀x, y ∈ OA(Rn)

e quindi (4.4) è un omomorfismo di gruppi, un isomorfismo perché la x→ a−1·x·a
è l’omomorfismo inverso di OA(Rn) su OB(Rn). �

Per la Proposizione 4.2 ed il Teorema 2.9, gruppi OA(Rn) che corrispondono
a matrici A con la stessa segnatura sono isomorfi. Poiché ovviamente O−A(Rn) =

OA(Rn), la classe di isomorfismo del gruppo OA(Rn) dipende soltanto dall’indice
di A (che per definizione è il minimo tra i suoi indici d’inerzia positivo e negativo).

Definizione 4.2. Dati due interi non negativi p, q con p ≤ q, indichiamo con
O(p, q) il gruppo ortogonale OIp,q(Rn) ove n = p+q ed

(4.5) Ip,q =

(
Ip 0
0 −Iq

)
.
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Per la Proposizione 4.2, se A ha segnatura (p, q) o (q, p), allora OA(Rn) ' O(p, q).
Se x ∈ OA(Rn), allora A·x·A−1 = (xᵀ)−1. Per la Proposizione 4.2, abbiamo

allora un isomorfismo

(4.6) OA(Rn) 3 x −→ (xᵀ)−1 ∈ OA−1(Rn).

Definizione 4.3. L’applicazione

(4.7) ϑ : GLn(R) 3 x −→ (xᵀ)−1 ∈ GLn(R)

è un automorfismo di GLn(R) con ϑ2 = ϑ◦ϑ = idGLn(R), che si dice l’involuzione di
Cartan standard di GLn(R). Il suo luogo di punti fissi è il gruppo ortogonale O(n).

Proposizione 4.3. Sia A ∈ Mn(R) una matrice reale simmetrica non degenere.
Condizione necessaria e sufficiente affinché

(4.8) xᵀ ∈ OA(Rn), ∀x ∈ OA(Rn)

è che A2 = c·In per uno scalare c > 0.

Dimostrazione. Se A2 = c·In, allora OA(Rn) = OA−1(Rn). Allora, per l’isomor-
fismo (4.6), (xᵀ)−1, e quindi xᵀ, appartengono ad OA(Rn) per ogni x∈OA(Rn).

Viceversa, se xᵀ ∈ OA(Rn) per ogni x ∈ OA(Rn), allora A2 commuta con tutte
le x ∈ OA(Rn). Infatti, se x ∈ OA(Rn),

x·A·xᵀ = A =⇒ x·A·xᵀ·A·x = A·A·x =⇒ x·A2 = A2·x.

Per il Lemma 4.1 del Cap. 11 questo implica che A2 lasci invarianti gli autospazi
degli elementi x di OA(Rn). Nell’Esempio 4.1 abbiamo visto che, per ogni vettore
non nullo v di Rn, la retta 〈v〉 è l’autospazio Vλ(x) di un x ∈ OA(Rn) (Se bA(v , v) ,
0 è l’autospazio dell’autovalore −1 di una simmetria vettoriale, se bA(v , v) = 0 è
l’autospazio Vλ(x), con λ , ±1, di una rotazione piana iperbolica di parametro λ).
Per il Lemma 2.4 del Cap. 15, la A2 è allora un multiplo dell’identità. �

4.1. A-ortogonalità. Sia A ∈ Mn(R) simmetrica e non degenere.

Definizione 4.4. Dato un sottoinsieme E di Rn, chiamiamo

(4.9) E[ = {v ∈ Rn | bA(w , v) = 0, ∀w ∈ E}.

il suo A-ortogonale.

Lemma 4.4. L’A-ortogonale E[ di un sottoinsieme E di Rn coincide con l’orto-
gonale del sottospazio vettoriale 〈E〉 da esso generato e7

(4.10) dim(〈E〉) + dim(E[) = dim(Rn) = n.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che 〈E〉[ = E[. Se w1, . . . ,wm è
una base di 〈E〉, i vettori di E[ sono le soluzioni v ∈ Rn del sistema lineare

(w1, . . . ,wm)ᵀ · A · v = 0.

Poiché A è non degenere, la matrice (w1, . . . ,wm)ᵀ·A ha rango m. Per il teorema di
Rouché-Capelli, E[ è allora un sottospazio vettoriale di dimensione (n − m). �

7Ricordiamo che A è non degenere.
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Definizione 4.5. Chiamiamo un sottospazio vettoriale V di Rn

• A-anisotropo se V[ ∩ V = {0},
• totalmente A-anisotropo se non contiene vettori isotropi,
• A-isotropo se V[ ∩ V , {0}, oppure se V = {0},
• totalmente A-isotropo se V ⊆ V[.
• A-positivo se bA > 0 su V,
• A-negativo se bA < 0 su V.

Il sottospazio V[∩V si dice anche l’A-radicale di V.

Un sottospazio totalmente A-anisotropo è o positivo o negativo.

Teorema 4.5 (di estensione). Siano A ∈ Mn(R) simmetrica non degenere, V un
sottospazio vettoriale di Rn e φ : V → Rn un’applicazione lineare iniettiva con la
proprietà che

(4.11) bA(φ(v),φ(w )) = bA(v ,w ), ∀v ,w ∈ V.

Allora possiamo trovare una x ∈ OA(Rn) tale che Lx(v) = φ(v) per ogni v ∈ V.

Dimostrazione. Ragioniamo per ricorrenza sulla dimensione m di V. La tesi è
banalmente verificata quando dimR(V) = 0. Supponiamo quindi che m > 0 e che il
teorema valga per sottospazi vettoriali di Rn di dimensione inferiore. Distinguiamo
due casi.
I. V contiene un vettore anisotropo u. Il sottospazio V ′ = u⊥∩V ha dimensione
m−1 e quindi, per l’ipotesi induttiva, possiamo trovare x′ ∈ OA(Rn) tale che φ(v) =

Lx′(v) per ogni v ∈ V ′. Allora ψ = L−1
x′ ◦ φ verifica bA(ψ(v),ψ(w )) = bA(v ,w ) per

ogni v ,w ∈ V ed inoltre ψ(v) = v se v ∈ V ′. Allora u ed u′ = ψ(u) sono due vettori
ortogonali a V ′ con bA(u, u) = bA(u′, u′) , 0. Abbiamo

bA(u−u′, u−u′) = bA(u, u) + bA(u′, u′) − 2·bA(u, u′),

bA(u+u′, u+u′) = bA(u, u) + bA(u′, u′) + 2·bA(u, u′),

bA(u+u′, u+u′) = bA(u, u) − bA(u′, u′) = 0

Sommando membro a membro le prime due troviamo che almeno uno dei due
vettori u−u′, u+u′, tra loro ortogonali, è anisotropo. Se u−u′ è anisotropo, allorasu−u′ ·(u+u′) = u+u′,

su−u′ ·(u−u′) = −u+u′,
=⇒ su−u′ ·u′ = u.

Quindi Lsu−u′ ◦ ψ è l’identità su V e perciò x = x′·su−u′ è una matrice A-ortogonale
tale che Lx coincida con φ su V.

Se u−u′ è isotropo, allora u+u′ è anisotropo esu+u′ ·(u+u′) = −u−u′,
su+u′ ·(u−u′) = u−u′,

=⇒ su+u′ ·u′ = −u =⇒ su ·su+u′ ·u′ = u.

Quindi Lsu ·su+u′ ◦ ψ è l’identità su V e perciò x = x′·su+u′ ·su è una matrice A-
ortogonale tale che Lx coincida con φ su V.
II. V è totalmente isotropo. Fissiamo un sottospazio V ′ di dimensione m−1 di V
ed un vettore u ∈ V \ V ′. Per l’ipotesi induttiva possiamo trovare x′ ∈ OA(Rn) tale
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che Lx′(v) = φ(v) se v ∈ V ′ e quindi ψ = L−1
x′ ◦φ soddisfa ancora bA(ψ(v),ψ(w )) =

bA(v ,w ) = 0 per ogni v ,w ∈ V ed inoltre ψ(v) = v se v ∈ V ′. Sia u′ = ψ(u).
Distinguiamo due sottocasi.
IIa. bA(u, u′) , 0.

I vettori u−u′ ed u + u′ sono, in questo caso, entrambi anisotropi ed ortogonali
tra loro. Allora su−u′ ·u′ = u ed su−u′ ·v = v per ogni v ∈ V ′. Quindi Lsu−u′ ◦ ψ è
l’identità su V e la Lx, con x = x′·su−u′ ∈ OA(Rn) coincide con φ su V.
IIb. bA(u, u′) = 0.

Dico che possiamo trovare un vettore w con bA(u,w ) , 0, bA(u′,w ) , 0,
bA(w ,w ) = 0 e bA(v ,w ) = 0 se v ∈ V ′.

Cerchiamo innanzi tutto un w ′, A-ortogonale a V ′ e con bA(u,w ′) , 0 , bA(u′,w ′).
Siano w1,w2 le proiezioni ortogonali di A·u ed A·u′ su [LA(V ′)]⊥ (ortogonalità rispetto alla
struttura euclidea standard di Rn). Allora w1,w2 ∈ V ′[ e bA(u,w1) , 0, bA(u′,w2) , 0.
Se bA(u′,w1) , 0, possiamo fissare w ′ = w1. Se bA(u,w2) , 0, possiamo fissare w ′ =

w2. Nel caso in cui bA(u,w2) = bA(u′,w1) = 0, fisseremo w ′ = w1+w2. Allora w =

2·bA(u,w ′)·w ′−bA(w ′,w ′)·u è un vettore A-isotropo con tutte le proprietà richieste.

Fissato w , i due vettori u−w ed u′−w sono anisotropi ed A-ortogonali tra lo-
ro; la simmetria rispetto ad u−w scambia tra loro u e w , quella rispetto ad u′−w
scambia tra loro u′ e w ′ ed entrambe lasciano fissi tutti i vettori di V ′. Allora
Lsu−w ◦ Lsu′−wq ◦ ψ è l’identità V. La matrice x = x′·su′−w ·su−w è allora un elemento
di OA(Rn) con Lx = φ su V.

La dimostrazione è completa. �

Corollario 4.6. Sia A ∈ Mn(R) una matrice simmetrica non degenere e V,V ′

due sottospazi di Rn della stessa dimensione. Condizione necessaria e sufficiente
affinché si possa trovare una x ∈ OA(Rn) per cui Lx(V) = V ′ è che le restrizioni di
bA a V ed a V ′ abbiano le stesse segnature.

Dimostrazione. La condizione è naturalmente necessaria. La sufficienza è
conseguenza del Teorema 4.5. Infatti, se bA ha la stessa segnatura su V e V ′, allora
le restrizioni di bA a V ed a V ′ hanno le stesse forme canoniche (vedi la Definizio-
ne 2.4) e possiamo quindi trovare basi ε1, . . . , εm di V ed ε′1, . . . , ε

′
m di V ′ tali che

bA(εi, ε j) = bA(ε′i , ε
′
j) per 1 ≤ i, j ≤ m. L’applicazione lineare φ : V → V ′ con

φ(εi) = ε′i soddisfa (4.11) e quindi, per il teorema d’estensione, è la restrizione a V
di una Lx : Rn → Rn con x ∈ OA(Rn). �

4.2. Matrici simmetriche di indice positivo. Una matrice simmetrica defini-
ta positiva è congruente alla matrice identità e definisce quindi su Rn una struttura
ortogonale che, a meno di un cambiamento di coordinate, è quella associata al pro-
dotto scalare canonico. Abbiamo osservato che una matrice simmetrica e la sua
opposta definiscono lo stesso gruppo ortogonale e quindi la stessa osservazione si
applica al caso di matrici simmetriche definite negative.

In questo sotto-paragrafo descriviamo alcuni fatti particolari che si verificano
nel caso in cui la matrice simmetrica A abbia indice positivo, in cui cioè ci siano
sia vettori A-positivi che A-negativi.
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Proposizione 4.7. Se A ha indice positivo, allora Rn ammette una base di
vettori A-isotropi.

Se, inoltre, A ha rango strettamente maggiore di due, allora, fissata una base
ε1, . . . , εn di vettori isotropi, possiamo trovare un vettore isotropo v con

(4.12) v = λ1ε1 + · · · + λnεn, e λi , 0, ∀1 ≤ i ≤ n.

Dimostrazione. La prima affermazione segue dal punto (3) della Proposizio-
ne 2.2, perché una A simmetrica non degenere di indice positivo è indefinita.

Supponiamo ora che n ≥ 3 e sia ε1, ε2, . . . , εn una base di vettori A-isotropi.
Poiché A è non degenere, ε1 non può essere A-ortogonale a tutti i vettori ε2, . . . , εn.
Supporremo, per fissare le idee, che sia bA(ε1, ε2) , 0. Dico che possiamo trovare
coefficienti λi , 0, per 2 ≤ i ≤ n, tali che il vettore w = λ2·ε2 + · · · + λn·εn sia
A-anisotropo e non sia A-ortogonale ad ε1.

Infatti, poiché A è non degenere, il sottospazio generato da ε2, . . . , εn non è totalmen-
te isotropo e contiene quindi una somma A-anisotropa w ′ di una combinazione lineare
λ′2·ε2 + · · · + λ′n·εn con tutti i coefficienti λ′i (per 2 ≤ i ≤ n) non nulli. Osserviamo a
questo punto che vi è al più un valore di λ ∈ R per cui λ·ε2+w ′ sia A-isotropo, perché
bA(λ·ε2+w ′, λ·ε2+w ′) = 2λ·bA(ε2,w ′) + bA(w ′,w ′), con bA(w ′,w ′) , 0, ed un solo valore
di λ per cui bA(ε1, λ·ε2+w ′) = 2λbA(ε1, ε2) + bA(ε1,w ′) sia zero. Basterà quindi scegliere
w = λ·ε2+w ′ per un λ distinto da questi valori e per cui λ+λ′2 , 0.

Allora 2·bA(w ,w )·ε1−bA(ε1,w )·w è un vettore isotropo, che si scrive co-
me una combinazione lineare (4.12), con λ1 = 2·bA(w ,w )· , 0 perché w è A-
anisotropo, λ2 = −bA(ε1,w )·(λ+ λ′2) , 0 per la scelta di λ e λi = −bA(ε1,w )·λ′i , 0
per i ≥ 3 perché sia bA(ε1,w ) che λ′i sono diversi da zero. �

4.3. Sottogruppi dei gruppi ortogonali di indice positivo. Consideriamo il
gruppo ortogonale O(p, q) = OIp,q(Rn), con 1 ≤ p ≤ q ed indichiamo per semplicità
con bp,q la forma bilineare bIp,q .

Siano V+ = 〈e1, . . . , ep〉 ' R
p, V− = 〈ep+1, . . . , ep+q〉 ' R

q. La bA è definita
positiva su V+ e definita negativa su V−. Indichiamo con π+ e π− le proiezioni di Rn

su V+ con nucleo V− e di Rn su V− con nucleo V+, rispettivamente. Se x ∈ O(p, q),
allora Lx(V+) ∩ V− = {0} ed Lx(V−) ∩ V+ = {0}. In particolare, se rappresentiamo x
come una matrice

(
a b
c d

)
con a∈Rp×p, d∈Rq×q, b∈Rp×q, c∈Rq×p, abbiamo a∈GLp(R)

e d∈GLq(R). Possiamo quindi ripartire O(p, q) in quattro sottoinsiemi, a secondo
del segno ± dei determinanti di a e di d:

(4.13)



SO(p, q) = {x ∈ O(p, q) | det(a) = 1}

=

{(
a b
c d

)
∈ O(p, q)

∣∣∣∣∣∣ det(a) · det(d) > 0
}
,

O(p+, q) =

{(
a b
c d

)
∈ O(p, q)

∣∣∣∣∣∣ det(a) > 0
}
,

O(p, q+) =

{(
a b
c d

)
∈ O(p, q)

∣∣∣∣∣∣ det(d) > 0
}
,

SO+(p, q) =

{(
a b
c d

)
∈ O(p, q)

∣∣∣∣∣∣ det(a) > 0, det(d) > 0
}
.
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Il gruppo di Lorentz8 SO+(1, 3) è il gruppo di simmetria della relatività specia-
le. Qui la condizione det(a) > 0 significa che non si può confondere passato e fu-
turo, mentre la condizione det(d) > 0 che un solido può non essere sovrapponibile
al suo simmetrico rispetto ad un piano.

Esempio 4.2. Uno spazio iperbolico reale è uno spazio vettoriale reale R2n di
dimensione pari, su cui sia fissata una matrice simmetrica A di segnatura (n, n).
Possiamo fissare

A =

(
0 In
In 0

)
.

In particolare, il sottospazio V generato dai primi n vettori della base canonica è
totalmente A-isotropo e massimale tra i sottospazi con questa proprietà. Possia-
mo chiederci come sia fatto il sottogruppo degli elementi di OA(2n) ' O(n, n)
delle trasformazioni che lasciano fissi tutti i vettori di V. La matrice di una tale
trasformazione è della forma(

In β

0 α

)
, con α, β ∈ Mn(R)

e deve soddisfare(
In 0
βᵀ αᵀ

)
·

(
0 In
In 0

)
·

(
In β

0 α

)
=

(
0 α

αᵀ αᵀβ + βᵀα

)
=

(
0 In
In 0

)
⇐⇒ α = In, β + βᵀ = 0.

Poiché (
In β1
0 In

)
·

(
In β2
0 In

)
=

(
In β1 + β2
0 In

)
,

il gruppo
G = {a ∈ OA(2n) | La(ei) = ei ∀1 ≤ i ≤ n}

è un gruppo commutativo, isomorfo ad o(n) (cioè all’algebra di Lie delle matrici
reali antisimmetriche) come gruppo additivo.

5. Formula di Cayley e decomposizione di Cartan di matrici reali

La decomposizione di Cayley e quella di Cartan per una classe di sottogruppi
del gruppo lineare generalizzano alle matrici reali la forma polare dei numeri com-
plessi. Le matrici simmetriche semidefinite positive giocano il ruolo dei numeri
reali non negativi e le ortogonali quello dei numeri complessi di modulo uno.

Notazione 5.1. Indichiamo con Pn(R) l’insieme delle matrici simmetriche de-
finite positive e con P̄n(R) quello delle matrici simmetriche semidefinite positive.
Indicheremo con pn(R), oppure con Simn(R), lo spazio vettoriale di tutte le matrici
simmetriche reali.

8Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), fisico teorico olandese, premio Nobel nel 1902 (per
la spiegazione teorica dell’effetto Zeeman). Il gruppo di simmetrie di Lorentz è descitto nel suo
lavoro: Simplified Theory of Electrical and Optical Phenomena in Moving Systems, Proceedings of
the Royal Netherlands Academy of Arts and Sciences, 1 (1899) pp. 427-442.
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Lemma 5.2. Se A ∈ P̄n(R) è una matrice simmetrica semidefinita positiva,
allora vi è un’unica matrice B, simmetrica e semidefinita positiva, tale che B2 = A.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.8, possiamo trovare una matrice ortogo-
nale u ∈ O(n) tale che

u−1 · A · u = uᵀ · A · u = diag(k1, . . . , kn), con ki ∈ R.

Per ipotesi i ki sono non negativi ed ammettono quindi un’unica radice reale non ne-
gativa

√
ki . La matrice B = u · diag(

√
k1 , . . . ,

√
kn ) · uᵀ è simmetrica, semidefinita

positiva e B2 = u · diag(k1, . . . , kn) · uᵀ = A.
Resta da verificare l’unicità. Consideriamo dapprima il caso in cui A∈Pn(R).

Se B,C sono matrici simmetriche semidefinite positive per cui B2 = A = C2, allora
B e C sono invertibili e quindi appartengono entrambe a Pn(R). La matrice B−1C è
ortogonale, perché

(B−1 ·C)ᵀ · (B−1 ·C) = C · B−1 · B−1 ·C = C · A−1 ·C = C ·C−2 ·C = In.

Per il Teorema di Sylvester (cf. Teorema 2.15 del Cap.6) le matrici B−1 · C ed
M · C · M, ove M è simmetrica e definita positiva con M2 = B−1, hanno gli stessi
autovalori. La M · C · M è simmetrica e definita positiva ed ha quindi autovalori
reali positivi. La B−1 ·C è perciò una matrice ortogonale che ha tutti gli autovalori
reali e positivi e dunque l’identità. Questo ci dà C = B e dimostra l’unicità.

Se A è singolare, B ∈ P̄n(R) e B2 = A, allora ker(LB) = ker(LA). Infatti è
ovviamente ker(LB) ⊆ ker(LA) e, se v∈ ker(LA), allora ‖B·v‖2 = (Aᵀ·A·v)∗v = 0
implica che B·v = 0 e prova quindi l’inclusione opposta.

Scegliendo una base ortonormale ε1, . . . , εn i cui ultimi n−m vettori siano una
base di ker(LA), posto ε = (ε1, . . . , εn) ∈ O(n), otteniamo che

ε∗·A·ε =

(
A′ 0
0 0

)
, ε∗·B·ε =

(
B′ 0
0 0

)
, con A′, B′ ∈ Pm(R) e B′2 = A′.

Per l’argomento precedente, B′ e quindi B sono univocamente determinati. �

Teorema 5.3 (Formula di Cayley). Ogni matrice A ∈ Mn(R) si decompone in
prodotti

(5.1) A = u · B = B′ · u, con B, B′ ∈ P̄n(R) ed u ∈ O(n).

Le matrici B e B′ sono univocamente determinate e, quando A ∈ GLn(R), anche u
è univocamente determinata.

Dimostrazione. La matrice Aᵀ·A è simmetrica e semidefinita positiva. Per il
Lemma 5.2 vi è un’unica matrice B ∈ P̄n(R) per cui B2 = Aᵀ·A. Sia ε1, . . . , εn una
base ortonormale di autovettori di B e sia B·εi = ki·εi. Poiché Aᵀ·A·εi = k2

i εi, i
vettori A·εi formano un sistema ortogonale. Infatti

(A·εi)∗(A·ε j) = (B2·εi)∗ε j = k2
i · εi∗ε j = 0 se i , j.

Siano allora η1, . . . , ηn un sistema ortonormale di vettori con

A·εi = ki·ηi, per 1 ≤ i ≤ n.
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Nota che gli ηi sono univocamente determinati se ki , 0. Gli ηi che corrispondono
ai ki nulli sono gli elementi di una qualsiasi base ortonormale di [LA(Rn)]⊥.

Posto u = (η1, . . . , ηn)·(ε1, . . . , εn)−1 ∈ O(n), otteniamo che

u·B·εi = ki · u·εi = ki · (η1, . . . , ηn)·ei = ki · ηi = A·εi, ∀1 ≤ i ≤ n

e quindi Lu·B ed LA, assumendo gli stessi valori sui vettori della base ε1, . . . , εn,
sono uguali. Questo dimostra che A = u·B.Abbiamo poi A = B′·u con B′ = u·B·uᵀ.
Osserviamo che B e B′, essendo le radici quadrate semidefinite positive di Aᵀ·A e
di A·Aᵀ rispettivamente, sono univocamente determinate per il Lemma 5.2. Se A
è invertibile, allora anche B è invertibile ed u = A·B−1 è anch’essa univocamente
determinata. �

La decomposizione di Cartan precisa sotto quali ipotesi i fattori u e b, b′ della
formula di Cayley della decomposizione delle matrici A di un sottogruppo G del
gruppo lineare GLn(R) appartengano ancora a G. Questa decomposizione è uno
strumento essenziale nello studio dei gruppi di Lie semisemplici. Vale il seguente
risultato (per la dimostrazione vedi il §4 del Cap.21):

Teorema 5.4. Sia G un sottogruppo di GLn(R). Supponiamo valgano le due
proprietà:

(1) se a ∈ G, allora anche aᵀ ∈ G;
(2) G è algebrico su R : si possono cioè trovare un numero finito di polinomi

f1, . . . , fm ∈ R[xi, j], nei coefficienti delle matrici, tali che x = (xi, j) ∈ G
se e soltanto se fh(x) = 0 per h = 1, . . . ,m.

Allora

(5.2) ∀ a ∈ G, ∃! u ∈ O(n) ∩G, b, b′ ∈ Pn(R) ∩G tali che a = u·b = b′·u.

Cenno di dimostrazione. Per la condizione (1) il prodotto aᵀ·a appartiene al-
l’intersezione di G con Pn(R). La condizione (2) serve a garantire che anche la sua
radice quadrata in Pn(R) appartenga a G. �

La decomposizione di Cartan dà una descrizione topologica9 del gruppo di
matrici G. Il termine “topologia” si riferisce ad una branca della matematica in
cui si formalizza il concetto di continuità e si studiano le proprietà degli oggetti
che rimangono invariate rispetto alle trasformazioni ed alle deformazioni continue.
Come vedremo nel seguito, la parte G∩ Pn(R) può essere messa in corrispondenza
biunivoca e bicontinua (nel linguaggio della topologia è omeomorfa) ad uno spazio
euclideo Rk, mentre l’intersezione G ∩ O(n) è una parte compatta, cioè chiusa e
limitata, di G. Dal punto di vista delle deformazioni, gli spazi euclidei si conside-
rano banali, nel senso che si possono contrarre a un punto. La decomposizione di
Cartan ci dice quindi che le proprietà topologicamente interessanti di G si possono
leggere sulla sua parte compatta G ∩O(n).

9Gli elementi di G sono matrici reali. Possiamo definire la convergenza di una successione di
matrici come la convergenza di tutti i singoli coefficienti delle matrici della successione. Diciamo
che un sottoinsieme K di Mn(R) è compatto se da ogni successione di matrici di K se ne può estrarre
una convergente ad una matrice di K.



5. FORMULA DI CAYLEY E DECOMPOSIZIONE DI CARTAN DI MATRICI REALI 343

Esempio 5.1. Il gruppo ortogonale

OA(Rn) = {x ∈ Mn(R) | xᵀ·A·x = A},

di una matrice simmetrica A di Mn(R) è algebrico. Abbiamo dimostrato, con la
Proposizione 4.2, che esso è completamente determinato, a meno di isomorfismi,
dalla segnatura della matrice simmetrica A. Abbiamo dimostrato nella Proposizio-
ne 4.3 che, perché OA(Rn) sia invariante rispetto all’involuzione di Caratan (4.7),
occorre e basta che A2 = In. Ciò si verifica, ad esempio, se scegliamo A = Ip,q.
Allora

O(p, q) ∩O(n) = OIp,q(Rn) ∩O(n) =

{(
α 0
0 β

)∣∣∣∣∣∣α ∈ O(p), β ∈ O(q)
}
.

È più complicata, utilizzando le nozioni fin qui sviluppate, la descrizione del-
la parte non compatta O(p, q) ∩ Pn(R). In effetti, per caratterizzarla, si utilizza
solitamente il fatto che gli elementi di Pn(R) ∩ G si possono rappresentare co-
me esponenziali delle matrici simmetriche che appartengono all’algebra di Lie del
gruppo (cf. Cap.21). Nel nostro caso, dobbiamo cercare le matrici simmetriche
che appartengono ad10

(5.3) o(p, q) = {X ∈ Mn(R) | Xᵀ · Ip,q + Ip,q · X = 0}.

Si verifica facilmente che

o(p, q) ∩ pn(R) =

{(
0 Yᵀ

Y 0

)∣∣∣∣∣∣ Y ∈ Rq×p
}
.

Infatti, scrivendo X = (Xi, j)1≤i, j≤2 come una matrice a blocchi, abbiamo

Xᵀ · Ip,q + Ip,q · X =

(
Xᵀ1,1 + X1,1 X1,2 − Xᵀ2,1
Xᵀ1,2 − X2,1 −X2,2 − Xᵀ2,2

)
.

Gli elementi simmetrici sono quindi quelli con X1,1 = 0, X2,2 = 0 ed X1,2 = Xᵀ2,1.
Consideriamo matrici X di questo tipo, con X2,1 = Y ∈ Rq×p. L’equazione per gli
autovalori-autovettori è (tenuto conto che p ≤ q)

λ · v = Yᵀ · w ,
λ · w = Yv ,
λ ∈ R, v ∈ Rp, w ∈ Rq,

⇐⇒


λ · v = Yᵀ · w ,
Yᵀ · Y · v = λ2v ,
λ · w = Yv ,
λ ∈ R, v ∈ Rp, w ∈ Rq.

Se Y ha rango r ≤ p, allora X ha l’autovalore zero con molteplicità (q + p − 2r).
Gli autovettori corrispondenti sono della forma(

v
w

)
, con v ∈ ker(LY ) e w ∈ ker(LYᵀ).

10Infatti gli elementi dell’algebra di Lie sono le derivate in 0 di curve regolari x(t) di matrici del
gruppo, con x(0) = In. Derivando la x(t)ᵀ · Ip,q · x(t) = Ip,q otteniamo che

ẋ(t)·Ip,q·x(t) + x(t)ᵀ · Ip,q · ẋ(t) = 0, ∀t ∈ R,

che, calcolata per t = 0, ci dà la (5.3).
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La matrice Yᵀ·Y ha rango r ed è semidefinita positiva. Indichiamo con λ2
1, . . . , λ

2
r i

suoi autovalori non nulli, ripetuti con le loro molteplicità e con v1, . . . , vr i relativi
autovettori. Ad essi corrispondono i 2r autovettori di X:(

v ′i
w ′i

)
=

(
λivi
Yvi

)
, corrispondente a λi,

(
v ′i
−w ′i

)
=

(
λivi
−Yvi

)
, corrispondente a −λi,

per i = 1, . . . , r.

L’esponenziale di X ha gli stessi autovettori, che corrispondono però agli esponen-
ziali degli autovalori di X. Avremo quindi, per l’esponenziale x di X,

x ·
(

v ′i
w ′i

)
= eλi

(
v ′i
w ′i

)
, x ·

(
v ′i
−w ′i

)
= e−λi

(
v ′i
−w ′i

)
Quindi Lx agisce sul piano dei vettori

(
v ′i
0

)
,

(
0

w ′i

)
e la matrice che rappresenta la

trasformazione in questa base è la( 1
2 (eλi + e−λi) 1

2 (eλi − e−λi)
1
2 (eλi − e−λi) 1

2 (eλi + e−λi)

)
=

(
cosh(λi) sinh(λi)
sinh(λi) cosh(λi)

)
.

Questa matrice descrive una rotazione piana iperbolica di settore λi.
Abbiamo cosı̀ ottenuto un’interpretazione geometrica della decomposizione di

Cartan delle trasformazioni di O(p, q). Il fattore in O(p+q) ∩ O(p, q) rappresenta
il prodotto di due isometrie su un p- e su un q-piano fissati, tra loro perpendicolari
ed A-ortogonali, mentre il fattore vettoriale, in O(p, q) ∩ Pn(R) è un prodotto di
rotazioni iperboliche su piani due a due ortogonali tra loro. Ciascuno di questi piani
contiene due rette A-isotrope, corrispondenti alle direzioni degli autovettori. In
particolare, le trasformazioni di O(p, q)∩Pn(R) diverse dall’identità non si possono
diagonalizzare in una base ortogonale di Rn+q.

Si può ottenere un gruppo ortogonale OA(Rn), con A di segnatura (p, q), e
quindi isomorfo ad O(p, q), con A2 = In ed in cui le matrici di OA(Rn) ∩ Pn(R)
siano coniugate, mediante matrici di OA(Rn) ∩O(n), a matrici diagonali. A questo
scopo scegliamo ad esempio

A = Jp,q =

0 0 Ip
0 −Iq−p 0
Ip 0 0

 .
Con questa scelta, le matrici di OJp,q(Rn) ∩ Pn(R) sono le coniugate, mediante
OJp,q(n) ∩O(n), di matrici della forma

λ1
. . .

λp

Iq−p

λ−1
1

. . .

λ−1
p


, con λi ≥ 1, per 1 ≤ i ≤ p.
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L’isomorfismo O(p, q) ' OJp,q(Rn) si dice anche una forma massimale vetto-
riale di O(p, q), perché è quella per cui tra le matrici di OA(Rn) ∩ Pn(R) (per A di
segnatura (p, q) con A2 = In) con un numero massimale di autovalori reali distinti
ci sono matrici diagonali.

Osservazione 5.5. In generale, un’involuzione di Cartan su GLn(R) è un’invo-
luzione θ : GLn(R)→ GLn(R), cioè un automorfismo del gruppo con θ2 = idGLn(R)
il cui luogo di punti fissi K = {x ∈ GLn(R) | θ(x) = x} sia, come gruppo, isomorfo
al gruppo ortogonale O(n). Allora l’insieme P delle matrici con tutti gli autovalori
positivi di {x ∈ GLn(R) | θ(x) = x−1} è coniugato di Pn(R) e, per sottogruppi G di
GLn(R) algebrici su R con θ(G) = G abbiamo una decomposizione degli elementi
di G simile a quella del Teorema 5.4, sostituendo ad O(n) il gruppo K ed a Pn(R)
l’insieme P .

Discutiamo ad esempio il caso dei gruppi ortogonali OA(Rn) nel caso in cui
non si richieda che A2 = In.

Sia A una qualsiasi matrice simmetrica non degenere. Indichiamo con γ la
matrice simmetrica definita positiva per cui γ2 = A2. L’applicazione

ϑA : GLn(R) 3 x −→ γ
−1·(xᵀ)−1 · γ ∈ GLn(R)

è un’involuzione di GLn(R) che ha come luogo di punti fissi il gruppo Oγ(Rn) =

{x ∈ GLn(R) | xᵀ·γ·x = γ}. Se γ1/2 è la matrice di Pn(R) con (γ1/2)2 = γ, allora
l’applicazione x 7→ γ1/2·x·γ−1/2 è un isomorfismo di Oγ(Rn) sul gruppo ortogonale
O(n). Osserviamo che γ ∈ R[A] e quindi commuta con A. Quindi γ−1·A·γ−1 = A−1

ed allora, per la Proposizione 4.2, è ϑA(OA(Rn)) = OA(Rn).
Si può allora verificare che ogni elemento x di OA(Rn) si decompone in modo

unico nei prodotti x = u·b = b′·u con u ∈ Oγ(Rn) e b, b′ matrici di PA(Rn), cioè con
tutti gli autovalori positivi e che soddisfano ϑA(b) = b−1, ϑA(b′) = b′−1.

6. Rappresentazione reale di matrici complesse

Ogni vettore v di Cn si decompone nella somma v = v ′+ i ·v ′′, ove v ′, v ′′ ∈ Rn

sono, rispettivamente, la sua parte reale ed immaginaria. Associamo a v il vettore

vR =

(
v ′

v ′′

)
∈ R2n,

le cui prime n componenti sono la sua parte reale e le ultime n la sua parte imma-
ginaria. Una trasformazione C-lineare dei vettori di Cn descrive, mediante questa
corrispondenza, una trasformazione R-lineare dei vettori di R2n.

Se A ∈ Cm×n ed A = A′ + i · A′′ con A′, A′′ ∈ Rm×n, allora

(A′ + i · A′′) · (v ′ + i · v ′′) = (A′ · v ′ − A′′ · v ′′) + i · (A′′ · v ′ + A′ · v ′′)

ci mostra che alla trasformazione di Cn in Cm associata alla matrice A corrisponde
la trasformazione di R2n in R2m associata alla matrice

(6.1) AR =

(
A′ −A′′

A′′ A′

)
∈ R2m×2n.
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Definizione 6.1. Chiamiamo la matrice reale AR definita dalla (6.1) rappresen-
tazione reale della matrice complessa A = A′+i ·A′′ (qui A ∈ Cm×n, AR ∈ R2m×2n,
A′, A′′ ∈ Rm×n).

Osservazione 6.1. Naturalmente il rango e la nullità di AR come matrice reale
sono doppie del rango e della nullità di A come matrice complessa.

La moltiplicazione per l’unità immaginaria i dei vettori di Cn corrisponde
all’azione della matrice reale antisimmetrica

(6.2) Ωn =

(
0 −In
In 0

)
.

Osservazione 6.2. È Ω2
n = −I2n. Una qualsiasi matrice reale M ∈ Mm(R) con

M2 = −Im ha ordine pari m = 2n ed è simile alla Ωn. La chiamiamo una struttura
complessa su Rm = R2n.

Lemma 6.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice reale
B ∈ R2m×2n sia la rappresentazione reale di una matrice complessa A ∈ Cm×n è
che commuti con la moltiplicazione per l’unità immaginaria, cioè che risulti

(6.3) Ωm · B = B ·Ωn.

Dimostrazione. Scriviamo B ∈ R2m×2n come una matrice 2 × 2 di matrici di
Rm×n. Allora

B ·Ωn =

(
B1,1 B1,2
B2,1 B2,2

)
·

(
0 −In
In 0

)
=

(
B1,2 −B1,1
B2,2 −B2,1

)
,

Ωm · B =

(
0 −Im
Im 0

)
·

(
B1,1 B1,2
B2,1 B2,2

)
=

(
−B2,1 −B2,2
B1,1 B1,2

)
.

Confrontando le matrici ad ultimo membro delle due uguaglianze, troviamo che
la condizione necessaria e sufficiente affinché la B commuti con la moltiplicazio-
ne per l’unità immaginaria è che B1,1 = B2,2 e B1,2 = −B2,1, cioè che B sia la
rappresentazione reale della matrice complessa B1,1 + i · B2,1. �

Lemma 6.4. È

(6.4) det(AR) = | det(A) |2, ∀A ∈ Mn(C).

Dimostrazione. Sia M = 1√
2

(
In i · In

i · In In

)
. Poiché M·M̄ = I2n e

M̄ ·
(
A 0
0 Ā

)
· M =

1
2

(
In −i · In
−i · In In

) (
A i A

i Ā Ā

)
=

1
2

(
A + Ā i A − i Ā

i Ā − i A A + Ā

)
= AR,

la tesi è conseguenza immediata del teorema di Binet. �

Definizione 6.2. Chiamiamo aggiunta di una matrice complessa A ∈ Cm×n, ed
indichiamo con A∗, la sua trasposta coniugata

(6.5) A∗ = Āᵀ.

Lemma 6.5. È A∗∗ = A, per ogni A ∈ Cm×n. �
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Lemma 6.6. È (AR)ᵀ = (A∗)R, ∀A ∈ Mn(C).

Dimostrazione. Se A = A′ + i · A′′, con A′, A′′ ∈ Rm×n, allora(
A′ −A′′

A′′ A′

)ᵀ
=

(
A′ᵀ A′′ᵀ

−A′′ᵀ A′ᵀ

)
è la rappresentazione reale della matrice complessa A′ᵀ − i · A′′ᵀ = Āᵀ = A∗. �

Lemma 6.7. Se A ∈ Mn(C) e v ,w ∈ Cn, allora

vᵀR · AR · wR = Re (v∗ · A · w ), ∀v ,w ∈ Cn.(6.6)

Dimostrazione. Possiamo verificare la formula con un semplice calcolo diret-
to, ma anche ragionare anche nel modo seguente. Al vettore v ∈ Cn = Cn×1,
seguendo la regola adottata in generale per le matrici, possiamo associare una ma-
trice di R2n×2, che è la [v]R = (vR, (iv)R). Utilizzando il Lemma 6.6, abbiamo
allora

[v∗ · A · w ]R = [v]ᵀR · AR · [w ]R
ove, per il numero complesso a + i · b, con a, b ∈ R, abbiamo scritto

[a + i · b]R =

(
a −b
b a

)
.

Leggendo il coefficiente sulla diagonale della rappresentazione reale [v∗·A·w ]R del
numero complesso v∗·A·w otteniamo la (6.6). �

Il Lemma 6.7 ci spiega perché, nel definire gruppi di matrici complesse analo-
ghi ai gruppi ortogonali reali, sia naturale sostituire alla trasposizione l’aggiunzione.

7. Prodotto scalare hermitiano

Definizione 7.1. Il prodotto scalare hermitiano canonico sullo spazio comples-
so Cn è definito da

(7.1) Cn × Cn 3 (v ,w ) −→ (v |w ) = w∗ · v ∈ C.

Il prodotto scalare hermitiano11 gode delle proprietà

(v |w ) = (w |v) (simmetria hermitiana),(1) ((λ1v1 + λ2v2)|w ) = λ1(v1|w ) + λ2(v2|w )
(v |(λ1w1 + λ2w2)) = λ̄1(v |w1) + λ̄2(v |w2)

(sesquilinearità),(2)

11L’aggettivo “hermitiano”, che indica in generale C-linearità rispetto ad alcune ed anti-C-
linearità rispetto ad altre variabili, deriva dal nome del matematico francese Charles Hermite (1822-
1901). A lui si devono notevoli risultati nella teoria dei numeri e delle forme quadratiche, nella
teoria degli invarianti, dei polinomi ortogonali e delle funzioni ellittiche, nonchè la prima dimostra-
zione della trascendenza (cioè del fatto che non soddisfi nessuna equazione polinomiale a coefficienti
interi) del numero e.

Il prefisso “sesqui” è una contrazione del latino “semisque”, che significa uno e mezzo. In
chimica indica composti binari in cui il rapporto tra gli atomi di valenza inferiore e quelli di valenza
superiore è 3:2. In matematica si allude al fatto che la forma, nella seconda variabile, è solo “mezza”
lineare, cioè solo per la parte reale del numero complesso per cui si moltiplica il secondo argomento.



348 17. CONGRUENZA DI MATRICI REALI E COMPLESSE

R 3 (v |v) > 0, se v , 0 (positività),(3)

per generici vettori v , v1, v2,w ,w1,w2 ∈ C
n e λ1, λ2 ∈ C.

Indichiamo con ‖v‖ =
√

(v |v) ≥ 0 la norma associata al prodotto scalare.
Abbiamo

(7.2) ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖, ∀v ∈ Cn, ∀λ ∈ C. ∀v ∈ C.

Il prodotto scalare hermitiano verifica la diseguaglianza di Cauchy:

(7.3) |(v |w )| ≤ ‖v‖ · ‖w‖, ∀v ,w ∈ Cn.

Due vettori v ,w ∈ Cn sono ortogonali, o perpendicolari tra loro se (v |w ) = 0.
Chiamiamo ortogonale un sistema di vettori ε1, . . . , εm di Cn con

(7.4) (εi|ε j) = 0, ∀1 ≤ i , j ≤ m

ed ortonormale un sistema di vettori ortogonali ε1, . . . , εm, tutti di norma 1:

(7.5) (εi|ε j) = δi, j, ∀1 ≤ i, j ≤ m,

ove il simbolo δi, j è la delta di Kronecker, uguale ad uno quando i due indici sono
uguali ed a zero quando sono diversi.

Osserviamo che

Re (v |w ) = vR ∗ wR, ∀v ,w ∈ Cn.

Cioè la parte reale del prodotto scalare hermitiano su Cn è il prodotto scalare reale
su R2n. La parte immaginaria

Im (v |w ) = ω(vR,wR)

è una forma simplettica, che definisce su Cn ' R2n una struttura di spazio simplet-
tico (cf. §8 del Cap.19). Osserviamo che

ω(vR,wR) = (iv)R ∗ wR = wᵀR ·Ωn · vR.

Quindi la forma simplettica, insieme al prodotto scalare reale, determina la mol-
tiplicazione per l’unità immaginaria e quindi la struttura complessa su R2n che ci
permette di identificarlo a Cn.

Definizione 7.2. Due sottospazi vettoriali V,W di Cn si dicono perpendicolari,
od ortogonali, e scriviamo V ⊥ W, se ogni vettore di V è ortogonale ad ogni vettore
di W. Dato un sottoinsieme E di Cn definiamo il suo ortogonale

(7.6) E⊥ = {v ∈ Cn | (v |w ) = 0, ∀w ∈ E}.

Lemma 7.1. Per ogni sottoinsieme E di Cn, abbiamo E⊥ = 〈E〉 e

(7.7) Cn = 〈E〉 ⊕ E⊥.

In particolare, la dimensione di E⊥ è la codimensione in Cn del sottospazio com-
plesso generato da E. �
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Definizione 7.3. Il gruppo unitario di ordine n è il gruppo

(7.8) U(n) = {x ∈ Mn(C) | x∗ · x = In}.

Il gruppo speciale unitario di ordine n è il suo sottogruppo normale

(7.9) SU(n) = {x ∈ U(n) | det(x) = 1}.

Proposizione 7.2. Una matrice x ∈ Mn(C) è unitaria se e soltanto se le sue
colonne formano una base ortonormale di Cn. �

Il gruppo unitario si può definire in modo equivalente mediante

(7.10) U(n) = {x ∈ GLn(R) | x−1 = x∗}.

Poiché l’aggiunta dell’inversa è l’inversa dell’aggiunta, otteniamo

Proposizione 7.3. Una matrice x è unitaria se e soltanto se la sua aggiunta è
unitaria. Una matrice x appartiene al gruppo unitario speciale se e soltanto se la
sua aggiunta appartiene al gruppo unitario speciale. �

Le equazioni che definiscono i gruppi unitario ed unitario speciale sono inva-
rianti per coniugio. Otteniamo allora

Proposizione 7.4. Una matrice x è unitaria se e soltanto se la sua trasposta è
unitaria. Una matrice x appartiene al gruppo speciale unitario se e soltanto se la
sua trasposta appartiene al gruppo speciale unitario.

Una matrice x è unitaria se e soltanto se la sua coniugata è unitaria. Una
matrice x appartiene al gruppo unitario speciale se e soltanto se la sua coniugata
appartiene al gruppo unitario speciale. �

Proposizione 7.5. Ogni sottospazio V di Cn ammette una base ortonormale.

Dimostrazione. Possiamo ragionare per induzione sulla dimensione di V. La
proposizione infatti è senz’altro vera quando dimC(V) ≤ 1. Supponiamo che V
abbia dimensione m > 1 e la tesi sia verificata per sottospazi di dimensione minore
di m. Possiamo fissare un qualsiasi vettore vm di V di norma uno. Allora W = V∩v⊥m
è un sottospazio di dimensione m−1 che, per l’ipotesi induttiva, ammette una base
ortonormale v1, . . . , vm−1, che completa vm ad una base ortonormale di Cn. �

Proposizione 7.6. Ogni sistema ortonormale ε1, . . . , εm di vettori di Cn si può
completare ad una base ortonormale.

Dimostrazione. Basta aggiungere ad ε1, . . . , εm i vettori di una base ortonor-
male εm+1, . . . , εn di 〈ε1, . . . , εm〉

⊥. �

Lemma 7.7. Se A ∈ Cm×n, allora la sua aggiunta A∗ è caratterizzata da

(7.11) (A·v |w ) = (v | A∗·w ), ∀v ∈ Cn, ∀w ∈ Cm,

dove, naturalmente, il prodotto scalare hermitiano a primo membro è in Cm, a
secondo membro in Cn.
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Dimostrazione. Basta riscrivere i prodotti scalari come prodotti righe per co-
lonne di matrici: l’identità

(A·v |w ) = w∗·(A·v) = (A∗·w )∗·v = (v | A∗·w )

segue dalla proprietà associativa del prodotto di matrici. Se poi B ∈ Cn×m verifica

(A·v |w ) = (v |B·w ), ∀v ∈ Cn, ∀w ∈ Cm,

allora, uguagliando i coniugati dei due membri di questa equazione otteniamo

v∗·A∗·w = v∗·B·w , ∀v ∈ Cn, ∀w ∈ Cm,

da cui, scegliendo v e w come elementi delle basi canoniche di Cn e di Cm, rispet-
tivamente, ricaviamo che B = A∗. �

Lemma 7.8. Se A ∈ Cm×n, allora

(7.12) ker(LA) = [Imm(LA∗)]⊥, Imm(LA) = [ker(LA∗)]⊥.

Dimostrazione. Dalla (7.11) otteniamo le inclusioni Imm(LA∗) ⊆ [ker(LA)]⊥

ed Imm(LA) ⊆ [ker(LA∗)]⊥. Dalla prima di queste ricaviamo, passando agli ortogo-
nali, che ker(LA) ⊆ [Imm(LA)]⊥. Poiché A ed A∗ hanno lo stesso rango,

dim([ker(LA∗)]⊥) = m − dim([ker(LA∗)]) = rank(A∗) = rank(A),

dim([ker(LA)]⊥) = n − dim([ker(LA)]) = rank(A) = rank(A∗).

Quindi ker(LA) ed [Imm(LA∗)]⊥, avendo la stessa dimensione, coincidono, ed ana-
logamente Imm(LA) e [ker(LA∗)]⊥. �

8. Matrici complesse normali

In questo paragrafo caratterizziamo le matrici complesse di tipo n×n che si
possono diagonalizzare in una base ortonormale hermitiana di Cn.

Definizione 8.1. Una matrice A ∈ Mn(C) si dice normale se commuta con la
sua aggiunta, se cioè A·A∗ = A∗·A.

Proposizione 8.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice
complessa n × n si possa diagonalizzare in una base ortonormale di Cn è che sia
normale.

Dimostrazione. Supponiamo che A ∈ Mn(C) sia normale. Abbiamo allora

‖A·v‖2 = (A·v | A·v) = (A∗·A·v | v) = (A·A∗·v | v) = (A∗·v | A∗·v) = ‖A∗·v‖2.

Quindi, per il Lemma 7.8, è ker(LA) = ker(LA∗) = [Imm(LA)]⊥.
Osserviamo a questo punto che, se A è normale e λ è un numero complesso,

anche λIn − A è normale. Da

ker( λ·In − LA) = ker( λ·In − A∗) = [Imm( λ·In − LA)]⊥

otteniamo che ogni autovettore di A relativo all’autovalore λ è anche autovettore di
A∗ rispetto all’autovalore λ̄ ed inolte ker(λIn − LA) ∩ [Imm(λIn − LA)] = {0}. Da
quest’ultima segue che tutti gli autovalori di A hanno uguale molteplicità algebrica
e geometrica e perciò A è diagonalizzabile.
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Se v1, v2 sono autovettori di A relativi ad autovalori distinti λ1, λ2, allora

λ1·(v1|v2) = (A·v1 | v2) = (v1 | A∗v2) = (v1 | λ̄2v2) = λ2·(v1|v2) ⇒ (v1|v2) = 0.

Quindi i sottospazi della decomposizione spettrale

Cn = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm

di Cn nella somma diretta degli autospazi relativi agli autovalori distinti di A so-
no due a due ortogonali ed A si diagonalizza quindi in una base ortonormale di
autovettori.

Viceversa, se A ∈ Mn(C) e possiamo trovare una matrice u ∈ U(n) per cui
u∗ · A · u = D sia diagonale, allora, poiché le matrici diagonali commutano tra loro,
abbiamo

0 = D ·D∗−D∗ ·D = u∗ ·A ·u ·u∗ ·A∗ ·u−u∗ ·A∗ ·u ·u∗ ·A ·u = u∗ · (A ·A∗−A∗ ·A) ·u,

da cui segue che (A · A∗ − A∗ · A) = 0, cioè che A è normale. �

Definizione 8.2. Una matrice complessa A ∈ Mn(C) si dice
• hermitiana simmetrica, o semplicemente hermitiana, se A∗ = A,
• hermitiana antisimmetrica, o antihermitiana, se A∗ = −A.

Poiché (i · A)∗ = −i · A∗, la moltiplicazione per l’unità immaginaria scambia
tra loro matrici hermitiane ed antihermitiane. L’aggiunzione è un’involuzione su
Mn(C), cioè A∗∗ = A per ogni A∈Mn(C). Le hermitiane sono quelle lasciate fisse e
le antihermitiane quelle mutate nella loro opposta dall’aggiunzione. La

(8.1) A = 1
2 (A + A∗) + 1

2 (A − A∗)

è una formula che ci permette di decomporre (in modo unico) ogni matrice com-
plessa nella somma di una hermitiana e di un’antihermitiana.

Notazione 8.2. Si indica con
• pn(C) lo spazio vettoriale reale delle matrici hermitiane di ordine n;
• u(n) l’algebra di Lie reale delle matrici antihermitiane di ordine n.

Gli spazi vettoriali reali pn(C) ed u(n) hanno entrambi dimensione reale n2.
Infatti Mn(C) come spazio vettoriale reale ha dimensione 2n2 ed è somma diret-
ta dei due sottospazi pn(C) ed u(n) che sono R-linearmente isomorfi mediante la
moltiplicazione per i .

Proposizione 8.3. I sottospazi vettoriali reali pn(C) ed u(n) sono invarianti per
l’azione aggiunta del gruppo unitario sulle matrici complesse:

(8.2) U(n) ×Mn(C) 3 (u, A) −→ u · A · u−1 = u · A · u∗ ∈ Mn(C).

Il commutatore di due matrici X,Y che appartengano entrambe a pn(C) od
entrambe ad u(n) appartiene ad u(n). Il commutatore di una matrice di pn(C) e di
una matrice di u(n) appartiene a pn(C). �

Abbiamo la caratterizzazione

Proposizione 8.4. • Le matrici unitarie sono tutte e sole le matrici nor-
mali che hanno tutti gli autovalori di modulo 1.
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• Le matrici hermitiane sono tutte e sole le matrici normali che hanno tutti
gli autovalori reali.
• Le matrici antihermitiane sono tutte e sole le matrici normali che hanno

tutti gli autovalori puramente immaginari.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le matrici unitarie, hermitiane
ed antihermitiane sono normali. Una qualsiasi matrice normale A di Mn(C) si scrive
nella forma A = u∗·D·u per una matrice diagonale D = diag(λ1, . . . , λn) ed una
matrice unitaria u ∈ U(n). Allora

A è unitaria ⇐⇒ A∗ · A = u∗ · D∗ · D · u = In

⇐⇒ D∗D = diag(|λ1|
2, . . . , |λn|

2) = In.

A è hermitiana ⇐⇒ A∗ = u∗ · D∗ · u = u∗ · D · u
⇐⇒ D∗ = D⇐⇒ diag(λ̄1, . . . , λ̄n) = diag(λ1, . . . , λn).

A è antihermitiana ⇐⇒ A∗ = u∗ · D∗ · u = −u∗ · D · u
⇐⇒ D∗ = −D⇐⇒ diag(λ̄1, . . . , λ̄n) = −diag(λ1, . . . , λn).

Da questo segue l’enunciato. �

Osservazione 8.5. Le rette complesse si possono pensare come piani reali e la
moltiplicazione per un numero complesso di modulo uno è, su ciascuno di questi
piani reali, una rotazione intorno all’origine. Diagonalizzare una x di U(n) significa
quindi rappresentarla come il risultato di rotazioni piane su piani euclidei di R2n,
due a due ortogonali tra loro. In particolare, la forma reale di una matrice unitaria
è una matrice del gruppo ortogonale speciale, perché prodotto di rotazioni piane.

9. Formula di Cayley e decomposizione di Cartan di matrici complesse

In questo paragrafo enunciamo gli analoghi dei risultati del §5 per matrici com-
plesse. In questo contesto sostituiamo alle matrici simmetriche reali le simmetriche
hermitiane ed al gruppo ortognonale il gruppo unitario. Le dimostrazioni sono del
tutto analoghe a quelle del caso reale e saranno quindi omesse.

Notazione 9.1. Indichiamo con Pn(C) l’insieme delle matrici hermitiane defi-
nite positive, che hanno cioè tutti gli autovalori positivi e con P̄n(C) quello delle
hermitiane semidefinite positive, cioè con tutti gli autovalori non negativi.

Lemma 9.2. Se A ∈ P̄n(C) è una matrice hermitiana semidefinita positiva, allo-
ra vi è un’unica matrice B, hermitiana e semidefinita positiva, tale che B2=A. �

Teorema 9.3 (Formula di Cayley). Ogni matrice A ∈ Mn(C) si decompone in
prodotti

(9.1) A = u · B = B′ · u, con B, B′ ∈ P̄n(C) ed u ∈ U(n).

Le matrici B, B′ sono univocamente determinate e, se A è invertibile, lo è anche u.
�

L’involuzione di Cartan canonica di GLn(C) è definita da

(9.2) ϑ : GLn(C) 3 x −→ (x∗)−1 ∈ GLn(C).
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Il suo luogo di punti fissi è il gruppo unitario U(n).Uno strumento importante nello
studio di sottogruppi G di GLn(C) è il fatto che per i G che sono algebrici su R
e per cui ϑ(G) = G i fattori della decomposizione (9.1) dei suoi elementi appar-
tengano ancora a G. Enunciamo qui il teorema, per la cui dimostrazione completa
rimandiamo al §4 del Cap.21.

Teorema 9.4. Sia G un sottogruppo di GLn(C). Supponiamo valgano le due
proprietà:

(1) se a ∈ G, allora anche a∗ ∈ G;
(2) G è algebrico su R : si possono cioè trovare un numero finito di polinomi

f1, . . . , fm ∈ R[xi, j, x̄i, j], nei coefficienti delle matrici e dei loro coniugati,
tali che x = (xi, j) ∈ G se e soltanto se fh(x) = 0 per h = 1, . . . ,m.

Allora

(9.3) ∀ x ∈ G, ∃! u ∈ U(n) ∩G, b, b′ ∈ Pn(C) ∩G tali che x = u · b = b′ · u. �

Esempio 9.1. Sviluppiamo un esempio, simile all’Esempio 5.1, per gruppi di
matrici complesse.

Una matrice A ∈ pn(C) ∩ U(n) è diagonalizzabile in una base ortonormale
perché è normale ed i suoi autovalori sono reali perché hermitiana ed uguali in
modulo ad 1 perché è unitaria. Modulo similitudini definite da matrici unitarie,
due matrici di pn(C) ∩ U(n) sono simili se e soltanto se hanno la stessa segnatura,
cioè lo stesso numero di autovalori positivi e di autovalori negativi.

Mostriamo che, se A ∈ pn(C) ∩ U(n), allora il gruppo algebrico su R

(9.4) UA(Cn) = {x ∈ Mn(C) | x∗ · A · x = A},

è anche autoaggiunto, contiene cioè l’aggiunta di ogni sua matrice.
Poiché A∗ = A−1 = A, se x ∈ UA(Cn), allora

A = A−1 = (x∗·A·x)−1 = x−1·A−1·(x∗)−1 = [(x∗)−1]∗·A·(x∗)−1

implica che (x∗)−1 appartiene ad UA(Cn), e quindi anche x∗ ∈ UA(Cn) perché i
gruppi contengono gl’inversi dei loro elementi.

Come nel caso reale, si verifica che le classi di isomorfismo dei gruppi UA(Cn)
dipendono soltanto dall’indice di A, cioè dal minimo tra il numero dei suoi au-
tovalori positivi e negativi. Scegliamo, per fissare le idee, A uguale ad Ip,q, con
0 ≤ p ≤ q ≤ n. Il gruppo UIp,q(Cn) sarà indicato con U(p, q).

Allora la parte compatta, cioè l’intersezione con U(n), è

U(p, q) ∩ U(n) = UIp,q(Cn) ∩ U(n) =

{(
α 0
0 β

)∣∣∣∣∣∣α ∈ U(p), β ∈ U(q)
}
.

Come nell’esempio reale, per descrivere la parte non compatta, utilizziamo il
fatto che gli elementi di Pn(C)∩UIp,q(Cn) si possono rappresentare come esponen-
ziali delle matrici simmetriche che appartengono all’algebra di Lie del gruppo (cf.
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Cap.21). Abbiamo12

(9.5) u(p, q) = {X ∈ Mn(R) | X∗ · Ip,q + Ip,q · X = 0} =
{
XB =

(
0 B
B∗ 0

) ∣∣∣∣ B ∈ Cp×q
}
.

Se B ha rango r ≤ p, allora XB ha l’autovalore zero con molteplicità (n − 2r). Gli
autovettori corrispondenti sono della forma(

v
w

)
, con v ∈ ker(LB) e w ∈ ker(LB∗)

e sono lasciati fissi dalla matrice b = exp(XB). Gli autovalori diversi da 0 di XB
vengono a coppie ±λ, con λ reale e λ2 autovalore della matrice B · B∗. Se v ∈ Cp è
un autovettore di B · B∗ corrispondente all’autovalore λ2, allora

z+ =

(
λ · v
B∗ · v

)
e z− =

(
λ · v
−B∗v

)
sono autovettori corrispondenti agli autovalori λ e (−λ) di XB, rispettivamente.
Infatti

XB · z+ =

(
B · B∗v
λ · B∗v

)
=

(
λ2 · v
λ · B∗v

)
= λ · z+, XB · z− =

(
−B · B∗v
λ · B∗v

)
=

(
−λ2 · v
λ · B∗v

)
= −λ · z−

Allora, con b = exp(XB), abbiamo Lb(z+) = eλ · z+ ed Lb(z−) = e−λ · z−. Osserviamo
che

‖B∗·v‖2 = (B∗·v | B∗·v) = (B·B∗·v | v) = (λ2·v | v) = ‖λ·v‖2.
Quindi, a meno di riscalare, possiamo far sı̀ che i vettori

ξ =

(
λ·v
0

)
ed η =

(
0

B∗v

)
formimo una base ortonormale di un 2-piano di Cn. La Lb opera su questo piano e
la matrice che la rappresenta nella base ortonormale ξ, η, è quella della rotazione
iperbolica di settore λ: (

cosh λ sinh λ
sinh λ cosh λ

)
.

10. Forme sesquilineari

Nel Cap.19 ritorneremo sulla teoria delle forme bilineari, estendendola a spazi
vettoriali su campi qualsiasi ed in questo contesto generale riconsidereremo anche
il caso di spazi complessi. Ci occupiamo qui di sviluppare un altro tipo di ge-
neralizzazione delle forme bilineari reali, utile per discutere gruppi di simmetria
che generalizzano il gruppo unitario e sono importanti in alcune applicazioni al-
la geometria differenziale ed alla fisica teorica. Il prefisso latino “sesqui” è una
contrazione di “semisque” e significa “mezzo in più” ed allude al fatto che alla
coppia di vettori si associ con un numero complesso qualcosa di più di un semplice

12Infatti gli elementi dell’algebra di Lie sono le derivate in 0 di curve regolari x(t) di matrici del
gruppo, con x(0) = In. Derivando la x(t)∗ · Ip,q · x(t) = Ip,q otteniamo che

ẋ∗(t) · Ip,q · x(t) + x(t)∗ · Ip,q · ẋ(t) = 0, ∀t ∈ R,

che, calcolata per t = 0, ci dà la (9.5).
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numero reale. L’anti-C-linearità rispetto al secondo argomento ne fanno una gene-
ralizzazione del prodotto scalare hermitiano, cui le forme sesquilineari sono, come
vedremo, naturalmente legate.

Definizione 10.1. Sia V uno spazio vettoriale complesso. Un’applicazione

(10.1) h : V × V −→ C

si dice una forma sesquilineare se soddisfa

h(λv , µw ) = λ·µ̄·h(v ,w ), ∀v ,w ∈ V, ∀λ, µ ∈ C;(10.2)
h(v1 + v2,w1 + w2) = h(v1,w1) + h(v1,w2) + h(v2,w1) + h(v2,w2)(10.3)

∀v1, v2,w1,w2 ∈ V.

Diciamo che è13:

• hermitiana, o sesquilineare simmetrica, se
h(w , v) = h(v ,w ), per ogni v ,w ∈ V;

• antihermitiana, o sesquilineare antisimmetrica se
h(w , v) = −h(v ,w ), per ogni v ,w ∈ V.

Ad una forma sesquilineare h su Cn possiamo associare una matrice complessa
A ∈ Mn(C) ponendo A = (h(ei, e j))1≤i, j≤n. La forma si scrive allora mediante

(10.4) h(v ,w ) = hA(v ,w ) = vᵀ · A · w̄ , ∀v ,w ∈ Cn.

Definizione 10.2. Se vale la (10.4) diciamo che hA è la forma sesquilineare
associata alla matrice A.

Proposizione 10.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché la matrice com-
plessa A ∈ Mn(C) sia hermitiana (risp. antihermitiana) è che lo sia la forma
sesquilineare associata hA.

Dimostrazione. Abbiamo

hA(v ,w ) = vᵀ · A · w̄ = v̄ᵀ · Ā · w = (v̄ᵀ · Ā · w )ᵀ = wᵀ · A∗ · v̄ = hA∗(w , v)

e quindi la condizione necessaria e sufficiente affinché A sia hermitiana è che lo sia
hA ed, analogamente, A è antihermitiana se e soltanto se lo è hA. �

10.1. Congiunzione. Per considerare l’equivalenza di forme sesquilineari ab-
biamo bisogno di introdurre un’altra nozione di congruenza14 .

Definizione 10.3. Si dicono congiunte due matrici complesse A, B ∈ Mn(C) se
vi è una matrice a ∈ GLn(C) tale che B = aᵀ · A · ā.

13In inglese il nostro prefisso “anti”, quando di tratta di forme bilineari o sesquilineari, è reso
con “skew”, che significa “storto” o “sghembo”.

14La congiunzione di matrici (in inglese conjunctivity) si dice anche ∗-congruenza od
H-congruenza.
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Nota che la relazione B = aᵀ · A · ā è equivalente al fatto che

hB(v ,w ) = bA(La(v), La(w )), ∀v ,w ∈ Cn.

Per una matrice unitaria a abbiamo aᵀ = ā−1 e quindi la congiunzione mediante
una matrice unitaria è una similitudine. Poiché abbiamo visto che due matrici
hermitiane simili lo sono mediante una trasformazione unitaria, per questa classe
di matrici la relazione di similitudine è più fine di quella di congiunzione. Come
nel caso delle forme bilineari reali introduciamo alcune definizioni.

Definizione 10.4. Una matrice hermitiana A e la corrispondente forma hermi-
tiana hA si dicono:

• definita positiva se tutti gli autovalori di A sono positivi;
• semidefinita positiva se tutti gli autovalori di A sono non negativi;
• definita negativa se tutti gli autovalori di A sono negativi;
• semidefinita negativa se tutti gli autovalori di A sono non positivi;
• indefinita se A ha almeno un autovalore positivo ed uno negativo;
• non degenere se A è invertibile;
• degenere se ker(A) , {0};

Scriviamo A > 0 se A è definita positiva, A ≥ 0 se A è semidefinita positiva, A < 0
se A è definita negativa, A ≤ 0 se A è semidefinita negativa.

In modo analogo a quanto dimostrato per le matrici reali simmetriche, valgono
per le hermitiane i seguenti enunciati.

Proposizione 10.2. Sia A una matrice hermitiana. Abbiamo allora le seguenti
equivalenze:

A > 0⇐⇒ hA(v , v) > 0, ∀v ∈ Cn \ {0},(10.5)

A ≥ 0⇐⇒ hA(v , v) ≥ 0, ∀v ∈ Cn,(10.6)

A < 0⇐⇒ hA(v , v) < 0, ∀v ∈ Cn \ {0},(10.7)

A ≤ 0⇐⇒ hA(v , v) ≤ 0, ∀v ∈ Cn,(10.8)

A indefinita⇐⇒ A , 0 e 〈v ∈ Cn | hA(v , v) = 0〉 = Cn.(10.9)

Dimostrazione. Verifichiamo soltanto la (10.9). Indichiamo con V il sottospa-
zio vettoriale di Cn generato da {v ∈ Cn | hA(v , v) = 0}. Dico che, se A è indefinita,
allora V contiene tutti gli autovettori di A. Sia infatti w un autovettore di A, che
possiamo prendere di norma 1, corrispondente ad un autovalore λ. Ricordiamo che
λ è reale perché A è hermitiana. Se λ = 0, allora hA(w ,w ) = 0 e quindi w ∈ V.Altri-
menti, se λ , 0, poiché A è indefinita potremo trovare un altro autovettore u relativo
ad un autovalore µ di segno opposto a quello di λ, e che potremo ancora prendere di
norma 1.Allora v± = w ±

√
|λ/µ| ·u soddisfano hA(v+, v+) = 0 = hA(v−, v−) e quindi

w = (1/2)(v+ + v−) ∈ V. L’implicazione “⇒” nella (10.9) è allora conseguenza del
fatto che Cn ammette una base di autovettori di A.

Viceversa, sia ε1, . . . , εn una base ortonormale di Cn, formata da autovettori di
A, corrispondenti agli autovalori λ1, . . . , λn. Scriviamo un qualsiasi vettore v di Cn
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come una combinazione lineare k1ε1 + · · · + knεn di vettori della base. Allora

hA(v , v) = λ1 · |k1|
2 + · · · + λn · |kn|

2.

Se tutti i λi non nulli avessero lo stesso segno, perché fosse h(v , v) = 0 dovrebbero
essere nulli tutti i coefficienti ki corrispondenti ad autovalori non nulli e quindi V
si ridurrebbe a ker(A). Quindi, se V = Cn ed A , 0, ci devono essere sia autovalori
positivi che negativi. �

Definizione 10.5. L’indice d’inerzia positivo (rispettivamente negativo) di
una matrice hermitiana A, e della forma hermitiana associata hA, è il numero di
autovalori positivi (rispettivamente negativi) di A. La coppia (p, q) degli indici
d’inerzia positivo e negativo è la segnatura di A, e di hA. La dimensione di ker(A)
la nullità di A e di hA.

Per le matrici hermitiane vale un criterio di congiunzione analogo a quello di
congruenza delle matrici simmetriche reali.

Proposizione 10.3. Due matrici hermitiane dello stesso ordine sono congiunte
se e soltanto se hanno la stessa segnatura. �





CAPITOLO 18

Quadriche reali

1. Quadriche reali proiettive

Indichiamo con x0, x1, . . . , xn le coordinate omogenee dello spazio proiettivo
reale RPn.

Definizione 1.1. Chiamiamo quadrica proiettiva il luogo Q dei punti di RPn

le cui coordinate soddisfano un’equazione polinomiale reale omogenea di secondo
grado

(1.1) Q :
∑n

i, j=1
ai, jxix j = 0.

A meno di sostituire ad ai, j la media 1
2 (ai, j + a j,i) tra ai, j ed a j,i, possiamo sup-

porre, come faremo nel seguito, che gli ai, j siano i coefficienti di una matrice reale
simmetrica

(1.2) A =


a0,0 a0,1 . . . a0,n
a0,1 a1,1 . . . a1,n
...

...
. . .

...
a0,n a1,n . . . an,n

 .
Possiamo allora riscrivere l’equazione della quadrica nella forma matriciale

(1.3) xᵀA x = 0.

Notazione 1.1. Indicheremo con Q A la quadrica proiettiva definita da (1.3).

Osservazione 1.2. Se gli ai, j sono i coefficienti di una matrice simmetrica,
possiamo riscrivere la (1.1) nella forma∑n

i=1
ai,i · x2

i +
∑

1≤i< j≤n
2 · ai, j · xix j = 0.

Ad esempio, la matrice simmetrica associata alla quadrica

2x2
0 + x0x2 + 2x1x3 + x2

2 − 5x2
3 = 0

è la 
2 0 1

2 0
0 1 0 1
1
2 0 0 0
0 1 0 −5

 .
359
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Se A è definita (positiva o negativa), la quadrica Q A è vuota, ovvero non
contiene punti reali1.

Un cambiamento di coordinate omogenee in RPn ha la forma x = a x′, per una
matrice a ∈ GLn+1(R). Nelle nuove coordinate l’equazione di Q diventa

(1.4) Q : x′ᵀA′ x′ = 0, con A′ = aᵀA a.

L’immagine Q ′ = pr (a)(Q A) di una quadrica proiettiva mediante una proietti-
vità è ancora una quadrica proiettiva. Abbiamo infatti

(1.5) Q ′ = pr (a)(Q ) = Q a−1ᵀA a−1 = {[x] ∈ RPn | xᵀ(a−1)ᵀA a−1x = 0}.

Possiamo riassumere le considerazioni appena svolte nel seguente enunciato.

Proposizione 1.3. Siano A, B due matrici reali simmetriche di Mn+1(R). Con-
dizione necessaria e sufficiente affinché le corrispondenti quadriche proiettive Q A
e Q B siano proiettivamente equivalenti è che B sia congruente ad A oppure a (−A).

Dimostrazione. La Proposizione è conseguenza della discussione precedente
e del fatto che Q A = Q−A. �

Ricordiamo che l’indice d’isotropia di una matrice simmetrica A di Mn+1(R)
è il minimo tra i suoi indici d’inerzia positivo e negativo. Poiché il rango è la
somma degli indici d’inerzia positivo e negativo, l’indice d’isotropia ed il rango
determinano ±A a meno di congruenze.

Dal Teorema 2.7 del Cap.17 otteniamo:

Teorema 1.4. Siano A e B due matrici simmetriche di Mn+1(R). Condizio-
ne necessaria e sufficiente affinché le quadriche Q A e Q B siano proiettivamen-
te equivalenti è che le matrici A e B abbiano lo stesso rango e lo stesso indice
d’isotropia. �

Traduciamo ora le nozioni relative alle forme reali simmetriche nelle corri-
spondenti per le quadriche proiettive.

Definizione 1.2. Sia Q = Q A la quadrica proiettiva in RPn associata alla
matrice simmetrica A ∈ Mn+1(R). Diciamo che2

• Q è non degenere se A ∈ GLn+1(R),
• Q ha rango m se A ha rango m + 1,
• Q è degenere di indice k se A ha indice di degenerazione (k + 1),
• Q ha indice ristretto p se A ha indice d’inerzia p+1.
• Q ha indice ν, se ν = p + k + 1, ove p è il suo indice ristretto e k il suo

indice di degenerazione.

1Le soluzioni complesse dell’equazione che definisce la quadrica sono le coordinate omogenee
dei punti di una quadrica proiettiva complessa Q̃ A in CPn. La Q A è l’intersezione di Q̃ A con RPn.

2Gli indici relativi alla quadrica che qui definiamo corrispondono alle dimensioni di sottospazi
proiettivi ad essa associati. Per questo sono di uno inferiori a quelli definiti in precedenza per la A, o
per la forma simmetrica bA. In alcuni testi si attribuiscono alla quadrica gli stessi indici della forma
simmetrica.
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L’indice d’isotropia di una matrice simmetrica A ∈ Mn+1(R) è sempre minore
o uguale alla metà del suo rango. Quindi, con le notazioni della Definizione 1.2,
è sempre 2(p+1) ≤ m + 1, cioè 2p ≤ m − 1. Una quadrica non degenere ha indice
di degenerazione (−1) e quindi, in particolare, indice e indice ristretto coincidono.
L’ndice di degenerazione k, il rango m, l’indice ristretto p e l’ indice ν sono legati
dalle relazioni

k + m = n−1, ν = k + p+1 = n + p − m.

Teorema 1.5 (forma canonica). Una quadrica Q di indice ristretto p e ran-
go m ha indice di degenerazione (n−m−1) ed è proiettivamente equivalente alla
quadrica

(1.6) Q (m, p) : x2
0 + · · · + x2

p = x2
p+1 + · · · + x2

m. �

Poiché due quadriche sono proiettivamente equivalenti se e soltanto se hanno
la stessa forma canonica, possiamo dare la seguente formulazione equivalente del
Teorema 1.5.

Corollario 1.6. Due quadriche di RPn sono proiettivamente equivalenti se e
soltanto se hanno lo stesso indice ristretto e lo stesso indice di degenerazione. �

Le quadriche proiettive reali non degeneri sono completamente classificate dal
loro indice. Una quadrica non degenere Q di RPn si dice

• ellittica se ha indice 0,
• rigata se ha indice 1,
• iperbolica se n è dispari e l’indice di Q è uguale ad (n−1)/2.

Nessuna quadrica non degenere di RP2 può avere indice maggiore di 0. In partico-
lare, per n = 2 gli unici due tipi di quadriche non degeneri sono la quadrica vuota
(senza punti reali) e la quadrica ellittica. La quadrica ellittica di RP2 si dice anche
conica proiettiva.

In dimensione n = 3, la quadrica rigata e quella iperbolica coincidono (la qua-
drica si dice solitamente la rigata di RP3). In RP3 ed RP4 ci sono soltanto due tipi
di quadriche non vuote: la rigata e la ellittica.

In RP5 le quadriche ellittiche, rigate ed iperboliche esauriscono i tipi possibili
di quadriche non degeneri con punti reali.

Naturalmente, in dimensione maggiore, le ellittiche, rigate ed iperboliche non
esauriscono i tipi delle quadriche non degeneri, che distingueremo semplicemente
indicandone l’indice. Il numero delle classi di equivalenza proiettiva di quadriche
non degeneri di RPn (compresa la quadrica vuota) è uguale alla parte intera di
(n + 3)/2. Corrispondono infatti agli indici

−1, 0, 1, · · ·
[
n−1

2

]
,

che sono
[

n−1
2

]
+ 2 =

[
n+3

2

]
.

1.1. Quadriche proiettive degeneri. Le quadriche degeneri sono coni proiet-
tivi che hanno per base quadriche non degeneri.
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1.1.1. Alcuni richiami di geometria proiettiva.

Definizione 1.3. Siano S un sottospazio proiettivo ed E un sottoinsieme di RPn

che non intersechi S . Il cono proiettivo di spigolo S generato da E è l’unione dei
sottospazi proiettivi S ∨ p, al variare di p tra i punti di E.

Usiamo la parola vertice per indicare uno spigolo 0-dimensionale.
Il fascio proiettivo di base S è l’insieme PS (RPn) dei sottospazi proiettivi di

dimensione di uno maggiore di quella di S che contengono S .
Chiamiamo complemento proiettivo di S un qualsiasi sottospazio proiettivo S ′

di RPn con S ∩ S ′ = ∅ ed S ∨ S ′ = RPn.

Sia S = P(V) per un sottospazio vettoriale V di Rn+1. Allora i complementi
proiettivi S ′ di S sono i P(V ′), con V ′ complemento vettoriale di V in Rn+1, tale
cioè che V ∩ V ′ = {0} e V ⊕ V ′ = Rn+1.

Se S ′ ed S ′′ sono due complementi proiettivi di S , la corrispondenza p′ ↔ p′′

tra i punti di S ′ ed S ′′, che associa il punto p′ di S ′ con il punto p′′ di S ′′ se
S ∨ p′ = S ∨ p′′, è un isomorfismo proiettivo tra i due sottospazi.

Possiamo identificare PS (RPn) allo spazio proiettivo P(Rn+1/V) associato al
quoziente di Rn+1 rispetto al sottospazio V. L’isomorfismo V ′ → Rn+1/V dato dalla
restrizione della proiezione nel quoziente Rn+1 → Rn+1/V ad un complemento vet-
toriale V ′ di V in Rn+1 definisce per passaggio ai quozienti l’isomorfismo proiettivo
tra S ′ = P(V ′) ed il fascio di base S , che associa ad ogni punto p di S ′ l’elemento
(S ∨ p) di PS (RPn).

1.1.2. Classificazione delle quadriche degeneri. Sia QA la quadrica associata
alla matrice simmetrica A ∈ Mn+1(R).

Definizione 1.4. Chiamiamo S = P(ker(LA)) il suo luogo singolare. I punti di
QA che appartengono ad S si dicono singolari e quelli di QA \ S non singolari, o
regolari.

Proposizione 1.7. Una quadrica degenere Q , con luogo singolare S , è il co-
no proiettivo, con spigolo S , generato da una quadrica non degenere Q ′ su un
complemento proiettivo S ′ di S . Il suo indice ristretto è quello della quadrica Q ′.
In particolare, il tipo di Q ′ = Q ∩ S ′ non dipende dalla scelta del complemento
proiettivo S ′ di S .

Gli elementi di PS (RPn) contenuti nella quadrica Q sono i punti di una qua-
drica proiettiva non degenere di PS (RPn), il cui indice è l’indice ristretto di Q .

Dimostrazione. Sia A ∈ Mn+1(R) una matrice simmetrica e V = ker(LA). Se
scegliamo una base ε0, . . . , εn di Rn+1 in cui i primi (k + 1) vettori ε0, . . . , εk siano
una base di V, abbiamo

(εᵀi · A · ε j)0≤i, j≤n = (ε0, . . . , εn)ᵀ · A · (ε1, . . . , εn) =

(
0 0
0 A′

)
per una matrice simmetrica con singolare A′ che ha gli indici d’inerzia della A. La
scelta di diversi completamenti εk+1, . . . , εn di una base ε0, . . . , εk di V corrisponde
a diverse scelte di complementi proiettivi S ′ = P(〈εk+1, . . . , εn〉) di S = P(V) e
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Q ∩ S ′ = QA′ . Tutte le matrici A′ ∈ Mn−k(K) che si ottengono in questo modo sono
tra loro congruenti.

L’ultima affermazione segue dal fatto che la A′ è una matrice associata al-
la forma bilineare simmetrica su Rn+1/V che si ottiene dalla bA per passaggio al
quoziente. �

Questa proposizione ci dice che possiamo considerare le quadriche degeneri
come quadriche non degeneri di un fascio proiettivo e ci permette quindi di re-
stringerci, nella discussione delle proprietà generali delle quadriche proiettive, al
caso delle quadriche non degeneri.

Esempio 1.1. Possiamo calcolare la segnatura della matrice simmetrica A asso-
ciata alla quadrica di RP3 di equazione omogenea

2x2
0 + x0x2 + 2x1x3 + x2

2 − 5x2
3 = 0,

che abbiamo introdotto nell’esempio dell’Osservazione 1.2, utilizzando i minori
principali: abbiamo

D0(A) = 1, D1(A) = 2, D2(A) = 2, D3(A) = −
1
4
, D4(A) = det(A) = −1.

La sequenza dei segni dei rapporti dei minori principali successivi è (+,+,−,+).
La A ha perciò segnatura (3, 1) e quindi la QA è non degenere di indice zero. È cioè
una quadrica ellittica di RP3.

Esempio 1.2. Cerchiamo il tipo della quadrica Q di RP5 di equazione

Q : x0x1 + x1x2 + x2x3 + x3x4 + x2
5 = 0.

È Q = Q A per la matrice

A =
1
2



0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 2


.

L’equazione AX = 0 ha soluzioni non banali {X = (k, 0,−k, 0, k, 0)ᵀ | k ∈ R} e
quindi la quadrica è degenere di indice 0. È cioè un cono proiettivo con vertice nel
punto p0, di coordinate omogenee (1, 0,−1, 0, 1, 0). Per trovarne il tipo basterà cal-
colare quello della quadrica di RP4 che si ottiene intersecandola con un iperpiano
che non ne contiene il vertice, ad esempio con {x2 = 0}. Otteniamo la

x2 = 0, x0x1 + x3x4 + x2
5 = 0,

associata alla matrice simmetrica

B =
1
2


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 2

 ,
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che ha segnatura (3, 2) (B è diagonale a blocchi con un primo blocco 2 × 2 di
segnatura (1, 1), un secondo blocco 2 × 2 ancora di segnatura (1, 1) ed un blocco
1 × 1 con segnatura (1, 0)) e quindi indice d’inerzia 2.

In conclusione: Q è una quadrica di rango 4, d’indice ristretto 1, con indice di
degenerazione 0 ed indice 2. È perciò un cono proiettivo, con vertice p0, che ha per
base una rigata di P({x2 = 0}) ' RP4.

1.2. Altre forme canoniche. Descriviamo qui alcune forme canoniche alter-
native, utili per lo studio locale delle quadriche proiettive e, come vedremo, per la
ricerca di forme canoniche per le quadriche affini. Ci limitiamo a considerare qui
quadriche non degeneri. Supponiamo che l’indice p di Q sia maggiore o uguale a
zero. Consideriamo le nuove coordinate omogenee

(1.7)

t0 =
xn − x0
√

2
, tn =

xn + x0
√

2
,

ti = xi, se i ≤ 1 < n.

In queste coordinate le (1.6) si trasformano nelle

(1.8)


2 · t0tn = t2

1 + · · · + t2
n−1, se p = 0,

t2
1 = 2 · t0tn + t2

2 + · · · + t2
n−1, se p = 1,

t2
1 + · · · + t2

p = 2 · t0tn + t2
p+1 + · · · + t2

n−1, se p ≥ 2.

Consideriamo ora le nuove coordinate omogenee

(1.9)

yi =
xn−i − xi
√

2
, yn−i =

xn−i + xi
√

2
se 0 ≤ i ≤ p,

yi = xi, se p < i ≤ 1 < n − p.

In queste coordinate, le (1.6) diventano

(1.10) 2
∑

0≤i≤p
yiyn−i +

∑
p<i<n−p

y2
i = 0.

Queste forme sono associate alle matrici


1

−Ip−1 0
0 In−p−1

1

 ,



1

. ..

1
In−2p−1

1

. ..

1


.

La seconda è la più antidiagonale tra le matrici che rappresentano una forma reale
simmetrica non degenere di indice p su Rn+1. Per le Q di equazioni (1.8) e (1.10) il
punto di coordinate omogenee (1, 0, . . . , 0) appartienen-1 alla quadrica. Saranno
utili per lo studio delle proprietà locali.
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1.3. Proiettività che trasformano una quadrica in sé. Fissiamo una matrice
reale simmetrica non degenere A ∈ Mn+1(R).

Definizione 1.5. Le matrici a ∈ GLn+1(R) tali che

(1.11) aᵀ · A · a = λ · A

per un numero reale λ, formano un gruppo, che denotiamo con COA(n+1) e chia-
miamo gruppo conforme di A. Il fattore λ in (1.11) si dice rapporto d’omotetia.

Proposizione 1.8. Sia QA non degenere, d’indice maggiore o uguale a ze-
ro. Le proiettività pr (a), al variare di a in COA(n+1), formano il gruppo delle
trasformazioni proiettive che lasciano invariante la quadrica Q A.

Dimostrazione. Sia a ∈ GLn+1(R) tale che pr (a)(QA) = QA. Se le quadriche
QA e Qaᵀ·A·a sono uguali, esse hanno gli stessi iperpiani tangenti3. Questo impli-
ca che, per ogni vettore A-isotropo non nullo v di Rn+1, il covettore (a · v)ᵀA · a
sia proporzionale al covettore vᵀ · A. Quindi le immagini di tutti i vettori isotropi
mediante A ed (aᵀ · A · a) sono proporzionali. Poiché possiamo trovare in Rn+1

un sistema di (n+1) vettori isotropi v0, v1, . . . , vn, vn+1 tale che ogni loro sottoinsie-
me proprio sia formato da vettori linearmente indipendenti, per il Lemma 2.4 del
Cap.15, otteniamo che aᵀ · A · a = λ · A, cioè a ∈ COA(n+1). �

Osservazione 1.9. Nel caso di una quadrica senza punti reali, con lo stesso
argomento possiamo dimostrare che il sottogruppo di GLn+1(R) delle a per cui le
proiettività reali pr (a) di CPn trasformano in sé la quadrica proiettiva complessa
Q̃A = {[z] ∈ CPn | zᵀ · A · z = 0} è il gruppo COA(n+1).

Se l’indice p della quadrica QA è minore di (n−1)/2, se cioè la quadrica non
è iperbolica, il rapporto d’omotetia λ di una a ∈ COA(n+1) è necessariamente
positivo, perché A e λ · A devono avere la stessa segnatura. In questo caso, ogni
omografia proiettiva che trasformi la QA in sé si rialza ad un elemento di OA(n+1),
che possiamo scegliere in SOA(n+1) quando n è pari. Nel caso delle quadriche
iperboliche, le a di COA(n+1) che hanno rapporto d’omotetia positivo, formano un
sottogruppo d’indice due di COA(n+1). Infatti, se n+1 = 2m ed

A =

(
Im 0
0 −Im

)
,

allora la

a =

(
0 Im
Im 0

)
appartiene a COA(2m) ed ha rapporto d’omotetia (−1).

Definizione 1.6. Indicheremo con PLQ (RPn) il gruppo delle omografie di RPn

che lasciano invariante la quadrica non degenere Q̃ .
3Se v0 ∈ R

n+1 \ {0} è il rappresentante omogeneo di un punto della quadrica, allora

vᵀ · A · v = 2 vᵀ0 · A · (v − v0) + (v − v0)ᵀ · A · (v − v0)

e quindi il covettore vᵀ0 ·A determina l’iperpiano tangente, nel punto v0, al cono dei vettori A-isotropi.
La sua immagine in RPn è l’iperpiano tangente alla quadrica nel punto [v0].
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2. Quadriche e sottospazi proiettivi

L’intersezione di un sottospazio proiettivo S con una quadrica Q di RPn è una
quadrica di S . Supponiamo Q = Q A per una matrice simmetrica A ∈ Mn+1(R). Se
Q è non degenere, come supporremo nel seguito, l’esistenza di un’omografia φ di
PLQ (RPn) che trasformi un sottospazio proiettivo S in un altro sottospazio proiet-
tivo S ′ si può studiare utilizzando il Corollario 4.6 del Teorema 4.5 del Cap.16.
Questo ci dice che i corrispondenti sottospazi S̃ , S̃ ′ di Rn+1 possono essere trasfor-
mati l’uno nell’altro da un elemento di OA(n+1) se e soltanto se S̃ e ad S̃ ′ hanno
la stessa dimensione e le restrizioni di bA ad S̃ e ad S̃ ′ hanno lo stesso rango e
gli stessi indici d’inerzia positivo e negativo. Se Q non è iperbolica, questa con-
dizione è necessaria e sufficiente affinché si possa trovare una φ di PLQ (RPn) con
φ(S ) = S ′.

Per le quadriche iperboliche, poiché con una trasformazione A-conforme pos-
siamo scambiare vettori positivi in negativi e viceversa, due sottospazi S̃ e S̃ ′ della
stessa dimensione sono l’uno l’immagine dell’altro mediante una trasformazione
A-conforme se e soltanto se le restrizioni della bA ad S̃ ed a S̃ ′ hanno lo stesso rango
ed indice d’inerzia e questa è la condizione necessaria e sufficiente per l’equivalen-
za di S ed S ′ rispetto al gruppo PLQ (RPn). Riassumiamo questa discussione nel
seguente enunciato.

Proposizione 2.1. Sia QA la quadrica proiettiva associata alla matrice simme-
trica non degenere A ∈ Mn+1(R) ed S , S ′ due sottospazi proiettivi di RPn, della
stessa dimensione.

(1) Se QA non è iperbolica, allora condizione necessaria e sufficiente affinché
si possa trovare una φ ∈ PLQ (RPn) tale che φ(S ) = S ′ è che bA|S̃ e bA|S̃ ′

abbiano gli stessi indici d’inerzia positivo e negativo.
(2) Se QA è iperbolica, allora condizione necessaria e sufficiente affinché si

possa trovare una φ ∈ PLQ (RPn) tale che φ(S ) = S ′ è che bA|S̃ e bA|S̃ ′

abbiano lo stesso rango e lo stesso indice d’inerzia4. �

La Proposizione 2.1 ci dice che il gruppo PLQ (RPn) opera transitivamente sui
sottospazi proiettivi che soddisfano (1) (o (2) nel caso di una quadrica iperbolica)
e che diremo quindi avere la stessa posizione relativa rispetto alla quadrica.

Per definire le posizioni di un sottospazio proiettivo S rispetto ad una quadrica
non degenere QA di indice p supporremo per fissare le idee che A abbia segnatura
(n− p, p+1) (ricordiamo che 2p ≤ n−1; con questa scelta il numero di valori propri
positivi di A non è inferiore a quello dei valori propri negativi).

Definizione 2.1. Diciamo che un punto p = [v] di RPn è
• sulla quadrica se bA(v , v) = 0,
• interno alla quadrica se bA(v , v) < 0,
• esterno alla quadrica se bA(v , v) > 0.

Diciamo che una retta ` di RPn è
• una generatrice se ˜̀ è totalmente A-isotropo;

4Ricordiamo che l’indice d’inerzia è il minimo tra quello positivo e quello negativo.
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• tangente esternamente se ˜̀ è isotropo e contiene una retta A-positiva;
• tangente internamente se ˜̀ è isotropo e contiene una retta A-negativa;
• secante se ˜̀ è un piano iperbolico per bA;
• interna se ˜̀ è A-positivo;
• esterna se ˜̀ è A-negativo.

Diciamo che un iperpiano α di RPn è
• tangente se α̃ è isotropo;
• secante se α̃ è anisotropo e la restrizione di bA ad α̃ ha indice d’inerzia

(p+1);
• secante esterno se p > 0, α̃ è anisotropo e la restrizione di bA ad α̃ ha

indice d’inerzia p;
• esterno se p = 0, α̃ è anisotropo e la restrizione di bA ad α̃ ha indice

d’inerzia −1, cioè se QA ∩ α = ∅.

Rispetto ad una quadrica iperbolica un iperpiano può essere soltanto tangente
o secante esterno. Per questo, per un iperpiano secante la quadrica iperbolica si
omette l’aggettivo “esterno”. Se p > 0, ogni iperpiano interseca la quadrica.

L’indice d’inerzia (p+1) di A è la massima dimensione di un sottospazio to-
talmente A-isotropo di Rn+1. Quindi p è anche la massima dimensione di un sot-
tospazio proiettivo contenuto nella quadrica QA. Per la formula d’intersezione di
Grassmann otteniamo:

Proposizione 2.2. Una quadrica proiettiva di indice p interseca ogni sottospa-
zio proiettivo di dimensione maggiore o uguale ad n − p. �

Osservazione 2.3. I p-piani proiettivi contenuti in una quadrica non degenere
d’indice p, descritta nella forma canonica (1.6), si possono interpretare come i
punti della varietà di Stiefel5

(2.1) Vp+1(Rn−p) = {X ∈ R(n−p)×(p+1) | Xᵀ · X = Ip+1}.

La corrispondenza è quella che associa ad ogni X ∈ Vp+1(Rn−p) il p-piano

P({(v , Xv) | v ∈ Rp+1}).

Casi particolarmente interessanti sono quelli delle quadriche iperboliche di
RP2p+1, in cui

Vp+1(Rp+1) = {X ∈ R(p+1)×(p+1) | Xᵀ · X = Ip+1} = O(p+1)

e delle quadriche di indice (p−1) dello spazio proiettivo di dimensione pari RP2p :

Vp(Rp+1) = {X ∈ R(p+1)×p | Xᵀ · X = Ip} ' SO(p+1).

L’equivalenza dipende dal fatto che, se le p colonne X1, . . . , Xp della matrice X
formano un sistema ortonormale, vi è uno ed un solo vettore Xp+1 di Rp+1 per cui
(X1, . . . , Xp, Xp+1) sia una matrice di SO(p+1).

5Eduard Stiefel (1909-1978), matematico svizzero, attivo in geometria differenziale. A lui si
deve la definizione delle classi caratteristiche dei fibrati vettoriali che portano il suo nome.
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3. Modelli delle quadriche proiettive

Per la quadrica priva di punti reali tutti i punti di RPn sono esterni, mentre per
le quadriche di indice non negativo i punti esterni ed interni formano due insiemi
non vuoti disgiunti. Se la quadrica non è iperbolica, se cioè 2p < n−1, la scelta
della segnatura (n − p, p+1), con 2p < n, fa sı̀ che le A che possiamo scegliere per
definirla siano l’una un multiplo positivo dell’altra, e che quindi la distinzione tra
punti interni ed esterni sia intrinseca, dipenda cioè dalla quadrica Q e non da una
particolare scelta di una A ∈ Mn+1(R) con Q = QA. Nel caso della quadrica iper-
bolica invece interno ed esterno sono intercambiabili, perché sia A che −A hanno
segnatura (p+1, p+1). Gli spazi proiettivi reali di dimensione dispari sono orienta-
bili e perciò, nel caso delle quadriche iperboliche, la scelta di A si può interpretare
come quella di un’orientazione dell’ipersuperficie quadrica.

La quadrica proiettiva non degenere d’indice 0 ha equazione canonica

(3.1) Q : x2
0 = x2

1 + · · · + x2
n.

Poiché le coordinate omogenee non possono essere tutte nulle, la coordinata omo-
genea x0 di un punto della quadrica è sempre diversa da zero e Q è perciò contenuta
nello spazio affine {x0 , 0} ' Rn

aff
. L’applicazione che fa corrispondere al punto

della sfera

Sn−1 = {v ∈ Rn | ‖v‖ = 1}

il punto dello spazio proiettivo con rappresentante omogeneo (1, vᵀ) ∈ Rn+1 \ {0} è
una bigezione.

Proposizione 3.1. Una quadrica ellittica è proiettivamente equivalente ad una
sfera di uno spazio affine euclideo. �

Consideriamo ora quadriche Q non degeneri di indice p > 0. Le coordinate
omogenee di un punto di

(3.2) Q : x2
0 + · · · + x2

p = x2
p+1 + · · · + x2

n

si possono scegliere in modo che x2
0 + · · · + x2

p = 1 ed x2
p+1 + · · · + x2

n = 1.

Proposizione 3.2. La

(3.3) Sp × Sn−p−1 3 (v ,w )→ [(v ,w )] ∈ Q

è un’applicazione surgettiva 2:1, tale cioè che ogni punto della quadrica sia im-
magine di esattamente due punti del prodotto cartesiano delle due sfere6. �

6L’applicazione è un rivestimento a due fogli e si usa per discutere le proprietà topologiche di
connessione delle quadriche. In particolare, in questo caso ci sono curve continue chiuse (laccetti)
in Q che non si possono deformare ad un punto, ma lo stesso laccetto, percorso due volte, si può
deformare a un punto.
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4. Polarità

Possiamo identificare lo spazio proiettivo P(Rn+1) associato allo spazio dei
covettori reali all’insieme degli iperpiani dello spazio proiettivo RPn.

Definizione 4.1. Indichiamo con GRn
m la grassmanniana dei sottospazi proiet-

tivi di dimensione m di RPn e con GRn =
⋃

m≥0GR
n
m la grassmanniana completa

di RPn.

Abbiamo GRn
0 = RPn e GRn

n−1 = P(Rn+1).
Le grassmanniane GRn

m con 0 <m < n−1 si possono rappresentare come sot-
toinsiemi degli spazi proiettivi P(Λm+1(Rn+1)), caratterizzati come luoghi di zeri di
equazioni polinomiali, note come equazioni di Plücker7. Le grassmanniane GRn

m
si indicano a volte anche con Grm+1,n+1(R), intendendo con questa scrittura gli
(m + 1)-piani lineari in Rn.

Come abbiamo osservato nella dimostrazione della Proposizione 1.8, una ma-
trice non degenere A ∈ Mn(R) definisce un isomorfismo lineare

Rn+1 3 v −→ (vᵀ · A) ∈ Rn+1

e quindi, per passaggio ai quozienti, un’omografia proiettiva

(4.1) polA : RPn −→ GRn
n−1.

In generale, possiamo estendere quest’applicazione ad un’ applicazione della grass-
manniana completa GRn in sé

(4.2)

polA : GRn
k 3 S −→ S 0 = polA(S ) ∈ GRn

n−k−1, ∀0 ≤ k ≤ n−1,
con S 0 = P({v ∈ Rn+1 | wᵀ · A · v = 0, ∀w ∈ S̃ }).

Definizione 4.2. Si definisce reciprocità in RPn una corrispondenza biunivoca
S → S ′ tra i suoi sottospazi che associ ad ogni sottospazio S di dimensione k un
sottospazio S ′ di dimensione (n − k − 1), in modo che, se S 1 ⊂ S 2, sia S ′2 ⊂ S ′1.

Per il Teorema 2.1 del Cap.15, ogni reciprocità in RPn può essere descritta
analiticamente da (4.1), per qualche A ∈ Mn(R) invertibile.

Definizione 4.3. Chiamiamo polarità una reciprocità S → S 0 di RPn che sia
un’involuzione; sia tale cioè che S 00 = S per ogni S ∈ GRn.

Proposizione 4.1. Sia A ∈ Mn+1(R) una matrice invertibile tale che polA sia
una polarità. Allora A è simmetrica oppure antisimmetrica8.

Dimostrazione. Se polA è una polarità, abbiamo, in particolare, che, per ogni
w ∈ Rn+1 \ {0},

〈w〉 = {v ∈ Rn+1 | wᵀ · A · u = 0⇒ uᵀ · A · v = 0}.

7Julius Plücker (1801- 1868), matematico e fisico tedesco. Oltre ai suoi contributi alla geometria
analitica, sono da segnalare i suoi studi sui raggi catodici, che contribuirono alla successiva scoperta
dell’elettrone.

8In quest’ultimo caso (n+1) dev’essere un numero pari.
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Possiamo tradurre quest’uguaglianza nella

se v ,w ∈ Rn+1, allora vᵀ · A · w = 0 ⇔ wᵀ · A · v = 0⇔ vᵀ · Aᵀ · w = 0.

Questo significa che A ed Aᵀ definiscono la stessa reciprocità e perciò (vedi il
Lemma 2.4 del Cap.15) sono proporzionali. Da Aᵀ = λ ·A ricaviamo che det(Aᵀ) =

det(A) = λn+1 · det(A) e quindi λ = 1 se n è pari, λ = ±1 se n è dispari. �

Definizione 4.4. Si definisce ortogonale, o ordinaria. la polarità polA associata
ad una matrice A ∈ Mn+1(R) simmetrica. Si chiama invece nulla. o simplettica,
quella associata ad una A ∈ Mn+1(R) antisimmetrica.

Ci occupiamo qui di polarità ortogonali. Il fatto che si tratti di involuzioni ci
fornisce interessanti informazioni sulla geometria delle quadriche.

Sia QA una quadrica di RPn, associata alla matrice simmetrica non degenere
A ∈ Mn+1(R) ed indichiamo con S → S 0 la polarità polA.

Osservazione 4.2. Consideriamo le polarità ortogonali di RP1. Gli iperpiani di
RP1 sono punti e quindi le polarità sono involuzioni proiettive. A meno di omo-
grafie, dobbiamo considerare i due casi in cui A = I2 (quadrica senza punti reali) o
A =

(
1 0
0 −1

)
(quadrica di indice 0.)

Nel primo caso la polarità si ottiene per passaggio al quoziente dalla rotazione
di angolo (π/2) :

v −→
(
0 −1
1 0

)
· v .

Nella coordinata non omogenea x →
[
1
x

]
è l’involuzione che scambia 0 ed ∞ e

vale x → −1/x se x ∈ R \ {0}. Osserviamo che, in campo complesso, x′ = −1/x
rappresenta il quarto armonico tra x ed i due punti, di coordinata non omogenea
± i , della quadrica complessa x2

0 + x2
1 = 0.

Nel secondo si ottiene dalla rotazione iperbolica

v −→
(
0 1
1 0

)
· v ,

che corrisponde nella coordinata non omogenea all’applicazione che scambia 0 ed
∞ e vale 1→ 1/x se x ∈ R\{0}.Anche in questo caso x′ = 1/x è il quarto armonico
tra x ed i punti ±1 che sono i punti della quadrica ed i punti fissi dell’involuzione.

Supporremo nel seguito che n ≥ 2 e che la quadrica QA abbia indice non
negativo.

Lemma 4.3. Se p ∈ QA, allora p0 è l’iperpiano tangente a QA nel punto p.
Se p è esterno alla quadrica QA, oppure interno ad una quadrica QA di indice

positivo, allora il polare di p è completamente determinato dalla sua intersezione
con la quadrica. Le rette passanti per p e tangenti alla quadrica formano il cono
proiettivo di vertice p e base p0 ∩ QA.

Se p è interno ad una quadrica QA di indice zero, allora p0 è esterno alla
quadrica.
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Dimostrazione. Sia p = [v] per un vettore non nullo v di Rn+1. Dire che p è
un punto della quadrica QA equivale a dire che v è A-isotropo. Allora p0 = P(v [) è
tangente alla quadrica perché v [ contiene v e perciò è A-isotropo.

Possiamo supporre che bA abbia segnatura (n − p, p+1). Se p = [v] è esterno
alla quadrica, oppure se è interno, ma l’indice p è positivo, la restrizione di bA all’i-
perpiano A-anisotropo v [ ha indice positivo e quindi i suoi vettori isotropi generano
v [ come sottospazio vettoriale. Quindi il polare p0 è completamente determinato
dalla sua intersezione con la quadrica. Le rette P(〈v ,w〉), al variare di w tra i vet-
tori isotropi di v [, sono tangenti a QA e sono le generatrici del cono di vertice p con
base p0 ∩ QA.

Se p = [v] è esterno alla quadrica QA di indice zero, allora la restrizione di bA

a v [ è definita positiva e quindi p0 ∩ QA = ∅. �

Esempio 4.1. La quadrica di RP3 di equazione omogenea

f (x) = bA(x, x) = x0x1 + 2x2
1 + 3x1x3 + x2

2 + x2
3 = 0.

è associata alla matrice simmetrica

A =
1
2


0 1 0 0
1 4 0 3
0 0 2 0
0 3 0 2

 .
I minori principali inferiori sono D′1 = 2, D′2 = 4, D′3 = −2, D′4 = det(A) = −4
e quindi la segnatura di A è (3, 1) e la quadrica QA è ellittica. Il punto p0 = [v0]
di coordinate omogenee (1, 1, 0, 0) è esterno, perché f (1, 1, 0, 0) = 3 > 0. Il suo
polare ha equazione omogenea

p0
0 : (1, 1, 0, 0) · A · x = 0 ⇔ x0 + 5x1 + 3x3 = 0.

Possiamo utilizzare su p0
0 le coordinate omogenee x1, x2, x3. Rispetto ad esse otte-

niamo

p0
0 ∩ QA : −(5x1 + 3x3)x1 + 2x2

1 + 3x1x3 + x2
2 + x3

3 = 0

⇔ 3x2
1 = x2

2 + x2
3

che è l’equazione di una conica di p0
0 .

Cerchiamo l’equazione del cono C con vertice in p0 e base p0 ∩ QA. La proie-
zione di un vettore x di R4 lungo 〈v0〉 su v [0 è

x′ = x − v0 ·
vᵀ0 · A · x

vᵀ0 · A · v0
=


x0
x1
x2
x3

 −

1
1
0
0

 · x0 + 5x1 + 3x3

6
=

1
6


5x0 − 5x1 − 3x3
−x0 + x1 − 3x3

6x2
6x3

 .
L’equazione omogenea del cono è allora la f (x′) = 0, cioè

0 = f (5x0 − 5x1 − 3x3, −x0 + x1 − 3x3, 6x2, 6x3)

= (5x0 − 5x1 − 3x3) · (−x0 + x1 − 3x3) + 2(−x0 + x1 − 3x3)2
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+ 3(−x0 + x1 − 3x3) · 18x3 + 36x2
2 + 36x2

3

= −3x2
0 − 3x2

1 + 36x2
2 + 63x2

3 + 6x0x1 − 54x0x3 + 54x1x3.

5. Geometrie non euclidee

Si possono utilizzare le quadriche proiettive per costruire modelli delle geome-
trie non euclidee di dimensione n.

La spazio della geometria ellittica ha come insieme di punti lo spazio proiettivo
RPn ed i suoi k-piani sono i k-piani proiettivi. Il gruppo delle sue trasformazioni si
ottiene considerando RPn come l’insieme dei punti esterni della quadrica Q̃ priva
di punti reali. Le sue isometrie sono le trasformazioni di PLR(n) che sono delle
pr (a) per a ∈ O(n+1). Utilizzando la forma canonica di Q , definiamo la distanza
tra due punti p1 = [v1] e p2 = [v2] utilizzando il prodotto scalare di Rn+1 :

(5.1) dist(p1, p2) = arccos
|v1 · v2|

‖v1‖ · ‖v2‖
∈

[
0,
π

2

]
.

Possiamo definire lo spazio della geometria iperbolica come l’insieme dei
punti interni di una quadrica ellittica. Il gruppo delle isometrie è il sottogruppo
di PLn(R) formato dalle pr (a) con a ∈ O(1, n). Questo, come abbiamo visto, è
il gruppo delle proiettività che trasformano in sé la quadrica ellittica e, nel caso
n = 1, preservano la positività. La distanza tra due punti, in questa geometria, si
può esprimere con una formula analoga a quella utilizzata nella geometria ellittica.
In questo caso verifichiamo che, per vettori A-positivi v1, v2, vale l’opposto della
diseguaglianza di Cauchy:

(5.2) (vᵀ1 · A · v2)2 ≥ (vᵀ1 · A · v1) · (vᵀ2 · A · v2),

e si pone allora, per p1 = [v1], p2 = [v2],

(5.3) cosh(dist(p1, p2)) =
|vᵀ1 · A · v2|√

(vᵀ1 · A · v1) · (vᵀ2 · A · v2)
.

Scegliendo i rappresentanti omogenei vi in modo che vᵀ · A · v = 1, la (5.3) si può
riscrivere nella forma9

(5.4) dist(p1, p2) = log
(
vᵀ1 · A · v2 +

√
vᵀ1 · A · v2 − 1

)
.

Dimostriamo la (5.2). Siano v1, v2 vettori negativi. Se sono l’uno multiplo
dell’altro, vale l’uguaglianza. Se sono linearmente indipendenti, allora il piano
〈v1, v2〉 è anisotropo e su di esso la forma bA ha un valore proprio positivo ed uno

9I punti dello spazio di Lobačewskij di dimensione n si identificano in questo modo a quelli di
una falda dell’iperboloide x2

0 = 1 + x2
1 + · · · + x2

n dello spazio affine Rn+1
aff
.

Nikolaj Ivanovič Lobačevskij (1792-1856), matematico russo, pubblicò i suoi risultati che
davano inizio allo studio della geometria iperbolica nel 1829-30.

Insieme a lui si cita, come iniziatore di questa disciplina, il matematico ungherese János Bolyai
(1802-1860), che arrivò alle stesse conclusioni intorno al V postulato d’Euclide nel 1832, dopo un
decennio di studi, condotti in modo indipendente dallo scienziato russo.
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negativo. In particolare, il piano contiene due rette di vettori isotropi e quindi
l’equazione di secondo grado

(λ · v1 + v2) · A · (λ · v1 + v2) = λ
2 · (vᵀ1 · A · v1) + 2λ · (vᵀ1 · A · v2) + (vᵀ2 · A · v2)

ha due radici reali distinte. Perché ciò avvenga, è necessario che nella (5.2) valga
la disuguaglianza stretta.

I k-piani della geometria iperbolica sono i punti interni dei k-piani proiettivi
secanti alla quadrica, che cioè ne contengono sia punti interni che punti esterni.

Il polare di un punto p, sia nel caso della geometria ellittica che della geometria
iperbolica, è un iperpiano p0 per cui la restrizione di bA a p̃0 è definita positiva e
quindi uno spazio ellittico di dimensione (n−1). Si definisce allora l’angolo tra due
rette uscenti da p come la distanza tra i punti in cui queste intersecano p0.

6. Quadriche reali affini

Lo spazio affine Rn
aff

si completa allo spazio proiettivo RPn con l’aggiunta di
un iperpiano all’infinito RPn−1, ogni punto del quale rappresenta la direzione di
una stella di rette parallele. Per classificare a meno di affinità le quadriche di
Rn

aff
, è conveniente considerarle come l’insieme dei punti di una quadrica proiet-

tiva che non appartengano all’iperpiano all’infinito. Utilizzeremo, a questo sco-
po, il Teorema 4.5 del Cap.16. Questo risultato d’estensione ci dice che, fissa-
ta una matrice A ∈ Mn+1(R) simmetrica e non degenere, un’applicazione linea-
re e iniettiva φ : V → Rn+1, definita su un sottospazio V di Rn+1, che soddi-
sfi bA(φ(v),φ(v ′)) = bA(v , v ′) per tutti i vettori v , v ′ di V, è la restrizione di una
A-isometria, cioè di una La con a ∈ OA(n+1).

Lemma 6.1. Siano A, A′ ∈ Mn+1(R) due matrici reali simmetriche non degeneri
congruenti, V un sottospazio vettoriale di Rn+1 e φ : V → Rn+1 un’applicazione
lineare iniettiva tale che

(6.1) bA′(φ(v),φ(w )) = bA(v ,w ), ∀v ,w ∈ V.

Allora φ si estende a una congruenza f tra A′ ed A.

Dimostrazione. Sia ψ : Rn+1 → Rn+1 una congruenza tra A ed A′, cioè
un’applicazione lineare invertibile per cui

bA′(v ,w ) = bA(ψ(v),ψ(w )), ∀v ,w ∈ Rn+1.

Otteniamo allora dalla (6.1) la

bA((ψ ◦ φ)(v), (ψ ◦ φ)(w )) = bA(v ,w ), ∀v ,w ∈ V.

Per il teorema d’estensione (Teorema 4.5 del Cap.16) possiamo trovare in OA(n+1)
una a tale che ψ ◦ φ = La su V. Allora f = ψ−1 ◦ La è una congruenza tra A′ ed A
che prolunga la φ. Infatti

bA′( f (v), f (w ) = bA(La(v), La(w )) = bA(v ,w ). �
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Corollario 6.2. Siano Q A e Q A′ due quadriche non degeneri e proiettivamente
equivalenti di RPn. Sia S un iperpiano di RPn+1 tale che le intersezioni di Q A e Q A′

con S siano proiettivamente equivalenti. Allora possiamo trovare un’omografia di
RPn che lasci invariante l’iperpiano S e trasformi Q A in Q A′ .

Dimostrazione. Sia p l’indice delle quadriche e supponiamo A ed A′ di se-
gnatura (n − p, p+1) e congruenti. Per ipotesi vi sono due isomorfismi lineari
φ : S̃ → S̃ e ψ : Rn+1 → Rn+1 tali che

(∗)

bA′(φ(v),φ(w )) = k · bA(v ,w ), ∀v ,w ∈ S̃ ,
bA′(ψ(v),ψ(w )) = bA(v ,w ), ∀v ,w ∈ Rn+1,

con k = ±1. Se k = 1, la tesi segue immediatamente dal Lemma 6.1.
Le restrizioni di bA e bA′ ad S̃ possono essere o non degeneri con segnature

(n − p − 1, p+1) o (n − p, p), oppure degeneri con indice di degenerazione 1 e
segnatura (n − p − 1, p). Quindi può essere k = −1 soltanto in due casi.
(a) n = 2p + 3 ed A ed A′ hanno segnatura (p + 2, p+1), con restrizioni a S̃ non
degeneri di segnatura (p+1, p+1). Possiamo ottenere k = 1 componendo φ con una
trasformazione A-conforme per la restrizione di bA ad S̃ con rapporto d’omotetia
(−1).
(b) n = 2p + 2 ed A ed A′ hanno segnatura (p+1, p+1), con restrizioni a S̃ con
indice di degenerazione 1 e segnatura (p, p). Ci riduciamo al caso k = 1 sostituen-
do −A′ ad A′ e componendo ψ con una trasformazione A-conforme con rapporto
d’omotetia (−1).

Possiamo quindi ricondurci sempre al caso in cui nella (∗) sia k = 1 ed appli-
care il Lemma 6.1. La dimostrazione è completa. �

È conveniente, per il seguito, identificare Rn
aff

all’iperpiano {x0 = 1} di Rn+1,
in cui abbiamo fissato le coordinate x1, . . . , xn, x0. Ad un vettore v di Rn facciamo
corrispondere il punto v ′ di Rn

aff
, le cui prime n coordinate sono le componenti di v .

Sia Rn
aff
↪→ RPn, l’inclusione che fa corrispondere al punto v ′ dello spazio affine il

punto [v ′] dello spazio proiettivo di cui le componenti di v ′, come vettore di Rn+1,
sono coordinate omogenee.

Definizione 6.1. Una quadrica affine Q di Rn
aff

è il luogo dei punti le cui
coordinate x1, . . . , xn soddisfano un’equazione polinomiale di secondo grado, a
coefficienti ai, j reali,

(6.2)
∑n

i, j=1
ai, jxix j + 2

∑n

i=1
a0,ixi + a0,0 = 0.

A meno di sostituire, ai, j con 1
2 (ai, j + a j,i), possiamo supporre che nella (6.2) i

coefficienti ai, j siano simmetrici, che sia cioè ai, j = a j,i.
Associamo alla quadrica affine di equazione (6.2) le matrici simmetriche

(6.3) A =


a1,1 . . . a1,n
...

. . .
...

an,1 . . . an,n

 , B =


a1,1 . . . a1,n a0,1
...

. . .
...

...
an,1 . . . an,n a0,n
a0,1 . . . a0,n a0,0

 .
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Definizione 6.2. Indichiamo con Q ′B la quadrica affine di equazione (6.2), che
diremo associata alla matrice simmetrica B. Chiamiamo B la sua matrice completa
ed A la sua matrice incompleta . La quadrica QB di RPn si dice il completamento
proiettivo di Q ′B e la quadrica QA di RPn−1 la sua parte all’infinito.

Chiamiamo Q ′B non degenere se la sua matrice completa B è non degenere e la
diciamo a centro se anche la sua matrice incompleta A è non degenere.

Due quadriche affini Q ′B1
e Q ′B2

si dicono equivalenti, o affinemente equivalenti
se possiamo trovare un’affinità10 f : Rn

aff
→ Rn

aff
per cui f (Q̃B1) = Q̃B2 .

6.1. Centro di una quadrica affine. Sia x̄ un punto dello spazio affine. L’ap-
plicazione

Rn
aff = {x ∈ Rn+1 | x0 = 1} 3 x −→ σx̄(x) = 2x̄ − x ∈ Rn

aff

è la simmetria di centro x̄, che lascia fisso il punto x̄ e trasforma ogni altro punto
x nel suo simmetrico rispetto ad x̄, cioè nel punto x′ della retta x̄ ∨ x per cui x̄ sia
punto medio del segmento [x, x′].

Consideriamo la quadrica affine Q ′B, con B ∈ Mn+1(R). Scriviamo

(6.4) B =

(
A b
bᵀ c

)
, con b ∈ Rn e c ∈ R.

Se v0, v ∈ Rn ed x = v ′, possiamo riscrivere l’equazione della quadrica Q ′B nella
forma

0 = xᵀ · B · x = (v ′0)ᵀ · B · v0 + 2 (vᵀ0 · A + bᵀ) · (v − v0) + (v − v0)ᵀ · A · (v − v0).

Il primo ed il terzo addendo rimangono invariati se sostituiamo ad x = v ′ il suo
simmetrico rispetto a v ′0. Vale quindi il seguente:

Lemma 6.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché la simmetria affine
rispetto al punto v ′0 trasformi in sé la quadrica affine Q ′B, ove B ha la forma (6.4),
è che v0 ∈ R

n sia soluzione del sistema lineare

(6.5) Av0 + b = 0. �

Definizione 6.3. Chiamiamo centro di simmetria di un sottoinsieme E di Rn
aff

un punto x̄ per cui σx̄(E) = E.

Proposizione 6.4. Condizione necessaria e sufficiente affinché la quadrica af-
fine Q ′B, con B dato dalla (6.4), abbia un centro di simmetria è che le matrici A ed
(A, b) abbiano lo stesso rango.

In particolare, se A è non degenere, allora Q ′B ha uno ed un solo centro di
simmetria. �

10Consideriamo un’affinità di Rn
aff

come una proiettività di RPn che trasformi in sé l’iperpiano
all’infinito. È poi conveniente, per includere nella trattazione il caso di quadriche d’indice negativo,
considerare l’azione della proiettività reale sullo spazio proiettivo complesso CPn e la sua azione
sulle quadriche complesse Q̃Bi .
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Lemma 6.5. Per il rango delle matrici completa B ed incompleta A di una
quadrica affine vale la diseguaglianza

(6.6) rank(B) − 2 ≤ rank(A) ≤ rank(B).

Condizione necessaria e sufficiente affinché Q ′B abbia un centro di simmetria è che

(6.7) rank(A) ≥ rank(B) − 1.

Dimostrazione. La matrice (A, b) ha rango minore o uguale di rank(A)+1 e
quindi B, ottenuta da questa con l’aggiunta di una riga, non può avere rango supe-
riore a rank(A) + 2. Perché questo avvenga, la (A, b) deve avere rango rank(A) + 1,
maggiore di quello di A. Per il teorema di Rouché-Capelli la (6.5) non ha allora
soluzione e dunque la Q ′B non ha centro di simmetria.

Se rank(A) = rank(B), a maggior ragione rank(A) = rank(A, b) e quindi la (6.5)
è risolubile e la quadrica Q ′B ha centro di simmetria.

Resta da considerare il caso in cui rank(A) = rank(B)−1. Se fosse rank(A, b) =

rank(A) + 1 = rank(B), allora l’ultima riga di B sarebbe una combinazione lineare
delle righe di (A, b). Avremmo cioè (bᵀ, c) = wᵀ · (A, b) = (wᵀ · A,wᵀ · b) per un
vettore w ∈ Rn. Poiché B è simmetrica, avremmo allora b = A·w e questo ci dà una
contraddizione perché rank(A, A·w ) = rank(A). Quindi, se rank(A) = rank(B) − 1,
è rank(A) = rank(A, b) e la quadrica Q ′B ha un centro di simmetria. �

Osservazione 6.6. Se la matrice incompleta A e la matrice completa B sono en-
trambe non degeneri, allora l’iperpiano all’infinito non è tangente alla quadrica pro-
iettiva QB ed il centro di simmetria di Q ′B è il polare, rispetto al suo completamento
proiettivo, dell’iperpiano all’infinito.

Quest’affermazione è conseguenza dell’Osservazione 4.2. Infatti, se p0 è un
centro di simmetria di una quadrica affine non degenere Q ′B, non può essere un
punto della quadrica, perché altrimenti ogni retta p0∨p con p ∈ Q ′B\{p0}, contenendo
i tre punti distinti p0, p, σp0(p) dovrebbe essere interamente contenuta in QB, che
sarebbe perciò un cono proiettivo con vertice in p0. Allora, per ogni p in Q ′B, la
p0 ∨ p è una secante11. Il simmetrico p′ di p rispetto a p0 è ancora un punto della
quadrica e la retta p0 ∨ p interseca il polare di p0 in un punto p′′ che è quarto
armonico tra p, p′ e p0. Poiché p0 è punto medio tra p e p′, il punto p′′ si trova
sull’iperpiano all’infinito. Quindi tutti i punti del polare di p0 sono all’infinito.

Viceversa, se il polare p0 dell’iperpiano all’infinito è un punto dello spazio
affine Rn

aff
, allora per il significato della polarità in dimensione uno è punto medio

di ogni segmento che lo contenga ed abbia estremi sulla quadrica ed è perciò centro
di simmetria della quadrica.

Esempio 6.1. Consideriamo la quadrica Q ′ di R4
aff

di equazione

x2
1 − 2x1x2 + x1x3 − 3x1x4 − 2x2

2 − 3x2x4 − 4x3x4 + 2x1 + 3x2 + 4x3 − x4 = 0

11Nel caso in cui QB abbia indice (−1), lo stesso ragionamento si applica ai punti p della quadrica
proiettiva Q̃B,
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Le matrici incompleta e completa associate sono

A =
1
2


2 −2 1 −3
−2 −4 0 −3
1 0 0 −4
−3 −3 −4 0

 , B =
1
2


2 −2 1 −3 2
−2 −4 0 −3 3
1 0 0 −4 4
−3 −3 −4 0 −1
2 3 4 −1 0

 .
Abbiamo

det(2A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 −3
−4 0 −3
−3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ + 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 1
−2 −4 0
−3 −3 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0
−4 0 −3
−11 −4 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣ + 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1
−2 −4 0
5 −11 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 4 −3
11 −12

∣∣∣∣∣∣ + 4

∣∣∣∣∣∣−2 −4
5 −11

∣∣∣∣∣∣ = −15 + 176 = 161 , 0,

det(2B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −4 −3 3
1 0 −4 4
5 5 −12 7
−6 11 11 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 −11 11
5 8 −13
11 −13 16

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 0 11
5 −5 −13
11 3 16

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 0 11
0 −5 −13
14 3 16

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4 · 41 − 11 · 70 = −934 , 0.

Quindi la quadrica Q ′ è non degenere ed a centro. Il suo centro è un punto x′

dello spazio affine, associato al vettore x le cui componenti x1, x2, x3, x4 risolvono
il sistema lineare

A · x + b = 0, cioè


2x1 − 2x2 + x3 − 3x4 + 2 = 0,
−2x1 − 4x2 − 3x4 + 3 = 0,
−3x1 − 4x4 + 4 = 0,
−3x1 − 3x2 − 4x3 − 1 = 0

La matrice incompleta A del sistema lineare è non degenere e quindi il sistema ha
una ed una sola soluzione.

I minori principali superiori sono

D1(A) = D1(B) = 2, D2(A) = D2(B) = −12, D3(A) = D3(B) = 4,
D4(A) = D4(B) = 161, D5(B) = −934.

Quindi B ha segnatura (2, 3) ed A ha segnatura (2, 2). Quindi per la Q ′B sia il suo
completamento proiettivo QB che la sua parte all’infinito di QA sono rigate.

Esempio 6.2. Consideriamo la quadrica di R3
aff

d’equazione

x2 + 2xy + 2xz + 2yz + z2 + 6x + 4y + 6z − 4 = 0.
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Le matrici, incompleta e completa associate sono

A =

1 1 1
1 0 1
1 1 1

 , B =


1 1 1 3
1 0 1 2
1 1 1 3
3 2 3 −4

 .
La matrice A è degenere ed ha rango 2. Anche la B è degenere, ed ha rango 3. I
possibili centri di simmetria sono le soluzioni del sistemax + y + z + 3 = 0,

x + z + 2 = 0,
⇐⇒

y + 1 = 0,
x + z + 2 = 0.

Nelle coordinate affini X = x + 1, Y = y + 1, Z = z + 1 la quadrica ha equazione

0 = (X − 1)2 + 2(X − 1)(Y − 1) + 2(X − 1)(Z − 1) + 2(Y − 1)(Z − 1) + (Z − 1)2

+6X + 4Y + 6Z − 20

= X2 + 2XY + 2XZ + 2YZ + Z2 − 16 = (X + Z)2 + 2(X + Z) · Y − 16.

Si riconosce che la quadrica è un cilindro dello spazio ordinario che ha per base
un’iperbole piana.

6.2. Classificazione delle quadriche affini non degeneri. Indichiamo con
H∞ ' RPn−1 l’iperpiano {x0 = 0} di RPn. Per il Corollario 6.2, il tipo della quadrica
affine Q ′B, con matrice completa B ed incompleta A, è determinato dai tipi del suo
completamento proiettivo QB e della sua parte all’infinito QA.

Ad una quadrica proiettiva non degenere QB, di indice p ≥ 0 che non sia iper-
bolica, cioè con 2p+1 < n, possono corrispondere tre distinti tipi di quadrica affine,
secondo lo schema

rank(B) ind(QB) rank(A) ind(QA) forma canonica
n+1 p n p x2

1 + · · · + x2
p+1 = 1 + x2

p+2 + · · · + x2
n

n+1 p n p − 1 1 + x2
1 + · · · + x2

p = x2
p+1 + · · · + x2

n

n+1 p n−1 p − 1 xn = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

n−1

Se p = 0, chiamiamo la prima iperboloide ellittico, o iperboloide a due falde,
la seconda elissoide, la terza paraboloide ellittico. Se p > 0, chiameremo la
prima iperboloide d’indice p, la seconda elissoide d’indice p, la terza paraboloide
d’indice p.

Se QB è la quadrica iperbolica, con 2p+1 = n, abbiamo soltanto le due possi-
bilità:

rank(B) ind(QB) rank(A) ind(QA) forma canonica
n+1 p n p − 1 1 + x2

1 + · · · + x2
p = x2

p+1 + · · · + x2
n

n+1 p n−1 p − 1 xn = x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

n−1

Chiamiamo la prima iperboloide iperbolico, la seconda paraboloide iperbolico.
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6.3. Quadriche affini degeneri. Nel §1.1 abbiamo descritto le quadriche pro-
iettive degeneri come coni proiettivi che hanno per base quadriche proiettive non
degeneri. Per definizione, le quadriche affini degeneri sono i punti al finito delle
quadriche proiettive degeneri. Nella classificazione affine è necessario distinguere
quelle che non hanno singolarità al finito (cioè S = S (Q ) ⊂ H∞): in questo caso Q ′

è un cilindro; se invece hanno singolarità al finito, (cioè S 1 H∞), allora Q ′ è un
cono bilatero, o a due falde, che, se la dimensione del luogo singolare è positiva,
si dice anche spicchio indefinito a due falde. Precisiamo queste nozioni.

Definizione 6.4. Sia V un sottospazio vettoriale di Rn. Un cilindro (indefinito)
generato da V è un sottoinsieme E di Rn

aff
tale che p +v ∈ E per ogni p ∈ E ed ogni

v ∈ V. Se F è un sottospazio affine complementare a V, tale cioè che Rn = V⊕L(F),
chiamiamo l’intersezione B = F ∩ E una base di E.

Chiamiamo cono bilatero di vertice p0 di Rn
aff

un sottoinsieme E di Rn
aff

che
contenga tutte le rette affini p0p al variare di p in E \ {p0}. Le rette p0p si dicono le
sue generatrici ed il sottoinsieme E∞ formato dalle intersezioni di H∞ con i com-
pletamenti proiettivi p0∨p, delle sue generatrici la sua parte all’infinito. L’insieme
dei vertici di un cono bilatero affine E si dice il suo spigolo. Chiamiamo proprio
un cono bilatero il cui spigolo abbia dimensione zero.

Osservazione 6.7. I cilindri sono completamente determinati dal dato del sot-
tospazio generatore e di una base, i coni bilateri da quello di un vertice e della
parte all’infinito. Lo spigolo di un cono bilatero è un sottospazio affine F0. Se ha
dimensione maggiore di 0, il cono bilatero è il cilindro generato da L(F0), che ha
per base un cono bilatero proprio su un complemento affine F di L(F0).

Siano B ed A le matrici completa ed incompleta associate alla quadrica affine
Q ′B e supponiamo che la B sia scritta nella forma (6.4).

Se rank(A) ≥ rank(B) − 1, allora la Q ′B ha un centro di simmetrica e vi è perciò
un vettore v0 ∈ R

n tale che

B =

(
A b
bᵀ c0

)
=

(
A A · v0

vᵀ0 · A c0

)
.

L’equazione del luogo singolare di QB è allora, con x ∈ Rn ed x0 ∈ R,A · x + x0 · A · v0 = 0,
vᵀ0 · A · x + c0 · x0 = 0,

=⇒

vᵀ0 · (A · x + x0 · A · v0)

= x0 · (v
ᵀ
0 · A · v0 − c0). = 0

Ci sono dunque due possibilità:
• c = vᵀ0 · A · v0, nel qual caso rank(A) = rank(B) ed S∞ = S ∩ H∞ $ S ;
• oppure, se rank(A) , rank(B), deve risultare x0 = 0, cioè S = S∞.

Se rank(A) = rank(B) − 2, allora b < LA(Rn) ed abbiamo

S :

A · x + x0 · b = 0,
bᵀ · x + c0 · x0 = 0,

⇐⇒


x0 = 0,
A · x = 0,
bᵀ · x = 0.

Anche in questo caso è S = S∞.
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Abbiamo ottenuto cosı̀ una classificazione delle quadriche affini degeneri in
base ai ranghi delle matrici A e B.

Proposizione 6.8. Sia Q ′B una quadrica degenere di Rn
aff
, con matrice completa

B e matrice incompleta A.
(1) Se rank(A) = rank(B) − 2, allora S = S∞ e la Q ′B è un cilindro, generato

da L(S ), che ha per base un paraboloide.
(2) Se rank(A) = rank(B) − 1, allora S = S∞ e la Q ′B è un cilindro, generato

da L(S ), che ha per base una quadrica a centro non degenere.
(3) Se rank(A) = rank(B), allora S∞ $ S e Q ′B è un cono bilatero con parte

all’infinito QA, o, con descrizione equivalente, un cilindro generato da
L(S∞) la cui base è il cono bilatero proprio di una quadrica proiettiva
non degenere. �

Riassumiamo la classificazione delle quadriche degeneri nella seguente tabella,
ove abbiamo indicato con “ir” il rango ridotto e con “rk” il rango.

rk(B) ir(QB)) rk(A) ir(QA) forma normale
m + 1 p m − 1 p − 1 xm = x2

1 + · · · x2
p − x2

p+1 − · · · − x2
m−1

m + 1 p m p < m−1
2 x2

1 + · · · x2
p+1 = 1 + x2

p+2 + · · · + x2
m

m + 1 p m p − 1 1 + x2
1 + · · · x2

p = x2
p+1 + · · · + x2

m

m + 1 p m + 1 p − 1 x2
1 + · · · x2

p+1 = x2
p+2 + · · · + x2

m+1

7. Classificazione metrica delle quadriche affini

Nel paragrafo precedente ci siamo occupati dei tipi delle quadriche affini reali,
cioè dei loro invarianti rispetto al gruppo completo delle affinità. Consideriamo qui
i loro invarianti metrici, cioè rispetto al gruppo delle affinità di Rn

aff
che preservano

la struttura euclidea, cioè le distanze tra i punti e gli angoli tra i vettori.
Le trasformazioni ortogonali-affini sono rappresentate da matrici

(7.1) M =

(
u v
0 1

)
, con u ∈ O(n) e v ∈ Rn.

Queste formano un gruppo, che indichiamo con Oaff(n).
Scriviamo B nella forma (6.4):

B =

(
A b
bᵀ c

)
.

La congruenza rispetto ad una matrice di Oaff(n) ci dà

B′ = Mᵀ · B · M =

(
uᵀ 0
vᵀ 1

) (
A b
bᵀ c

) (
u v
0 1

)
=

(
uᵀAu uᵀ(Av + b)

(Av + b)ᵀu vᵀAv + 2vᵀb + c

)
.(7.2)

Proposizione 7.1. Sia B una matrice simmetrica della forma (6.4). Sono suoi
invarianti rispetto alla congruenza per il gruppo ortogonale-affine Oaff(n):

• i ranghi delle matrici A e B;
• gli autovalori della matrice A;
• la norma ‖b′‖ della proiezione ortogonale b′ di b su ker(LA);
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• se rank(B) = rank(A) + 1, il prodotto δ(B) degli autovalori non nulli di B.

Dimostrazione. I ranghi di A e B sono invarianti affini, e quindi a maggior
ragione ortogonali-affini. Il fatto che gli autovalori di A e la norma della proiezione
ortogonale di b su ker(LA) siano invarianti ortogonali-affini segue dalla descrizione
che abbiamo fatto nella (7.2) dell’azione di M ∈ Oaff(n) e dal fatto che LA(Rn) =

(ker(LA))⊥, perché A è simmetrica.
Resta da dimostrare l’enunciato sul prodotto degli autovalori non nulli di B,

nel caso in cui rank(B) = rank(A) + 1. Questa è un’affermazione ovvia quando
B è non degenere, perché in questo caso δ(B) è il determinante di B e le M di
Oaff(n) hanno determinante ±1. Ancora, se M è un elemento di Oaff(n) con v = 0,
allora M ∈ O(n+1) lascia invariati gli autovalori di B e perciò anche δ(B). Resta
da dimostrare che δ(B) = δ(B′) quando B′ è ottenuto utilizzando una M ∈ Oaff(n)
con u = In, cioè una traslazione.

Sia k il rango di B. Per calcolare δ(B) conviene considerare l’applicazione
lineare ∧k(B) : Λk(Rn+1) → Λk(Rn+1), definita sui multivettori di rango uno
mediante

∧k(B)(v1 ∧ · · · ∧ vk) = (B · v1) ∧ · · · ∧ (B · vk).
Questa applicazione ha rango uno ed il suo unico autovalore diverso da zero è δ(B).
Poiché b = A · w per qualche w ∈ Rn, il rango della matrice (A, b)ᵀ è uguale al
rango (k−1) di A. In particolare, ogni sistema di k colonne di B che escluda l’ultima
è linearmente dipendente, cioè

∧k(B)(ei1 ∧ · · · ∧ eik ) = 0, ∀1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.

(Ricordiamo che, per scrivere la matrice B, abbiamo ordinato i vettori della base
canonica mettendo per primi quelli di indice positivo, da 1 ad n e per ultimo il
versore e0. La nostra base è rappresentata da (e1, . . . , en, e0).) Se M rè la matrice
della traslazione di vettore v ∈ Rn = 〈e1, . . . , en〉, allora M · ei = ei per 1 ≤ i ≤ n ed
M · e0 = e0 + v . Allora

∧k(M)(ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ eik ) = ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ eik ,

∧k(M)(ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ e0) = ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ e0 + ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ v ,
se 1 ≤ ih ≤ n,

e quindi
∧k(BM) = ∧k(B) ◦ ∧k(M) = ∧k(B),

perché ∧k(B) si annulla sui multivettori ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ v .
Per Mᵀ abbiamo Mᵀ · ei = ei + v ie0 se 1 ≤ i ≤ n ed Mᵀ · e0 = e0, ove le v i sono

le componenti del vettore v . Allora

∧k(Mᵀ)(ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ e0) = ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 ∧ e0.

Quindi ∧k(Mᵀ · B · M) = ∧k(B), perché l’immagine di ∧k(B) è contenuta in
Λk−1(Rn) ∧ e0, su cui ∧k(Mᵀ) è l’identità. La dimostrazione è completa. �

L’equivalenza metrica delle quadriche affini è descritta dal teorema seguente,
in cui ricaviamo le forme canoniche delle quadriche rispetto al gruppo ortogonale-
affine utilizzando gli invarianti della Proposizione 7.1.
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Teorema 7.2. Sia Q ′B una quadrica affine di Rn
aff
, con associate matrice com-

pleta B ed incompleta A.
(1) Sia k = rank(A) = rank(B) − 2. Se B è descritta dalla (6.4), detta b′

la proiezione ortogonale di b su ker LA, ed indicando con λ1, . . . , λk gli
autovalori non nulli di A, possiamo, mediante un elemento di Oaff(n),
trasformare Q ′B nella

(7.3) xk+1 =
λ1

2‖b′‖
x2

1 + · · · +
λk

2‖b′‖
x2

k .

(2) Sia k = rank(A) = rank(B) − 1. Indichiamo con λ1, . . . , λk gli autovalori
non nulli di A e con µ0, µ1, . . . , µk gli autovalori non nulli di B. Allora,
posto

(7.4) c′ =
µ0 · µ1 · · · µk

λ1 · · · λk
,

possiamo, mediante un elemento di Oaff(n), trasformare Q ′B nella

(7.5)
λ1

c′
x2

1 + · · · +
λk

c′
+ 1 = 0.

(3) Se k = rank(A) = rank(B) e λ1, . . . , λk sono gli autovalori non nulli di A,
allora possiamo, mediante un elemento di Oaff(n), trasformare Q ′B nella

(7.6) λ1x2
1 + · · · + λkx2

k = 0.

Dimostrazione. La A è reale simmetrica e quindi possiamo determinare una
u ∈ O(n) in modo che uᵀAu = u−1Au = diag(λ1, . . . , λn) sia in forma diagona-
le. Possiamo quindi supporre nel seguito della dimostrazione che A sia in forma
diagonale.

(1) Consideriamo il caso in cui k = rank(A) = rank(B) − 2. Poiché A è sim-
metrica, l’immagine di LA, che è la somma diretta degli autospazi corrispondenti
ai suoi autovalori non nulli, è ortogonale al suo nucleo. Risulta allora univoca-
mente determinato un vettore b′, ortogonale all’immagine di LA, tale che la B sia
congruente in Oaff(n), ad una matrice B′ della forma

B′ =

(
A b′

b′ᵀ c′

)
, con b′ ∈ (LA(Rn))⊥.

Allora

B′′ =

(
In 0

kb′ᵀ 1

)
· B′ ·

(
In kb′

0 1

)
=

(
A b′

b′ᵀ k‖b′‖2 + c′

)
e possiamo scegliere k in modo che k‖b′‖2 +c′ = 0. Scegliendo la base ortonormale
di Rn in modo che i primi k vettori siano autovettori di A rispetto agli autovalori
non nulli ed il (k + 1)-esimo il versore di −b′ ∈ ker(LA), otteniamo la (7.3).

(2) Se k = rank(A) = rank(B) − 1, abbiamo osservato che b ∈ LA(Rn) e
possiamo ottenere quindi, con una traslazione, una quadrica equivalente QB′ con

(∗) B′ =

(
A 0
0 c′

)
,
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cui corrisponde la (7.5). Per la discussione della Proposizione 7.1, il valore di c′ è
dato dalla (7.4).

(3) Se rank(A) = rank(B), allora otteniamo la (∗) con c′ = 0, che corrisponde,
per una A diagonale in una base ortonormale in cui i primi k elementi sono suoi
autovettori corrispondenti ad autovalori non nulli, la (7.6). �

Osservazione 7.3. I coefficienti nella (7.3) sono determinati a meno del segno
e quelli della (7.6) a meno della moltiplicazione per un numero reale diverso da
zero.

Esempio 7.1. Consideriamo, in Rn
aff
, con n ≥ 2, la quadrica d’equazione∑

i< j
xix j + x1 + · · · + xn = 0.

Possiamo associarle le matrici completa ed incompleta

B =



0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
...

...
...

...
...

1 1 1 . . . 0


∈ Mn+1(R), A =


0 1 . . . 1
1 0 . . . 1
...

...
...

...
1 1 . . . 0

 ∈ Mn(R).

La matrice B ha autovalori (−1) con molteplicità n ed n con molteplicità 1
(e0+e1+ · · ·+en è autovettore); quindi è non degenere con determinante (−1)nn.
Analogamente, la A ha autovettori (−1) con molteplicità (n−1) ed (n−1) con mol-
teplicità 1. Quindi è non degenere con det(A) = (−1)n−1(n−1). Quindi c′ =

det(B)/ det(A) = n/(1 − n) e la quadrica è metricamente equivalente alla

n−1
n

(x2
1 + · · · + x2

n−1) + 1 =
(n−1)2

n
x2

n (iperboloide a due falde).

Esempio 7.2. Consideriamo in R4
aff

la quadrica

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − 4x2x4 + 2x1 = 0.

Ad essa associamo le matrici

B =


1 0 0 0 1
0 1 0 −2 0
0 0 1 0 0
0 −2 0 1 0
1 0 0 0 0

 , A =


1 0 0 0
0 1 0 −2
0 0 1 0
0 −2 0 1

 .
Gli autovalori di A sono 1 con molteplicità due, (−1) e 3, ciascuno con molteplicità
uno. Quindi det(A) = −3, mentre

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
0 1 −2 0
0 −2 1 0
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −2
0 −2 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣ 1 −2
−2 1

∣∣∣∣∣∣ = 3

Abbiamo perciò c′ = −1 e quindi la quadrica è metricamente equivalente alla

x2
1 = x2

2 + x2
3 + 3x2

4 + 1.
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Esempio 7.3. Consideriamo la quadrica di R4
aff

di equazione

x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + x2x4 + x1 + 2x3 + 1 = 0.

Le matrici associate sono

B =
1
2


0 0 1 2 1
0 0 2 1 0
1 2 0 0 2
2 1 0 0 0
1 0 2 0 1

 , A =
1
2


0 0 1 2
0 0 2 1
1 2 0 0
2 1 0 0

 .

Calcoliamo gli autovalori di A. Indichiamo con M la matrice
(
1 2
2 1

)
. L’equazione

degli autovalori è allora 
Mw = λv ,
Mv = λw ,
v ,w ∈ R2.

Osserviamo che, se v ∈ R2 è un autovettore si M relativo all’autovalore λ, allora(
v
v

)
è un autovettore di A relativo a λ e

(
v
−v

)
un autovettore di A relativo a −λ.

Poiché M ha autovalori (−1) e 3, la A ha autovalori ±1 e ±3. Quindi det(A) = 9.
Calcoliamo il determinante di B.

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 2 1
0 0 2 1 0
1 2 0 0 2
2 1 0 0 0
1 0 2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1
0 2 1 0
2 0 0 2
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ + 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 2 1
0 0 1 0
1 2 0 2
2 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ + 9

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 2 2
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ + 9 = −2

∣∣∣∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣∣∣∣ − 2

∣∣∣∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣∣∣∣ + 9 = 21

Abbiamo quindi c′ = det(B)/ det(A) = 21/9 = 7/3 e la quadrica è allora metrica-
mente equivalente alla

3x2
1 + 9x2

2 − 3x2
3 − 4x2

4 + 7 = 0.

8. Compendio sulle coniche e le quadriche in dimensione tre

8.1. Coniche affini. Una conica affine è il luogo C′ dei punti del piano reale
affine le cui coordinate (x, y) soddisfano un’equazione di secondo grado

(8.1) a1,1x2 + a2,2y2 + 2a1,2xy + 2a0,1x + 2a0,2y + a0,0 = 0.

La conica proiettiva associata è il luogo C dei punti del piano proiettivo rale le cui
coordinate omogenee x0, x1, x2 soddisfano l’equazione:

(8.2) a1,1x2
1 + a2,2x2

2 + 2a1,2x1x2 + 2a0,1x0x1 + 2a0,2x0x2 + a0,0x2
0 = 0
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Associamo a C′ le matrici

(8.3) A =

(
a1,1 a1,2
a1,2 a2,2

)
e B =

a1,1 a1,2 a0,1
a1,2 a2,2 a0,2
a0,1 a0,2 a2,2

 .
(matrice incompleta) (matrice completa)

La conica (8.1) è

• non degenere se det B , 0, degenere se det B = 0.
• a centro se det(A) , 0.

La matrice B descrive la conica proiettiva C = QB, la A l’intersezione QA della
conica proiettiva C con la retta all’infinito.

Coniche non degeneri. Se det B , 0 distinguiamo i casi seguenti

B definita⇒ C = ∅, C′ = ∅

B indefinita⇒ C ' C0 e


C′ = ellisse, se det A > 0,
C′ = parabola, se det A = 0,
C′ = iperbole, se det A < 0,

ove abbiamo indicato con C0 la conica proiettiva canonica

x2
1 + x2

2 = x2
0.

Rango di B uguale a 2.

B semidefinita⇒ C = {punto} e

C′ = {punto}, se det A > 0,
C′ = ∅, se det A = 0.

B indefinita⇒ C =

{
due rette
incidenti

}
e



C′ =

due rette
incidenti,

 se det A < 0,

C′ =

due rette
parallele,

 se rango(A) = 1,

C′ = una retta se A = 0.

Rango di B uguale a 1.

C = retta,

C′ = retta, se A , 0,
C′ = ∅, se A = 0.

8.2. Centro. Sono a centro le quadriche la cui matrice incompleta A sia non
degenere. Questo è il caso dell’ellisse, dell’iperbole, del punto e della coppia di
rette incidenti. Il centro è la soluzione del sistema linearea1,1x + a1,2y + a0,1 = 0,

a1,2x + a2,2y + a0,2 = 0.
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8.3. Quadriche affini. Una quadrica affine è il luogo Q ′ dei punti dello spazio
reale affine di dimensione tre le cui coordinate (x, y, z) soddisfano un’equazione di
secondo grado

(8.4)
a1,1x2 + a2,2y2 + a3,3z2 + 2a1,2xy + 2a1,3xz + 2a2,3yz

+2a0,1x + 2a0,2y + 2a0,3z + a0,0 = 0.

Chiamiamo quadrica proiettiva associata il luogo Q dei punti dello spazio pro-
iettivo rale di dimensione tre le cui coordinate omogenee x0, x1, x2, x3 soddisfano
l’equazione:

(8.5)
a1,1x2

1 + a2,2x2
2 + a3,3x2

3 + 2a1,2x1x2 + 2a1,3x1x3 + 2a2,3x2x3

+2a0,1x0x1 + 2a0,2x0x2 + 2a0,3x0x3 + a0,0x2
0 = 0.

Ad esse associamo le matrici

(8.6) A =

a1,1 a1,2 a1,3
a1,2 a2,2 a2,3
a1,3 a2,3 a3,3

 e B =


a1,1 a1,2 a1,3 a0,1
a1,2 a2,2 a2,3 a0,2
a1,3 a2,3 a3,3 a0,3
a0,1 a0,2 a0,3 a0,0

 .
(matrice incompleta) (matrice completa)

La quadrica (8.4) è
• non degenere se det B , 0, degenere se det B = 0;
• a centro se det(A) , 0.

La matrice B descrive la struttura della quadrica proiettiva Q = QB, mentre la A è
associata alla QA, intersezione di Q con il piano all’infinito dello spazio affine R3

aff
.

Quadriche non degeneri. Ci sono due tipi di quadriche proiettive non vuote
e non degeneri, di cui scriviamo le equazioni canoniche:

E = {x2
1 + x2

2 + x2
3 = x2

0} (quadrica ellittica),

R = {x2
0 + x2

1 = x2
2 + x2

3} (quadrica rigata, o iperbolica).

Abbiamo le seguenti possibilità

det B > 0


B definita⇒ Q = ∅, Q ′ = ∅,

B indefinita⇒ Q ' R, allora

det A , 0⇒ Q ′ =

{
iperboloide a 1 falda,

o iperbolico,

det A = 0⇒ Q ′ = paraboloide iperbolico.

det B < 0⇒ Q ' E, allora


A definita⇒ Q ′ = elissoide,
det A = 0⇒ Q ′ = paraboloide ellittico,

A indefinita⇒ Q ′ =

{
iperboloide a 2 falde

o ellittico.

Forme canoniche delle quadriche affini non degeneri sono

x2 + y2 + z2 = 1 (elissoide),

x2 + y2 = 1 + z2 (iperboloide a 1 falda),
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z2 = x2 + y2 + 1 (iperboloide a 2 falde),

z = x2 + y2 (paraboloide ellittico),

z = x2 − y2 (paraboloide iperbolico).

Per alcune si preferiscono a volte le espressioni

xy + z2 = 1 (iperboloide a una falda)

xy = 1 + z2 (iperboloide a due falde)
z = xy (paraboloide iperbolico).

Rango di B uguale a 3. Indichiamo con K la quadrica proiettiva degenere

K = {x2
0 = x2

1 + x2
2} ⊂ RP

3.

È un cono proiettivo con spigolo 0-dimensionale, che ha per base una conica di
indice 0 di RP2; K contiene tutte le rette che congiungono un qualsiasi suo punto
con il suo vertice, di coordinate omogenee (0, 0, 0, 1).

Abbiamo i casi seguenti

B semidefinita⇒ Q = {un punto} e

det A , 0⇒ Q ′ = {un punto},
det A = 0⇒ Q ′ = ∅.

B indefinita⇒ Q ' K e


det A , 0⇒ Q ′ = cono,
rango(A) = 2, A semidefinita⇒ Q ′ = cilindro ellittico,
rango(A) = 2, A indefinita⇒ Q ′ = cilindro iperbolico,
rango(A) = 1⇒ Q ′ = cilindro parabolico.

Per le quadriche affini degeneri citate abbiamo le seguenti forme canoniche:

z2 = x2 + y2 cono,

x2 + y2 = 1 cilindro ellittico,

y2 = 1 + x2 cilindro iperbolico,

y = x2 cilindro parabolico.

Nota che le ultime tre equazioni sono indipendenti da z e quindi i cilindri sono
costituiti da tutte le rette verticali che intersecano il piano orizzontale nella conica
corrispondente.

Rango di B uguale a 2.

B semidefinita⇒ Q = una retta e

rango(A) = 2⇒ Q ′ = una retta,
rango(A) = 1⇒ Q ′ = ∅.
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B indefinita⇒ Q =

{
due piani
incidenti

}
e



rango(A) = 2⇒ Q ′ =

due piani
incidenti

 ,
rango(A) = 1⇒ Q ′ =

due piani
paralleli

 ,
A = 0⇒ Q ′ = un piano.

Rango di B uguale ad 1. Abbiamo allora

Q = un piano e

rango(A) = 1⇒ Q = un piano,
rango(A) = 0⇒ Q = ∅.

8.4. Centro. Una quadrica affine è a centro se la sua matrice incompleta A è
non degenere, cioè quando Q è un elissoide, un iperboloide a 1 o 2 falde, un punto
o un cono. Il centro è soluzione del sistema lineare

a1,1x + a1,2y + a1,3z + a0,1 = 0,
a1,2x + a2,2y + a2,3z + a0,2 = 0,
a1,3x + a2,3y + a3,3z + a0,3 = 0.

8.5. Classificazione metrica delle coniche. Siano λ1, λ2 gli autovalori della
matrice incompleta A e D il determinante di B. Se det B , 0 e λ1λ2 , 0, abbiamo
la forma canonica

x2

α
+

y2

β
= 1, con α = −

D
λ2

1λ2
, β = −

D
λ1λ

2
2

.

Se λ1 , 0, λ2 = 0 e D = det B , 0, allora otteniamo una parabola

y = ax2, con a2 =
|λ1|

3

4|D|
.

Se λ1λ2 < 0 e det B = 0, la conica degenera in due rette incidenti che formano un
angolo α con cosα = |λ1 + λ2|/|λ1 − λ2|.

Se B ha rango due con autovalori µ1, µ2 con µ1µ2 < 0 ed A ha rango 1, con au-
tovalore λ1, allora la conica degenera in due rette parallele a distanza 2

√
|µ1µ2|/|λ1|

tra loro.

8.6. Classificazione metrica delle quadriche. Se λ1, λ2, λ3 sono gli autova-
lori di A e det A , 0, D = det B , 0, allora la quadrica affine si può ricondurre alla
forma canonica

x2

α
+

y2

β
+

z2

γ
= 1, con α = −

D
λ2

1λ2λ3
, β = −

D
λ1λ

2
2λ3

, γ = −
D

λ1λ2λ
2
3

.

Se det B , 0 ed A ha rango due con autovalori λ1, λ2, allora la quadrica ha la
forma canonica

z =
x2

α
+

y2

β
con α = k/λ1, β = k/λ2, per k = 2

√
|D/(λ1λ2).
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Se A e B sono indefinite ed hanno entrambi rango tre, ed A ha autovalori
λ1, λ2, λ3, possiamo supporre sia λ1λ2 > 0 e ricondurci allora alla forma canonica

z2 =
x2

a2 +
y2

b2 con a2 = −
λ3

λ1
, b2 = −

λ3

λ2
.

Se B ha rango tre ed è indefinita con autovalori µ1, µ2, µ3 ed A ha rango due, con
autovalori diversi da zero uguali a λ1, λ2, allora la quadrica è un cilindro, ellittico o
iperbolico, a seconda che λ1λ2 sia positivo o negativo, ed ha forma canonica

x2

α
+

y2

β
= 1 con α = −

µ1µ2µ3

λ2
1λ2

, β = −
µ1µ2µ3

λ1λ
2
2

.

Se B ha rango tre ed è indefinita con autovalori µ1, µ2, µ3 ed A ha rango uno
con autovalore λ, allora la quadrica è un cilindro parabolico

y = ax2 con a =
|λ1|

|µ1µ2µ3|
.

Se A e B sono entrambe indefinite di rango due, con autovalori λ1, λ2 , 0, allora
la quadrica degenera in due piani incidenti che formano tra loro un angolo α con
cosα = |λ1 + λ2|/|λ1 − λ2|.

Se B è indefinita di rango due, con autovalori non nulli µ1, µ2 ed A ha rango 1 e
autovalore non nullo λ, allora la quadrica degenera in una coppia di piani paralleli
distanti tra loro 2

√
|µ1µ2/λ|.





CAPITOLO 19

Spazi ortogonali e simplettici

In questo capitolo ritorniamo sulla nozione di congruenza del Cap.16, ivi intro-
dotta nel §2 del per matrici reali ed estesa nel §3 al caso di matrici con coefficienti
in un campo qualsiasi. Ci occuperemo qui in particolare del caso delle matrici sim-
metriche ed antisimmetriche, estendendo anche le nozioni del §4 relative ai gruppi
ortogonali e la teoria delle quadriche del Cap.18 a questa situazione più generale.

Fissato un campo K, indicheremo in questo capitolo con Simn(K) lo spazio
vettoriale su K delle matrici simmetriche n×n a coefficienti in K e, nel caso in cui
la caratteristica di K sia diversa da due, utilizzeremo on(K) per quello delle matrici
antisimmetriche n×n a coefficienti in K.

1. Forme bilineari

Consideriamo uno spazio vettoriale astratto V, su un arbitrario campo K di
scalari.

Definizione 1.1. Una forma bilineare su V è un’applicazione

(1.1) b : V × V 3 (v ,w ) −→ b(v ,w ) ∈ K

che sia lineare rispetto a ciascuna variabile, per cui, cioè, risulti

(1.2)


b(λ1v1 + λ2v2, µ1w1 + µ2w2)

= λ1µ1b(v1,w1) + λ1µ2b(v1,w2) + λ2µ1b(v2,w1) + λ2µ2b(v2,w2),
∀v1, v2,w1,w2 ∈ V, ∀λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ K.

Lemma 1.1. Per ogni applicazione K-lineare B ∈HomK(V,V∗) di V nel suo
duale V∗ la

(1.3) bB(v ,w ) = 〈w | B(v)〉, ∀v ,w ∈ V

è una forma bilineare su V e la corrispondenza B → bB descrive una bigezione di
HomK(V,V∗) sullo spazio delle forme bilineari su V.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che, per ogni B ∈ HomK(V,V∗), la bB
soddisfa la (1.2) ed è perciò una forma bilineare su V. Viceversa, se b è una forma
bilineare su V, allora, per ogni v ∈ V, la B(v) : V → K definita da [B(v)](w ) =

b(v ,w ) è lineare in w e quindi un elemento di V∗. Dalla (1.2) segue che B è anche
lineare in v come applicazione a valori in V∗. �

391
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Definizione 1.2. Chiamiamo non degenere una forma bilineare b per cui val-
gano

(1.4)
{(b(v ,w ) = 0, ∀w ∈ V) =⇒ v = 0,

(b(v ,w ) = 0, ∀v ∈ V) =⇒ w = 0.

Se V ha dimensione finita, ciò equivale al fatto che la corrispondente applica-
zione B ∈ HomK(V,V∗) sia un isomorfismo lineare.

Teorema 1.2 (di rappresentazione di Riesz1). Sia b una forma bilineare non
degenere su uno spazio V di dimensione finita. Allora, per ogni ξ ∈ V∗ vi è uno ed
un solo elemento wξ di V tale che

(1.5) ξ(v) = b(wξ, v), ∀v ∈ V.

Dimostrazione. Se B ∈ HomK(V,V∗) è l’isomorfismoK-lineare corrispondente
alla forma bilineare non degenere b, allora wξ = B−1(ξ). �

Definizione 1.3. Chiamiamo b-ortogonale di un insieme E ⊂ V il sottospazio

(1.6) E[ = {v ∈ V | b(w , v) = 0, ∀w ∈ E}.

Lemma 1.3. Per ogni sottoinsieme E di V, è E[ = 〈E〉[.
Se b è non degenere e V ha dimensione finita, allora

(1.7) dimK(E[) = dimK(V) − dimK(〈E〉), per ogni E ⊂ V.

Dimostrazione. Basta osservare che, detta B l’applicazione lineare di V in V∗

associata a b, il b-ortogonale E[ è l’annullatore in V di B(E). L’annullatore di
B(E) è lo stesso di quello di 〈B(E)〉 = B(〈E〉). La tesi è allora conseguenza del
Lemma 7.8 del Cap.13. �

La definizione (1.6) non implica che l’insieme E sia contenuto nel suo bi-
ortogonale (E[)[. Le forme per cui ciò si verifica si dicono riflessive.

Definizione 1.4. Una forma bilineare b su V si dice:
• riflessiva se b(v ,w ) = 0 ⇐⇒ b(w , v) = 0;
• simmetrica se b(v ,w ) = b(w , v) per ogni coppia di vettori v ,w ∈ V;
• antisimmetrica, o alternata se b(v , v) = 0 per ogni vettore v ∈ V.

Se lo spazio vettoriale V ha dimensione finita il suo biduale V∗∗ si identifica
con V e quindi la duale Bᵀ di una B ∈ HomK(V,V∗) è ancora un elemento di
HomK(V,V∗). Se B ∈ HomK(V,V∗) è l’applicazione associata alla forma b, la Bᵀ è
associata a

(1.8) b̌(v ,w ) = b(w , v), ∀v ,w ∈ V.

Dire che b è riflessiva significa che i b-ortogonali ed i b̌-ortogonali coincidono.
Poiché i funzionali lineari sono determinati dai loro nuclei, a meno di un fattore
di proporzionalità, questo significa che, per ogni v ∈ V, i covettori B(v) e Bᵀ(v)

1Frigyes Riesz (1880-1956), matematico ungherese cui si devono importanti contributi all’ana-
lisi funzionale. Il suo teorema di rappresentazione ha un’applicazione più ampia, che si estende al
caso di funzionali lineari continui su spazi di dimensione infinita.
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sono proporzionali. Come abbiamo già osservato (vedi il Lemma 2.4 del Cap.15),
questo ci dice che B e Bᵀ sono proporzionali. Poiché (Bᵀ)ᵀ = B, la costante deve
essere ±1. Abbiamo perciò

Proposizione 1.4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo
K. Sia bB la forma bilineare associata ad una B ∈ HomK(V,V∗). Allora

(1) bB è simmetrica se e soltanto se Bᵀ = B.
(2) Se K ha caratteristica diversa da due, allora bB è antisimmetrica se e

soltanto se Bᵀ = −B.
Se il campo K degli scalari ha caratteristica diversa da due, allora una forma

b è riflessiva se e soltanto se è o simmetrica, o alternata.
Se K ha caratteristica due, allora le forme riflessive sono simmetriche.

Dimostrazione. Poiché b(v ,w ) = 〈w | B(v)〉 = 〈v | Bᵀ(w )〉, è Bᵀ = ±B se
b(v ,w ) = ±b(w , v) per ogni coppia di vettori v ,w di V. In particolare, nel caso in
cui Bᵀ = −B ricaviamo che 2b(v , v) = 0 per ogni vettore v di V e questo ci permette
di concludere che b è alternata solo se la caratteristica di K è diversa da due. La
caratterizzazione della riflessività è conseguenza della discussione precedente. �

Proposizione 1.5. Se b è una forma bilineare riflessiva su uno spazio vettoriale
V di dimensione finita su K, allora

(1.9) (E[)[ = 〈E〉 + V[, ∀E ⊆ V,

Dimostrazione. Dico che, per ogni vettore w di V, è (w [)[ = 〈w〉 + V[. Infatti,
se v ∈ w [, allora b(v ,w ) = 0 implica che b(w , v) = 0 per la riflessività. Quindi
w ∈ (w [)[ e da questo segue che 〈w〉 + V[ ⊆ (w [)[. Supponiamo viceversa che
v ∈ (w [)[. Se w ∈ V[, allora w [ = V e quindi (w [)[ = V[ = 〈w〉 + V[.

Se w < V[, allora possiamo trovare u ∈ V tale che k = b(w , u) , 0. Allora

w [ = {v − k−1b(w , v) · u | v ∈ V}.

Quindi un vettore z appartiene a (w [)[ se e soltanto se

b(z, v) = k−1b(w , v) · b(z, u), ∀v ∈ V,

cioè se e soltanto se
z − k−1b(z, u) · w ∈ V[.

Questo dimostra che (w [)[ ⊆ 〈w〉+V[ e, poiché abbiamo già verificato l’inclusione
opposta, vale l’uguaglianza.

La tesi segue allora dal fatto che

(E[)[ =
∑

w∈E
(w [)[ =

∑
w∈E

(
〈w〉 + V[) = 〈E〉 + V[. �

Per le forme simmetriche valgono le formule di polarizzazione:

Proposizione 1.6. Una forma bilineare simmetrica b su V è completamente
determinata dalla forma quadratica v 7→ b(v , v) ad essa associata. Vale infatti la
formula di polarizzazione

(1.10) b(v ,w ) = 1
2
(
b(v + w , v + w ) − b(v , v) − b(w ,w )

)
, ∀v ,w ∈ V. �
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2. Spazi ortogonali

Supporremo sempre, nel seguito di questo capitolo, che il campo K degli
scalari abbia caratteristica diversa da due.

Definizione 2.1. Chiamiamo spazio ortogonale la coppia (V, b) di uno spazio
vettoriale V di dimensione finita su K e di una forma bilineare simmetrica non
degenere b su V.

Un vettore v di uno spazio ortogonale si dice
• isotropo se b(v , v) = 0,
• anisotropo se b(v , v) , 0.

Un sottospazio W di uno spazio ortogonale si dice
• isotropo se se il suo b-radicale W ∩W[ è diverso da {0},
• totalmente isotropo W ⊆ W[, se cioè coincide con il suo b-radicale,
• anisotropo se W ∩W[ = {0},
• totalmente anisotropo se tutti i suoi vettori non nulli sono anisotropi,
• iperbolico se è anisotropo e somma diretta di due sottospazi totalmente

isotropi.

Proposizione 2.1. In uno spazio simmetrico (V, b) è

(2.1) (E[)[ = 〈E〉, ∀E ⊂ V.

Dimostrazione. La tesi segue dalla Proposizione 1.5, perché l’ipotesi che b sia
non degenere equivale a V[ = {0}. �

Lemma 2.2. Sia W un sottospazio vettoriale di V.
• W è anisotropo⇔ W[ è anisotropo⇔ W ⊕W[ = V;
• W è isotropo⇔ W[ è isotropo⇔ W + W[ $ V.
• Se W è totalmente isotropo, allora 2 · dim(W) ≤ dim(V).

Dimostrazione. L’enunciato segue dalla formula d’intersezione di Grassmann
e del fatto che, avendo supposto la b non degenere, la dimensione del b-ortogonale
di W è la sua codimensione in V.

L’ultima osservazione segue dal fatto che, se W è totalmente isotropo, dall’in-
clusione W ⊆ W[ segue che, per il Lemma 1.3,

dim(W) ≤ dim(W[) = n − dim(W). �

Definizione 2.2. Una sistema di vettori e1, . . . , en di V si dice b-ortogonale se

b(ei, e j) = 0, ∀ i , j.

Proposizione 2.3. Ogni sottospazio di uno spazio ortogonale (V, b) ammette
una base b-ortogonale.

Dimostrazione. Sia W un sottospazio di dimensione m di V. Dimostriamo, per
ricorrenza su m, che W ammette una base b-ortogonale. L’enunciato è banalmente
vero per m ≤ 1 e nel caso in cui W sia totalmente isotropo, perché allora ogni sua
base è b-ortogonale. Resta da considerare il caso in cui m>1 e W non sia totalmente
isotropo. Allora, per la Proposizione 1.6, il sottospazio W contiene almeno un
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vettore anisotropo ε1. Per la formula di Grassmann, l’intersezione ε[1 ∩ W è un
sottospazio dimensione m − 1 di W e quindi, per l’ipotesi induttiva, ammette una
base b-ortogonale ε2, . . . , εm. Poiché l’iperpiano ε[1 ∩ W di W non contiene ε1, la
ε1, ε2, . . . , εm è una base b-ortogonale di W. �

Proposizione 2.4. Sia W un sottospazio di (V, b). Se W\W[ contiene un vettore
isotropo, allora W ammette una base di vettori isotropi.

Dimostrazione. Se u ∈ W\W[, allora W ∩ u[ è un’ipersuperficie di W e quindi
il suo complementare W\u[ in W ne contiene una base.

Se ε1, . . . , εm è una base di W, allora b(u, ε j) , 0 per qualche indice j, perché u < W[.
Possiamo supporre sia b(u, ε1) , 0. Con ε′i = εi − λiε1, abbiamo

b(u, ε′i) = b(u, εi) − λib(u, ε1)

e quindi basta scegliere λi , [b(u, ε1)]−1b(u, εi) perché ε1, ε
′
2, . . . , ε

′
m sia una base di W

contenuta in W\u[.

Per ogni w ∈ W\u[ e λ ∈ K, sia wλ = w − λu. Abbiamo

b(wλ,wλ) = b(w ,w ) − 2λb(w , u)

e quindi wλ è isotropo per λ = 1
2 b(w ,w ). Questo implica che il sottospazio vet-

toriale di W generato dai suoi vettori isotropi contiene W\u[ ed è quindi uguale
a W. Poiché ogni insieme di generatori di un sottospazio vettoriale contiene una
sua base, questo completa la dimostrazione. �

Lemma 2.5. Ogni sottospazio iperbolico W di V ha dimensione pari. Se 2m è
la sua dimensione ed A ∈ GLm(K), allora possiamo trovare una base ε1, . . . , ε2m
di W tale che

(2.2) (b(εi, ε j))1≤i, j≤2m =

(
0 A

Aᵀ 0

)
.

Dimostrazione. Sia W un sottospazio iperbolico di (V, b). Per definizione, W
è un sottospazio anisotropo che è somma diretta W = W1 ⊕ W2 di due sottospazi
W1 e W2 totalmente isotropi. La matrice simmetrica (b(ei, e j)) della b in una base
e1, . . . , ek di W in cui i primi k1 elementi appartengano a W1 e gli ultimi k2 (con
k1 + k2 = k = dimK(W)) a W2 è anti-diagonale a blocchi

(b(ei, e j)) =

(
0 B

Bᵀ 0

)
, con B ∈ Kk1×k2 .

Il rango di una matrice di questa forma è minore o uguale a 2·min(k1, k2) e quindi,
per l’ipotesi che W fosse anisotropo, cioè che (b(ei, e j))1≤i, j≤m fosse non degenere,
deve essere k = 2m pari e k1 = k2 = m. Poiché tutte le matrici quadrate invertibili
di rango m hanno la stessa forma canonica di Smith, possiamo trovare due matrici
a, b ∈ GLm(K) tali che

a · B · b = A
Allora (

a
bᵀ

)
·

(
B

Bᵀ

)
·

(
aᵀ

b

)
=

(
A

Aᵀ

)
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ed otteniamo la base cercata ponendo
(ε1, . . . , εm) · a = (e1, . . . , em), (εm+1, . . . , ε2m) · b = (em+1, . . . , e2m). �

Definizione 2.3. Due sottospazi W1,W2 di uno spazio ortogonale (V, b) si dico-
no b-congruenti se possiamo trovare un isomorfismo lineare f : W1 → W2 tale che

(2.3) b( f (v), f (w )) = b(v ,w ), ∀v ,w ∈ W1.

Osservazione 2.6. Due sottospazi W1, W2 di V, della stessa dimensione m,
sono b-congruenti se e soltanto se, fissate due basi, e1, . . . , em di W1 ed ε1, . . . , εm
di W2, sono congruenti le matrici simmetriche (b(ei, e j)) e (b(εi, ε j)) di Mm(K).

Proposizione 2.7. In uno spazio ortogonale (V, b) :
(1) sottospazi totalmente isotropi della stessa dimensione sono b-congruenti;
(2) sottospazi iperbolici della stessa dimensione sono b-congruenti.

Dimostrazione. (1) Se W1 e W2 sono sottospazi totalmente isotropi della stessa
dimensione m, per qualsiasi isomorfismo lineare f : W1 → W2 è

b( f (v), f (w )) = b(v ,w ) = 0 per ogni coppia di vettori v ,w di W1.

(2) Se W1 e W2 sono due sottospazi iperbolici della stessa dimensione 2m, per
il Lemma 2.5 possiamo fissare basi e1, . . . , e2m di W1 ed ε1, . . . , ε2m di W2 tali che

b(ei, e j) = b(εi, ε j) =

(
0 Im
Im 0

)
.

Allora l’isomorfismo lineare f : W1 → W2 definito da f (ei) = εi per 1 ≤ i ≤ 2m
verifica la (2.3). �

Esempio 2.1 (Il piano iperbolico). Uno spazio ortogonale (V, b) di dimensione
due è o totalmente anisotropo, oppure è un piano iperbolico. Infatti, se contiene
un vettore isotropo non nullo u, per la Proposizione 2.4 contiene una base ε1, ε2
di vettori isotropi ed è quindi somma diretta 〈ε1〉 ⊕ 〈ε2〉 di sottospazi totalmente
isotropi. Per il Lemma 2.5 questa base può essere scelta in modo che

(b(εi, ε j)1≤i, j≤2 = J2 =

(
0 1
1 0

)
.

3. Gruppi ortogonali

Sia (V, b) uno spazio ortogonale su un campo K, che, ricordiamo, abbiamo
supposto di caratteristica diversa da due.

Definizione 3.1. Chiamiamo b-ortogonale una trasformazione lineare f : V →
V tale che

(3.1) b( f (v), f (w )) = b(v ,w ), ∀v ,w ∈ V.

Proposizione 3.1. Ogni trasformazione b-ortogonale è invertibile. Con il pro-
dotto di composizione, le trasformazioni b-ortogonali formano un sottogruppo del
gruppo lineare di V.
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Dimostrazione. Se f è una trasformazione ortogonale di V, allora f (v) = 0
implica che b(v ,w ) = 0 per ogni w ∈ V e quindi che v = 0, perché abbiamo
supposto b non degenere. Poiché V ha dimensione finita, ciò equivale al fatto che
f sia un isomorfismo lineare. Si verifica facilmente che l’inversa e la composizione
di trasformazioni ortogonali è ancora una trasformazione ortogonale. �

Definizione 3.2. Chiamiamo gruppo ortogonale di (V, b), ed indichiamo con
Ob(V) il gruppo formato dalle trasformazioni b-ortogonali di V in sé, con il pro-
dotto di composizione.

Chiamiamo gruppo ortogonale speciale, o delle rotazioni, di (V, b), ed indi-
chiamo con SOb(V) il sottogruppo formato dalle f ∈ Ob(V) che hanno determi-
nante uno.

Se B : V → V∗ è l’isomorfismo col duale associato alla b, abbiamo

(3.2) Ob(V) = { f ∈ GLK(V) | f ᵀ ◦ B ◦ f = B}.

In particolare, se fissiamo una base e1, . . . en di V e la base duale e∗1 , . . . , e
∗
n su V∗,

ed indichiamo con B la matrice simmetrica invertibile associata a B in queste basi,
possiamo identificare Ob(V) al gruppo di matrici

(3.3) OB(Kn) = {x ∈ Kn×n | xᵀ·B·x = B}.

Proposizione 3.2. È

(3.4) det( f ) = ±1, ∀ f ∈ Ob(V)

ed SOb(V) è un sottogruppo di indice 2 di Ob(V).

Dimostrazione. È conveniente utilizzare la rappresentazione (3.3) con una ba-
se b-ortogonale ε1, . . . , εn. Se x ∈ OB(Kn) abbiamo per il teorema di Binet

det(B) = det(xᵀBx) = det(xᵀ) · det(B) · det(x) = det(B) · (det(x))2

e quindi (det(x))2 = 1 perché det(B) , 0. Poiché B è diagonale, la matrice

x0 =

(
−1 0
0 In−1

)
rappresenta un elemento f0 di Ob(V) con determinante (−1). Ciò mostra che l’o-
momorfismo det : Ob(V) 3 f → det( f ) ∈ {±1} è surgettivo. Quindi il suo nucleo
SOb(V) ha indice due in Ob(V). �

Proposizione 3.3. Sia (V, b) uno spazio ortogonale ed f ∈ Ob(V) una trasfor-
mazione ortogonale che lasci fissi tutti e soli i vettori di un iperpiano W di V. Allora
la f è una simmetria e

(3.5)


det( f ) = −1,

W = {v | f (v) = v} = w [ per un w ∈ V anisotropo ed

f (v) = sw (v) = v − 2 ·
b(v ,w )
b(w ,w )

· w .
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Dimostrazione. Sia f una trasformazione ortogonale che lascia fissi i vettori
di un iperpiano W di V. Per il teorema di Riesz, possiamo rappresentare W come
l’ortogonale w [ di un vettore w , 0 di V. Allora

f (v) = v + b(w , v) · u, ∀v ∈ V,

per un opportuno vettore u di V. La condizione che f sia ortogonale ci dà

b(v , v) = b( f (v), f (v)) = b(v , v) + [b(w , v)]2b(u, u) + 2 b(w , v) · b(u, v)

=⇒ [b(w , v)]2b(u, u) + 2 b(w , v) · b(u, v) = 0.

Poiché i vettori v che non appartengono all’iperpiano w [ generano V, otteniamo
che

b(w , v) · b(u, u) + 2 · b(u, v) = 0, ∀v ∈ V.

Poiché b è non degenere, questo implica che u è anisotropo e 2u = −b(u, u) ·w , da
cui b(w ,w ) , 0 ed u = −2[b(w ,w )]−1w .

Quindi f è una simmetria che lascia fissi i punti dell’iperpiano w [ e trasforma
w nel suo opposto. Ha quindi, in particolare, determinante (−1). Questo completa
la dimostrazione. �

Definizione 3.3. Le trasformazioni (3.5) si dicono riflessioni, o simmetrie vet-
toriali, o simmetrie elementari, b-ortogonali.

Esempio 3.1 (Gruppo ortogonale di un piano iperbolico). Una matrice x di
GL2(K) appartiene al gruppo OJ2(K2) se, e soltanto se,(

x1,1 x2,1
x1,2 x2,2

)
·

(
0 1
1 0

)
·

(
x1,1 x1,2
x2,1 x2,2

)
=

(
2x1,1x2,1 x1,1x2,2 + x1,2x2,1

x1,1x2,2 + x1,2x2,1 2x2,2x1,2

)
=

(
0 1
1 0

)
Dev’essere in particolare x1,1·x2,1 = 0. Se x2,1 = 0, è x1,1·x2,2 , 0, perché x ha

rango due. Allora anche x1,2 = 0 ed x è diagonale, con x1,1·x2,2 = 1. Otteniamo
cosı̀ il sottogruppo delle matrici diagonali di OJ2(K2), della forma

rλ =

(
λ 0
0 λ−1

)
, con λ ∈ K∗ = K \ {0}.

Se x2,1 , 0, allora x1,1 = 0 e quindi x1,2 , 0 perché altrimenti x avrebbe rango
uno. Da x1,2 , 0 otteniamo allora che x2,2 = 0 e perciò x2,1 = x−1

1,2. Queste
trasformazioni sono allora definite dalle matrici

sλ =

(
0 λ

λ−1 0

)
, con λ ∈ K∗.

Abbiamo
Lsλ(ε1 + kε2) = λ

−1ε2 + k · λ · ε1

e quindi Lsλ lascia fisso il vettore ε1 + λ−1ε2 e trasforma ε1 − λ
−1ε2 nel suo oppo-

sto. È quindi la simmetria J2-ortogonale elementare di vettore ε1 − λ
−1ε2. Poiché

sλ1◦sλ2=rλ−1
2 λ1

, possiamo concludere che ogni trasformazione b-ortogonale di un
piano iperbolico (V, b) si può scrivere come la composizione di al più due simmetrie
b-ortogonali elementari.
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Esempio 3.2. Consideriamo, più in generale, il caso di uno spazio iperbolico
(V, b) di dimensione 2m. Possiamo supporre che V = K2m e che la forma b sia
associata alla matrice

B =

(
0 Im
Im 0

)
.

Sia f una trasformazione b-ortogonale che lasci fissi tutti i vettori del sottospazio
totalmente isotropo massimale 〈e1, . . . , em〉 generato dai primi m vettori della base
canonica di K2m. Scriviamo la matrice associata ad f come una matrice 2 × 2 a
blocchi in Mm(K).

Con [ f ] =

(
Im b
0 c

)
, abbiamo

(
Im 0
bᵀ cᵀ

)
·

(
0 Im
Im 0

)
·

(
Im b
0 c

)
=

(
0 c
cᵀ cᵀb + bᵀc

)
.

Il sottogruppo delle trasformazioni b-ortogonali che fissano un sottospazio total-
mente isotropo massimale di uno spazio iperbolico (V, b) di dimensione 2m è quindi
isomorfo al gruppo di matrici

(3.6) G =

{(
Im B
0 Im

) ∣∣∣∣∣∣ B ∈ om(K)
}
,

ove abbiamo indicato con om(K) lo spazio vettoriale delle matrici m×n antisimme-
triche a coefficienti in K. Nota che le matrici di G sono unipotenti di ordine due,
abbiamo cioè (I2m−x)2 = 0 se x ∈ G.

Abbiamo dimostrato, nella discussione dell’Esempio 3.2, il seguente enunciato

Lemma 3.4. Se f è una trasformazione b-ortogonale di uno spazio iperboli-
co (V, b) che lascia fissi tutti i vettori di un suo sottospazio totalmente isotropo
massimale, allora f è unipotente e (idV − f )2 = 0. In particolare, f ∈ SOb(V). �

Teorema 3.5 (Cartan-Dieudonné2 ). Ogni trasformazione b-ortogonale di uno
spazio ortogonale (V, b) di dimensione n si può decomporre nel prodotto di al più
n riflessioni b-ortogonali.

Dimostrazione. Ragioniamo per ricorrenza sulla dimensione n di V. Il teorema
vale infatti senz’altro quando n≤1. Supponiamo n>1 ed il teorema valido per spazi
ortogonali di dimensione minore di n.

Sia f ∈ Ob(V). Se il sottospazio V1( f )={v ∈ V | f (v)=v} dei vettori lasciati fissi
da f contiene un vettore anisotropo u, allora (u[, b|u[) è uno spazio ortogonale di
dimensione (n−1) e la restrizione di f definisce una trasformazione b-ortogonale di
u[. Per l’ipotesi induttiva, possiamo trovare vettori ε1, . . . , εk ∈ u[, con k≤n−1, tali
che la restrizione di f ad u[ sia la composizione sε1◦ · · · ◦sεk di al più (n−1) simme-
trie b-ortogonali elementari su u[. Chiaramente abbiamo allora f =sε1◦ · · · ◦sεk su
V, perché u è lasciato fisso dalle simmetrie rispetto a vettori ad esso b-ortogonali.

2Questo teorema, dimostrato da É.Cartan nel caso in cui K = R,C fu generalizzato da
J.Dieudonné al caso di un qualsiasi campo K di caratteristica diversa da due. Jean Alexandre Eugène
Dieudonné (1906-1992), matematico francese, esponente del gruppo Bourbaki, ha lavorato preva-
lentemente in algebra, geometria algebrica ed analsisi funzionale. La dimostrazione del teorema
di decomposizione è contenuto nel suo libro Sur les groupes classiques, Actualites Scientifiques et
Industrielles no. 1040, Paris, 1948, pp. 20-22.
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Se V1( f ) non contiene vettori anisotropi, ma vi è un vettore anisotropo u per
cui ε1 = u− f (u) sia anisotropo, allora sε1 ◦ f lascia fisso il vettore u. Infatti, il
vettore u + f (u) è b-ortogonale ad ε1, perché3

b(u − f (u), u + f (u)) = b(u, u) − b( f (u), f (u)) = 0.

Abbiamo allorasε1(u − f (u)) = f (u) − u,
sε1(u + f (u)) = u + f (u)

=⇒ eε1 ◦ f (u) = sε1( f (u)) = u.

Per la prima parte della dimostrazione, sε1 ◦ f , essendo una trasformazione b-orto-
gonale che lascia fisso un vettore anisotropo, si può ottenere come composizione
di al più (n−1) simmetrie b-ortogonali elementari: da sε1 ◦ f = sε2 ◦ · · · ◦ sεk , segue
che f = sε1 ◦ · · · ◦ sεk , con k ≤ n.

Abbiamo osservato nell’esempio 3.1 che le trasformazioni b-ortogonali di un
piano iperbolico si possono scrivere come composizione di al più due simmetrie b-
ortogonali elementari. Per completare la dimostrazione, resta dunque da esaminare
soltanto il caso in cui n>2, f ∈ Ob(V) non lasci fisso nessun vettore anisotropo
ed (idV− f )(u) sia isotropo per ogni vettore anisotropo u. Dico che allora anche
(idV− f )(V) è totalmente isotropo. Infatti, poiché (n−1)>(n/2), l’iperpiano w [ con-
tiene un vettore anisotropo v . Il vettore wλ = w + λv è allora anisotropo per ogni
λ , 0 e quindi

φ(λ) = b(wλ − f (wλ),wλ − f (wλ))

= f (w − f (w ),w − f (w )) + 2λb(w − f (w ), v − f (v)) + λ2(v − f (v), v − f (v))
= f (w − f (w ),w − f (w )) + 2λb(w − f (w ), v − f (v))

è un polinomio di primo grado in λ che si annulla per ogni λ , 0. Per l’ipotesi che
la caratteristica di K sia diversa da due, il campo K contiene almeno tre elementi
e quindi φ(λ), essendo un polinomio di primo grado che si annulla per due valori
distinti di λ, è identicamente nullo. In particolare, si annulla per λ = 0 e questo ci
dice che w− f (w ) è un vettore isotropo. Poiché sono sottospazi totalmente isotro-
pi, n1 = dim(ker(idV − f )) ed n2 = dim((idV − f )(V)) sono due numeri minori o
uguali di n/2, la cui somma, per il teorema del rango, è uguale ad n. Perché questo
possa accadere, occorre che n = 2m sia un numero pari ed n1 = m = n2. Quindi
(V, b) è uno spazio iperbolico ed f una trasformazione ortogonale che lascia fissi
tutti i vettori di un suo sottospazio totalmente isotropo massimale. Per il Lem-
ma 3.4, la f appartiene ad SOb(V). Fissiamo allora un qualsiasi vettore anisotropo
ε e consideriamo la composizione f ′ = sε ◦ f . Poiché questa trasformazione ha
determinante (−1), o fissa un vettore anisotropo oppure vi è un vettore anisotropo
u per cui u − f ′(u) sia anisotropo. Allora, per la prima parte della dimostrazione,
possiamo trovare un numero k ≤ n = 2m di vettori anisotropi w1, . . . ,wk tali che
f ′ = sw1 ◦ · · · ◦ swk . Il numero k deve essere dispari perché −1 = det( f ′) = (−1)k e

3Nel caso in cui b fosse un prodotto scalare su uno spazio vettoriale reale V, allora u ed f (u)
avrebbero la stessa lunghezza e quindi u− f (u) ed u + f (u) sarebbero le diagonali del rombo generato
da u ed f (u).
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dunque k ≤ n − 1 = 2m−1 ed abbiamo scritto f = sε ◦ sw1 ◦ · · ·◦ swk come prodotto
di k + 1 ≤ n simmetrie b-ortogonali elementari. �

Osservazione 3.6. Nel 1950 P. Scherk4, ha provato che il minimo numero di
simmetrie che dobbiamo comporre per ottenere una f ∈ OK(V) assegnta è la co-
dimensione di V1( f ) se (idV − f )(V) non è totalmente isotropo ed, altrimenti, è
uguale a questo numero più due. Al solito, consideriamo l’identità come prodotto
di 0 riflessioni.

Definizione 3.4. Data un’applicazione lineare f ∈ End K(V) chiamiamo
• V1( f )={v | f (v)=v} il luogo dei suoi punti fissi,
• V−1( f )={v | f (v)=−v} il luogo dei suoi punti riflessi.

Proposizione 3.7. Sia (V, b) uno spazio ortogonale di dimensione positiva n.
(1) Se n è dispari, allora ogni f ∈ SOb(V) ha almeno una retta di punti fissi.
(2) Se n è pari, allora ogni f ∈ Ob(V)\SOb(V) ha almeno una retta di punti

fissi.
(3) Ogni trasformazione f ∈ Ob(V)\SOb(V) ha almeno una retta di punti

riflessi.

Dimostrazione. Scriviamo f ∈ Ob(V) come la composizione f = sw1 ◦· · ·◦ swk

di un numero minimo k ≤ n di simmetrie b-ortogonali elementari. Allora f (v) = v
per ogni vettore v ∈

⋂
w [

i = 〈w1, . . . ,wk〉
[ = W. Per la formula d’intersezione di

Grassmann W, e quindi anche V1( f ) = {v ∈ V | f (v) = v}, che lo contiene, hanno
dimensione maggiore o uguale ad n−k.
(1) Se n è dispari ed f ∈ SOb(V), allora k è pari e da k<n abbiamo che dim(V1( f ))>0.
(2) Se n è pari ed f ∈ Ob(V) \ SOb(V), allora k è dispari e quindi k<n implica che
dim(V1( f ))>0.
(3) Se f ∈ Ob(V)\SOb(V) ed n è dispari, allora (− f ) ∈ SOb(V) ha, per (1), almeno
una retta di punti fissi, che sono punti riflessi per f . Se n è pari, allora (− f ) è ancora
una trasformazione di Ob(V) \ SOb(V), quindi per (2) ha almeno una retta di punti
fissi, che sono punti riflessi per f . �

Esempio 3.3. Su V = K3 consideriamo la struttura di spazio ortogonale as-

sociata alla matrice simmetrica antidiagonale J3 =

(
1

1
1

)
. Per ogni λ , 0, la

matrice 1 2λ −2λ2

0 1 −2λ
0 0 1


rappresenta una trasformazione di SOJ3(K3) che ha come luogo di punti fissi la
retta isotropa 〈e1〉.

Esempio 3.4. Sia (V, b) uno spazio ortogonale di dimensione n. Se w1, . . . ,wn
è una base di vettori anisotropi di V, allora f = sw1 ◦ · · · ◦ swn è una trasformazione
b-ortogonale che non lascia fisso nessun vettore non nullo.

4Peter Scherk (1910-1985), matematico tedesco; dimostra il risultato citato nell’articolo On the
decomposition of orthogonalities into symmetries, Proc.Amer.Mat.Soc. 1 (1950), pp.481-491.
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Infatti, per il teorema di rappresentazione di Riesz possiamo determinare una
base e1, . . . , en di V imponendo che

2 · b(ei,w j) = b(w j,w j) · δi, j per 1 ≤ i, j ≤ n.

Scriviamo un qualsiasi vettore v di V come una loro combinazione lineare: se
v = k1e1 + · · · + knen, abbiamo allora

f (v) =
∑n

i, j=1
kisw j(ei) = v − 2

∑n

i, j=1
ki

b(w j, ei)
b(w j,w j)

w j = v −
∑n

i=1
kiwi.

Poiché i wi sono linearmente indipendenti, l’uguaglianza f (v) = v vale se, e
soltanto se, tutti i ki, e quindi il vettore v , siano nulli.

Più in generale, cerchiamo i punti fissi di fm = sw1 ◦ · · · ◦ swm , con 1 ≤ m ≤ n.
Abbiamo

fm(v) =
∑n

i=1

∑m

j=1
kisw j(ei) = v − 2

∑n

i=1

∑m

j=1
ki

b(w j, ei)
b(w j,w j)

w j = v −
∑m

i=1
kiwi.

e quindi V1( fm) = 〈em+1, . . . , en〉 = 〈w1, . . . ,wm〉
[.

4. Teoremi di estensione e di cancellazione

I teoremi di estensione e di cancellazione di Witt5 sono fondamentali per lo stu-
dio generale dei gruppi ortogonali e della teoria delle quadriche su arbitrari campi
di scalari.

Teorema 4.1 (di estensione di Witt). Sia (V, b) uno spazio ortogonale.
Ogni b-congruenza f : W → W′ tra due sottospazi vettoriali di V si estende

ad una trasformazione b-ortogonale f̃ ∈ Ob(V).

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sulla dimensione m di W e W′. La
tesi è infatti banalmente verificata se m = 0. Supponiamo ora che m>0 e che la tesi
sia vera per b-congruenze di sottospazi di dimensione minore di m.

Supponiamo dapprima che W contenga un vettore anisotropo u. Allora la re-
strizione di f definisce una congruenza di U = u[∩W su [ f (u)][∩W′, che, per l’ipo-
tesi induttiva è la restrizione di una F ∈ Ob(V).Allora la composizione f ′ = F−1◦ f
definisce una b-congruenza di W su un sottospazio W′′ di V, che ha in comune con
W l’intersezione U = u[∩W. I vettori u ed u′ = f ′(u) sono entrambi anisotropi ed
ortogonali ad U. Poiché

b(u+u′, u−u′) = b(u, u)−b(u, u′) = 0,

b(u+u′, u+u′) = 2·b(u, u) + 2·b(u, u′),

b(u−u′, u−u′) = 2·b(u, u) − 2·b(u, u′),

i vettori u+u′ ed u−u′ sono b-ortogonali tra loro e, sommando le ultime due ugua-
glianze, ci accorgiamo che almeno uno dei due deve essere anisotropo.

5Ernst Witt (1911-1991), algebrista tedesco. I risultati sulle forme quadratiche qui riportati
sono pubblicati in Theorie der quadratischen Formen in beliebigen Körpern, Journal für die reine
und angewandte Mathematik, 176 (1937) pp. 31-44.
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Se u−u′ è anisotropo, allora la simmetria su−u′ scambia tra loro u ed u′ e lascia
fissi tutti i vettori di U. Allora su−u′◦ f ′ è l’identità su W e perciò la composizione
f̃ = F◦su−u′ ∈ Ob(V) è un’estensione b-ortogonale di f .

Se u−u′ è isotropo, allora u+u′ è anisotropo e la simmetria su+u′ scambia u con
(−u′) e lascia fissi tutti i vettori di U. Allora su◦su+u′◦ f ′ è l’identità su W e perciò
la composizione f̃ = F◦su+u′◦su ∈ Ob(V) è un’estensione b-ortogonale di f .

Resta da esaminare il caso in cui W sia totalmente isotropo. Fissiamo un iper-
piano U di W ed un vettore u∈W\U. La restrizione di f ad U definisce una con-
gruenza di U su U′ = f (U)⊂W′, che, per l’ipotesi induttiva è la restrizione di una
F ∈ Ob(V). Allora la composizione f ′ = F−1 ◦ f definisce una b-congruenza di W
su un sottospazio W′′ di V, che ha in comune con W l’intersezione U. I vettori u
ed u′ = f ′(u) sono entrambi isotropi ed ortogonali ad U. Distinguiamo due casi, a
seconda che u ed u′ siano o no tra loro b-ortogonali.

Se b(u, u′) , 0, allora u−u′ è un vettore anisotropo e la simmetria su−u′ scam-
bia tra loro i vettori u ed u′. La composizione su−u′◦ f ′ è l’identità su W e quindi
f̃ = F◦su−u′ è una trasformazione b-ortogonale che prolunga f .

Se b(u, u′) = 0, allora U+〈u, u′〉 è uno sottospazio totalmente isotropo. Per il
teorema di rappresentazione (Teorema 1.2) possiamo trovare un vettore w tale che

b(w , v) = 0, ∀v ∈ U, b(w , u) = 1, b(w , u′) , 0.

Allora u′′ = w− 1
2 b(w , u)·u è un vettore isotropo che soddisfa

b(u′′, v) = 0, ∀v ∈ U, b(u′′, u) = 1, b(u′′, u′) , 0.

Allora i vettori u−u′′ ed u′−u′′ sono anisotropi e le simmetrie su−u′′ ed su′−u′′

lasciano fissi i vettori di U, mentre la prima scambia tra loro u ed u′′, la seconda
scambia tra loro u′ ed u′′. Allora la su−u′′◦su′−u′′◦ f ′ lascia fissi tutti i vettori di W.
Ne segue che f̃ = F◦su′−u′′◦su−u′′ è una trasformazione b-ortogonale che coincide
con la f su W.

La dimostrazione è completa. �

Teorema 4.2 (di cancellazione di Witt). Condizione necessaria e sufficiente
affinché due sottospazi W1,W2 di (V, b) siano b-congruenti è che lo siano i loro
b-ortogonali W[

1,W
[
2.

Dimostrazione. Infatti una f ∈ Ob(V) che trasformi W1 in W2 trasforma anche
W[

1 in W[
2 e (W[

i )[ = Wi, per i = 1, 2. �

5. Indice e decomposizione di Witt

Sia (V, b) uno spazio ortogonale.

Definizione 5.1. L’indice di Witt ν = ν(b) di (V, b) su K è la massima dimen-
sione di un sottospazio totalmente isotropo di V.

Proposizione 5.1. Sia (V, b) uno spazio ortogonale di dimensione n e di indice
di Witt ν ≥ 0 su K. Allora:

(1) 2 · ν ≤ n.
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(2) Ogni sottospazio totalmente isotropo di V è contenuto in un sottospazio
totalmente isotropo di dimensione ν.

(3) Possiamo trovare un sottospazio iperbolico Hν di dimensione 2n ed un
sottospazio W totalmente isotropo di V tale che

(5.1) V = Hν ⊕W, con Hν ⊥ W.

(4) I sottospazi totalmente anisotropi W che possono comparire in una de-
composizione (5.1) sono tutti b-congruenti tra loro.

Dimostrazione. (1) Se H è totalmente isotropo, allora H ⊆ H[ e
dimK(H) ≤ dimK(H[) = n − dimK(H)

implica che 2 · dimK(H) ≤ n.
(2) Fissiamo un sottospazio totalmente isotropo Z di V di dimensione massi-

ma ν. Un qualsiasi sottospazio totalmente isotropo H di V ha dimensione minore o
uguale di ν e vi è quindi un’applicazione lineare iniettiva f di H in Z. La f defini-
sce allora una b-congruenza di H con un sottospazio Z′ di Z. Per il Teorema 4.1 la
f si estende ad una f̃ ∈ Ob(V). Allora f −1(Z) è un sottospazio totalmente isotropo
di dimensione ν che contiene H.

(3) Sia Z un sottospazio totalmente isotropo di dimensione ν. Il suo b-ortogonale
Z[ è somma diretta Z[ = Z⊕W di Z e di un sottospazio W che è totalmente isotropo,
perché, se contenesse un vettore isotropo non nullo w , allora Z⊕〈w〉 sarebbe total-
mente isotropo di dimensione ν+1. L’ortogonale W[ di W è uno spazio anisotropo
Hν di dimensione 2ν, che contiene Z. È perciò un sottospazio iperbolico di (V, b).

(4) In ogni decomposizione (5.1) il sottospazio W è il b-ortogonale di un sot-
tospazio iperbolico di dimensione 2ν. Per la Proposizione 2.7 tutti i sottospazi
iperbolici di dimensione 2ν di V sono b-congruenti e quindi, per il teorema di
cancellazione, lo sono anche i loro b-ortogonali. �

Definizione 5.2. La (5.1) si dice una decomposizione di Witt di (V, b).
Il sottospazio W della (5.1) si dice nucleo anisotropo di (V, b). Osserviamo che

W si caratterizza come un sottospazio totalmente b-anisotropo massimale di V.

Sia e1, . . . , eµ una base del nucleo anisotropo di (V, b). La matrice

(5.2) Ma(b) = (b(ei, e j))1≤i, j≤µ ∈ Simµ(K)

è univocamente determinata a meno di GLµ(K)-congruenze.

Definizione 5.3. Chiamiamo Ma(b) matrice del nucleo anisotropo di b.

Osservazione 5.2. I teoremi di Witt riconducono il problema della congruenza
di matrici simmetriche alla teoria algebrica dei campi. Matrici congruenti hanno
naturalmente lo stesso rango e, restringendoci a complementi lineari dei nuclei,
possiamo sempre ricondurre lo studio della GLn(K)-congruenza al caso di matrici
non degeneri. I risultati che abbiamo esposto ci dicono che matrici simmetriche
non degeneri dello stesso ordine sono congruenti se e soltanto se hanno lo stesso
indice di Witt e sono congruenti le rispettive matrici dei nuclei anisotropi.

Mentre il rango è invariante per estensione del campo degli scalari, l’indice
di Witt ed il nucleo anisotropo dipendono essenzialmente da K. Consideriamo ad
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esempio la matrice

B =

(
2 0
0 −3

)
.

Se la pensiamo come matrice reale, questa ha indice di Witt 1, nucleo anisotropo
{0}, ed è congruente a J2. Se la pensiamo come matrice simmetrica sul campo Q
dei numeri razionali, troviamo che, dal momento che l’equazione

2 x2 − 3 y2 = 0

non ammette soluzioni x, y razionali non entrambe nulle, l’indice di Witt è zero e
il nucleo anisotropo è tutto il piano razionale Q2.

Per una trattazione esauriente dei diversi aspetti della teoria delle matrici sim-
metriche con coefficienti su campi qualsiasi, si rimanda alla monografia di O.
Timothy O’Meara: Introduction to Quadratic Forms, 1973, Springer, Berlin.

Osservazione 5.3. Se K è un campo algebricamente chiuso, ad esempio nel
caso K = C, l’unico invariante per congruenze è il rango. In particolare, per ogni
dimensione n di V, c’è, a meno di isomorfismi, un unico spazio ortogonale (V, b),
iperbolico se n è pari, con nucleo anisotropo uguale ad una retta se n è dispari.

Se A ∈ Simn(K) ha rango m ≤ n e V un complemento di ker(LA) in Kn, allora
(V, bA) è uno spazio ortogonale di dimensione m per la restrizione di bA a V.

Definizione 5.4. Chiamiamo la dimensione k = n−m di ker(LA) indice di dege-
nerazione di A, indice ristretto di A l’indice di Witt di (V, bA) e nucleo anisotropo
di A un sottospazio totalmente bA-anisotropo massimale di Kn.

Vale il criterio:

Proposizione 5.4. Siano A, A′ ∈ Simn(K) due matrici simmetriche di ordine n
sullo stesso campo K. Condizione necessaria e sufficiente affinché A ed A′ siano
congruenti è che abbiamo gli stessi gli indici di degenerazione e ristretto e matrici
dei nuclei anisotropi congruenti. �

6. Polarità e quadriche proiettive ed affini

In questo paragrafo discutiamo brevemente le quadriche affini e proiettive as-
sociate ad una matrice simmetrica a coefficienti in un qualsiasi campo K di caratte-
ristica diversa da due. Iniziamo con l’introdurre le nozioni di reciprocità e polarità
proiettive.

6.1. Polarità. In questo paragrafo considereremo fissati sia il campo K che la
dimensione n dello spazio proiettivo KPn. Scriveremo allora per semplicitàGrh per
indicare la grassmanniana Grh(Kn+1) dei sottospazi proiettivi di dimensione h di
KPn (vedi la Definizione 1.4 del Cap.15). Osserviamo cheGr−1 = {∅} eGr0 ' KPn.
Poiché un covettore non nullo ξ di Kn+1 è determinato, a meno di moltiplicazione
per uno scalare di K∗, dall’iperpiano ξ0 = {v ∈ Kn+1 | ξ·v = 0}, identifichiamo
Grn−1 con il proiettivizzato P(Kn+1) dello spazio degli (n+1)-covettori su K.

Una matrice non degenere A ∈ Mn+1(K) definisce un isomorfismo K-lineare

Kn+1 3 v −→ vᵀ·A ∈ Kn+1,
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e quindi una proiettività

KPn 3 [v] −→ [vᵀ·A] ∈ P(Kn+1) = Grn−1.

In generale, possiamo associare ad ogni sottospazio vettoriale V di Kn+1 il sotto-
spazio

(6.1) V ′ = {w ∈ Kn+1 | vᵀ·A·w = 0}.

Poiché abbiamo suppostro che A fosse non degenere, è dim(V ′) = n+1− dim(V) e
quindi la corrispondenza

(6.2) P(V) −→ polA(P(V)) = P(V ′)

definisce una bigezione in sé della grassmanniana completa GrB
⋃n

h=−1Grh di tutti
i sottospazi proiettivi di KPn, con

(6.3) polA : Grh −→ Grn−h−1, per −1≤h≤n.

Osserviamo che valgono in particolare polA(∅) = KPn e polA(KPn) = ∅.

Definizione 6.1. Chiamiamo la corrispondenza (6.3) definita dalla (6.1) reci-
procità proiettiva associata alla matrice A ∈ GLn+1(K).

Una reciprocità polA è una polarità se

(6.4) q ∈ polA(p)⇐⇒ p ∈ polA(q).

Proposizione 6.1. Sia A ∈ GLn+1(K) una matrice invertibile. Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché polA sia una polarità è che A sia o simmetrica, o
antisimmetrica. Una polarità è un’involuzione della grassmanniana Gr.

Dimostrazione. Possiamo riscrivere la (6.4) nella forma

vᵀ·A·w = 0⇐⇒ wᵀ·A·v = 0.

Poiché wᵀ·A·v = vᵀ·Aᵀ·w , possiamo tradurre la condizione che polA sia una po-
larità nel fatto che, per ogni vettore v , i covettori vᵀ·A e vᵀ·Aᵀ si annullino sullo
stesso iperpiano diKn+1 e siano perciò proporzionali. Per il Lemma 2.4 del Cap.15,
ne segue che le matrici A ed Aᵀ sono proporzionali. Da Aᵀ = λ·A, poiché la tra-
sposizione è un’involuzione su Mn(K), otteniamo che λ = ±1, cioè che A deve
essere o simmetrica o antisimmetrica. Poiché si verifica facilmente che, quando A
sia o simmetrica o antisimmetrica, polA è una polarità ed è un’involuzione su Gr,
la dimostrazione è completa. �

Definizione 6.2. La polarità associata ad una matrice simmetrica A si dice or-
dinaria, od ortogonale; quella associata ad una matrice antisimmetrica nulla o
simplettica. Un punto q si dice coniugato del punto p nella polarità se q ∈ polA(p).

Il coniugio rispetto ad una polarità è una relazione simmetrica, cioè q è coniu-
gato a p se, e soltanto se, p è coniugato a q . Il coniugio ordinario non è riflessivo.
La condizione necessaria e sufficiente perché una polarità definisca un coniugio
riflessivo, cioè in cui ogni punto sia coniugato di se stesso, è che sia simplettica.
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6.2. Polarità degeneri. Se A ∈ Mn+1(K) è una matrice qualsiasi, la V 7→ V ′

della (6.1) definisce ancora un’applicazione in sé della grassmanniana Gr. Quando
A è non degenere, la dimensione di V ′ è complementare di quella di V ed il pas-
saggio ai proiettivizzati descrive una reciprocità di KPn. Se A è degenere, allora
N = ker(LAᵀ) ed N′ = ker(LA) hanno la stessa dimensione k positiva e

(V + N)′ = V ′ ⊇ N′, per ogni sottospazio vettoriale V di Kn+1.

Indichiamo ancora con polA : Gr→ Gr l’applicazione definita da (6.2).

Definizione 6.3. Se A ∈ Mn(K) è una matrice degenere, chiamiamo la polA
definita dalla (6.2) una reciprocità degenere. Diciamo che è una polarità degenere
se vale la (6.4) e chiamiamo coniugati nella polarità polA due punti p, q per cui
valga la (6.4).

Come nel caso non degenere si può dimostrare:

Proposizione 6.2. Sia A ∈ Mn(K). Condizione necessaria e sufficiente af-
finché polA sia una polarità (degenere o non degenere) è che A sia o simmetrica, o
antisimmetrica. �

Nel caso di una A simmetrica o antisimmetrica, abbiamo N = N′. Mostriamo
che lo studio della polarità degenere si può ricondurre a quello di una polarità non
degenere in P(Kn+1/N).

Abbiamo supposto che N = ker(LA) = ker(LAᵀ) abbia dimensione k≥1.
L’applicazione Kn+1 3 v 7→ vᵀ·A ∈ Kn+1 ha come immagine l’annullatore

N0 di N in Kn+1 = (Kn+1)∗ ed ha nucleo N. Per passaggio al quoziente iniettivo
otteniamo un isomorfismo K-lineare

(6.5) Kn+1/N 3 v+N −→ vᵀ·A ∈ N0

tra spazi vettoriali di dimensione (n+1−k), che definisce un’omografia tra i corri-
spondenti spazi proiettivi P(Kn+1/N) e P(N0), entrambi di dimensione (n−k).

Lo spazio proiettivo P(N0) si identifica in modo naturale con la grassmannia-
na Grn−k−1(Kn+1/N) degli iperpiani di P(Kn+1/N) e la (6.5) definisce allora una
polarità non degenere in P(Kn+1/N).

Osservazione 6.3. La descrizione di una polarità degenere si può fare anche
utilizzando le nozioni proiettive di fasci e stelle. Ci limitiamo qui ad alcune defini-
zioni. Dato un sottospazio proiettivo S di KPn ed un intero h con 0 ≤ h ≤ n, deno-
tiamo con Fh(S ) il sottoinsieme della grassmanniana Grn,h(K) che contiene tutti e
soli i sottospazi proiettivi di KPn di dimensione h che contengono S . Naturalmente
Fh(S )=∅ se h< dim(S ) ed Fh(S )={S } se h= dim(S ). Se dim(S )=d<n, allora Fd+1(S )
si può identificare allo spazio proiettivo P(Kn+1/S̃ ) associato al quoziente Kn+1/S̃
e si dice il fascio di (d+1)-piani di base S , mentre l’insieme Fn−1(S ) si può identi-
ficare allo spazio proiettivo P(S̃ 0) associato all’annullatore di S̃ in Kn+1 = (Kn+1)∗

e si dice la stella d’iperpiani di centro, o asse, S . Una polarità degenere di centro S
si può allora definire come una speciale corrispondenza tra gli elementi del fascio
Fh+1(S ) e quelli della stella Fn−1(S ).
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6.3. Quadriche proiettive. Una quadrica proiettiva di KPn è il luogo Q A dei
punti autoconiutati di una polarità ordinaria (degenere o non degenere) polA, cioè
di quei punti le cui coordinate omogenee x0, x1, . . . , xn soddisfano un’equazione di
secondo grado della forma

(6.6) Q A :
∑n

i, j=0
ai, jxix j = 0,

per una matrice simmetrica A = (ai, j)0≤i, j≤n ∈ Simn+1(K). I punti di Q A corri-
spondono ai vettori isotropi non nulli per la forma bA. La condizione necessaria e
sufficiente affinché Q non sia vuota è che bA non sia una forma non degenere con
indice di Witt 0. In analogia con il caso reale, introduciamo alcune definizioni.

Definizione 6.4. • Diciamo che Q A è non degenere se A è non degenere.
• Diciamo che Q A ha rango m se A ha rango m+1.
• Diciamo che QA ha indice di degenerazione k se dimK(ker(LA)) = k+1.
• Diciamo che Q A ha indice ristretto p se (2p+2) è la massima dimensione

di un sottospazio iperbolico per bA.
• L’indice totale di Q A è la dimensione del più grande sottospazio proiettivo

di KPn contenuto in Q A. È ν = k+p+1.
• Chiamiamo indice di anisotropia di Q A la dimensione del nucleo aniso-

tropo di bA.

Osserviamo che, per una quadrica non degenere, k = −1 e quindi indice totale
ed indice ristretto coincidono. Analogamente, se non c’è un sottospazio iperbolico
di dimensione positiva per bA, allora p = −1 e coincidono indice totale ed indice
di degenerazione.

Un’omografia proiettiva di KPn trasforma quadriche in quadriche con le stesse
caratteristiche.

Diremo equivalenti due quadriche proiettive QA e QB se lo sono le corrispon-
denti polarità, se cioè possiamo trovare una proiettività f :KPn→KPn tale che

(6.7) polB( f (S )) = f (polA(S )), ∀S ∈ Gr.

Come nel caso reale, la quadrica QA determina completamente la polarità polA nel
caso in cui l’indice ristretto sia non negativo. Possiamo ricondurci a questo caso
con un’estensione del campo degli scalari. Se facciamo variare le coordinate omo-
genee xi in un’estensione algebrica K′ di K, l’equazione in (6.6) definisce i punti
di una quadrica proiettiva QA[K′] di K′Pn. Possiamo definire l’eqivalenza di due
quadriche proiettive Q A e Q B richiedendo che vi sia una proiettività f di KPn la
cui estensione a K′P trasformi l’una nell’altra le QA[K′] e QB[K′]. Chiedere che
ciò valga per tutte le estensioni algebriche K′ di K equivale a richiedere che la f
sia un’equivalenza delle polarità polA e polB. Tutte queste condizioni equivalgono
alla congruenza, modulo prodotto per scalari non nulli, delle matrici A e B, che per
semplicità assumeremo come definizione dell’equivalenza.

Definizione 6.5. Siano A, B ∈ Simn+1(K). Diciamo che le quadriche proiettive
Q A e Q B di KPn sono equivalenti se vi è una a ∈ GLn+1(K) ed uno scalare λ ∈ K∗

tali che aᵀ·A·a = λ·B.
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Per studiare la congruenza di A e B possiamo utilizzare la Proposizione 5.4. In
particolare, il problema dell’equivalenza di quadriche di KPn che hanno gli stessi
indici di degenerazione e ristretto si riduce alla considerazione dei nuclei anisotropi
di bA e bB.

Proposizione 6.4. Siano A, B ∈ Simn+1(K). Condizione necessaria e sufficiente
affinché le quadriche proitettive Q A e Q B diKPn siano equivalenti è che abbiano gli
stessi indici di degenerazione, ristretto e di anisotropia e che le matrici del nucleo
anisotropo di bA siano congruenti a multipli rispetto a scalari di K∗ delle matrici
del nucleo anisotropo di bB.

Quest’ultima condizione è automaticamente verificata quando le uguali di-
mensioni dei nuclei anisotropi di bA e bB siano minori o uguali ad uno. �

Osservazione 6.5. In particolare, le quadriche non degeneri e non vuote (co-
niche) di KP2 sono tutte equivalenti tra loro ed, in generale, lo sono le quadriche
iperboliche, cioè le Q A di uno spazio proiettivo di dimensione dispari KP2m+1,
corrispondente ad uno spazio iperbolico (K2m+2, bA), ovvero alle quadriche Q A
di uno spazio proiettivo di dimensione pari KP2m, corrispondente ad uno spazio
ortogonale (K2m+1, bA) per cui bA abbia indice di Witt m.

6.4. Quadriche affini. La quadrica affine Q ′A associata alla matrice simmetri-
ca A ∈ Simn+1(K) è descritta, in coordinate affini, come il luogo dei punti di Kn

aff
le

cui coordinate soddisfano l’equazione

(6.8) Q ′A :
∑n

i, j=1
ai, jxix j + 2

∑n

i=1
a0,ixi + a0,0 = 0.

Definizione 6.6. Chiamiamo A una matrice completa e Q A il completamento
proiettivo di Q ′A. Chiamiamo A′ = (ai, j)1≤i, j≤n ∈ Simn(K) una matrice incompleta e
Q A′ ⊂ KP

n−1 la quadrica proiettiva all’infinito associate a Q A.

Se K′ è un’estensione algebrica del campo K, l’equazione (6.8) definisce una
quadrica affine Q ′A[K′] di K′naff . I suoi punti sono i punti di Q ′A su K′. Definiamo
l’equivalenza di quadriche affini su K, in modo che le affinità che definiscono l’e-
quivalenza si estendano ad affinità delle quadriche sulle estensioni algebriche del
campo K.

Ricordiamo che le affinità di Kn
aff

si possono identificare alle trasformazioni
proiettive diKPn che trasformino in sé l’iperpiano all’infinito Σ∞={x0=0}'KPn−1 e
che le trasformazioni affini su Kn

aff
si rappresentano allora come matrici del gruppo

GL1
n(K) =

{(
1 0
v x

)∣∣∣∣∣∣ v ∈ Kn, x ∈ GLn(K)
}
.

Definizione 6.7. Siano A, B ∈ Simn+1(K). Diciamo che le quadriche affini Q ′A
e Q ′B sono equivalenti se possiamo trovare uno scalare λ per cui le matrici A e λ·B
siano GL1

n(K)-congruenti.

Osservazione 6.6. La condizione della definizione è necessaria e sufficiente
affinché vi sia una trasformazione affine f di Kn

aff
in sé per cui risulti f (Q ′A[K′]) =

Q ′B[K′] per ogni estensione algebrica K′ di K.
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Proposizione 6.7. Siano A, B ∈ Simn+1(K) due matrici non degeneri e GLn+1(K)-
congruenti. Una condizione sufficiente affinché Q ′A e Q ′B siano equivalenti è che A′

e B′ siano GLn(K)-congruenti.

Dimostrazione. Indichiamo con V = {x0 = 0} il sottospazio vettoriale di Kn+1

corrispondente all’iperpiano all’infinito di KPn. Per ipotesi, possiamo trovare una
φ ∈ End K(Kn+1) ed una f ∈ End K(V) tali che

bA(φ(v),φ(w )) = bB(v ,w ), ∀v ,w ∈ Kn+1,

bA( f (v), f (w )) = bB(v ,w ), ∀v ,w ∈ V.

Da queste ricaviamo che

bB(φ−1◦ f (v),φ−1◦ f (w )) = bB(v ,w ), ∀v ,w ∈ V.

Per il teorema di estensione di Witt, la φ−1◦ f è allora la restrizione a V di una
trasformazione bB-ortogonale ψ di Kn+1. La φ◦ψ è allora un’estensione della f
che verifica

bA(φ◦ψ(v),φ◦ψ(w )) = bB(ψ(v),ψ(w )) = bB(v ,w ), ∀v ,w ∈ Kn+1.

Poiché estende la f , la φ◦ψ trasforma in sé V e definisce quindi un’affinità di Kn
aff

che trasforma la quadrica Q ′B nella quadrica Q ′A. �

7. Matrici antisimmetriche

Continuiamo a supporre, in questo e nei successivi paragrafi, che il campo K
abbia caratteristica diversa da 2. Ricordiamo che una matrice A = (ai, j) ∈ Mn(K) si
dice antisimmetrica se Aᵀ = −A, cioè se i suoi coefficienti soddisfano a j,i = −ai, j
per ogni 1 ≤ i, j ≤ n.

Notazione 7.1. Indicheremo6 con oK(n) lo spazio delle matrici n × n antisim-
metriche, con coefficienti in K.

L’unica matrice antisimmetrica 1×1 è la matrice nulla e quelle 2×2 sono tutte
proporzionali alla matrice

(7.1) S =

(
0 1
−1 0

)
.

Indichiamo con Sk la matrice diagonale a blocchi diag(S , . . . , S︸   ︷︷   ︸
k volte

).

Proposizione 7.2. Le matrici antisimmetriche hanno rango pari.
Ogni matrice antisimmetrica di rango 2k in MK(n) è congruente alla matrice

(7.2)
(
Sk 0
0 0

)
.

6Si utilizza la “o” gotica come iniziale di “ortogonale”, perché le matrici antisimmetriche
formano l’algebra di Lie del gruppo ortogonale OK(n) = {x ∈ GLn(K) | xᵀ · x = In}.
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Dimostrazione. Consideriamo la famiglia F di tutti le stringhe (v1, . . . , v2h) di
vettori di Kn, formate da un numero pari di elementi e che soddisfino

(7.3)
(
b(vi, v j)

)
1≤i, j≤2h

= Sh.

Poiché vettori v1, . . . , v2h che soddisfino la (7.3) sono linearmente indipendenti,
deve essere 2h ≤ n = dimK(V) per ogni stringa di F . C’è perciò un massimo intero
k per cui F contenga una 2k-upla (ε1, . . . , ε2k). Fissiamone una e poniamo

V = {v ∈ Kn | bA(εi, v) = 0, ∀1 ≤ i ≤ 2k}.

Allora Kn = 〈ε1, . . . , ε2k〉 ⊕ V. Infatti dimK(V) ≥ (n − 2k), perché V è intersezio-
ne di 2k iperpiani, inoltre 〈ε1, . . . , ε2k〉 ∩ V = {0} perché per ogni elemento v di
〈ε1, . . . , ε2k〉 vi è qualche elemento w di 〈ε1, . . . , ε2k〉 per cui bA(v ,w ) , 0.

Dico che bA(v ,w ) = 0 per ogni v ∈ V ed ogni w ∈ Kn. Sia infatti v un vettore
di V. Se ci fosse, per assurdo, un w ∈ Kn con bA(v ,w ) , 0, potremmo innanzi
tutto sceglierlo in V, perché v è bA-ortogonale a 〈ε1, . . . , ε2k〉 e, riscalandolo, fare
in modo che bA(v ,w ) = 1. Questo contradirebbe la massimalità di k, perché la
(2k + 2)-upla (ε1, . . . , ε2k, v ,w ) sarebbe ancora un elemento di F .

Poiché V è bA-ortogonale a Kn, ogni base ε1, . . . , εn ottenuta completando
ε1, . . . , ε2k con vettori ε2k+1, . . . , εn di V soddisfa

(7.4) (ε1, . . . , εn)ᵀ · A · (ε1, . . . , εn) = (bA(εi, ε j))1≤i, j≤n =

(
S k 0
0 0

)
. �

Proposizione 7.3. Se A ∈ oK(2m), allora vi è una matrice P ∈ M2m(K) tale che

(7.5) A = Pᵀ · Sm · P.

Dimostrazione. Sia ε1, . . . , ε2m una base per cui valga (7.4), per n=2m. Con
(η1, . . . , η2m) = (ε1, . . . , ε2m)−1, abbiamo

A = (η1, . . . , η2n)ᵀ · diag( S , . . . , S︸   ︷︷   ︸
k volte

0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
2n − 2k volte

) · (η1, . . . , η2n)

= (η1, . . . , η2k, 0, . . . , 0)ᵀ · Sm · (η1, . . . , η2k, 0, . . . , 0).

Otteniamo la tesi con P = (η1, . . . , η2k, 0, . . . , 0). �

Corollario 7.4. Il determinante di una matrice antisimmetrica è un quadrato
in K.

Dimostrazione. Se la dimensione n è dispari, il determinante di A ∈ oK(n) è
0 e non c’è quindi nulla da dimostrare. Se A ∈ o2m(K) per un intero positivo m,
allora, per la Proposizione 7.3,

A = Pᵀ · Sm · P =⇒ det(A) = det(Pᵀ) · det(Sm) · det(P) = (det(P))2

perché det(Sm) = [det(S )]m = 1. �

La matrice P nella (7.5) non è univocamente determinata, ma lo è il suo deter-
minante, che si può quindi considerare come la radice quadrata del determinante
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di A. Per verificare questa affermazione, introduciamo lo pfaffiano di A: verifiche-
remo in seguito che esso è proprio il determinante di una qualsiasi matrice P per
cui vale la decomposizione (7.5).

Data una matrice A ∈ o2n(K) con un numero pari di righe e colonne, poniamo

(7.6) pf(A) =
∑
σ∈S2n,

σ2i−1<σ2i,
σ1<σ3<···<σ2n−1

ε(σ) aσ1,σ2 · · · aσ2n−1,σ2n .

Se K ha caratteristica zero, possiamo utilizzare la formula più simmetrica

pf(A) =
1

2n · n!

∑
σ∈S2n

aσ1,σ2 · · · aσ2n−1,σ2n .

Definizione 7.1. Se A ∈ oK(m) è una matrice antisimmetrica, lo scalare pf(A),
uguale a 0 se m è dispari e definito dalla (7.6) quando m = 2n è pari, si dice lo
pfaffiano7 di A.

Proposizione 7.5. Lo pfaffiano gode delle seguenti proprietà:

pf(λ · A) = λ
n · pf(A), ∀A ∈ oK(2n),(7.7)

pf(Aᵀ) = (−1)n pf(A), ∀A ∈ oK(2n),(7.8)
pf(Xᵀ · A · X) = det(X) · pf(A), ∀A ∈ oK(2n), ∀X ∈ M2n(K).(7.9)

Dimostrazione. La verifica delle (7.7) e (7.8) è immediata. Dimostriamo la
(7.9). Sia A = (ai, j) ed X = (xi, j). Allora

Xᵀ · A · X = (bi, j), con bi, j =
∑2n

h,k=1
xh,ixk, jah.k.

Indicando con un “primo” il fatto che la somma sia effettuata sulle permutazioni
σ ∈ S2n per cui σ2i−1 < σ2i ed i σ2i−1, con indice dispari, siano crescenti, otteniamo

pf(Xᵀ · A · X) =
∑′

σ∈S2n
ε(σ)bσ1,σ2 · · · bσ2n−1,σ2n

=
∑2n

hi,ki=1

(∑′

σ∈S2n
ε(σ)xh1,σ1 · xk1,σ2 · · · xhn,σ2n−1 · xkn,σ2n

)
· ah1,k1 · · · ahn,kn .

Per A fissato, la X → pf(Xᵀ ·A ·X) è lineare rispetto a ciascuna colonna di X.Verifi-
chiamo che è anche alternata. A questo scopo è sufficiente osservare che la somma
cambia segno se componiamo le σ con una delle trasposizioni (1, 2), (3, 4), . . . ,
(2n−1, 2n), perché i corrispondenti coefficienti ahi,ki sono antisimmetrici; il segno
cambia anche se facciamo una permutazione (2i, 2 j) di una coppia di indici pari,
perché la somma non è ristretta sugli indici pari. Poiché le trasposizioni che abbia-
mo considerato generano tutto il gruppo delle permutazioni, possiamo concludere
che la X → pf(Xᵀ · A · X) è anche alternata.

7La relazione tra il determinante e lo pfaffiano fu trovata nel 1852 da Cayley, che diede il nome
di pfaffiano alla radice quadrata del determinante di una matrice antisimmetrica in onore del mate-
matico tedesco Johann Friedrich Pfaff (1765-1825). Pfaff è considerato uno dei maggiori matematici
del diciannovesimo secolo. Diede contributi fondamentali alla teoria delle forme differenziali, delle
serie e degli integrali ed allo studio dei sistemi di equazioni differenziali alle derivate parziali del
prim’ordine, che sono ancora chiamate equazioni di Pfaff.
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Per il teorema fondamentale sui determinanti, la φ(X) = pf(Xᵀ·A·X) è il pro-
dotto del determinante di X per lo scalare φ(I2m) = pf(A). Ciò completa la dimo-
strazione. �

La formula (7.9) ci dà

Proposizione 7.6. Sia A = Pᵀ · Sn · P ∈ oK(2n). Allora pf(A) = det(P). �

Il Corollario 7.4 ci dà allora il

Teorema 7.7 (Cayley). Se A ∈ oK(2n), allora

(7.10) det(A) = (pf(A))2. �

Esempio 7.1. Per matrici di ordine 2 e 4 abbiamo:

pf
(

0 a
−a 0

)
= a,

pf


0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c − f −e 0

 = a f − be + cd

Esempio 7.2. Consideriamo la matrice antisimmetrica

Ωn =

(
0 In
−In 0

)
.

Il suo pfaffiano è la segnatura della permutazione(
1 2 3 4 . . . 2n − 1 2n
1 n + 1 2 n + 2 . . . n 2n

)
ed è quindi uguale a (−1)n(n−1)/2.

Se M ∈ Mn(K), è(
In

Mᵀ

)
·

(
0 In
−In 0

)
·

(
In

M

)
=

(
0 M
−Mᵀ 0

)
,

da cui otteniamo che

pf
(

0 M
−Mᵀ 0

)
= (−1)n(n−1)/2 · det(M).

Siano a1, . . . , an, b1, . . . , bn−1 ∈ K, e consideriamo la matrice

A =



0 a1
−a1 0 b1

−b1 0 a2
. . .

. . .
. . .

−bn−1 0 an
−an 0


.

Allora
pf(A) = a1 · · · an.
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Possiamo ricavarlo dalla formula esplicita dello pfaffiano. Infatti, indicando con
αi, j i coefficienti della matrice A, osserviamo che nella prima riga c’è il solo coeffi-
ciente αi,2 = a1 diverso da zero. Quindi le permutazioni che dobbiamo considerare
nella (7.6) sono soltanto quelle che fissano 1 e 2. Allora

pf(A) = a1 · pf



0 a2
−a2 0 b2

−b2 0 a3
. . .

. . .
. . .

−bm−1 0 am
−am 0


e la formula generale segue per ricorrenza.

8. Spazi simplettici

Come nel paragrafo precedente, continuiamo a supporre che il campo K abbia
caratteristica diversa da due. Nel caso in cui il campo K sia quello dei numeri reali,
gli spazi simplettici, che definiamo in questo paragrafo, modellano lo spazio delle
fasi della meccanica hamiltoniana8.

Definizione 8.1. Si definisce simplettico uno spazio vettoriale V, di dimensione
finita, su cui sia assegnata una forma bilineare alternata non degenere ω.

Dalla Proposizione 7.2 otteniamo

Proposizione 8.1. Gli spazi simplettici hanno dimensione pari. Se (V,ω) è uno
spazio simplettico di dimensione 2n, possiamo trovare una base e1, . . . , e2n di V tale
che

(8.1) (ω(ei, e j))1≤i, j≤2n = Ωn =

(
0 In
−In 0

)
. �

Definizione 8.2. Chiamiamo canonica una base di V che soddisfi le (8.1).

Definizione 8.3. Se E ⊆ V, il sottospazio vettoriale

(8.2) E[ = {v ∈ V | ω(w , v) = 0, ∀w ∈ E}

si dice l’ortogonale simplettico di E.
Un sottospazio vettoriale W di V si dice

• simplettico se W[ ∩W = {0};
• isotropo se W[ ∩W , {0};
• totalmente isotropo se W[ ⊆ W;
• lagrangiano se W[ = W.

8Vedi ad esempio il libro di V.Arnold: Mathematical methods of classical Mechanics, seconda
edizione, Springer, Berlin, 1978. In particolare Parte III, Cap.8, p.219.
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Poiché ω è non degenere, è

(8.3) dim(W[) = dim(V)−dim(W) = 2n−dim(W), per ogni sottospazio W di V.

In particolare, tutti i sottospazi lagrangiani hanno dimensione n = 1
2 dim(V).

Esempio 8.1. Sia e1, . . . , e2n una base canonica di uno spazio simplettico (V,ω)
di dimensione 2n. Allora:

i sottospazi 〈e1, . . . , ek, en+1, . . . , en+k〉, per 1 ≤ k ≤ n, sono simplettici;
i sottospazi 〈e1, . . . , en, . . . ek+n〉 con 1 ≤ k < n sono isotropi ma non totalmente

isotropi;
i sottospazi 〈e1, . . . , ek〉 ed 〈en+1, . . . , en+k〉 con 1 ≤ k ≤ n sono totalmente

isotropi,
i sottospazi 〈e1, . . . , , en〉 ed 〈en+1, . . . , e2n〉 sono lagrangiani.

Proposizione 8.2. Ogni sottospazio totalmente isotropo è contenuto in un sot-
tospazio lagrangiano.

Dimostrazione. Dato un sottospazio totalmente isotropo W, sia U un sottospa-
zio totalmente isotropo, massimale rispetto all’inclusione, che lo contiene. Se U
non fosse lagrangiano, potremmo trovare un w in U[ \U. Ma, allora, il sottospazio
U′ = U ⊕ 〈w〉 sarebbe ancora totalmente isotropo ed avrebbe dimensione stret-
tamente maggiore di quella di U. Deve quindi essere U[ = U e perciò U è un
sottospazio lagrangiano che contiene W. �

Lemma 8.3. Sia (V,ω) uno spazio simplettico di dimensione 2n. Ogni base di
un sottospazio lagrangiano si può estendere ad una base canonica.

Dimostrazione. Sia w1, . . . ,wn una base di un sottospazio lagrangiano W di
(V,ω). Completiamola ad una base w1, . . . ,wn,wn+1, . . . ,w2n di V . Abbiamo allora

(ω(wi,w j)) =

(
0 A
−Aᵀ B

)
, con A ∈ GLn(K) e B ∈ on(K).

Poiché(
In 0
β αᵀ

)
·

(
0 A
−Aᵀ B

)
·

(
In β

0 α

)
=

(
0 In
−In 0

)
, se α = A−1 e β = 1

2 α
ᵀ · B · α,

possiamo definire i vettori della base cercata ponendo

(ε1, . . . , ε2n) = (w1, . . . ,w2n) ·
(
In β

0 α

)
. �

Lemma 8.4. Siano h, k interi, con 0 ≤ h ≤ k ≤ n. Allora ogni sistema di (k + h)
vettori linearmente indipendenti ε1, . . . , εk, εn+1, . . . , εn+h, che soddisfiω(εi, εn+i) = 1 per 1 ≤ i ≤ h ed

ω(εi, ε j) = 0 per 1 ≤ i ≤ k, j , n + i

si può completare ad una base canonica.
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Dimostrazione. L’ortogonale W del sottospazio simplettico

〈ε1, . . . , εh, εn+1, . . . , εn+h〉

è uno spazio simplettico per la restrizione della forma ω. Per la Proposizione 8.2 il
sottospazio 〈εh+1, . . . , εk〉 è contenuto in un sottospazio lagrangiano U di W. Com-
pletiamo εh+1, . . . , εk ad una base εh+1, . . . , εn di U. Per il Lemma 8.3 questa si
completa ad una base canonica εh+1, . . . , εn, εn+h+1, . . . , ε2n di W, che, insieme ai
vettori ε1, . . . , εh, εn+1, . . . , εn+h, definisce una base canonica di V. �

Definizione 8.4. Chiamiamo simplettico il gruppo Spω(V) delle trasformazioni
K-lineari di V che lasciano invariante la forma simplettica ω:

(8.4) Spω(V) = {x ∈ GLK(V) | ω(x(v), x(w )) = ω(v ,w ), ∀v ,w ∈ V}.

I suoi elementi si dicono trasformazioni simplettiche.
Indicheremo con9

(8.5) Spn(K) = {x ∈ GL2n(K) | xᵀ ·Ωn · x = Ωn}

il gruppo delle congruenze che lasciano fissa la matrice Ωn.

Proposizione 8.5. La scelta di una base canonica ε = (ε1, . . . , ε2n) dello spazio
simplettico (V,ω) definisce un isomorfismo

(8.6) Spω(V) 3 x −→ ε−1 ◦ x ◦ ε ∈ Spn(K). �

Proposizione 8.6. Tutte le trasformazioni simplettiche hanno determinante uno.

Dimostrazione. Basta dimostrarlo per le matrici di Spn(K). Per una matrice x
di Spn(K) abbiamo, per il Teorema 7.7,

pf(Ωn) = pf(Xᵀ ·Ωn · X) = det(X) · pf(Ωn) =⇒ det(X) = 1. �

Definizione 8.5. Due sottospazi W1,W2 dello spazio simplettico (V,ω) si dico-
no congruenti se

(8.7) dimK(W1) = dimK(W2) e dimK(W[
1 ∩W1) = dimK(W[

2 ∩W2).

Dalla Proposizione 8.2 e dai Lemmi 8.3 e 8.4 si ottiene:

Proposizione 8.7. Siano W1 e W2 due sottospazi di (V,ω) della stessa dimen-
sione m ≤ 2n e siano ε1, . . . , εm, η1, . . . , ηm, rispettivamente, due loro basi. Sono
allora equivalenti:

(1) W1 e W2 sono congruenti;
(2) le matrici (ω(εi, ε j))1≤i, j≤m) ed (ω(ηi, η j))1≤i, j≤m) sono congruenti;
(3) possiamo trovare una trasformazione x ∈ Spω(V) tale che x(W1) = W2.

Ogni applicazione lineare bigettiva φ : W1 → W2 tale che

ω(φ(v),φ(w )), ∀v ,w ∈ W1

si estende ad una φ̃ ∈ Spω(V). �

9Per una trattazione specifica dei gruppi simplettici reali e complessi rimandiamo al Cap.24.
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Esempio 8.2. Il gruppo Spn(K) contiene le matrici

τ
+
B =

(
In B
0 In

)
e τ

−
B =

(
In 0
B In

)
, con B ∈ Simn(K).

Poiché (
In B1
0 In

)
·

(
In B2
0 In

)
=

(
In B1 + B2
0 In

)
esse formano un sottogruppo abeliano

G+ =

{(
In B
0 In

)∣∣∣∣∣∣ B ∈ Simn(K)
}

del gruppo simplettico. Il sottospazio generato dai primi n vettori della base cano-
nica è lagrangiano e G+ rappresenta quindi il gruppo delle trasformazioni simplet-
tiche che lasciano fissi tutti i vettori di un sottospazio lagrangiano assegnato.

Il luogo dei punti fissi di τ+
B è il nucleo dell’applicazione lineare associa-

ta alla matrice (0, B). In particolare, se scegliamo B di rango uno, troviamo una
trasformazione simplettica che lascia fissi tutti i punti dell’iperpiano ker(0, B).

Le matrici (
a 0
0 (aᵀ)−1

)
, con a ∈ GLn(K),

formano un sottogruppo di Spn(K), isomorfo a GLn(K).

Definizione 8.6. Chiamiamo trasvezione simplettica una trasformazione sim-
plettica che che lascia fissi tutti e soli i punti di un iperpiano.

Lemma 8.8. Sia u un qualsiasi vettore non nullo di V. Le applicazioni simpletti-
che che lasciano fissi tutti i vettori dell’iperpiano u[ sono trasvezioni e formano un
sottogruppo di Spω(V), isomorfo a K come gruppo additivo, nella corrispondenza

(8.8) K 3 λ←→ τu,λ(v) = v + λ · ω(u, v) · u, ∀v ∈ V.

Dimostrazione. Ogni trasformazione lineare di V in sé, che lasci fissi tutti i
punti dell’iperpiano u[, si scrive nella forma

τ(v) = v + ω(u, v) · w

per un opportuno vettore w di V. Perché la τ sia simplettica occorre e basta che

ω(v1, v2) = ω(τ(v1), τ(v2)) = ω(v1, v2) + ω(u, v1) · ω(w , v2) + ω(v1,w ) · ω(u, v2)
⇐⇒ ω(u, v1) · ω(w , v2) = ω(w , v1) · ω(u, v2), ∀v1, v2 ∈ V.

Se fissiamo v2 in modo che ω(u, v2) = 1, otteniamo

ω(w , v) = ω(λ·u, v), ∀v ∈ V =⇒ w = λu,

con λ = ω(w , v2). Questa ci dà la (8.8). La verifica che τu,λ1 ◦ τu,λ2 = τu,λ1+λ2 è
immediata. �

Proposizione 8.9. Ogni trasformazione simplettica è prodotto di un numero
finito di trasvezioni simplettiche.
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Dimostrazione. Sia (V,ω) uno spazio simplettico di dimensione 2n. Dimo-
striamo innanzi tutto che con un prodotto di trasvezioni simplettiche possiamo
trasformare un qualsiasi vettore non nullo in un qualsiasi altro vettore non nul-
lo. Siano v1, v2 due vettori non nulli di V. Se k = bA(v1, v2) , 0 e λ = −k−1,
allora

τv2−v1,λ(v1) = v1 + λ · ω(v2 − v1, v1) · (v2 − v1) = v1 − λ · k · (v2 − v1) = v2.

Quindi, quando ω(v1, v2) , 0, basta una trasvezione simplettica per sovrapporre v1
a v2. Se i due vettori sono ω-ortogonali, basterà fissare un terzo vettore v3 che non
sia ω-ortogonale a nessuno dei due. Infatti, per il Lemma 8.4, possiamo supporre
che v1 = ε1 e v2 = ε2 siano i primi due vettori di una base canonica e scegliere
v3 = εn+1 + εn+2, perché risulti ω(v1, v3) = 1 = ω(v2, v3). Per quanto abbiamo
dimostrato in precedenza c’è allora una trasvezione simplettica τ1 che sovrappone
v1 a v3 ed una τ2 che porta v3 in v2. La composizione τ2 ◦ τ1 trasforma v1 in v2.

Dimostriamo ora che, date due coppie di vettori u1,w1 ed u2,w2 conω(u1,w1) =

1 = ω(u2,w2), possiamo trovare un prodotto di trasvezioni simplettiche che trasfor-
mi u1 in u2 e w1 in w2. Per la prima parte della dimostrazione, possiamo trovare un
prodotto di trasvezioni simplettiche che sovrappongano u1 ad u2. Ci siamo ridotti
allora a dimostrare che, se u,w1,w2 sono tre vettori con ω(u,w1) = 1 = ω(u,w2),
allora è possibile trovare un prodotto di trasvezioni simplettiche che lasci fisso il
vettore u e trasformi w1 in w2. Se fosse ω(w1,w2) = k , 0, allora

τw1−w2,k−1(v) = v + k−1
ω(w1 − w2, v)(w1 − w2)

è una trasvezione che lascia fisso u e trasforma w1 in w2. Se ω(w1,w2) = 0, os-
serviamo che, se w1 e w2 sono linearmente dipendenti, allora coincidono perché
ω(u,w1) = 1 = ω(u,w2). Se w1 e w2 sono linearmente indipendenti, allora anche
u,w1,w2 sono linearmente indipendenti e quindi c’è un funzionale lineare che as-
sume su di essi valori arbitrari assegnati. Poiché ω è non degenere, ciò implica, per
il teorema di rappresentazioe di Riesz, che vi è un vettore w3 tale che ω(u,w3) = 1
ed ω(w1,w3) , 0, ω(w2,w3) , 0. Per la discussione precedente, possiamo allora
trovare una trasvezione simplettica τ1 che lascia fisso u e porta w1 in w3 ed una
trasvezione simplettica τ2 che porta w3 in w2, lasciando fisso u. La composizione
τ2 ◦ τ1 trasforma w1 in w2, lasciando fisso u.

Possiamo ora completare la dimostrazione della proposizione per induzione
sulla dimensione 2n di V. Sia φ una trasformazione simplettica di (V,ω). Fissiamo
due vettori u,w di V con ω(v ,w ) = 1. Allora possiamo trovare un prodotto ψ di
trasvezioni che trasformi la coppia (u,w ) nella coppia (φ(v),φ(w )). La ψ−1 ◦ φ è
una trasformazione simplettica che lascia fissi i vettori u e w e definisce quindi una
trasformazione di 〈u,w〉[ in sé, che è simplettica per la struttura di spazio simplet-
tico di dimensione 2(n−1) di 〈u,w〉[ per la restrizione della forma ω. Per l’ipotesi
induttiva, la restrizione di ψ−1 ◦ φ è allora un prodotto ψ′ di trasvezioni simpletti-
che. Queste, prolungate con l’identità su 〈u,w〉, sono prodotti delle corrispondenti
trasvezioni simplettiche su (V,ω). Indicando ancora con ψ′ questo prolungamento,
abbiamo la rappresentazione φ = ψ ◦ψ′ di φ come un prodotto di composizione di
un numero finito di trasvezioni simplettiche. �



CAPITOLO 20

Anelli e moduli

Raccogliamo in questo capitolo alcune nozioni essenziali su anelli moduli. In-
sieme ai gruppi ed agli spazi vettoriali, cui abbiamo dedicato due appositi capitoli,
ed alle algebre, di cui alcune delle quali ci siamo occupati nel corso dell’esposi-
zione, anelli e moduli sono parte delle strutture fondamentali dell’algebra.

1. Anelli

Definizione 1.1. Chiamiamo anello un gruppo additivo R su cui sia defini-
ta un’altra operazione interna, il prodotto, associativa e distributiva rispetto alla
somma.

Indicando il prodotto con

R × R 3 (a, b) −→ a · b ∈ R ,

richiediamo cioè che valgano le proprietà:

(a · b) · c = a · (b · c), ∀a, b, c ∈ R ,(associatività)
0 · a = a · 0 = 0, ∀a ∈ R ,(prodotto per zero)
(a + b) · c = (a · c) + (b · c) ∀a, b, c ∈ R ,(distributività a sinistra)
a · (b + c) = (a · b) + (a · c) ∀a, b, c ∈ R .(distributività a destra)

Ricordiamo che per un gruppo gli aggettivi additivo, commutativo, abelia-
no, sono sinonimi; il primo suggerisce in aggiunta che l’operazione di gruppo sia
indicata con il simbolo ”+”. La somma su R soddisfa cioè:

∃ 0 ∈ R tale che 0 + a = a + 0 = a, ∀a ∈ R ,(esistenza dello zero)
∀a ∈ R , ∃(−a) ∈ R tale che a + (−a) = (−a) + a = 0,(esistenza dell’opposto)
a + (b + c) = (a + b) + c, ∀a, b, c ∈ R ,(associatività)
a + b = b + a, ∀a, b ∈ R .(commutatività)

Al solito, la convenzione che a · b + c · d = (a · b) + (c · d) e l’uso della
proprietà associativa di somma e prodotto ci eviteranno la scrittura, in formule che
coinvolgono le operazioni in un anello, di un buon numero di parentesi.

Definizione 1.2. Un anello R si dice unitario se contiene un elemento 1 , 0
che è elemento neutro della moltiplicazione. Richiediamo cioè che

(esistenza dell’unità) ∃1 ∈ R tale che 1 · a = a · 1 = a, ∀a ∈ R .

419
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Definizione 1.3. Un anello R si dice commutativo se il prodotto è commutati-
vo, se cioè

(commutatività del prodotto) a · b = b · a, ∀a, b ∈ R .

Definizione 1.4. Un elemento a di un anello R è un divisore sinistro di 0 in R
se possiamo trovare un elemento b ∈ R \ {0} tale che a · b = 0.

Diciamo che a ∈ R è un divisore destro di 0 in R se possiamo trovare un
elemento b ∈ R \ {0} tale che b · a = 0.

Gli elementi di A che non siano divisori di zero né destri né sinistri si dicono
regolari.

Un anello R in cui tutti gli elementi non nulli siano regolari è un dominio. Se
è anche commutativo, lo chiamiamo un dominio d’integrità.

In un dominio valgono le proprietà di cancellazione:

a, b, c ∈ R , a · b = a · c, a , 0 =⇒ b = c,(cancellazione a sinistra)
a, b, c ∈ R , b · a = c · a, a , 0 =⇒ b = c.(cancellazione a destra)

Definizione 1.5. In un anello unitario R un elemento a è invertibile a sinistra
(risp. a destra) se vi è un elemento b ∈ R per cui b · a = 1 (risp. a · b = 1).
Diciamo che a è un’unità, o invertibile, se è invertibile sia a destra che a sinistra.
In questo caso indichiamo con a−1 il suo inverso moltiplicativo.

Gli elementi invertibili di un anello unitario R formano un gruppo moltiplica-
tivo, che indichiamo con R ∗.

Chiamiamo di divisione un anello unitario R in cui R ∗ = R \ {0}, in cui cioè
ogni elemento non nullo sia un’unità. Gli anelli di divisione sono detti anche corpi.

Un anello di divisione commutativo si dice campo, o corpo commutativo.

Esempio 1.1. L’insieme Z dei numeri interi, con le usuali operazioni di somma
e prodotto, è un anello commutativo unitario e un dominio d’integrità.

Esempio 1.2. L’insieme 2Z dei numeri pari, con la restrizione della somma e
del prodotto di interi, è un anello commutativo e un dominio d’integrità, ma non è
unitario.

Esempio 1.3. Se n > 1, l’insiemeKn×n delle matrici quadrate n×n a coefficienti
in un campo K, con le operazioni di somma e di prodotto righe per colonne di
matrici, è un anello unitario non commutativo e non è un dominio d’integrità.

Esempio 1.4. Se p è un intero positivo, l’insieme Zp formato dai numeri natu-
rali 0, 1, . . . , p−1, con le operazioni di somma e prodotto che associano alla coppia
(a, b) rispettivamente il resto della divisione di a + b e di ab per p, rispettivamente,
è un anello commutativo e unitario. È un dominio d’integrità ed un anello di divi-
sione se e soltanto se p è un numero primo. Se p non è primo, tutti i suoi fattori
diversi da 1 e p sono divisori bilateri di 0 in Zp.

Esempio 1.5. Gli insiemi Q dei numeri razionali, R dei numeri reali, C dei
numeri complessi sono campi, con le usuali operazioni di somma e prodotto, sono
campi. L’insieme H dei quaternioni di Hamilton (vedi §1 del Cap.22) è un anello
di divisione (un corpo), ma non un campo perché non è commutativo.
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In un anello R è possibile definire il prodotto di un elemento a dell’anello per
un numero intero. Le prime due delle

0 · a = a · 0 = 0,
(n + 1) · a = a · (n + 1) = n · a + a, ∀n ∈ N,
(−n) · a = −(n · a), ∀n ∈ N,

definiscono per induzione il prodotto di un elemento di R per un numero naturale,
la terza estende il prodotto al caso di un intero negativo. Come si vede dal caso
dell’anello Zp, il prodotto di un intero non nullo per un elemento non nullo di R
può essere 0.

Definizione 1.6. Se esiste un più piccolo intero positivo p tale che p ·a = 0 per
ogni a ∈ R , diciamo che la caratteristica di R è finita ed uguale a p. Altrimenti,
diciamo che R ha caratteristica 0.

Osservazione 1.1. Se R è unitario, allora ha caratteristica finita p se e soltanto
se p è il più piccolo intero positivo p per cui la somma di p copie dell’unità sia
uguale a zero.

Osservazione 1.2. La caratteristica di un anello di divisione è o 0, o un numero
primo. Infatti, se la caratteristica p di un anello unitario R fosse un intero positivo
che si fattorizza in un prodotto p = p1 p2 di interi maggiori di 1, allora la somma
[p1] di p1 copie di 1R e la somma [p2] di p2 copie di 1R sarebbero due elementi
non nulli di R con [p1] · [p2] = 0.

Osservazione 1.3. Ogni anello R si può considerare come un sottoanello di
un anello unitario U, con la stessa caratteristica. Poniamo U = Z × R se R ha
caratteristica zero, U = Zp × R , se R ha caratteristica p, con le operazioni

(h, a)+(k, b) = (h+k, a+b), (h, a)·(k, b) = (hk, a·b+h·b+k·a), ∀h, k ∈ Z, a, b ∈ R ,

dove h, k, h + k ed hk vanno sostituiti dai loro resti nella divisione per p se R ha
caratteristica finita p. L’uno di U è la coppia (1, 0) ed R si identifica al sottoinsieme
degli elementi (0, a) di U.

Definizione 1.7. Un dominio euclideo è un dominio d’integrità R su cui è
definita una funzione

deg : R \ {0} → N,

che soddifa le due proprietà

∀a, b ∈ R \ {0}, ∃ q, r ∈ R tali che a = q · b + r, ed

r = 0, oppure
deg(r) < deg(b);

(E1)

∀a, b ∈ R \ {0}. deg(a) ≤ deg(ab).(E2)

Due esempi importanti sono Z con deg(p) = |p| e l’anello K[x] dei polinomi
a coefficienti in un campo di scalari K, con l’usuale definizione di grado di un
polinomio.
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2. Ideali di un anello

Un sottoinsieme A di un anello R che sia chiuso rispetto alle operazioni interne
di somma e di prodotto di R si dice un suo sottoanello.

Definizione 2.1. Un ideale (bilatero) di R è un suo sottoanello I tale che

(2.1) a · b, b · a ∈ I , ∀a ∈ R , ∀b ∈ I.

Esempio 2.1. Sia K un campo ed E un sottoinsieme di una sua estensione K′. I
polinomi di K[x] per cui tutti gli elementi di E siano radici formano un ideale.

Osservazione 2.1. Se R non è commutativo, chiamiamo ideali sinistri i suoi
sottoanelli I tali che R · I ⊂ I ed ideali destri quelli per cui I · R ⊂ I.

L’anello R stesso e {0} sono ideali di R , che si dicono banali. Un ideale I con
{0} $ I $ R si dice proprio.

Ad esempio, i multipli di un intero p > 1 formano in Z un ideale proprio.
Un anello di divisione non ha ideali propri, ed un anello commutativo unitario

è un campo se e soltanto se non ha ideali propri.

Proposizione 2.2. Il nucleo ker f di un omomorfismo di anelli f : R → A è un
ideale.

Il quoziente R /I dell’anello R rispetto ad un suo ideale ha un’unica struttura
di anello che rende la proiezione nel quoziente π : R → R /I un omomorfismo di
anelli.

Dimostrazione. Ricordiamo che un omomorfismo f è un’applicazione che
preserva le operazioni di somma e di prodotto. Per verificare che ker f sia un ideale,
basta verificare che contiene le somme dei suoi elementi ed il prodotto, a destra e a
sinistra, di un suo elemento per un elemento di R . Se a, a1, . . . , ak ∈ ker f , b ∈ R ,
allora

f (a1 + · · · + ak) = f (a1) + · · · + f (ak) = 0 perché f (a1) = 0, . . ., f (ak) = 0,
f (ab) = f (a) f (b) = 0, f (ba) = f (b) f (a) = 0 perché f (a) = 0.

Questo ci dice che a1 + · · · + ak, ab, ba appartengono tutti a ker f . Abbiamo cosı̀
verificato che ker f è un ideale di R .

La relazione di equivalenza che definisce il quoziente R /I è la

a ≡ b mod I⇐⇒ a − b ∈ I.

La somma e il prodotto sono ben definiti nel quoziente, perché, se a1 ≡ b1 ed
a2 ≡ b2, allora a1 − b1 = c1 ∈ I ed a2 − b2 ∈ I ci danno

(a1 + a2) − (b1 + b2) = (a1 − b1) + (a2 − b2) = c1 + c2 ∈ I,

a1a2 − b1b2 = a1(a2 − b2) + (a1 − b1)b2 = a1c2 + c1b2 ∈ I,

cioè (a1 + a2) ≡ (b1 + b2) ed (a1a2) ≡ (b1b2). �

L’intersezione di una famiglia di suoi ideali è ancora un ideale di R .
Se a1, . . . , ak sono elementi di R , indichiamo con (a1, . . . , ak) il più piccolo

ideale di R che li contenga. Oltre agli elementi a1, . . . , ak, l’ideale (a1, . . . , ak)
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contiene tutti i loro multipli interi, le loro somme, e le somme a1b1 + · · · + akbk e
b1a1 + · · · + bkak, al variare di b1, . . . , bk in R .

Se R è commutativo e unitario, allora (a1, . . . , ak) è l’insieme di tutte le somme
di combinazioni lineari a coefficienti in R di a1, . . . , ak.

Definizione 2.2 (Tipi di ideali). Un ideale proprio I di R si dice
• massimale se non è contenuto in nessun altro ideale proprio di R ;
• minimale se non contiene un altro ideale proprio di R ;
• primo se, quando contiene il prodotto di due elementi di R , contiene

almeno uno di essi;
• radicale o semiprimo se, quando contiene la potenza an di un elemento a

di R , allora contiene anche a;
• primario se, quando contiene il prodotto di due elementi, contiene una

potenza di uno dei due;
• principale se è generato da un solo elemento;
• finitamente generato se è della forma (a1, . . . , ak) per un sottoinsieme

finito di di elementi a1, . . . , ak di R ;
• irriducibile se non è intersezione di due ideali propri distinti.

Due ideali I1 ed I2 di un anello unitario R si dicono coprimi o comassimali se vi
sono un elemento a1 ∈ I1 ed un elemento a2 ∈ I2 con a1 + a2 = 1.

Esempio 2.2. Le funzioni reali continue su R e che si annullano in 0 formano
un ideale massimale e primo nell’anello delle funzioni continue su R.

Le successioni reali che hanno tutti i termini successivi al primo nulli formano
un ideale minimale nell’anello delle successioni reali.

L’ideale delle funzioni reali e continue su R che si annullano in 0 ed 1 non è
né primo né massimale.

I polinomi di R[x] che hanno in 0 uno zero di ordine almeno due è primario,
ma non primo ed è irriducibile.

3. Moduli

Sia R un anello.

Definizione 3.1. Chiamiamo R -modulo (a sinistra) un gruppo additivo M
su cui sia definita un’operazione esterna associativa di prodotto a sinistra per gli
elementi di R

(3.1) R ×M 3 (a, X) −→ a · X ∈ M ,

distributiva rispetto alla somma. Richiediamo cioè che valgano

a1 · (a2 · X) = (a1 · a2) · X, ∀a1, a2 ∈ R , ∀X ∈ M ,(M1)

a · (X1 + X2) = a · X1 + a · X2, ∀a ∈ R , ∀X1, X2 ∈ M ,(M2)

(a1 + a2) · X = a1 · X + a2 · X ∀a1, a2 ∈ R , ∀X ∈ M .(M3)

Se R è unitario, diremo che l’R -modulo M è unitario se vale anche la

1 · X = X ∀X ∈ M .(M4)
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Osservazione 3.1. In modo analogo possiamo definire R -moduli a destra ed
R -moduli bilateri. Per semplicità useremo spesso, nel seguito, la parola modulo
nel senso di modulo a sinistra.

La (3.1), con le proprietà (M1), (M2), si dice anche un’azione a sinistra di R
su M . In modo analogo si definiscono le azioni a destra.

Le matrici di R m×n formano in modo naturale degli R -moduli, sia a sinistra
che a destra, rispetto alla moltiplicazione di tutti i coefficienti, a sinistra o a de-
stra, per uno stesso elemento di R . Le due azioni sono diverse quando R non sia
commutativo.

Gli anelli R m×m ed R n×n delle matrici quadrate di ordine m ed n, a coefficienti
in R operano rispettivamente a sinistra e a destra sull’insieme R m×n delle matrici
m × n a coefficienti in R , che, con il prodotto righe per colonne di matrici, si può
considerare come un Mm(R )-modulo a sinistra ed un Mn(R )-modulo a destra.

Chiamiamo combinazione R -lineare degli elementi X1, . . . , Xk di un R -modu-
lo M , con coefficienti a1, . . . , ak ∈ R , la somma

a1X1 + · · · + akXk = (a1, . . . , ak)


X1
...

Xk

 .
Un R -modulo M contiene tutte le combinazioni lineari dei suoi elementi.

Definizione 3.2. Una collezione (Xi)i∈I di elementi di M si dice linearmen-
te indipendente se le uniche combinazioni lineari dei suoi elementi che abbiano
somma nulla sono quelle che hanno tutti i coefficienti nulli.

Diciamo che una collezione (Xi)i∈I genera M se ogni elemento di M è somma
di una combinazione lineare di elementi di (Xi)i∈I .

Un R modulo M si dice finitamente generato se ammette una collezione finita
di generatori.

Una base di M è una sua collezione di generatori linearmente indipendenti.
Un R -modulo che ammetta una base si dice libero.

3.1. Anelli di divisione e moduli liberi. Abbiamo osservato che i moduli R n

ammettono delle basi e le abbiamo caratterizzate con il Teorema 1.1 del Cap.8. In
generale, non tutti gli R -moduli ammettono una base. Ciò è vero solo nel caso in
cui R sia un anello di divisione. Limitiamoci a dimostrarlo nel caso degli R -moduli
finitamente generati.

Teorema 3.2 (Esistenza della base). Se R è un anello di divisione, allora ogni
R -modulo finitamente generato è libero e tutte le sue basi hanno lo stesso numero
di elementi.

Dimostrazione. Sia M un R -modulo finitamente generato. Fissiamo una col-
lezione finita X1, . . . , Xn di generatori di M che contenga il minimo numero di ele-
menti. Dico che è anche una base. Infatti, se non fossero linearmente indipendenti,
potremmo trovare una loro combinazione lineare con somma nulla

a1X1 + · · · + aiXi + · · · + anXn = 0,
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in cui non tutti i coefficienti ai ∈ R siano 0. Se ai , 0, poiché R è un anello di
divisione, ricaviamo che

Xi =
∑

1≤ j≤n
j,i

(a−1
i a j)X j

sarebbe combinazione R -lineare degli elementi rimanenti, ed avremmo quindi un
sistema di generatori (Xi) 1≤ j≤n, j,i composto da (n−1) elementi, contraddicendo la
minimalità di n. Questo dimostra l’esistenza.

Per verificare che tutte le basi hanno lo stesso numero di elementi, dimostriamo
il seguente

Lemma 3.3. Se Y1, . . . ,Ym è un sistema di m elementi linearmente indipenden-
ti di M , ciascuno dei quali si può scrivere come combinazione R -lineare degli
elementi di un sistema di n elementi X1, . . . , Xn di M , allora m ≤ n.

Dimostrazione del Lemma. Ragioniamo per ricorrenza su m. Se m = 1, deve
essere n ≥ 1, perché Y1 , 0 non può essere somma di un sistema vuoto di ele-
menti di M . Sia ora m > 1 e supponiamo l’enunciato vero per sistemi di meno
di m elementi indipendenti. Per ipotesi, ogni Yi è una combinazione R -lineare di
X1, . . . , Xn:

Yi = a1,iX1 + · · · + an,iXn, per i = 1, . . . ,m, con ai, j ∈ R .

Poiché Y1 , 0, non tutti gli a1, j sono nulli. A meno di permutare gli indici j
possiamo supporre che a1,1 , 0. Poiché R è un anello di divisione, a1,1 ha un
reciproco a−1

1,1. Sottraendo dalle equazioni successive quelle ottenute moltiplicando
i due membri della prima per ci = a1,ia−1

1,1, otteniamo equazioni

Yi − ciY1 = b2,iX2 + · · · + bn,iXn, 2 ≤ i ≤ m.

Quindi Y2−c2Y1, . . . ,Ym−cmY1 sono m−1 elementi che si scrivono come somme di
combinazioni lineari di n−1 elementi X2, . . . , Xn. Dico che Y2−c2Y1, . . . ,Ym−cmY1
sono linearmente indipendenti. Infatti

a2(Y2 − c2Y1) + · · · + am(Ym − cmY1) = (−a2c2 − · · · − amcm)Y1 + a2Y2 + · · · + anYm

e quindi, se la somma a primo membro fosse nulla, dovrebbero esserlo anche tut-
ti, ed in particolare i coefficienti a2, . . . , an della combinazione lineare a secondo
membro. Per l’ipotesi induttiva, m−1 ≤ n−1, cioè m ≤ n. �

Possiamo ora concludere la dimostrazione del teorema: se X1, . . . , Xn ed Y1,
. . ., Ym fossero due basi di M , avremmo n ≤ m perché gli Xi sono linearmente in-
dipendenti e gli Y j generano, ed m ≤ n perché gli Y j sono linearmente indipendenti
e gli Xi generano, da cui m = n. �

3.2. Torsione. Se R non è un anello di divisione, allora R \R ∗ contiene degli
a , 0. Allora il quoziente M = R /(a · R ) è un A-modulo a sinistra in cui ogni
elemento, moltiplicato per a, è nullo. La presenza di moduli di questo tipo è una
differenza importante tra la teoria dei moduli e quella degli spazi vettoriali.

Definizione 3.3. Un elemento X di un R -modulo M si dice di torsione se
a · X = 0 per un a ∈ R \ {0}.
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4. Moduli sugli anelli euclidei

Abbiamo osservato, alla fine del §3, che Il fatto che non tutti gli elementi diver-
si da zero di R siano delle unità (ammettano cioè un’inversa per la moltiplicazione)
fa sı̀ che la teoria dei moduli non sia una semplice generalizzazione di quella degli
spazi vettoriali. Una fondamentale differenza è che, se R non è un anello di di-
visione, un modulo su R può contenere elementi di torsione, cioè non nulli il cui
prodotto per uno scalare non nullo sia zero.

Ci limiteremo qui a considerare dapprima al caso in cui R sia un dominio
d’integrità, cioè un anello commutativo e unitario, in cui il prodotto di due elementi
non nulli sia diverso da zero, per restringerci infine al caso degli anelli euclidei, in
cui, utilizzando la forma canonica di Smith (Teorema 6.3 del Cap.8), possiamo
caratterizzare completamente i moduli finitamente generati.

Sia M un R -modulo.

Definizione 4.1. L’ annullatore di un elemento µ di M è l’ideale

(4.1) ann(µ) = {λ ∈ R | λ · µ = 0}.

Gli elementi di torsione di M sono quelli per cui ann(µ) , {0}.
Un modulo M si dice di torsione se tutti i suoi elementi sono di torsione e

privo di torsione se nessuno dei suoi elementi non nulli è di torsione.

Proposizione 4.1. Se R è un dominio d’integrità, allora l’insieme T (M ) degli
elementi di torsione di un suo modulo M è un sotto-R -modulo di M .

Dimostrazione. Lo 0 ∈ M è un elemento di torsione. Per dimostrare la propo-
sizione dobbiamo verificare che la somma di due elementi di torsione è di torsione
e che il prodotto di un elemento di torsione per uno scalare è ancora di torsione.

Se µ1, µ2 ∈ M ed a1, a2 sono scalari non nulli in R , con a1µ1 = 0, a2µ2 = 0,
allora a1a2 , 0 (perché abbiamo supposto che R sia un dominio d’integrità) e

(a1a2)(µ1 + µ2) = (a1a2)µ1 + (a1a2)µ2 = (a2a1)µ1 + (a1a2)µ2

= a2(a1µ1) + a1(a2µ2) = 0,

dove nell’ultimo passaggio della prima riga abbiamo utilizzato il fatto che R sia
commutativo.

Usiamo la commutatività di R anche per verificare che, se µ ∈ T (M ), anche
λµ ∈ T (M ) per ogni λ ∈ R . Infatti, se 0 , a ∈ R ed aµ = 0, allora anche
a(λµ) = (aλ)µ = (λa)µ = λ(aµ) = 0. �

Esempio 4.1. Se n è un intero positivo, indichiamo con Zn l’anello degli in-
teri modulo n: possiamo identificarlo all’insieme {0, 1, . . . , n − 1} degli interi non
negativi minori di n, definendo la somma e il prodotto in Zn mediante

a + b ≡

a + b se a + b < n,
a + b − n se a + b ≥ n,

a · b ≡ c⇔ (a · b = q · n + c, 0 ≤ c < n),
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(per evitare confusione abbiamo sostituito qui il segno ”≡” di congruenza a quello
di uguaglianza). Possiamo considerare Zn anche come uno Z-modulo, definendo il
prodotto λ ·a per gli scalari λ ∈ Z come il resto positivo della divisione, sugli interi,
di λa per n. È n · a ≡ 0 per ogni a ∈ Zn e quindi Zn è uno Z-modulo di torsione.

L’insieme (n·Z) dei multipli interi di n è invece uno Z-modulo privo di torsio-
ne. Il modulo di torsione Zn si può considerare come il quoziente di Z per il suo
sottomodulo (n·Z).

Esempio 4.2. I moduli liberi R n considerati nel §1 del Cap. 8 sono esempi di
moduli privi di torsione.

4.1. Quozienti. Il quoziente M /N di M rispetto ad un suo sottomodulo N si
ottiene considerando su M la relazione di equivalenza che identifica gli elementi la
cui differenza è un elemento di N . Possiamo identificare gli elementi di M /N alle
classi laterali di N in M , definite da µ+ N = {µ+ ν | ν ∈ N }, al variare di µ in M :

M /N = {µ + N | µ ∈ M }.

Gli elementi di M /N si dicono classi laterali di N in M . Ciascun elemento di una
classe laterale è un rappresentante del corrispondente elemento del quoziente.

Lemma 4.2. Possiamo definire su M /N un’unica struttura di R -modulo tale
che la proiezione nel quoziente

π : M 3 µ −→ µ + N ∈ M /N

faccia corrispondere alle somme di elementi di M le somme dei corrispondenti
elementi di M /N ed al prodotto di uno scalare per un elemento di M il prodotto
dello stesso scalare per l’elemento corrispondente di M /N .

Dimostrazione. Se µ, µ′ ∈ M , scriviamo

µ ≡ µ′ mod N ⇐⇒ µ − µ′ ∈ N ⇐⇒ π(µ) = π(µ′).

Dobbiamo verificare che, se µ, µ1, µ2, µ
′, µ′1, µ

′
2 ∈ M , λ ∈ R , allora

(µ ≡ µ′, µ1 ≡ µ
′
1, µ2 ≡ µ

′
2 mod N ) =⇒ (λµ ≡ λµ′, µ1 + µ2 ≡ µ

′
1 + µ′2 mod N ).

Questo segue dal fatto che

λµ − λµ′ = λ(µ − µ′) ∈ N ,

(µ1 + µ2) − (µ′1 + µ′2) = (µ1 − µ
′
1) − (µ2 − µ

′
2) ∈ N ,

perché N è un sottomodulo. �

Le applicazioni tra R -moduli che, come quella descitta nel lemma, fanno cor-
rispondere alle somme di combinazioni lineari a coefficienti in R del primo le
somme delle corrispondenti combinazioni lineari del secondo, si dicono R -lineari.

In generale, possiamo definire quoziente di un modulo M un qualsiasi modulo
Q su R per cui sia assegnata un’applicazione R -lineare

π : M −→ Q

surgettiva. Infatti kerπ = π−1(0) è un sottomodulo di M e, per la surgettività di π,
per passaggio al quoziente otteniamo una corrispondenza biunivoca R -lineare
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(M / kerπ) ' Q .

4.2. Sottomoduli di Rn, con R dominio euclideo. Abbiamo introdotto la no-
zione di domino euclideo nel §6 del Cap.8. Ricordiamo che un dominio euclideo
R è un dominio d’integrità (anello commutativo e unitario, in cui il prodotto di
elementi non nulli è non nullo) su cui si può definire un grado deg : R \ {0} → N
ed una divisione con resto (algoritmo di Euclide). Come esempi ricordiamo l’anel-
lo K[x] dei polinomi di una variabile con coefficienti in un campo K, con l’usuale
grado dei polinomi, gli interi Z o gli interi di Gauss Z[i], con deg(z) = |z|2.

Mostreremo che tutti i sottomoduli M di R n sono liberi, di dimensione mino-
re di n e che un sottomodulo M di R n di dimensione r si può rappresentare, in
un’opportuna base ε1, . . . , εn di R n, nella forma

(4.2) M = (p1) · ε1 ⊕ · · · ⊕ (pr) · εr,

ove (p1, . . . , pr) è una stringa di fattori invarianti per una matrice A le cui colonne
formino un sistema di generatori di M .

Ricordiamo che il rango libero di una matrice A di R m×n è il massimo ordine
di un suo minore non nullo.

Proposizione 4.3. Sia R un dominio euclideo ed A una matrice di R m×n.

(1) Il rango libero di A è uguale al massimo numero di sue colonne linear-
mente indipendenti.

(2) Il rango libero di A è uguale al massimo numero di sue righe linearmente
indipendenti.

(3) L’immagine di LA è un sottomodulo libero di R n di dimensione uguale al
rango libero di A.

(4) Il nucleo di LA è un sottomodulo libero di R n, di dimensione (n − k).

Dimostrazione. Una matrice A ∈ R m×n di rango libero k ha almeno un minore
di ordine k non nullo. Le colonne relative a tale minore sono allora linearmente
indipendenti. Quindi il rango libero è minore o uguale del massimo numero di
colonne linearmente indipendenti.

Viceversa, se k colonne di A sono linearmente indipendenti, consideriamo la
matrice A′ = (Ai1 , . . . , Aik ) da esse formata. La possiamo ridurre a forma canonica
diagonale rettangolare moltiplicandola a sinistra per una matrice L′ ∈ GLn(R ) ed
a destra per una R′ ∈ GLk(R ). Abbiamo quindi

L′A′R′ =

(
diag(q1, . . . , qk)

0

)
con q1|q2| · · · |qk. Se fosse qk = 0, allora R′εk, ove abbiamo indicato con εk
il k-esimo vettore della base canonica di R k, sarebbe una sizigia non banale di
(Ai1 , . . . , Aik ), mentre i k vettori sono per ipotesi linearmente indipendenti. Quindi
qk , 0 e questo ci dice che anche S k(A) , {0}, perché q1 · · · qk ∈ Sk(A).

L’affermazione relativa alle righe segue dal fatto che la matrice A e la sua
trasposta Aᵀ hanno la stessa stringa di fattori invarianti.

Dimostriamo ora le affermazioni relative all’immagine ed al nucleo della LA.
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Siano L ∈ GLm(R ) ed R ∈ GLn(R ) tali che

A′ = LAR =

(
diag(p1, . . . , pk) 0

0 0

)
per una stringa (p1, . . . , pk) di fattori invarianti di A. Indichiamo con e1, . . . , em i
vettori della base canonica di R m e con ε1, . . . , εn quelli della base canonica di R n.
L’immagine di LA′ è il sottomodulo libero V di R m, di dimensione k, generato da
p1e1, . . . , pkek; il nucleo di A′ il sottomodulo libero W , di dimensione (n− k) di R n

generato da εk+1, . . . , εn. Le immagini di moduli liberi per mezzo di trasformazioni
del gruppo lineare sono ancora sottomoduli liberi della stessa dimensione e quindi
lo sono LA(R n) = L−1V e ker(A) = R−1(W ). �

Il teorema della base.
Teorema 4.4 (Secondo teorema della base). Se R è un dominio d’integrità,

allora ogni base di R n contiene esattamente n elementi.
Ogni sottomodulo V di R n è libero ed ha dimensione minore o uguale ad n. Se

V ha dimensione m, allora possiamo trovare una base ε1, . . . , εn di R n ed elementi
non nulli p1, . . . , pm di R tali che pi|pi+1 (per 1 ≤ i < m) e

(4.3) V = (p1) · ε1 ⊕ (p2) · ε2 ⊕ · · · ⊕ (pm) · εm.

Dimostrazione. Se v1, . . . , vm è una base di R n, allora m ≥ n. Per il Teo-
rema 6.3, possiamo trovare due matrici L ∈ GLn(R ) ed R ∈ GLm(R ) tali che
L(v1, . . . , vm)R sia in forma diagonale rettangolare. Se fosse m > n, avremmo

L(v1, . . . , vm)R = (diag(p1, . . . , pn), 0).

Detti ε1, . . . , εm gli elementi della base canonica di R m, il vettore Rεn+1 definirebbe
una sizigia non nulla di (v1, . . . , vm), contraddicendo il fatto che gli elementi di una
base debbano essere linearmente indipendenti.

Per dimostrare la seconda osservazione, dimostriamo innanzi tutto che ogni
sottomodulo V di R n è finitamente generato. Ragioniamo per induzione su n. Se
n = 1, allora V è un ideale di R ed abbiamo osservato che gli ideali di R sono
tutti principali, cioè della forma (p) = {λ · p | λ ∈ R }, per un elemento p di R ,
cioè generati da un elemento. Se n > 1, osserviamo che le n-esime componenti di
vettori v ∈ V formano un ideale di R . Sono perciò tutte multiple di un elemento
pn di R . Fissato un vettore w di V con n-esima componente pn, possiamo allora
rappresentare in modo unico ciascun elemento v di V come una somma

v = λ · w +

(
v ′

0

)
, con λ ∈ R e v ′ ∈ R n−1.

Osserviamo che

V ′ =

{
v ′ ∈ R n−1

∣∣∣∣∣∣
(
v ′

0

)
∈ V

}
è un sotto-R -modulo di R n−1 e quindi, per l’ipotesi induttiva, finitamente generato.
Se w ′1, . . . ,w

′
k sono generatori di V ′, allora

w ,
(
w ′1
0

)
, . . . ,

(
w ′k
0

)
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sono un insieme finito di generatori di V .
Sia v1, . . . , v` un insieme finito di generatori di V . Formiamo con essi la

matrice n × `
A = (v1, . . . , v`).

Sia m il rango libero di A e (p1, . . . , pm) una sua stringa di fattori invarianti. Allora
m ≤ n e possiamo trovare, utilizzando il teorema della forma canonica di Smith,
due matrici L ∈ GLn(R ) ed R ∈ GL`(R ) tali che

LAR =

(
diag(p1, . . . , pm) 0

0 0

)
.

Osserviamo che V è uguale all’immagine dell’applicazione LA associata ad A. Le
colonne di L formano una base di R n. Se poniamo L = (ε1, . . . , εn), ottaniamo
allora la (4.3). �

Osservazione 4.5. Nel caso degli spazi vettoriali, come vedremo, due sotto-
spazi che siano contenuti l’uno nell’altro ed abbiano la stessa dimensione finita
coincidono. Non è cosı̀ se l’anello euclideo R non è un campo: ad esempio, se
a ∈ R è un elemento non nullo non invertibile, (a) = {λ · a | λ ∈ R } è un sotto-
modulo libero di dimensione 1 di R = R 1 che non coincide con R , perché non
contiene 1. Ad esempio, gli interi pari sono un sottomodulo libero di dimensione 1
di Z = Z1. Il teorema della base non vale per tutti i domini d’integrità. Ad esempio,
se R è l’anello R[x, y] dei polinomi reali in due indeterminate, il suo sottomodulo
(ideale) V , formato da tutti i polinomi che si annullano in (0, 0), è generato dai
monomi x, y, ma non ha una base.

4.3. Sottomoduli ciclici e teorema di struttura. I moduli (pi) · εi che com-
paiono nella decomposizione (4.2) sono esempi particolari di moduli ciclici.

Definizione 4.2. Si dice ciclico un modulo generato da un solo elemento.

Ogni modulo ciclico M è o libero, o di torsione. Se µ è un suo generatore, M
è libero o di torsione a seconda che l’applicazione R 3 λ → λ·µ ∈ M sia iniettiva
oppure no, ovvero che sia ann(µ) = {0}, oppure ann(µ) , {0}.

Se µ è generatore di un modulo ciclico M , l’applicazione surgettiva

R 3 λ −→ λ · µ ∈ M

dà, per passaggio al quoziente iniettivo, un isomorfismo

R /ann(µ) ' M .

La forma canonica di Smith ci permette di descrivere completamente la strut-
tura dei moduli finitamente generari su domini euclidei.

Teorema 4.6. Ogni modulo M , finitamente generato su un dominio Euclideo
R , è somma diretta di moduli ciclici. Possiamo trovare generatori γ1, . . . , γn di M
tali che

(4.4) M = R γ1 ⊕ · · · ⊕ R γn, con R % ann(γ1) ⊇ · · · ⊇ ann(γn).
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Dimostrazione. Ad un fissato sistema finito di generatori µ1, . . . , µm di M
associamo l’applicazione R -lineare surgettiva

f : R m 3 X −→ (µ1, . . . , µm)X ∈ M ,

che associa al vettore X, di componenti x1, . . . , xn la somma della corrispondente
combinazione lineare x1µ1 + · · · + xmµm dei generatori. Per passaggio al quoziente
iniettivo, questa ci permette di rappresentare M come il quoziente di R m rispetto
al sottomodulo ker( f ) = f −1(0).

Per il Teorema 4.4 del Capitolo 8, possiamo trovare una base ε1, . . . , εm di R m

tale che
ker( f ) = (p1) · ε1 ⊕ · · · ⊕ (pr) · εr, con pi|pi+1 per 1 ≤ i < r ≤ m.

Se k è o 0, o il più grande intero positivo per cui pk sia un’unità di R , poniamo
n = m − k e definiamo γ1 = f (εk+1), . . . , γn = f (εn). Questi sono generatori di
M , perché gli ( f (εi))1≤i≤m generano M ed i primi k di essi sono nulli. Inoltre M
è somma diretta dei sottomoduli ciclici da essi generati perché, se λ1, . . . , λn ∈ R ,
allora

λ1γ1 + · · · + λnγn = 0 =⇒ f (λ1εk+1 + · · · + λnεk+n) = 0
=⇒ λ1εk+1 + · · · + λnεk+n = τ1ε1 + · · · + τrεr, con τi ∈ (pi).

Quindi λi ∈ (pi+k) se i + k ≤ r e λi = 0 se i + k > r, e questo ci dice che tutte le
componenti λiγi della somma a primo membro sono nulle. �

Osserviamo che la somma diretta degli R γi con ann(γi) , {0} è un sottomodulo
di torsione di M , la somma diretta degli R γi con ann(γi) = {0} è un sottomodulo
libero di M . Quindi M si spezza nella somma diretta di un suo sottomodulo li-
bero e di un suo sottomodulo di torsione, ciascuno a sua volta somma diretta di
sottomoduli ciclici.

Definizione 4.3. La (4.4) si dice la decomposizione ciclica di M . La (p1, . . . , pn)
con pi ∈ R ed ann(γi) = (pi), si dice la stringa dei fattori invarianti di M . Gli ele-
menti della stringa sono univocamente determinati a meno di moltiplicazione per
unità di R . Il numero dei γi per cui ann(γi) = {0} si dice il rango libero o numero
di Betti1 del modulo M .

Due moduli su un dominio euclideo sono equivalenti (si può cioè stabilire
un’applicazione R -lineare invertibile dell’uno sull’altro) se e soltanto se hanno
uguali stringhe di fattori invarianti.

1Enrico Betti (1823-1892) è un matematico italiano che ha dato contributi importanti all’al-
gebra, alla topologia, alla teoria dell’elasticità e del potenziale. Fu direttore della Scuola Normale
Superiore di Pisa e contribuı̀, dopo l’unità d’Italia, allo sviluppo nel paese degli studi matematici, an-
che favorendo i contatti con ricercatori stranieri. Visitò Parigi, Berlino, Göttingen, divenendo amico
di Riemann. Henri Poincaré, per onorarlo, ha battezzato col suo nome diversi invarianti topologici.





CAPITOLO 21

Esponenziale e gruppi di Lie di matrici

In questo capitolo esponiamo alcuni fatti relativi ai gruppi classici di matrici
ed alle loro algebre di Lie. Come abbiamo già accennato in precedenza, le alge-
bre e i gruppi sono legati tra loro dall’applicazione esponenziale. Restringendoci
allo studio dei gruppi lineari, cominciamo quindi dallo studio dell’esponenziale di
matrici.

1. Esponenziale di matrici

Possiamo definire una norma hermitiana sullo spazio Cm×n delle matrici com-
plesse con m righe ed n colonne ponendo

(1.1) ‖X‖2 =
∑

i, j
|xi, j|

2 = traccia(X∗ · X) = traccia(X · X∗), ∀X = (xi, j) ∈ Cm×n.

Questa norma è associata al prodotto hermitiano

(1.2) (X|Y) = traccia(X · Y∗) = traccia(Ȳ · Xᵀ).

Vale quindi la diseguaglianza di Cauchy, ma anche, più in generale, la

(1.3) ‖X · Y‖ ≤ ‖X‖ · ‖Y‖, ∀X ∈ Cm×n, ∀Y ∈ Cn×k,

che descrive in forma metrica la continuità dell’operazione di prodotto righe per co-
lonne. Verifichiamo la (1.3), utilizzando la commutatività della traccia del prodotto
e la diseguaglianza di Cauchy: abbiamo

‖ X · Y ‖2 = traccia(Y∗ · X∗ · X · Y) = traccia(Y · Y∗ · X∗ · X)

≤ ‖Y · Y∗ ‖ · ‖ X∗ · X ‖ = ‖Y‖2 · ‖X‖2.

Utilizzando la norma (1.1), possiamo applicare agli spazi di matrici le nozioni
di convergenza sviluppate per il calcolo sugli spazi vettoriali, definendo in par-
ticolare somme di serie, limiti di successioni, funzioni continue, differenziabili,
analitiche, di matrici.

Teorema 1.1. La serie

(1.4) exp(X) =
∑∞

h=0

Xh

h!
, per X ∈ Mn(C),

converge uniformemente su tutti gli insiemi limitati e, per ogni matrice X ∈ Mn(C)
la sua somma exp(X) è una matrice invertibile. Abbiamo

(1.5) det(exp(X)) = exp(traccia(X)), ∀X ∈ Mn(C).

433
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Inoltre, X commuta con exp(X) e la funzione reale x(t) = exp(tX) è la soluzione
dei problemi di Cauchy

(1.6)

ẋ(t) = X · x(t),
x(0) = In,

ẋ(t) = x(t) · X,
x(0) = In.

L’esponenziale commuta con l’azione aggiunta del gruppo lineare: abbiamo cioè

(1.7) exp(a−1 · X · a) = a−1 · exp(X) · a, ∀X ∈ Mn(C), ∀a ∈ GLn(C).

Dimostrazione. La serie a termini positivi
∑∞

h=0
1
h!‖X

h‖ è maggiorata termine
a termine dalla serie esponenziale

∑∞
h=0

1
h!‖X‖

h, che converge uniformemente se X
varia in un limitato di Mn(C). Ne segue che anche la serie di matrici (1.4) converge
uniformemente sui limitati di Mn(C).

Per t ∈ R, la serie di potenze a valori matriciali

exp(t · X) =
∑∞

h=0

Xh

h!
· th

converge uniformemente su tutti i limitati di R e definisce quindi una funzione ana-
litica a valori nello spazio delle matrici complesse. Derivando per serie otteniamo
che

d
dt

exp(t · X) = X · exp(t · X) = exp(t · X) · X, ∀t ∈ R.

Per l’unicità della soluzione del problema di Cauchy, otteniamo allora che x(t) =

exp(t · X) è la soluzione dei sistemi di equazioni differenziali ordinarie in (1.6). La
(1.7) è di immediata verifica, perché l’azione aggiunta del gruppo lineare commuta
con le potenze delle matrici. Poiché matrici simili hanno lo stesso determinante
e la stessa traccia, possiamo ricavare la (1.5) dal fatto che ogni matrice comples-
sa è simile ad una triangolare (ad esempio) superiore, come si può dimostrare, ad
esempio, utilizzando la forma di Jordan. Per una matrice diagonale superiore X, gli
elementi della diagonale sono i suoi autovalori ed il suo esponenziale è una matri-
ce ancora triangolare superiore i cui elementi sono gli esponenziali degli elementi
corrispondenti della diagonale di X. Poiché l’esponenziale di un numero comples-
so è diverso da 0, in particolare, per la (1.5), gli esponenziali di matrici hanno
determinante diverso da zero e sono perciò matrici invertibili.

Questo completa la dimostrazione. �

Si verifica facilmente che

Lemma 1.2. Se X,Y ∈ Mn(C) ed X·Y = Y ·X, allora exp(X+Y) = exp(X) · exp(Y).
�

Osserviamo che in generale la regola che l’esponenziale della somma sia ugua-
le al prodotto degli esponenziali degli addendi non vale per matrici che non com-
mutino tra loro.

Proposizione 1.3. L’esponenziale è surgettivo da Mn(C) sul gruppo GLn(C)
delle matrici complesse invertibili.
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Dimostrazione. Utilizzando il fatto che ogni matrice complessa è simile ad
una matrice di Jordan, è sufficiente verificare che, per ogni intero positivo n, un
blocco di Jordan superiore di ordine n con diagonale non nulla

(1.8) Jn(λ) =



λ 1
λ 1

. . .
. . .

λ 1
λ


appartiene ad exp(Mn(C)). Abbiamo Jn(λ) = S (In + N) = (In + N), con S = λ · In
ed N = λ−1 Jn(0). La matrice N è nilpotente e quindi (I + N) ammette un unico
logaritmo nilpotente, dato dal polinomio

(1.9) N′ = log(In + N) =
∑n

h=1

(−1)h+1

h
Nh.

Abbiamo cioè exp(N′) = (In + N). Possiamo poi scegliere una determinazione
del logaritmo complesso di λ, ponendo ad esempio µ = log(|λ|) + i arg(λ) con
−π < arg(λ) ≤ π. Poiché N′ commuta con le matrici diagonali, posto S ′ = µ · In,
otteniamo

exp(S ′ + N′) = exp(S ′) · exp(N′) = S · (In + N) = Jn(λ).

Questo completa la dimostrazione. �

Osserviamo che non tutte le matrici reali invertibili sono esponenziali di ma-
trici reali. Ad esempio, per la (1.5), gli esponenziali di matrici reali hanno de-
terminante positivo. Questa condizione non è però sufficiente. Ad esempio la
matrice

A =

(
−1 1
0 −1

)
non si può scrivere come l’esponenziale di una matrice reale.

Supponiamo per assurdo che ci sia una matrice X ∈ M2(R) tale che A = exp(X).
Allora B = exp(X/2) sarebbe una matrice di M2(R) per cui B2 = A. Avremmo
allora

B =

(
a b
c d

)
=⇒


a2 + bc = −1,
(a + d)b = 1,
c(a + d) = 0,
d2 + bc = −1

=⇒


c = 0,
a2 = −1,
d2 = −1,
(a + d) · b = 1,

ma queste equazioni non hanno soluzioni reali.

1.1. Esponenziale di matrici hermitiane simmetriche. Ricordiamo che ab-
biamo indicato con

pn(C) = {X ∈ Cn×n | X∗ = X}

lo spazio vettoriale reale delle matrici hermitiane simmetriche di ordine n e con

Pn(C) = {x ∈ pn(C) | x > 0}
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il cono convesso delle hermitiane simmetriche definite positive. Poniamo ancora

pn,0(C) = pn(C) ∩ sln(C), Pn,0(C) = Pn(C) ∩ SLn(C),

pn(R) = pn(C) ∩ Rn×n, P (n,R) = Pn(C) ∩ Rn×n,

pn,0(R) = pn(R) ∩ sln(R), Pn,0(R) = Pn(R) ∩ SLn(R).

Proposizione 1.4. L’esponenziale di matrici è un’applicazione bigettiva

(1.10) exp : pn(C) −→ Pn(C)

che si restringe a corrispondenze biunivoche di pn,0(C) su Pn,0(C), di pn(R) su
Pn(R) e di pn,0(R) su Pn,0(R).

Dimostrazione. Poiché Pn(C) è un cono convesso, possiamo definire il loga-
ritmo di una matrice Hermitiana definita positiva mediante la fomula

(1.11) log(x) =

∫ 1

0
[(1 − t) In + t · x]−1(x − In) dt.

Per verificare che questa sia l’inversa di (1.10), osserviamo che ogni x ∈ Pn(C) si
può diagonalizzare in una base ortonormale: vi è quindi una matrice u ∈ U(n) tale
che

(∗) u−1x u = u∗x u = diag(λ1, . . . , λn), con λi > 0 per 1 ≤ i ≤ n.

Allora, per la linearità dell’integrale,

u∗ log(x) u =

∫ 1

0
diag

(
λ1 − 1

1 + t(λ1 − 1)
, . . . ,

λn − 1
1 + t(λn − 1)

)
dt

= diag(log λ1, . . . , log λn)

e quindi exp(log(x)) = x per ogni x ∈ Pn(C). Viceversa, una X ∈ pn(C), si
diagonalizza in una base ortonormale: possiamo cioè trovare u ∈ U(n) tale che

u−1X u = u∗X u = diag(µ1, . . . , µn), con µi ∈ R, per 1 ≤ i ≤ n.

Abbiamo allora

u∗ log(exp(X))u =

∫ 1

0
diag

(
eµ1 − 1

1 + t(eµ1−1)
, . . . ,

eµn − 1
1 + t(eµn−1)

)
dt = u∗X u,

e quindi log(exp(X)) = X per ogni X ∈ pn(C). Le ultime affermazioni seguono
dal fatto che det(exp(X)) = etraccia(X) e che l’esponenziale trasforma matrici reali in
matrici reali. �

1.2. Logaritmo di matrici. Se x ∈ GLn(C) non ha autovalori reali negativi,
allora [(1−t)In+t x] è invertibile per ogni t nell’intervallo [0, 1] ed i coefficienti della
matrice inversa sono funzioni razionali, ed in particolare continue, di t. Possiamo
allora calcolare l’integrale (1.11), ottenendo una matrice X tale che exp(X) = x.
Infatti, ripetendo la dimostrazione della Proposizione 1.4, è facile verificare l’u-
guaglianza nel caso in cui x sia diagonalizzabile. Poiché ogni matrice invertibile
priva di autovalori reali negativi è limite di una successione di matrici diagonalizza-
bili invertibili e prive di autovalori reali negativi, per continuità la formula continua
a valere anche per matrici non diagonalizzabili. Vale quindi la
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Proposizione 1.5. Se x ∈ GLn(C) è una matrice invertibile priva di autovalori
reali negativi, allora

(1.12) x = exp(X), con X =

∫ 1

0
[(1 − t) In + t · x]−1 · (x − In) · dt. �

2. Algebre di Lie

Definizione 2.1. Si dice algebra di Lie su un campo K un’algebra g su K il cui
prodotto1, che indichiamo con

g × g 3 (X,Y)→ [X,Y] ∈ g ,

sia antisimmetrico e soddisfi l’identità di Jacobi:

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X,Y]] = 0 ∀X,Y,Z ∈ g.

Osservazione 2.1. Se il prodotto in g è antisimmetrico, il primo membro del-
l’identità di Jacobi è un’applicazione trilineare alternata. Per verificare che g sia
un’algebra di Lie sarà quindi sufficiente verificare

• che [X, X] = 0 ∀X ∈ g
• che l’identità di Jacobi valga per ogni terna di vettori distinti di una base

di g come spazio vettoriale.

Esempio 2.1. Sia V un qualsiasi spazio vettoriale su un campo K. Allora V è
un’algebra di Lie con il prodotto

V × V 3 (v1, v2)→ 0 ∈ V.

Definizione 2.2. Un’algebra di Lie in cui il prodotto di due qualsiasi elementi
sia 0 si dice abeliana.

Esempio 2.2. Sia V uno spazio vettoriale su K e sia glK(V) lo spazio vettoriale
su K di tutti gli endomorfismi lineari di V . Allora glK(V) è un’algebra di Lie su K
rispetto all’operazione di commutazione di endomorfismi K-lineari:

glK(V) × glK(V) 3 (X,Y)→ [X,Y] = X ◦ Y − Y ◦ X ∈ glK(V).

Abbiamo infatti, se X,Y,Z ∈ glK(V):

[X, [Y,Z]] =X ◦ (Y ◦ Z − Z ◦ Y) − (Y ◦ Z − Z ◦ Y)X
=X ◦ Y ◦ Z − X ◦ Z ◦ Y − Y ◦ Z ◦ X + Z ◦ Y ◦ X

e analogamente

[Y, [Z, X]] = Y ◦ Z ◦ X − Y ◦ X ◦ Z − Z ◦ X ◦ Y + X ◦ Z ◦ Y,

[Z, [X,Y]] = Z ◦ X ◦ Y − Z ◦ Y ◦ X − X ◦ Y ◦ Z + Y ◦ X ◦ Z.

Sommando membro a membro, da queste tre uguaglianze otteniamo l’identità di
Jacobi.

1Ricordiamo che un’algebra su un campo K è il dato di uno spazio vettoriale A su K e di
un’applicazione bilineare A × A 3 (a, b)→ a · b ∈ A.
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In particolare, gln(K) è un’algebra di Lie su K rispetto all’operazione di com-
mutazione di matrici:

gln(K) × gln(K) 3 (X,Y)→ [X,Y] = X · Y − Y · X ∈ gln(K).

Se il campo K è una estensione del campo F, possiamo considerare gln(K) come
un’algebra di Lie su F per restrizione del campo degli scalari. Ad esempio, gln(C)
si può anche considerare come un’algebra di Lie reale (di dimensione 2n2).

Definizione 2.3. Un’applicazione lineare φ : g→ h tra due algebre di Lie g ed
h sullo stesso campo K si dice un omomorfismo di algebre di Lie se

φ([X,Y]) = [φ(X),φ(Y)] ∀X,Y ∈ g.

Una rappresentazioneK-lineare di un’algebra di Lie g suK è un omomorfismo
di g nell’algebra di Lie glK(V).

Se kerφ = {0}, la rappresentazione φ si dice fedele.

Una rappresentazione fedele permette di identificare g ad una sottoalgebra di
Lie di endomorfismi di uno spazio vettoriale.

Esempio 2.3. Il prodotto vettore

R3 × R3 3 (v ,w )→ v × w ∈ R3

definisce su R3 una struttura di algebra di Lie.

Se a e b sono sottospazi vettoriali di un’algebra di Lie g, indichiamo con [a, b]
il sottospazio vettoriale generato dagli elementi [X,Y] al variare di X in a e di Y in
b. Poiché il prodotto è antisimmetrico, [a, b] = [b, a].

Un sottospazio vettoriale a di g si dice
• una sottoalgebra di Lie di g se [a, a] ⊆ a,
• un ideale di g se [a, g] ⊆ a.

Lemma 2.2. Se φ : g → h è un omomorfismo di algebre di Lie, allora kerφ è
un ideale di g e φ(g) una sottoalgebra di Lie di h.

Se a è un ideale di g, allora vi è un’unica struttura di algebra di Lie su g/a che
renda la proiezione π : g→ g/a un omomorfismo di algebre di Lie. �

Nel 1935 il matematico russo Igor Dmitrievich Ado2 dimostrò che tutte le algebre
di Lie di dimensione finite si possono considerare come algebre di matrici.

Teorema 2.3 (Ado). Ogni algebra di Lie G di dimensione finita su un campo
K ammette una rappresentazione lineare fedele. �

Utilizzando questo risultato possiamo, nello studio di algebre di Lie di dimen-
sione finita su K, supporre che siano sottoalgebre di gln(K).

2I. D. Ado, Note on the representation of finite continuous groups by means of linear substitu-
tions, Izv. Fiz.-Mat. Obsch. (Kazan’), 7 (1935) pp. 1-43, in russo. I.D. Ado (1910-1983) ottenne
questo fondamentale teorema nella sua tesi, discussa sotto la direzione di Nikolai Chebotaryov.
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3. Algebra di Lie di un gruppo lineare

In questo paragrafo studieremo la relazione tra sottoalgebre di Lie di gln(C) e
sottogruppi di GLn(C).

Definizione 3.1. Sia G un sottogruppo chiuso3 del gruppo lineare. Chiamiamo

(3.1) g = {X ∈ gln(C) | exp(t · X) ∈ G, ∀t ∈ R}

la sua algebra di Lie.

Occorre naturalmente verificare che g sia un’algebra di Lie reale, che cioè con-
tiene sia le combinazioni lineari che il commutatore di ogni coppia di suoi elementi.
Si può ancora provare che l’immagine di g mediante l’applicazione esponenziale
genera la componente connessa dell’identità di G, cioè il sottogruppo formato da
tutte le matrici x di G che sono estremi x = x(1) di applicazioni continue x(t),
definite su [0, 1] ed a valori in G, con x(0) = In.

Lemma 3.1. Sia G un sottogruppo chiuso di GLn(C) ed x(t) un cammino di
classe C 1 in G con x(0) = In. Allora ẋ(0) ∈ g.

Dimostrazione. Utilizziamo la notazione log(x) per indicare la matrice defi-
nita dall’integrale (1.11), per x che varia nell’insieme delle matrici invertibili che
non hanno autovalori reali negativi. Osserviamo che, se ‖x − In‖ < 1, allora x è
invertibile e non ha autovalori reali negativi. Infatti,

‖(λIn − x) · v‖ ≥ ‖(λ − 1)v‖ − ‖(x − I) · v‖ > (|λ − 1| − 1) · ‖v‖, ∀v ∈ Cn \ {0}

ci dice che (λIn − x) · v , 0 se λ ≤ 0 e v , 0. Il logaritmo (1.11) è quindi ben
definito se ‖x − In‖ < 1.

Sia ora x(t) un arco differenziabile a valori in G, con x(0) = In. Per continuità,
possiamo trovare 0 < t0 ≤ 1 tale che ‖x(t) − In‖ < 1 se 0 ≤ t ≤ t0. Allora, per
0 < t < t0, abbiamo x(t) = exp(t · Xt) con

Xt =
1
t

∫ 1

0
[(1 − s)In − s · x(t)]−1 · (x(t) − In) · ds.

È poi X0 = limt→0 Xt = ẋ(0). Infatti

Xt =

∫ 1

0
[(1 − s)In + s · x(t)]−1 ·

x(t) − In

t
· ds −−−−→

t→0
X0 =

∫ 1

0
ẋ(0) = ẋ(0)

per passaggio al limite sotto il segno d’integrale. Per ogni t > 0 ed ogni intero
positivo m con m · t < t0, abbiamo x(t/m) = exp((t/m) ·Xt/m) e quindi exp(t ·Xt/m) =

[x(t/m)]m ∈ G. Poiché l’esponenziale è un’applicazione continua, otteniamo che

exp(t · X0) = lim
m→∞

exp(t · Xt/m) = lim
m→∞

[x(t/m)]m.

Per l’ipotesi che il gruppo G fosse chiuso, il limite della successione [x(t/m)]m

è ancora un elemento di G e questo dimostra che exp(t X0) ∈ G per ogni t ≥ 0.
Allora anche exp(−t X0) = [exp(t X0]−1 ∈ G perché G è un gruppo. Questo prova
che X0 = ẋ(0) ∈ g. �

3Ciò significa che, se {xν} è una successione di matrici di G che converge ad una matrice
invertibile x∞, allora anche x∞ ∈ G.
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Proposizione 3.2. Se G è un sottogruppo chiuso di GLn(C), allora l’insieme g
definito dalla (3.1) è un’algebra di Lie reale.

Dimostrazione. Per definizione, se X ∈ g, anche λ · X ∈ g per ogni numero
reale λ. Se X1 ed X2 sono matrici di g, allora x(t) = exp(t · X1) · exp(t · X2) è una
curva differenziabile a valori in G con x(0) = In e quindi ẋ(0) = X1 + X2 ∈ g per
il Lemma 3.1. Consideriamo ora la curva y(t) in G, definita per t ≥ 0 da y(t) =

exp(
√

t · X1) exp(
√

t · X2) exp(−
√

t · X1) exp(−
√

t · X1). Utilizzando l’espressione
dell’esponenziale come serie, otteniamo

y(t) =
∑∞

h1,h2,h3,h4=0

(−1)h3+h4 · t(h1+h2+h3+h4)/2

h1!h2!h3!h4!
Xh1

1 Xh2
2 Xh3

1 Xh4
2

= In + t ·
∑

hi≥0,
h1+h2+h3+h4=2

(−1)h3+h4 · t(h1+h2+h3+h4)/2

h1!h2!h3!h4!
Xh1

1 Xh2
2 Xh3

1 Xh4
2

= In + t · (X1 · X2 − X2 · X1) + 0(t3/2) = In + t · [X1, X2] + 0(t3/2).

Questo dimostra che y(t) è di classe C 1 e che ẏ(0) = [X1, X2]. Per il Lemma 3.1
possiamo concludere che g contiene anche il commutatore di ogni sua coppia di
matrici ed è perciò un’algebra di Lie. �

Per dimostrare che l’esponenziale della sua algebra di Lie genera la compo-
nente connessa dell’identità di G, utilizziamo il seguente risultato sull’applicazione
esponenziale che è facile conseguenza del teorema delle funzioni implicite.

Proposizione 3.3. Se gln(C) = V1 ⊕ · · · ⊕Vm è una decomposizione di gln(C) in
una somma diretta di suoi sottospazi vettoriali reali, allora l’applicazione

(3.2) gln(C) = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm 3 (X1, . . . , Xm) −→ exp(X1) · · · exp(Xm) ∈ GLn(C)

è biunivoca e continua con la sua inversa da un intorno di 0 in gln(C) su un intorno
di In in GLn(C).

Idea della dimostrazione. L’applicazione (3.2) è differenziabile di classe C∞

e la sua matrice Jacobiana in 0 è l’identità. Per il teorema delle funzioni implicite,
l’applicazione ammette in 0 un’inversa locale di classe C∞. �

Sia G′ il sottogruppo di G generato da exp(g). Dico che G′ è un intorno del-
l’identità in G. Se cosı̀ non fosse, potremmo trovare una successione {xν}ν∈N di
elementi di G non appartenenti a G′, con limν→∞ xν = In. Utilizzando la Proposi-
zione 3.3, fissato un complemento R-lineare V di g in gln(C), possiamo supporre
che tutti gli elementi xν appartengano ad un intorno W di In in GLn(C) tale che,
per intorni U e V di 0, rispettivamente in g ed in V, la

U × V 3 (X,Y) −→ exp(X) · exp(Y) ∈ W

sia bigettiva e continua con la sua inversa.
Abbiamo allora xν = exp(Xν) · exp(Yν) con Xν ∈ U ed Yν ∈ V . In particolare,

exp(Yν) = exp(−Xν)·xν ∈ G.Ricordiamo che, per ipotesi, Yν , 0 e quindi possiamo
definire una successione d’interi positivi {mν} ponendo

mν ≤ ‖Yν‖ < mν + 1.
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Poiché la successione {‖Yν‖} è infinitesima, a meno di passare ad una sottosucces-
sione possiamo supporre che {mν} sia crescente ed illimitata e che {mν ·Yν} converga
ad una matrice Y di V. Abbiamo ‖Y‖ = 1 ed, in particolare, Y , 0.

Per ogni coppia d’interi p, q con q > 0 sia

p · mν = q · sν + rν, con sν, rν ∈ Z, e 0 ≤ rν < q.

Allora,

exp
(

p
q · Y

)
= lim
ν→∞

exp
(

p·mν

q Yν
)

= lim
ν→∞

exp
(
(sν +

rν
q )Yν) = lim

ν→∞

(
exp(Yν)

)sν ,

perché { rνq Yν} è infinitesima. Poiché per ipotesi G è chiuso, exp( p
q ·Y) ∈ G per ogni

p ∈ Z e q > 0, cioè che exp(t · Y) ∈ G per ogni t razionale. Utilizzando ancora
la chiusura di G e la continuità dell’esponenziale, ne segue che exp(tY) ∈ G per
ogni t reale, cioè che Y ∈ g. Questo contraddice il fatto che 0 , Y ∈ V. Abbiamo
ottenuto cosı̀ il

Teorema 3.4. Se G è un sottogruppo chiuso di GLn(C) e g la sua algebra
di Lie, allora l’esponenziale di g genera un sottogruppo chiuso di GLn(C) che
contiene un intorno dell’identità di G e coincide con il sottogruppo G0 formato da
tutti gli elementi di G che si possono congiungere all’identità con un arco continuo.

Idea della dimostrazione. Nella discussione precedente, abbiamo mostrato che
exp(g) contiene un intorno dell’identità di G, cioè l’intersezione di G con un intor-
no dell’identità in GLn(C). Per completare la dimostrazione dovremmo utilizzare
alcune sempllci nozioni di topologica generale, dopo aver osservato che, posto

U = exp(g) ed Um = {x1 · · · xm | xi ∈ U}, è G0 =
⋃

m>0
Um. �

4. Dimostrazione della decomposizione di Cartan

Utilizzando la Proposizione1.4, possiamo riformulare il teorema sulla decom-
posizione polare delle matrici invertibili nel modo seguente.

Teorema 4.1. Le applicazioni

(4.1)



U(n) × pn(C) 3 (u, X) −−−−−→ u · exp(X) ∈ GLn(C),

SU(n) × pn,0(C) 3 (u, X) −−−−−→ u · exp(X) ∈ SLn(C),

O(n) × pn(R) 3 (u, X) −−−−−→ u · exp(X) ∈ GLn(R),

SO(n) × pn,0(R) 3 (u, X) −−−−−→ u · exp(X) ∈ SLn(R),

sono corrispondenze biunivoche.

Dimostrazione. Sia x ∈ GLn(C). Allora x∗x ∈ Pn(C) e
√

x∗x = exp( 1
2 log(x))

è la sua unica radice quadrata in Pn(C). La u = x · [
√

x∗x]−1/2 soddisfa

u∗u = [
√

x∗x]−1/2 · x∗x · [
√

x∗x]−1/2 = In

ed è quindi un elemento di U(n). Abbiamo allora

x = u · exp(X) con u = x · [
√

x∗x]−1/2 ed X = 1
2 log(x∗x) e la
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(∗) GLn(C) 3 x −→ (x · [
√

x∗x]−1/2, 1
2 log(x)) ∈ U(n) × pn(C)

è un’applicazione che inverte la prima delle (4.1). Le inverse delle altre si ottengo-
no da (∗) per restrizione. �

Definizione 4.1. Un sottogruppo G di GL(n,C) si dice pseudo-algebrico4 se
può essere definito da

(∗) G = {x ∈ GLn(C) | f1(x, x∗) = ... = fN(x, x∗) = 0},

ove f1, ..., fN sono polinomi a coefficienti reali delle parti reali e immaginarie dei
coefficienti di x.

Chiamiamo autoaggiunto5 un sottogruppo G di GLn(C) che contiene gli ag-
giunti dei suoi elementi.

I gruppi classici della lista di Cartan, che definiremo nel seguito, sono tutti
pseudoalgebrici e le funzioni che li definiscono possono essere scelte in modo da
renderli, a meno di isomorfismi, autoaggiunti. Il seguente teorema ci dà un metodo
per calcolare la loro decomposizione di Cartan che ci permette di rappresentar-
li come prodotto cartesiamo del sottogruppo compatto G ∩ U(n) e dell’immagi-
ne, mediante un’applicazione bigettiva definita dalla restrizione dell’applicazione
esponenziale, di uno spazio euclideo Rk.

Teorema 4.2. Sia G un sottogruppo pseudo-algebrico ed autoaggiunto di GLn(C),
con algebra di Lie g. Allora l’applicazione

(4.2) (G ∩ U(n)) × (g ∩ pn(C)) 3 (u, X) −→ u · exp(X) ∈ G

è bigettiva e continua con la sua inversa.

Dimostrazione. Per il Teorema 4.1, ogni elemento x di G ⊂ GLn(C) si de-
compone in modo unico nel prodotto

x = u · p con u ∈ U(n), p ∈ Pn(C).

Poiché per ipotesi anche x∗ = p · u∗ = p ◦ u−1 ∈ G, il gruppo G contiene x∗x = p2.
Per la Proposizione 1.4, vi è un’unica matrice X ∈ pn(C) per cui p = exp(X).
Dobbiamo dimostrare che X ∈ g.

Le matrici hermitiane si possono diagonalizzare in una base ortonormale. Pos-
siamo cioè trovare una a ∈ U(n) tale che a · X · a∗ sia in forma diagonale:

a · X · a−1 = a · X · a∗ = diag(θ1, . . . , θn),

ove θ1, . . . , θn sono gli autovalori, reali, di X. Il sottogruppo ada(G) = a · G · a−1

è ancora pseudo-algebrico in GLn(C) e le sue matrici diagonali reali formano un

4I sottogruppi pseudoalgebrici sono ovviamente chiusi nella topologia di GLn(C) come
sottospazio di Cn×n.

5Questa definizione fu introdotta, in una situazione più generale, dal matematico americano
George Daniel Mostow (1923-2917). Tra i suoi contributi alla teoria dei gruppi di Lie c’è l’estensione
della decomposizione di Cartan agli spazi omogenei ed un teorema di rigidità che porta il suo nome.
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sottogruppo pseudo-algebrico Q di GLn(C). Possiamo perciò trovare un insie-
me finito di polinomi f1, ..., fN di R[x1, ..., xn] tali che una matrice diagonale reale
diag(ξ1, . . . , ξn) appartiene a Q se e soltanto se

f j(ξ1, ξ2, ..., ξn) = 0 per j = 1, ...,N.

Poiché p±2, p±4, . . . , p±2k, . . . appartengono ancora a G, abbiamo

f j(e2kθ1 , e2kθ2 , ..., e2kθn) = 0 ∀k ∈ Z, ∀ j = 1, ...,N.

Per concludere la dimostrazione utilizziamo il seguente

Lemma 4.3. Sia f : R → R una funzione esponenziale-polinomiale della
forma:

f (t) =

N∑
j=1

c jeb jt t ∈ R

con c j, b j ∈ R e bi , b j se i , j. Se f si annulla per ogni t ∈ Z \ {0}, allora f si
annulla per ogni t ∈ R.

Dimostrazione. Poniamo exp(b j) = ξ j e consideriamo la matrice

M(ξ1, ..., ξN) =



ξ1 ξ2 ξ3 . . . ξN
ξ2

1 ξ2
2 ξ2

3 . . . ξ2
N

ξ3
1 ξ3

2 ξ3
3 . . . ξ3

N
...

...
...

. . .
...

ξN
1 ξN

2 ξN
3 . . . ξN

N


.

Dico che
det M(ξ1, ..., ξN) = ξ1 · · · ξn ·

∏
1≤i< j≤N

(ξ j − ξi).

Infatti
det M(ξ1, ..., ξN) = ξ1 · ... · ξN · det V(ξ1, ..., ξN)

dove V(ξ1, ..., ξN) è la matrice di Vandermonde di ordine N:

V(ξ1, ...ξN) =


1 1 1 ... 1
ξ1 ξ2 ξ3 ... ξN
ξ2

1 ξ2
2 ξ2

3 ... ξ2
N

...
...

...
. . .

...
ξN−1

1 ξN−1
2 ξN−1

3 ... ξN−1
N


e sappiamo che

det V(ξ1, ..., ξN) =
∏

1≤i< j≤N

(ξ j − ξi).

In particolare, M(ξ1, ..., ξN) è una matrice invertibile e la relazione

(c1, ..., cN)M(ξ1, ..., ξN) = 0,

che equivale all’annullarsi di f (t) per t = 1, . . . ,N, implica che tutti i coefficienti
c1, . . . , cN , e quindi f (t), siano uguali a 0. �
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Concludiamo ora la dimostrazione del teorema. Per il lemma appena dimo-
strato,

f j(etθ1 , ..., etθn) = 0 ∀t ∈ R, j = 1, ...,N.
Quindi exp(2t(a · X · a∗)) ∈ Q per ogni t ∈ R e ciò prova che

X ∈ g ∩ pn(C).

Quindi p ∈ G e perciò u = g ◦ p−1 ∈ G ∩ U(n). L’applicazione

(G ∩ U(n)) × (g ∩ p(n)) 3 (u, X)→ u exp(X) ∈ G
è quindi surgettiva e continua. Anche la sua inversa

G 3 x→ (x ◦ (x∗x)−1/2, 1
2 log(x∗x)) ∈ (G ∩ U(n)) × (g ∩ pn(C))

è surgettiva e continua. �

Nella ricerca di una decomposizione di Cartan di un sottogruppo chiuso G di
GLn(C), con algebra di Lie g, potremo quindi seguire il seguente procedimento:

(1) Verificheremo che esso contenga l’aggiunto di ogni suo elemento;
(2) Calcoleremo g ∩ pn(C));
(3) Studieremo il sottogruppo compatto G ∩ U(n).

Osserviamo ancora che l’algebra di Lie di G∩U(n) è g∩ u(n) e che l’applicazione
esponenziale

g ∩ u(n) 3 X → exp(X) ∈ G ∩ U(n)
ha come immagine la componente connessa dell’identità in G ∩ U(n). Abbiamo
infatti

Teorema 4.4 (Cartan-Weyl-Hopf). Se G è un sottogruppo compatto e connesso
di GLn(C), con algebra di Lie g. Allora

g 3 X → exp(X) ∈ G
è surgettiva. �

Non diamo qui la dimostrazione di questo teorema6, la cui validità si può verifi-
care in modo diretto per ciascuno dei gruppi classici compatti SO(n), U(n), SU(n),
Sp(n), che compaiono nella decomposizione di Cartan dei gruppi classici.

6Possiamo introdurre su G una metrica Riemanniana invariante per le traslazioni a destra e a
sinistra; allora le geodetiche per l’origine sono tutti e soli i sottogruppi a un parametro di G. La tesi
segue allora dal fatto che l’identità e di G si può congiungere a un qualsiasi punto g ∈ G mediante
una geodetica γ : [0, 1] 3 t → exp(tX) ∈ G di lunghezza minima per cui γ(0) = e e γ(1) = g.



CAPITOLO 22

Alcuni gruppi classici

In questo capitolo raccogliamo alcune informazioni relative ai quaternioni ed
a gruppi classici che hanno importanti applicazioni in fisica.

1. I quaternioni e la struttura differenziale di SU(2), SO(3), SO(4)

I quaternioni formano un’algebra di divisione reale, associativa e normata, di
dimensione reale quattro, che denotiamo con H. Indichiamo con 1 l’identità del
prodotto e con i , j , k le sue unità immaginarie standard. Gli elementi 1, i , j , k for-
mano una base di H come spazio vettoriale reale. Una qualsiasi coppia di unità
immaginarie, ad esempio i , j , generano H come algebra reale. Il prodotto dei
quaternioni si può rappresentare mediante:

i

��
k

22

j]]
cioè


i · j = −j · i = k ,
j · k = −k · j = i ,
k · i = −i · k = j .

La a→ a·1 identifica i reali ad una sottoalgebra diH. Il prodotto di quaternioni
non è commutativo ed i numeri reali sono tutti e soli gli elementi del centro di H.

Il coniugio è l’involuzione R-lineare

H 3 q −→ q̄ ∈ H tale che 1̄ = 1, ī = −i , j̄ = −j , k̄ = −k .

I quaternioni lasciati fissi dal coniugio sono i reali, mentre un quaternione q con
q̄ = −q si dice immaginario. I quaternioni immaginari formano un sottospazio
reale V di dimensione tre (lo spazio dei vettori secondo Hamilton). Valgono le
proprietà

q1 · q2 = q̄2 · q̄1, q · q̄ = ‖q‖2 ∈ R+ e ‖q‖ = 0⇔ q = 0,

‖q1 · q2‖ = ‖q1‖ · ‖q2‖, (q1|q2) = Re (q1 · q̄2) è il prodotto scalare su H ' R4.

Il fatto che la norma del prodotto sia uguale al prodotto delle norme si esprime
dicendo che H è un’algebra normata. Abbiamo in particolare:

Lemma 1.1. Con la restrizione del prodotto di quaternioni

S3 = {q ∈ H | ‖q‖ = 1}

è un gruppo di Lie compatto. �

445
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Un quaternione q si scrive in modo unico come una somma q = t + v di un
numero reale t e di un quaternione immaginario v ∈ V. Otteniamo

Re (q1 · q2) = Re (q2 · q1) = t1t2 − v1 · v2, Im (q1 · q2) = t1v2 + t2v1 + v1 × v2

e quindi la parte reale del prodotto di due quaternioni è un prodotto di Minkowski
(di segnatura (1, 3)) su H ' R4, mentre nella parte immaginaria compare, come
addendo antisimmetrico, il prodotto vettore.

Possiamo identificare i numeri complessi alla sottoalgebra di H generata da un
qualsiasi quaternione non reale. In particolare, C ' {a · 1 + b · i | a, b ∈ R}. Poiché
la moltiplicazione di un quaternione per un numero complesso non è commutati-
va, quando considereremo H come uno spazio vettoriale complesso di dimensione
due sarà necessario distinguere lo spazio vettoriale a destra (possiamo moltiplica-
re a destra per uno scalare complesso) dallo spazio vettoriale a sinistra (possiamo
moltiplicare a sinistra per uno scalare complesso). Fissato un quaternione a, la
H 3 q → a · q ∈ H è C-lineare a destra, mentre la H 3 q → q · a ∈ H è C-lineare a
sinistra.

Lemma 1.2. Se a ∈ S3, allora σa(q) = −a · q̄ · a è la simmetria ortogonale di
R4 ' H di vettore a.

Dimostrazione. La σa è R-lineare. Abbiamo σa(a) = −a · ā · a = −a. Se q ⊥ a,
allora Re (a · q̄) = 0. Ciò significa che a · q̄ è un quaternione immaginario e perciò

Re (a · q̄) = 0 =⇒ a · q̄ = −a · q̄ = −q · ā =⇒ −a · q̄ · a = q · ā · a = q .

Quindi σa lascia fisso l’iperpiano dei quaternioni ortogonali ad a e trasforma a nel
suo opposto: è perciò la simmetria euclidea di vettore a di R4 ' H. �

Dati due quaternioni a, b ∈ H, definiamo la mappa

(1.1) ρa,b : H 3 q −→ a · q · b ∈ H.

Proposizione 1.3. L’applicazione

π : S3 × S3 3 (a, b) −→ ρa,b̄ ∈ SO(4)

è un omomorfismo surgettivo di gruppi di Lie ed un rivestimento a due fogli.

Dimostrazione. Il fatto che π sia un omomorfismo di gruppi segue subito dal
fatto che ρa1,b1 ◦ρa2,b2 = ρa1·a2,b2·b1 , per ogni a1, a2, b1, b2 ∈ H. Poiché H è un’algebra
normata, è ‖ρa,b̄(q)‖ = ‖q‖ per ogni q ∈ H se a, b ∈ S3. Quindi π(S3×S3) ⊆ O(4) ed
in effetti π(S3 × S3) ⊆ SO(4) perché π(S3 × S3) è connesso. Poiché ogni elemento
di SO(4) è prodotto di un numero pari di simmetrie vettoriali, la π è surgettiva per
il Lemma 1.2. Infine, se ρa,b̄ = id, allora a · q = q · b per ogni quaternione q . Perciò
a = b ∈ S3 è un quaternione che commuta con ogni altro quaternione e quindi un
numero reale di norma 1, cioè ±1. �

Proposizione 1.4. L’applicazione

π : S3 3 a −→ ρa,ā ∈ SO(3)

è un omomorfismo surgettivo di gruppi di Lie ed un rivestimento a due fogli.
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Dimostrazione. Possiamo identificare SO(3) al sottogruppo di SO(4) delle
trasformazioni che fissano tutti i punti della retta reale in H. Osserviamo che, se
a, b ∈ S3, allora

ρa,b̄(1) = 1 ⇐⇒ a · b̄ = 1 ⇐⇒ a = b.

La tesi è quindi conseguenza della Proposizione 1.3. �

Consideriamo su H la struttura di spazio vettoriale complesso a destra. La
norma soddisfa ‖q · τ‖ = |τ| · ‖q‖ per ogni q ∈ H ed ogni τ ∈ C ed è dunque associata
ad un prodotto scalare Hermitiano. Il gruppo U(2) delle trasformazioni unitarie di
H ' C2 si identifica allora al gruppo delle trasformazioni C-lineari di SO(4).

Proposizione 1.5. L’applicazione

π : S3 × S1 3 (a, τ) −→ ρa,τ ∈ U(2)

è un omomorfismo surgettivo di gruppi di Lie ed un rivestimento a due fogli. Essa
definisce per restrizione un ismomorfismo di gruppi di Lie

S3 3 a ←→ ρa,1 ∈ SU(2).

Dimostrazione. La prima affermazione segue dal fatto che ρa,b è C-lineare a
destra se e soltanto se τ è un numero complesso. Se indichiamo con Ra,τ l’ap-
plicazione C-lineare corrispondente a ρa,τ, si verifica facilmente che det(Ra,τ) =

‖a‖2 · τ2 = τ2 se (a, τ) ∈ S3 × S1. Da questa osservazione segue la seconda
affermazione della proposizione. �

Corollario 1.6. Abbiamo i seguenti diffeomorfismi di classe C ω:

SO(3) ' RP3, SO(4) ' S3 × RP3, SU(2) ' S3, U(2) ' S1 × S3. �

2. I gruppi SL2(C), Sp1(C), SO3(C), SL2(R), SO(1, 2)

Sia e1, e2 la base canonica di C2. Definiamo una forma alternata non degenere
ω su C2 ponendo

(2.1) v ∧ w = ω(v ,w ) · e1 ∧ e2, ∀v ,w ∈ C2.

Il gruppo Sp(1,C) consiste delle trasformazioni lineari di C2 che lasciano invariata
la forma ω e dunque coincide con SL2(C).

La traccia del prodotto

(2.2) κ(X,Y) = traccia(XY) =
∑n

i, j=1
xi, jy j,i, X = (xi, j),Y = (yi, j) ∈ Mn(C),

è una forma bilineare e simmetrica non degenere sullo spazio vettoriale Mn(C)
delle matrici complesse n × n.

Fissiamo n = 2 e consideriamo la restrizione della forma (2.2) al sottospazio
sl2(C), di dimensione tre, delle matrici di M2(C) con traccia nulla. Una sua base
consiste delle matrici (

1 0
0 −1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
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ed in tale base la matrice associata alla restrizione κ della forma (2.2) ad sl2(C) è2 0 0
0 0 1
0 1 0

 .
Poiché κ è simmetrica e non degenere, il gruppo delle trasformazioni lineari di
sl2(C) che lasciano κ invariante si può identificare al gruppo ortogonale comples-
so O(3,C).

Per ogni a ∈ GL2(C), l’applicazione12

Ad(a) = Ada : M2(C) 3 X → aXa−1 ∈ M2(C)

è un isomorfismo dell’anello degli endomorfismi lineari di C2 che preserva le
tracce. Trasforma quindi sl2(C) in sé e preserva la forma κ.

Proposizione 2.1. L’applicazione

(2.3) SL2(C) 3 a −→ Ada ∈ SO(3,C)

è un epimorfismo di gruppi di Lie con nucleo {±I2}.

Dimostrazione. Abbiamo κ(X2) = −2 det(X), per ogni X ∈ sl2(C). Infatti, se
a, b, c ∈ C, allora risulta

κ

((
a b
c −a

)
,

(
a b
c −a

))
= traccia

(
a2 + bc 0

0 a2 + bc

)
= 2(a2 +bc) = −2 det

(
a b
c −a

)
.

Quindi una trasformazione C-lineare T di sl2(C) che preservi la forma κ preserva
sia la traccia che il determinante delle matrici di sl2(C) e quindi i loro autovalori. A
meno di comporre la T con un’opportuna Ada, con a ∈ SL2(C), possiamo supporre

che T lasci fissa la matrice Ω =

(
1 0
0 −1

)
e quindi il suo κ-ortogonale

H = Ω⊥ =

{(
0 a
b 0

)∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ C
}
.

Inoltre, poiché H è un piano iperbolico, la τ o lascia invarianti o scambia tra loro
le sue due rette isotrope{(

0 a
0 0

)∣∣∣∣∣∣ a ∈ C
}

e
{(

0 0
b 0

)∣∣∣∣∣∣ b ∈ C
}
.

Se T ∈ SO(3,C) allora lascia invarianti ciascuna delle due rette isotrope ed è quindi
della forma

T
(
0 a
b 0

)
=

(
0 λa
µb 0

)
, per ogni a, b ∈ C, con λ, µ ∈ C.

1La corrispondenza che associa ad ogni a ∈ GLn(C) la trasformazione lineare Ad(a) ∈
GLC(gln(C)) definita da Ada(X) = aXa−1 per X ∈ Cn×n è la rappresentazione aggiunta di GLn(C). Il
nucleo della rappresentazione aggiunta è costituito dai multipli dell’identità in GLn(C) e il luogo dei
punti fissi di Ad dai multipli dell’identità in Mn(C).

2Useremo nel seguito sia la notazione Ad(a) che Ada per indicare l’applicazione che associa ad
ogni matrice di Mn(K) la sua aggiunta rispetto ad a ∈ GLn(K).
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Da

2ab = κ

((
0 a
b 0

)
,

(
0 a
b 0

))
= κ

((
0 λa
µb 0

)
,

(
0 λa
λb 0

))
= 2λµ ab, ∀a, b ∈ C

segue che 0 , µ = λ−1. Se η è un numero complesso con η2 = λ, abbiamo allora

T = Ad
(
η 0
0 η−1

)
.

Questo dimostra che la (2.3) è un omomorfismo surgettivo e, considerando il caso
in cui λ = µ = 1, che il suo nucleo è ±I. �

Restringendoci alle matrici a coefficienti reali, otteniamo analogamente

Proposizione 2.2. L’applicazione

(2.4) SL2(R) 3 a −→ Ad(a) ∈ SO(1, 2)

definisce un omomorfismo surgettivo di SL2(R) sulla componente connessa dell’i-
dentità SO+(1, 2) di SO(1, 2), con nucleo {±I2}. �

Osservazione 2.3. Sia B ∈ M3(R) una matrice reale simmetrica di segnatura
(1, 2). Allora SO(1, 2) ' SOB(R). Gli elementi di SOB(R) trasformano in sé il
cono C = {v ∈ R3 | vᵀB v > 0}. Esso è formato da due componenti connesse, che
possiamo indicare con C+ e C−. La componente connessa SO+

B(R) dell’identità di
SOB(R) consiste delle x per cui Lx(C+) = C+ ed Lx(C−) = C−.

Le due componenti connesse si possono evidenziare anche utilizzando la de-

composizione di Cartan (Teorema 5.3 del Cap.16). Infatti, posto B =

(
1
−I2

)
, il

sottogruppo SO(1, 2)∩U(3) di SO(1, 2), è un suo sottogruppo compatto massimale,
e quindi un suo retratto di deformazione, e consiste delle matrici(

ε

a

)
con ε = ±1, a ∈ O(2) e det a = ε.

Osservazione 2.4. Se n > 2, possiamo ancora considerare sln(C) come uno spa-
zio ortogonale complesso di dimensione n2 − 1, con la forma bilineare simmetrica
κ definita dalla traccia del prodotto di matrici. L’applicazione aggiunta

Ad : SLn(C)→ SOκ(sln(C)) ' SOn2−1(C)

è ancora un omomorfismo di gruppi di Lie, che induce un isomorfismo di SLn(C)
(se n è dispari), o di SLn(C)/{±I} (se n è pari), con un sottogruppo di SOκ(sln(C)).

3. La quadrica di CP5 ed alcuni omomorfismi di gruppi
(SL4(C), SO6(C), SL4(R), SO+(3, 3), SU(4), SO(6))

Lo spazio vettoriale complesso Λ2(C4) dei due-vettori complessi alternati ha
dimensione sei. Siano e1, e2, e3, e4 i vettori della base canonica di C4 e definiamo
una forma bilineare simmetrica b su Λ2(C4) ponendo

(3.1) α ∧ β = b(α, β) · e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4, ∀α, β ∈ Λ2(C4),
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Nella base canonica

(3.2) e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e4 ∧ e2, e3 ∧ e4

di Λ2(C4) la matrice associata alla forma b è

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0


e quindi la forma è non degenere.

La b ci permette di rappresentare la grassmannianaGr2,4(C) dei piani per l’ori-
gine di C4 come i punti di una quadrica proiettiva. Ricordiamo che ogni elemento
di Λ2(C4) ha rango pari. L’elemento nullo ha rango 0, gli elementi di rango due
sono tutti e soli quelli che si possono scrivere nella forma v1∧ v2 con v1 e v2 linear-
mente indipendenti, mentre quelli di rango quattro si possono scrivere nella forma
v1 ∧ v2 + v3 ∧ v4 per una base v1, v2, v3, v4 di C4.

Lemma 3.1. Sia 0 , α ∈ Λ2(C4). Allora
(1) α è isotropo, cioè b(α,α) = 0 se e soltanto se α ha rango due;
(2) α è anisotropo, cioè b(α,α) , 0 se e soltanto se α ha rango quattro;
(3) se α = v1 ∧ v2 e β = w1 ∧w2 sono due elementi di rango due linearmente

indipendenti in Λ2(C4), allora b(α, β) = 0 se e soltanto se i due piani
〈v1, v2〉 e 〈w1,w2〉 hanno una retta in comune. �

Un due-piano di C4 si identifica, a meno di un fattore complesso, ad un elemen-
to di rango due di Λ2(C4). Quindi, come conseguenza del Lemma 3.1, possiamo
enunciare il

Corollario 3.2. La Grassmanniana Gr2(C4) dei due-piani di C4 si può iden-
tificare alla quadrica proiettiva complessa non degenere di CP5. �

Osservazione 3.3. In particolare Gr2(C4) è una sottovarietà analitica compat-
ta di dimensione reale otto. È anche una varietà complessa compatta liscia di
dimensione quattro.

Il gruppo delle trasformazioni C-lineari di Λ2(C4) ' C6 che preservano la
forma bilineare simmetrica b è il gruppo ortogonale complesso O6(C). Le matrici
di O6(C) hanno determinante ±1. Quelle di determinante 1 formano il sottogruppo
normale di indice due SO6(C). Più in generale, possiamo considerare il gruppo
CO6(C) delle matrici conformi, quelle cioè che trasformano la forma b in un suo
multiplo per uno scalare diverso da zero.

Abbiamo

Proposizione 3.4. Per ogni a ∈ GL4(C), l’applicazione C-lineare

(3.3) λ(a) : Λ2(C4)→ Λ2(C4), t.c. λ(a)(v1 ∧ v2) = a(v1) ∧ a(v2), ∀v1, v2 ∈ C
4
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soddisfa la condizione

(3.4) b(λ(a)(α), λ(a)(β)) = det(a)b(α, β), ∀α, β ∈ Λ2(C4)

ed è quindi conforme per b.
L’applicazione

(3.5) λ : GL4(C) −→ CO6(C)

è un epimorfismo di gruppi con nucleo {±I4}. Per restrizione otteniamo epimorfismi
di gruppi, entrambi con nucleo {±I4},

{a ∈ GL4(C) | det a = ±1}
λ
−−→ O6(C),(3.6)

SL4(C)
λ
−−→ SO6(C).(3.7)

Dimostrazione. La (3.4) ed il fatto che λ : GL4(C) → CO6(C) sia un omo-
morfismo di gruppi seguono dalle proprietà del determinante. Dimostriamo ora
che tale omomorfismo è surgettivo. Sia τ ∈ CO6(C). Poiché la τ trasforma ele-
menti isotropi di Λ2(C4) in elementi isotropi di Λ2(C4), possiamo pensarla come
una trasformazione che manda piani di C4 in piani di C4. Inoltre, poiché due piani
che si intersecano in una retta sono elementi isotropi non nulli distinti di Λ2(C4)
tra loro ortogonali rispetto alla forma b, la τ definisce una trasformazione dello
spazio proiettivo CP3 delle rette per l’origine di C4 che preserva le collineazioni.
Per il teorema fondamentale della geometria proiettiva l’applicazione è un’omo-
grafia, che si ottiene per passaggio al quoziente da un’applicazione b ∈ GL4(C).
Riscalando, otteniamo una a = k · b, con 0 , k ∈ C, tale che λ(a) = τ.

Una trasformazione a ∈ GL4(C) per cui λ(a) = I6 definisce l’omografia proiet-
tiva identica ed è quindi un multiplo dell’identità. Da questa osservazione seguono
tutte le altre affermazioni della proposizione. �

Osservazione 3.5. GL4(C) e CO6(C) sono varietà analitiche reali di dimensio-
ne 32 (e varietà analitiche complesse di dimensione 16) e la (3.5) un rivestimento
differenziabile a due fogli.

SL4(C) ed SO6(C) sono varietà analitiche di dimensione reale 30 (e varietà
analitiche complesse di dimensione 15) e la (3.7) un rivestimento differenziabile a
due fogli. Essendo semplicemente connesso, SL4(C) è il rivestimento universale
di SO6(C), che ha quindi gruppo fondamentale Z2.

La restrizione di b al sottospazio reale Λ2(R4) ' R6 è non degenere di segnatu-
ra (3, 3). Il gruppo delle trasformazioni R-lineari che la lasciano invariante è quindi
il gruppo ortogonale reale di segnatura (3, 3) ed otteniamo perciò

Proposizione 3.6. L’applicazione

(3.8) SL4(R)
λ
−−→ SO(3, 3)

è un epimorfismo di SL4(R) sulla componente connessa dell’identità SO+(3, 3) di
SO(3, 3), con nucleo {±I4}. �
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Osservazione 3.7. Il gruppo SL4(R) è connesso, ma non semplicemente con-
nesso (ha gruppo fondamentale Z2). Il gruppo SO(3, 3) ha due componenti con-
nesse. SL4(R) ed SO(3, 3) sono varietà analitiche reali di dimensione 15 e la (3.8)
un rivestimento differenziabile a due fogli della componente connessa dell’identità
SO+(3, 3) di SO(3, 3). Il gruppo fondamentale di SO+(3, 3) è Z2 × Z2.

Consideriamo su Λ2(C4) l’involuzione anti-C-lineare ?, definita sugli elementi
della base (3.2) mediante

?e1 ∧ e2 = e3 ∧ e4, ?e1 ∧ e3 = e4 ∧ e2, ?e1 ∧ e4 = e2 ∧ e3,

?e2 ∧ e3 = e1 ∧ e4, ?e4 ∧ e2 = e1 ∧ e3, ?e3 ∧ e4 = e1 ∧ e2.

Sugli elementi della base (3.2) la matrice associata alla forma Hermitiana simme-
trica

(3.9) h(α, β) = b(α, ?β), ∀α, β ∈ Λ2(C4)

è l’identità.

Lemma 3.8. Il gruppo delle trasformazioni C-lineari di Λ2(C4) che preservano
sia la forma simmetrica b che la forma Hermitiana simmetrica h è isomorfo al
gruppo ortogonale reale O(6).

Dimostrazione. Il sottospazio

V = {α ∈ Λ2(C4) | ?α = α}

è una forma reale3 di Λ2(C4). Le restrizioni a V di b ed h coincidono e definiscono
un prodotto scalare su V. Una trasformazione C-lineare τ di Λ2(C4) che preservi
sia b che h verifica

b(τ(α), τ(?β)) = b(α, ?β) = h(α, β) = h(τ(α), τ(β))

= h(τ(α), ?τ(β)), ∀α, β ∈ Λ2(C4).

Questo implica che ?τ = τ? e quindi che τ(V) = V , e la restrizione di τ a V
definisce un elemento di O(6). Viceversa, una trasformazione ortogonale su V si
estende in modo unico ad una trasformazione C-lineare su Λ2(C4), che preserva sia
b che h. �

Proposizione 3.9. Per restrizione, la trasformazione λ in (3.5), definisce epi-
morfismi di gruppi di Lie

{a ∈ U(4) | det(a) = ±1}
λ
−−→ O(6),(3.10)

SU(4)
λ
−−→ SO(6),(3.11)

con nucleo {±I4}.

3Una forma reale V di uno spazio complesso W è un suo sottospazio vettoriale reale tale che
V ∩ iV = {0} e W = V ⊕ iV .
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Dimostrazione. È sufficiente verificare che, se a ∈ GL4(C) e λ(a) preserva sia
b che h, allora a ∈ U(4) e ha determinante ±1. Il fatto che det(a) = ±1 segue
dalla (3.4). Inoltre, poiché λ(a) commuta con l’operatore ?, la a trasforma due-
piani ortogonali in due-piani ortogonali di C4. Da questo ricaviamo che è una
trasformazione C-lineare di C4 che preserva l’ortogonalità e quindi conforme per il
prodotto scalare Hermitiano di C4. Avendo determinante ±1 è allora unitaria. �

Osservazione 3.10. SU(4) ed SO(6) sono varietà differenziabili analitiche reali
connesse e compatte di dimensione 15. Il gruppo SU(4) è semplicemente connesso
e la (3.11) il rivestimento universale, a due fogli, di SO(6).

4. I gruppi Sp2(C), SO5(C), SO(5)

Fissiamo una forma alternata non degenere ω ∈ Λ2([C4]∗). Possiamo ad
esempio scegliere la forma a coefficienti reali

(4.1) ω = dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4,

dove abbiamo indicato con dx1, dx2, dx3, dx4 gli elementi della duale della base
canonica e1, e2, e3, e4 di C4.

Ricordiamo che il gruppo simplettico complesso Sp2(C) si può identificare al
gruppo delle trasformazioni C-lineari di C4 che preservano la forma alternata ω:

Sp2(C) = {a ∈ GL4(C) | ω(a(v1), a(v2)) = ω(v1, v2), ∀v1, v2 ∈ C
4}.

Possiamo considerare la ω come una forma lineare su Λ2(C4). In particolare,

(4.2) W = {α ∈ Λ2(C4) | ω(α) = 0}

è un sottospazio vettoriale complesso, di dimensione cinque, di Λ2(C4), ed

(4.3) e1 ∧ e2, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e3 ∧ e4, e1 ∧ e3 − e2 ∧ e4

ne definiscono una base. La restrizione a W della forma simmetrica b definita dalla
(3.1) ha in questa base la matrice

0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 2


ed è quindi non degenere. Osserviamo ancora che W è l’ortogonale, rispetto a b, di
e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4.

Quindi, le trasformazioni C-lineari di W che preservano b formano il gruppo
ortogonale complesso O5(C). Ogni τ ∈ SO5(C) si estende in modo unico ad una
τ̃ ∈ SO6(C), che coincide con τ su W e lascia fisso l’elemento e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4.
D’altra parte, una a ∈ GL4(C) la cui λ(a) lasci fisso e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4 appartiene al
sottogruppo Sp2(C). Otteniamo perciò

Lemma 4.1. L’applicazione

(4.4) Sp2(C) 3 a −→ λ(a)|W ∈ SO(5,C)

è un epimorfismo con nucleo {±I4}. �



454 22. ALCUNI GRUPPI CLASSICI

Osservazione 4.2. Sp2(C) ed SO(5,C) sono varietà analitiche reali connesse di
dimensione 20; Sp2(C) è semplicemente connesso e la (4.4) un rivestimento uni-
versale, differenziabile e a due fogli, di SO(5,C), che ha gruppo fondamentale Z2.

La restrizione della forma bilineare simmetrica b al sottospazio reale

WR = W ∩ Λ2(R4) = {α ∈ Λ2(R4) | ω(α) = 0} ' R5

è non degenere ed ha segnatura (3, 2). Poiché il gruppo delle trasformazioni che
preservano una forma bilineare simmetrica di segnatura (3, 2) è il gruppo ortogo-
nale O(2, 3), otteniamo

Proposizione 4.3. La restrizione dell’applicazione λ in (3.5) definisce un omo-
morfismo di gruppi

(4.5) Sp2(R) 3 a −→ λ(a)|WR ∈ SO(2, 3),

la cui immagine è la componente connessa dell’identità SO+(2, 3) di SO(2, 3), con
nucleo {±I4}. �

Osservazione 4.4. Sp2(R) ed SO(2, 3) sono varietà analitiche reali di dimen-
sione 10. Il gruppo Sp2(R) è connesso ed SO(2, 3) consiste di due componenti
connesse. La (4.5) è un rivestimento differenziabile a due fogli di SO+(2, 3). Il
gruppo fondamentale di Sp2(R) è Z e quello di SO(2, 3) è Z × Z2.

L’involuzione anti-C-lineare ? lascia invariante il sottospazio W e trasforma
l’elemento e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4 nel suo opposto. In particolare, gli elementi di W che
sono lasciati fissi da ? formano un sottospazio vettoriale reale LR di dimensione
cinque su cui la b definisce un prodotto scalare Euclideo. Otteniamo perciò:

Proposizione 4.5. La restrizione dell’applicazione λ in (3.5) definisce un epi-
morfismo di gruppi

(4.6) Sp(2) 3 a −→ λ(a)|LR ∈ SO(5),

con nucleo {±I4}. �

Osservazione 4.6. I gruppi di Lie Sp(2) e SO(5) sono varietà analitiche reali
connesse e compatte di dimensione 10; Sp(2) è semplicemente connesso e la (4.6)
è il rivestimento universale, differenziabile e a due fogli, di SO(5), che ha gruppo
fondamentale Z2.

Osservazione 4.7. In questo e nei precedenti paragrafi abbiamo dimostrato i
seguenti rivestimenti a due fogli:

SL4(C) −→ SO6(C), SL4(R) −→ SO+(3, 3), SU(4) −→ SO(6),

Sp(2,C) −→ SO5(C), Sp(2,R) −→ SO+(2, 3), Sp(2) −→ SO(5).

In ciascuna delle due righe, il primo è la forma complessa, il secondo la forma split
ed il terzo la forma compatta dell’omomorfismo.
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5. Rappresentazione spinoriale di alcuni gruppi di Lorentz

Le rappresentazioni spinoriali di SO+(1, 2), SO+(1, 3), SO+(1, 5), SO+(1, 9) si
ottengono, al variare dell’algebra di divisione normata K, facendo agire il gruppo
SL2(K) sullo spazio p2(K) delle matrici Hermitiane simmetriche di ordine due con
coefficienti in K. I quattro casi possibili4 per K sono R (reali), C (complessi), H
(quaternioni di Hamilton), O (ottonioni o ottave di Cayley) e ciascuno corrisponde
ad uno dei gruppi sopra elencati. Il punto centrale è osservare che, nonostante
H ed O non siano commutative ed O nemmeno associativa, i determinanti delle
matrici 2 × 2 Hermitiane simmetriche con coefficienti in K sono ben definiti, e
descrivono una forma quadratica reale di segnatura Lorentziana. Per il teorema di
Binet, le azioni aggiunte Hermitiane dei gruppi lineari SL2(K) su p2(K) definiscono
rivestimenti a due fogli dei gruppi di Lorentz, che ci permettono di identificare i
gruppi spinoriali, definiti come rivestimenti dei corrispondenti gruppi di Lorentz,
ai corrispondenti gruppi lineari speciali:

SL2(R) −→ SO+(1, 2),

SL2(C) −→ SO+(1, 3),

SL2(H) −→ SO+(1, 6),

SL2(O) −→ SO+(1, 9).

5.1. Il caso K = R. Sia p2(R) lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche
reali di ordine due. Il determinante

det
(
a b
b c

)
= ac − b2, a, b, c ∈ R,

è su p2(R) ' R3 una forma quadratica di segnatura (1, 2), che definisce su di esso
la struttura di uno spazio di Minkowski di dimensione tre. I suoi vettori di tipo
tempo sono le matrici simmetriche con determinante positivo, unione dei due coni
convessi

C+ = {X ∈ p2(R) | det(X)>0, traccia(X) > 0},

C− = {X ∈ p2(R) | det(X)>0, traccia(X)<0},

ed il gruppo O(1, 2) delle trasformazioni lineari di p2(R) che lasciano invariante la
forma del determinante ha i sottogruppi normali

SO(1, 2) = {ψ ∈ O(1, 2) | det(ψ) = 1} di indice 2,

O+(1, 2) = {ψ ∈ O(1, 2) | ψ(C+) = C+} di indice 2,

SO+(1, 2) = SO(1, 2) ∩O+(1, 2) di indice 4.

Il gruppo O(1, 2) ha quattro componenti connesse ed SO+(1, 2) è la componente
connessa dell’identità.

4La classificazione delle algebre di divisione normate fu ottenuta dal matematico tedesco Adol-
ph Hurwitz (1859-1919), in Über die Composition der quadratischen Formen von beliebig vielen
Variablen, Nachr. Ges. Wiss., Göttingen (1898), pp. 309-316.
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Il sottospazio p2,0(R) delle matrici reali simmetriche 2 × 2 con traccia nulla ha
dimensione due e su di esso il determinante definisce una forma definita negativa e
quindi una struttura Euclidea. Ogni trasformazione lineare ortogonale di p2,0(R) si
estende in modo unico ad una trasformazione di O+(1, 2) che lascia fissa la matrice
identità σ0 = I2. Le trasformazioni ψ ∈ O(1, 2) che lasciano fissa σ0 sono quelle
che preservano la traccia. È allora:

O(2) ' {ψ ∈ O+(1, 2) | traccia(ψ(X)) = traccia(X), ∀X ∈ p2(R)}.

Proposizione 5.1. Per ogni a ∈ SL2(R),

{φa : p2(R) 3 X −→ aXa∗ ∈ p2(R)} ∈ SO+(1, 2)(5.1)

e la φ : SL2(R) 3 a −→ φa ∈ SO+(1, 2)(5.2)

è un epimorfismo di gruppi di Lie ed un rivestimento differenziabile a due fogli.

Dimostrazione. La aXa∗ è simmetrica per ogni X ∈ p2(R) ed a ∈ GL2(R).
Quindi φa ∈ GLR(p2(R)). Per il teorema di Binet, φa ∈ O(1, 2) se a ∈ SL2(R) e φ
è a valori in SO+(1, 2) perché φ è continua ed SL2(R) connesso.

Verifichiamo che φ(SL2(R)) = SO+(1, 2). Fissiamo la base ortonormale

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
1 0
0 −1

)
, σ2 =

(
0 1
1 0

)
, di p2(R).

Sia ψ ∈ SO+(1, 2). La σ′0 = ψ(σ0) è una matrice simmetrica di determinante uno
e traccia positiva. Ha quindi due autovalori positivi, uno reciproco dell’altro, ed
esiste quindi una matice u0 ∈ SO(2) tale che

φu0(σ′0) = u0σ
′
0u∗0 = u0σ

′
0u−1

0 =

(
λ 0
0 λ−1

)
, con λ > 0.

Allora

a0 =

(
λ−1/2

λ1/2

)
u0 ∈ SL2(R) e φa0(σ′0) = σ0.

Conψ0 = φa0◦ψ ∈ SO+(1, 2) abbiamoψ0((σi)) = σ′′i , per i = 0, 1, 2, conσ′′0 = σ0.
La ψ0 lascia fissa σ0 e quindi conserva le tracce. In particolare σ′′1 ha traccia nulla
e determinante (−1) e σ′′2 si ottiene ruotando σ′′1 , sul piano p2,0(R), di un angolo
π/2. Risulta quindi determinata una a1 ∈ SO(2) tale che

φa1(σ′′1 ) = a1σ
′′
1 a∗1 = a1σ

′′
1 a−1

1 =

(
1 0
0 −1

)
, φa1(σ′′2 ) =

(
0 1
1 0

)
.

È perciò Idp2(R) = φa1 ◦ φa0 ◦ ψ = φa1a0 ◦ ψ. Quindi ψ = φa−1
0 a−1

1
e ciò prova che

φ è surgettiva su SO+(1, 2). Se φa = Idp2(R), allora da φa(σ0) = σ0 ricaviamo
che a ∈ SO(2). Poi, da φa(σ1) = aσ1a∗ = aσ1a−1 deduciamo che a è diagonale e
quindi uguale a ±Id2. �

Osservazione 5.2. La restrizione della (5.2) ad SO(2) dà un epimorfismo

SO2 3 a −→ {p2,0(R) 3 X → aXa∗ ∈ p2,0(R)} ∈ SO(2)

che è un rivestimento differenziabile a due fogli di SO(2) ' S 1.
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5.2. Il caso K = C. Indichiamo con p2(C) lo spazio vettoriale delle ma-
trici complesse 2 × 2 Hermitiane simmetriche: è uno spazio vettoriale reale di
dimensione quattro, su cui il determinante

det
(
x z
z̄ y

)
= xy − |z|2, x, y ∈ R, z ∈ C,

definisce una forma quadratica di segnatura (1, 3). Possiamo quindi identificare lo
spazio di Minkowski di dimensione quattro con lo spazio vettoriale p2(C), in cui
la forma quadratica fondamentale è data dal determinante. Il gruppo O(1, 3) delle
trasformazioni reali ortogonali rispetto a una forma simmetrica di segnatura (1, 3)
si identifica cosı̀ al gruppo delle φ ∈ GLR(p2(C)) tali che det(φ(X)) = det(X) per
ogni X ∈ p2(C).

Ricordiamo che il determinante di un elemento di O(1, 3) è uguale a ±1. I
suoi elementi di determinante uno formano il sottogruppo normale di indice due
SO(1, 3). Denotiamo con

C = {X ∈ p2(C) | det X > 0}

il cono aperto dei vettori di tipo tempo. Gli X di C hanno le componenti sulla dia-
gonale reali, non nulle e dello stesso segno. Il cono C è unione di due componenti
connesse e convesse

C = C+∪C−, con C+ = {X ∈ C | traccia(X) > 0} , C− = {X ∈ C | traccia(X) < 0}

ed un elemento φ di O(1, 3) o preserva o scambia tra loro C+ e C−. Abbiamo
quindi un altro sottogruppo di indice due

O+(1, 3) = {φ ∈ O(1, 3) | φ(C+) = C+, φ(C−) = C−}.

L’intersezione
SO+(1, 3) = SO(1, 3) ∩O+(1, 3)

è la componente connessa dell’identità di O(1, 3) ed è un sottogruppo normale di
O(1, 3) di indice quattro. Il gruppo SO+(1, 3) è il gruppo di Lorentz che definisce
la simmetria della relatività ristretta.

Possiamo identificare lo spazio Euclideo R3 al sottospazio p2,0(C) delle matrici
Hermitiane simmetriche a traccia nulla. La restrizione a p2,0(C) della forma fonda-
mentale è l’opposto della norma Euclidea usuale. Questo ci permette di identificare
il gruppo O(3) delle trasformazioni ortogonali di R3 al sottogruppo di O(1, 3) delle
trasformazioni che conservano al tempo stesso il determinante e la traccia:

O(3) =

{
φ ∈ GLR(p2(C))

∣∣∣∣∣∣ det(φ(X)) = det(X),
traccia(φ(X)) = traccia(X), ∀X ∈ p2(C)

}
.

Proposizione 5.3. Ogni a ∈ SL2(C) definisce un’applicazione

(5.3) φa : p2(C) 3 X −→ φa(X) = aXa∗ ∈ p2(C) con φa ∈ SO+(1, 3).

La corrispondenza

(5.4) φ : SL2(C) 3 a −→ φa ∈ SO+(1, 3)
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è un epimorfismo di gruppi con nucleo {±I} ed un rivestimento differenziabile a due
fogli.

Dimostrazione. Per il teorema di Binet, φa ∈ O(1, 3) se a ∈ SL2(C). Poiché
SL2(C) è connesso ed a 7→ φa continua, l’immagine di SL2(C) mediante φ è
contenuta nella componente connessa dell’identità SO+(1, 3) di O(1, 3).

Dimostriamo ora che (5.4) è surgettiva. A questo scopo fissiamo la base orto-
normale di p2(C) formata dalle matrici

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
1 0
0 −1

)
, σ2 =

(
0 1
1 0

)
, σ3 =

(
0 i
−i 0

)
.

Sia ψ ∈ SO+(1, 3) e poniamo σ′i = ψ(σi), per i = 0, 1, 2, 3. Basterà dimostrare
che possiamo trovare a ∈ SL2(C) tale che φa(σ′i) = σi per i = 0, 1, 2, 3. La
matrice σ′0 ha determinante uno e traccia positiva ed è diagonalizzabile in una
base ortonormale di C2. Possiamo quindi trovare un numero reale positivo λ ed un
u0 ∈ SU(2) tale che

u0σ
′
0u∗0 = u0σ

′
0u−1

0 =

(
λ

λ−1

)
.

Allora

σ0 = φa0(σ′0) con a0 =

(
λ−1/2

λ1/2

)
u0 ∈ SL2(C).

I φa0(σ′i) = σ′′i formano una nuova base ortonormale di p2(C), con σ′′0 = σ0. In
particolare, σ′′1 ha determinante −1 e traccia nulla: è quindi Hermitiana simmetrica
con autovalori 1,−1 e perciò possiamo trovare una a1 ∈ SU(2) tale che

φa1(σ′′1 ) = a1σ
′′
1 a∗1 = a1σ

′′
1 a−1

1 = σ1.

I σ′′′i = φa1 ◦ φa0(σ′i) = φa1a0(σ′i), per i = 0, 1, 2, 3 formano una base ortonormale
di p2(C) con σ′′′0 = σ0 e σ′′′1 = σ1. Poiché φa1a0 ◦ ψ ∈ SO+(1, 3) e lascia fissi σ0
e σ1, è una rotazione di π/2 nel piano euclideo formato dalle matrici Hermitiane
simmetriche con diagonale principale nulla. Abbiamo allora

σ′′′2 =

(
0 α
ᾱ 0

)
, σ′′′2 =

(
0 iα
−iᾱ 0

)
, con α ∈ C, |α| = 1.

Se β è una radice quadrata di α, allora

a2 =

(
β̄ 0
0 β

)
∈ SL2(C) e

φa2(σ0) = σ0, φa2(σ1) = σ1,

φa2(σ′′′2 ) = σ2, φa2(σ′′′3 ) = σ3.

Otteniamo cosı̀ che φa(σ′i) = σi per i = 0, 1, 2, 3 se a = a2a1a0; quindi ψ = φa−1 e
ciò completa la dimostrazione del fatto che (5.4) sia surgettiva.

Sia ora a ∈ SL2(C) tale che φa sia l’identità. Da φa(σ0) = σ0 abbiamo che
aa∗ = σ0Id e quindi a ∈ SU(2). Da φa(σ1) = σ1 ricaviamo allora che a commuta
con σ1 ed è quindi diagonale. Da φa(σ2) = σ2 otteniamo infine che gli elementi
sulla diagonale di a hanno quadrato uguale ad 1 e perciò a = ±Id. �
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Per la caratterizzazione di SO(3) come il sottogruppo di SO+(1, 3) delle tra-
sformazioni che preservano la traccia (con la notazione introdotta nella dimo-
strazione della Proposizione 5.3 sono le ψ ∈ SO+(1, 3) che lasciano fissa σ0),
otteniamo (vedi le Proposizioni 1.4,1.5) il

Corollario 5.4. L’applicazione

φ : SU(2) 3 a −→ φa ∈ SO(3), definita da φ(X) = aXa∗, ∀X ∈ p2,0(C),

è un epimorfismo di gruppi, con nucleo {±Id} ed un rivestimento differenziabile a
due fogli. �

5.3. Il caso K = H. Sia p2(H) lo spazio delle matrici Hermitiane 2 × 2 a
coefficienti quaternioni. È

p2(H) =

{
X =

(
λX qX
q̄X µX

)∣∣∣∣∣∣ λX , µX ∈ R, qX ∈ H

}
' R6.

Il determinante quaternionico

detH(X) = λXµX − qX q̄X ∈ R

definisce su p2(H), una forma quadratica reale di segnatura (1, 5). Indichiamo con
SO(1, 5) il gruppo delle trasformazioni lineari di SLR(p2(H)) che preservano il de-
terminante quaternionico e con SO+(1, 5) la sua componente connessa dell’iden-
tità.

Proposizione 5.5. Ogni a ∈ SL2(H) definisce un’applicazione R-lineare

(5.5) Ta : p2(H) 3 X → aXa∗ ∈ p2(H)

che preserva il determinante quaternionico ed appartiene ad SO+(1, 5).
L’applicazione

(5.6) SL2(H) 3 a→ Ta ∈ SO+(1, 5)

è un epimorfismo di gruppi di Lie con nucleo {±I} ed un rivestimento a due fogli.

Poiché SL2(H) è semplicemente connesso, la (5.6) è il rivestimento universale
di SO+(1, 5).

Dimostrazione. Utilizziamo la rappresentazione matriciale complessa dei qua-
ternioni:

H '

{(
z −w̄
w z̄

)∣∣∣∣∣∣ z,w ∈ C
}
.

Per ogni X ∈ gl2(H), indichiamo con X̂ la matrice di gl4(C) ottenuta sostituendo
a ciascun coefficiente quaternione la matrice complessa 2 × 2 che lo rappresenta.
La corrispondenza X ↔ X̂ è un isomorfismo dei corrispondenti anelli associativi.
Abbiamo inoltre

detC(X) = det(X̂) = det2H(X), ∀X ∈ p2(H),

âXa∗ = âX̂â∗, ∀a, X ∈ gl2(H).
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Poiché â ∈ SL4(C) se a ∈ SL2(H), otteniamo allora che

detC(aXa∗) = detC(X), ∀X ∈ p2(H), ∀a ∈ SL2(H).

Per verificare che

(∗) detH(aXa∗) = detH(X), ∀X ∈ p2(H), ∀a ∈ SL2(H),

osserviamo in primo luogo che dall’identità precedente segue che i due membri
di quest’uguaglianza sono o uguali od opposti. Sull’aperto delle coppie (a, X) con
a ∈ SL2(H) ed X definita positiva, deve valere l’uguaglianza perché vale per X = Id
e le matrici definite positive di p2(H) formano un aperto convesso su cui detH è
sempre positivo. Poiché (∗) è algebrica ed è verificata su un aperto, è valida per
tutte le coppie (a, X) ∈ SL2(H) × p2(H).

Questo dimostra che Ta ∈ O(1, 5) se a ∈ SL2(H). Poiché SL2(H) è connesso
ed a 7→ Ta continua, le Ta appartengono ad SO+(1, 5).

Per dimostrare la surgettività, osserviamo che una X ∈ p2(H) si può diagona-
lizzare utilizzando una matrice di Sp(2). Esiste cioè una a1 ∈ Sp(2) ⊂ SL2(H) tale
che

a1Xa∗1 =

(
λ

µ

)
con λ, µ autovalori reali. A questo punto si dimostra che, se φ ∈ SO+(1, 5), fissata
la base

σ0 =

(
1

1

)
, σ1 =

(
1
−1

)
, σ2

(
1

1

)
, σ3 =

(
i

−i

)
, σ4 =

(
j

−j

)
,

σ5 =

(
k

−k

)
,

e posto σ′i = φ(σi), è possibile trovare a ∈ SL2(H) tale che Ta(σ′i) = σi per
i = 0, . . . , 5. Allora φ = Ta−1 mostra che a 7→ Ta è surgettiva. Si verifica poi
facilmente che il nucleo di T è {±I}. �

5.4. Il caso K = O. Nel caso degli ottonioni, poiché l’algebra di divisione
O non è associativa, ci sono delle difficoltà supplementari nel definire i gruppi
SLn(O). Si può procedere considerando dapprima le matrici n × n a coefficienti
ottonioni e somma degli elementi della diagonale nulli. Esse definiscono delle ap-
plicazioni R-lineari di On in sé e quindi delle trasformazioni lineari di R8n in sé,
fissato un isomorfismo R-lineare O ' R8. Allora le trasformazioni che possono
essere descritte da matrici di ottonioni a traccia nulla formano un sottospazio vet-
toriale di sl8n(R), che genera una sua sottoalgebra di Lie sln(O). Si definisce quindi
SLn(O) come il corrispondente sottogruppo di Lie di SL8n(R).

Si verifica che, nel caso n = 2, è ancora possibile definire una nozione di
determinante sullo spazio p2(O) delle matrici hermitiane simmetriche a coefficienti
ottonioni: esso è una forma quadratica reale non degenere di segnatura (1, 9).

In modo analogo a quanto fatto nei punti precedenti, possiamo allora utilizzare
l’applicazione

SL2(O) 3 a −→ {X → φa(X) = aXa∗} ∈ SO+(1, 9)



5. RAPPRESENTAZIONE SPINORIALE DI ALCUNI GRUPPI DI LORENTZ 461

per definire un rivestimento a due fogli di SO+(1, 9) mediante il gruppo lineare
speciale SL2(O). Per i dettagli si consiglia la lettura dell’articolo di Corinne A.
Manogue and Tevian Dray, The geometry of the octonions, World Scientific, Hac-
kensack, NJ, USA, 2015, oppure del libro di Corinne A. Manogue and Jörg Schray,
Finite Lorentz transformations, automorphisms, and division algebras , Journal of
Mathematical Physics 34 (1993), no. 8, 3746-3767, in particolare del §9.3.





CAPITOLO 23

Gruppi lineari compatti

In questo capitolo e nel successivo introdurremo i gruppi semplici classici e
studieremo alcune loro proprietà. La decomposizione di Cartan ci permette di
rappresentarli come prodotto cartesiano di un sottogruppo del gruppo unitario (od
ortogonale), che è un loro sottogruppo compatto massimale, e di un fattore che
si può scrivere come l’esponenziale della parte hermitiana della loro algebra di
Lie. Questo fattore, che può identificarsi con il quoziente del gruppo per un suo
sottogruppo compatto massimale, è uno spazio metrico a curvatura negativa, che
generalizza cioè lo spazio iperbolico di Lobačevskij.

Iniziamo, in questo capitolo, con il definire e studiare la struttura di alcuni
gruppi lineari compatti.

Ricordiamo le definizioni:

U(n) = {u ∈ GL(n,C) | u∗ · u = In } (gruppo unitario)

SU(n) = {u ∈ U(n) | det(u) = 1 } (gruppo speciale unitario)

O(n) = {x ∈ GL(n,R) | xᵀ · x = In }

= U(n) ∩GL(n,R) (gruppo ortogonale)

SO(n) = {x ∈ O(n) | det(x) = 1 } (gruppo speciale ortogonale)

Sp(n) = {x ∈ U(2n) | xᵀ ·Ωn · x = Ωn}

(gruppo quaternonico unitario
o gruppo simplettico compatto
o gruppo iperunitario.)

Ricordiamo che Ωn è la matrice antisimmetrica non degenere Ωn =

(
0 In
−In 0

)
.

1. Il gruppo unitario

Lemma 1.1. Ogni matrice di U(n) è diagonalizzabile in una base ortonormale
di Cn. I suoi autovalori hanno tutti modulo uguale a 1.

Dimostrazione. Sia u ∈ U(n). Poiché il campo C è algebricamente chiuso,
u ha almeno un autovalore λ1 ∈ C, con autovettore ε1, che possiamo prendere di
lunghezza 1. Se v ∈ ε⊥1 , allora

(u(v)|ε1) = λ
−1(u(v)|u(ε1)) = λ

−1(v |ε1) = 0.

463
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Quindi u(ε⊥1 ) = ε⊥1 e la restrizione di u all’iperpiano ε⊥1 è ancora un’applicazione
unitaria su uno spazio vettoriale complesso di dimensione n− 1. L’esistenza di una
base ortonormale di autovettori di u segue allora per ricorrenza.

Infine, se λ è un autovalore di u ∈ U(n) e v , 0 un autovettore di u relativo
all’autovalore λ, allora |λ| = 1, perché

‖v‖2 = (v |v) = (u(v)|u(v)) = (λv |λv) = |λ|2‖v‖2. �

Teorema 1.2. Il gruppo U(n) è un sottogruppo chiuso, compatto e connesso
per archi di GLn(C). La sua algebra di Lie è

(1.1) u(n) = {X ∈ gln(C) | X + X∗ = 0}

ed ha dimensione reale n2. L’applicazione esponenziale

u(n) 3 X → exp(X) ∈ U(n)

è surgettiva.

Dimostrazione. Poiché l’applicazione φ : GLn(C) 3 a → a∗a ∈ GLn(C) è
continua. Perciò U(n) = φ−1(e) è un sottospazio chiuso del compatto

{(a1, . . . , an) ∈ Cn×n | ‖ai‖ = 1 ∀i = 1, . . . , n}

e quindi compatto.
L’algebra di Lie di U(n) è

u(n) = {X ∈ gln(C) | (exp(t · X))∗ exp(t · X) = In, ∀t ∈ R}.

Poniamo, per X ∈ gln(C),

α(t) = (exp(t · X))∗ exp(t · X) = exp(t · X∗) exp(t · X).

Derivando otteniamo

α̇(t) = exp(t · X∗) (X∗ + X) exp(t · X).

Se X ∈ u(n), la α(t) è costante e quindi α̇(0) = 0 ci dà X + X∗ = 0. Viceversa, se
X + X∗ = 0, la derivata α̇(t) è uguale a zero per ogni t. Quindi α(t) è costante ed
uguale ad α(0) = In e questo ci dice che X ∈ u(n).

Verifichiamo ora la surgettività dell’esponenziale. Fissata u ∈ U(n), per il
Lemma 1.1 possiamo trovare una matrice a ∈ U(n), tale che

u′ = aua−1 = aua∗ = diag
(
eiθ1 , . . . , eiθn

)
.

Allora diag(iθ1, . . . , iθn) ed a∗ · diag(iθ1, . . . , iθn) · a sono matrici di u(n) ed

u′ = exp(diag(iθ1, . . . , iθn)) =⇒ u = exp(a∗ · diag(iθ1, . . . , iθn) · a).

Essendo immagine dello spazio vettoriale u(n) mediante l’applicazione continua
exp, il gruppo U(n) è connesso per archi. �
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2. Il gruppo speciale unitario

L’applicazione
U(n) 3 u→ det(u) ∈ S1 ⊂ C

è un omomorfismo continuo del gruppo unitario nel gruppo moltiplicativo S1 dei
numeri complessi di modulo 1. Il suo nucleo

SU(n) = {u ∈ U(n) | det(u) = 1}

è un sottogruppo chiuso normale di U(n), che si dice gruppo unitario speciale di
ordine n.

Teorema 2.1. L’algebra di Lie di SU(n) è la sottoalgebra di Lie su(n) di u(n),
di dimensione n2 − 1, formata dalle matrici di u(n) che hanno traccia nulla:

su(n) = {X ∈ u(n) | traccia(X) = 0}.

L’applicazione
su(n) 3 X → exp(X) ∈ SU(n)

è surgettiva. Il gruppo SU(n) è compatto e connesso per archi.

Dimostrazione. Ricordiamo che det(exp(X)) = etraccia(X). Se X è una matrice
di gln(C) per cui exp(t · X) ∈ SU(n) per ogni numero reale t, allora X + X∗ = 0
ed inoltre exp(traccia(t · X)) = exp(t · traccia(X)) = 1 per ogni t ∈ R implica che
traccia(X) = 0.

Dimostriamo ora la surgettività dell’esponenziale. Per il Lemma 1.1, fissata
una u ∈ SU(n) possiamo trovare a ∈ U(n) tale che

aua−1 = aua∗ = diag
(
eiθ1 , . . . , eiθn

)
.

Per la condizione che det(u) = 1, la somma dei θi è un multiplo intero di 2π.
Sottraendolo a θn, possiamo imporre allora la condizione che θ1 + · · · + θn = 0. In
questo modo diag(iθ1, . . . , iθn) ∈ su(n) ed anche (a∗ ·diag(iθ1, . . . , iθn) ·a) ∈ su(n).
Quindi

exp(a∗ · diag(iθ1, . . . , iθn) · a) = a∗ · exp(diag(iθ1, . . . , iθn)) · a = a∗ · u′ · a = u

ci mostra che l’esponenziale èsurgettivo. Poiché la traccia è un funzionale lineare
non identicamente nullo su u(n), il suo sottospazio su(n) ha dimensione n2 − 1.
Il gruppo SU(n) è compatto perché è un sottogruppo chiuso di U(n) e connesso
per archi perché è immagine continua, mediante l’applicazione esponenziale, della
propria algebra di Lie su(n). �

Teorema 2.2. Per ogni n ≥ 2 il gruppo U(n) è omeomorfo al prodotto topolo-
gico SU(n) × S 1.

Dimostrazione. Indichiamo con Dn(λ) la matrice diagonale diag(λ, 1, . . . , 1),
che ha sulla diagonale prinicipale al più un coefficiente diverso da 1. Definiamo
allora l’omeomorfismo cercato mediante:

SU(n) × S1 3 (x, λ)→ Dn(λ) · x ∈ U(n) con inverso

U(n) 3 x→ (Dn([det(x)]−1) · x, det(x)) ∈ SU(n) × S1. �
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3. Il gruppo ortogonale ed il gruppo ortogonale speciale

Il gruppo O(n) (gruppo ortogonale di ordine n) è il gruppo delle isometrie
lineari ed SO(n) (gruppo speciale ortogonale o gruppo delle rotazioni di ordine n)
quello delle isometrie lineari di determinante 1 dello spazio euclideo Rn.

Osserviamo che SO(n) è un sottogruppo normale di indice 2 di O(n). Poiché
GLn(R) è un sottogruppo chiuso di GLn(C), anche O(n) ed SO(n) sono sottogruppi
chiusi di GLn(C).

Teorema 3.1. I due gruppi O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie, di
dimensione reale n(n − 1)/2,

o(n) = {X ∈ gln(R) | X + Xᵀ = 0}.

Dimostrazione. Le matrici X di o(n) sono reali, perché exp(t · X) è reale per
ogni t reale. Poiché det(exp(X)) = etraccia(X) è positivo per X reale, l’immagine di
o(n) mediante l’applicazione esponenziale è contenuta in SO(n) e quindi O(n) ed
SO(n) hanno la stessa algebra di Lie. Consideriamo l’applicazione

α(t) = [exp(t · X)]ᵀ · exp(t · X) = exp(t · Xᵀ) · exp(t · X), con
α̇(t) = exp(t · Xᵀ) · (Xᵀ + X) · exp(t · X).

Se X ∈ o(n), allora α(t) è costante e quindi α̇(0) = Xᵀ + X = 0. Viceversa, questa
uguaglianza implica che α(t) sia costante, e quindi uguale ad α(0) = In per ogni t,
che è la condizione per cui X appartenga all’algebra di Lie di O(n). �

Teorema 3.2. L’applicazione

o(n) 3 X → exp(X) ∈ SO(n)

è surgettiva.

Dimostrazione. Indichiamo con rθ ed ωθ le matrici

rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
ed ωθ =

(
0 −θ

θ 0

)
della rotazione piana d’angolo θ e della rotazione infinitesima di velocità angolare
θ, rispettivamente. L’uguaglianza

exp(ωθ) = rθ, ∀θ ∈ R

ci dice che l’esponenziale è surgettivo da o(2) su SO(2).
Una rotazione x ∈ SO(n) di uno spazio euclideo Rn di dimensione maggiore

di due si decompone in una somma diretta di rotazioni piane su piani due a due
ortogonali. Possiamo cioè trovare una a ∈ O(n) tale che x′ = (aᵀ · x · a) sia
diagonale a blocchi, della formax′ = diag(rθ1 , . . . , rθm) se n = 2m è pari,

x′ = diag(1, rθ1 , . . . , rθm) se n = 2m + 1 è dispari.

Allora X′ = diag(ωθ1 , . . . ,ωθm) nel caso pari, X′ = diag(1,ωθ1 , . . . ,ωθm) nel caso
dispari, ed X = a · X′ · aᵀ sono matrici di o(n) ed

exp(X′) = x′, exp(X) = x
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ci mostrano che l’esponenziale è surgettivo da o(n) su SO(n). �

Teorema 3.3. SO(n) è un gruppo compatto e connesso per archi. Il gruppo
O(n) è unione di due componenti connesse, ciascuna omeomorfa a SO(n).

Dimostrazione. I gruppi SO(n) e O(n) sono compatti perché sottogruppi chiu-
si del gruppo compatto U(n):

SO(n) = SU(n) ∩GLn(R), O(n) = U(n) ∩GLn(R).

Inoltre SO(n) è connesso per archi perché immagine mediante l’esponenziale dello
spazio vettoriale o(n).

In quanto immagine dell’algebra di Lie di o(n) mediante l’applicazione espo-
nenziale, SO(n) è la componente connessa dell’identità in O(n). La matrice d =

diag(−1, 1, . . . , 1) appartiene ad O(n) ed ha determinante (−1). La moltiplicazione
s sinistra (o a destra) per d scambia tra loro SO(n) ed O(n) \ SO(n). Quindi O(n)
ha esattamente due componenti connesse, omeomorfe ad SO(n). �

Osservazione 3.4. Il gruppo SO(1) è il gruppo banale {1}. L’applicazione che
ad ogni matrice x = (x1, x2) di SO(2) associa la sua prima colonna x1 definisce un
omeomorfismo di SO(2) su S1.

Ii gruppi SO(3) e SO(4) e le loro relazioni con i gruppi unitari e speciali unitari
sono state discusse nel Cap.22,§1.

4. Il gruppo iperunitario

Abbiamo definito il gruppo Sp(n) come il gruppo di tutte le matrici complesse
unitarie x di ordine 2n che soddisfano xᵀ ·Ωn · x = Ωn.

Il gruppo Sp(n) si può ancora identificare al gruppo delle matrici n × n a
coefficienti quaternioni che preservano il prodotto scalare canonico di Hn (vedi
Cap.22,§1).

Teorema 4.1. Per ogni intero n ≥ 1 il gruppo Sp(n) è compatto e connesso per
archi. La sua algebra di Lie è

(4.1) sp(n) = {X ∈ sl(2n,C) | Xᵀ ·Ωn + Ωn · X = 0, X∗ + X = 0 }.

L’esponenziale definisce un’applicazione surgettiva

exp : sp(n)→ Sp(n) .

L’algebra di Lie sp(n) ha dimensione n(2n + 1).

Dimostrazione. Sp(n) è compatto perché è un sottospazio chiuso di U(2n).
La caratterizzazione della sua algebra di Lie sp(n) si ottiene con argomenti

simili a quelli utilizzati in precedenza: si osserva che sp(n) ⊂ u(2n) e che, posto
γ(t) = exp(t · Xᵀ) ·Ωn · exp(t · X), risulta:

γ′(t) = exp(t · Xᵀ) · (Xᵀ ·Ωn + Ωn · X) · exp(t · X).

Da questa si ottiene facilmente che la condizione (Xᵀ ·Ωn +Ωn ·X) = 0 è necessaria
e sufficiente affinché una X ∈ u(2n) appartenga a sp(n). Poiché −Ωn = Ω−1

n ,
moltiplicando a sinistra l’uguaglianza (Xᵀ ·Ωn + Ωn · X) = 0 per (−Ωn) calcolando
la traccia troviamo che traccia(X) = 0 (e quindi X ∈ su(2n)).
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Gli autovalori di un x ∈ Sp(n) sono numeri complessi di modulo 1. Mostriamo
che è possibile trovare una a ∈ Sp(n) e numeri reali θ1, . . . , θn tali che

(4.2) x′ = a∗ · x · a = a−1 · x · a = diag
(
eiθ1 , . . . , eiθn , e−iθ1 , . . . , e−iθn

)
.

Sia infatti λ1 = eiθ1 un autovalore di x e v1 un corrispondente autovettore di
lunghezza 1. Poiché

x = −Ωn · (xᵀ)−1 ·Ωn = −Ωn · x̄ ·Ωn,

otteniamo

x · (Ωn · v̄1) = −Ωn · x̄ ·Ωn · (Ωn · v̄1) = Ωn · x · v1 = λ̄1 · (Ωn · v̄1).

Quindi v ′1 = (Ωn · v̄1) è un autovettore, anch’esso di lunghezza 1, corrispondente
all’autovalore λ̄1. Osserviamo che

vᵀ1 ·Ωn · v ′1 = vᵀ1 ·Ωn ·Ωnv̄1 = −‖v1‖
2 = −1,

(v1|v ′1) = v ′1
∗
· v1 = −vᵀ1 ·Ωn · v1 = 0,

e queste relazioni ci dicono che che v1 e v ′1 sono linearmente indipendenti ed
ortogonali tra loro.

Iterando questo argomento, troviamo una base ortonormale di C2n della for-
ma v1, . . . , vn, v ′1, . . . , v

′
n con v ′i = Ωn · v̄i per i = 1, . . . , n. Allora la matrice a =

(vq1, . . . , vn, v ′1, . . . , v
′
n) appartiene ad Sp(n) ed x′ = a∗ · x · a ha la forma (4.2).

Allora le matrici

X′ = diag(iθ1, . . . , iθn,−iθ1, . . . ,−iθn) ed X = a · X′ · a∗ = a · X′ · a−1

appartengono ad sp(n) ed abbiamo

exp(X′) = x′, ed exp(X) = x.

Ciò dimostra la surgettività dell’esponenziale e quindi il fatto che Sp(n) è connesso
per archi.

Infine, osserviamo che

(4.3) sp(n) =

{(
α β

−β∗ −αᵀ

)∣∣∣∣∣∣α ∈ u(n), β ∈ Simn(C)
}

e quindi
dimR(sp(n)) = n2 + n(n + 1) = n(2n + 1). �



CAPITOLO 24

La lista di Cartan dei gruppi classici

Ogni gruppo di Lie G con un numero finito di componenti connesse contiene
un sottogruppo compatto massimale K ed è omeomorfo1 al prodotto topologico
K × Rk di K e di uno spazio Euclideo Rk. Tutti i sottogruppi compatti massimali
sono tra loro omeomorfi ed isomorfi. La decomposizione G ' K × Rk si dice la
decomposizione di Cartan di G. Abbiamo dimostrato l’esistenza di una decompo-
sizione di Cartan (Teorema 4.2, Ch.21) per una larga classe di gruppi di matrici,
che, come vedremo, comprende i gruppi lineari che formano la lista di Cartan dei
gruppi classici, che introdurremo in questo capitolo, descrivendo, per ciascuno di
essi, la relativa decomposizione.

Utilizziamo a questo scopo rappresentazioni di G ⊂ GLn(C) per cui un sotto-
gruppo compatto massimale K di G si possa ottenere come intersezione di G con
il gruppo delle matrici unitarie.

1. I gruppi classici complessi semplici

Chiamiamo complessi i gruppi algebrici di matrici la cui algebra di Lie ammet-
ta una struttura complessa. Di questi si dicono semplici quelli che non contengono
sottogruppi normali proprii con infiniti elementi o di indice finito. Cartan, prose-
guendo gli studi iniziati da Friedrich Engel e Wilhelm Killing, diede una classifi-
cazione completa di questi gruppi, che suddivise in quattro serie infinite e 5 gruppi
eccezionali2. Le serie infinite comprendono la prima i gruppi speciali lineari, la
seconda e la quarta sono definite da simmetrie ortogonali e la terza dalla simmetrie
simplettiche. Elenchiamo di seguito i gruppi e le relative algebre di Lie.SLn(C) = {x ∈ GLn(C) | det(x) = 1},

sln(C) = {X ∈ gln(C) | traccia(X) = 0};
(An) SO2n+1(C) = {x ∈ SL2n+1(C) | xᵀ · x = I2n+1},

o2n+1(C) = {x ∈ gl2n+1(C) | Xᵀ + X = 0};
(Bn) Spn(C) = {x ∈ GL2n(C) | xᵀ ·Ωn · x = Ωn},

spn(C) = {X ∈ gln(C) | Xᵀ ·Ωn + Ωn · X = 0};
(Cn)

1Un omeomorfismo è una corrispondenza biunivoca, continua con la sua inversa.
2Vedi ad esempio il libro: Adams, J. Frank (1996), Lectures on exceptional Lie groups, Chicago

Lectures in Mathematics, University of Chicago Press.
Le simmetrie descritte dai gruppi eccezionali E6, E7, E8,G2, F4 sono state studiate anche in

relazione al problema della grande unificazione delle forze fisiche.
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470 24. LA LISTA DI CARTAN DEI GRUPPI CLASSICISO2n(C) = {x ∈ SL2n(C) | xᵀ · x = I2n},

o2n(C) = {X ∈ gl2n(C) | Xᵀ + X = 0}.
(Dn)

Alla simmetria ortogonale complessa corrispondono, nella lista di Cartan, due serie
distinte, una, la (Dn), per gli spazi ortogonali complessi di dimensione pari, che
sono iperbolici, l’altra, la (Bn), per quelli di dimensione dispari. Questa distinzione
è necessaria perché, ad esempio, sono diverse, per il caso pari e quello dispari, le
caratteristiche delle rappresentazioni lineari associate e le forme reali.

Il gruppo lineare speciale complesso SLn(C) è un sottogruppo normale del
gruppo lineare completo GLn(C), che quindi non è semplice. I multipli della ma-
trice identità per le radici complesse n-esime dell’unità formano un sottogruppo
normale Dn di SLn(C), che quindi non è semplice nel senso che a questa parola si
attribuisce nella teoria algebrica dei gruppi, ma è considerato tale nella teoria di Lie
dei gruppi analitici. Il quoziente SLn(C)/Dn, che è algebricamente semplice si può
identificare al gruppo delle omografie dello spazio proiettivo CPn−1, ma non ha una
rappresentazione lineare fedele. Essendo specialmente interessati, nell’applicazio-
ne della teoria di Lie, alle rappresentazioni lineari di gruppi, è allora ragionevole
addottare la definizione che abbiamo dato all’inizio del paragrafo.

I gruppi ortogonali speciali SOn(C) sono sottogruppi normali di indice due del
gruppo ortogonale complesso On(C) = {x ∈ GLn(C) | xᵀ · x = In}, che quindi non
è semplice.

Osservazione 1.1. I gruppi U(n) ed O(n) sono sottogruppi compatti massi-
mali di GLn(C) e di On(C), rispettivamente. Aggiungendo le SU(n) ⊂ SLn(C),
SO(n) ⊂ SOn(C) ed Sp(n) ⊂ Spn(C), abbiamo fatto corrispondere a ciascuno
dei gruppi compatti del Cap.23 un gruppo lineare complesso, che si dice la sua
complessificazione3. Viceversa, U(n),SU(n),O(n),SO(n),Sp(n) si dicono le forme
reali compatte di GLn(C),SLn(C),On(C),SOn(C),Spn(C).

1.1. Il gruppo speciale lineare complesso. Il gruppo speciale lineare com-
plesso SLn(C), è il sottogruppo normale di GLn(C) delle matrici di determinante 1.
Esso è un sottogruppo chiuso di GLn(C). Riassumiamo nel seguente enunciato
alcune proprietà di SLn(C) che sono conseguenza della decomposizione di Cartan.

Teorema 1.2. L’algebra di Lie sln(C) di SLn(C) è caratterizzata da

(1.1) sln(C) = {X ∈ gln(C) | traccia(X) = 0}.

L’applicazione esponenziale exp : sln(C) → SLn(C) è surgettiva. In particolare
SLn(C) è connesso per archi. L’applicazione

(1.2) SU(n) × pn,0(C) 3 (u, X) −→ u · exp(X) ∈ SLn(C)

è un omeomorfismo.
Quindi SL(n) è omeomorfo al prodotto topologico SU(n) × Rn2−1.

3I gruppi di Lie compatti sono tutti rappresentabili in modo fedele come gruppi algebrici reali
di matrici ed ammettono quindi una complessificazione.
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Dimostrazione. Una matrice X di gln(C) appartiene ad sln(C) se e soltanto se

exp(t · traccia(X)) = exp(traccia(t · X) = det(exp(tX)) = 1, ∀t ∈ R.

Se X ∈ sln(C), derivando troviamo che traccia(X) · det(exp(tX)) = 0 per ogni t, e
quindi traccia(X) = 0 perché det(exp(tX)) , 0. Viceversa, se traccia(X) = 0, allora
det(exp(tX)) è costante ed uguale al valore 1 che assume per t = 0.

Per la Proposizione 1.3 del Cap.21 sappiamo che l’esponenziale è surgettivo da
gln(C) su GLn(C). Supponiamo ora che X ∈ gln(C) e che exp(X) abbia determinante
uno. Allora la traccia di X è un multiplo intero di 2πi e quindi

exp(X) = exp(X − traccia(X) · In)

mostra che è anche immagine di un elemento di sln(C). Poiché SLn(C) è autoag-
giunta ed algebrica, vale la decomposizione di Cartan (1.2), da cui seguono tutte le
altre affermazioni. �

1.2. I gruppi ortogonali speciali complessi. Abbiamo definito SOn(C) co-
me del gruppo delle congruenze complesse che lasciano invariata la matrice In.
Abbiamo

Proposizione 1.3. Il gruppo SOn(C) è algebrico ed autoaggiunto, con algebra
di Lie on(C). La sua decomposizione di Cartan ci dà l’omeomorfismo

(1.3) SO(n) × o(n) 3 (u, X) −→ i · exp(i X) ∈ SOn(C).

In particolare SOn(C) è connesso per archi ed omeomorfo al prodotto cartesiano
SO(n) × Rn(n−1)/2.

Dimostrazione. Derivando l’applicazione

α(t) = [exp(tX)]ᵀ · exp(tX) = exp(tXᵀ) · exp(tX)

otteniamo
α̇(t) = exp(tXᵀ) · (Xᵀ + X) · exp(tX).

Da questa ricaviamo che (Xᵀ + X) = 0 se exp(tX) ∈ SOn(C) per ogni numero reale
t e, viceversa, che α(t) è costantemente uguale ad In, e quindi exp(tX) ∈ SOn(C)
per ogni numero reale t, se (Xᵀ + X) = 0.

Le equazioni che definiscono SOn(C) sono algebriche ed inotre

x ∈ SOn(C)⇔ xᵀ = x−1 ⇔ (x∗)ᵀ = x̄ = (xᵀ)∗ = (x−1)∗ = (x∗)−1 ⇔ x∗ ∈ SOn(C).

Essendo algebrico ed autoaggiunto, SO(n) ammette una decomposizione di Cartan
con sottogruppo compatto massimale uguale ad

SOn(C) ∩ U(n) = {x ∈ SOn(C) | x∗ = x−1 = xᵀ}
= {x ∈ GLn(R) | xᵀ · x = In} = SO(n).

Abbiamo poi, in modo analogo,

X ∈ on(C) ∩ pn(C)⇔

X = X∗,
Xᵀ + X = 0,

⇔

Xᵀ = X̄,
Xᵀ + X = 0,

⇔

X + X̄ = 0,
Xᵀ + X = 0,
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e quindi on(C) ∩ pn(C) è il sottospazio i ·o(n) delle matrici antisimmetriche i cui
coefficienti sono puramente immaginari. Da questo seguono tutte le rimanenti
affermazioni nell’enunciato della proposizione. �

Per spiegare la differenza di struttura dei gruppi ortogonali in dimensione di-
spari ed in dimensione pari, è conveniente ricorrere ad un’altra rappresentazione
matriciale dei gruppi ortogonali complessi e reali.

Il punto di partenza della classificazione delle algebre di Lie semplici comples-
se di Élie Cartan è l’individuazione di una loro sottoalgebra abeliana massimale4.
Converrà scegliere, come vedremo, una presentazione matriciale equivalente per
cui vi sia un’algebra di Cartan formata da matrici diagonali.

A meno di isomorfismi, possiamo identificare il gruppo ortogonale complesso
a quello delle congruenze che lasciano invariata una qualsiasi matrice simmetrica
complessa non degenere B. Se vogliamo che questo gruppo algebrico

SOB(Cn) = {x ∈ SLn(C) | xᵀBx = B} ' SOn(C)

sia autoaggiunto, è sufficiente richiedere che B sia anche una matrice unitaria. La
sua algebra di Lie è

oB(Cn) = {X ∈ sln(C) | Xᵀ · B + B · X = 0} ' on(C).

Se scegliamo B = In, questa è l’algebra di Lie delle matrici complesse antisimme-
triche, che non contiene matrici diagonali non nulle. D’altra parte, tutti gli autovet-
tori v di una matrice antisimmetrica che corrispondano ad un autovalore non nullo
sono isotropi, soddisfano cioè vᵀv = 0. Quindi, se vogliamo che oB(Cn) contenga
la maggior quantità possibile di matrici diagonali, occorrerà che la base canonica
contenga il maggior numero possibile di vettori B-isotropi. Queste considerazioni
ci spingono a studiare la struttura di SOn(C) utilizzando il suo isomorfismo con
SOJn(Cn), per la matrice Jn, che ha i coefficienti sull’antidiagonale uguali ad uno e
gli altri tutti uguali a zero:

Jn =



0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
...

... . ..
...

...
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0


.

Scriviamo nel seguito, per semplicità, SO(Cn) invece di SOJn(Cn) ed o(Cn) invece
di oJn(Cn). Abbiamo

Lemma 1.4. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo

on(C) ' o(Cn) = {X = (ξi, j) ∈ sln(C) | ξi, j + ξn− j+1,n−i+1 = 0},

sono cioè le matrici antisimmetriche rispetto all’antidiagonale,

o(n) ' o(Cn) ∩ u(n) = {X = (ξi, j) ∈ sln(C) | ξi, j + ξn− j+1,n−i+1 = 0, ξ̄i, j + ξ j,i = 0}

4Queste algebre si definiscono, in suo onore, algebre di Cartan.
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sono antihermitiane rispetto alla diagonale ed antisimmetriche rispetto all’anti-
diagonale. �

Osserviamo quindi che sia o(Cn) che o(Cn)∩u(n) ed o(Cn)∩pn(C) contengono
matrici diagonali: quelle con coefficienti puramente immaginari appartengono ad
u(n) e quelle a coefficienti reali a pn(C).

Le matrici di o(Cn) sono antisimmetriche rispetto all’antidiagonale. In partico-
lare, hanno tutti gli elementi sull’antidiagonale nulli. Nel caso dispari, diagonale
ed antidiagonale hanno un coefficiente in comune. Nel caso pari, invece, non han-
no elementi comuni. Indicando con h(n) il sottospazio delle matrici diagonali di
o(Cn), è quindi, per ogni intero positivo m,

h(2m + 1) =





λ1
. . .

λm
0
−λm

. . .

−λ1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1, . . . , λm ∈ C


,(1.4)

h(2m) =





λ1
. . .

λm
−λm

. . .

−λ1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1, . . . , λm ∈ C


.(1.5)

Utilizziamo, come base di Mn(C), le matrici diagonali Ei, che hanno uguale ad 1
il coefficiente sulla i-esima riga ed i-esima colonna e tutti gli altri uguali a zero e
le matrici nilpotenti Xi, j, con i , j, che hanno uguale ad uno il coefficiente della
i-esima riga e j-esima colonna, e tutti gli altri uguali a zero. Per queste matrici val-
gono le regole di commutazione (al solito δi, j indica la delta di Kronecker, uguale
ad 1 se i = j ed a 0 se i , j):

[Ei, E j] = 0,
[Ei, X j,k] = (δi, j − δi,k)X j,k,

[Xi, j, Xh,k] = δ j,hXi,k − δk,iXh, j, se (i, j) , (k, h),
[Xi, j, X j,i] = Ei − E j.

Una base delle matrici di o(Cn), pensato come spazio vettoriale complesso, è
data dalle m matrici diagonali Ei−En+1−i, per 1 ≤ i ≤ m, e dalle m(m−3)/2 matrici
nilpotenti Xi,n+1− j − X j,n+1−i, per 1 ≤ i < j ≤ n, con i + j , n + 1. L’osservazione
fondamentale è che queste ultime sono autovettori per l’azione aggiunta di tutti gli
elementi di h(n). I corrispondenti autovettori sono funzioni lineari non nulle degli
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elementi H di h(n), che sono dette5 radici. Le radici formano dei sistemi finiti di
punti di uno spazio euclideo Rm, invarianti rispetto al gruppo generato dalle loro
simmetrie6 vettoriali. Uno dei motivi per cui si distinguono i tipi (Bn) e (Dn) è che
i rispettivi sistemi di radici sono strutturalmente differenti.

Infatti, nel caso in cui n = 2m + 1 sia dispari, l’autovalore di7 adHλ
, per

Hλ = diag(λ1, . . . , λm, 0,−λm, . . . ,−λ1),

corrispondente all’elemento Xi,2m+2− j − X j,2m+2−i è
• λi − λ2m+2− j se 1 ≤ i ≤ m e j > m + 1,
• λi + λ j se 1 ≤ i ≤ m e j < m + 1,
• −(λ2m+2−i + λ2m+2− j) se m + 1 < i < j ≤ 2m + 1,
• λi se 1 ≤ i ≤ m, j = m + 1,
• −λ2m+2−i se m + 2 ≤ i ≤ 2m + 1, j = m + 1.

Quindi il sistema delle radici di tipo (Bm) contiene i 2m2 elementi

R (Bm) = {±λi ± λ j | 1 ≤ i < j ≤ m} ∪ {±λi | 1 ≤ i ≤ m}.

Per n = 2m pari, l’autovalore di adHλ
, per

Hλ = diag(λ1, . . . , λm,−λm, . . . ,−λ1),

corrispondente all’elemento Xi,2m+1− j − X j,2m+1−i è
• λi − λ2m+1− j se 1 ≤ i ≤ m e j > m,
• λi + λ j se 1 ≤ i < j ≤ m
• −(λ2m+1−i + λ2m+1− j) se m < i < j ≤ 2m.

Quindi il sistema di radici di tipo (Dm) contiene i 2m(m − 1) elementi

R (Dm) = {±λi ± λ j | 1 ≤ i < j ≤ m}.

Ai sistemi di radici si associano dei sistemi discreti di punti dello spazio euclideo
Rm, che si dicono pesi e corrispondono alle rappresentazioni lineari irriducibili di
dimensione finita dell’algebra di Lie on(C). Non tutte si rialzano a rappresentazioni
di SOn(C) (od SO(n)). Questo ha portato alla definizione dei gruppi e delle rappre-
sentazioni spinoriali8, che sono risultate essenziali nella descrizione di particelle e
forze in meccanica quantistica.

5I sistemi di radici (Wurzelsystem) furono introdotti da Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-
1922) nel 1889 per classificare le algebre di Lie semplici complesse.

6Il gruppo delle isometrie di un sistema di radici si dice il suo gruppo di Weyl, in onore del
matematico tedesco Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955). Figura eminente della cultura del
’900, Herman Weyl ha lasciato contributi importanti nella fisica teorica ed in filosofia della scienza.
Sui gruppi classici pubblicò nel 1939 la monografia: The Classical Groups. Their Invariants and
Representations, Princeton University Press, Princeton, NJ, USA.

7Se H ∈ Mn(C), indichiamo con adH l’applicazione lineare di Mn(C) in sé definita da adH(X) =

[H, X] = H · X − X · H.
8Per questo argomento, rimandiamo alla monografia: H. Blaine Lawson, Marie-Louise Michel-

sohn: Spin geometry, Priceton University Press, 1989, Princeton Mathematical Series, 38, oppure
alla monografia di Èlie Cartan: The theory of spinors, ripubblicata da Dover Publisher nel 1981,
tradotto dall’originale francese del 1937.
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1.3. Il gruppo simplettico complesso. Il gruppo simplettico complesso è al-
gebrico. Dimostriamo che è anche autoaggiunto e che quindi ammette la decom-
posizione di Caran.

Lemma 1.5. Il gruppo Spn(C) è autoaggiunto.

Dimostrazione. Poiché Ωn = Ω̄n = Ω−1
n = Ω∗n, abbiamo

x ∈ Spn(C)⇔ Ωn · x = (xᵀ)−1 ·Ωn ⇔ x−1 ·Ωn = Ωn · xᵀ ⇔ x̄−1 ·Ωn = Ωn · x̄ᵀ

⇔ (x∗)ᵀ ·Ωn · x∗ = Ωn ⇔ x∗ ∈ Sp(n),

perché x̄ = (x∗)ᵀ. Questo prova che Spn(C) è autoaggiunto. �

Proposizione 1.6. La spn(C) = {X ∈ gln(C) | Xᵀ · Ωn + Ωn · X = 0} è l’algebra
di Lie di Spn(C). Abbiamo

spn(C) =

{(
A C
B −Aᵀ

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ Mn(C), B,C ∈ Simn(C)
}
,

Spn(C) ∩ U(2n) = Sp(n),

spn(C) ∩ p2n(C) =

{(
A B
B̄ −A

)∣∣∣∣∣∣ A ∈ pn(C), B ∈ Simn(C)
}
.

Quindi la decomposizione di Cartan

(1.6) Sp(n) × (spn(C) ∩ p2n(C)) 3 (u, X) −→ u · exp(X) ∈ Spn(C)

definisce un’applicazione bigettiva e bicontinua che ci permette di identificare il
gruppo Spn(C) al prodotto cartesiano del gruppo compatto Sp(n) per Rn(2n+1).

Dimostrazione. Data X ∈ M2n(C), consideriamo l’applicazione

(1.7) α(t) = (exp(tX))ᵀ ·Ωn · exp(tX) = exp(tXᵀ) ·Ωn · exp(tX).

La sua derivata rispetto a t è

α̇(t) = exp(tXᵀ) · (Xᵀ ·Ωn + Ωn · X) · exp(tX)

e quindi ne ricaviamo che la condizione che sia Xᵀ · Ωn + Ωn · X = 0 è necessaria
e sufficiente affinché X appartenga all’algebra di Lie di Spn(C).

Scriviamo una matrice X di spn(C) come una matrice 2×2 di blocchi di Mn(C).
Abbiamo(

Aᵀ Bᵀ

Cᵀ Dᵀ

)
·

(
0 In
−In 0

)
+

(
0 In
−In 0

)
·

(
A C
B D

)
=

(
−Bᵀ + B Aᵀ + D
−Dᵀ + A Cᵀ −C

)
e quindi D = −Aᵀ e B,C simmetriche sono condizioni necessarie e sufficienti
affinché

X =

(
A C
B D

)
∈ spn(C).

Da questa descrizione segue che, come spazio vettoriale complesso, la dimensione
di spn(C) è

n2 +
n(n + 1)

2
+

n(n + 1)
2

= n2 + n(n + 1) = n(2n + 1).
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Nel Cap.23 abbiamo definito il gruppo iperunitario Sp(n) proprio come l’in-
tersezione del gruppo simplettico complesso Spn(C) con il gruppo unitario U(2n).
La descrizione degli elementi hermitiani dell’algebra di Lie di spn(C) si ottiene fa-
cilmente considerando l’espressione come matrici 2 × 2 di blocchi n × n e da essa
seguono le rimanenti conclusioni della proposizione. �

Le matrici diagonali di spn(C) formano la sua sottoalgebra di Cartan

hn =





λ1
. . .

λn
−λ1

. . .

−λn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1, . . . , λn ∈ C


.

Possiamo quindi definire una base di spn(C), come spazio vettoriale complesso,
utilizzando le matrici diagonali Ei − En+i, per i = 1, . . . , n e le matrici nilpotenti
Xi, j − Xn+ j,n+i per 1 ≤ i , j ≤ n, ed Xi, j+n + X j,i+n, Xi+n, j + Xn+i, j, per 1 ≤ i, j ≤ n.
Se consideriamo il generico elemento

Hλ = diag(λ1, . . . , λn,−λ1, . . . ,−λn) ∈ hn,

gli elementi nilpotenti della base sono autovettori di adHλ
:

• λi − λ j corrisponde all’autovettore Xi, j − Xn+ j,n+i per 1 ≤ i , j ≤ n,
• λi + λ j corrisponde all’autovettore Xi, j+n + X j,i+n, per 1 ≤ i, j ≤ n,
• −(λi + λ j) corrisponde all’autovettore Xi+n, j + Xn+i, j, per 1 ≤ i, j ≤ n.

Quindi, in modo analogo a quanto fatto per le algebre ortogonali, associamo all’al-
gebra simplettica il sistema di radici

R (Cn) = {±λi ± λ j | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {± 2 · λi | 1 ≤ i ≤ n}.

1.4. Il sistema di radici dell’algebra di Lie del gruppo lineare speciale.
Concludiamo questo paragrafo con la descrizione dell’algebra di Cartan e del si-
stema di radici del gruppo lineare speciale. Come in precedenza, possiamo identi-
ficare la sottoalgebra di Cartan al sottospazio delle matrici diagonali di sln(C), cioè
delle matrici

Hλ = diag(λ1, . . . , λn), con λ1 + · · · + λn = 0.

Una base di sln(C) come spazio vettoriale complesso è data dalle n − 1 matrici
diagonali E1 − E2, E2 − E3, . . . , En−1 − En e dalle matrici nilpotenti Xi, j con 1 ≤
i , j ≤ n. Queste sono autovettori di adHλ

: infatti adHλ
(Xi, j) = (λi − λ j) · Xi, j. È

perciò

R (An) = {λi − λ j | 1 ≤ i , j ≤ n} = {±(λi − λ j) | 1 ≤ i < j ≤ n}.
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2. I gruppi classici non compatti

Nel Capitolo 23 abbiamo esaminato i gruppi classici compatti della lista di Car-
tan e nel §1 di questo capitolo quelli complessi. Completiamo ora la lista di Cartan
con l’elenco dei gruppi classici reali non compatti distinti dai gruppi GLn(R) ed
SLn(R). Per ciascuno di essi descriveremo anche la rispettiva algebra di Lie. Es-
sendo gruppi di matrici, ciascuno di essi è un sottogruppo reale massimale di uno
dei gruppi complessi che abbiamo considerato nel §1.

U(p, q) (gruppo unitario di segnatura (p, q)) è il gruppo delle congiunzioni, o ∗-
congruenze, di una matrice hermitiana K di segnatura (p, q). Ad esempio,
possiamo scegliere K = Ip,q =

( Ip
−Iq

)
:

U(p, q) = {x ∈ GLn(C) | x∗ · K · x = K}, con algebra di Lie

u(p, q) = {X ∈ gln(C) | X∗ · K + K · X = 0}.

SU(p, q) (gruppo unitario speciale di segnatura (p, q)) è il gruppo delle matrici di
U(p, q) che hanno determinante 1:

SU(p, q) = U(p, q) ∩ SLp+q(C),
su(p, q) = u(p, q) ∩ sln(C).

U∗(2n), (gruppo lineare quaternionico), isomorfo al gruppo GLn(H) delle matrici
n×n invertibili a coefficienti quaternioni, si definisce come il sottogruppo
di GL2n(C) delle matrici x che soddisfano

x ·Ωn = Ωn · x̄.

Otteniamo una definizione equivalente sostituendo ad Ωn una qualsiasi
matrice reale antisimettrica non degenere. La sua algebra di Lie è

u
∗(2n) = {X ∈ gln(C) | X ·Ωn = Ωn · X̄}.

SU∗(2n), (gruppo lineare speciale quaternionico), isomorfo al gruppo SL(n,H),
è il sottogruppo delle matrici di SL2n(C) che rappresentano isomorfismi
H-lineari:

SU∗(2n) = SL2n(C) ∩ U∗(2n). La sua algebra di Lie è l’intersezione

su
∗(2n) = sl2n(C) ∩ u∗(2n).

O(p, q), (gruppo ortogonale di segnatura (p, q)) è il sottogruppo formato dalle
congruenze reali di una matrice K ∈ Sim p+q(R) non degenere di segnatura
(p, q). Abbiamo

Op,q = {x ∈ GLp+q(R) | xᵀ · K · x = K} ' OK(Cp+q) ∩GLp+q(R)
' GLp+q(R) ∩ U(p, q),

con algebra di Lie

o(p, q) = {X ∈ gln(R) | Xᵀ · K + K · X = 0} ' oK(Cp+q) ∩ gln(R).
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SO(p, q) (gruppo ortogonale speciale di segnatura (p, q)) è il gruppo degli elemen-
ti di O(p, q) che hanno determinante 1. La sua algebra di Lie è uguale a
quella di O(p, q) e si indica ancora con o(p, q).

SO∗(2n) (gruppo complesso ortogonale simplettico) è definito da

SO∗(2n) = {x ∈ GL2n(C) | xᵀ · x = I2n, x∗ ·Ωn · x = Ωn} ⊂ On(C)

ed ha algebra di Lie

o
∗(2n) = {X ∈ sl2n(C) | Xᵀ + X = 0, X∗ ·Ωn + Ωn · X = 0}.

Spn(R) (gruppo simplettico reale) è il gruppo delle congruenze reali di una matri-
ce reale antisimmetrica di rango 2n, che possiamo, a meno di isomorfismi,
scegliere uguale ad Ωn. Abbiamo allora

Spn(R) = {x ∈ GLn(R) | xᵀ ·Ωn · x = Ωn} = Spn(C) ∩GL2n(R),
spn(R) = {X ∈ gln(R) | Xᵀ ·Ωn + Ωn · X = 0} = spn(C) ∩ gl2n(R).

Sp(p, q) (gruppo unitario simplettico, o iperunitario, di segnatura (p, q)) è il grup-
po delle matrici simplettiche complesse x ∈ Spp+q(C) che sono congiun-
zioni (o ∗-congruenze) di una matrice simmetrica reale K di segnatura
(2p, 2q) che commuta con Ωp+q :

Sp(p, q) = {x ∈ GL2p+2q(C) | xᵀ ·Ωp+q · x = Ωp+q, x∗ · K · x = K},

sp(p, q) = {X ∈ gl2p+2q(C) | Xᵀ ·Ωp+q + Ωp+q · X = 0, X∗ · K + K · X = 0}
' spp+q(C) ∩ u(2p, 2q).

Possiamo fissare ad esempio K =
( Ip,q

Ip,q

)
.

Osservazione 2.1. I gruppi iperunitari di segnatura (p, q) si possono anche
interpretare come gruppi di trasformazioni H-lineari che lasciano invariante una
forma H-sesquilineare di segnatura (p, q). Infatti, se x ∈ Sp(p, q), alloraxᵀ = K · x̄−1 · K−1

K · x̄−1 · K−1 ·Ωn · x = Ωn,
⇔

x∗ · K · x = K,
(K−1 ·Ωn) · x = x̄ · (K−1 ·Ωn).

Per l’ipotesi che K ed Ωn commutassero, anche K−1 ed Ωn commutano e quindi
definiscono una forma alternata non degenere su C2(p+q). Possiamo quindi sosti-
tuire K−1 · Ωn (che commuta ancora con K) ad Ωn nella definizione di Spn(C) ed
otteniamo quindi che

Sp(p, q) ' {x ∈ GL2(p+q)(C) | x ·Ωn = Ωn · x̄, x∗ · K · x = K},(2.1)

sp(p, q) ' {X ∈ gl2(p+q)(C) | X ·Ωn = Ωn · X̄, X∗ · K + K · X = 0}.(2.2)

In questo modo identifichiamo il gruppo Sp(p, q) ad un sottogruppo di GLp+q(H)
e l’algebra sp(p, q) ad una sottoalgebra di glp+q(H).

La moltiplicazione per Ωn corrisponde alla moltiplicazione per il quaternione
j ed allora la condizione che Ωn commuti con K permette di estendere la forma
hermitiana hK ad una forma H-sesquilineare su Hp+q.
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3. I gruppi U(p, q) e SU(p, q)

Siano p, q due interi positivi, con p + q = 1 e fissiamo K = Ip,q =
( Ip

−Iq

)
.

Osserviamo che K2 = In.

Lemma 3.1. (1) I gruppi U(p, q) ed SU(p, q) sono autoaggiunti.
(2) SU(p, q) ∩ U(n) ' SU(p) × SU(q) × S1,

U(p, q) ∩ U(n) ' U(p) × U(q) ' SU(p) × SU(q) × S1 × S1.

(3) u(p, q) ∩ pn(C) = su(p, q) ∩ pn(C) =

{(
0 Y

Y∗ 0

) ∣∣∣∣∣∣ Y ∈ Cp×q
}

Dimostrazione. (1) Se x ∈ U(p, q), allora x∗ · K = K · x−1, che, passando
alle inverse, poiché K = K−1, dà K · (x∗)−1 = x · K e quindi x · K · x∗ = K, cioè
x∗ ∈ U(p, q). Poiché det(x∗) = det(x), otteniamo che x∗ ∈ SU(p, q) se x ∈ SU(p, q).
(2) Scriviamo una x ∈ U(p, q) come una matrice a blocchi

x =

(
a b
c d

)
, con a ∈ Cp×p, b ∈ Cp×q, c ∈ Cq×p, d ∈ Cq×q.

Se x ∈ U(p, q) ∩ U(n) devono valere contemporaneamente

a∗a − c∗c = Ip,

a∗b − c∗d = 0,
d∗d − b∗b = Iq,

a∗a + c∗c = Ip,

a∗b + c∗d = 0,
d∗d + b∗b = Iq,

⇐⇒


a∗a = Ip,

d∗d = Iq,

b = 0,
c = 0.

Quindi

U(p, q) ∩ U(n) =

{(
a 0
0 b

) ∣∣∣∣∣∣ a ∈ U(p), b ∈ U(q)
}
.

Se |λ| = 1, le matrici diagonali
δp(λ) = diag(λ, 1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸

p−1

) ∈ U(p) e δq(λ) = diag(λ, 1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
q−1

) ∈ U(q)

hanno determinante λ. Possiamo quindi definire le corrispondenze biunivoche e
bicontinue

SU(p) × SU(q) × S1 × S1 3 (a, b, λ, µ) −→
(
δp(λ) · a 0

0 δq(µ) · b

)
∈ U(p, q) ∩ U(n),

SU(p) × SU(q) × S1 3 (a, b, λ) −→
(
δp(λ) · a 0

0 δq(λ−1) · b

)
∈ SU(p, q) ∩ U(n),

che provano la (2).
(3) Si verifica facilmente che l’algebra di Lie di U(p, q) consiste delle matrici com-

plesse X che soddisfano X∗ · K + K · X = 0. Scrivendo X come una matrice a
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blocchi

X =

(
A B
C D

)
, con A ∈ Cp×p, B ∈ Cp×q, C ∈ Cq×p, D ∈ Cq×q,

otteniamo

X ∈ u(p, q)⇔
(
A∗ C∗

B∗ D∗

)
·

(
Ip 0
0 −Iq

)
+

(
Ip 0
0 −Iq

)
·

(
A B
C D

)
=

(
A + A∗ B −C∗

B∗ − D −D − D∗

)
= 0

Quindi

(3.1) u(p, q) =

{(
A B
B∗ D

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ u(p), D ∈ u(q), B ∈ Cp×q
}
,

da cui segue la (3). �

Dalla decomposizione di Cartan otteniamo allora

Proposizione 3.2. Il gruppo SU(p, q) è omeomorfo al prodotto topologico:

SU(p, q) ' SU(p) × SU(q) × S1 × Cpq.

Il gruppo U(p, q) è omeomorfo al prodotto topologico SU(p, q) × S1:

U(p, q) ' SU(p) × SU(q) × S1 × S1 × Cpq.

I due gruppi sono pertanto connessi per archi, ma non compatti se pq , 0. �

4. I gruppi U∗(2n) ed SU∗(2n)

Questi gruppi sono forme reali di GL2n(C) e di SLn(C), rispettivamente e sono
isomorfi ai gruppi GLn(H) ed SLn(H) di matrici a coefficienti quaternioni. Per
poter applicare a questi gruppi la decomposizione di Cartan, dimostriamo il

Lemma 4.1. (1) U∗(2n) ed SU∗(2n) sono autoaggiunti.

(2) U∗(2n) ∩ U(2n) = SU∗(2n) ∩ U(2n) = Sp(n).

(3) u∗(2n) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A, B ∈ Mn(C)
}
, su∗(2n) = u∗(2n) ∩ sl2n(C),

su∗(2n)∩u(2n) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ u(n), B ∈ Simn(C)
}

= su∗(2n)∩u(2n),

u∗(2n) ∩ p2n(C) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ pn(C), B ∈ on(C)
}
,

su∗(2n) ∩ p2n(C) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ pn,0(C), B ∈ on(C)
}
.

Dimostrazione. (1) Abbiamo

x ∈ U∗(2n)⇔ x ·Ωn = Ωn · x̄⇔ (x ·Ωn)ᵀ = −Ωn · xᵀ = (Ωn · x̄)ᵀ = −x∗ ·Ωn

⇔ x∗ ·Ωn = Ωn · xᵀ = Ωn · x∗ ⇔ x∗ ∈ U∗(2n).

Questo dimostra che U∗(2n) è autoaggiunto e lo è anche SU∗(2n) perché det(x∗) =

det(x).
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(2) Se x ∈ U(2n), allora x∗ = x−1 ed abbiamo perciò

x ∈ U∗(2n) ⇔ x ·Ωn = Ωn · x̄ ⇔ Ωn = x−1 ·Ωn · x̄ = x∗ ·Ωn · x̄
⇔ xᵀ ·Ωn · x = Ωn ⇔ x ∈ Spn(C).

Questo ci dice che U∗(2n) ∩ U(2n) = Spn(C) ∩ U(2n) = Sp(n). Poiché Sp(n) ⊂
SLn(C), otteniamo che anche SU∗(2n) ∩ U(2n) = Sp(n).

Possiamo ricavare le (3) con calcolo diretto. �

Utilizzando la decomposizione di Cartan si ricava allora

Proposizione 4.2. I gruppi U∗(2n) ed SU∗(2n) sono omeomorfi, rispettivamen-
te, ad Sp(n) × R2n2−n e ad Sp(n) × R2n2−n−1. �

5. I gruppi O(p, q) ed SO(p, q)

Abbiamo già trattato il caso dei gruppi O(p, q) e SO(p, q) nell’Esempio 5.1 del
Cap.17. Ci limitiamo quindi a riassumere nel seguente enunciato la discussione
svolta in precedenza.

Siano p, q interi positivi con p + q = n.

Proposizione 5.1. (1) O(p, q) ed SO(p, q) sono autoaggiunti.
(2) O(p, q) ∩ U(n) ' O(p) ×O(q), SO(p, q) ' SO(p) × SO(q) × {±1}.
(3) Le algebre di Lie di O(p, q) e di SO(p, q) coincidono con

o(p, q) =

{(
A B
Bᵀ C

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ o(p), C ∈ o(q), B ∈ Rp×q
}
, ed è

o(p, q) ∩ pn(C) =

{(
0 B

Bᵀ 0

) ∣∣∣∣∣∣ B ∈ Rp×q
}
.

In particolare, dimR(o(p, q)) =
(
n
2

)
= n(n−1)/2 e dimR(o(p, q)∩pn(C)) =

pq.
(4) O(p, q) è in corrispondenza biunivoca e bicontinua con il prodotto car-

tesiano O(p) × O(q) × Rpq ed SO(p, q) in corrispondenza biunivoca e
bicontinua con SO(p) × SO(q) × {±1} × Rpq. �

Osservazione 5.2. Ricordiamo che SO(p, q) ha il sottogruppo connesso per
archi di indice due

(5.1) SO+(p, q) =

x =

(
x1,1 x1,2
x2,1 x2,2

) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xᵀ · Ip,q · x = Ip,q,

x1,1 ∈ Mp(R), x2,2 ∈ Mq(R),
det(x1,1) > 0, det(x2,2) > 0

 .
In particolare, SO+(1, 3) è il gruppo di Lorentz, che definisce le simmetrie della
relatività ristretta.
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6. Il gruppo simplettico reale Spn(R)

Lemma 6.1. (1) Spn(R) è autoaggiunto.
(2) Spn(R) ∩ U(2n) = Sp(n) ∩O(2n) è isomorfo al gruppo U(n).
(3) L’algebra di Lie spn(R) di Spn(R) ha dimensione reale n(2n + 1) e le sue

matrici hermitiane formano un sottospazio

spn(R) ∩ p2n(C) = spn(R) ∩ Sim2n(R)

di dimensione reale n(n + 1).

Dimostrazione. (1) Il gruppo Spn(R) è autoaggiunto perché intersezione di
Spn(C) e di GLn(R), che sono entrambi autoaggiunti.
(2) Se x ∈ O(2n), allora xᵀ = x−1 e quindi

x ∈ Spn(R) ⇔ x−1 ·Ωn · x = Ωn ⇔ Ωn · x = x ·Ωn.

Se scriviamo x come una matrice 2×2 di matrici di Mn(R), questa equazione ci dà,

per x =

(
a b
c d

)
,

(
−b a
−d c

)
=

(
c d
−a −b

)
, cioè x =

(
a b
−b a

)
.

La condizione che xᵀ · x = I2n è allora equivalente al fatto che u = a + ib soddisfi
u∗u = In, che cioè a + ib ∈ U(n). Infatti

xᵀx =

(
aᵀ −bᵀ

bᵀ aᵀ

) (
a b
−b a

)
=

(
aᵀa + bᵀb aᵀb − bᵀa
bᵀa − aᵀb aᵀa + bᵀb

)
=

(
In 0
0 In

)
⇐⇒ u∗u = (aᵀ − ibᵀ)(a + ib) = (aᵀa + bᵀb) + i (aᵀb − bᵀa) = In.

(3) L’algebra di Lie di spn(R) consiste delle matrici reali di spn(C). Abbiamo quindi

spn(R) =

{(
A B
C −Aᵀ

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ Mn(R), B,C ∈ Simn(R)
}

e quindi formano un sottospazio vettoriale reale di dimensione n2 + n(n + 1) =

n(2n + 1). La parte hermitiana di spn(R) è

spn(R) ∩ p2n(C) = spn(R) ∩ p2n(R) =

{(
A B
B −A

) ∣∣∣∣∣∣ A, B ∈ Simn(R)
}
,

ed è quindi uno spazio vettoriale reale di dimensione n(n + 1). �

Otteniamo allora la

Proposizione 6.2. La decomposizione di Cartan definisce una corrispondenza
bigettiva e bicontinua

(6.1) U(n)×(spn(R)∩Sim2n(R)) 3 (u, X) −→
(

Re (u) Im (u)
−Im (u) Re (u)

)
·exp(X) ∈ Spn(R)

e quindi un omeomorfismo tra Spn(R) ed U(n) × Rn(n+1).
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7. Il gruppo SO∗(2n)

Per una matrice x di O2n(C) abbiamo

x ∈ SO∗(2n) ⇔ Ωn · x = (x∗)−1 ·Ωn ⇔ Ωn · x = x̄ ·Ωn

⇔ x ∈ U∗(2n) ' GLn(H).

Possiamo quindi reinterpretare SO∗(2n) come il gruppo delle matrici ortogonali
complesse che rappresentano trasformazioni H-lineari. Gli elementi di SO∗(2n)
hanno perciò determinante reale positivo e quindi SO∗(2n) ⊂ SL2n(C).

Come abbiamo fatto nei paragrafi precedenti, dimostriamo un lemma che ci
consenta di studiare SO∗(2n) utilizzando la decomposizione di Cartan.

Lemma 7.1. (1) Il gruppo SO∗(2n) è autoaggiunto.
(2) Abbiamo SO∗(2n) ∩H(2n) ' U(n).
(3) L’algebra di Lie di SO∗(2n) è

o∗(2n) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ on(C), B ∈ pn(C)
}
, di dimensione n(2n− 1) ed

o∗(2n) ∩ p2n(C) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A, B ∈ ion(R)
}

ha dimensione n(n − 1).

Dimostrazione. Abbiamo osservato che SO∗(2n) = U∗(2n) ∩ O2n(C). Poiché
sia U∗(2n) che O2n(C) sono autoaggiunti, lo è anche la loro intersezione SO∗(2n).

Per calcolare l’intersezione di SO∗(2n) con U(2n), scriviamo un elemento del
gruppo come una matrice 2 × 2 di matrici di Mn(C). Allora(

aᵀ cᵀ

bᵀ dᵀ

)
·

(
a b
c d

)
=

(
aᵀa + cᵀc aᵀb + cᵀd
bᵀa + dᵀc bᵀb + dᵀd

)
=

(
In 0
0 In

)
,(

a∗ c∗

b∗ d∗

)
·

(
0 In
−In 0

)
·

(
a b
c d

)
=

(
a∗c − c∗a a∗d − c∗b
b∗c + d∗a b∗d − d∗b

)
=

(
0 In
−In 0

)
,(

a∗ c∗

b∗ d∗

)
·

(
a b
c d

)
=

(
a∗a + c∗c a∗b + c∗d
b∗a + d∗c b∗b + d∗d

)
=

(
In 0
0 In

)
.

Abbiamo osservato che possiamo sostituire alle condizioni nella seconda linea il
fatto che d = ā, c = −b̄. Otteniamo cosı̀ il sistema di equazioni

(∗)


aᵀa + b∗b̄ = In,

aᵀb − b∗ā = 0,
a∗a + bᵀb̄ = In,

a∗b − bᵀā = 0.

Sottraendo membro a membro la prima e la terza otteniamo

(Im (a))ᵀa − (Im (b))ᵀb̄ = 0 ⇔ (Im (a))ᵀ(Im (a)) + (Im (b))ᵀ(Im (b)) = 0

e quindi a e b sono matrici reali. Le (∗) esprimono allora la condizione che la
matrice u = a + ib sia unitaria. Infatti la prima e la terza, ed anche la seconda e la
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quarta delle (∗) sono la stesse equazioni per matrici a e b reali, e si possono anche
esprimere mediante

u∗u = (aᵀ − i bᵀ) · (a + i b) = aᵀa + bᵀb + i (aᵀb − bᵀa) = In

Possiamo identificare l’algebra di Lie di SO∗(2n) all’intersezione

o
∗(2n) = u

∗(2n) ∩ o2n(C) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣
(
A −B̄
B Ā

)
+

(
Aᵀ Bᵀ

−B∗ A∗

)
= 0

}
=

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ on(C), B ∈ pn(C)
}
.

Osserviamo che è uno spazio vettoriale reale di dimensione n(2n − 1). Abbiamo
poi

o
∗(2n) ∩ p2n(C) =

{(
A −B̄
B Ā

) ∣∣∣∣∣∣ A, B ∈ ion(R)
}
,

di dimensione reale n(n − 1). �

Utilizzando allora la decomposizione di Cartan otteniamo

Proposizione 7.2. Il gruppo SO∗(2n) è in corrispondenza biunivoca e biconti-
nua col prodotto cartesiano U(n) × Rn(n−1). �

8. I gruppi Sp(p, q)

Introduciamo le matrici

(8.1) Ω =

(
Ωp 0
0 Ωq

)
e K =

(
I2p 0
0 −I2q

)
.

Si può allora verificare che possiamo definire in modo equivalente

Sp(p, q) = {x ∈ GL2n(C) | xᵀ ·Ω · x = Ω, x∗ · K · x = K},(8.2)

sp(p, q) = {X ∈ gl2n(C) | XᵀΩ + ΩX = 0, X∗K + KX = 0}.(8.3)

Lemma 8.1. (1) Sp(p, q) è autoaggiunto.
(2) Sp(p, q) è isomorfo al prodotto diretto Sp(p) × Sp(q).
(3) L’algebra di Lie sp(p, q) di Sp(p, q) ha dimensione reale n(2n + 1) e

l’intersezione sp(p, q) ∩ p2n(C) ha dimensione reale 4pq.

Dimostrazione. (1) Abbiamo definito Sp(p, q) come l’intersezione di U(p, q)
con il gruppo G delle congruenze di Ω. Poiché abbiamo già verificato che U(p, q)
è autoaggiunto, basterà verificarlo che lo è anche G. Abbiamo

x ∈ G ⇔ xᵀ = −Ω · x−1 ·Ω ⇔ x∗ = −Ω · x̄−1 ·Ω ⇔ x̄ ·Ω · x∗ = Ω ⇔ x∗ ∈ G,

ove abbiamo utilizzato il fatto che Ω−1 = −Ω. Questo prova (1).
(2) Abbiamo Sp(p, q) ∩ U(2n) = G ∩ (U(p, q) ∩ U(2n)). Quindi

Sp(p, q) ∩ U(2n) =

{(
a 0
0 b

) ∣∣∣∣∣∣ a ∈ U(2p), b ∈ U(2q),
(
aᵀ 0
0 bᵀ

)
Ω

(
a 0
0 b

)
= Ω

}
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=

{(
a 0
0 b

) ∣∣∣∣∣∣ a ∈ Sp(p), b ∈ Sp(q)
}
.

(3) Gli elementi dell’algebra di Lie di Sp(p, q) sono matrici di u(2p, 2q), e quindi

della forma

X =

(
A B
B∗ C

)
, con A ∈ u(2p), C ∈ u(2q), B ∈ C2p×2q

che soddisfano XᵀΩ + ΩX = 0, cioè(
Aᵀ B̄
Bᵀ Cᵀ

) (
Ωp 0
0 Ωq

)
+

(
Ωp 0
0 Ωq

) (
A B
B∗ C

)
=

(
AᵀΩp + ΩpA ΩpB + B̄Ωq
BᵀΩp + ΩqB∗ CᵀΩq + ΩqC

)
= 0.

Quindi

sp(p, q) =

{(
A B
B∗ C

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ sp(p), C ∈ sp(q), B ∈ C2p×2q e B̄ = ΩpBΩq

}
.

Scriviamo la matrice B nella forma

B =

(
α β

γ δ

)
, con α, β, γ, δ ∈ Cp×q.

Allora

B̄ = ΩpBΩq ⇔

(
ᾱ β̄

γ̄ δ̄

)
=

(
0 Ip
−Ip 0

) (
α β

γ δ

) (
0 Iq
−Iq 0

)
=

(
−δ γ

β −α

)
.

Le matrici B sono quindi della forma

B =

(
α β

β̄ −ᾱ

)
, con arbitrarie α, β ∈ Cp×q.

Otteniamo allora

sp(p, q) =

{(
A B
B∗ C

) ∣∣∣∣∣∣ A ∈ sp(p), C ∈ sp(q), B =

(
α β

β̄ −ᾱ

)
, α, β ∈ Cp×q

}
,

sp(p, q) ∩ p2n(C) =

{(
0 B
B∗ 0

) ∣∣∣∣∣∣ B =

(
α β

β̄ −ᾱ

)
, α, β ∈ Cp×q

}
.

Abbiamo dimR(sp(p, q) ∩ p2n(C)) = 4pq e, poiché dimR(sp(p)) = p(2p + 1),
dimR(sp(q)) = q(2q + 1), è

dimR(sp(p, q)) = p(2p+1)+q(2q+1)+4pq = 2(p+q)2+(p+q) = 2n2+n = n(2n+1).

�

Utilizzando la decomposizione di Cartan, possiamo allora concludere:

Proposizione 8.2. Il gruppo Sp(p, q) è in corrispondenza biunivoca e biconti-
nua con il prodotto cartesiano Sp(p) × Sp(q) × R4pq. �
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9. Spazi simmetrici

Tra le applicazioni della classificazione di Cartan dei gruppi semplici una delle
più importanti è la descrizione9 degli spazi simmetrici. Questi oggetti hanno una
struttura di varietà differenziabile (nell’intorno di ogni loro punto si possono defi-
nire carte coordinate, in modo che i cambiamenti di coordinate tra le diverse carte
siano descritti da funzioni di classe C∞) ed una struttura metrica, che permette
di calcolare distanze tra punti, lunghezze di archi di curva, aree, volumi, etc., che
sono preservate da un gruppo transitivo e continuo di trasformazioni.

Gli spazi simmetrici generalizzano gli spazi della geometria euclidea e delle
geometrie non euclidee cui avevamo accennato nel §5 del Cap.18 e costituiscono
possibili modelli fisici dello spazio vuoto. Secondo l’intuizione di Riemann, la
materia costituisce una perturbazione del vuoto e dovrebbe quindi rappresentar-
si come una variazione della curvatura. La lista di Cartan, che abbiamo descritto
nei paragrafi precedenti, permette di determinare gli spazi simmetrici fondamentali
(quelli generali sono, almeno localmente, prodotti cartesiani di quelli fondamenta-
li). In particolare, per ogni elemento della lista di Cartan, ci sono essenzialmente10

due spazi, uno illimitato a curvatura negativa, che generalizza lo spazio iperbolico
di Lobačevskij, ed uno limitato (compatto), a curvatura positiva, che generalizza
lo spazio ellittico di Riemann. Per ciascuno dei gruppi G della lista del §2, sia K
il corrispondente sottogruppo compatto massimale e G′ il sottogruppo compatto
massimale della complessificazione di G. Allora G/K è lo spazio simmetrico a
curvatura negativa e G′/K quello a curvatura positiva associati a G.

Nell’ambito dei gruppi classici, a ciascun gruppo semplice complesso dei ti-
pi A, B,C,D corrispondono uno spazio simmetrico a curvatura negativa, che si
può identificare allo spazio delle sue matrici hermitiane definite positive, ed uno
compatto a curvatura positiva, che si può identificare al suo sottogruppo compatto
massimale.

tipo G G′ K
A SLn(C) SU(n) × SU(n) SU(n)
B,D SOn(C) SO(n) × SO(n) SO(n)
C Spn(C) Sp(n) × Sp(n) Sp(n)

Per la decomposizione di Cartan, il quoziente di G rispetto al suo sottogruppo
compatto massimale K si può identificare allo spazio P delle sue matrici hermitiane

9Agli spazi simmetrici sono state dedicate numerose monografie. Tra queste, raccomandiamo
la lettura di J.Wolf, Spaces of constant curvature, Publish of Perish, Boston, Mass. USA (1974) ed
S.Helgason Differential geometry and symmetric spaces Academic Press, New York and London,
(prima edizione 1962, seconda edizione 1978).

10Sono univocamente determinati, a meno di isometrie, se richiediamo che siano connessi e
semplicemente connessi, che cioè ogni coppia di loro punti siano estremi di un arco continuo e che
ogni arco chiuso si possa deformare con continuità ad un punto. Un qualsiasi spazio simmetrico
connesso è il quoziente di uno di questi per un gruppo discreto di isometrie. Per esempio, se n ≥ 2,
la sfera Sn è semplicemente connessa, ma non lo è lo spazio proiettivo RPn, che si può ottenere come
quoziente della sfera per il gruppo formato dall’identità e dalla mappa antipodale (v → −v).
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definite positive. L’azione del gruppo complesso G su P può essere descritta da

(9.1) G × P 3 (x, p) −→ x·p·x∗ ∈ P .

Date due matrici p1, p2 ∈ P , per il teorema di Sylvester (Teorema 2.15 del Cap. 7),
la matrice p−1

1 ·p2 ha tutti gli autovalori reali e positivi, perché uguali a quelli della
matrice

√
p2·p−1

1 ·
√

p2, che è hermitiana e definita positiva. A meno di una costan-
te moltiplicativa, possiamo quindi definire la distanza tra due matrici p1, p2 di P
mediante

(9.2) dist(p1, p2) =

(∑n

i=1
| log(λi(p−1

1 ·p2)|2
)1/2

,

ove i λi(p−1
1 ·p2) sono gli autovalori di p−1

1 ·p2, ripetuti con le loro molteplicità. Il
fatto che le trasformazioni di P descritte da (9.1) preservino le distanze tra coppie
di matrici di P è conseguenza del fatto che la matrice

(x · p1 · x∗)−1 · (x · p2 · x∗) = [x∗]−1(p−1
1 · p2) · x∗

è simile, e quindi ha gli stessi autovalori, di p−1
1 · p2.

Se G′ è la forma compatta di G, l’azione del prodotto G′×G′ su G′ è descritta
da

(9.3) (G′ ×G′) ×G′ 3 ((x, y), p) −→ x · p · y∗ ∈ G′.
Se p1, p2 ∈ G′, allora p−1

1 p2 = p∗1 p2 è ancora un elemento di G′. Le matrici di G′
sono unitarie ed hanno quindi autovalori di modulo 1, che possiamo scrivere nella
forma λi(p−1

1 p2) = exp(iθi(p−1
1 · p2)), con |θi(p−1

1 · p2)| ≤ π. A meno di una costante
moltiplicativa, possiamo definire allora la distanza mediante

(9.4) dist(p1, p2) =

(∑n

i=1
|θi(p−1

1 · p2)|2
)1/2

.

Come in precedenza, si verifica facilmente che questa distanza è invariante per
l’azione di G′ ×G′.

Per i gruppi reali i cui complessificati siano di tipo A, B,C,D, abbiamo la
seguente tabella.

tipo G G′ K
AI SLn(R) SU(n) SO(n)
AII SU∗(2n) SU(2n) Sp(n)
AIII-AIV SU(p, q) SU(p + q) SU(p) × SU(q) × S1

B/D I-B/D II SO+(p, q) SO(p + q) SO(p) × SO(q)
CI Spn(R) Sp(n) U(n)
CII Sp(p, q) Sp(p + q) Sp(p) × Sp(q)
DIII SO∗(2n) SO(2n) U(n)

Come nel caso complesso, G/K si può identificare allo spazio P delle matrici
hermitiane definite positive di G. L’azione di G su P e la distanza sono ancora
definite con le stesse formule (9.1), (9.2).

Per gli spazi compatti G′/K, distinguiamo i casi A III − IV, B/D I − II, C II
dagli altri. In questi casi stiamo considerando gli spazi di Grassmann dei p-piani
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sui corpi R, C e H, rispettivamente. Con n = p + q, le rispettive grassmanniane
sono allora sottospazi degli spazi proiettivi P(Λp(Cn)), P(Λp(Rn)) e P(Λ2p(C2n),
rispettivamente, in cui la distanza si definisce in modo analogo a quello dello spazio
ellittico nel §5 del Cap.18. Ricordiamo che, se (v |w ) è un prodotto scalare reale su
uno spazio vettoriale V, una distanza su P(V) può essere definita da

dist([v], [w ]) = arccos
(
|(v |w )|
‖v‖ · ‖w‖

)
, ∀v ,w ∈ V \ {0},

ove al solito [v], [w ] sono i punti dello spazio proiettivo che hanno rappresentanti
omogenei v ,w . Su Λp(Rn) il prodotto scalare è quello per cui i p-vettori ei1∧· · ·∧eip

con 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n formano una base ortonormale. Per definire un prodotto
scalare reale su Λp(Cn) e Λ2p(C2n) possiamo considerare le loro inclusioni, come
sottospazi reali, in Λp(R2n) ed in Λ2p(R4n), rispettivamente.

Il quoziente SU(n)/SO(n) si può rappresentare nella grasmanniana dei sotto-
spazi reali di Cn, facendo corrispondere ad una matrice x = (x1, . . . , xn) ∈ SU(n) il
sottospazio

〈x1, . . . , xn〉R =

{∑n

i=1
kixi

∣∣∣∣ k1, . . . , kn ∈ R.
}

Utilizzando l’isomorfismo R-lineare Cn 3 x →
(
Re (x )
Im (x )

)
∈ R2n, questo ci permette

di identificare l’immagine ad un sottospazio dello spazio proiettivo P(Λn(R2n)) ed a
definire quindi la distanza nel modo solito, a partire dal prodotto scalare di Λn(R2n).

Possiamo descrivere in modo simile il quoziente Sp(n)/U(n). Ricordiamo che
le matrici di Sp(n) sono gli elementi di U(2n) che sono al tempo stesso con-
gruenze della matrice antisimmetrica Ωn. Ad ogni elemento x di Sp(n) faccia-
mo corrispondere il sottospazio complesso generato dalle sue prime n colonne.
L’applicazione

x = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n) −→ [x1 ∧ · · · ∧ xn] ∈ P(Λn(C2n))

ci permette di identificare Sp(n)/U(n) ad un sottoinsieme dello spazio proiettivo
P(Λn(R4n)) e di definire quindi la distanza tra due punti, invariante per l’azione di
Sp(n), nel modo solito.

Per il quoziente SU(2n)/Sp(n), consideriamo lo spazio

(9.5) M = {Ω ∈ o2n(C) | Ω∗ ·Ω = I2n}.

delle strutture quaternioniche compatibili con il prodotto hermitiano di C2n. Su di
esso facciamo agire SU(2n) per congruenze:

(9.6) SU(2n) × M 3 (x,Ω) −→ x ·Ω · xᵀ ∈ M.

Su o2n(C) possiamo definire il prodotto scalare reale

(Ω′|Ω′′) = 1
2n Re (traccia([Ω′′]∗ ·Ω′)).

Gli elementi di M appartengono tutti alla sfera unitaria e quindi la

(9.7) dist(Ω′,Ω′′) = arccos(Ω′|Ω′′)

definisce una distanza SU(2n)-invariante su M.
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Consideriamo infine il quoziente SO(2n)/U(n). Esso si può identificalre con lo
spazio

M = {A ∈ M2n(R) | A2 = −I2n, Aᵀ · A = I2n}

delle strutture complesse su R2n che sono anche ortogonali. L’azione è descritta da

SO(2n) × M 3 (x, A) −→ x · A · xᵀ ∈ M.

Osserviamo che le matrici di M sono antisimmetriche. La forma bilineare simme-
trica

(A|B) = 1
2n traccia(Bᵀ · A)

è un prodotto scalare su o(2n) ed M è contenuto nella sfera unitaria di o(2n) per
questo prodotto scalare. Allora

dist(A, B) = arccos((A|B))

definisce una distanza SO(2n)-invariante su M.

Oltre a questi ci sono dodici coppie di spazi simmetrici associati ai gruppi
eccezionali.

Uno spazio simmetrico a curvatura nulla e semplicemente connesso è euclideo.
In generale, può essere il quoziente di uno spazio euclideo rispetto ad un sottogrup-
po discreto del gruppo delle sue isometrie. Ad esempio, possiamo considerare il
toro piatto T n = Rn/Zn, con la distanza tra le immagini [v], [w ] nel quoziente di
due vettori v = (vi),w = (wi) di Rn definita da

dist([v], [w ]) =
∑n

i=1
arccos(cos(vi − wi)).
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poliedro convesso, 278
polinomi

primi tra loro, 221
simmetrici elementari, 86

polinomio, 60
caratteristico, 181
caratteristico relativo, 188
completamente riducibile, 199
di Schur, 88
discriminante, 84
grado, 60, 86
indeterminata, 60
irriducibile, 14
minimo, 187
minimo relativo, 188
monico, 14
multigrado, 86
omogeneo, 86
primario, 221
primo, 221
radice, 61
simmetrico, 86
termine, 60
variabile, 60
zero, 61

principio d’identità dei polinomi, 61
principio di Cavalieri, 291
prisma, 291
processo di ortogonalizzazione di

Gram-Schmidt, 312
prodotto

esterno, 294
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interno, 285
righe per colonne di matrici, 122
scalare, 311

hermitiano, 347
reale, 285

tensoriale, 174
proiezione, 210

ortogonale, 322
pseudoscalari, 294
punto

all’infinito, 34
fisso, 401
isodinamico, 44
riflesso, 401

quadrica
affine, 374, 375, 409

completamento proiettivo, 375
elissoide d’indice p, 378
equivalenza, 409
iperboloide a due falde, 378
iperboloide d’indice p, 378
iperboloide ellittico, 378
iperboloide iperbolico, 378
matrice completa, 409
matrice incompleta, 409
paraboloide d’indice p., 378
paraboloide ellittico, 378
paraboloide iperbolico, 378
parte all’infinito, 375
quadrica all’infinito, 409

proiettiva
ellittica, 361
indice, 360
indice di degenerazione, 360
indice ristretto, 360
iperbolica, 361
luogo singolare, 362
non degenere, 360
punto regolare, 362
punto singolare, 362
rango, 360
rigata, 361

quadrigruppo, 114
quarto armonico, 42
quaterna armonica, 42
quoziente, 68

radicale
b-, 394
di un ideale, 191

radice
n-esima di un numero complesso, 36

multipla, 62
radici coniugate, 14
rango, 167

di un’applicazione lineare, 265
di una matrice scalare, 167
formula del rango, 266
libero, 161
per colonne, 167
per righe, 167

rapporto d’omotetia, 365
rapporto semplice, 34, 280
rappresentante omogeneo, 305
rappresentazione

aggiunta, 180
antisimmetrica, 205
canonica del gruppo lineare, 180
lineare, 251

irriducibile, 251
riducibile, 251

reale di una matrice complessa, 346
reciprocità, 369, 406
relazione, 103
relazione di Chasles, 275
resto, 68
retta

proiettiva complessa, 43
retta affine, 276
riflessione, 211, 398
riflessività, 271
risultante di due polinomi, 81
rotazione

iperbolica, 335
piana, 320

segmento, 278
segnatura, 330
segnatura di una permutazione, 113
sfera

focale, 46
similitudine, 35

di matrici, 179
di triangoli, 35

simmetria, 211
b-ortogonale elementare, 398
assiale, 322
elementare, 320
ortogonale, 323

simplesso, 278
simplettico, 414

ortogonale, 414
sistema

di vettori ortogonali, 312
di vettori ortogonali hermitiani, 348
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ortonormale di vettori, 312
ortonormale hermitiano di vettori, 348

somma di sottospazi affini, 284
somma di sottospazi vettoriali, 172

diretta, 172
sottoalgebra

di Cartan, 234
equivalenza, 238

sottogruppo
normale, 99

sottomatrice, 120
sottospazi

affini
incidenti, 284
paralleli, 284
sghembi, 284
trasversali incidenti, 284
trasversali non incidenti, 284

sottospazi b-congruenti, 396
sottospazio

A-anisotropo, 337
A-isotropo, 337
A-negativo, 337
A-ortogonale, 336
A-positivo, 337
affine, 276

complemento ortogonale, 299
di Kn, 172
forma cartesiana, 299
forma parametrica, 299

anisotropo, 394
bandiera, 208

completa, 208
decomponibile, 182
indecomponibile, 182
iperbolico, 394
irriducibile, 182
isotropo, 394, 414
lagrangiano, 414
riducibile, 182
simplettico, 414
totalmente A-anisotropo, 337
totalmente A-isotropo, 337
totalmente anisotropo, 394
totalmente isotropo, 394, 414
vettoriale, 169

associato a un sottospazio affine, 172
sottospazio vettoriale

complementare, 269
spazio affine, 275
spazio ortogonale, 394
spazio proiettivo, 304
spazio vettoriale, 255

base, 258
combinazione lineare, 256
dimensione, 259
dipendenza lineare, 257
duale, 270
generatori, 258
indipendenza lineare, 257
quoziente, 269
sizigia, 256
somma diretta astratta, 256

spettro
di autovalori, 197

spettro di K[x], 221
stabilizzatore, 104
stella, 407

asse, 407
centro, 407

struttura
complessa, 346

Teorema
di Binet, 131
dei seni, 33
del coseno, 34
di Eisenstein, 261
di Engel, 208
di Hamilton-Cayley, 186
di Sturm, 73
di Sylvester, 138, 206
fondamentale dell’algebra, 16

tetraedro, 278
topologia, 342

compattezza, 342
continuità, 342
convergenza, 342
omeomorfismo, 342

traccia, 203
di ordine m, 205

trasformazione
di Möbius, 43
lineare fratta, 43
simplettica, 416

traslazione, 275
trasvezione, 211
triangolo, 278

unità
immaginaria, 13

velocità, 277
vettore, 119

A-positivo, 326
A-anisotropo, 326
A-isotropo, 326
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A-negativo, 326
A-nullo, 326
anisotropo, 394
di traslazione, 275
isotropo, 394
ortogonale, 348
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