CAPITOLO XVI

FORME REALI

§1 SISTEMI DI CHEVALLEY

Sia g un’algebra di Lie semisemplice complessa, h una sua sottoalgebra di Cartan
e R il sistema di radici di g rispetto ad §.

Per ogni o € R indichiamo con H, 'elemento di hg per cui S(H,) = (BlaY),
ciot [Hy, X] = (Bla¥)X se X € g°. Fissiamo poi X4, € g¥ in modo che siano
verificate le:

(1.1) [(Xa, X—o] =—Ha, [Haoy Xa] =2X0o, [Ho, X_o] = —2X_,.

Osserviamo che, se g = s(2,C), R = {£a}, allora le

01 00 10
Xo=(00) ¥o=(50) Ha=(05)

soddisfano le relazioni (1.1).
Definiamo i coefficienti N, g mediante:

(1 2) {[XOUXB]:NOé,ﬂXOkFﬁ s€ Oé,ﬁ,Oé‘f’ﬁGR
' Nopg=0 se a,BER, f#—aea+f¢&R.

Chiaramente abbiamo N, 3 = —Ng, per l'antisimmetria delle parentesi di Lie.
Vale inoltre :

LEMMA 1.1 Sea,B,y€Rea+ +~v=0, allora:

Na,ﬁ _ Nﬁﬁ N%a

IvlI> lled 11812

(1.3)

DiM. Scriviamo l'identita di Jacobi per i vettori X,, X3z, X,. Abbiamo:

[[Xow Xﬁ]a X’Y] = Na,ﬁHV
= [[Xa, X5], Xl + [Xa, [X3, X;]]
= —NyoHg — N Hq .

Osserviamo ora che l'applicazione n — ||n||?H,, si estende a un’applicazione li-

neare di h* su h. Quindi ||y||*H, = —|a|?*Hs — ||8]|*Hs. Inoltre, H, e Hg sono

linearmente indipendenti. Da questo segue la (1.3). O
215
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LEMMA 1.2 Sea,B,a+8 € Ref—qa,...,B+pa éla-stringa di « per 3, allora :

o+ B _ q+1
("

(1.4)

DiM.  Consideriamo i vari casi possibili. Abbiamo (8|a") € {0, -1, -2, —3}.

Se (BlaY) = 0, allora p = q. Poiché p + ¢ < 3, abbiamo p = ¢ = 1. Poiché
13+ «a||* > ||3]|%, la condizione che (o + (8]|3Y) = 2 ci dice che ||8 + a|* = 2||8]?,
dimostrando la validita di (1.4) in questo caso.

Quando (B|a) = —1, abbiamo k||3]]?> = ||a||? se («|3Y) = k € {-1,-2,-3}.
Allora:

loc+ BII* = KIBI® + 181 + 2(al8) = [18]”
perché 2(a|B) = —k||B]|?>. Poiché ¢ —p = —1, abbiamo p = ¢+ 1 e ne deduciamo la
(1.4).
Se (BlaY) = =2, allora ||3||* = 2||a|| e (a]|BY) = —1. Quindi:

1
et 817 = lled® + 181" + 1811 (@]8”) = S 11811*

Poiché ¢ — p = —2 e ¢ = 0, otteniamo anche in questo caso la (1.4).

Consideriamo ora 'ultimo caso, in cui (B|a") = —3. Abbiamo allora ||3|* =
3llal|? e (a|3Y) = —1. Quindi:

1
la+ B[1* = flell® + 1811 + (1811 (] 8Y) = §H5||2-
Poiché ¢ — p = —3 e ¢ = 0, otteniamo la (1.4). O

LEMMA 1.3 Siano o, € R esia 8 —qa,...,3,...,08 + pa, con p,q interi non
negativi, la a-stringa per 3 in R. Allora:

. 1

(1) Hg(Xoquoz) = _Eﬁg(HouHa)
(ii) Nao,sN—qa,a+5 = —p(¢+1)

(iii) NaaﬁNfohfﬁ = (q + 1)2 °

DiM. Abbiamo:
2ﬁg(XaaX—oz) = KQ([HaaXa]yX—a) = Kvg(Hay [XonX—a]) = _Kvg(HomHoz) s

da cui (i).
Consideriamo il sottospazio vettoriale V' = Y7, _, gfthe = 370 gfthe di

g. La restrizione a V dell’endomorfismo 7" = ad(H,) ha traccia nulla. Poiché
T(Xg1ha) = [Has Xgtha)] = ((BlaY) + 2h) X 34 ha otteniamo che:

(p+q+1)(Bla”)+plp+1)—q(¢g+1) =0 = (Bla”)=q—p.
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Abbiamo poi:
[X—m [Xa,XB” = N_a,a+8Na,sX3
= [Ha, Xp] + [Xa, [X—a, Xp]]
= (Bla”) X+ No,—at+sN-a,5 Xp
Dimostriamo la (ii) per induzione su ¢. Quando ¢ = 0, f — a ¢ R e quindi
N_op =0, (Bla¥) = —p = —p(0+ 1) ci danno la (ii). Altrimenti, se § —a € R

osserviamo che la a-stringa per f —a e (f—a)—(¢— Do, ..., (B—a)+ (p+ 1)a
e quindi, supponendo per ricorrenza che la (ii) valga per « e (5 — «), abbiamo:

N_a,a18Nap=(q—p)—(p+1)g=—plg+1).

Per le (1.3) e la (1.4) abbiamo:

o + 5] q+1
N_o _3=N ca——— = —N_ .
a,—f a+B,—«a ||ﬁ“2 a,a+f D
Quindi, utilizzando anche (i) :
qg+1 qg+1
Na,ﬁN—a,—ﬁ = = a,ﬁN—a,a—i—ﬁ D = p(q + 1)7 = ((] + 1)2 :
La dimostrazione ¢ completa. U

Si dice Sistema di Chevalley di (g, h) una famiglia (X, )aer tale che:

(1) Xao €g° Va e R
(I) [Xa,X_o]=-H, VaeR
() 30 € Aute(g) con O(H)=-HVHeh, O(X,)=X_oVaeR.

TEOREMA 1.4 Esistono sistemi di Chevalley di (g,h).

Dim. Dalla costruzione di algebre di Lie complesse associate a un sistema di radici
ridotto ricaviamo il seguente fatto:

Siano B, B’ due basi di R. Per ogni o € B sia X, un elemento non nullo di g*
e per ogni o/ € B’ sia Y, un elemento non nullo di gal. Allora esiste uno ed un
solo automorfismo ® di g tale che ®(h) =h e P({X,|a € B}) ={Yy | € B'}.
Fissiamo quindi un sistema di vettori non nulli (Y, ),er per cui sia soddisfatte le
(I), (I). Sia © € Autc(g) tale che ©(Y,) = Y_, per ogni a € B. Necessariamente
avremo anche ©(Y_,) = Y, e quindi © ¢ un’involuzione. Per ogni o € R avremo
O(Y,) =toaY_o cont, € C* e tyt_o =1 perché O ¢ un’involuzione. Scegliamo per
ogni @ € R un elemento u, € C* con ui =ty € U_g = u;l. Allora X, = u,Y, ¢
un sistema di Chevalley per (g, bh). O

PROPOSIZIONE 1.5 Se (X, )aer € un sistema di Chevalley per (g,h), se a, 3 € R
sono linerarmente indipendenti e 3 — qa, . . ., B+ pa é I'a-stringa di « per 3, allora :

(1.5) Nop=N_o_p==x(¢g+1).
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DiM. Abbiamo infatti

N_o, X _o-p=[X_o, X 5] =[0(X,),0(Xp)]
O([Xa), Xg]) = Na.gX-a,-

da cui Ny g = N_, _p. Poiché N, gN_o.—p = (¢ + 1)?, otteniamo la tesi. d

§2 FORMA COMPATTA E FORMA SPLIT
Sia g un’algebra di Lie semisemplice complessa, h una sua sottoalgebra di Cartan
e (Xa)aer un sistema di Chevalley di (g, b).

PROPOSIZIONE 2.1 I due sottospazi reali di g :

(2.1) gr=br® Y RX,
aER

(2.2) u=ibp® Y (R(Xe+X_o)+iR(Xo—X_))
aER

sono sottoalgebre di Lie reali semisemplici di g. Abbiamo g = C®grgr e g = CRru.
La restrizione a gr e a u della forma di Killing kg ¢ a valori reali ed ¢ la forma di
Killing di gr e di u rispettivamente, ed e definito negativo su u. Se T e il coniugio
definito su g dalla forma reale u, se cio¢ 7(X +iY) = X —iY per ogni X,Y € u, la
forma Hermitiana :

(2.3) gx g3 (X,Y) = —rg(X,7(V)) €C
e un prodotto scalare Hermitiano su g.

DiM. La prima affermazione segue dal fatto che i coefficienti N, g rispetto al
sistema di Chevalley (X, )aer sono reali.
SeYi=Hi+) crciXa Yo=Hy+ ) cpc5X,, allora:

KQ(Y17Y2> = KQ(H17H2> + Z C?CEQKQ(XOHX—O!)
aER

1 —«
= kg(H1, Hs) — 3 Z ey “kg(Hoy H-()
a€R

Abbiamo poi 7(X,) = X_, e quindi si verificano facilmente le altre affermazioni
della proposizione. O

Una sottoalgebra di Lie reale gg di g si dice una forma reale di g se g = go ® 1 go.

Se go ¢ una forma reale di g, 'applicazione oy, : g — g definita da o4, (X +iY) =
X — 1Y se X, Y € g definisce un automorfismo anti-C-lineare di g.

Una forma reale go di g si dice:

split se contiene una sottoalgebra di Cartan by con adgy,(H) diagonalizzabile per
ogni H € hy;

compatta se la forma di Killing kg, ¢ definita negativa.
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Se u ¢ una forma compatta di g, allora:
(Z1|Z2) = —kg(Z1,7(Z2)) per Z1,Z> € g
¢ un prodotto scalare Hermitiano su g.

83 LA DECOMPOSIZIONE DI CARTAN

TEOREMA 3.1 Sia g la complessificazione di un’algebra di Lie semisemlice reale
go e o il coniugio in g definito da gg. Allora esiste una forma compatta u di g con
o(u) =u.

Dim. Fissiamo una qualsiasi forma compatta uy di g e sia 7¢ il coniugio di g
definito da uy. La composizione v = ¢ o 79 € un automorfismo dell’algebra di Lie
complessa g, e lascia quindi invariata la sua forma di Killing. Indicando con (X|Y)
il prodotto scalare Hermitiano (X,Y) = —kg4(X, 79(Y")), abbiamo allora:

(X|v(Y)) = —kg(X, 7000 0719(Y)) = —kg(X, v tor(Y))
= (X, (V) = WXOY) VXY eq.

Quindi v ¢ una trasformazione autoaggiunta per il prodotto scalare Hermitiano
che abbiamo definito su g. Consideriamo allora la trasformazione autoaggiunta
positiva p = v? = v o v*. Essa ha autovalori reali positivi e g = ©xs0E», ove
E), ={X € g|p(X)=AX}. Abbiamo [E\, E,] C Ey, per ogni A, u > 0, perché p &
un automorfismo di g. Poiché p € una trasformazione Hermitiana definita positiva
su g, per ogni t € R possiamo definire la sua potenza p' come una trasformazione
Hermitiana definita positiva, caratterizzata da p*(X) = A'X se X € Ej, con A\, \! >
0. Essendo:

PHXY]) = )'([X,Y]) = WX, p'Y] = [p'(X),p'(Y)] se X€E\YEE,,

anche p! & un automorfismo di g. Consideriamo ora, per ogni ¢ € R, ’automorfismo
anti-C-lineare 7, = pt o7 op~ ! di g. Per ogni t € R, esso ¢ il coniugio rispetto alla
forma reale compatta u; = p'(up). Da

ToovoT, L =Tgo(com)oTg=T900 =v "

otteniamo che T opo 1y = p~! e, in generale, 79 o p’ 0 79 = p~t. Quindi:

t 2t

=coro(rgoptomgop ) =vop~
-1

ogor,=copomgop”
oo =(con) b =ptort =y lop?

perché v commuta con tutte le potenze reali di p in quanto v, p e p' sono tutte
diagonalizzabili rispetto ad una stessa base di g.

Poiché p = v2, abbiamo v~! o pt/2 = pop~1/2

, € quindi Ty/4 00 = 70 Ty 4.
Otteniamo percio la tesi con u = p'/4(up). O
Osserviamo che la ¢t — p! & un gruppo a un parametro di automorfismi di g.

Abbiamo quindi p* = exp(tadq(P)) per un elemento P di g. Ricaviamo quindi
dalla dimostrazione del teorema precedente :
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PROPOSIZIONE 3.2 Se ug, uy sono due forme reali compatte della stessa algebra
di Lie complessa semisemplice g, allora esiste un automorfismo interno ¢ € Intc(g)
tale che ¢(ug) = u;.

Dim. La dimostrazione del Teorema 3.1 ci dice che, data una forma reale gg, luogo
di punti fissi di un coniugio ¢ di g e una forma compatta uy di g, possiamo trovare
un automorfismo interno ¢ € Intc(g) tale che 1(ug) = u sia una forma compatta
o-invariante, cioe con o(u) = u. Utilizziamo questo fatto nel caso speciale in cui
go = up sia anch’essa una forma compatta. Indichiamo con 79 e 71 = o i coniugi
rispetto alle forme compatte ug, uq, rispettivamente e sia 1 € Intc(g) tale che
T1((ug)) = (ug). Allora ¥p~! o 71 09 & un automorfismo involutivo di g, con
Y=t o7 09(ug) = up. Consideriamo la forma bilineare simmetrica:

b(X,Y) = _’@g(Xalﬁil ot o9(Y))
= —krg(V(X), 1 (Y(Y)).

Essa ¢ definita positiva su ug. Poiché 1~ o1 01 & un’inovoluzione che trasforma 1y
in sé, ug si decompone nella somma diretta dell’autospazio relativo all’autovalore
1 e dell’autospazio relativo all’autovettore —1. Se ¢! o7 0 )(X) = —X per un
X € ug, otteniamo:

0 >rg(X, 9! o 0 (X))
= kg(X, —X) = —kg(X, 70(X)) > 0.

Quindi X = 0, e questo prova che ¥ o 71 0 ¢!, essendo ’identitd su ug, & proprio
uguale a 7. Ne segue che 1 (ug) € il luogo dei punti fissi di 71 ed & percid uguale
ad uy. ]

Sia go un’algebra di Lie semisemplice reale. Ricordiamo che una sottoalgebra
o di go © compatta® se la restrizione a £ della forma di Killing di gy ¢ definita
negativa.

Un’involuzione di Cartan di un’algebra di Lie semisemplice reale gy ¢ un auto-
morfismo involutivo ¥ di gg per cui:

(3.1) (XY )y = —kg, (X, 0(Y)) per XY € gg

sia un prodotto scalare (definito positivo) su go.

Il luogo &y dei punti fissi di un’involuzione di Cartan e una sottoalgebra di Lie di
go su cui la forma di Killing kg, ¢ definita negativa. Indichiamo con po ’autospazio
di go corrispondente all’autovalore —1 di ¢J. Poiché ¢ ¢ un automorfismo involutivo,
po € l'ortogonale di €, rispetto alla forma di Killing. In particolare:

e t( ¢ una sottoalgebra di Lie compatta di gg (in particolare & riduttiva);

o kg, ¢ definita positiva su py e ad(fy) opera su py come un’algebra di tra-
sformazioni antisimmetriche rispetto al prodotto scalare definito su pg dalla
forma di Killing rg, .

IPer il criterio di Cartan, un’algebra di Lie compatta €, cioé con kg, definita negativa, ¢
semisemplice. La compattezza di un’algebra di Lie semisemplice reale £ € equivalente al fatto
che il gruppo di Lie lineare Intg(€) degli automorfismi interni di ¢ che ha algebra di Lie ¢,
sia compatto. Piu in generale, una sottoalgebra di Lie compatta £y di g & riduttiva, ma non
necessariamente compatta. B compatto il sottogruppo analitico di Int(go) con algebra di Lie
adg, (¥0) € 'applicazione £y 3 X — ady,(X) € adg,(f) & un isomorfismo di algebre di Lie.
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La decomposizione :

(3.2) g0 = € D po

associata ad un’involuzione di Cartan si dice una decomposizione di Cartan di gg.
Osserviamo che, poiché k4, ¢ definita positiva su po, la €y ¢ una sottoalgebra
compatta massimale di gg.

TEOREMA 3.3 Se g é la complessificazione di un’algebra di Lie semisemlice reale
go e u una forma reale compatta di g invariante rispetto al coniugio o associato a
do, allora g = (go Nu) & (go N iu) & una decomposizione di Cartan di gg.
Viceversa, se (3.2) é una decomposizione di Cartan di gg, allora u = &y @ ipy €
una forma reale compatta di g.
Date due decomposizioni di Cartan di gg, vi & un automorfismo interno di go che
le trasforma 'una nell’altra.

Dim. Siano o il coniugio rispetto alla forma reale gy e 7 quello rispetto ad una
forma reale compatta u di g e supponiamo che 700 = ¢ o 7. Allora la restrizione
¥ di T oo a go e un’involuzione di Cartan. Infatti:

Ko (X, 0(Y)) = rg(X, 7(Y)) VX, Y €egoCyg.

Viceversa, osserviamo che se (3.2) ¢ una decomposizione di Cartan di go, allora
u = €y @ ip e una forma reale di g. Il coniugio rispetto au e 7 =1vooc = oo,
dove si ¢ indicato con lo stesso simbolo ¢ I'estensione C-lineare di ¥ a g. Se X € &,
Y € po abbiamo:

KQ(X + ZY7T(X + ZY)) = KQO(X7X) - ﬁgo(Yv Y) .

La forma Hermitiana kg(-,7(-)) ¢ definita positiva su g, essendo un’estensione di
un prodotto scalare definito sulla forma reale u e quindi u ¢ una forma compatta
di g.

Siano ora ¥ e ¥ due involuzioni di Cartan su go. Siano ¢y = {X[|¥(X) = X},
po ={X|H(X)=—-X}, ¢ = {X|¥(X)=X}ep, ={X]|¥(X)=—X}. Indichiamo
con (X|Y)y = —rg, (X, 9(Y)) il prodotto scalare su go associato a ¥. Se vy = 9o,
abbiamo:

(XIro(Y))g = —hgy (X, 0'(Y) = —hg, (9'(X),Y) = (o(X)[Y)s .

Questo dimostra che v € una trasformazione simmetrica rispetto al prodotto scalare
(+]+)9 su go. Quindi py = 3 ¢ simmetrica e definita positiva. Possiamo quindi
inserire py = p{ in un gruppo a un parametro pf = exp(t-[adg, (Py)]) di automorfismi
interni di go, tutti simmetrici e definiti positivi per (-|-)y . Utilizzando gli argo-
menti della dimostrazione del Teorema 3.1, possiamo allora dimostrare che p(l)/ Yoo

Do /4 commuta con 9. Allora p(l)/ 4({%6) € una sottoalgebra compatta di gg invariante

per ¥, ed il suo ortogonale p(l)/ 4(%) un sottospazio invariante per 9 su cui la forma
di Killing & definita positiva. Ne segue che p(l)/4({?6) = b, p(l)/4(p6) = po e quindi

anchep(l)/4019/opal/4:79. 0

Osserviamo che vale la:
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PROPOSIZIONE 3.4 Sia g un’algebra di Lie semisemplice complessa. Indichiamo
con g® D’algebra di Lie reale ottenuta da g per restrizione del campo degli scalari.
Allora Ia decomposizione di Cartan (3.2) di g% & della forma:

(3-3) gt =uaiu
ove £y = u e una forma reale compatta di g e pyo = tu.

Dim. Infatti, se u & una forma reale compatta di g, la (3.3) ¢ una decomposizione
di Cartan di g®, e tutte le decomposizioni di Cartan di g® sono coniugate ad essa da
un automorfismo interno. Poiché gli automorfismi interni di g® trasformano forme
reali compatte in forme reali compatte di g, otteniamo la tesi della proposizione.[]

84 LE ALGEBRE SEMISEMPLICI CLASSICHE
1. TipO Ag
Sia n = ¢ + 1 e consideriamo l’algebra di Lie sl(n,C). La forma bilineare
simmetrica
B(X,Y) = traccia(XY)

¢ non degenere su gl(n, C) perché B(X, X*) > 0 per ogni X € gl(n,C)\{0}. Quindi
gl(n, C) & riduttiva. Il suo centro ¢ costituito dalle matrici che sono multiple della
matrice identica I,, e quindi sl(n, C) ¢ 'ideale semisemplice di gl(n, C).
Definiamo, per ogni coppia di indici 1 <14,5 < n:
E; ; =matrice con coefficiente dell’i-esima riga e j-esima colonna uguale a 1 e
tutti gli altri coefficienti uguali a zero.

Posto Hz = EiJ’ — Ei+17¢+1 per 1 S 1 S f=n— 1, le matrici
{Ei;j11<i#j<n}U{H;|1<i</{} formano una base di sl(n,C).

Sia b il sottospazio di sl(n,C) generato da Hi,..., H;. Indicando con e;(H)
I’i-esimo elemento della diagonale di H € b, abbiamo, per ogni 1 < 1,7 < n:

ad(H)(E; ;) = [H, E; j] = (e;(H) — ¢;(H))E; j .

Otteniamo percio :

Kotnc) (H, H) = Y (ei(H) — e;(H))?

1<i#j<n
= 2n - (traccia(H?)) — 2(traccia(H))? = 2n - B(H?).

Osserviamo che b & formato da tutte le matrici diagonali di sl(n, C). Se X € sl(n,C)
¢ un endomorfismo semisemplice, esiste una g € GL(n,C) per cui H = goXog™! €
h. Poiché Ad(g) ¢ un automorfismo di sl(n,C), abbiamo allora:

Ksi(n,C) (X7 X) = Rsl(n,C) (Ad(g) (X>7 Ad(Q) (X)> = Rsl(n,C) (H7 H)
= 2n - traccia( H?) = 2n - traccia(X?).

Poiché le matrici semisemplici di s{(n, C) formano un sottoinsieme denso di sl(n, C),
le due forme quadratiche k4, c) (X, X) e 2n-traccia(X oX) sono uguali per ogni X €
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sl(n,C) e quindi lo sono anche le forme bilineari simmetriche associate. Abbiamo
percio :

(4.1) Kai(n,c) (X, Y) = 2n - traccia(X oY) VX,Y €sl(n,C).
Abbiamo ancora:
(4.2) R={x(e; —e;)|1<i<j<n}.

Inoltre i vettori

(4.3) X~~—{Ei’j se 1<i<ji<n
) S

—EiJ' se 1§j<l§n
formano un sistema di Chevalley di sl(n, C). L’automorfismo di Chevalley ¢:
(4.4) 0:5l(n,C) > X — —'X € sl(n,C).

La forma compatta di sl(n, C), che si ottiene da questo sistema di Chevalley, & la sot-
toalgebra su(n) delle matrici X € sl(n, C) che soddisfano X + X* = 0, ove X* = X
¢ la trasposta coniugata, e cioe ’algebra di Lie reale delle matrici Hermitiane anti-
simmetriche. La decomposizione di Cartan di sl(n, C), considerata come un’algebra
di Lie reale, ¢ la decomposizione sl(n,C) = su(n) & isu(n), ove isu(n) = p(n) ¢ lo
spazio vettoriale delle matrici Hermitiane simmetriche. Il coniugio rispetto alla
forma reale su(n) ¢ X — 7(X) = —-X"*.

La forma split di sl(n,C), con la scelta del sistema di Chevalley che abbiamo
fatto, e I’algebra di Lie sl(n,R) delle matrici reali n x n con traccia nulla.

2. Tipo By
Sia n = 2¢ 4+ 1 un numero dispari e consideriamo 1’algebra di Lie delle matrici
complesse n X n antisimmetriche. E conveniente introdurre la matrice simmetrica :

1
1

e identificare 1’algebra di Lie delle matrici antisimmetriche a

(4.6) so(n,C) = {X €sl(n,C)|'XS, +5,X =0}.
Abbiamo :
X = (xm-)lgingn € 50(71, C) < Tjj = —Tp+4l—jnt+l—i DPEr 1<2,5<n.

Osserviamo che, se X € so(n,C), anche X* = X € so(n,C), e quindi la restrizione
a s0(n,C) di B(X,Y) = traccia(X oY) € non degenere.
Con le notazioni introdotte sopra, definiamo le matrici:
Hi=FE; ;- FEnt1-int1-i, t=1,..., ¢,
Fij=FEij—Enti—jnt1—i, 1 <45 <n.
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Osserviamo che F; ; =0sei+j=n+1e F,11_jpy1—i = —F; ;. Quindi gli H;,
conl<i</legliF;;, coni+j<mn=2¢{+1, formano una base di so(n,C).

Indichiamo con b il sottospazio delle matrici diagonali di so(n, C), che & generato
da Hy,...,Hy. Abbiamo:

ad(H)(F; ;) = [H, Fi ;] = [H, Ei j — Eni1—jn+1-i]
= (ei(H) = €;j(H))E; j — (ent1—(H) — eng1—i(H)) Eng1—jnv1-i]
= (ei(H) —¢;j(H))(Eij — Ent1—jnt1-i) = (ei(H) — e;(H))Fy j -

Risulta allora, per H € b :

ﬁso(n,@)(H7H) = Z (el(H) _ej(H)>2

i+j<n
— % (ei(H) —e;(H))? — %Z (ei(H) — ent1-i(H))
3,j=1 i=1
= nz (ei(H))? -2 Z (ei(H))
= (0= )Y (e(H))?

Otteniamo allora:
Keo(n,c)(H, H) = (20 — 1)traccia(H?),

e quindi, poiché la formula vale allora, per il coniugio, per tutte le matrici diago-
nalizzabili di so(2¢ + 1, C), che formano un aperto denso, abbiamo infine:

(4.7) Keo(n,0)(X,Y) = (20 — 1)traccia(X oY) VX,Y €s0(2(+1,C).

Il sistema di radici R associato a h e formato da:

(4.8) R={xe;|i=1,... .0} U{xe; *e; |1 <is#j<{l}
ove gli Fj 41, cone=1,...,¢egli Fy11,; sono autovettori che corrispondono alle
radici te;, e gli F; j, coni+j <nedi,j#¢+1, alle radici e; —e; (identificando e;
con —e,1_; peri=/{+1,...,n). Definiamo un sistema di Chevalley in s0(2¢(+1, C)
ponendo :
(( Xe, = Fiopr 1<t
X e, = —Frp1, 1<i<t
Xei—e; = Fij 1<i<y </t
X61'+6j - F’L‘,eﬁ*lfj 1 S l < ] S g
X,ehLej :—Fjﬂ' 1<i<j <t
( X eyme; = —Fry1ipr1—; 1<i<j<U{.

Utilizzando questo sistema di Chevalley, otteniamo la forma compatta :

u={X€s50(20+1,C)| X+ X" =0} =50(20+1,C)Nsu(20+1).
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Quest’algebra di Lie reale e isomorfa all’algebra di Lie delle matrici reali antisim-
metriche :

s0(20+1)={X €sl(2n+1,R) | X +'X =0}.

A partire dal sistema di Chevalley sopra descritto, otteniamo la forma split. Essa
e la sottoalgebra delle matrici reali di so(2¢+1,C):

(50(2£ + 1, (C))R = 50(6,5 + 1) = {X - 5[(2€ —+ 1,R) |tXSQe+1 + SQeJrlX = 0} .

3. Tipo Cy
Consideriamo la matrice antisimmetrica (2¢) x (2¢):

S,

e sia sp(n, C) 'algebra di Lie delle matrici complesse :

(4.9) sp(n,C) = {X €s1(2(,C) |'X J, + J,X = 0}.
Se X = (x;5)1<i,j<20 € sp(¢,C), abbiamo:
(1<i,j</
—T2041-j,2041—i  Der 4 oppure

| (+1<i,j<20

X5 =

“ 1<i<tl, (+1<j<2
To41—§,2041—i per < oppure

\ rr1<i<u, 1<j<t.

Possiamo quindi definire una base di sp(¢, C) mediante
H; =E;; — FEyy1-52041—i per 10/
Fij=FE;ij—FEyy1_jory1— per 1<14,j</
Fij=FE;ij+FEoyi1_joey1— per 1 <</l L<j<20+1—1
Fij=FE;j+ Eoyi1-jo0+1—; Dper (<1 <20, 1 <j<20+1—1.

Indichiamo con h la sottoalgebra complessa abeliana di sp(¢,C) generata da Hj,
..., Hy. Essa contiene tutte le matrici diagonali di sp(¢,C). Se H € b, abbiamo:

(ei(H) —e;(H))E;, 1<i#j<{
adsp(g’(c) (H)(FLJ> = (GZ(H) + €2g+1_j(H>)Fi’j 1 S 7, S 6, 6 <j S 26 + 1 —i
—(€2g+1_1(H)+€J(H)> (<i <20, 1<j<204+1—1

Abbiamo percio:

.MN

(es(H) —e;(H))* +2 Y (ei(H) +e;(H))?
i\j=1 1<i<;<t
¢ ¢

= > ((ei(H) = e;(H))? + (es(H) + ¢;(H))?) + Y _(2ei(H))?

1,j=1 =1

Kep(e,0) (H, H) =

0
= (40+4)) (e;(H))? = (20 + 2)traccia(H?) .

=1
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Poiché ogni elemento regolare di sp(¢, C) & coniugato a una matrice di b, otteniamo
che le due forme quadratiche xgp o, c)(H, H) e (2¢ + 2)traccia(H o H) coincidono su
tutti gli elementi regolari di sp(¢, C), e quindi su tutto sp(¢, C), perché gli elementi
regolari formano un aperto denso. Da questa osservazione ricaviamo :

(4.10) Kep(e,0) (X, Y) = (204 2)traccia(X oY) VX,Y €sp((,C).

Poiché X* =X € sp(¢,C) se X € sp(¢,C), la forma di Killing & non degenere su
sp(¢,C) e quindi questa ¢ un’algebra di Lie semisemplice (complessa) per il criterio
di Cartan.

Osserviamo che h ¢ un’algebra di Cartan di sp(¢,C). Il corrispondente sistema
di radici e:

(4.11) R={x(e;xe;)|1<i<j<l}U{2e]|1<i<Vt}.
Le matrici reali di sp(n, C) sono una sua forma split:
(4.12) sp(f,R) = {X €sl(20,R) |'X J, + J, X = 0}.
La forma compatta e:
(4.13) sp(f) =sp(¢,C) Nsu(20).
4. Tipo Dy
Sia n = 2¢ > 8 un numero pari e consideriamo 1’algebra di Lie delle matrici

complesse n X n antisimmetriche. E conveniente identificare 1’algebra di Lie delle
matrici antisimmetriche a

(4.14) so(n,C) = {X €sl(n,C)|'XS, +S5,X =0}.
Abbiamo:
X = (i )1<ij<n € 50(n,C) <= x; ; = —Tpi1—jnt+1—i perl <i,j<n.

Osserviamo che, se X € so(n,C), anche X* = X € so(n, C), e quindi la restrizione
a so(n,C) di B(X,Y) = traccia(X oY) ¢ non degenere.
Con le notazioni introdotte sopra, definiamo le matrici:

Hi=FE; ;- FEnt1-int1-i, t=1,..., ¢,
Fi,j = Ei,j - En+1—j,n+1—i, 1<i,5<n.
Osserviamo che F; ; =0sei+j=n+1e F,11_jpy1—i = —F; ;. Quindi gli H;,
conl<i</legliF;;, coni+j<n=2{ formano una base di so(n,C).

Indichiamo con b il sottospazio delle matrici diagonali di so(n, C), che & generato
da Hy,...,Hy. Abbiamo:

ad(H)(F; ;) = [H, Fi ;] = [H, Eij — Ent1-jn+1-i]
= (ei(H) —e;(H))E; j — (ent1—(H) — eng1—i(H)) Eng1—jny1-i]
= (ei(H) —¢;j(H))(Eij — Ent1—jnt1-i) = (e;(H) —e;(H))EF 5 -
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Risulta allora, per H € b :

Ksomoy(H, H) = Y (ei(H) —¢;(H))?

i+j<n
= % | (GZ(H)—GJ'(H))2—EZ(Gi(H)_eani(H))
=n)_(a(H)’ =23 (e:(H))’
= (20— Q)Z(ei(H))2

Otteniamo allora:
Keo(n,c)(H, H) = (20 — 2)traccia( H?),

e quindi, poiché la formula vale allora, per il coniugio, per tutte le matrici diago-
nalizzabili di so(2¢ + 1, C), che formano un aperto denso, abbiamo infine:

(4.15) Keo(n,C)(X,Y) = (20 — 2)traccia(X oY) VX,Y €50(2(,C).

Il sistema di radici R associato a h e formato da:

(4.16) R={te,te;|1<i#j</l}

ove gli F; j, con i+ j < m sono associati alle radici e; — e; (identificando e; con

—ept+1—i per i =€+ 1,...,n). Definiamo un sistema di Chevalley in so(2¢ + 1,C)
ponendo :

Xoro, = Fi 1<i<j</
Xei+ej = I'je+1—j 1<i<j </
X_grre, = —Fj. 1<i<j<{

X e;me; = —Fop1-ipp1—j 1<i<j<UL.
La forma compatta di so(2¢,C), calcolata a partire da questo sistema di Chevalley,
e
u={X €50(20,C)| X+ X" =0} =s0(2,C)Nsu(20+1).
Quest’algebra di Lie reale e isomorfa all’algebra di Lie delle matrici reali antisim-

metriche:

s0(20) = {X €sl(2n+1,R) | X +'X = 0}.

A partire dal sistema di Chevalley sopra descritto, otteniamo la forma split. Essa
¢ la sottoalgebra delle matrici reali di so(2¢,C):

(s0(2¢,C))* = s0(£,€) = {X € sl(20,R) | '’X S0 + S50 X = 0} .



