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Esercizio 1. [6 punti| Calcolare, se esiste, il limite

¥ Vcoshz — cosx — sinx — log (\6/1 + :z:3)
im

r—0+ (sinhx — sinz)®

W~

!

Svolgimento: Per quanto riguarda il denominatore, dagli sviluppi noti, per x — 0,

W
wloo

Y

W=

a=

. x3 3 . z3 3
smw:x—gjto(a:), smha::x—i—gjto(a:),
risulta
1’3 a l.3zz $3a l.Sa
(sinhx — senx)® = (E + 0(903)) =5 (14+0(1))* = y(l +o(1)) = T + o(z**).
Analizziamo gli addendi al numeratore. Dagli sviluppi
2 4 6 2 4 6
cosle—%+§—4—%0+o(:v6), coshx:1+?+§—4+%+o(x6) per x — 0,

segue

6
x
h o — 2 i 6
coshx — cosx = z° + 260 + o(z°),
e usando allora lo sviluppo
t
(1—|—t)1/2:1+§+0(t) per t — 0,

si ottiene

4 1/2 4 5
1
(coshz — cosz)Y? = & <1 + % + o(x4)> =z (1 oty o(x4)> =2+ — +o(z°).

Inoltre in base allo sviluppo
2

t
log(1+t)=t— §+0(t2) per t — 0,
e osservando che 1(z%)? = o(z”), si ha
1 .
log(V1+ 23) = A log(1+ 2*) = % + o(z?).

Usando infine lo sviluppo



si ottiene

25 . B 1
Numeratore =2+ — — x4+ — — — — — + By — 454 5)
umeratore. =+ 755 =@+ 5 — 95 = 5 +ol@’) =~y +ol@)
Quindi il imite proposto risulta uguale a
_ 178
o o) [~ o=
xr3a -
w0t G+ o(a?) 0 sea=3, 2.
12

Osserviamo che nei casi a = 3, 3 era sufficiente in realta sviluppare il numeratore ad un ordine pitt basso.

Ad esempio se a = %, il denominatore e, come visto,
x
. N2/ 2
(sinhz — sinx)° = 27 + o(z?),
e dunque ¢ sufficiente determinare, se esiste, il primo ordine non nullo e minore o uguale a 2 del
numeratore. Si avra dunque, ragionando come sopra ma arrestando gli sviluppi all’ordine 2,

(coshz — sinh )Y2 = (22 + o(2*))Y? = z(1 + o(2))? = z + o(?),
log(V1+43) = o(a?),
sinz = z + o(z?),
Numeratore = z — z + o(2?) = o(z?),
e dunque il limite richiesto si poteva calcolare come
im0
e=0t 5 + o(2?)



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(z) =*(logz + a):clog3;c

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita.

Facoltativo: studiare la derivata seconda e determinare gli intervalli di concavita/convessita e eventuali
punti di flesso.

Svolgimento: La funzione sotto studiata & f(x) = (logx + 4)z log® .

e Non vi sono simmetrie né periodicita.

e 11 dominio della funzione & D = (0, +00).

e f € C®(D), quindi in particolare non ci sono punti di non derivabilita.
e f(z) >0 & ze(0,eU[l,+00).

e Per le gerarchie di infiniti e infinitesimi si ha

lim f(z) =07, lim f(x) = o0, lim @) = +o00,

r—0+ T—>00 r—oo I
quindi non ci sono asintoti né verticali, né orizzontali, né obliqui, e f puo essere estesa a una
funzione continua in [0, +00) ponendo f(0) = 0.
e Si ha f'(z) = (log®z)(log” x + 8logx + 12) e lim,_+ f'(x) = 400, quindi z = 0 & un punto a
tangente verticale per la funzione estesa.
e Ponendo t = logx ed essendo t? + 8t +12 > 0 se e solose t < —6 o t > —2, si vede che f'(z) >0
sz e (0,e ) Ue?, 4+00), e pertanto:

_ . . . . _ .63
z = ¢~ % risulta essere punto di massimo relativo, con f(e™%) = 2%,
x = e~ 2 risulta essere punto di minimo assoluto, con f(e™?) = —g.

e f"(z) = 2[(logx)(log” x + 6log z + 6)], e dunque f"(z) >0 < z € [e73V3 e 3 V3] U [1, +00).
Abbiamo quindi i punti di flesso: = = 6*3*‘/5, xr= e*3+*/§, r=1.
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Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:

/“’O (e_%f” +e7) sinho‘xd
x.
0 r2(A + e77)

Calcolarlo per ao = 0.

[A=5,4,3,2]

72’ 671/2:1:

Svolgimento: Convergenza. Poiché per x — 0 si ha sinhxz ~x e e — 0, la funzione integranda

f(z) ha 'andamento asintotico
fla) ~ oo = 2y
T) ~ = —x
Az A"

quindi I'integrale converge nell'intervallo (0,1) se e solo se av < 1.
Per x — 400 si ha invece

b (52) e
€Tr) = ~Y
quindi l'integrale converge nell'intervallo (1, +00) se a < % e diverge se o > % Se a = %, I'integranda si

comporta come A e 'integrale diverge in (1, +00).
Percid l'integrale converge in R se e solo se o < %

Calcolo per a = 0. Ponendo y = e~2% i ha

/+°°e—ﬂf+e—xdx_ 12+2yd 2 ! / 2y d
0 A+e® 0o A+y? Y= 0 1—|—(y/\/_ At g2
1

— [% arctan(y/v/A) + log(A + y2)}0 = % arctan(1/v/A) + log (%) .




Esercizio 4. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:
6 2 L3 s 6 2 L3 s 6 2\ 53 T
27+ (7T—1)2°—-8—=8i=0 20— (7T—1)2°—=8—=8i=0, 2°£(9+1)2°+8+8i=0].

Svolgimento: Sostituiamo ¢ = 23 e consideriamo ’equazione di secondo grado
(1) G+ (7T—i)¢—8—8i=0.
Il discriminante di tale equazione e
(7—14)* +4(8+8i) =49 — 14i +i* + 32+ 32 = 81 + 18 +i* = (9 +1i)*.
(Si noti che nei quattro compiti il discriminante ¢ sempre un quadrato della forma a? — 1+ 2ai = (a+1)*

con a intero.) Pertanto le radici di (1) sono ¢ = —8 = 8¢i™ e ¢ = 144 = v/2¢"/%. Si conclude trovando
le radici terze di questi due numeri complessi. Ovvero, le sei soluzioni sono:

_9. 2617r/37 26i57r/3’ 21/66i7r/12’ 21/66137r/47 91/6,,ilTm/12

Le varianti si risolvono in maniera analoga, bastera notare che (1) ¢ sempre della forma ((£8)(¢%(1+17)).



Esercizio 5. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ ordine n = 5 con centro o = 0 per la

seguente funzione:

[(a,0) = (vV2,v2),(V3,V3),(vV2,V3),(vV3,V2) ]
Svolgimento: Si ha:
cos(ar) =1— “—;xQ + g—zx4 +o(x°) per x — 0.
Ponendo y = §$2 - %{B4 +o(2%) — 0 per x — 0 si ha che, per z — 0,
1
cos(axr) T 1- Yy
=14+ %% — Cat 4 o(2) + (Da? — Gat + o(2®)? + (La? — Lat + o(2))?
+o((%a” — §72* + o(2”))?)

:1+“2—2x2—;—:x4+‘2—4x4+0(1‘5):1+§x2+%a4x4+0(x5).

=1+y+y*+y°+o(y)

Infine, per z — 0,
b

cos(ax)

= b+ Cba? 4 Zatbat + o(aP).



