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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

. V1og(1 + az?) — arctan (y/ax + cz?)
o L () |

[(CL, C) = (27 1)? (47 _1>7 (37 1)7 (97 _1)]

Svolgimento: Usando gli sviluppi, validi per y — 0,
3

. y
siny =y — & +o(y!), log(l+y) =y+oly), ¢ =1+y+oy)

per il denominatore si ha

<Sizx>m _ (1 B %2 N 0(333))1« - (9: log <1 - %2 + 0(:1:3)>)

—exp(—x—g—i-o(:v?’)) 1= T ofa)

6 6

da cui segue
sinzy*r a?
1-— < ) ="+ o(2%).
T 6 (+)
Dunque basta sviluppare il numeratore al terzo ordine. Utilizzando allora gli sviluppi, validi per y — 07,

2 3

log(1+y) =y~ 5 +o(?), VI+y=1+5+o(y). arctany=y % +oly"),
si ottiene
a?z? az? az?
V1og(1 4 ax?) = \/axQ ) +o(xt) = \/ax\/l - + o(22) = Vazx (1 —I + o(mZ))
3
= Var — 2 jx + o(z?),
3
arctan(v/ax + cx®) = vax + cx® — a\/a% + o(z") = Vax + (c - %) 23+ o(z?),

da cui segue

Vlog(1 + ax?) — arctan(vaz + cx®) = (c + al_\éa) z* + o(2?).

1



Si conclude che il limite richiesto vale

lim

z—0



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = cos’z ewr

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a = (V2,-v2,V/3,-V3)]

Svolgimento: Consideriamo la funzione per a = V2

s
f(z) = cos’x ==

Il dominio ¢ chiaramente Dom f = {# € R : cosz # 0} = R\ {J + k7 : k € Z}. La funzione ¢ periodica
(periodo 27) e pari, basta quindi studiarla per esempio in [0,%) U (5, 7], dove & di classe C'. f > 0 in
0,5)U (5, 7] e

fz) — oo pera =5
0 perx—>§+

e quindi la retta di equazione x = 7 ¢ asintoto verticale (da sinistra) per il grafico di f, mentre ponendo

f(5) := 0 si otterrebbe una funzione continua da destra.

Per ogni z € [0,5) U (5, 7] si ha che

f'(z) = sin a:(\/§ — 2cos x)eﬁ,
e inoltre
hm f/(l‘) - 07
z—IT

pertanto la funzione estesa sarebbe derivabile da destra in z = 7.

™

Infine per ogni z € [0,5) U (5, 7| si ha sinz > 0, e dunque

1 s
/ /
r)>0 & cosr<— & x> —, z)=0 & x=0,
(@) 7 LW
pertanto f ¢ decrescente nell’ intervallo [0, 7], e f ¢ crescente negli intervalli [T, 7) e (
massimi locali in z = 0, x = 7, e un minimo locale in x = 7, nei quali

77T7

SIS |

,m]. Percio f ha

™

o=, 1(3)=5>im=c"

(I'ultima disugugaglianza vale in quanto V2 > e > 2.)



Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/“/2 .o (2Tx , x
sin (—) arcsin ( )daz.
0 a a—x

parametro a € R:

Calcolarlo per a = 0.
[a=5,4,3,2]

Svolgimento: Essendo siny ~ y e arcsiny ~ y per y — 0, risulta

a+l, -«
a+1l __ 2 m 1

+
~ = r .
4— T qot+l x qotl p—a-1 per x — 0

27Tx) a g gotlga

fla) ~ (

Pertanto f € impropriamente integrabile in un intorno destro di z = 0 se e solo se —a — 1 < 1, cioe
a > —2. D’altra parte, posto y = § — x, ricordando che arcsin1 = 7, si ha

a

2
2 a 2 a __ a+12a—1
f(z) = sin® <7T — —Wy) arcsin (2 y) = sin® (—Wy> arcsin <C2L y) ~ 2 —y* pery— 0",
a 5Ty a 5Ty a
da cui
) ﬂ_a+12a71 <CL )a 7Ta+12a71 1 a+
- @ _ — — = .
f(x - S per & — 5

a® -«
(5-2)

Pertanto f ¢ impropriamente integrabile in un intorno sinistro di x = § se e solo se —a < 1, cioe a > —1.
Segue che f ¢ impropriamente integrabile in (0, §) se e solo se a@ > —1.
Calcoliamo l'integrale per o = 0:

a/2
/ arcsin ( v >dx.
0 a—x




Integrando per parti si ha:

/arcsin( v )da:—xarcsin( * )—i v dzx
a—z/) a—z/ aJ (a—2)Va—2x

Con la sostituzione v/a — 2x = y nell’ultimo integrale si ottiene

2
r a—y 2a y
/(a—@\/ia_ggj T /a+y2 Yy / P y Vaarc an—\/a Y

va—?2
= —2y/a arctan % +va— 2.
a

Si deduce
a—2x

) x ) x a
/arcsm < )dx = rarcsin ( > + 2a arctan ——— — —
a—zx a—x Va Vva

Pertanto si conclude
a/2
) T T
arcsm( )d:v:a(l——).
0 a—1x 4

Alternativamente si puo fare all’inizio il cambiamento di variabile ¢t = a — z, e poi di nuovo integrare
Y
per parti, ottenendo ovviamente lo stesso risultato, con calcoli un po’ piu semplici.

va—2zx.




Cognome (in STAMPATELLOD): ...oovuviiiiieniiieiieeeiee e, Nome (in STAMPATELLO):

Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

= 2 —|—ax2
y_l'Q—]_y :
y(0) =a

specificando l'intervallo di definizione della soluzione.

[a=5,4,3,2]
Svolgimento: Si tratta di un’equazione lineare del I ordine, il cui secondo membro ¢ definito per x # +1.
Poiché allora la condizione iniziale ¢ imposta in 2o = 0 € (—1,1), il dominio della soluzione sara (—1,1).

In tale intervallo si ha pertanto

2x
/$2 dw-log|x — 1| = log(1 — 2?),

e l'integrale generale ¢ allora
y< log (1—22 <C +a log(lfo)lj dl’)

1—x (
1 1
1—3: c—ax+ + dx
l—z 14z
1+z
(1—
all =
1+ 2
=(1—2? — ]
( a:)(c ax + alog 1—x>’

2 > 0 per ogni € (—1,1). Imponendo poi

c—axr+ = log’

dove nell’ultimo passaggio si e tenuto conto del fatto che
la condizione iniziale si trova ¢ = a. La soluzione e pertanto

1
y(x) = a(l — 2?) (1—at—l—log 1+$>,
-z

con intervallo di definizione (—1,1).




Esercizio 5. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 con centro zy = 0 per la

o= (ir) o= (7))

Svolgimento: 11 metodo standard sarebbe quello di fare prima lo sviluppo, per x — 0,

1
1tz
e sviluppare poi

seguente funzione:

=lFr+2°F2°+2' +o(z') = %:x$x2+x3$x4+x5+o(x5),
T

: x o 2, 3.4, .5 5
s1n<l+$) sin(x Fa* +2° Fa* + 2° + o(z”))
=zF’+28 Fa'+ 2 —LaFP+ 2 Fo' + 207 + @ F 7+ 28 Fat +2°)° + o(2P),

il che pero conduce a calcoli un po’ complicati (potenze di pentanomi). E invece meno faticoso sviluppare

prima il seno:
) x T 1 x 3+ 1 x 5+ (%)
sin = - = o(x
1+ 1+ 6\1+x 120 \1+ =z

e usare poi tre volte lo sviluppo

(1+y)"=1+ay+ (Z)?ﬁ + (§)y3 + (Z)y“ +o(y")

con o = —1,—3, —5, ottenendo

1 1
sin (1 i a:) =r(1Fx+2°F2*+ 2" +o(z") — 6:63(1 F 37 + 627 + o(z?)) + mm“” + o(z”)

L 4

1 1
:x$$2+x3$x4+x5—6$3i§x —a:5+1—20:1:5+0(x5)
1

) 1
=rFa’+ 6x3 F §x4 + mﬁ + o(x").
Analogamente

x 1 1 T 2+1 T 4+ (")
Ccos =1-= — o(x
1tz 2\1+z 24 \1+z

1 1
=1- §x2(1 F 2z + 327 F 42° + o(2%)) + ﬂx‘l(l F dx + o(7)) + o(z°)

1 3 1 1

=1- 51:2 + 2% — 5954 + 22° + ﬂx‘l ¥ 63:5 + o(x”)
1 35 11

=1- 51‘2 + 23 — ﬂm‘l + Eﬁ + o(z).



