ANALISI MATEMATICA 2 - INGEGNERIA MECCANICA ED ENERGETICA
A.A. 2020-21
PROVA SCRITTA DEL 9/9/2021

Scrivere nome, cognome e numero di matricola in stampatello su tutti i fogli da consegnare. Consegnare
solo la bella copia. Solo gli svolgimenti motivati e scritti chiaramente saranno presi in considerazione.

1. Data la funzione
fla,y) =a" —ay® +y* +9

determinarne:

(a) gli eventuali punti stazionari, e la loro natura;

(b) il massimo e il minimo assoluto su R?, se esistono;

(c¢) il massimo e il minimo assoluto nellinsieme D = {(x,y) € R?|z% < y < 1}, se esistono.

Soluzione. (a) I punti stazionari di f, che essendo un polinomio ¢é di classe C*°, si ottengono
annullandone il gradiente:

fo(z,y) = 42® —y? =0,
fy(@,y) =2y(1 —x) = 0.

La seconda equazione ha evidentemente le soluzioni y = 0 o x = 1. Sostituendo y = 0 nella prima
equazione si ottiene 4z3 = 0, e dunque (0,0) ¢ un punto stazionario di f. Sostituendo invece
x = 1 nella prima equazione si ottiene 4 — y? = 0, da cui y = +2, e quindi gli altri due punti
stazionari (1, £2). L’hessiana di f ¢

1222 —2y

e quindi essendo

12 F24

D?f(1,42) = LF24 0

} = det D?f(1,42) = —(24)* < 0,
si vede che (1,+2) sono punti di sella. Essendo invece ’hessiana in (0, 0)
2 100

semidefinita positiva, non ci fornisce informazioni sulla natura di (0, 0). Tuttavia si ha f(0,0) =9,
esel—x >0, cioé z < 1, essendo chiaramente z* > 0 e y2 > 0, si ha pure

fl@y) =o' +y*(1—2)+9>9 = f(0,0)
e pertanto, essendo {(z,y) € R? |z < 1} un intorno di (0,0), si deduce che (0,0) ¢ un punto di
minimo relativo per f.
(b) Poiché f non ha massimi relativi, non ha nemmeno massimi assoluti. Inoltre restringendo
f alla retta = 2 si ha
lim f(2,y)= lim 16 —y*> +9 = —oo0,
y—r—+oo

y—r—+oo

e dunque f non ha nemmeno minimi assoluti.

(c) L’insieme D ¢ la parte di piano al di sopra della parabola di equazione y = 2 e al di
sotto della retta y = 1, ed & quindi chiaramente compatto. Per il teorema di Weierstrass esistono
dunque minp f e maxp f, e, poiché f non ha punti stazionari all’interno di D (il punto (0,0) &
sulla frontiera), i punti di massimo e minimo assoluto di f in D devono trovarsi sulla frontiera
oD = Fl U Fg di D, dove

Ii={(z,y) eR’| 1<z <ly=2?}, To={(z,y) eR’| -1<a<1y=1}.
Notiamo che (£1,1) € 9D sono punti non regolari di 9D, poiché in essi non esiste un vettore
normale a 9D, e bisogna quindi considerare i valori
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Inoltre il punto (0,0) € I'; essendo un minimo relativo di f su R? sara anche un minimo relativo
di f vincolato a I'y. Per capire se su I'y ci sono altri punti estremali vincolati, consideraiamo la
restrizione di f a 'y, cio¢ la funzione g;(z) := f(z,2%) = —2% + 22 + 9, x € [-1,1]. Essendo
allora g} (z) = 3(8 — 5z) si vede che g; ¢ decrescente per & € [—1,0) e crescente per x € (0,1]
e ha un minimo per x = 0 (si osservi che il punto x = 8/5 in cui g} si annulla non appartiene
all’intervallo [—1,1]). Si ottiene dunque che (0, 0) & 'unico minimo di f vincolato a I';, e come gia
visto f(0,0) = 9. Infine restringendo f a I'y si ottiene la funzione go(x) := f(z,1) = 2* — x + 10,
x € [—1,1], ed essendo g(z) = 423 — 1 si deduce che g, & decrescente per x € [—1, %), crescente

per r € (%f 1] ed ha un minimo per v = \% Dunque il punto (3%/1, 1) € I'y ¢ un minimo relativo

per f vincolato a 9D e f(1, ) =10— f 441/3. Avendosi allora
1 1 1 1 44/3 -3 4
e e /3 4 3
9 < 10— \/>+44/3 s 1 \3/1—1—44/3— 1473 >0 & 47° >3 < 47> 37,

ed essendo 'ultima disuguaglianza evidentemente vera, si deduce che minp f =9 e maxp f = 12.

x? +y
// 3/2 dzxdy,

dove E = {(z,y) e R?|0 <2 <2, 2% —y? > 1}.
Soluzione. Osserviamo per iniziare che

x? +y . Y
[ =g et = [, e e [, oo
2
// 3/2 dxdy,

L @ dlsparl rispetto a y e 'insieme F é invariante per y — —y.
. . . (z _y ) /

Per calcolare il primo integrale, in base alla forma della funzione integranda e dell’insieme di

integrazione, e ricordando che per le funzioni iperboliche vale cosh? v — sinh? v = 1, si vede che

conviene usare le coordinate iperboliche (u,v), definite da

= h 1
vl uc.os v det Jy (u,v) = det C9Shv usinho = u(cosh2 v — sinh? v) = u,
y = usinhwv, sinhv wcoshwv

. Calcolare l'integrale

poiché la funzione (z,y) —

tramite le quali I'insieme di integrazione diventa

D =9"YE)={(u,v) € R*|0 <wucoshv <2, u® > 1}.

Si ha poi
2 v —v

1< = coshv:i§2 & e —4e"+1<0 & 22—-42+41<0,
coshv 2

dove nell’'ultimo passaggio si & posto z = e”, e poiché 'equazione z? — 4z + 1 = 0 ha le soluzioni
z=2++3>0, si vede che 1 < COSQM se e solo se log(2 — v/3) < v < log(2 + v/3), e dunque
I'insieme di integrazione si puo scrivere come

D:{(U,U)GRQHOg(Z_\/g)S <log(2+V3), 1Su§co§hv}

che ¢ normale rispetto all’asse v. Dunque I'integrale cercato diventa

log(2++/3) =% 2 cosh2 log(2++/3) 9
/ dv/ du u%zv = / dv cosh® v ( — 1)
log(2-V/3) 1 u log(2—/3) cosh v

log(2++/3)

= [2sinhwv log(2+v3) _ / dv cosh? v
[ ]log(%ﬂ) log(2—v/3)

Si ha poi

1 1 1
/dv cosh? v = Z/dv (e e 2V +2) = g(ezv —e %) + g =1 sinh(2v) + g,
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e inoltre

elog(Q:I:\/g) —e log(2++/3)
sinh(log(Q + \/g)) = 5 % (2 + f - M)
:%(21\/:5 (Q:Ff)) +V/3,
sinh(2log(2 + v/3)) = sinh(log(7 + 4v/3)) = % (7 +4v3 — 7:;4\/§>

_ (7i4f—(7zp4f)) +4v/3.

Pertanto l'integrale richiesto é

1og(2+f)
1 1 2 -
// 2* + y dxdy = |2sinhv — — sinh(2v) — =2V3 4 - log V3 .
3/2 4 2 log(2—v/3) 2 2+\/§

3. Calcolare 'integrale del campo vettoriale

T
F('/anvz) = <_ Y +22? 2 —y27$2>

x2 492 2 +y

lungo la curva y(t) = (3cost, 2sint,sint cost), t € [0, 2x], orientata nel verso delle ¢ crescenti.
Soluzione. Il campo considerato si pud decomporre come una somma F' = F; + F5, dove

T
F1($7y7z) = (_ya S T 9 0) 9 Fg(l‘,y,Z) = (227—?42,332) .

)
£Z?2 + y2 I2 + y2
Analogamente a quanto visto a lezione in due dimensioni, il campo F} ¢é irrotazionale sull’insieme

non semplicemente connesso D = R3\ {(0,0, z) | 2 € R}. Inoltre la curva chiusa v ¢ omotopa in
D alla curva chiusa (t) = (cost,sint,0), ¢t € [0, 27], un’omotopia essendo ad esempio

h(t,A) = ((14+2X) cost, (1 + A)sint, Asintcost), (¢, A) € [0,2x] x [0,1].

Dunque per l'invarianza omotopica dell’integrale di un campo irrotazionale

27 :
sint cost
Fy,ds) = Fy,ds) = -~ (—sint) + —————~—cost | = 2.
[y< 1,ds) /5< 1 ds) /0 ( c032t+31n2t( ) cos2t +sin’t )

Per quanto riguarda l'integrale del campo Fy, usando la definizione si ha
2m
/<F2, ds) = / (—3sin®t cos® t — 8sin®t cost + 18 cos* t — 9 cos? t)dt.
lo% 0

Inoltre

ut b sin®t  sin®t
/sin3tc082tdt:(u:cost):—/(1—u2)u2du=——+f+c=— + +c,

3 5 3 5
3 -3
4
/sinztcostdt:(u:sint):/u2du:l; +C:SH; Yo

da cui
2T 3 8 . 2
/ (—3sin®t cos® t — 8sin®t cost)dt = [sin3 t— R sin® ¢t — 3 sin® t] =0.
0 0

L 2
Si ha infine, come noto, [ cos®tdt = e

27
1
/ Cos4tdt:/ <+C<>82t) gt =
0 0 2

1
4
1 1 3
=1 <27r + = 5 cos udu) (27r + 27r> = Zw,

/ (1+2cost + cos? 2t)dt

e pertanto

3 9
/Y<F2,ds> =18. 177— I = 577.
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In conclusione, I'integrale richiesto é

1
/V<F,ds> =27+ 27?: ?371

. Dato il sistema lineare

Y1 = —2y1 + 3y2 — 3ys,
Y5 =y1 — 3y2 + ys,
Y3 = y1 — 4y + 23,
determinare:
(a) il suo integrale generale;
(b) tutti vettori yo € R3, se esistono, tali che la soluzione con dato iniziale y(0) = yo soddisfi
limy s 400 y(t) = 0.
Soluzione.  (a) Gli autovalori della matrice A dei coefficienti del sistema sono le radici del
polinomio caratteristico
—2-A 3 -3
det(A— A1) =det| 1  —3-x 1
1 —4 2—A
CHNGHNE =N +3+12-33+A) —42+ ) —3(2-\)

=N -3 44=\-1)(A+2)

e dunque A ha i due autovalori Ay = 1 e Ay = —2 con molteplicita algebriche ny = 1 e ny = 2
rispettivamente. L’autovettore v1 = (z,y, z) relativo a Ay si ottiene risolvendo il sistema
-3 3 3| |z =3z + 3y — 32 0
A-Dvyy=|1 -4 1 y| = r—4y+z =10
1 —4 1 z r—4y+z 0
Dalla prima equazione si ottiene y = x + z e sostituendo questo nella seconda equazione si ricava
-3z —-32=0,dacuiz=—-z2ey =z+2x =0. Dunque v; = (—1,0,1). Per determinare

la molteplicita geometrica di Ag e gli associati autovettori (generalizzati), cerchiamo un vettore
vao = (2,9, 2) € ker(A — X21)? \ ker(4 — A\21). Si ha allora
2

0 3 -3 0 9 -9
(A421)*=|1 -1 1| =0 0 0],
1 —4 4 0 -9 9
e pertanto
(0 9 —-9] [z] [9y—2) 0
(A+21)%v0=(0 0 0] |y|= 0 =10 & y=z
0 -9 9] |z] 9z —y) 0
[0 3 =3] [z] 0 0
(A+2L)veo= |1 -1 1 yl = |z| # |0 & x#£0.
_1 —4 4 1 ] E 0

Ne segue che la molteplicita geometrica di A2 ¢ 1 e v3 2 = (1,0,0) & un corrispondente autovettore
generalizzato. L’autovettore vy ;1 associato a Ag si ottiene poi da ve1 = (A +21)vy2 = (0,1,1).
L’integrale generale del sistema ¢ pertanto

—cret + cge™?t

y(t) = crefvy + 672t[(62 + cat)va1 + c3vz 2] = e 2t (cy + c3t)
cret +e 2 (cy + c3t)
(b) Dalla formula dell’integrale generale sopra ottenuta si ha che lim;_, y(t) = 0 se e solo se
c1 = 0. In tal caso il dato iniziale della soluzione sara
3
yo = Y(0) = cova 1 + c3v22 = |C2|
C2

e dunque i vettori richiesti sono tutti e solo quelli della forma yo = (a, b, b) con a,b € R.



