ANALISI MATEMATICA 2 - INGEGNERIA MECCANICA ED ENERGETICA
A.A. 2019-20
PROVA SCRITTA DEL 14/9/2020

1. Data la funzione
f(xvy) = 2x2y + x2 - Y
(a) determinarne, se esistono, i punti estremali relativi e assoluti in R?;
(b) verificare che linsieme D := {(x,y) € R? : (222 — 1)? + y? < 1} & compatto;
(¢) determinare il massimo e il minimo assoluto di f nell’insieme D.

Soluzione. (a) Si ha chiaramente f € C°°(R?), dunque i punti estremali di f vanno ricercati tra
i punti stazionari, soluzioni di

felz,y) =222y +1) =0
fy(z,y) =222 —1=0.

Si hanno quindi evidentemente i due punti stazionari (4 ,f%). Per studiarne la natura,

S

calcoliamo I’hessiana di f:

Pertanto
1 1 0 +2v/2 1 1
2 L 2 41
Df<iﬁ’ 2) [ﬂ\/i 0 - deth(i\/i’ 2)<0’

e 1 punti stazionari (:t%, f%) sono punti di sella. Si conclude quindi che f non ha punti estremali
relativi, e quindi nemmeno assoluti.

(b) Essendo la funzione g(z,y) = (22% — 1)? + y? chiaramente continua, l'insieme D, contro-
immagine tramite g dell’insieme chiuso (—oo, 1], ¢ chiuso. Inoltre se (222 — 1)2 + y? < 1, deve
essere sia (222 — 1)2 < 1 che 4> < 1. Ma si ha

(222 -1)2<1 & -1<22?-1<1 & 0<2°<1 &0<zr<l,
y¥<1 & -1<y<l,
e pertanto D C [0,1] x [—1,1] é anche limitato, e quindi compatto.
(c) Essendo D compatto e f continua, esistono maxp f e minp f per il teorema di Weierstrass
che devono necessariamente trovarsi su D poiché, come visto, f non ha massimi né minimi relativi

o
in R?, e quindi nemmeno in D. Dunque, in base al teorema dei moltiplicatori di Lagrange, i punti
di massimo e minimo di f in D sono da ricercarsi tra i punti non regolari di D = {(z,y) € R? :
(222 —1)2+y? = 1}, e tra i punti stazionari della lagrangiana L(z,y,\) = f(x,y) — A(g(z,y) —1).
I punti non regolari di 9D sono le soluzioni del sistema

92(w,y) = 8x(22% — 1) = 0,
gy(z,y) =2y =0,
g(z,y) = (22" — 1) +9° = L.
La prima equazione ha le soluzioni x = 0, :I:%. Sostituendo x = 0 nella terza equazione si trova

y = 0, che soddisfa anche la seconda equazione. Sostituendo invece x = i% nella terza equazione

si trova y = +1 che perd é incompatibile con la seconda equazione. Dunque 'unico punto non
regolare di 9D & (0,0), e si ha f(0,0) = 0. I punti stazionari della lagrangiana sono le soluzioni
del sistema

fo(z,y) = Aga(2,9y) = 222y + 1 — 4X(22% — 1)] = 0,
g(z,y) = (22° =12 +¢° = 1.
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Se allora A = 0, le prime due equazioni coincidono con quelle del sistema nel punto (a), che come
visto hanno soluzioni (i%, —%), che pero non soddisfano la terza equazione. Dunque A # 0, e

. . 2_ . . . . N
dalla seconda equazione si trova 2y = 22 3 L che sostituita nella prima equazione da

2 [(2952 —1) (i - 4)\> + 1] =0.

La soluzione x = 0 di questa equazione, sostituita nella terza equazione da y = 0, e si ottiene
quindi il punto non regolare (0,0). L’altra soluzione &
1 A 7 B

Tt o1 YT o Taoae o

222 -1

e sostituendo nella terza equazione si ottiene

C AN T 4N 1) 640 3607 +3
N 4(4X2 —1)2 N 4(4X2 —1)2 7

0=(222-1)2 442 -1

le cui quattro soluzioni sono

9+ 02v33

w2

(si noti che 9 > +/33). Si ottiene allora per le coordinate dei quattro punti stazionari della
lagrangiana

)\:O'l 01::|:].,0'2::|:1

4)\2_179+02\/§_171+02\/337_ 4
8 8 1— 0533’
A

922 — 1= TL_(1 - 03V/33)\/9 + 02v/33,

D2-1 162
1
22— -5 1(?7\1@(1 — 02V33)\/9 + 02V33 — 1] ,

1 1
=———=——(1-09V33),
Y= gme—y ~ gtV
(si verifica che per ogni o = +1, 0o = %1, effettivamente 22 > 0) e i corrispondenti valori di f
sono pertanto

!

15 + 09v/33)1/9 + 09/33 +
64\/§< 2V33) 2

fla,y) = (22° — )y + 2% =

N =

Si conclude che

1 1 , 1
max f = m(15+\/§)\/9+\/ﬁ+5, min f = fm(15+\/§)\/9+\/?§+

N | —

. Calcolare l'integrale
/// Va2 +y? + 22 dedydz
E

dove
E={(z,y,2) : 2>z, (z+2)°+2y* <2(z® +y* + 2%)* < 2}.
Soluzione. Conviene osservare preliminarmente che il dominio d’integrazione E é un sottoinsieme
di
D={(z,y,2) €R® : z—x >0, 2% +y* + 2% <1},

che ¢ la semisfera di centro ’origine e raggio 1 contenuta nel semispazio z—x > 0, e che la funzione

integranda ha simmetria sferica. Si potrebbe dunque pensare che convenga usare coordinate

sferiche, ma questo é complicato dalla disuguaglianza z — x > 0, che non diventa particolarmente

semplice in coordinate sferiche. Si capisce allora che & meglio prima ruotare gli assi cartesiani in

modo tale che il piano z — x = 0 divenga il piano equatoriale della sfera (e quindi la retta ad esso

ortogonale sia l’asse polare delle coordinate sferiche). Tenendo allora anche conto del fatto che
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nella definzione di E' compare anche I'espressione (z + 2)? + 232, consideriamo il cambiamento di
coordinate

V2’ V2 V2 V2
vl o=y, & U (y=vw, = detJy=det| 0 1 0 | =-1,
r—z U—w L _L
w= "7 E="7 V2 0 V2
grazie al quale il dominio di integrazione si trasforma in
—_ er
F=0"YE)={(uvuw) cR® 12> 4T%0
&) = {w.0) e
2 )2
2(u? +0?) <2 {(ugw) + 0%+ ( 20) } <2
0

= {(u,v,w) €R? : w <

e 'integrale da calcolare diventa

/// vV + 02 + w? dudvdw.
F

Passando ora a coordinate sferiche
U =Tcos@gsinb,
v =rsing¢sind, (r,0,¢) € 10,400) x [0,7] x [0,27],
w = rcosf,

il dominio si trasforma in

G =1{(r,0,¢) : rcos <0, r?sin0 < r* <1} = {(r,0,9) : g <0< sinf <r <1}
L’integrale cercato ¢ pertanto
27 7 1 P4t
/ d(b/ dfsin 6 drr3 :271'/ dﬁsmH[ }
0 z sin 6 b sin 6

g / df(sin O — sin® 9)

2

™

5/ dfsinf(1 — (1 — cos? §)?)

. Calcolare il flusso del campo vettoriale
F(z,y,2) = (2%yz, —zy*2,log(1 + 2° 4 3?))
attraverso la superficie
Y ={(z,y,2) €R® : 2® +y* + 42" =4, 2 < 1},

orientata in maniera tale che il versore normale positivo nel punto (2,0,0) sia n. = (1,0, 0).
Soluzione. La superficie X ¢ la parte dell’ellissoide con centro 'origine e semiassi 2, 2, 1 che si trova
al di sotto del piano di equazione z = % Per ottenere una superficie senza bordo, aggiungiamo
allora a X la parte di tale piano interna all’ellissoide:

So={(z,y,2) ER® : 22 +¢y? + 422 <4, 2 =L} = {(m,y,2) R : 22 492 <3, 2 = 1}
In tal modo X U Xy = 0D, con
D={(z,y,2) ER® : 2 +y” + 42" <4, 2 < 3},

e, osservendo che il vettore ny punta all’esterno di D, dal teorema della divergenza si ha

//E<F,n+>dS:///Ddidemdydz—/20<F7n+>d57



dove su ¥y ovviamente ny = (0,0,1). Essendo inoltre
0 0 0
div Pla,p,2) = 5 (a%52) + 5 () + 5 (log(1 +.2° +47)) =0,
risulta, usando coordinate polari e integrando per parti,

//(F,n+>dS=—// (F,n+>dS:—// log(1 4 2% + y?) dxdy
s o {22 +y7<3}

27 V3 3
:—/ d0/ drrlog(1+r2):(t:r2)—ﬁ/ dt log(1 +1t)
0 0 0

3
=-7 {[tlog(l —I—t)]g —/0 dtlit} = —m{3logd — [t —log(1 +t)]3}

=w[3 —4log4].

4. Risolvere il problema di Cauchy

y/// o 5y// + Sy’ _ 4y — eZt’

y(0) = 1,4(0) = 0,5"(0) = 0.
Soluzione. 11 polinomio caratteristico p(A) = A*> — 5A% + 8\ — 4 ha chiaramente la radice \; = 1,
e si fattorizza quindi come p(A) = (A — 1)(A\2 — 4\ +4) = (A — 1)(X — 2)2, e dunque ha le due
radici A\; = 1 e Ay = 2 con molteplicita ny = 1, ny = 2 rispettivamente. L’integrale generale
dell’equazione omogenea ¢ pertanto

Yo(t) = cre’ + (co + cst)e, teR.
Inoltre, poiché il termine noto ¢ della forma f(t) = e* con o = 2 = Ay radice di molteplicita
ng = 2 di p, in base al metodo di similitudine una soluzione particolare dell’equazione non
omogenea sara della forma y,(t) = at"2e* = at?e?, con a € R costante da determinarsi. A tale
scopo calcoliamo le derivate di y,:
yn(t) = 2a(t + t*)e*,  y)/(t) =2a(1 + 4t + 2t%)e*",  y'(t) = 2a(6 + 12t + 4t%)e™".
Pertanto:
y;”(t) — 5y1/,'(t) + Sy;,(t) — 4y, (t) = 2ae*" = &

da cui a = %, e l'integrale generale dell’equazione non omogenea risulta

2
y(t) = yo(t) + yp(t) = cret + (02 + c3t + 2) et

Imponiamo infine le condizioni iniziali. Si ha y(0) = ¢; + ¢ = 1, da cui ¢ = 1 — ¢4, e sostituendo
questo nell’espressione per y(t) e derivando

y'(t)=cre! +(c3+2—2¢c; + 2es + Dt +12)e* = y/(0)=2—¢; +c3 =0,
da cui ¢3 = ¢1 — 2, e sostituendo ancora quest’ultima equazione in y'(t) e derivando
y'(t) = cre! + (=3 +4(c; — Dt +2tH)e* = ¢y (0)=¢; —3=0,

dacuici =3,c0=1—c¢c; =—-2ec3=c, —2=1, e lasoluzione cercata &

t2
y(t) = 3e’ — (2 —t— 2) et



