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1. Data la funzione
fla,y,2) = (z = 1)*(22 + D)(a" — day + 29%),
se ne determinino:
(a) gli eventuali punti stazionari nell’insieme aperto D = {(z,y,2z) € R® : 2 > —1}, e la loro
natura;
(b) il massimo e il minimo assoluti in D, se esistono.
Soluzione. (a) I punti stazionari di f sono quelli in cui il gradiente si annulla:

fo(m,y,2) = (2 — 1)%(22 + 1)(42® — 4y) = 0,
fy(@,y,2) = (2 = 1)%(22 + 1)(—4z + 4y) = 0,
fo(z,y,2) = 62(2 — 1)(2* — 4oy + 29%) = 0.

E allora chiaro che per z = 1 tutte le equazioni diventano Iidentita 0 = 0 qualunque siano
x,y € R, cioé tutti i punti (z,y,1), z,y € R, sono punti stazionari di f. Sia allora z # 1. Dalla
seconda equazione, tenendo conto che 2z + 1 # 0 per z > —i, si ricava x = y, che sostituita nella
prima fornisce 4x(x? — 1) = 0, che ha soluzioni # =0 e x = £1. Se z = y = 0 la terza equazione
¢ verificata per ogni z € R, e pertanto tutti i punti (0,0,z), z > —i, sono stazionari. Infine
sostituendo x = y = %1 nella terza equazione si ottengono i due punti stazionari (£1,+1,0).
Per studiare la natura di questi punti stazionari, calcoliamo I’hessiana di f, che risulta essere

12(z2 — 1)2(22 + )22 —4(2 —1)2(22+ 1) 62(z — 1)(423 — 4y)
D*f(z,y,2) = | —4(z—1)2(2z2+1)  4(z - 1)} (22 +1) 62(z — 1)(dy — 4x)
62(z — 1)(42® — 4y)  62(z — 1)(4y — 4z) 6(22 — 1)(2* — 4y + 29?)

Pertanto
12 -4 0
D?f(+1,4£1,0)= |-4 4 0],
0 0 6

e poiché tale matrice é diagonale a blocchi, si ha

det(D?f(+1,41,0) — A1) = det ({li _44} — ) (6 —N\)

e dunque gli autovalori di D?f(£1,41,0) sono \; = 6, e i due autovalori della matrice 2x2

A = [li _44] Essendo allora det A = 48 — 16 > 0 e tr A = 16 > 0, tali autovalori sono
entrambi positivi. Dunque D?f(41,+1,0), avendo tre autovalori positivi, ¢ definita positiva, e

quindi i punti (+1, £1,0) sono minimi relativi. Si ha poi

0 —4(z—1)%(2z+1) 0
D?f(0,0,2) = | —4(z —1)2(2z+1) 4(z—1)*)(2z+1) 0],
0 0 0
e ragionando analogamente a prima tale matrice ha un autovalore A\; = 0, ed essendo
0 —4(z =122z +1)] _

det | =-16(z - 1)*(22+1)* <0

4(2—1)2(224+1) 4(z—-1)*)(22+1)

se z > —%, z # 1, si conclude che gli altri due autovalori di D?f(0,0, z) sono uno positivo ed uno
negativo, e quindi i punti stazionari (0,0, z), z > f%, z # 1, sono selle. Infine si ha

0 0 0
D*f(a,y,1)= [0 0 0 ;
0 0 6(z*—4dxy+2y?)



che, essendo diagonale, ha due autovalori nulli e uno con lo stesso segno di z* — 4xy + 2y2.
Pertanto la matrice é semidefinita, e non da informazioni circa la natura del punto stazionario.
Osserviamo perd che f(z,y,1) = 0 per ogni z,y € R. Considerata allora la funzione continua
g(z,y) = 2* — 4zy + 2y* e dato un punto (zo,yo, 1) tale che g(xo, yo) > 0 si avra, per continuita
g(z,y) > 0 in un intorno U C R? di (xg,yo). Essendo poi (z — 1)3(2z + 1) > 0 per ogni 2z > —1
si ottiene f(z,y,2) = (2 —1)%(2z+ 1)g(z,y) > 0 = f(z0,yo, 1) per ogni (z,y,2) € U x (——,—|—oo),
che ¢ un intorno di (xg,yo, 1), che & dunque un punto di minimo relativo. Analogamente i punti
(0, Yo, 1) tali che g(xp,yo) < 0 sono punti di massimo relativo, e quelli tali che g(zq,y0) = 0 sono
punti di sella.

(b) Essendo D aperto, gli eventuali massimi e minimi assoluti di f in D devono essere anche
rispettivamente massimi e minimi relativi, e dunque, in base a quanto visto al punto (a), devono
trovarsi tra i punti del tipo (x,y,1), z,y € R, oppure tra i punti (£1,41,0). Ma per quanto visto
sopra f(z,y,1) = 0 per ogni z,y € R e la funzione f assume valori strettamente positivi nell’in-
torno di quelli di questi punti che sono minimi relativi e valori strettamente negativi nell’intorno
di quelli che sono massimi relativi. Se ne conclude che nessuno di questi punti ¢ un massimo o
un minimo assoluto. Inoltre

: 2
Zgrfoof(il +1,2) = ZEIEOO —(z—1)*(2z2+1) = —o0,
e dunque i punti (£1,41,0) sono minimi relativi ma non assoluti. Dunque f non ha punti di
massimo né di minimo assoluto in D.

z—2
S e

dove B = {(z,y,2) e R? : 22 + 4> < (2 —2)2,0< 2 < 1}.
Soluzione. In coordinate cilindriche, x = rcosf,y = rsinf, z = z, 'insieme F si trasforma in

2. Calcolare 'integrale

D={(r0,2):1m<(2-2%0<2<1}={(r0,2):0<r<2—20<2<1},

e 'integrale dato diventa

z—2 z—2
1 2w 2—z _
= / / / 4(2 227“ drdfdz
27r _ 9
/ / log +r?)], " didz
/ /27r

:71'/0 (z —2)log(1 + (2 — 2)?) dz.

log (1+ (2 —2)%) dodz

Usando allora la sostituzione u = z — 2 e osservando che -L(u?) = 2u e [log(1 + t)dt = (1 +
t)log(1+1t) —t:

Il
3

~1
1
/ — 2ulog(1l + u?)dz
2

w/l(z —2)log(1 + (2 — 2)?) dz
0

[(1+w?)log(1 + u®) — u?] :;

33y

[(2log2 —1) — (5logh — 4)]

(3+2log2 —5logh).

3. Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(x7yvz) = (l'yQ,.Ty(l - I)7Z(132 - y2 —x+ 1))7
2



attraverso la superficie

5 2P+ 2 2, .2
Y=< (z,y,2) eR° : T—l—élz =L (x—-1)*+y“<1,2>0,,
orientata in modo che il versore normale nel punto (1,0, @) abbia terza componente positiva.
Soluzione. La superficie ¥ ¢ la parte dell’ellissoide centrato nell’origine e con semiassi 2, 2, %, di
equazione I21y2 + 422 = 1, contenuta all’interno del cilindro di raggio 1 e asse la retta = = 1,
y = 0, di equazione (x — 1)2 + y? = 1, e nel semispazio z > 0. Considerando allora la parte del
cilindro (pieno) contenuta all’interno dell’ellissoide e nel semispazio z > 0,

2,2
E= {(m,y,z) eR?: %

si ha OF = X U X1 U X», dove

+42% <1, ($—1)2+y2§1,Z20},

2 +y°

2
21{(x,y,z)€R3: +422§1,(x1)2+y21,220}

¢ la parte della superficie laterale del cilindro contenuta all’interno dell’ellissoide e nel semispazio
z > 0, mentre

Yo ={(z,y,2) €R® : (x—1)>+3y* <1, 2=0}

¢ la base del cilindro sul piano zy. Dal teorema della divergenza si ha allora

//[Edidea:dydz//Z<F,n>d5+//231<F,n1>d5+//22<F,n2>dS'

Si ha allora divF = y? + 2(1 —2) + 2?2 — y?> — 2 + 1 = 1, e in coordinate cilindriche I'insieme E
diventa

2
D= {(7"7972) : %+422§ 1, r% —2rcosf <0, z>0}

1 2
:{(T,g,Z)ZOSZS5\}1_%70§T§2C0897_g§0§%}’

5 2cos @ %\/1—%
/// divfdxdydz:/ d@/ drr/ dz
E -z 0 0
z 2cos 0 2 2
2d9/ drm/l—r—:<t:7ﬂ—)
0 4 4

5 cos? 6
- / do / dtvV1—t
-z 0

e pertanto

—

[SIE]

1
2

9 %
=—3 dO[(1 — cos? 0)3/2 — 1]

|
RS

- f/ df[sin® 6 — 1] = (u = cos 6)

3 Jo

4 ! T 2t 8
S G T DU

3[/0 u(l —w’) 2] 39

D’altra parte la superficie ¥; & contenuta nella superficie di livello {(x,y, z) : g(z,y,2) = 1} della
funzione g(z,y, z) = (x — 1)? + y2, e dunque il suo versore normale si puo scrivere come
v9<xay72) (2(33_ 1)72y70)

ny = = =((xz—-1),y,0),
1S Nyl - vae e @ Do)

e pertanto

(Fong) =ay*(z — 1) +ay(l—2)y=0 = //E (F,n1)dS = 0.

3



Infine chiaramente no = (0,0, —1) e dunque su ¥ si ha (F,n9) = —F.(2,9,0) = 0e [[ (F,n2)dS =
0. In conclusione il flusso richiesto &

2
// (Fyn)dS = /// divF dedydz = — — 8
= E 3 9

. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yi=3y1 — 2y —ys +t —e %,
Yo =21 —y2 — Yz +t—e >,
Y5 =y1 — Y2 +t,

y1(0) = 0,92(0) = 1,y3(0) = 2.

Soluzione. Determiniamo gli autovalori della matrice dei coefficienti A del sistema:

3-x -2 -1
det(A—Al)=det | 2 —1-X —1|=-AA-1)2=0,
1 -1 =

che ha ovviamente le soluzioni A\; = 0 (semplice) e A2 = 1 (doppia). L’autovettore v; = (x,y, 2)
relativo all’autovalore \; si ottiene risolvendo il sistema

3 -2 —-1| |z 3x — 2y — =z 0
(A=Xl)vyy =12 -1 —1| |y|=|2x—y—2|=|0
1 -1 0 z T —y 0

La prima equazione ¢ la somma della seconda e terza, e dunque si puo scartare. Le rimanenti due
equazioni hanno soluzione x = y = z, e dunque si puo scegliere v; = (1,1,1). Per determinare la
molteplicita geometrica di A2, cerchiamo un vettore vg o € R?\ {0} tale che (A — Aol )2vg2 =0 e
(A — A2l )vg o # 0. La prima condizione si esplicita come

-1 1 1| |z —r+y+z [0
(A— Nl )211272: -1 1 1| |yl =|-z+y+z|=10],
-1 1 1| |z —r+y+z 10

e dunque v2 2 = (y + 2,9, z). Dalla seconda condizione si ha poi

2 -2 —1| |y+= z 0
(A - AQ]] )1}272 =12 -2 -1 y = |z 7& 0 ,
1 -1 -1 z 0 0]
e dunque si pud scegliere va2 = (1,0,1). Pertanto A2 ha molteplicita geometrica pari a 1,

e la matrice A non é diagonalizzabile, e I'unico (a meno di moltiplicazione per una costante)
autovettore relativo a Ag & va1 = (A — A2l )va2 = (1,1,0). L’integrale generale del sistema
omogeneo ¢ allora

Yo(t) = etA(Clvl + cova1 +c3v29) = crv1 + (c2 + 03t)etv271 + Csetv2,2

c1 + (ca 4+ e3(1 +t))et
= c1 + (co + est)et
c1 + cset

La soluzione particolare del sistema non omogeneo & data dalla formula
t
yp(t) = / (=9 4p(s)ds.
0

Da questo segue y,(0) = 0 e dunque per determinare le costanti ¢, co, c3 dalle condizioni iniziali
non ¢ necessario calcolare y,. Si ha dunque

c1+c2+c3 0
Y(0)=| catec | =1
c1 + C3 2
da cui si ottiene facilmente ¢; = 3, c = =2, ¢c3 = —1. Per quanto riguarda il calcolo di y,, conviene

decomporre il vettore b(s) dei termini noti del sistema nella base degli autovettori generalizzati
4



di A:

s—e72s b1(s) + ba(s) + bs(s)
b(S) = |s—e 2| = by (8)1)1 + bQ(S)UQJ + b3(8)1}2,2 = bl(s) + bz(s)
s b1(s) + bs(s)

da cui si ottiene facilmente by (s) = s, ba(s) = —e~2%, b3(s) = 0. Pertanto

t t t
yp(t) = / ds e(tfs)A[svl — 67251}271] = / dssvy — / dse 2%t Va1
0 0 0

t2 1(,—2t t

L4+ s(e7? =€)

:ivﬁit(effit,l)vmz é+i(e—2t_et)
2 3 ’ 2 3 42
2

La soluzione del problema di Cauchy dato ¢ dunque
3 (B0 bt
y(t) = yo(t) +yp(t) = | 3= (Z+t) e + 272+ &
2
3—et+ &



