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Determinare l'integrale generale dei seguenti sistemi lineari di equazioni differenziali:

/ Y =—vy1 +y2 — 2y3 Y1 = 2y1 + 2y2 — ys3
Yi=vy1— Y2+t , ,
(a) ;L (b) Qus = —y2 +4ys () Sys=uy1+3y2—ys3
Yo = Y1 + 3y2 ;L ;L
Y3 = Y3 Y3 = —Y1 + 2y2 + 2y3
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Soluzione. (a) Cerchiamo gli autovalori della matrice A = (1

_31) dei coefficienti del sistema: si ha

1-x -1
1 3—A
che ha 'unica radice A = 2 che ¢ pertanto un autovalore di A di molteplicita algebrica 2, ma necessaria-
mente di molteplicita geometrica 1 (altrimenti si avrebbe A = 21), e pertanto A non ¢ diagonalizzabile.
Senza determinare gli autovettori generalizzati, si puod in questo caso osservare che dalla forma canonica

di Jordan di A = C (2 1) C-1. si ha che

det(A—A]L):det( ):(1—>\)(3—>\)+1=(/\—2)2

0 2

P O A (01N
N=A 21_0K0 2) 211]0 _O<O O)C ,

da cui N2 = 0. Pertanto, essendo
-1 -1
N=A-21= ( 1 1 ) ,

e poiché N e 21 chiaramente commutano,

1-t —t
tA _ t(214N) _ 201 tN _ 2t _ 2t
e e e“le e (L+tN)=e ( A t) ,

e l'integrale generale del sistema omogeneo associato a quello considerato ¢ dato da
_aafer) _ o faa(l—1t) —cat
0 () = (310~

Una soluzione particolare del sistema non omogeneo si ottiene poi dal metodo di variazione delle costanti:

i) = [ dset " ()= [ s (e th)

Usando allora per calcolare gli integrali le formule ricorsive

t —at t
_ e n _ _
/dse X = — —1—7/ dse 5"t
0 t @ Jo

ottenute integrando per parti, si ricava
1/(2—t)e* +3t—38
wolt) = 7 ((t —1)e?t —3t+5)"
11 diagramma di fase del sistema omogeneo e 1'unico (a meno di costanti) autovettore di A, v = (1, —1,0),

in blu, sono mostrati in fig. 1.
(b) La matrice dei coefficienti
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é triangolare superiore, con autovalori Ay = Ay = —1, A3 = 1. Anche in questo caso si puo evitare il
. . . . 1 1 N .

calcolo degli autovettori generalizzati osservando che posto B = < 0 _1), A si puo scrivere come

matrice a blocchi

—2 tB
B 4 e quindi et =

Essendo poi B = —1 + <0 1> si ha

0 0
tB _ _—t 0 1 _ €7t teft
e =e (]l—i—t(o 0))—(0 ot |

Per determinare 1'ultima colonna di €' calcoliamo l’autovettore associato a A3 = 1, che si ottiene
risolvendo il sistema

-2 1 =2 x 0
0o -2 4 y|l =101,
0 0 0 z 0
cioé y = 2z e z = 0. Dunque 'autovettore & vs = (0,2,1) e la soluzione z3(t) = e'4vs = elvz &

linearmente indipendente dalle altre due colonne di e*#, che sono le soluzioni y;(t) = etAej, j=12.
Dunque

et te7t 0 1 0 0 et tet 2tet
MA—RMORO) ™ = 0 et 2|10 1 —2|=|0 et 20 —et)],
0 0 et 0 0 1 0 0 et

c1 (c1 + (ca — 2¢e3)t)e™?
y(t) = e | co | = [ (ca —2e3)e™t + 2c3et
cs csel

2



(c) Gli autovalori della matrice dei coefficienti si determinano da

2-x 2 -1
det(A—Al)=| 1 3-Xx -1
-1 2 2-2A

=B-N2-2)?+2-2-B=N)+22-X)—22-X)
=B-MNA\-4r+3)=-(A-32\-1)=0
e quindi gli autovalori distinti sono A\; = 3 e Ao = 1, con molteplicita algebriche ny = 2, no = 1. Avendosi
poi

-1 2 -1 4 -4 0
A-31=1 0 -1}, (A-31)*=(0 0 0,
-1 2 -1 4 -4 0
si vede che v = (z,v,2) € ker(A — 31)2 se e solo se
0 4 -4 0 x 4(x —y)
0l=(0 0 O y| = 0 ,
0 4 -4 0 z 4(x —y)
cioé y = z, e allora la condizione v = (x,x, z) & ker(A — 31) & equivalente a
0 -1 2 -1 x T —z
0f#1 1 0 -1 z|l=1x—2z|,
0 -1 2 -1 z T—z
da cui x # z, e quindi v1 2 = (0,0,1) & un autovettore generalizzato di A relativo a A\; = 3 che non ¢
un autovettore (e dunque la molteplicitd geometrica di Ay & mq = 1), mentre v11 = (A — 31)v12 =

(—1,—1,—-1) € ker(A — 31) ¢ 'autovettore associato a A;. Inoltre I'unico autovettore vs 1 associato a g
si ottiene da

0 1 2 -1 T T+2y—=z
0] =(A-1L)va1=(1 2 -1 yl =1 z+2y—=z
0 -1 2 1 z —r4+2y+z
e dunque v = (1,0, 1). Pertanto la forma canonica di Jordan di A ¢
3 10 -1 0 -1 0 -1 0
A=cC|0 3 0o]Cc, c=[-10 o], cl=(-1 0 1
0 0 1 -1 1 1 1 -1 0
e ’esponenziale ¢ dunque
e3t te3t 0 €t +te3t _et +e3t _te?)t
et=cl o et of|ct= tedt et —te3t
0 0 ¢ (1—t)e3 —et +e3 (1 —1t)e
In definitiva, I'integrale generale del sistema considerato é
c1 (c1 — e2)el + (ca + (c1 — c3)t)edt
yt)=e | o | = (c2 + (c1 — c3)t)e®

c3 —cgel + (ca + (c1 + ¢3)(1 —t))e3



