ANALISI MATEMATICA 2 - INGEGNERIA MECCANICA ED ENERGETICA
A.A. 2018-19
PROVA SCRITTA DEL 12/9/19

Scrivere nome, cognome e numero di matricola in stampatello su tutti i fogli da consegnare. Consegnare
solo la bella copia. Solo gli svolgimenti motivati e scritti chiaramente saranno presi in considerazione.

1. Data la funzione
fla,y) = [42® +y* - 2],
(a) determinarne, se esistono, i punti di massimo e minimo relativi e assoluti in R?;
(b) determinarne, se esistono, i punti di massimo e minimo assoluto nell’insieme D = {(z,y) €
R?2 : 224+ 92 <1},
Soluzione. (a) Osserviamo, per iniziare, che, a causa della presenza del modulo, la funzione f
potrebbe non essere differenziabile dove si annulla, cioé sull’insieme

2 y2

B

[:={(z,y) € R?; 42® + y* =2} = { (2,9) € R? :

b

che é Dellisse di centro l'origine e semiassi % e v/2 lungo gli assi x e y rispettivamente. D’altra

parte, sempre a causa del modulo, si ha chiaramente f(z,y) > 0 per ogni (z,y) € R?, e dunque
tutti i punti (z,y) € T saranno punti di minimo relativo e assoluto per f. Per determinare gli

eventuali punti stazionari non appartenenti a I' riscriviamo la funzione come

402 +y% -2, seda® +y?—2>0,
—4x% — 2 +2, seda?+y?—-2<0.

fzy) = {
Considerando allora dapprima il caso 422 + y? — 2 < 0 (interno dell’ellisse T'), si ha

folz,y) = -8z =0,
Jy(z,y) = =2y =0,

che ha chiaramente (0,0) come unica soluzione, effettivamente interna a I". Si deduce allora
immediatamente anche che f non ha punti stazionari esterni a I' (in quanto l'unica differenza ¢
il segno di f). Infine I'hessiano di f all’interno di " &

D?f(x,y) = <_08 _02>

che ¢& definito negativo (-8 e -2 sono i suoi autovalori), e quindi (0,0) & un punto di massimo
relativo per f. Infine poiché ad esempio
lim f(z,0) = lim 42® = 400
r—+00 r—+00
si vede che f ¢ illimitata superiormente, e quindi non ha massimi assoluti.

(b) D ¢é un insieme compatto (¢ il disco unitario chiuso) e dunque per il teorema di Weierstrass
esistono il massimo e il minimo assoluti di f in D. Per le considerazioni fatte sopra, il minimo
assoluto di f in D sara pari a zero, e sara assunto nei punti di I' N D, cioé nei punti (z,y) € R?
soluzioni di

422 +y> =2,
2?92 < 1.
2
Riscrivendo la prima equazione come 2% = % — Y- e sostituendo nella seconda, si ottiene y? < %,

e dunque i punti di minimo assoluto di f in D sono

s \F \/5

_ 2: — — =<y < -

rnb {(m,y)eR == 5 o Sys\y/3
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(due archi di ellisse). Il massimo di f in D invece pud trovarsi all’interno di D, nel qual
caso coincidera con (0,0), unico punto stazionario di f interno a D, oppure sulla frontiera
dD = {(z,y) : 2> +y?> = 1} di D, e sara quindi un punto stazionario di f vincolato a dD.
Per determinare questi ultimi punti ricorriamo al metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto
g(z,y) = 2% +y? — 1, si ha chiaramente che Vg(z,y) = (2z,2y) non si annulla su D, e quindi
tutti i punti di 0D sono regolari. Inoltre i punti stazionari (z,y) di f vincolati a D e interni a
T, cioé tali che 422 4+ y?> — 2 < 0, sono soluzioni di

folz,y) — Agz(z,y) = =8z — 2 x = —2x(A+4) =0,
fu(@,y) = Agy(2,y) = =2y — 20y = —2y(A + 1) = 0,
glz,y) =2 +y* —1=0.

La prima equazione ha soluzioni x = 0 o A = —4. Sostituendo x = 0 nella terza equazione si trova
y = £1, e dunque si hanno i punti stazionari vincolati (0,+£1), che sono effettivamente interni a
I, e per i quali f(0,£1) = 1, Sostituendo invece A = —4 nella seconda equazione si trova y = 0, e
sostituendo quest’ultima soluzione nella terza si trova = £1, ma i punti (£1,0) sono esterni a
T'. Invece i punti stazionari (z,y) di f vincolati a dD ed esterni a I, cioé tali che 422 +5? —2 > 0,
sono soluzioni di

Jo(@,y) = Aga(z,y) = 8 — 20z = 22(4 — A) =

fy(z,y) = Agy(x,y) = 2y — 2My = 2y(1 — \) =0,

g(@y) =2 +y* = 1=0,

e ragionando come sopra si trovano i punti stazionari vincolati (£1,0), esterni a I', per i quali
f(£1,0) = 2. Dunque essendo anche f(0,0) = 2, si conclude che i punti (0,0), (£1,0) sono i
punti di massimo assoluto di f in D, e maxp f = 2.

. Calcolare l'integrale

/ ddy xylog(2? +y)’
(22 +92)2

dove
D::{(x,y)€R2:x2+y221,0§x§270§y§2}.

Soluzione. Conviene osservare che sia il dominio che la funzione sono simmetrici per lo scambio
di x con y, cioé rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante. Pertanto, indicando con

Dy :={(z,y) eR? : 22 +9*>1,0<2<2 0<y <z}

la parte del dominio che si trova al di sotto della bisettrice, si avra

1 2 2 1 2 2
// dxdy TYyos\r TY) og(z Jr:? ) = 2// dxdy TYOR\T TY) og(x Jr;“l )
D (22 +y?)2 D, (22 +9y?)2

Introducendo inoltre coordinate polari x = pcosf, y = psinf, p > 0, —w < 0 < 7, le condizioni
che definiscono il dominio diventano

1<a® +y?=p,

2
0<x=pcosf<2 & 0<p< = E<9§E7

cos 6 2 2
0<psinf<y<z=pcosfh <« 0<sinfd<cosf <& OSGSZ,

e dunque il dominio Dy si trasforma nel dominio

- 2
Dlzz{(p,O)eRz 0<6< glgpg },
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che é normale rispetto a 6. Pertanto

1 cms 1 1 2
2// dady zy og(a: +y°) _2/ d9/ p sm&coze og(p?)
Dy (22 +4?)3 p

:4/ dﬁsm@cose/cose dp logp
0

= 4/ df sin 6 cos O[p(log p — 1)]#
0

i 2 2
= 4/ df sin 0 cos 0 [ <log — 1> + 1]
0 cos 6 cos 6

:8(10g2—1)/4 d981n9—|—4/4 df sin O(cos § — 21og cos §).
0 0

Essendo allora fo df sinf =1— \%

z 1

/ df sin O(cos @ — 2logcosf) = (u = cosf) = / du(u — 2logu)
0 =
V2

u? oo 1 1

S

9
_9 i L,
4 No

si ottiene infine

//jjdxdszS(log2—l) (1—%) +4(Z—\/§—\}§log2)
= (8—6v2)log2+ 1.

. Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(xayVZ) = (CC,y,Z)

attraverso la superficie
. 5
= {(z,y,z) R : z=a244%2< 2x+4},

orientata in modo che il versore normale abbia terza componente negativa. (Sugg.: pud essere
utile determinare la proiezione di ¥ sul piano zy.)

Soluzione. La superficie ¥ ¢ la parte del paraboloide di equazione z = 22 + y? che si trova “sotto”
al piano di equazione z = 2x + %. La sua proiezione sul piano zy ¢ dunque 'insieme

5 9
E={(a:,y)eR2 : x2+y2s2x+4}={<x,y)eR2 : (w—1>2+y2s4},

che ¢ il disco chiuso di centro (1,0) e ragg‘lo 2. Per poter applicare il teorema della divergenza,
possiamo “chiudere” ¥ con la superficie

5 5
Yo = {(x,y,z) eR?: z:2x—|—1, Z2x2+y2} = {(x,y,z) eR?: z:2x—|—1, (z,9) EE}

cioé con la parte del piano z = 2z + g al di sopra del paraboloide. In tal modo ¥ U ¥y = 0D,
dove

5
D:= {(x,y,z) eR?®: (z,y) € E, 2* +4° §z§2x+4}

¢ un dominio regolare normale rispetto al piano xy, e pertanto, per il teorema della divergenza,
essendo chiaramente div F' = 3,

N R g



dove X ¢ orientato positivamente dalla normale esterna a D. Usando allora coordinate cilindriche
centrate in (1,0), x = pcosf + 1, y = psiné, z = z, si ha che D si trasforma in

3 13
D:{(p,&,z)eR3 :0<p< 2,p2+2,ocost9+1§z§2pcos0+4}7

27 % 2pcos€+% 27 % 9
|D|:/ d@/ dpp/ dz:/ d9/ dpp(—p2>
2+2pcos¢9+l 0 0 4
<t——p)—7r/ dtt——w

Inoltre essendo Xy una superficie cartesiana, con vettore normale positivo n = (—0z2, —0y2,1) =
(—2,0,1), ed usando coordinate polari centrate in (0, 1),

2
// (F,n)dS = //( 2z + 2z + >dxdy / dQ/ dpp—fﬂ'
In definitiva
// (F.n)dS =3 81 45 7153
o 32 16 32

4. Calcolare l'integrale del campo vettoriale
22+ y? + 22 22%y +2y° + 2y
F(x,y) = 5 >
- +y v +y
sulla curva ~(¢) := (1 4+ 2cost,sint), t € [0, 7].
Soluzione. Conviene semplificare ’espressione del campo F':

2x 2y
Flz,y)=(14 ——,2 .
() < Tt x2+y2>
Si ha allora chiaramente

0 m 2x _ Ay 0 9y + 2y
Ay 2ry?) T @ry?)? ox\ U 22+ 2)

e quindi F' & un campo irrotazionale. Poiché pero il suo dominio ¢ D = R?\ {(0,0)}, che non ¢é
semplicemente connesso, F' potrebbe non essere conservativo. D’altra parte, poiché per ¢ € [0, 7]
si ha sint > 0, si vede che il sostegno di 7y & contenuto nell’insieme E = {(z,y) € R? : y > —|z|},
che é semplicemente connesso, e nel quale F' é dunque conservativo. Determiniamone il potenziale

U:

e dunque

2x
U(z,y) = / (1 + M) da =z +log(x® +y%) + g(y),

0 2y 2y
_— 1 2 2 = — ! :2 —_— = ! :2
adx+0dx+y)+ﬂw) ﬁ+y2+g@) y+$2+y2 g (y) =2y
Y’ y?
= Q(Q)Z?‘FC = U(%y):x‘i‘?‘*‘log(ﬂ?Q‘i‘yQ)-

(Notiamo che poiché U ¢ definito su tutto D, in realta F' & conservativo in D pur non essendo
questo semplicemente connesso.) Pertanto U'integrale richiesto &

/<F, V) =Uy(m) = U((0)) = U(=1,0) = U(3,0) = —4 — log 9.

5. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Y1 = 3y1 — 2y2 — U3,
yh = 2y1 — Y2 — V3s
Y5 = Y1 — Yo,

y1(0) =0, y2(0) =1, y3(0) = 2.
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Soluzione. Determiniamo gli autovalori della matrice dei coeflicienti A del sistema:

3—A -2 -1
det(A—A)=det [ 2 —1-X —1]=-AA-12=0,
1 -1 A

che ha ovviamente le soluzioni A\; = 0 (semplice) e Ay = 1 (doppia). L’autovettore v; = (x,y, 2)
relativo all’autovalore \; si ottiene risolvendo il sistema

3 -2 -1 T 3r — 2y —z 0
A=\ =12 -1 -1 yl=|2zc—y—2|=1{0
1 -1 0 z T —y 0

La prima equazione é la somma della seconda e terza, e dunque si pud scartare. Le rimanenti
due equazioni hanno soluzione = y = z, e dunque si puo scegliere v; = (1,1,1). Per quanto
riguarda gli autovettori relativi a Ay, bisogna risolvere

2 -2 -1 T 20 — 2y — 2 0
(A=Xlve =12 -2 -1 yl=(2z—-2y—2| =10
1 -1 -1 z rT—y—2z 0

Scartando ancora la prima equazione si trova la soluzione z = y, z = 0, e quindi tutti gli auto-
vettori sono proporzionali a ve 1 = (1, 1,0). In particolare A3 = 1 ha molteplicitad geometrica uno,
e la matrice A non é diagonalizzabile. Per porla in forma di Jordan, determiniamo 'autovettore
generalizzato va o tale che (A — Ao1)?ve90 = 0 e (A — A\2l)veo = vo ;. La prima condizione si
esplicita come

-1 1 1 T —r+y+=z 0
(A= X1 2vg0=|-1 1 1| |y|=|-2+y+2z]=1|0],
-1 1 1 z —-rz4+y+=z 0
e dunque v2 2 = (y + 2,9, z). Dalla seconda condizione si ha poi
2 -2 -1 Y+ z z 1
(A — )\2]].)’02,2 = 2 =2 -1 Yy = z = 1
1 -1 -1 z 0 0
e dunque si pud scegliere vy o2 = (1,0,1). Dunque definita la matrice
1 1 1
cC=1110
1 0 1
la forma canonica di Jordan di A e il suo esponenziale saranno
0 0 0 1 0 O
A=Cl0 1 1]|CH, et=cl0 e tet|C,
0 0 1 0 0 e

e l'integrale generale del sistema sara y(t) = e‘4(cy,ca,c3), con ¢; € R costanti arbitrarie. Per
ottenere la soluzione del problema di Cauchy dato, si pud evitare il calcolo di C~! definendo
(k1, k2, k3) :== C~Y(c1,c2,c3). In tal modo imponendo le condizioni iniziali

k1 1 1 1 k1 ki + ko + k3 0
y(o) = CQO“A ]{2 = 1 1 0 ]fQ = kl + k2 = 1 B}
ks 1 0 1 ks kq + ks 2
si trova k1 = 3, ko = —2, k3 = —1, e pertanto la soluzione richiesta ¢
1 11 1 0 0 3 3—(3+t)et
yt)=11 1 0] |0 e te" | [-2]=[3—(2+10)"
1 0 1 0 0 € -1 3—¢f



