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A.A. 2018-19
PROVA SCRITTA DEL 10/7/19

Scrivere nome, cognome e numero di matricola in stampatello su tutti i fogli da consegnare. Consegnare
solo la bella copia. Solo gli svolgimenti motivati e scritti chiaramente saranno presi in considerazione.

1. Data la funzione
2

_ Y
f(x,y)— $2+17

(a) determinarne, se esistono, i punti di massimo e minimo relativi e assoluti in R?;

(b) determinarne, se esistono, i punti massimo e minimo assoluti nell’insieme D = {(z,y) : « >
Y’}

Soluzione. (a) Poiché la funzione data ¢ un rapporto di polinomi il cui denominatore non si

annulla mai, & definita e di classe C*° su tutto R?. Dunque i suoi massimi e minimi relativi vanno

ricercati tra i suoi punti stazionari, che sono soluzioni del sistema

2(1_p2
fl(xay) = y(w(27+]~r)2) = 07
La seconda equazione ha soluzione z = 0 oppure y = 0. Sostituendo y = 0 nella prima equazione,
si ottiene lidentita 0 = 0, e dunque tutti i punti della forma (z,0), € R, sono stazionari.
Sostituendo invece & = 0 nella prima equazione si ottiene y = 0, ma il punto (0,0) & uno di quelli

gia ottenuti. Per stabillire la natura dei punti stazionari cosi determinati, calcoliamo ’hessiano
della funzione

2xy® (22 -3) 2y(1—z?) 0 0
2211)3 221 1)2
DQf(xay) = < z(y(ltlz)Z) ( 2—;1) ) = DQf(an) = <0 2z ) .
(2 11)2 2241 241

Essendo allora D? f(z,0) diagonale, con autovalori 0 e zfip si vede che D?f(z,0) & semidefinito
positivo se x > 0, nullo se z = 0 e semidefinito negativo se x < 0. In ogni caso non da informazioni
sulla natura del punto stazionario (x,0). Tuttavia, poiché chiaramente f(x,0) = 0 per ogni x € R,
e f(z,y) ha lo stesso segno di x, si deduce che il punto stazionario (x,0) & un minimo relativo per
2 > 0, un massimo relativo per x < 0 e un punto di sella per x = 0. Inoltre chiaramente nessuno
di questi punti estremali relativi & un estremale assoluto (ad esempio (zg,0) per 2o > 0 non é un
minimo assoluto poiché f(x,y) < 0 per z < 0).

(b) L’insieme D non ¢ limitato e quindi nemmeno compatto, pertanto non si pud applicare il
teorema di Weierstrass e la funzione potrebbe non avere massimi o minimi assoluti in D. Ma
poiché chiaramente, in base a quanto visto in (a), f ¢ non negativa su D, si vede subito che tutti i
punti (z,0) con > 0, su cui f si annulla, sono punti di minimo assoluto per f in D. Non essendoci
punti di massimo relativo per f nell’interno di D per quanto visto in (a), eventuali punti di
massimo assoluto di f debbono trovarsi sulla frontiera di D, 9D = {(x,y) : * = y*}, e dovranno
quindi essere massimi relativi di f vincolati a dD. Per studiarne l'esistenza, consideriamo la
funzione di una variabile ottenuta restringendo f a 0D:

2 314
9(y) = f(y",y) = AT
Si ha ovviamente
4y3
1o —
g (y) - (y4+ 1)25

da cui si vede che y = 0 é I'unico punto stazionario di g, che & un minimo relativo. In particolare
pertanto g non ha massimi relativi e f non ha massimi relativi vincolati a D, e quindi in base
a quanto detto sopra non ha massimi assoluti.
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2. Calcolare, se esiste finito, l'integrale improprio

3 —acy
/ / ver gwdy,
D LE

dove D = {(z,y) : > 1,0 <y <z 3/}
Soluzione. L’insieme D ¢ illimitato, e la funzione integranda é limitata e non negativa su D, e
dunque per calcolare 'integrale improprio dato basta calcolare

3 —1y
lim // ——— dxdy,
n—-+4oo

dove D, = {(z,y) :n>2>1,0<y< J;‘3/4} n € N, ¢ limitato e |J,,cpy Dn = D. Si ha allora,
poiché D,, & normale rispetto all’asse x,

e T AR TR C R T - A

1 (" da _ 1 1 Y
_Z ! f)(l_eT)_(u_an>_8/ld (1_6 )
1

1 2 1
:8{[1;]1 /1duue“},
n2 n2
e integrando per parti

/du ue " = —ue “ + /du e =—(u+1le " +e,

w""

e pertanto

37my4 1 2
y'e s Lju” —u
//szxdxdy—nklfoog{z““”e ]12

b L1200 (LN em] L1
nSteo 82 e 2nt n? T 4e 16’

3. Calcolare in due modi diversi il flusso del rotore del campo vettoriale F(z,y,2) = (—y,z,0)
attraverso la superficie ¥ = {(z,y,2) : (2% + y*)* + 22 = 1, z > 0}, orientata in modo che il
versore normale positivo nel punto (0,0,1) € ¥ abbia terza componente positiva.

Soluzione. Primo metodo: usiamo la definizione di flusso di un campo vettoriale

By (rot F) = / /E (rot F,n) dS

€1 () €3
rot F=det | 0, 0, 0.| =1(0,0,2).
-y x 0

che é positivo, come deve.

A tal scopo calcoliamo

Inoltre la superficie 3 si puo anche scrivere ¥ = {(z,y,2) : 22 +y? <1, z = /1 — (22 + y?)?}
da cui si vede che é una superficie cartesiana, che ha dunque vettore normale

n = (—0y2,—0yz,1)

che induce l'orientazione positiva di 3, e del quale, data la forma di rot F', é inutile calcolare le
prime due componenti. Si ottiene dunque

CI)E(I‘OtF)Z// 2dxdy =27
{22 +y2<1}

(7 & l'area del disco di raggio 1 {(z,y) : 2 +y* < 1}).
Secondo metodo: usiamo il teorema di Stokes

Oy (rot F) = /62+ (F,ds).
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Chiaramente, da quanto visto sopra, 0¥ = {(z,9,2) : z = 0, 22 + y?> = 1} & la circonferenza di
centro l'origine e raggio 1 contenuta nel piano zy, una cui parametrizzazione positiva é dunque
~(t) = (cost,sint,0), t € [0, 27]. Pertanto

2m 2
/82+ (F,ds) = /0 (F(y(2)),~'(t)) dt :/0 ((—sint, cost,0), (—sint, cost,0)) dt

2m
= / (sin? t + cos? t)dt = 2.
0

. Calcolare l'integrale curvilineo del campo vettoriale

F(z,y) = (

sul quadrato di lato 2 centrato nell’origine.
Soluzione. 11 campo dato si puo scrivere F' = F; + F5 dove

At = (

Il campo F5 & definito su tutto R?, che é semplicemente connesso, e chiaramente

+ 2xy cos(x?y), + 22 cos(xgy)>

_:112—|—y2 22 + 32

T

—ma 3:2—1—3/2) . Pa(zy) = (Qxy COS($2?J)7$2 COS(JJ“QZ/)) .

2

2(233y cos(z%y)) = 2z cos(z?y) — 223y sin(z?y) = 83( cos(z%y)),
x

Ay
dunque F5 é irrotazionale, e quindi conservativo. Ne segue automaticamente che il suo integrale
sul quadrato dato, che é una curva chiusa, ¢ nullo. Inoltre dalla teoria ¢ noto che Fi, che ¢ definito
sull’insieme non semplicemente connesso R? \ {(0,0)}, ¢ irrotazionale ma non conservativo, e che
il suo integrale sulla circonferenza di centro 'origine e raggio 1 ¢ pari a 2. Essendo allora tale
circonferenza omotopa al quadrato dato, se ne conclude che l'integrale richiesto & pari a 2.

. Determinare la soluzione ¢t — y(t) = (y1(t),y=2(t)) del problema di Cauchy
Y=Yty —e P41

Yyo=—y1—3yz +2e ¥ —1

y1(0) = 2,32(0) =1

e calcolare, se esiste, lim;—, o0 y(t).

Soluzione. Cerchiamo gli autovalori della matrice A = (_1 13) dei coefficienti del sistema: si
ha
“1-x 1 )
det(A — A1) = det 1 3y =1+M)B+N+1=(N+2)
che ha l'unica radice A = —2 che é pertanto un autovalore di A di molteplicita algebrica 2, ma

necessariamente di molteplicita geometrica 1 (altrimenti si avrebbe A = 21), e pertanto A non &
diagonalizzabile. Senza determinare gli autovettori generalizzati, si pud in questo caso osservare

che dalla forma canonica di Jordan di A = C (_02 _12> C~', si ha che
. _ -2 1 1 0 1\ ., 4
vearn=c|(@ ) nler=c(t No

da cui N? = 0. Pertanto, essendo

1 1
wearn= (1 1)

e poiché N e —21 chiaramente commutano,

et = t(2LEN) _ o=2LN _ o=20(] | yN) = o2 (ltt , i t) 7

e 'integrale generale del sistema omogeneo associato a quello considerato ¢ dato da

_afe) o (et (e Fe)t
yolt) = e (62)_6 (02_<cl+02)t-
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Una soluzione particolare del sistema non omogeneo si ottiene poi dal metodo di variazione delle
costanti:

Cgselt—ma (1—e™>
_ t—s
yp(t) - /(; dse (26_25 _ 1>
t

—e [ase (““‘S)““‘“H(ts)@e?s1))
- 0 (s—t) 1 —e )+ (1+s—1t)(2e72 —1)

t 2 44 o Lep2t 2
B ei%/ o ( i 2s+ tt ’ 12) = 21(6215 b i e
Dunque la soluzione generale del sistema dato &
2
_ +(er+e)t+iEe®-14+5 —
t) = yo(t) +yp(t) =72 [ 7 2 2 :
y() Y () yp() <Cg—(01—|—82)t—%(€2t—1)—t2+2t

e imponendo le condizioni iniziali

2 o _ C1
()=o)
si ottiene la soluzione cercata

2+ le 4
y(t) = yo(t) +yp(t) = e 2; i 2€2t ENE
2

1 _
2 2
da cui

1
. _ 5



