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Nei seguenti esercizi (X, 9, 1) denota un generico spazio di misura.
1. Sia (an)neny C R una successione, e si definiscano

lim sup a,, := inf sup a,, liminf a,, := sup inf a,.
n—+00 keN p>k n—+oo keNnk

Si dimostri:
(a) posto ay, := infg>y ak, By = SUPy>,, ak, le successioni (ay, )nen, (Bn)nen Sono rispettivamente
crescente e decrescente;

(b) liminfa, = lim inf ag, imsupa, = lim sup ag;
n—-+o00 n—-+oo k>n n——+oo n—-+00 k>n

(¢) liminf a,, < limsup ay;
n—-+00 n——+oo

(d) liminfa, = 1" (risp. limsupa, =1") se e solo se
n—+00 n——+oo

Ve >0 In.eN:n>n.= a, >0 —e(risp. a, <" +¢),
€
VaneN dn>n : an <l +¢ (risp. a, > 1" —¢);

() 3 lim a, =1 se e solo se limsupa, = liminfa, =I.
n—-+oo n—-+oo n——+oo

2. Siano Y un insieme e f : X — Y una funzione. Verificare che
N:={ECY : fYE)em
é una o-algebra in Y.

3. Verificare che ogni aperto di R ¢ unione numerabile di intervalli della forma (a,b), (a,+00], [—00,b),
con a,b € Q.

4. Siano E,F e Me f,g: X — [0, +o0] funzioni misurabili. Verificare:

(a) se f < gallora [, f < [, g;

(b) se E C Fallora [, f < [, f;

(c) se ¢ > 0 & una costante, allora chf—cfX f,
(d) se p({z € X : f(z) #0}) =0 allora [, f

(e)

5. Sia s : X — [0, 400] una funzione semplice. Mostrare che ponendo A(E) := [, sdu, E € 9, X &
una misura su M.

se u(E) =0 allora [}, f =



