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. Sia X = C*([a,b]) e si ponga | fll(1) := || flloc + |/ lsc, f € X. Verificare che || - [|(1) ¢ una norma
su X.

. Mostrare che (C*([a,b]),]| - ||1)) ¢ di Banach, mentre (C*([a,b]), || - [|s) non lo &.
. Siano X = C*([a,b]), Y = C%([a,b]) e D : X — Y definito da Df := f’. Mostrare che:

(a) se su X si mette la norma || f|/(1) := [[flloc + |f'lloc € su Y la norma || - ||o, si ha |[|[D|| = 1
(sugg.: considerare le funzioni f(t) = e e fare @ — +00);
(b) se si mette la norma || - || sia su X che su Y, D non ¢ limitato (sugg.: considerare le funzioni
fn(t) :=sinnt).
. Sia (X,| -||) uno spazio normato. Verificare che per ogni =,y € X si ha |||z]| — |ly|l| < |lz — y]|.

. Siano (X, d) uno spazio metrico, z € X e § > 0. Dimostrare che le palle
Bs(z) :=={y € X : d(z,y) <8},  Bs(z):={y€X : d(z,y) <3}
sono, rispettivamente, aperta e chiusa (nella topologia indotta da d).

. Siano X un insieme e B,, o € I, una collezione di suoi sottoinsiemi (/ insieme arbitrario di indici).
Dimostrare la dualita di De Morgan:

(NB) =U5:

acl acl

. Sia X uno spazio topologico. Dimostrare che

(a) 0, X sono chiusi;
(b) se Cq, a € I, sono chiusi, allora (1, .; Ca ¢ chiuso;

(c) se C1,...,Cy sono chiusi, allora C; U--- U C,, & chiuso.



