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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono piuttosto impegnativi. Nei seguenti esercizi
(X, 9, 1) denota un generico spazio di misura, salvo diverso avviso.

1.

*5.

Sia Y € 9 tale che u(Y¢) = 0 e g una funzione misurabile su Y (a valori in R o C). Mostrare che
se f é lestensione di g a X definita ponendo f(x) =0 se x € Y, allora f ¢ misurabile.

Sia (fn) C LY(X,pu). Verificare che se 3,20 || f|l1 < 400, allora 320 f,(2) converge per q.o.
x € X, definisce una funzione in L'(X, ) e

/X(ifn)du=§/xfndu~

Siano A C R™ un aperto, e f : X x A — C una funzione tale che

(a) f(y) € Ll(X {1) per ogni y € A;
(b) esista a ( ,y) per ogni (z,y) € X x A;

(c) esista g € LY(X, u) tale che ’g—zfj(;v,y)‘ < g(x) per ogni (z,y) € X x A.

Allora la funzione F : A — C definita da F(y fX x,y)du(x) , y € A, é tale che esiste
OF of
—(y) = d €A
o, y) = 9 - (@,y)du(e), y

Data f: X — C misurabile, verificare:

(a) la funzione ¢t — p({|f|] > t}) & continua a destra;
(b) se f & essenzialmente limitata, ||f|lcc = min{t >0 : u({|f] > t}) = 0};

() || - llo & una norma su L>(X, p).

Mostrare che (L*°(X, ), || - ||so) € uno spazio di Banach. (Sugg.: data (f,) C L di Cauchy, sia E
l'unione, su k,m,n € N, degli insiemi Ay, := {|fx| > | fxlloo}s Bm.n := {|fm — ful > [|[fm — fall};
allora u(E) =0 e (*°(E°) & completo.)

Dimostrare che [ fdus = 2 f(n) per ogni f per cui ha senso, e che quindi LP(N, z13) = ¢(N)

per ogni p € [1,+00] (py € la mlsura che conta in N).

Mostrare che ¢1(N) C ¢?(N) e che, se u(X) < oo, L*(X, ) C L'(X,u). Mostrare che, usando la
misura di Lebesgue, L?(R) ¢ L*(R), L'(R) ¢ L?(R).

Dato uno spazio metrico (X, d), e posto dist(x, B) := inf,cp d(x,y), x € X, B C X, verificare che
x € X — dist(z, B) ¢ continua.



