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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono piuttosto impegnativi.

1. Siano H uno spazio di Hilbert, e (z,)nen C H una successione di vettori linearmente indipendenti.
Definita una successione (f,)nen tramite il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt:

<‘T27f1> <{L‘3,f1> <$3,f2>
(f1, f1) (f1, f1) (f2; f2)

dimostrare che i vettori e, := f,./||fnll, n € N, sono un sistema ortonormale in H tale che, per ogni
neN, {e1,...,en) ={(x1,...,T,).

f17 f3 =3 — fl_ f2»

f1 =T, f2 = T2 —

2. Verificare che se (ex)ren € una base ortonormale di uno spazio di Hilbert H, allora I'insieme

{Zakek : ak€@+iQ,k1,...,n,n€N}

k=1
¢ numerabile e denso in H.

*3. Sia f € L'(R) tale che e’l*lf € L'(R) per qualche § > 0. Mostrare allora che la trasformata di
Fourier

f(v) = /R f@)e P dr,  peR

di f si estende ad una funzione analitica nella striscia {p € C : |Imp| < &} e che si ha lo sviluppo
di MacLaurin

+oo —ip)
i =3 &P /R f@amdr, o<

n!
n=0

(sugg.: Destensione di f soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann per esercizio 6 del 12/4/16, e
si puo scambiare I'integrale con lo sviluppo in serie di e~ per l'esercizio 5 del 12/4/16).

4. Le funzioni di Hermite 1, € L?*(R), n € N, sono definite applicando il procedimento di Gram-
Schmidt alle funzioni # € R — z"e~*"/2 ¢ pertanto hanno la forma Yn(x) = Hn(m)e_‘”Q/Q, con gli
H,, polinomi di grado n, detti polinomi di Hermite. Dimostrare:

(a) {z"e /2 . n e N} = {0} (sugg.: se ¢ € {z"e " /2 : n € N}*, applicare D'esercizio 3.14 a
f=we /%),
(b) (¥n)nen € una base ortonormale in L?(R);
(c) vale la formula di Rodrigues:
—1)" dm
(0 e

V2nplgl/4 dx™

(sugg.: basta verificare, integrando per parti, che se H,, & dato dalla formula di sopra, allora

(zhe=2*/2 Hoe=®"/2) =0,k =0,1,...,n— 1, ¢ |Hpe " /2|y = 1);

H,(z)=



(d) siha

1 AV 1 A\ . [vVAte1, >
ﬁ<$—dx)¢n—\/”+1¢n+1, ﬁ<$+d$>¢n—{07 n=0,

d? 9

<_dx2 +z ) Yn = (2n+ 1)y,

5. Dimostrare che applicando il procedimento di Gram-Schmidt in L?([0,+oc)) alle funzioni z ~
a"e” " si ottengono funzioni x — Ly (z)e” ™, con gli L, polinomi di grado n detti polinomi di
Laguerre, che formano una base ortonormale in L*([0, +00)).



