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*1. Siano C ⊂ [0, 1] l’insieme di Cantor e f ∈ CR([0, 1]) la scala del diavolo, una funzione monotona
non decrescente tale che f(0) = 0, f(1) = 1 e f ′(x) = 0 per ogni x ∈ [0, 1]\C. Detta mf l’associata
misura di Lebesgue-Stieltjies e considerato l’operatore Mι ∈ B(L2([0, 1],mf )) di moltiplicazione
per la funzione ι(λ) = λ, si dimostri:

(a) σ(Mι) = C;

(b) σp(Mι) = ∅;
(c) la misura spettrale µ1 di Mι indotta dalla funzione ψ = 1 non è assolutamente continua

rispetto alla misura di Lebesgue.

2. Siano A una C*-algebra con unità e ω uno stato di A . Si verifichi

(a) ω(a∗) = ω(a) per ogni a ∈ A ;

(b) ω(b∗a∗ab) ≤ ‖a‖2ω(b∗b) per ogni a, b ∈ A .

3. Verificare che l’applicazione a ∈ A 7→ πω(a) ∈ B(Hω) definita nella dimostrazione del teorema
GNS è una rappresentazione.

4. Siano A una C*-algebra, e πα : A → B(Hα), α ∈ I, rappresentazioni tali che supα∈I ‖πα(a)‖ <
+∞ per ogni a ∈ A . Mostrare:

(a) per ogni a ∈ A , l’operatore ⊕α∈Iπα(a) : ⊕α∈IHα → ⊕α∈IHα definito da

⊕α∈Iπα(a)(xα)α∈I := (πα(a)xα)α∈I , (xα)α∈I ∈ ⊕α∈IHα,

è limitato, e ‖ ⊕α∈I πα(a)‖ ≤ supα∈I ‖πα(a)‖;
(b) a ∈ A 7→ ⊕α∈Iπα(a) ∈ B(⊕α∈IHα) è una rappresentazione di A (detta la somma diretta

delle πα).

1


