Corso di Fondamenti di Analisi Matematica
a.a. 2013-14

G. Morsella
Esercizi del 9/5/14

1. Siano 7 un’algebra di Banach, e # C 7 una *-sottoalgebra. Posto B,, = {b€ ZB : b =0b*}, si

verifichi che B = $Boa + 1 PBaa-

2. Mostrare che:
(a) i polinomi trigonometrici

{0 € [0,27] — Z cre™ e eCine N}
kl<n

sono densi in C,([0,27]) := {f € C([0,27]) : f(0) = f(2m)} (sugg.: Cp([0,27]) ~ C(T));
(b) posto e, (0) := \/%—ﬂemg, n € Z, (en)nez € una base ortonormale di L?([0, 27]);
(c) la serie di Fourier di una f € L?([0,27]) converge a f in L?([0,27]).
3. Mostrare che:

(a) i polinomi sono densi in C([a,b]) (teorema di Weierstrass);

(b) ipolinomi di Legendre (P)sen, ottenuti tramite il procedimento di Gram-Schmidt in L?([—1, 1])
a partire dalle funzioni x + 2*, sono una base ortonormale in L?([—1,1]);

(c) si ha
20+1 1 d*  ,
Pyz) =/ ————(% -1 -1,1 .
0 () 5 2Z€!d:rz(m ), xe€[-1,1,¢ €N

4. Siano X, Y spazi metrici con X completo, e f : X — Y isometrica. Mostrare che f(X) C Y &
chiuso.

5. Siano Z un’algebra di Banach con unita, e a € & tale che o(a) = {0} (un tale elemento é detto
topologicamente nilpotente), e sia &7 := (1,a,a?,...) C A la sottoalgebra chiusa di & generata da
a. Si mostri:
(a) x € & se esolosex= Z;ﬁ% Aga® (serie convergente in %);
(b) Q&) ={wo}, con wy(x) = Ao;
(c) la trasformata di Gelfand": &/ — C(2(«/)) non ¢ iniettiva.



