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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono piuttosto impegnativi.

1.

*2.

Siano (H, (-, )m), (K, (-,-) k) spazi di Hilbert. Sullo spazio vettoriale somma diretta
Ho K :={(z,y) :x € Hy€ K},
i cui elementi saranno denotati con = @ y := (z,y), si definisca
(1 B y1, 2 B y2) = (@1, 22) + (Y1, Y2) K., 2, @y € HOK.
Verificare che (H @ K, (-,-)) ¢ uno spazio di Hilbert, detto somma diretta (hilbertiana) di H e K.

Siano (Hg, (-, Ya), @ € I, spazi di Hilbert, e si definisca

D Ho = {@a)acr : 20 € HaVa e 1Y ]2 < oo},

acl acl
Verificare:

a H, & uno spazio vettoriale con le operazioni definite da
acl
(Ta)aer + (Ya)aer = (Ta + Ya)acer, MTa)aer = (A\a)aer;

(b) @,c; Ha ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare definito da

<(x0¢)0¢€1’ (ya)a61> = Z(xou yoe>oz

acl

. Siano X,Y spazi prehilbertiani, e j : X — Y un’applicazione che preserva i prodotti scalari.

Mostrare che j ¢ lineare (sugg.: calcolare ||j(z +y) — j(z) — i (v)|| |7 (az) — aj(x)||?).

. Mostrare che ¢2(I) ¢ il completamento dello spazio prehilbertiano

ce(I) :={x = (xa)acr : o € C, x4 # 0 solo per un insieme finito di « € I'}

con il prodotto scalare (,y) = > c; TaVa-



