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1. Sia (X,M, µ) uno spazio di misura. Dimostare:

(a) f : X → C è misurabile se e solo se Re f, Im f : X → R sono misurabili;

(b) f : X → R̃ è misurabile ⇔ {f > a} ∈M per ogni a ∈ R ⇔ {f ≥ a} ∈M per ogni a ∈ R ⇔
{f < a} ∈M per ogni a ∈ R ⇔ {f ≤ a} ∈M per ogni a ∈ R;

(c) se f : X → R̃ è misurabile anche |f | lo è;

(d) se fn : X → R̃ è misurabile per ogni n ∈ N, allora supn fn, infn fn sono misurabili;

(e) se fn : X → R̃ è misurabile per ogni n ∈ N, allora E := {x ∈ X : ∃f(x) := limn→+∞ f(x)} ∈
M e f : E → R̃ è misurabile (rispetto alla σ-algebra ME := {F ∩ E : F ∈M} su E).

2. Sia (X,M, µ) uno spazio di misura, e f : X → C misurabile. Dimostrare:

(a) se f ≥ 0 e
∫
X
f dµ = 0 allora f = 0 q.o.;

(b) se f ∈ L1(X,µ) e
∫
E
f dµ = 0 per ogni E ∈M, allora f = 0 q.o.;

(c) se
∫
X
|f |dµ < +∞, allora |f | < +∞ q.o.

3. Sia (an)n∈N ⊂ R una successione, e si definiscano

lim sup
n→+∞

an := inf
k∈N

sup
n≥k

an, lim inf
n→+∞

an := sup
k∈N

inf
n≥k

an.

Si dimostri:

(a) lim inf
n→+∞

an ≤ lim sup
n→+∞

an;

(b) lim inf
n→+∞

an = l′ (risp. lim sup
n→+∞

an = l′′) se e solo se

∀ ε > 0

{
∃nε ∈ N : n ≥ nε ⇒ an > l′ − ε (risp. an < l′′ + ε),

∀n̄ ∈ N ∃n ≥ n̄ : an < l′ + ε (risp. an > l′′ − ε).

(c) ∃ lim
n→+∞

an = l se e solo se

lim sup
n→+∞

an = lim inf
n→+∞

an = l.
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