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1. Calcolare la lunghezza dei seguenti archi di curva:

(a) arco della curva f(x) = logx fra i punti di ascissa z = v/3 e © = V/8;

(b) arco della spirale di Archimede p(6) = af (a > 0) per 6 € [0, 27];

(c) arco della cicloide v(t) = (R(t —sint), R(1 — cost)) (R > 0) per t € [0, 27];
)

(d) curva di equazione implicita (22 + y%)? — a?2* =0 (a > 0).

Soluzione. (a) Svolto ad esercitazione.

(b) Poiché la funzione p : [0,27] — R & di classe C!, la curva & rettificabile e la sua lunghezza &

data da ) )
L= / Vp(0)2 + p'(6)2d0 = a/ V1+62d6.
0 0

La primitiva di # — /1 + 62 si ottiene ricordando 'integrale notevole

do
/mzlog(0+\/1+92)+c

(Pargomento del logaritmo ¢ sempre positivo) e integrando per parti

02 de
\/1+02d0:0\/1+927/ d0:0\/1+027/\/1+02d6‘+/
/ V14 62 V1+ 62

da cui

2

/\/1+92d9: ! [9\/1+92+log(9+\/1+92)] +e.

Si ha pertanto
L=3 [0V1+6+1og (0+ 1+ 92)](2; = 3 [20V1 447 +1og (2n + V1 + 472) |

(c) La curva v ¢ di classe C! e quindi rettificabile, e la lunghezza si calcola tramite

2m 2m 2
L:/ 1Y (¢)||dt = / [(R(1 — cost), Rsint)||dt = V2R V1 —costdt.
0 0 0

Moltiplicando e dividendo l'integrando per /1 + cost si ottiene poi

27 27 : T . 2 .
/1 —cos?t | sin ¢| sint sint
L=\/§R/ 7dt=\/§R/ ———_dt=V2R —dt — —dt| .
0 14 cost o V1+cost o V1+cost - 1+ cost
Gli ultimi due integrali si calcolano con la sostituzione u = cost, ottenendo

L du

L:\/iR[—/l_l\/%—i—/_ll\/ldiﬁ}:2\/§R/_1\/m:4\/§R[\/l—&—7u]1_1:8R.

(d) Svolto ad esercitazione.




2. Data la curva v in R? di equazioni
2

z 2
il =1
g Y
z—x =2y

calcolare

/ 3 11
—yz — —uxyds.
L 5+2yz 2xys

Soluzione. Per poter calcolare 'integrale, abbiamo bisogno di una parametrizzazione di . Os-
servando che la prima equazione che definisce v ¢, in due dimensioni, quella di un’ellisse centrata
nell’origine e di semiassi 2, 1, che ha la parametrizzazione (x(t),y(t)) = (2cost,sint), t € [0, 27], e
sostituendo quest’ultima nella seconda equazione, si ottiene per 7y la parametrizzazione

v(t) = (2cost,sint, 2(cost + sint)), t €0, 27].

Ne segue che

17 ()] = \/4sin2t—|—cos2t—|—4(sin2t—|—c0s2t— 2sintcost) = \/5—|—3sin2t—851ntcost,

e detto pertanto I 'integrale curvilineo richiesto, si ha

2m
I :/ \/(5+3sint(cost+sint) - 1lcostsint)(5+35in2t —SSintcost) dt
0

2
:/ \/(5+3sin2t—SSintcost)2dt.
0
Tenendo allora conto del fatto che, come visto sopra, 5+ 3sin®t — 8sintcost = ||7/(t)[|> > 0, si ha
2m
I= / (5+ 3sin®t — 8sintcost) dt = 13.
0

3. Data la curva
~(t) = (acost,asint, bt), teR, a,b>0

(detta elica cilindrica di raggio a e passo b):

(a) dimostrare che ¢ semplice e regolare;
(b) disegnare qualitativamente il sostegno di ;

(¢) parametrizzare v tramite ’ascissa curvilinea.

Soluzione. (a) Semplicita: & chiaro che y(t1) = v(t2) = bt; = bta e quindi ¢; = to.

Regolarita: si ha chiaramente +'(t) = (—asint,acost,b) # (0,0,0) per ogni t € R (la terza
componente non ¢ mai nulla).

(b) I sostegno si ottiene facilmente osservando che quando ¢ varia in ogni intervallo [2km, 2(k+1)7),
k € Z, la proiezione del punto 7(t) sul piano x,y descrive una circonferenza di raggio a centrata
nell’origine, mentre la terza coordinata z(t) = bt cresce linearmente.

(c) Prendendo il punto v(0) come origine dell’ascissa curvilinea t — s(t), si ha

t t
s(t)z/ H’y’(T)HdT:/ Va2sin? T + a2 cos2 T+ b2 dr = a? + b%t, teR.
0 0

La funzione inversa di ¢t € R — s(t) & ovviamente la funzione t(s) = s/va? + b?, s € R, per cui la
parametrizzazione di v tramite I’ascissa curvilinea ¢ data da

o(s) :=7(t(s)) = (acos ;,asin > , bs ) ) seR.
Va2 +b? Va2 +v2 Va2 + b2



