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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono particolarmente impegnativi.

1. Sia A : D(A)→ H autoaggiunto e P : B(R)→ B(H) la sua misura spettrale. Si mostri:

(a) x ∈ ranP ([−k, k]) è analitico per A (sugg.: ‖Anx‖2 =
∫
[−k,k] λ

2ndµx(λ));

(b) D :=
⋃

k∈N ranP ([−k, k]) è denso in H;

(c) se x ∈ D, eitAx =
∑+∞

n=0
(it)n

n! A
nx.

2. Siano (X,M, µ) uno spazio di misura, e (fn) ⊂ L1(X,µ). Verificare che se
∑+∞

n=0 ‖fn‖1 < +∞,
allora

∑+∞
n=0 fn(x) converge per q.o. x ∈ X, definisce una funzione in L1(X,µ) e∫

X

( +∞∑
n=0

fn

)
dµ =

+∞∑
n=0

∫
X

fn dµ.

3. Sia A : D(A)→ H simmetrico con un’unica estensione autoaggiunta. Verificare che A è essenzial-
mente autoaggiunto.

4. Siano (ψn) ⊂ L2(R) le funzioni di Hermite, D := 〈ψn : n ∈ N〉 e a, a† : D → L2(R) definiti da

a =
1√
2
(q + ip), a† =

1√
2
(q − ip).

Si mostri:

(a) a† ⊂ a∗;

*(b) a∗ = a† = 1√
2
(q − ip)|D(q)∩D(p), a = 1√

2
(q + ip)|D(q)∩D(p)

1


