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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono particolarmente impegnativi.

1. Siano X uno spazio vettoriale e M ⊂ X un sottospazio. Si verifichi:

(a) le operazioni
(x+M) + (y +M) := x+ y +M,

λ(x+M) := λx+M,
x, y ∈ X, λ ∈ C,

sono ben definite e dotano X/M = {x+M : x ∈ X} di una struttura di spazio vettoriale;

(b) se X = A è un’algebra e M = I un ideale, il prodotto

(a+ I )(b+ I ) := ab+ I , a, b ∈ A ,

è ben definito e rende A /I un’algebra.

2. Sia (xn)n∈N di Cauchy in uno spazio metrico X. Si mostri che se esiste una sottosuccessione
(xnk

)k∈N convergente a x ∈ X, allora xn → x.

3. Siano H uno spazio di Hilbert e K ⊂ H un sottospazio chiuso. Mostrare che H/K ' K⊥

(isometricamente isomorfo), e che quindi H/K è uno spazio di Hilbert.

4. Siano A un’algebra normata e I ⊂ A un ideale. Verificare che Ī è un ideale.

5. Siano A un’algebra di Banach con identità (tale che ‖1‖ = 1) e I ⊂ A un ideale. Si verifichi:

(a) se I è un’ideale proprio, ‖1 + z‖ ≥ 1 per ogni z ∈ I ;

(b) se I è un’ideale chiuso, 1 + I è l’identità di A /I e ‖1 + I ‖ = 1.

6. Siano A un’algebra di Banach con identità (tale che ‖1‖ = 1) e ω : A → C un carattere. Mostrare
che ‖ω‖ = 1 = ω(1) (sugg.: se I = kerω, |ω(a)| = ‖ω(a)1 + I ‖ = ‖a+ I ‖).

*7. Si dimostri:

(a) dati a, b ∈ `1(Z) la serie
(a ∗ b)n :=

∑
k∈Z

an−kbk, n ∈ Z,

è assolutamente convergente e ‖a∗b‖1 ≤ ‖a‖1‖b‖1; a∗b è detto la convoluzione di a, b ∈ `1(Z);

(b) definendo, per a ∈ `1(Z), a∗n := a−n, si ha che `1(Z), con il prodotto di convoluzione, è una
*-algebra di Banach con identità;

(c) per ogni λ ∈ T, ωλ : `1(Z)→ C definito da

ωλ(a) :=
∑
n∈Z

anλ
n, a ∈ `1(Z),

è un carattere di `1(Z);
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(d) per ogni ω ∈ Ω(`1(Z)) esiste un’unico λ ∈ T tale che ω = ωλ (sugg.: siano ζ := (δn,1)n∈Z ∈
`1(Z), ζ−1 = (δn,−1)n∈Z ∈ `1(Z); allora 〈ζn : n ∈ `1(Z)〉 è denso in `1(Z), e posto λ := ω(ζ)...);

(e) l’applicazione λ ∈ T 7→ ωλ ∈ Ω(`1(Z)) è biunivoca, continua e con inversa continua (cioè è un
omeomorfismo di spazi topologici) (sugg.: l’inversa ω 7→ ω(ζ) va da uno spazio compatto a
uno di Hausdorff);

(f) identificando, come spazi topologici, Ω(`1(Z)) con il cerchio unitario T tramite l’applicazione
del punto (e), la trasformata di Gelfand di a ∈ `1(Z) si identifica con la funzione â ∈ C(T)
data da

â(eiθ) =
∑
n∈Z

ane
inθ, eiθ ∈ T,

cioè con la trasformata di Fourier della successione (an)n∈Z.
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