Corso di Fondamenti di Analisi Matematica
a.a. 2012-13

G. Morsella
Esercizi del 5/4/13

Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono particolarmente impegnativi.

1. Siano H uno spazio di Hilbert, e (x,,)nen C H una successione di vettori linearmente indipendenti.
Definita una successione (f,)nen tramite il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt:

<$2,f1> <:173af1> <£3,f2>
(1, f1) (1, f1) (fa, f2)

dimostrare che i vettori e,, := f,,/|| fnll, » € N, sono un sistema ortonormale in H tale che, per ogni
neN, (e1,...,en) = (x1,...,2,).

fi, fz=x3— fi— fa2,

fir=z1, foi=2x9—

*2. Sia f € L'(R) tale che e’l*lf € L'(R) per qualche § > 0. Mostrare allora che la trasformata di
Fourier

fp) = /R f@)e ™ ds,  peR

di f si estende ad una funzione analitica nella striscia {p € C : |Imp| < §} e che si ha lo sviluppo

di MacLaurin
—+o0 (7 .

fp) = Z Z]'D)n /Rf(x)x” dz, Ip| < 6.

n
n=0

3. Le funzioni di Hermite v, € L?>(R), n € N, sono definite applicando il procedimento di Gram-
Schmidt alle funzioni z € R — z"e~%"/2 e pertanto hanno la forma vy, (z) = H,(z)e~* /2
H,, polinomi di grado n, detti polinomi di Hermite. Dimostrare:

, con gli

(a) {z"e ™"/2 : n e N} = {0} (sugg.: se ¢ € {a"e *"/2 : n € N}, applicare D'esercizio 2 a
f =12,

(b) (%n)nen € una base ortonormale in L?(R);

(¢) vale la formula di Rodrigues:

(_1)n ew2 d" (e—zz)

Vonplpl/4 o dx®
(sugg.: basta verificare, integrando per parti, che se H,, & dato dalla formula di sopra, allora
(zhe=2*/2 Hoe=®/2) =0,k =0,1,...,n—1, ¢ |Hpe " /2|y = 1);

(d) siha

Hn(x) =

1
V2 ( da V2 da 0, n=0,
2

dx?

l'—d) ¢n=\/mwn+1, 1(x+d) wn:{\/ﬁwn—lv nZl,



*7.

Dimostrare che applicando il procedimento di Gram-Schmidt in L?([0,+00)) alle funzioni x
x"e” " si ottengono funzioni x — L,(x)e”®, con gli L, polinomi di grado n detti polinomi di
Laguerre, che formano una base ortonormale in L?([0, +00)).

Si mostri che esiste un’isometria U € B(¢?(N)) tale che Ud,, = 6,41 ((6,)nen la base canonica), e
che U non é unitario.

Considerata 'algebra di Banach & := C(X), X spazio compatto di Hausdorff, mostrare che data
feC(X)sihao(f)=f(X).

Siano (X,9M, 1) uno spazio di misura o-finita e H := L?(X,u). Data f € L>(X,u) si definisca
loperatore di moltiplicazione per f:

(Msp)(z) == f(z)p(z), x€X,¢€H.
Si dimostri:

(a) f € L* — M; € B(L?) ¢ uno *-omomorfismo isometrico di C*-algebre, cio¢ ¢ lineare,
moltiplicativo, isometrico e rispetta lo * (sugg.: per 'isometria, si ha u({|f| > || fllcc —1/n}) >
0 per ogni n € N, e quindi se ¢ = X{|f\>\|f|\oo—1/n}"');

(b) XA € o(My) se e solose u({|f — Al <e}) >0 per ogni € > 0 (sugg.: se u({|f — Al <1/n}) >0
per ogni n € N, se esistesse (A1 — My)~! € B(H), considerare [[(Al — Ms)™ xqr—xj<1/n}|%);

(c) X € ap(My) se esolose u(f~H({A})) > 0.



