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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono particolarmente impegnativi.

1.

7.

Siano X uno spazio normato e S C X un sottoinsieme. Indicando con

(S) = {zn:ozixi cx; €8, aiEC,nEN}
i=1

il sottospazio di X generato da S, mostrare che (S) & un sottospazio chiuso di X (detto ovviamente
il sottospazio chiuso generato da S).

. Siano H uno spazio di Hilbert, e S C H un sottoinsieme. Definito I’ortogonale di S come

Li={recH: (r,y)=0Vyec S},
verificare:

(a) S+ ¢ un sottospazio chiuso di H;
(b) se S; C Sy allora S5~ C Si;

)
)

() 5t =((9)"
(d) () =T5).

Siano H uno spazio di Hilbert e K C H un sottospazio chiuso. Mostrare che H é isometricamente
isomorfo a K @ K+ (cioé esiste j : H — K @ K isometria lineare suriettiva).

. Sia H = (?(N).

(a) Se x = (z,) € H, verificare che la serie di potenze E:(XE) 2n2" ha raggio di convergenza r > 1.
(b) Dato A € C, |A| < 1, verificare che posto f(z) := 3./ 2, \", x € H, si ha f € H*.
(c¢) Determinare y € H tale che f(x) = (y,x) per ogni z € H, e calcolare || f||.

Sia (6a)acr C ¢*(I) il sistema ortonormale canonico: J, = (Jap)ger. Senza usare il teorema
di caratterizzazione delle basi ortonormali, dimostrare che per ogni z = (z,) € ¢*(I) si ha z =

Zael xaéa'

Mostrare che, se x € H e (eq)acr C H & un sistema ortonormale, 'insieme {a € I : (e,,x) # 0} &
al pitt numerabile (sugg.: si ha f{a € I : [(eq,x)| > 1/n} <n?> . [(eq,z)[?).

Ricordiamo che una base (di Hamel) di uno spazio vettoriale V' ¢ una famiglia linearmente indi-
pendente di vettori di V' tale che ogni vettore si scriva come combinazione lineare (finita) di suoi
elementi. Dimostrare che una base ortonormale di uno spazio di Hilbert H infinito-dimensionale
non & una base di Hamel, e che una base di Hamel di H ha cardinalita piti che numerabile.



